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? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙsÕ�ÙOÚ}Ûr×mÜBÚ}ÙOÔÞÝß×màXáhÕ�ÖBÙOÔÞ×mÚmâHã}Õ�à�×]ä�Õ�ÔÞåmÝæÕ�âKçb×mèæÕ	ç2Õ�åmÝßémàBåmÝæÕ�âKÕ�ÛrÝßêpÕ�ÖB×¶×.çbÙOÔ
á�ÜBÖBÙ�ëHÜB×sÛr×I×màBÚÞÝßà2Õ�Ô�Õ�Û�ì]í0èß×mÚ.îVÙOÔ�Õ�Û�ÖB×måmÝßÚÞÝkïOÙOÚ�à2Õ ÛrÝßàBð2ÕrîVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù�Õ�åpÕ�ÖBémÛrÝßåpÕr×%×mÜòÛr×
ÚÞÝßàXá�Ù�ðBÙOàBÔ�Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ.á�×mÔ]ÚÞÝßÖBÙ�Õ�èßÜBà2Õ�ÖB×mèß×mÚmìsí0èß×mÚ]Ûr×sÓOÜBÝæÕ�Ô�Õ�Û�â:Ûr×%×màBåmÙOÔ�ÕYó�Õ�Ô�Õ�Ûô×s×mÚ�áhÕpï�Õ�Û
ÚÞ×mÛrçBÔÞ×rÖBÝßÚÞçbÙOàBõkïO×mÝßÚ�ç2Õ�Ô�Õ�×mÚÞåmèæÕ�ÔÞ×måm×mÔ	ÖBö�ïKÝßÖ2Õ�Ú	×rÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÔ�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ÚmìrÒ.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�ø�ä�Õ�ÔÞåmÝæÕ
çbÙOÔ á�ÜBÖBÙMëHÜB×[×mèæÕ@îV×mêòçbÙOÔ�ÛrÝßÛ�ÖB×mÚÞÖB×òëHÜB×[àBÙOÚ�åmÙOàBðB×måm×mÛrÙOÚmâ.çbÙOÔ�ÚÞ×mÔ�ÜBÛ Õùçb×mÚÞÚÞÙXÕúáhñ�Ù
Õ�ÛrÝßÓXÕ�âOðHÜBÛ Õ�à2Õ]×�åmÙOÛ�ÜBÛ Õ]ÝßàXá�×mèßÝßÓOémàBåmÝæÕ.×mÛrÙKåmÝßÙOà2Õ�è�ÖBÝßÚ�á�ÝßàXáhÕ�ìdûRÙOÔ0ü2Û�âXëHÜB×mÔÞÙ%Õ�ÓOÔ�Õ�ÖB×måmé�ýuèßÙOÚ
ÖB×%ÛrÙKÖBÙ ×mÚÞçb×måmÝæÕ�è�çbÙOÔ¶á�ÙKÖBÙOÚ.ÙOÚ�ÛrÙOÛr×màXá�ÙOÚ.ëHÜB×%åmÙOÛrç2Õ�Ô�á�Ýßèßð2Õ�ÛrÙOÚ�Õ�Ù�èßÙOàBÓOÙ ÖB×mÚ�á�×mÚ]þ�Õ�àBÙOÚ
×�çb×mèæÕ�Õ�ÛrÝßêpÕ�ÖB×�â�ëHÜB×IÕ�ÚÞÚÞÝßÛÿåmÙOÛrÙ�Ûr×mÜ�Õ�çBÔÞ×màBÖBÝßêpÕ�ÖBÙBâ2ÖB×mÚÞ×uóÞÙrëHÜB×�ÖBÜBÔÞ×	ç2Õ�Ô�ÕsÚÞ×mÛrçBÔÞ×�ì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�Õ�Ù�ÙOÔÞÝß×màXáhÕ�ÖBÙOÔ�ÖBÙ�ÖBÙOÜ�á�ÙOÔ�Õ�ÖBÙ�Ú�Õ�àBÖBÜBõßåhðB× ëHÜB× ÔÞ×pÕ�èßÝßêm×mÝdà2Õ��2Ô�Õ�àBØpÕ�â��.Ômì
í0ÛrÛ Õ�àHÜB×mè��RÔÞÝßêpÕ�å�âyçb×mèæÕ�ç2Õ�åmÝßémàBåmÝæÕ�âYÖBÝßÚÞçbÙOàBÝß÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×R×6çb×mèæÕ�ÚÞÜ2Õ�ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÝßç2Õ�Øpñ�ÙEà2Õ
ÛrÝßàBð2Õ%îVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�ÙrÕ�åpÕ�ÖBémÛrÝßåpÕ�ì�Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙráhÕ�Û%÷��mÛ"Õ�Ùrçb×mÚÞÚÞÙXÕ�è�ÖBÙ	��
������
���������������� �"!$#%�'&)(*�+ �*,-�����'&)(*���%�/.0�1��2%34�-#657�8
��'�4#%�'�'&)(*�-#:9';�û<�¶ä>=@?0Ö2Õ0A/B*��C��%��#%����,D���E�E
����4#%F857(@��×mÛHGI��#1
�!yâHëHÜB×
Ûr×�Õ�åmÙOèßðB×mÜ�ÓO×màXá�ÝßèßÛr×màXá�×�ÖBÜBÔ�Õ�àXá�×	Ù�ÖBÙOÜ�á�ÙOÔ�Õ�ÖBÙ�Ú�Õ�àBÖBÜBõßåhðB×�ëHÜB×	èKJ%ÔÞ×pÕ�èßÝßêm×mÝ^ì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�Õ�Ù�ÓOÔÞÜBçbÙ�ÖB×L��èßÜBÝßÖBÙOÚNM}ÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚmâR×mÛô×mÚÞçb×måmÝæÕ�è�Õ�Ù>P�×�îV×mÔÞÚÞÙOàùÒ.ÔÞ×màBêmÙOà
çb×mèæÕ�ÚsÝßàHöBÛr×mÔ�Õ�Ú%×�çBÔÞ×måmÝßÙOÚ�Õ�ÚsÖBÝßåpÕ�Ús×�çbÙOÔs×mÚ�áhÕ�ÔsÚÞ×mÛrçBÔÞ×�ÓO×màXá�ÝßèßÛr×màXá�×�ÖBÝßÚÞçbÙOàBõkïO×mè�ç2Õ�Ô�Õ�Ûr×
ÕYóÞÜBÖ2Õ�Ômì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ]Õ�Ù:QuÚÞÛ Õ�×mèHçb×mèßÙ¶ÚÞ×mÜIîVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�èKÕ�çbÙOÝßÙBâªåpÕ�ÔÞÝßàBðBÙBâyåmÙOàBÚÞ×mèßðBÙOÚ�×�çbÙOÔ�á�ÙKÖBÙOÚ
ÙOÚ�ÛrÙOÛr×màXá�ÙOÚmâB÷bÙOàBÚ�×�ÔÞÜBÝßàBÚmâBëHÜB×�óÞÜBàXá�ÙOÚ�åmÙOÛrç2Õ�Ô�á�Ýßèßð2Õ�ÛrÙOÚmì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�Õ.á�ÙKÖ2Õ.ÛrÝßàBð2Õ�î Õ�ÛrõßèßÝæÕEçb×mèßÙ]Õ�çbÙOÝßÙ.×�åmÙOÛrçBÔÞ×m×màBÚ�ñ�ÙBì0í0Û?×mÚÞçb×måmÝæÕ�è2Õ�Ù�Ûr×mÜ
ç2Õ�Ý�çb×mèßÙ�ÚÞ×mÜM×�O�×mÛrçBèßÙ�ÖB×�åmÙOÔ�Õ�ÓO×mÛ × èßÜ�áhÕ�çb×mèæÕ�ïKÝßÖ2Õ�ì�Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙòø�ÛrÝßàBð2Õ�Û ñ�× çb×mèßÙ�ÚÞ×mÜ
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×�O�×mÛrçBèßÙ%ÖB×�ÚÞÜBçb×mÔ�Õ�Øpñ�ÙBâBø�Ú}ÛrÝßàBð2Õ�Ú�ÝßÔÞÛ ñ�Úmâ";,ÙOÔÞ×mà2Õ%×.Ò.àBÓO×mèßÝkáhÕ�âHçb×mèæÕ�îVÙOÔÞØpÕIëHÜB×�Ûr×.ÖB×mÔ�Õ�Û ×
áhÕ�Û%÷��mÛ"Õ�Ùr×�O�×mÛrçBèßÙrÖB×�ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Øpñ�ÙrÖBÙOÚ�Ûr×mÜBÚ¶ÝßÔÞÛ ñ�ÙOÚmâ@;,×mÙOàBÝßÔ�×TS�Ö2Õ�åmÝßÔmâ2×mÛ"ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�ÙrÕ
ÚÞÜ2Õ�ç2Õ�ÝUOBñ�Ù�çb×mèæÕ%Û%öBÚÞÝßåpÕ�ì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�Õ�ÙOÚ�åmÙOèß×mÓXÕ�Ú�Ö2Õ%Ú�Õ�èæÕsä>V�WXIçb×mèæÕsÕ�ÛrÝßêpÕ�ÖB×�âKçb×mèßÙOÚ�ÛrÙOÛr×màXá�ÙOÚ}ÖB×]ÖB×mÚÞåmÙOàKý
á�Ô�Õ�Øpñ�Ù�×�çb×mèæÕ%á�ÔÞÙKåpÕsÖB×�ÝßÖ@�mÝæÕ�Úmì

? Ò.ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�ø�Ú�ÛrÝßàBð2Õ�Ú�Õ�ÛrÝßÓXÕ�Ú ×6ç2Õ�ÔÞåm×mÝßÔ�Õ�Ú�ÖBÙY�[Z:�EQ\=@]^ZY_6QuÒ�=bâYåmÙOèßÙOÔ�Õ�Ö2Õ�Ú,×6ÓOÔÞ×mÛrÝßÚ8ý
áhÕ�Ú�ÚÞ×mÛ"ÖBÝßÚ�á�ÝßàBØpñ�ÙBâ�çb×mèßÙOÚEÝßàB×mÚÞëHÜB×måmõkïO×mÝßÚ¶çb×mÔÞõßÙKÖBÙOÚ�ÖB×�ÖBÝkïO×mÔÞÚ�ñ�ÙBâ2÷2Õyá�×�ýuç2Õ�çbÙOÚ�×�÷bÙOÛ îVÜ�á�×m÷bÙOè^ì

? ûRÙOÔEü2Û�âBÕ�ÓOÔ�Õ�ÖB×mØmÙ�ÖB×�ÛrÙKÖBÙsÓO×mÔ�Õ�è Õ%á�ÙKÖBÙOÚ�Õ�ëHÜB×mèß×mÚ�ëHÜB×�ÖBÝßÔÞ×�áhÕ%ÙOÜ�ÝßàBÖBÝßÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×
åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBõßÔ�Õ�Ûÿç2Õ�Ô�Õ�ÕsÔÞ×pÕ�èßÝßêpÕ�Øpñ�ÙsÖB×mÚ�á�×�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙBì

`badcead`bfhg�adceadikjml

P�×ùÔÞ×mÛr×mÔÞåmÝß×@á�ÙOÜ�á�Öon Õ�÷bÙOÔÞÖ èß×p�.Ô�í0ÛrÛ Õ�àHÜB×mèN�RÔÞÝßêpÕ�åùÖB×ùÛqn ÕpïOÙOÝßÔ�î Õ�Ýká�èrn ðBÙOàBàB×mÜBÔ
Öon Õ�åmåm×mç�á�×mÔ�Öon é�á�ÔÞ×òÛrÙOà*á�Ü�á�×mÜBÔ�Õ�Ü Ú�áhÕ�ÓO×òÖB×ts8ÖBÙKå�á�ÙOÔ�Õyá�Ú�Õ�àBÖvu�Ýßåhð"w�ëHÜB×ró)n Õ�Ý.Ô��pÕ�èßÝßÚ���Ö2Õ�àBÚ
ÚÞÙOà�èæÕ�÷bÙOÔ�Õyá�ÙOÝßÔÞ×.×mà>V�W�WXKìxP�×�á�Ýß×màBÚ¶øsèßÜBÝ,ÖBÝßÔÞ×]Ûr×mÔÞåmÝ�Õ�ÜBÚÞÚÞÝ�çbÙOÜBÔ�ÚÞÙOà�ÓO×màXá�Ýßè�Õ�åmåmÜB×mÝßè á�ÙOÜ�á.Õ�Ü
èßÙOàBÓrÖB×Iåm×IÚ��uóÞÙOÜBÔ¶ëHÜBÝRÛqn Õr÷b×pÕ�ÜBåmÙOÜBç�Õ�çBçbÙOÔ�á��	×�á�ÖB×	Ûqn ÕpïOÙOÝßÔ¶ÓOÜBÝßÖ@��âT×màBåmÙOÜBÔ�Õ�Ó���âbåmÙOàBÚÞ×mÝßèßè4��ì
=KÙOà[ÕyáÞá�×màXá�ÝßÙOà�çbÙOÜBÔ�Ô��mçbÙOàBÖBÔÞ×sø Ûr×mÚ�ëHÜB×mÚ�á�ÝßÙOàBÚ�Õy��á��sÔÞ×mÛ Õ�ÔÞëHÜ2Õ�÷Bèß×�âbåpÕ�Ô�Ýßè�Õrá�ÙOÜªóÞÙOÜBÔÞÚD��á��
ÙOÜ�ïO×mÔ�áEÕ�Ü"OrÖBÝßÚÞåmÜBÚÞÚÞÝßÙOàBÚmì6ûRÙOÜBÔ6á�ÙOÜ�á}åm×mèæÕ�âHÚ�Õ	åmÙOà�üTÕ�àBåm×.×�á}ÚÞÙOà ÚÞÙOÜ�á�Ýß×mà âpóÞ×¶èßÜBÝ2ÚÞÜBÝßÚ6ïKÝkïO×mÛr×màXá
ÔÞ×måmÙOàBà2Õ�ÝßÚÞÚ�Õ�àXá�×�ìzP�×¶àB×¶Ú�Õ�ÝßÚ6ç2Õ�Ú6åmÙOÛrÛr×màXá�èßÜBÝB×�O�çBÔÞÝßÛr×mÔ6Û Õ]ÓOÔ�Õyá�Ýká�ÜBÖB×Eç2Õ�Ô6èæÕ]ç2Õyá�Ýß×màBåm×�ÖBÙOàXá
ÝßèEÕ�î Õ�ÝkásçBÔÞ×mÜ�ïO×�×mà Ûqn �måmèæÕ�ÝßÔ�Õ�àXá%ÚÞÜBÔ�ÖB×�àBÙOÛ%÷BÔÞ×mÜ"O�çbÙOÝßàXá�ÚsÙO÷BÚÞåmÜBÔÞÚ øòèrn ÙKåmåpÕ�ÚÞÝßÙOà�ÖB×�ÛrÙOà
Õ�ÔÞÔÞÝkï���×�á�ÚÞÜBÔ�á�ÙOÜ�á¶×mà�Ûqn Õ�çBçBÔÞ×mà2Õ�àXá¶èæÕ%èæÕ�àBÓOÜB×�îVÔ�Õ�àBØpÕ�ÝßÚÞ×�ì

Ò.ÜKýuÖB×mèæø.ÖB×EÛrÙOàIá�Ü�á�×mÜBÔ0ÖB×}á�ð@{mÚÞ×�âHèrn ÙOÜ�ïO×mÔ�á�ÜBÔÞ×EÖB×}á�ÙOÜBÚ0èß×mÚdÛr×mÛ%÷BÔÞ×mÚdÖBÜL;�Õ�÷bÙOÔ�Õyá�ÙOÝßÔÞ×
ÖB×�û0ð|KÚÞÝßëHÜB×D�Eð@�mÙOÔÞÝßëHÜB×.×�á�ä�ÙKÖ@{mèß×mÚI=HáhÕyá�ÝßÚ�á�ÝßëHÜB×mÚD9';�û<�¶ä>=@?�âBø}S�ÔÞÚ�Õ1|OâBÕN��á��¶á�Ô�{mÚ�Õ�ÓOÔ��pÕ�÷Bèß×�ì
P�×Iá�Ýß×màBÚ�Õ�ÜBÚÞÚÞÝdø Ûr×màXá�ÝßÙOàBàB×mÔ¶èß×IçBèæÕ�ÝßÚÞÝßÔ�ëHÜB×�ó)n Õ�Ý�×mÜ[ørá�Ô�Õpï�Õ�Ýßèßèß×mÔ�Õ�Ü�ÚÞ×mÝßà�ÖBÜ~;�û<�¶ä>=bâ:×�á�óÞ×
ÔÞ×mÛr×mÔÞåmÝß×�ø�á�ÙOÜBÚIçbÙOÜBÔIèrn ðBÙOÚÞçBÝkáhÕ�èßÝká���ì���ÝkïKÔÞ× ×màBÚÞ×mÛ%÷Bèß×�èß× ëHÜBÙ�á�ÝßÖBÝß×màùÖB× åm×�áÞá�×�Õ�àBà@�m×�Õ���á��
çbÙOÜBÔ}ÛrÙOÝbÔÞÝßåhðB×.Öon ×màBÚÞ×mÝßÓOàB×mÛr×màXá�Ú�Õ�åpÕ�Ö@�mÛrÝßëHÜB×mÚ}Û Õ�ÝßÚ}Õ�ÜBÚÞÚÞÝ:èæÕ	Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�å�á�ÝßÙOà ÖB×�ç2Õ�Ô�áhÕ�ÓO×mÔ}ÖB×mÚ
ÚÞÜªóÞ×�á�Ú¶ÖB×�ÖBÝßÚÞåmÜBÚÞÚÞÝßÙOàBÚ�ëHÜBÝRÕ�èßèæÕ�Ýß×màXáEÕ�ÜKýuÖB×mèæø%ÖB×�åm×mèßÜBÝ,ÖB×�èæÕIá�ð@{mÚÞ×�ì
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VKì®¢¯QuàXá�ÔÞÙKÖBÜBØpñ�Ù[ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì 
VKì°V±S"ÛrÙKÖB×mèßÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�â6Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBàú×�Õ�Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ�ÖB×

Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ¢�¢
VKì ´µS�ÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì V�W
VKì þ¶S�åpÕ�ÚÞÙrÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì V�·

VKì þBì®¢ û�Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì V�·
VKì þBì°V ûRÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚx_�õßÓOÝßÖBÙOÚ ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ´�·

VKì þBì°VKì®¢ Ò�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙrÖB×Iä�Õ�àBàBÝßàBÓ ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ´�¹
VKì þBì°VKì°V ûRÙOèßÝßõßÙOàBÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚ4ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì þW

VKì°X±S�Ú�×�îV×mÝká�ÙOÚEÖ2ÕrÕ�ÖBÝßØpñ�ÙsÖB×�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì þ�º
VKì°XKì®¢ û�Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì X�W
VKì°XKì°V û�Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEçbÙOèßÝßÛL�mÔÞÝßåpÕ�Ú�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�ÚÃì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì Xyþ

VKì ·µM}ÙOàBåmèßÜBÚ�»K×mÚ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì X�·
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. . . X�
´�ì®¢¯QuàXá�ÔÞÙKÖBÜBØpñ�Ù[ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì X�
´�ì°V Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×N�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mèd×�ÕrÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�ÙsÖB×N²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛÌì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ·V

´�ì°VKì®¢ Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×N�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ·V
´�ì°VKì°V Ò?Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�ÙsÖB×N²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛÂì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ·X

´�ì ´ Ò�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×¶×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ%×	ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ·�·
´�ì þ¶S�ÛrÙKÖB×mèßÙsç2Õ�Ô�Õ�ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕ ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ·�
´�ì°X±S�Ú�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚEç2Õ�Ô�Õ�Ù�åpÕ�ÚÞÙ α = 3 9VÚ�Õ�è á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×$? ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì º�¹
´�ì ·µM}ÙOàBåmèßÜBÚ�»K×mÚ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ¹�´

É �>ÊT��¡��¨'���)�o�"�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¹X

Ë � � �<Ì"¡����'��� �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¹�¹

XKì®¢(Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×	ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà09 û ²E?�ç2Õ�Ô�Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú ¹�¹
XKì®¢Oì®¢ S�åpÕ�ÚÞÙråmÙOÛ Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì ¹�¹
XKì®¢Oì°V S�åpÕ�ÚÞÙrÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì �W

XKì°V Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×	û ² ç2Õ�Ô�Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì v¢
XKì°VKì®¢ S�åpÕ�ÚÞÙråmÙOÛ Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì v¢
XKì°VKì°V S�åpÕ�ÚÞÙrÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì V

Í � � �<Ì"¡����'���>Î
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �þ

·�ì®¢ÏS�ÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ%ç2Õ�Ô�Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú ì �þ
·�ì®¢Oì®¢ S�åpÕ�ÚÞÙrÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì X
·�ì®¢Oì°V S�åpÕ�ÚÞÙråmÙOÛ Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì X
·�ì®¢Oì ´ Ò�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙrÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ4ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì �·

Ð � � �<Ì"¡����'���~Ê
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . º

ºKì®¢ÏS�å1J�èßåmÜBèßÙsÖBÙOÚ�Ô�Õ�ÝßÙOÚE×�îV×�á�ÝkïOÙOÚ�ÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì º
Ñ � � �<Ì"¡����'���>�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¢$W�W
¹�ì®¢ÏS�å1J�èßåmÜBèßÙsÖ2Õ�ÚEîVÜBàBØ)»K×mÚ¶ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ìÒ¢$W�W
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Ó � � �<Ì"¡����'����Ô

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¢$WX
�ì®¢(Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ¶ÖB×E�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mèvý³²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛÕ9'�DÆY²,ó-?�ç2Õ�Ô�Õ.ÙOÚdåmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚRÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKý

åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì	ì�ì	ì	ì	ì	ì	ìÒ¢$WX
����¥8����Ì"¡���©�*�LÎ�� � ¨'�©�7¤7��Öv×[���*�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¢$W�·
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Ø ×mÚ�áhÕ�á�×mÚÞ×�ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓOÙOÜKýuÚÞ×�ÙOÚs×�îV×mÝká�ÙOÚsÖ2Õ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×mÛ ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ	åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmì Ø ÙòåpÕ�ÚÞÙòÖB×�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ%ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâ0ÙOÜúåmÙOÛ Ú�Õ�è}ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�Õ�ÖBÝvý
åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ]Ù å1J�èßåmÜBèßÙ Ö2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�ÕMîVÙOÝ�ÔÞ×pÕ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�åmÙOÛÐÙ*ÜBÚÞÙ ÖBÙ*ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙÙP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâdëHÜB×t��ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×�åpÕ�ÛrçbÙòÛL�mÖBÝßÙ�ëHÜB×�ÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ@Õ�ÚsåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚs×màXá�ÔÞ×
ÙOÚ¶ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì�í0Ú�á�×	ÛrÙKÖB×mèßÙsåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕrëHÜB×IÕ�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖB×�ç2Õ�ÔÞ×mÚ¶Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOày�
ÝßÓOÜ2Õ�è�Õ ÜBÛ�ç2Õ�Ô�Õrá�ÙKÖ2Õ�Ú]Õ�Ú�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÚmâbÚÞ×màBÖBÙ�çbÙOÔ�áhÕ�àXá�Ù�Û Õ�ÝßÚ.Õ�ÖB×mëHÜ2Õ�ÖBÙ�ç2Õ�Ô�Õ Ù�×mÚ�á�ÜBÖBÙ�ÖB×
ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdÖBÝßèßÜBõßÖ2Õ�ÚmìRÒ åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×.Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙIÖB×¶×mÚ�áhÕ�ÖBÙBâKÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú6ÖB×màXá�ÔÞÙIÖB×mÚ�áhÕ
Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâ:îVÙOÔ�Õ�Û åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ú�åmÙOÛ ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ]ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà
à2Õúåm×mèæÕÙ9 û ²EME?�â�ëHÜB×>��Û Õ�ÝßÚ�Õ�çBÔÞÙOçBÔÞÝæÕ�ÖBÙùç2Õ�Ô�ÕùÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÖB×màBÚ�Õ�Ú�×�á�×mÛ�ÚÞÝßÖBÙúÙ
ÛrÙKÖB×mèßÙsç2Õ�ÖBÔ�ñ�Ùrç2Õ�Ô�ÕsÙr×mÚ�á�ÜBÖBÙ ÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ.à2ÕrÕ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ�ÖB×�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì M}ÙOàBÚÞÝvý
ÖB×mÔ�Õ�àBÖBÙ�ÜBÛ ÕrÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù ÚÞ×mÛ�Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâBáhÕ�àXá�Ù�ç2Õ�Ô�ÕråmÙOè4¸OÝßÖB×mÚ�åmÙOÛ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú
åmÙOÛrÙ[åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úmâ�ÕòçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙùÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2ÕòàBÙ[ÛrÙKÖB×mèßÙòÖBÙpP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
×mÚ�á-J�×mÛ ÷bÙOÛ"Õ�åmÙOÔÞÖBÙBâ2Õyá���ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÔÞ×mèæÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×]Õ�èkáhÕ�ÚmâBåmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèæÕsÙO÷�á�ÝßÖ2ÕsÖB×màXá�ÔÞÙrÖBÙ
ÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EM.â�×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙrëHÜB×�Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ÖB×mÚ�áhÕ�ÚEÖBÜ2Õ�Ú�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ø)»K×mÚ}ÖBÝkîV×mÔÞ×mÛ ÚÞÝßÓOàBÝvý
ü2åpÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ìEÒ.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâTàBÙ åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×Iç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚEåmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�ÚmâBÙO÷BÚÞ×mÔ�ïOÙOÜKýuÚÞ×%ëHÜB×
Ù�åm×mà*J�ÔÞÝßÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ%åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù ÖB×]åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚE��ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô}ø�ëHÜB×mèß×]ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ%Ö2Õsåm×mèæÕ�âªó�JsëHÜB×
Õ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù[ÖB×�ä�Õ�àBàBÝßàBÓBâdëHÜB×���ÜBÛ Õ�åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåpÕ�÷*J�ÚÞÝßåpÕ�Ö2Õ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�×mÛÛV��Iâ
áhÕ�Û%÷��mÛ ×mÚ�á-J�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×	àBÙrÛrÙKÖB×mèßÙ%ÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBìÜ Ü2Õ�àBÖBÙ¶Ú�Õ�èHÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× �}Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâªÕ�ÚRåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚRÖBÙOÚRÛrÙKÖB×mèßÙOÚ,×mÛ ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù
åmÙOàXá�ÝßàHÜ2Õ�Û�ÖBÝkîV×mÔÞÝßàBÖBÙBâOåmÙOÝßàBåmÝßÖBÝßàBÖBÙ]Õ�çb×mà2Õ�Ú0àBÙ]èßÝßÛrÝká�×�ÖB×EÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù.Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�ìRÒ åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�â
ç2Õ�Ô�Õ%÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú}îVÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�ÖB×.ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâKÕ�ÚÞÚÞÝßà2Õ�èæÕ	ÜBÛ ÕIÔÞ×mÓOÝæñ�Ù%ÙOàBÖB×]Ù%ÚÞÝßÚ8ý
á�×mÛ ÕÝ��ÖBÙOÛrÝßà2Õ�ÖBÙsçb×mèßÙrÚ�Õ�è^ì�í0Ú�á�×mÚ.ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ}áhÕ�Û%÷��mÛ"Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Û�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrç2Õyá�õkïO×mÝßÚ
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ç2Õ�Ô�Õ�Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙòÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�àBÙ�ÔÞ×mÓOÝßÛr×rÖB× ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ%ÝßàXá�×mÔÞÛr×mÖBÝKJ�ÔÞÝæÕ�Úmâ�×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙòëHÜB×�ç2Õ�Ô�Õ
÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ïOÙOÜKýuÚÞ× ÖB×mÚ�ïKÝßÙOÚ}ó�J�×mÚÞçb×mÔ�Õ�ÖBÙOÚmì�S ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝvý
êpÕ�ÖBÙ]áhÕ�Û%÷��mÛ�×mÚ�á-J�×mÛ�÷bÙOÛ4Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚd×�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚmì�Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâHÕ]åpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�Õ]åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ.àB×mÚ�á�×¶ÛrÙKÖB×mèßÙD�EÛ Õ�ÝßÚdÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×Eç2Õ�Ô�Õ]Ù�×mÚ�á�ÜBÖBÙ	Ö2Õ]ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù]×�îV×�á�Ýkï�Õ]×màXá�ÔÞ×
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Û Õ�åmÔÞÙOÝßÙOàKýuÛ Õ�åmÔÞÙOÝßÙOà�ç2Õ�ÝßÔ�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕyá�ÝßÙOà�îVÜBàBå�á�ÝßÙOà�á�Ù�÷b×I×mëHÜ2Õ�è�á�Ù ÙOàB×	îVÙOÔ�Õ�èßè,ÖBÝßÚ�áhÕ�àBåm×mÚmìY�EðB×
×%é:×må�á�ÝkïO×�åhð2Õ�ÔÞÓO×�Õ�àBÖùá�ðB× ×mëHÜ2Õyá�ÝßÙOàùÙ�î�Ú�áhÕyá�×�â�ÙO÷�áhÕ�ÝßàB×mÖ�u�Ýká�ðBÝßà[á�ðBÝßÚIÕ�çBçBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õyá�ÝßÙOà â�u}×mÔÞ×
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ÚÞçBðB×mÔÞÝßåpÕ�è.ç2Õ�Ô�á�Ýßåmèß×mÚrÙOÔ å%|KèßÝßàBÖBÔÞÝßåpÕ�èEç2Õ�Ô�á�Ýßåmèß×mÚmâ�á�ðB×�ÙOÚÞÛrÙ�á�Ýßå�çBÔÞ×mÚÞÚÞÜBÔÞ×òåpÕ�èßåmÜBèæÕyá�×mÖ�u�Ýká�ð á�ðB×
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêm×mÖêP�×mèßèßÝßÜBÛ ÛrÙKÖB×mè�ÝßÚ�Ýßà Õ[ÓOÙKÙKÖ Õ�ÓOÔÞ×m×mÛr×màXápâ}ÜBç�á�Ù@ÔÞ×mèæÕyá�ÝkïO×mè®|ùðBÝßÓOð ÖB×màBÚÞÝká�Ýß×mÚmâ
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á�ðB×.åmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOàBÚ}ÔÞ×mÚÞÜBèká�Ýßà�á�ðB×�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕyá�ÝßÙOàrÙ�î,ç2Õ�Ô�á}Ù�î á�ðB×.åmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOàBÚzu�Ýká�ðrá�ðB×.Û Õ�åmÔÞÙOÝßÙOàBÚmì
Z¶àBÖB×mÔ�ÚÞÙOÛr×�åmÙOàBÖBÝká�ÝßÙOàBÚmâ}á�ðB×�åmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOà åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕyá�ÝßÙOàBÚrÛ Õ�È�×�á�ðB×�àHÜBÛ%÷b×mÔ�Ù�î�åmÙOàBÖB×màBÚÞ×mÖ
åmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOàBÚrá�Ùù÷b×�èæÕ�ÔÞÓO×�×màBÙOÜBÓOð á�ÙùÔÞ×�ïO×mÔÞÚÞ×�á�ðB×�åhð2Õ�ÔÞÓO×�Ù�î�á�ðB×�åmÙOèßèßÙOÝßÖ2Õ�è}ç2Õ�Ô�á�Ýßåmèß×�ìÙ�EðB×
ÖB×mÚÞåmÔÞÝßç�á�ÝßÙOà�Ù�î,á�ðBÝßÚ�çBðB×màBÙOÛr×màBÙOà â"u�ðBÝßåhð�ÝßÚ}ÙO÷BÚÞ×mÔ�ïO×mÖ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßè®| Õ�àBÖ�Ýßà á�ðB×�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕyá�Ývý
ÙOàBÚmâBÔÞ×mëHÜBÝßÔÞ×mÚ�ÕIàB×%u Õ�çBçBÔÞÙXÕ�åhð ì ë ×�çBÔÞÙOçbÙOÚÞ×]Õ%ÛrÙKÖB×mè7u�ðBÝßåhð�Õ�åmåmÙOÜBàXá�ÚEîVÙOÔ�á�ðB×�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá
åmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOà[åmÙOàBÖB×màBÚ�Õyá�ÝßÙOà~u�Ýká�ðBÝßà[Õ�èæÕ1|O×mÔ]ÚÞÜBÔÞÔÞÙOÜBàBÖBÝßàBÓ�á�ðB×såmÙOèßèßÙOÝßÖ2Õ�èRç2Õ�Ô�á�Ýßåmèß×�ì}�2ÙOÔÞÛ Õyá�ÝßÙOà
Ù�î�Õ�ÓOÓOèßÙOÛr×mÔ�Õyá�×mÚsåmÙOÛrçbÙOÚÞ×mÖ*Ù�î]Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXásåmÙOÜBàXá�×mÔÞÝßÙOàBÚ�Õ�àBÖ*ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXáråmÙOÝßÙOàBÚ�ÝßÚ Õ�èßÚÞÙ
áhÕ�È�×màòÝßàXá�Ù Õ�åmåmÙOÜBàXápìYZ¶ÚÞÝßàBÓrá�ðBÝßÚ¶ÛrÙKÖB×mè^â@u}×%ð2ÕpïO×IÔÞ×mçBÔÞÙKÖBÜBåm×mÖ�á�ðB×IÙO÷BÚÞ×mÔ�ïO×mÖò×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�è
÷b×mð2ÕpïKÝßÙOÔ Õ�àBÖ*Õ�èßÚÞÙ@ÙO÷�áhÕ�ÝßàB×mÖ ÚÞÝßÛrçBèß×�Õ�àBÖ àB×måm×mÚÞÚ�Õ�Ô\|*åmÙOàBÖBÝká�ÝßÙOàBÚ%îVÙOÔsá�ðB×�ÙYïO×mÔÞåhð2Õ�ÔÞÓOÝßàBÓùÙ�î
åmÙOèßèßÙOÝßÖ2Õ�èbç2Õ�Ô�á�Ýßåmèß×mÚmì



Ë Ï Í ¾óò«ô ÅÈÑ

Ò.÷2Õ�ÝUO�ÙrÕ�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�Ù Õ�Ú�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�ÝßÚ�åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×mÚ¶×]ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mÝßÚEÖB×�ü2àBÝßÖ2Õ�Ú�àB×mÚ�á�×�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙBì

N àHöBÛr×mÔÞÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}à2Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù
cs åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖB×�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]àBÙ�ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ
ε åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×	ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ
q åpÕ�ÔÞÓXÕ�×mèß×mÛr×màXáhÕ�Ô
`B = βq2/ε åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛõ9VÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕLME]N=@?
β−1 = kT ×màB×mÔÞÓOÝæÕ%á��mÔÞÛrÝßåpÕ
a Ô�Õ�ÝßÙsÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
−Zbareq (Zbare > 0) åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú
R Ô�Õ�ÝßÙsÖ2Õ�åm×mèæÕsÖB× ë ÝßÓOàB×mÔ8ý\=K×mÝká�êÝ9 ë =@?�ç2Õ�Ô�ÕsÙ

ÛrÙKÖB×mèßÙsÖB×	ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà�à2Õ�åm×mèæÕq9 û ²EME?
η îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�×mÛrç2Õ�åmÙ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
ϕ(r) çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�èßÙKåpÕ�è
φ(r) = βqϕ(r) çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�èßÙKåpÕ�è Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è
n±(r) ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	èßÙKåpÕ�è:ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ (+) ×�åmÙOõßÙOàBÚ (−)

κres =
√

8π`Bcs ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O×
àBÙrÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ�ÖB×�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×

κPB =
√

4π`B[n+(R) + n−(R)] ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O×Ià2Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:åmÙOÛ Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]ç2Õ�Ô�ÕsÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EM

P çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ%ÚÞ×mÛ"Õ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙsÖBÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ
Π çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ%åmÙOÛ"ÕsåmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙsÖBÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ



ö â^ð�îN÷�ø ß ¼ ä�RKRKR

ρ = N/V ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ïOÙOèßÜBÛL��á�ÔÞÝßåpÕ%ÛL�mÖBÝæÕ%Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
−Zbackqρ (Zback > 0) ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÖBÙsîVÜBàBÖBÙrðBÙOÛrÙOÓOémàB×mÙ

ç2Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú
−Zeffq (Zeff > 0) åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú
R̃ = R/a ÷bÙOÔÞÖ2ÕsÖBÙrÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èbç2Õ�Ô�Õ�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ%ÖBÙ

P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
φR̃ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�à2Õs÷bÙOÔÞÖ2ÕsÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ

åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:àBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
−λbareq (λbare > 0) ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsëHÜBõßÛrÝßåpÕIÖ2Õ�Ú

ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú
Λ = λbare`B ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ�ÖB×Iä�Õ�àBàBÝßàBÓ
−λbackq (λback > 0) ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÖBÙsîVÜBàBÖBÙ

ðBÙOÛrÙOÓOémàB×mÙ�ç2Õ�Ô�Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú
−λeffq (λeff > 0) ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õsç2Õ�Ô�Õ

ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú
Q(r)`B åpÕ�ÔÞÓXÕsèßõßëHÜBÝßÖ2ÕsÕsÜBÛ ÕsÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ r ÖBÙr×mÝUO�Ù�åm×màXá�Ô�Õ�è

Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èbåmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ
ñ± ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ (+) ×�åmÙOõßÙOàBÚ (−) èßÝkïKÔÞ×mÚ

àBÙrÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
κ−1 = [4π`B(ñ+ + ñ−)]−1/2 åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O× ξD Ö2Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è

ç2Õ�Ô�Õ�ÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
µe ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×.×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ
µex çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ
ζ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ
ac ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙsÖBÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
C åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ
Cα åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ α− ï�Õ�èß×màXá�×mÚ
δ Ô�Õ�ÝßÙsÖB×	ðBÝßÖBÔ�ÕyáhÕ�Øpñ�ÙsåpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåmÙsÖB×�ÜBÛ õßÙOà



ö â^ð�îN÷�ø ß ¼ ä�R®Â

µ0 çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖBÙOÚ α− õßÙOàBÚEèßÝkïKÔÞ×mÚ
µ− çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖBÙOÚ:Ú�àBÝßÙOàBÚ
µi çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i

ci åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ}ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i

c0 åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖBÙOÚ α− õßÙOàBÚEèßÝkïKÔÞ×mÚ
c− åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖBÙOÚ:Ú�àBÝßÙOàBÚEèßÝkïKÔÞ×mÚ
ΛB = (h2/2πm̄kT )1/2 åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×�ÙOàBÖ2Õsá��mÔÞÛrÝßåmÙsÖB×y���Dù6����ú�3û�r�

ÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ
m̄ Û Õ�ÚÞÚ�Õ�ÓO×mÙOÛL��á�ÔÞÝßåpÕ%ÛL�mÖBÝæÕ%ÖBÙrÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ
I = 1

2
[C + c− + α2c0 +

∑α
i=1(α− i)2ci] îVÙOÔÞØpÕ�Ý4æOàBÝßåpÕIÖB×�ÜBÛ ÕsÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è

åmÙOÛ Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]× α− ï�Õ�èß×màXá�×
κ =

√
8π`BI ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O×IÖB×�ÜBÛ Õ

ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ÖB×]îVÙOÔÞØpÕsÝ4æOàBÝßåpÕ I
Ri Ô�Õ�ÝßÙs×�îV×�á�ÝkïOÙrÖBÙrÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙsÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i

ξi îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÖBÙ Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i

Γiso = α2`B/d ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ�ÖB×�çBèæÕ�ÚÞÛ Õ
σ ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsà2ÕsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]Ö2Õ�Ú

ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú



ü0ý É�ËÎÍÈÁ Ï Äþ�Ïò ÿÀÏ

Ò.Ú6ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdÚ�ñ�Ù	×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ö2Õ�Ú�àBÙ	àBÙOÚÞÚÞÙIÖBÝæÕªý8ÕªýuÖBÝæÕ�âyáhÕ�àXá�Ù	×mÛ Õ�çBèßÝßåpÕ�Ø)»K×mÚ
ÝßàBÖBÜBÚ�á�ÔÞÝæÕ�ÝßÚ � ¢���åmÙOÛrÙ�×mÛ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú%÷BÝßÙOè4¸OÓOÝßåmÙOÚ � V��^ì[í0èæÕ�Ú%×mÚ�áhñ�ÙòçBÔÞ×mÚÞ×màXá�×mÚ�×mÛ á�ÝßàXáhÕ�ÚmâdçBÔÞÙyý
ÖBÜ�á�ÙOÚ�î Õ�ÔÞÛ Õ�åmémÜ�á�ÝßåmÙOÚmâRåmÙOèæÕ�Ú]×rÚ�ñ�Ù�ÜBÚ�Õ�Ö2Õ�Ú	à2Õ�î Õ�÷BÔÞÝßåpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×rÛ Õyá�×mÔÞÝæÕ�ÝßÚ�à2Õ�àBÙK×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÖBÙOÚ
9VçbÙOÔ�×�O�×mÛrçBèßÙBâ åm×mÔ�Ú�ÛrÝßåpÕ�Ú-? � ´��vX��^â,à2Õ�÷BÝßÙ�á�×måmàBÙOèßÙOÓOÝæÕ�×sà2Õ�ÝßàBÖBöBÚ�á�ÔÞÝæÕ�Õ�èßÝßÛr×màXá�õßåmÝæÕ � ·��^ìIí0Ú�á�×mÚ
ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú}ÚÞ×mÔ�ïO×mÛ áhÕ�Û%÷��mÛ åmÙOÛrÙIÛrÙKÖB×mèßÙ	÷*J�ÚÞÝßåmÙIç2Õ�Ô�ÕIÙ%×mÚ�á�ÜBÖBÙ%ÖBÙ%Ûr×mÝßÙIÝßàXá�Ô�Õ�åm×mèßÜBèæÕ�Ô � ºKâr¹��^ì
=KÜ2Õ�Ú.çBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚ.Ú�ñ�Ù ÖB×IÓOÔ�Õ�àBÖB×IÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚÞ×%×mÛ�Õ�çBèßÝßåpÕ�Ø)»K×mÚ�ëHÜB×	ï�ñ�Ù Ö2Õ à2Õ�àBÙ�á�×måmàBÙOèßÙOÓOÝæÕ�ø
Ûr×mÖBÝßåmÝßà2Õ�ì�ûRÙOÔI×�O�×mÛrçBèßÙBâRçbÙKÖB×�ýuÚÞ× Ûr×màBåmÝßÙOà2Õ�ÔIÕ�Ü�á�ÝßèßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB× ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�çbÙOèßÝßÛL�mÔÞÝßåpÕ�Ú�ÖB×
ÙOÜBÔÞÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ]ÖB×�á�×måmØpñ�Ù	×Eá�Ô�ÕyáhÕ�Ûr×màXá�Ù]à2ñ�Ù�ÝßàXï�Õ�ÚÞÝkïOÙ�ÖB×Eå1Ú�àBåm×mÔ � ��^ì�ÒEÙ	åmÙOàXá�Ô�J�ÔÞÝßÙ]ÖBÙOÚ0èßõßëHÜBÝßÖBÙOÚ
ÚÞÝßÛrçBèß×mÚmâ Õ�Ú]ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ¶Ú�ñ�Ù�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�ÝßàXá�ÔÞÝßàBÚÞ×måpÕ�Ûr×màXá�×%åmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚmâ:åmÙOàXá�×màBÖBÙ�Õ�Ú
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚdåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚR×EÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú�ÖB×�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�×EÚÞÙOèßÜ�á�ÙBì���Õ�ÝßÚdÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú6Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Û4ÖBÝkïO×mÔÞÚ�Õ�Ú
çBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�àXá�×mÚmì6í0Û�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔmâOëHÜ2Õ�àBÖBÙ	èßÜBê�ç2Õ�ÚÞÚ�Õ	Õyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖB×�ÜBÛ Õ]ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âR×mèæÕq� ×mÚÞç2Õ�èßð2Õ�Ö2Õ�×mÛ á�ÙKÖ2Õ�Ú%Õ�ÚIÖBÝßÔÞ×mØ)»K×mÚIçb×mèæÕ�ÚIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ�çBÔÞÙKÖBÜBêmÝßàBÖBÙ
ÜBÛ Õ�Õ�ç2Õ�ÔÞémàBåmÝæÕsàB×m÷BÜBèßÙOÚ�Õ�ì6í0Ú�áhÕ�çBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×^��åmÙOàBðB×måmÝßÖ2ÕsåmÙOÛrÙ�×�îV×mÝká�ÙÝ� |KàBÖ2Õ�èßè	� � ¢$W��^ì

Ò�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ�ÖB×råmÙOÛrçbÙOàB×màXá�×mÚ�ÖB×�ÚÞÙOèßÜ�á�Ù�á�ÙOÔÞà2Õ�çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè6Õ�ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Øpñ�Ù�×mÛÌÓOÔ�Õ�àBÖB×
×mÚÞåpÕ�èæÕrÖ2Õ�Ú¶çBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚ�Û Õ�åmÔÞÙOÚÞå)¸OçBÝßåpÕ�Ú�ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�ÚE×	×mÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú�×�áhÕ�Û%÷��mÛ Ö2ÕrÔÞ×mÙOèßÙOÓOÝæÕ%Ö2Õ
ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙòåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è � ¢�¢��^ì@í0Ú�áhÕ�ÚsçBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚmâ6ëHÜB×�Õ�ÝßàBÖ2Õ�à2ñ�ÙòÚ�ñ�Ù�á�Ù�áhÕ�èßÛr×màXá�× ×màXá�×màBÖBÝßÖ2Õ�Úmâ
ÖB×mçb×màBÖB×mÛ Ö2Õ�Ú¶ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ.×màXá�ÔÞ×%Õ�Ú.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì�Ò?×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×�Ö2Õ ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙråmÙOÛ
ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ùúø@åmÙXÕ�ÓOÜBèæÕ�Øpñ�Ù[ÝßÔÞÔÞ×�ïO×mÔÞÚÞõkïO×mè.ÙOÜ øùÕ�ÓOÔÞ×mÓXÕ�Øpñ�Ù@ÔÞ×�ïO×mÔÞÚÞõkïO×mè^âEÙOÜ Õ�ÝßàBÖ2Õ@ø[á�Ô�Õ�àBÚÞÝßØpñ�Ù@ÖB×
î Õ�ÚÞ×�â@��åmÙOàXá�ÔÞÙOèæÕ�Ö2ÕIçb×mèæÕsÕ�ÖBÝßØpñ�Ù%ÖB×�ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú�ÖB×]ÚÞÙOèßÜ�á�Ù%×�çb×mèßÙsÜBÚÞÙsÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Ú � ¢�¢��^ì

Ò.Ú,ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú:åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ:Ú�ñ�ÙEÛr×mÚÞÙOÚÞå)¸OçBÝßåpÕ�ÚmâªåmÙOÛ ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ}á�õßçBÝßåmÙ�àBÙ�ÝßàXá�×mÔ�ï�Õ�èßÙ 10nm−
1µm ×EçbÙKÖB×màBÖBÙ�åmÙOàXá�×mÔ 103−104 ÓOÔÞÜBçbÙOÚ0ÝßÙOàBÝßê1JpïO×mÝßÚmâXëHÜB×�Ú�ñ�Ù�ÚÞÝßàXá�×�á�ÝßêpÕ�ÖBÙOÚ0×mÛ�ÚÞÜ2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõvý
�� °�v°� ²^©�£��p±y´ª¥�§ §X©Y¬8©�¤^¤^°�¹��y¥�±y´Y©E¥�¥�¦�� ©�¤�����©}´ª¥�§ ���d±���©�v©�¤,©�°�v°� ²^©E«ª¤^°Þ´Y©�¯� ±y¥�±m²^°�½
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åmÝß×�ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙ]×mÚ�áhÕ�Ú6ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚdÚ�ñ�Ù�ÝßÛr×mÔÞÚ�Õ�Úd×mÛ�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ6Õ�ëHÜBÙOÚ�Õ�ÚmâHÚÞ×mÜBÚ6ÓOÔÞÜBçbÙOÚ0ÝßÙOàBÝßê1JpïO×mÝßÚdÚÞ×
ÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Û î Õ�êm×màBÖBÙråmÙOÛÿëHÜB×�×mèæÕ�ÚEÕ�ÖBëHÜBÝßÔ�Õ�ÛÿåpÕ�ÔÞÓXÕ�âBÕ�ÙsÛr×mÚÞÛrÙ%á�×mÛrçbÙs×mÛ ëHÜB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ('
Ú�ñ�Ù èßÝß÷b×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ à2ÕMÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì4Ò.Ú�ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú ÖB×[Ú�Õ�è]Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ�ÖBÝßÚÞÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú�àBÙ ÚÞÙOèkïO×màXá�×�â
áhÕ�Û%÷��mÛ á�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ×rÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâ�ÓO×mÔ�Õ�àBÖBÙòÛ Õ�ÝßÚ	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚI×�åmÙOõßÙOàBÚ()pì~=K×màBÖBÙ[Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�âdÜBÛ Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:Ý4æOàBÝßåpÕ��IåmÙOàBÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2ÕsçbÙOÔ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×	ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�*¶ÖBÝßÚÞçb×mÔÞÚÞÙOÚ¶àHÜBÛ�ÚÞÙOèvý
ïO×màXá�×�ì�ÒÿçBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕòÖB×mÚ�áhÕ�ÚIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ]Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú	ÝßÛr×mÔÞÚ�Õ�Ú	×mÛ ÜBÛ Ûr×mÝßÙ�åmÙOÛrçbÙOÚ�á�Ù
ÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�×]åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEÕ�ÜBÛr×màXáhÕ�Õ%åmÙOÛrçBèß×�O�ÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖBÙsçBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ìdÒ ÓOÔ�Õ�àBÖB×�Õ�ÚÞÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕ
ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ ×màXá�ÔÞ×�Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×%ÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�á�ÙOÔÞà2Õ�ÝßàXï�J�èßÝßÖ2ÕrÕ�Û Õ�ÝßÙOÔ�ç2Õ�Ô�á�×%ÖBÙOÚ
ÛL��á�ÙKÖBÙOÚ0á�Ô�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚ�Ö2Õ]á�×mÙOÔÞÝæÕ]ÖBÙ	×mÚ�áhÕ�ÖBÙ	èßõßëHÜBÝßÖBÙBâOëHÜB×Eá�émÛ4á�ÝßÖBÙ�Û%ÜBÝká�Ù]ÚÞÜBåm×mÚÞÚÞÙ%àBÙ	×mÚ�á�ÜBÖBÙ
ÖB×,+2ÜBÝßÖBÙOÚ�ÛrÙOèß×måmÜBèæÕ�ÔÞ×mÚ�ÚÞÝßÛrçBèß×mÚmì

í0Û ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚIåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmâ�åmÙOÛrÙòá�ÙKÖBÙOÚsÙOÚsÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚIá�émÛ åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚsÖB×
Ûr×mÚÞÛrÙ�ÚÞÝßà2Õ�è^âb×mÚÞçb×mÔ�ÕªýuÚÞ×%ëHÜB×�Õ ÔÞ×mçBÜBèßÚ�ñ�Ù�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�×�ïKÝká�×sÕrîVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù ÖB×sÕ�ÓOÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙOÚ.ÖB×
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì>��Õ�ÝßÚI×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�Úmâ�ÚÞ×�Û Õ�ÝßÚIÖB×màBÚ�Õ�Ú�ëHÜB×�Ù�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�â�çbÙOÔ%Õ�Øpñ�ÙòÓOÔ�ÕpïKÝvý
áhÕ�åmÝßÙOà2Õ�è^â0ü2åpÕ�ÛÈÖB×mçbÙOÚÞÝkáhÕ�Ö2Õ�Ú�àBÙòîVÜBàBÖBÙùÖBÙOÚ�ÔÞ×måmÝßçBÝß×màXá�×mÚmâ}Ù@ëHÜB×q��ÝßàBåmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×�ç2Õ�Ô�Õ@Õ�Ú
Õ�çBèßÝßåpÕ�Ø)»K×mÚEÝßàBÖBÜBÚ�á�ÔÞÝæÕ�ÝßÚmì

�.×�ïKÝßÖBÙ øsÓOÔ�Õ�àBÖB×	Õ�ÚÞÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕ%àBÙsáhÕ�Û Õ�àBðBÙBâBÛ Õ�ÚÞÚ�Õ�×�×mÚÞåpÕ�èæÕ%á�×mÛrçbÙOÔ�Õ�è ×màXá�ÔÞ×	Õ�Ú�ç2Õ�Ô8ý
á�õßåmÜBèæÕ�ÚIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ	×�Õ�ÚsÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú	ÖB×�ÚÞÙOèßÜ�á�Ù�×�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�â}Õ�Ú%ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Ú�ñ�ÙòÜBÛ
ÖB×mÚ�Õyü2Ù�ç2Õ�Ô�ÕMÕ�Ú�ÛrÙKÖB×mÔÞà2Õ�Úrá�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú�ÖB×�Ûr×må1Ú�àBÝßåpÕù×mÚ�áhÕyá�õßÚ�á�ÝßåpÕ�ì Òô×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×�Ö2Õ�Ú î Õ�ÚÞ×mÚ
ÖB×mÚ�á�×mÚ]ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú.Õ�ÝßàBÖ2Õrà2ñ�Ùy�I÷b×mÛ�×màXá�×màBÖBÝßÖ2Õ�ì¶Ò.çb×mÚ�Õ�Ô.ÖBÙOÚ.×mÚ�îVÙOÔÞØmÙOÚmâ:ÜBÛ ÕråmÙOÛrçBèß×�áhÕ�åmÙOÛsý
çBÔÞ×m×màBÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�Ú]ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ¶Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú�Õ�ÝßàBÖ2Õ�à2ñ�Ù�îVÙOÝ0Õ�èßåpÕ�àBØpÕ�Ö2Õ�ì	Ò4ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù�åm×màXá�Ô�Õ�è
��ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ô�ÙùçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èE×�îV×�á�ÝkïOÙùÖB×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù@×màXá�ÔÞ×�Õ�Úrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ6ëHÜB×�èß×�ï�Õ
×mÛ�åmÙOàXáhÕùÙú×�îV×mÝká�ÙúÖBÙOÚ ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×�ÖBÙúÚÞÙOèkïO×màXá�×òÝßÛrçBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×�ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙúÜBÛ Õ@ç2Õ�Ô�á�õvý
åmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕt��ÝßÛr×mÔÞÚ�Õ�àBÙ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�âdÕ�×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÖB×mÚ�á�×röBèká�ÝßÛrÙ���ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Ö2Õ�Õyá��
ÜBÛ Õ�åm×mÔ�áhÕ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙ�ÖBÜ2Õ�Ú	ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÚÞ× Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Û ÜBÛ Õ�Ö2Õ�ÙOÜ�á�Ô�Õ�â
Õ�Ú�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ�Ú ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Ö2Õ�ÚrÖBÙúÚÞÙOèkïO×màXá�×�åmÙOÛr×mØpÕ�Û!ÕùÚÞ×�ÚÞÜBçb×mÔÞçbÙOÔ ×òÕù×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�ÕúèßÙKåpÕ�è�ÖBÙ
+2ÜBÝßÖBÙ á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×IÕ�èkáhÕ�Ûr×màXá�×	ÖBÝßÔÞ×måmÝßÙOà2Õ�è^â2ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ�à2ÕrîVÙOÔÞØpÕr×�îV×�á�Ýkï�Õ Õ�ÓOÝßàBÖBÙ à2Õ�Ú.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú-.� �,¬8©�±m²^¤�¥0/ ©�±����1��©2/ ©�±��,¬8©�¯3�  ±y¥�§X©�«�©��V²^©E¥�©�´ª¥4� «y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�,¬8©�§ ©�®´ª¥�5�: 6�±ª®¬�¥4��½7.� �,¬8©4/ ©�±��8�1��©2/ ©�±��,¬8©�¯�©�¯�°(� ¯�©9�  ±y¥�§H´ª¥4� «y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�,¬8©�§ ©�®´ª¥�5�: 6�±ª®¬�¥4��½: µb©�¯�©]¥4��«y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�0¬8©�§ ©�®´ª¥�5�� 6�±ª®¬�¥4�2;v¯E¥�¬8¤^©4/ ©�±���<=�1��©]¥�§ >4�ª¯E¥4��©�¤�´Y°�±��d´Y°9>�¤�¥�±y´Y°��Þ¥¶¯E¥� ©�¤0¹��ª°E©��
´Y°�¯E¥�5�./ ©�±�� ±y¥2� ©�§ ������©�?p°(�V²^°(�8@ª§ ²^ ¯�©��A�1��©�´Y°�±ª©�¯� ±y¥�´Y©��,´Y°d¯�®¬8¤^©4/ ©�±���½
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åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmìÝ��Õ�èdîVÙOÔÞØpÕ�ÖB×mçb×màBÖB× Ö2Õ�Ú	ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�Ö2Õ�Ú	ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú]åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÙOÛÌÙ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×r×
Ù ÚÞÙOèßÜ�á�Ù�×�áhÕ�Û%÷��mÛ"Ö2Õ�Ú¶ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×%Õ�Ú¶ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�ÚEÖB×	ÚÞÙOèßÜ�á�Ù � ¢�¢��^ì�Ò�×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×]ÖB×
ÜBÛ Õ	ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è*�.ÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÖ2Õ	×mÛ á�×mÔÞÛrÙOÚ�Ö2ÕIå)�mèß×m÷BÔÞ×.á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×��.×mÔ ó�Õ�ÓOÜBÝßà âv;�Õ�àBÖ2Õ�Ü â
�6×mÔ\u}×%|�×�S.ïO×mÔÞ÷b×m×)Èd9'�D;��YS^? � ¢�¢Oâ$¢�V��^ì =K×mÓOÜBàBÖBÙ[×mÚ�áhÕòá�×mÙOÔÞÝæÕ�â6ÕòåmÙOÛrçb×�á�ÝßØpñ�Ùò×màXá�ÔÞ×�ÕòÔÞ×�ý
çBÜBèßÚ�ñ�Ù�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�Ö2Õr×%Õ�Õyá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×	ï�Õ�à�ÖB×mÔ ë ÕOÕ�èßÚ.åmÙOàBÖBÜBêsø ×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßêpÕ�Øpñ�ÙrÖ2Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙBìsÒ.Ú]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.çbÙKÖB×mÛ�îVÙOÔÞÛ Õ�ÔC+2ÜBÝßÖBÙOÚ�ÙOÜ[×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�Ú]åmÔÞÝßÚ�áhÕ�èßÝßà2Õ�Ú.×mÛ
ÜBÛ Õ�×mÚÞåpÕ�èæÕ�ÖB×råmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�Û%ÜBÝká�Ù�Û Õ�ÝßÙOÔ�ëHÜB× Õ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�×màXá�ÔÞ×r×mèæÕ�ÚmìLQuÚ�á�Ù�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×�ÚÞ× Õ
ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÔÞ×mçBÜBèßÚÞÝkï�Õ%îVÙOÔEÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×�îVÙOÔ�á�×]×�ÖB×�èßÙOàBÓOÙ�Õ�èßåpÕ�àBåm×�ì

ÆYJ%ÝßàHöBÛr×mÔÞÙOÚ�×�îV×mÝká�ÙOÚ�åmÜBÔÞÝßÙOÚÞÙOÚ�×]åmÙOàXá�Ô�ÕªýuÝßàXá�ÜBÝká�ÝkïOÙOÚ}ëHÜB×]ÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÛÿ×mÛÿÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙyý
èßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚEåmÙOÛ�ÕrÕ�ÖBÝßØpñ�ÙrÖB×	×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙsÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�×IõßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmâBÖB×�ïKÝßÖBÙ�ø�Ú¶åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕªý
Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÚmìdûRÙOÔ}×�O�×mÛrçBèßÙBâKÙO÷BÚÞ×mÔ�ïOÙOÜKýuÚÞ×]ëHÜB×]Õ	çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ%ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màKý
á�×mÚ}èß×�ï�Õ	øIÕyá�Ô�Õ�Øpñ�ÙI×màXá�ÔÞ×.ÖBÜ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ0åmÙOÛ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�ÖB×.Ûr×mÚÞÛrÙ	ÚÞÝßà2Õ�èT×�áhÕ�Û%÷��mÛ
ørÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕrÖBÙOÚ.Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ � ¢�V��^ì�Ò.Ú.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚE×mÚ�áhñ�Ù ÝßÛr×mÔÞÚ�Õ�Ú¶×mÛ�ÜBÛ Õ
àHÜ�ïO×mÛ�Ý4æOàBÝßåpÕ�ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚsëHÜB×�â}çBÔ�¸1O�ÝßÛ ÕòøòÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�ÖBÙOÚsÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ6çbÙKÖB×�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màKý
áhÕ�Ô�ÜBÛ ÕsÔÞÝßåpÕs×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÖB×�ïKÝßÖBÙ ø�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOà â�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOà ×
áhÕ�Û%÷��mÛ ÖB×�ïKÝßÖBÙrÕs×�îV×mÝká�ÙOÚ�ÖB×]ïOÙOèßÜBÛr×]×�O�åmèßÜBõßÖBÙBì

Ò ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�Ù�ëHÜ2Õ�àXá�ÝkáhÕyá�Ýkï�ÕIÖB×]ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚz�]ÜBÛ çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ%åmÙOÛrçBèß×�O�Ù%×]ÙsÜBÚÞÙ
ÖB×�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ø)»K×mÚ}��ÝßàBÖBÝßÚÞçb×màBÚ�JpïO×mè^ìpM}ÙOÛrÙò×mÚ�á�×t��ÜBÛ çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ÖB×�Û%ÜBÝká�ÙOÚ%åmÙOÔÞçbÙOÚ%ÝßàXá�×�ý
Ô�Õ�ÓO×màXá�×mÚmâ�ÜBÛ Õ�÷bÙXÕ�×mÚ�á�Ô�Õyá��mÓOÝæÕ���Õ�Õ�çBèßÝßåpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×�ÜBÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×såpÕ�ÛrçbÙ�ÛL�mÖBÝßÙBì}S
çbÙOàXá�Ù�ÖB×}ç2Õ�Ô�á�ÝßÖ2Õ¶ÜBÚÞÜ2Õ�èKç2Õ�Ô�Õ.Ù.×mÚ�á�ÜBÖBÙ]ÖB×mÚ�áhÕ�ÚdÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ���Õ.×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà
9 û ²E?�ìRÒ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB× ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàùÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�åmÙOÛ Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è0×mèß×�á�ÔÞÙOÚ8ý
á-Jyá�ÝßåmÙ�×�â�àB×mÚ�áhÕ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×rëHÜB×�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× ÖB×rÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�� èßÙKåpÕ�èßÛr×màXá�×
çBÔÞÙOçbÙOÔÞåmÝßÙOà2Õ�èEÕ�Ùòî Õyá�ÙOÔsÖB×q²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà�ÖBÙ@çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙòÛL�mÖBÝßÙBì�M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ�Õ�Ú
åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ}Ú�ñ�ÙrÖB×mÚÞåpÕ�Ô�áhÕ�Ö2Õ�Úmì

í0ÛÿÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmâ2Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú}á�émÛÿÜBÛÿç2Õ�çb×mè
îVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�èT×¶Ú�ñ�ÙIÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mÝßÚ}çb×mèæÕ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ4Ö2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�Ú0×�áhÕ�Û%÷��mÛ
çb×mèæÕ@ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù[Ö2Õ@åpÕ�ÔÞÓXÕ@Ö2Õ�Ú ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmìãSôÕ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�Ù@×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ
×màXá�ÔÞ×}Ù¶Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�×�ÙOÚRåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÝßàBÖBÜBê6ÜBÛ�Õ�åmöBÛ%ÜBèßÙ¶ÖB×mÚ�á�×mÚ�çBÔ�¸1O�ÝßÛrÙ¶Õ¶ÚÞÜ2Õ¶ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�ì���Õ�õ
ÚÞÜBÔÞÓO×�ÕIÝßÖ@�mÝæÕ	÷*J�ÚÞÝßåpÕ%ÖBÙ%åmÙOàBåm×mÝká�ÙsÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕI×�îV×�á�Ýkï�Õ�ì M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×]ëHÜB×]Õ%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è
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Û Õ�ÝßÚ,ÙOÚ,åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ�îVÙOÔÞÛ Õ�Û ÜBÛ ÕE×màXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×6åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�àBÖBÙ�ÜBÛ ÕEåpÕ�ÔÞÓXÕE×�îV×�á�Ýkï�ÕN9VÙOÜ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ?�âªëHÜB×�çbÙKÖB×}ÚÞ×mÔdÛ%ÜBÝká�Ù¶Ûr×màBÙOÔ�ëHÜB×EÕ.åpÕ�ÔÞÓXÕ¶ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ¶åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì,Ò
åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ.èß×�ï�Õ.×mÛ?åmÙOàXáhÕ]Õ�ÚdåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚdÖB×�åmÜBÔ�á�Ù�Õ�èßåpÕ�àBåm×�ìdí0èæÕ.ÖB×mçb×màBÖB×EÖ2Õ�ÓO×mÙOÛr×�á�ÔÞÝæÕ�×
Ö2Õ]åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�Ú0ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ�Ö2Õ.á�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�ÖBÙOÚ0×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙOÚmâ
×@çbÙKÖB×[ÖB×mçb×màBÖB×mÔ�áhÕ�Û%÷��mÛ Ö2ÕMá�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�â�Õ�åmÝßÖB×mêê9Vç*ÆD?�â�îVÙOÔÞØpÕ�Ý4æOàBÝßåpÕã9VåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù
Ú�Õ�èßÝßà2Õ?�×�á�å�ì

S åmÙOàBåm×mÝká�Ù.ÖB×}ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�ÙEÖB×}åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚÞÝßÛrçBèßÝkü2åpÕ�Õ�ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�Ù.ÖB×}ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚdåmÙOèßÙOÝvý
Ö2Õ�ÝßÚ�Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú6×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmì�Ò.Ú}ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�à2Õ	ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙBâB×�O�åm×�á�Ù%à2Õ	ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù	Û%ÜBÝká�Ù	çBÔ�¸1O�ÝßÛ Õ
Õ�ÙsÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà âKÙOàBÖB×]ÙsçBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙrÖB×]èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�ÙIÖ2Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�û ² î Õ�èßð2Õ�âKÚ�ñ�Ù�÷b×mÛÿÖB×mÚÞåmÔÞÝvý
áhÕ�ÚEçb×mèæÕ�Ú}á�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�Ú}ÖBÙsá�ÝßçbÙ��.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè � ¢$´��^â�ÖB×mÚÞÖB×	ëHÜB×�ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ%ëHÜBõßÛrÝßåpÕIÖBÙ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàsÚÞ×uó�Õ]ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2Õ]çb×mèæÕ]ÚÞÜ2Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ]×�îV×�á�Ýkï�Õ�ìdí0ÚÞëHÜB×mÛ Õyá�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�âHÙOÚ6×�îV×mÝká�ÙOÚ0èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ
Ö2ÕI÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ4ÖBÙIçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èTåmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�àBÙBâ�îV×mÝkáhÕ	çb×mèßÙOÚ6ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâOî Õ�ê¶åmÙOÛ ëHÜB×.ÙIçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
×�îV×�á�ÝkïOÙ�ÖB× ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÚÞ×uó�Õ�ÖBÙ�á�ÝßçbÙ�ã�Ü@ÈyÕ1u�Õ�âd×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙòëHÜB×�ÙOÚI×�îV×mÝká�ÙOÚIà2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ	ÖB×mÚ�áhÕ
÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛÿÝßÛrçBèßÝßåpÕ�Û�à2Õ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù%Ö2ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕsÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì

ÒMåpÕ�ÔÞÓXÕE×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚbá�×mÛ ÜBÛ Õ�ÝßÛrçbÙOÔ�á-Ú�àBåmÝæÕ�îVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�è^âpáhÕ�àXá�Ù
ÖBÙ�çbÙOàXá�Ù�ÖB×�ïKÝßÚ�áhÕ�á�×)¸OÔÞÝßåmÙ�åmÙOÛrÙ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�è^ìrí0èæÕ	�rÜBÛôç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ�ÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞ×
åmÙOàBðB×måm×mÔ.Õ%×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ%ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%ëHÜ2Õ�àBÖBÙ Õ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�áhñ�Ù�ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ
ÜBÛ Õ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ09 îVÔ�Õ�åpÕ�ÚÞÜBçb×mÔÞçbÙOÚÞÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Ú	ÚÞÜ2Õ�Ú	àHÜ�ïO×màBÚ%×mèß×�á�Ô�æOàBÝßåpÕ�Ú-?�ì í0èæÕ�áhÕ�Û%÷��mÛ
ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Õ�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×%×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�Ö2Õ�Ú	ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ]×mÛ ÜBÛ åpÕ�ÛrçbÙ�×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ
Õ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙ � ¢pþE�^ìyS åmÙOàBðB×måmÝßÛr×màXá�Ù�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�çb×mÔÞÛrÝká�×�Õ�ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù
×�îV×�á�Ýkï�ÕI×màXá�ÔÞ×�Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ6×�â�åmÙOàBÚÞ×më�ÇB×màXá�×mÛr×màXá�×�âTÖ2Õ%×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×¶Ö2ÕIÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âOëHÜB×:�¶ÝßàBÖBÝßÚÞçb×màBÚ�JpïO×mèbç2Õ�Ô�Õ	Õ�Ú}Õ�çBèßÝßåpÕ�Ø)»K×mÚ0ÝßàBÖBÜBÚ�á�ÔÞÝæÕ�ÝßÚmì[�.×�î Õyá�ÙBâHÙ	çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è2×�îV×�á�ÝkïOÙ
ÖB×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù[ÖB×t�D;��YS%â0ëHÜB×�ÙOÔÞÝßÓOÝßà2Õ�èßÛr×màXá�×rà2ñ�Ù[èß×�ï�Õpï�Õò×mÛ åmÙOàXáhÕ[ÕòÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×
åpÕ�ÔÞÓXÕ�âTÚ�¸rîVÜBàBåmÝßÙOà2Õ�ÚÞ×%Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕsÖ2Õ�Ú¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}îVÙOÔ�ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2Õrçb×mèæÕsÚÞÜ2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õ�ìF ÖBÝkîVõßåmÝßè}çBÔÞ×mÖBÝßêm×mÔ Õ@åpÕ�ÔÞÓXÕ[×�îV×�á�Ýkï�Õ@ç2Õ�Ô�Õ[ÜBÛ Õ[Ö2Õ�Ö2Õ@ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙúåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì Ø Õ@Õ�ÜKý
ÚÞémàBåmÝæÕ�ÖB×�ÜBÛÌÛL��á�ÙKÖBÙ�Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåmÙ�ÓO×mÔ�Õ�è0ç2Õ�Ô�Õ�Ù�ÚÞ×mÜùå1J�èßåmÜBèßÙBâ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ	�rÓO×mÔ�Õ�èßÛr×màXá�×
åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2ÕråmÙOÛrÙrÜBÛ�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙrÖB×IÕYóÞÜBÚ�á�×Iç2Õ�Ô�ÕrÙOÚ¶Ö2Õ�ÖBÙOÚ¶×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚ � ¢�X��^ì�Ò?åpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�ÕIÖB×mçb×màBÖB×�Ö2Õ	ï�Õ�èßémàBåmÝæÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâKÖ2ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ	ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ0×
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Ö2Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕrÖB×�ëHÜ2Õ�èßëHÜB×mÔEá�ÝßçbÙsÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù%ÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2ÕsÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì
S�Ü�á�Ô�Õ�ÚÞÝßÛrçBèßÝkü2åpÕ�Øpñ�Ù]çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖ2Õ]àBÙ	×mÚ�á�ÜBÖBÙ%ÖB×¶ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdåmÙOÛ

åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmâ.Û Õ�çb×pÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×[Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ ÝßàXá�×mÔ�Õ�ÓO×màXá�×mÚ�×[ÙOÚ�ÛrÝvý
åmÔÞÙOõßÙOàBÚr×mÛ�ÜBÛÈçBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õò×�îV×�á�ÝkïOÙúåmÙOÛ�Õ�çb×mà2Õ�ÚrÜBÛ Õ@ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕòåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â�Õyá�Ô�Õpï��mÚ Ö2Õ@ÝßàKý
á�ÔÞÙKÖBÜBØpñ�Ù�ÖBÙ�åmÙOàBåm×mÝká�Ù�ÖB×såm×mèæÕ � ¢$·��^ì%û�Õ�Ô�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ	ÖB×sç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.à2ñ�Ù�Û%ÜBÝká�Ù
÷2Õ�ÝUOBÕ�ÚmâKÕ]ÔÞ×mçBÜBèßÚ�ñ�Ù	Û%ö�á�Ü2Õ]×màXá�ÔÞ×¶ÙOÚ6Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�î Õ�ê�åmÙOÛ4ëHÜB×¶×mÚ�á�×mÚ�ÚÞ×¶ÙOÔÞÓXÕ�àBÝßêm×mÛ�ÖB×¶ÛrÙKÖBÙ�Õ
çb×mÔÞÛ Õ�àB×måm×mÔÞ×mÛ ÙIÛ Õ�ÝßÚ�Õyî Õ�Ú�áhÕ�ÖBÙ%çbÙOÚÞÚÞõkïO×mèbÜBàBÚ}ÖBÙOÚ}ÙOÜ�á�ÔÞÙOÚmì0Ò ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù	á�Ù�áhÕ�èTçbÙKÖB×¶×màXáhñ�Ù%ÚÞ×mÔ
ÖBÝkïKÝßÖBÝßÖ2Õ�×mÛ åm×mèæÕ�Úmâ�ÚÞ×màBÖBÙ�ëHÜB× åpÕ�Ö2Õ�ÜBÛ Õ�ÖB×mèæÕ�Ú	åmÙOàXá��mÛ ÜBÛÌÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà â�ÜBÛ Õ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×
×�OBÕyáhÕ�ÖB×såmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ]ç2Õ�Ô�Õ á�ÙOÔÞà2Õ�Ô]Õ�åm×mèæÕ�àB×mÜ�á�Ô�Õ�â,×sçbÙOÚÞÚÞÝkïO×mèßÛr×màXá�×%áhÕ�Û%÷��mÛ�ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú.ÖB×
Ú�Õ�è,ÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ö2Õ�Úmì M}ÙOÛrÙ�Õ�ÚEåm×mèæÕ�ÚEÚ�ñ�Ù�àB×mÜ�á�Ô�Õ�Ú�çbÙOÔ�åmÙOàBÚ�á�ÔÞÜBØpñ�ÙBâ2×mèæÕ�ÚEà2ñ�ÙsÝßàXá�×mÔ�Õ�ÓO×mÛÿ×màXá�ÔÞ×�ÚÞÝ
×�â2çbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ2ÕrÕyá�×màBØpñ�Ù�çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�ÔÞ×mÚ�á�ÔÞÝkáhÕ�Õ�Õ�çb×mà2Õ�Ú�ÜBÛ ÕsÖB×mèæÕ�Úmì

Ò ×�O�ÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�ÖB×�åm×mèæÕ�Úmâ0á�ÙKÖ2Õ�Ú%×mÚÞÚÞ×màBåmÝæÕ�èßÛr×màXá�×�ÖBÙòÛr×mÚÞÛrÙ�áhÕ�Û Õ�àBðBÙBâdî Õ�ê�åmÙOÛ ëHÜB×
×�O�ÝßÚ�áhÕ�Û åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ}×màXá�ÔÞ×�Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì�í0Ú�áhÕ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�à2ñ�Ù%Ú�ñ�Ù%èß×�ï�Õ�Ö2Õ�Ú}×mÛ
åmÙOàXáhÕòåmÙOÔÞÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×�â0Û Õ�Ú%ÝßÚ�á�Ù�à2ñ�ÙÄ��ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×r×mÛ ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚsÕ�ëHÜBÙOÚ�Õ�ÚsåmÙOÛ åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmâdÚÞ×màBÖBÙ�ëHÜB×�àB×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâdÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà@à2Õ�åm×mèæÕp9 û ²EME?
×mÚ�á-Jò×mÛ ÷bÙOÛ Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ � ¢�º��^ì0S"ÜBÚÞÙòÖ2Õ�åm×mèæÕ��	óÞÜBÚ�á�Ýkü2åpÕ�ÖBÙ�ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÖB×màBÚ�Õ�Úmì Ø Ù�×màXáhÕ�àXá�ÙBâ0çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�ëHÜB×mÚ�á�ÝßÙOà2Õ�Ô%Õ�åmÙOà�üTÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×rÖ2Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�û ²EM4àBÙ
×mÚ�á�ÜBÖBÙòÖB× ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚsÛ%ÜBÝká�Ù�ÖB×mÚÞÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�ÚmìÄ�.×rî Õyá�ÙBâ�Ù�ÜBÚÞÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�àHÜBàBåpÕ�ÚÞ× ÛrÙOÚ�á�ÔÞÙOÜ
Û%ÜBÝká�Ù�ö�á�Ýßè�à2Õ]ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�Ù�ÖBÙ]ÖBÝæÕ�ÓOÔ�Õ�Û Õ¶ÖB×�î Õ�ÚÞ×EÖ2Õ�Údî Õ�ÚÞ×mÚH+2ÜBÝßÖ2Õ�Ú � ¢$¹��^ì�Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâOÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ
û ²EM à2ñ�Ù]îVÙOÔÞàB×måm×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ0çBÔÞ×måmÝßÚÞÙOÚ6àBÙ	å1J�èßåmÜBèßÙ]Ö2Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ]×�îV×�á�Ýkï�Õ � ¢$��^ì<M}èæÕ�Ô�Õ�Ûr×màXá�×Eð2ÕpïKÝæÕ
Õ�àB×måm×mÚÞÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�ÜBÛ Õ%á�×mÙOÔÞÝæÕ%ëHÜB×�à2ñ�Ù�îVÙOÚÞÚÞ×�÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õ�àBÙ�ÜBÚÞÙrÖ2Õ�åm×mèæÕ�ì

�RÔÞÝßêpÕ�å%×Ý;,×�ïKÝßàòçBÔÞÙOçBÜBÚÞ×mÔ�Õ�Û�â ×màXáhñ�ÙBâ,Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙqP�×mèßèßÝßÜBÛJI.ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ � V�W��^â Ù
ëHÜ2Õ�è6åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÝßÛrçBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×IëHÜB× Õ�îVÜBàBØpñ�Ù�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖB×rç2Õ�ÔÞ×mÚ	Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà
��ÝßÓOÜ2Õ�è�Õ[ÜBÛ ç2Õ�Ô�Õ�á�ÙKÖ2Õ�ÚrÕ�ÚsÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Úmì Ø ×mÚ�á�×�ÛrÙKÖB×mèßÙBâ0ëHÜB×q��Õ�ÖB×mëHÜ2Õ�ÖBÙ@ç2Õ�Ô�ÕòÖB×mÚÞåmÔÞ×�ý
ïO×mÔ ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ%ÖBÝßèßÜBõßÖ2Õ�Úmâ�ÜBÛÈÖBÙOÚ N Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚsÖ2Õ@ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù0��üvOBÕ�ÖBÙùà2Õ@ÙOÔÞÝßÓO×mÛ
×�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×�ëHÜB×òÕùåpÕ�ÔÞÓXÕ@ÖBÙOÚ�ÖB×mÛ Õ�ÝßÚrÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚr×màBåmÙOàXá�Ô�ÕªýuÚÞ×�ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝvý
÷BÜBõßÖ2Õ[×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ@ÖB×mèß×�â�îVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙ[ÜBÛ îVÜBàBÖBÙùðBÙOÛrÙOÓOémàB×mÙ@åmÙOÛ ÜBÛ Õ[ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕK.� ¯�©Y´Y°�§ ©.´Y°�°�§ L8²^¤^©�±��R ±m²^°�¤�¥0>�°�±m²^°(��©�±y´Y°}©��d¬�¥�¤^©��8©��� 6�±ª®¬8©��M�1��©2NV°(� ¯E¥0>m¥�´Y©��POQv©�¤^¯E¥�±y´Y©R�ª¯ST�ª±y´Y©
�ª±ª v©�¤^¯�°6´Y°0¬�¥�¤1>m¥4�:«�©��  ²^ Uh¥4�,´Y©}²^ «�©VNXWV°�§ § �4O9;T>�°�§®¥h²^ ±y¥�<b¤^°Þ¬8°�¦�°���©�±ª©�¯�°0´Y°ZY�°�§ §  �ª¯�½
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ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ�ì Ø Ù�åpÕ�ÚÞÙrÖB×�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚEÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâ2ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ%ÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙIåmÙOàBåmÙOÔÞÖ2ÕsÛr×mèßðBÙOÔ}åmÙOÛ ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚ�ÖBÙsëHÜB×]ÙsÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EM � V�W��^ì

Ò.ÝßàBÖ2Õ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�àBÖBÙòÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ%ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâdà@¸OÚs×mÚ�á�ÜBÖ2Õ�ÛrÙOÚ%ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù[åmÙOÛ
çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ.ÔÞõßÓOÝßÖBÙOÚ]×r×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÛrÙOÚ	ëHÜB× Õ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ä�Õ�àBàBÝßàBÓyý\S�ÙOÚ�Õ1u�Õ � V"¢Oâ-V�V��^â
ëHÜB×T��ÜBÛ ÕsåpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåpÕ�÷*J�ÚÞÝßåpÕsÖ2Õ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕs×mÛÕV��IâBáhÕ�Û%÷��mÛ ×mÚ�á-JrçBÔÞ×mÚÞ×màXá�×IàBÙrÛrÙyý
ÖB×mèßÙ%ÖBÙLP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ � V�´��^ì0í0Ú�á�ÜBÖ2Õ�ÛrÙOÚ}áhÕ�Û%÷��mÛ ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�åmÙOÛ Ú�Õ�è:ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ	×¶×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÛrÙOÚ�ëHÜB×.ÙIÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�×mÚ�á-J	×mÛ ÷bÙOÛ Õ�åmÙOÔÞÖBÙ
åmÙOÛ ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ6ÖB×�ä�ÙOàXá�×�M�Õ�ÔÞèßÙ � V�´��^ì S�Ü�á�ÔÞÙ%ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙIÙO÷�á�ÝßÖBÙIåmÙOÛ ×mÚ�á�×�ÛrÙyý
ÖB×mèßÙt�sëHÜB×�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èdÜBÚÞÜ2Õ�èdÖB×L�D;��YS � ¢�¢Oâ%¢�V��^â,ëHÜB×Ý�sÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×�îV×�á�ÝkïOÙ�ÖB×sÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù
×màXá�ÔÞ×�ÖBÜ2Õ�Ú%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmâd×mÛr×mÔÞÓO× à2Õyá�ÜBÔ�Õ�èßÛr×màXá�×rÖBÙ�îVÙOÔÞÛ Õ�èßÝßÚÞÛrÙ�ÖBÙ~P�×mèvý
èßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâb×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×�×mèß×sçBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�ÚÞ×mÔ�ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖBÙ�×�OKá�ÔÞÝßàBÚÞ×måpÕ�Ûr×màXá�×�ÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EM.ì�QuÚ�á�Ù�àBÙOÚ�èß×�ï�Õ Õ åmÔÞ×mÔ.ëHÜB×%Ù�å1J�èßåmÜBèßÙ Ö2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�ÕrÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ
ÖBÙLP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ	ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ%ÚÞ×mÔ�Û Õ�ÝßÚ�ÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�ç2Õ�Ô�ÕIÙs×mÚ�á�ÜBÖBÙsÖ2ÕIÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù%×�îV×�á�Ýkï�Õ
×màXá�ÔÞ×rÕ�Ú]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì^�.×%î Õyá�ÙBâ ç2Õ�Ô�Õ�÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×sç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ
Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×�îV×�á�ÝkïOÙ�ÖB×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×mÚ�á�×rÛrÙKÖB×mèßÙ�×mÚ�á-J�×mÛôÛr×mèßðBÙOÔ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛôÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ
ÖB×�ä�ÙOàXá�×>M�Õ�ÔÞèßÙ@ÖBÙ@ëHÜB×�Ù@ÛrÙKÖB×mèßÙ@û ²EM � VyþE�^ì ä�ÜBÝká�Ù@ÔÞ×måm×màXá�×mÛr×màXá�×�â:M�Õ�Ú�áhÕE\B×mÖ2ÕÙ�%�}
�3^]
ÚÞÜBÓO×mÔÞÝßÔ�Õ�Û ÜBÛ ÛrÙKÖBÙ%ÖB×�ÝßàBåmèßÜBÝßÔ}Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×]ÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�àBÙsÛrÙKÖB×mèßÙIÖBÙLP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ � V�X��^ì<�.×màXá�ÔÞÙ�ÖB×mÚ�áhÕsÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâHëHÜB×D�]Õ�ÖB×mëHÜ2Õ�Ö2Õ%ç2Õ�Ô�ÕIÔÞ×mÓOÝßÛr×mÚ�ÖB×�çbÙOÜBåmÙ
Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ,ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ	ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ]×mÚ�áhñ�Ù�×mÛÌ÷bÙOÛÌÕ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèß×mÚ	çBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×mÚ
ÖB×�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚE×�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚ � V�X��^ì

S�ÚrÛrÙKÖB×mèßÙOÚrû ²EMÿ×>P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�á�émÛ�åmÙOÛrÙ@÷2Õ�ÚÞ×�Õ@×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙúÖB×�û ².â
ëHÜB×%ÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�Õ�Ú¶åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ¶×màXá�ÔÞ×IÙOÚ.ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmìEû�Õ�Ô�ÕrÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ.åmÙOÛ"Ú�Õ�èRÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�âTÙ
î Õyá�Ù�ÖB×mÚ�áhÕ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ]à2ñ�Ù�á�×mÔÞ×mÛôÚÞÝßÖBÙ�èß×�ï�Õ�Ö2Õ�Ú]×mÛ åmÙOàXáhÕ�çbÙKÖB×sÚÞ×mÔ}óÞÜBÚ�á�Ýkü2åpÕ�ÖBÙBâ,Û Õ�Ú]àBÙ
åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ.áhÕ�ÝßÚ]åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�Ú�ñ�Ù�Û%ÜBÝká�Ù�ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚmìrí0ÛôÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2Õ�Ú
åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚmâHçbÙOÔ0×�O�×mÛrçBèßÙ�ç2Õ�Ô�Õ]ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�Õ�ëHÜBÙOÚ�Õ�Ú6åmÙOàXá�×màBÖBÙ	Ú�Õ�è2Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×�âOÕ�Ú6åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ
×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ}åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ6èß×�ï�Õ�Û ø	ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙsÖ2ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ	Ö2ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì�í0Ú�á�×
îV×mà@æOÛr×màBÙBâ àBÙ�ëHÜ2Õ�èdÜBÛ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×sàHöBÛr×mÔÞÙ�ÖB×såmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÚÞ×�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Õ�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�ÖB×sÛrÙKÖBÙ
ëHÜB×òÚÞÜ2ÕMåpÕ�ÔÞÓXÕùèßõßëHÜBÝßÖ2Õ[á�ÔÞÙKåpÕùÖB×òÚÞÝßà2Õ�è^âEà2ñ�ÙMçbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�çBÔÞ×�ïKÝßÚ�á�ÙMçb×mèæÕ@á�×mÙOÔÞÝæÕùÖB×[û ² � ¢�XKâ
¢$�â-V�·�â-V�º��^â�Û Õ�Ú]îVÙOÝ0ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ�×mÛÌÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�×�áhÕ�Û%÷��mÛô×mÛ ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú�á�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú � ¢�VKâ-V�¹��"´�´��^ì
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í�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×�âKÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×.ÜBÛ Õ	ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù%Ö2ÕIÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�Ö2ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:åmÙOÛrÙ�åmÙOàBÚÞ×më�ÇBémàBåmÝæÕrÖ2ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖ2Õ�ÚÞÜ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ � ´�þ��"´�·��^ì

�.ÝkïO×mÔÞÚ�Õ�Úrá�×mÙOÔÞÝæÕ�Úsá�émÛÈÚÞÝßÖBÙ@ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�Õòá�×màXáhÕ�Ôr×mÚ�áhÕ�÷b×mèß×måm×mÔ Ù@Ûr×måpÕ�àBÝßÚÞÛrÙ
Õyá�Ô�Õpï��mÚ ÖBÙ@ëHÜ2Õ�è�Õ�ÚråmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ èß×�ï�Õ�Û ø[ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙùÖ2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕsÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ � ¢�VKâ³V�¹�â�´º`�"´���^ì Ø Ù�×màXáhÕ�àXá�ÙBâ2àB×màBðHÜBÛ Õ�ÖB×mÚ�áhÕ�ÚEá�×mÙOÔÞÝæÕ�ÚEåmÙOàKý
ÚÞ×mÓOÜB×%ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ�åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×	ÙOÚ.ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ.×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚmì.Ò�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è�ÖBÝßÚÞåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ
ÔÞ×mÚÞÝßÖB×�àBÙ�×�îV×mÝká�Ù�Ö2Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�ÙsÖB×�Ú�Õ�è ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]à2ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×]åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì<��Õ�ÝßÚ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÚEçBÔÞ×mÖBÝvý
êm×mÛÿëHÜB×]ÕsÕ�ÖBÝßØpñ�ÙIÖB×�Ú�Õ�è:ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×.ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ%ÓO×mÔ�Õ�Ô}ÜBÛ ÕIÓOÔ�Õ�àBÖB×�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙsÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�âKÛ Õ�Ú
Ùs×�îV×mÝká�ÙIÙOçbÙOÚ�á�Ù}��×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙs×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×.×�à2Õ�Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×�ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�ÛrÙOèß×måmÜKý
èæÕ�Ô � ´�þBâ�þW�â�þ@¢��^ì��.×sî Õyá�ÙBâ,ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×sàBÙOÚ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚ]ëHÜB×�÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú]åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ	ÖB×sÚ�Õ�è
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×sá�émÛôÜBÛÌçb×mëHÜB×màBÙ�×�îV×mÝká�Ù�à2Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�â�×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB× Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×
ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ¶ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×mÚ�á�×	Ú�Õ�è î Õ�ê]×mÚ�á�×�îV×mà@æOÛr×màBÙ�ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×mÔ¶åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�× � ´�þE�^ì Z¶Û
ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙrÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ôz��×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙr×mÛ ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×�ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕIÛrÙOèß×måmÜBèæÕ�Ô � þW�âuþ@¢��^ì

M}ÙOÛ Õ ü2à2Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×IÖB×s×�O�çBèßÝßåpÕ�Ô.×mÚ�á�×%îV×mà@æOÛr×màBÙBâ ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïO×mÛrÙOÚ�ÜBÛ Õrá�×mÙOÔÞÝæÕ ç2Õ�Ô�Õ�Õ
ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�Ú¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ � þ�V���÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õrà2Õsá�×mÙOÔÞÝæÕsÖB×T�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè � ¢$´��
×sà2Õ�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù�ÖB×Ý²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ � þ´��^â ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�åmÙOÛ�ÜBÛ Õ�ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�ÕrÖB×sÚ�Õ�ÝßÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×rÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmìyS�Ú	ÝßàBÓOÔÞ×mÖBÝß×màXá�×mÚ]îVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�ÝßÚ�ÖBÙ�àBÙOÚÞÚÞÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�Ú�ñ�ÙbaIÕ
Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�ÙI×màXá�ÔÞ×�Ù%Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàr×.ÙOÚ}åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmâOîVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙIÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�ÙBâK×�Õ
Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù%×màXá�ÔÞ×]ÙOÚ}õßÙOàBÚ}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�9VçBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×mÚ�Ö2ÕIÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�ÙIÖBÙOÚ
Ú�Õ�ÝßÚ0Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙOÚ-?,ÓO×mÔ�Õ�àBÖBÙ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚRÖB×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì�=K×�çbÙOÔdÜBÛ?èæÕ�ÖBÙ�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ]ÖB×�õßÙOàBÚ
Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ%à2ÕòÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�î ÕpïOÙOÔÞ×måm×�Õ�îVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�åmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚsåmÙOÛ ÜBÛ ÓOÔ�Õ�àBÖB×�àHöBÛr×mÔÞÙ
ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚsÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚmâ0çbÙOÔ%ÙOÜ�á�ÔÞÙ[ÕòÕ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�Ú�Õ�è}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×rèß×�ï�Õòø�îVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×
Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚmâ6Ù@ëHÜB×�ÔÞ×mÖBÜBê�Ù[àHöBÛr×mÔÞÙùÖB×�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ%èßÝkïKÔÞ×mÚmìê�.×mÚ�áhÕ@åmÙOÛrçb×�á�ÝßØpñ�Ù
×mÛr×mÔÞÓO×�Ù�åm×mà*J�ÔÞÝßÙ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×�ì�Ò�á�Ô�Õpï��mÚsÖ2Õ�àBÙOÚÞÚ�Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ � þ�V��^â�îVÙOÛrÙOÚ
åpÕ�ç2Õ�êm×mÚ�ÖB×%ÔÞ×mçBÔÞÙKÖBÜBêmÝßÔ¶Ù�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ùr×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èR×	áhÕ�Û%÷��mÛ�ÙO÷�á�ÝkïO×mÛrÙOÚ.åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ
àB×måm×mÚÞÚ�J�ÔÞÝæÕ�Ú¶ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ�ç2Õ�Ô�ÕrÕsÙKåmÙOÔÞÔÞémàBåmÝæÕsÖ2ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì

í0Û ÔÞ×mÚÞÜBÛrÙBâ�àB×mÚ�áhÕ¶á�×mÚÞ×}×�O�çBèßÙOÔ�Õ�ÛrÙOÚ�ÖBÙOÝßÚ�Õ�ÚÞçb×må�á�ÙOÚ�åmÙOÛrçBèß×mÛr×màXáhÕ�ÔÞ×mÚ�Ö2Õ�ÚRÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì Z¶Ú�Õ�ÛrÙOÚ�ÜBÛ Õ[á�×mÙOÔÞÝæÕùÖB×~P�×mèßèßÝßÜBÛ ç2Õ�Ô�ÕùÙO÷�á�×mÔ�ÕùåpÕ�ÔÞÓXÕù×�îV×�á�Ýkï�ÕùÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}ÖB×]ÜBÛ Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙsÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�âHá�×mÚ�áhÕ�àBÖBÙrÕsÚÞÜ2Õs×�ü2åmÝßémàBåmÝæÕ%ç2Õ�Ô�ÕsÖBÜ2Õ�ÚEÓO×mÙOÛr×�á�ÔÞÝæÕ�ÚmâK×
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áhÕ�Û%÷��mÛ?ç2Õ�Ô�Õ�Ù�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×�ÜBÛ Õ.ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù	åmÙOÛ?Ú�Õ�èBÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâyÙOàBÖB×EÙOÚd×�îV×mÝká�ÙOÚ
Ö2ÕIÕ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×mÚ�á�×.×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�îVÙOÔ�Õ�Û4ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓXÕ�ÖBÙOÚmìdÒ.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâHÜBÚ�Õ�àBÖBÙIÜBÛ Õ]á�×mÙOÔÞÝæÕ]ÝßàBÚÞçBÝßÔ�Õ�Ö2Õ
à2Õ�ëHÜB×mèæÕ�ÖB×Y�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mèvý³²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ � ¢�V��^âXîVÙOÛrÙOÚ0åpÕ�ç2Õ�êm×mÚ}ÖB×¶ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ�Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙIÖ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ
Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}à2ÕsçBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕrÖB×�õßÙOàBÚEÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì

S ÔÞ×mÚ�áhÕ�àXá�×�ÖB×mÚ�áhÕ�á�×mÚÞ×}ÙO÷b×mÖB×måm×�Õ¶ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ì Ø Ù.åpÕ�çBõká�ÜBèßÙYVKâ�Õ¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ
×�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù[ÖB×�×mÚ�áhÕ�ÖBÙòÚÞ×mÔ�ñ�Ù�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�ÚIÖB×màXá�ÔÞÙòÖBÙòÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ0P�×mèßèßÝßÜBÛôÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâ
ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Ú]×råmÙOÛôÚ�Õ�è0ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×rÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì�í0ÛÌÕ�Û%÷bÙOÚ
ÙOÚ.åpÕ�ÚÞÙOÚ�ÚÞ×mÔ�ñ�Ù åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚE×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú.×IåmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úmâ2ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ûr×màXá�×�ì
S�Ú�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ}ÚÞ×mÔ�ñ�ÙsåmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�ÖBÙOÚ}åmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèß×mÚ�ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ}ÖB×màXá�ÔÞÙsÖBÙ%ÛrÙKÖB×mèßÙIû ²EM.ì Ø Ù%åpÕ�çBõvý
á�ÜBèßÙÝ´�â2Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÔÞ×mÛrÙOÚ�ÕsàBÙOÚÞÚ�Õ%á�×mÙOÔÞÝæÕIç2Õ�Ô�Õ�Õ%ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ%Ö2Õ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú]ÖB×%ÜBÛ Õ ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�ëHÜB×%åmÙOàXá��mÛ ÜBÛ Õ ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�Õ ÖB×%Ú�Õ�ÝßÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ.×sÛ%ÜBèká�Ýkï�Õªý
èß×màXá�×mÚmì¶ä�ÙOÚ�á�Ô�Õ�ÔÞ×mÛrÙOÚ�ëHÜB×IÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ¶ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ�×mÚ�áhñ�Ù ÖB×IÕ�åmÙOÔÞÖBÙråmÙOÛ"ÙråmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙs×mÛ ×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚ}×.ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚmì0ûRÙOÔ�ü2Û�â�Õ�Ú}åmÙOàBåmèßÜBÚ�»K×mÚ}ÖB×mÚ�áhÕIá�×mÚÞ×�ÚÞ×mÔ�ñ�ÙsÕ�çBÔÞ×�ý
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ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚdåmÙOÛ�×mÚ�á�×mÚ6ÖBÙOÝßÚdÛrÙKÖB×mèßÙOÚmìRÒ.è4�mÛ�ÖB×�Õ�à2Õ�èßÝßÚ�Õ�ÔÞÛrÙOÚRÖBÝßÚÞçb×mÔÞÚ�»K×mÚ0ÖB×Eç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�ÚmâH×mÚ�á�ÜBÖ2Õ�ÛrÙOÚ0áhÕ�Û%÷��mÛ�Û Õ�åmÔÞÙOÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú�åmÙOÛ4ÓO×mÙOÛr×�á�ÔÞÝæÕ.åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�â�Ù�ëHÜB×�çb×mÔÞÛrÝká�ÝßÜ
Õ�ÖBÝßÚÞåmÜBÚÞÚ�ñ�Ù�ÖBÙ�îV×mà@æOÛr×màBÙ�åmèKJ�ÚÞÚÞÝßåmÙ�Ö2Õ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB× ä�Õ�àBàBÝßàBÓyý\S�ÙOÚ�Õ1u�Õ � V"¢Oâ-V�V��dÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙÄP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì�S�Ú	×�îV×mÝká�ÙOÚ	çBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×mÚ%Ö2Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB× ×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×sÚ�ñ�Ù�ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓXÕ�ÖBÙOÚ�à2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù>VKì°X�×rÕ�Ú�åmÙOàBåmèßÜBÚ�»K×mÚ�Ú�ñ�Ù�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�Ú	à2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù
VKì ·�ì0Ò.Ú¶ÚÞ×mØ)»K×mÚYVKì ´�â�VKì þ�×TVKì°X%ÚÞ×mÓOÜB×mÛ�Õ�ÚEèßÝßàBð2Õ�ÚEÓO×mÔ�Õ�ÝßÚEÖB× � V�´��^ì
mon�m � � uJv��9�4u�vx�����9��������rA�9u{tM ��iv��

¡¢u£ �¤A¤.u¥q§¦#¨©u£�0rAª � �£qxq«�¬� � �2rAuJv�u£�4u££ ��iv��
® �4��¯��£qxv��2t
Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâKÝßÔÞ×mÛrÙOÚdÙO÷�á�×mÔ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ]×�îV×�á�Ýkï�Õ]ÖB×�ÜBÛ Õ]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�Û Õ�ÝßÚdÚÞÜ2Õ	àHÜKý

ïO×mÛ�×mèß×�á�Ô�æOàBÝßåpÕ�ÖB×màXá�ÔÞÙ	ÖB×�ÜBÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�åm×mèæÕ]ç2Õ�Ô�Õ�Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×¶ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà
9 û ²E?�â ëHÜB×��%ÜBÛ Õrá�×mÙOÔÞÝæÕ ÖB×%åpÕ�ÛrçbÙ�ÛL�mÖBÝßÙBì�Ò4çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕrÚÞ×mÔ�J�ÝßÓOÜ2Õ�èßÛr×màXá�×	ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ
ÖB×màXá�ÔÞÙrÖB×mÚ�á�×	ÛrÙKÖB×mèßÙBì

M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔÞ×mÛrÙOÚ%ÜBÛ Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙòåmÙOÛ N ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ús×mÛ ×mëHÜBÝßèßõß÷BÔÞÝßÙ
á��mÔÞÛrÝßåmÙ[×�ëHÜBõßÛrÝßåmÙòåmÙOÛ ÜBÛ ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ[ÖB×�Ú�Õ�èEÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ÖB×�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù cs ì Ø Ù
ÛrÙKÖB×mèßÙ ÖB×sû ².â Õ�Ú�ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú¶ÖBÙ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×sà2ñ�Ù�Ú�ñ�Ù�èß×�ï�Õ�Ö2Õ�Ú.×mÛ åmÙOàXáhÕ ×�O�çBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×�âbÖB×
ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×�ÙòÚÞÙOèkïO×màXá�×�� á�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙ�åmÙOÛrÙ�ÜBÛ Ûr×mÝßÙ�ÚÞ×mÛ ×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÖB×�åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×�ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ
ε 9rME]N=@?r×�á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ T ì í0Ú�áhÕMÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù���Ô�Õ�êmÙJpïO×mè]øùÛr×mÖBÝßÖ2Õ@ëHÜB×�ÙùáhÕ�Û Õ�àBðBÙ
Ö2Õ�ÚsÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú	ÖBÙòÚÞÙOèkïO×màXá�×	��çb×mëHÜB×màBÙ[ëHÜ2Õ�àBÖBÙòåmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�ÖBÙòÕ�Ù�áhÕ�Û Õ�àBðBÙ�ÖBÙOÚ%Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ
×�Õ�Ù@åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙòÖ2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú%Ö2Õ[ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù � X�´��^ì í0Ú�á�×�Ûr×mÝßÙòåmÙOàXá�õßàHÜBÙ
� åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞÝßêpÕ�ÖBÙ�çb×mèßÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×�²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ `B = βq2/ε 9rME]N=@?�â�ÙOàBÖB× β−1 = kT �
Õò×màB×mÔÞÓOÝæÕ�á��mÔÞÛrÝßåpÕ�× q ��ÕòåpÕ�ÔÞÓXÕò×mèß×mÛr×màXáhÕ�Ômì `B îVÙOÔÞàB×måm×�ÜBÛ Õ�×mÚÞåpÕ�èæÕòåmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×�ç2Õ�Ô�Õ
ëHÜ2Õ�àXá�Ýkü2åpÕ�Ô�Õ�ÚsÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚs×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú%ÖB×màXá�ÔÞÙ@Ö2Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙùåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì Ø Ù�á�×�ëHÜB× `B �
ÕMÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕùà2ÕMëHÜ2Õ�è]Õú×màB×mÔÞÓOÝæÕúåmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2ÕùÖB×òÖBÜ2Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×mèß×mÛr×màXáhÕ�ÔÞ×mÚ�àBÙMÛr×mÝßÙúÖB×
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åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×�ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ ε �6ÝßÓOÜ2Õ�è�Õ kT ì Ø Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ}ÖB×�û ².âmá�ÙKÖBÙOÚ,ÙOÚ,ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ:Ú�ñ�Ù�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ
åmÙOÛrÙrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEçBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×mÚmâ2×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù ëHÜB×%Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Ú�ñ�Ù ×mÚ�îV×mÔ�Õ�Ú('.ÖB×	Ô�Õ�ÝßÙ
a ×@åpÕ�ÔÞÓXÕMëHÜBõßÛrÝßåpÕ −Zbareq ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖ2ÕúÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×�×mÛÐÚÞÜ2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�)pìÿûRÙKÖB×�ýuÚÞ×
åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔmâEÚÞ×mÛ!çb×mÔÞÖ2ÕùÖB×�ÓO×màB×mÔ�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â�ëHÜB×òÕ�Ú ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚs×mÚ�áhñ�ÙMåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Ú
àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�â�ÙOÜ ÚÞ×uó�Õ�â Zbare > 0 ì SôÙO÷HóÞ×�á�ÝkïOÙMÖB×mÚ�áhÕúá�×mÙOÔÞÝæÕ0��åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�ÕùÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×
ÛL�mÖBÝæÕ�èßÙKåpÕ�è�ÖBÙOÚsÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ	×�ÙòçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è}×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�ÛL�mÖBÝßÙ�×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ�Ö2Õ�Úsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�üvOBÕ�Ú¶×mÛ ÜBÛ ÕsÖ2Õ�Ö2ÕsåmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙBì

û�Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚdåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚRåmÙOÛ�ÜBÛ Õ.îVÔ�Õ�Øpñ�Ù]ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr×Eà2ñ�Ù]Û%ÜBÝká�Ù�÷2Õ�ÝUOBÕ�à2Õ]ÚÞÜBÚÞçb×màKý
Ú�ñ�ÙBâ�ÖB×�ïKÝßÖBÙ%øIÔÞ×mçBÜBèßÚ�ñ�ÙIÛ%ö�á�Ü2Õ�âKÚÞÜ2Õ�Ú�çbÙOÚÞÝßØ)»K×mÚ�Ú�ñ�ÙIáhÕ�ÝßÚ�ëHÜB×�åpÕ�Ö2Õ	ÜBÛ Õ	ÖB×mèæÕ�Ú�á�×mÛ ×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙ
ÖB×IÚÞÝ�ÜBÛ ÕrÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�ÖB×I×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù ×mÛ�ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù ø�Ú¶ÖB×mÛ Õ�ÝßÚmì Ø ×mÚ�á�×IåpÕ�ÚÞÙBâbÙOÚ¶Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚEîVÙOÔÞÛ Õ�Û
ÜBÛ Õ�×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�9V÷båmå�ÙOÜòîVåmå$? � X"¢��^ìsÒ ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�î Õ�ÚÞ×�åmÔÞÝßÚ�áhÕ�èßÝßà2Õy��÷b×mÛôÛ Õ�ÝßÚ
ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ�ÖBÙ�ëHÜB×�ÜBÛ Õ%×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÖB×mÚÞÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�âyó�J%ëHÜB×�çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�á�ÝßÔ�Õ�Ô}ï�Õ�àXáhÕ�ÓO×mÛÿÖ2ÕsÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕ
á�Ô�Õ�àBÚÞèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�è�Ö2Õ ÔÞ×mÖB×�ìNM}ÙOÛ�ÝßÚÞÚÞÙBâ:çbÙKÖB×�ýuÚÞ×IÖB×�ü2àBÝßÔ.ÜBÛ Õ åm×mèæÕ ÖB× ë ÝßÓOàB×mÔ8ý\=K×mÝká�ê�9 ë =@?�åm×màKý
á�Ô�Õ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ�×mÛÌåpÕ�Ö2Õ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàê9 ïO×uó�Õ�Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ>VKì®¢�?�ìtM}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×rëHÜB×�âdÕ�è4�mÛÌÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âTåpÕ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�åmÙOàXá��mÛ ÜBÛ Õ ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×%×�OBÕyáhÕ�ÖB×%åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÖB×%ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×�Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ
á�Ù�áhÕ�è�ÖB×màXá�ÔÞÙ[ÖB×mèæÕòÚÞ×uó�Õò×�OBÕyáhÕ�Ûr×màXá�×�êm×mÔÞÙBâ�×�ëHÜB×�á�ÙKÖ2Õ�Ú�Õ�Úsåm×mèæÕ�Ú%á�émÛ ÙòÛr×mÚÞÛrÙ�îVÙOÔÞÛ Õyá�ÙBì
Ò.è4�mÛ ÖBÙOÚ¶åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâ2Õ�åm×mèæÕ�çbÙKÖB×�åmÙOàXá�×mÔEáhÕ�Û%÷��mÛ õßÙOàBÚ�çBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×mÚ.Ö2Õ�ÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�ÙsÖ2Õ�Ú
ÛrÙOè4�måmÜBèæÕ�Ú0ÖB×¶Ú�Õ�è^ì M�Õ�÷b×�ÔÞ×mÚÞÚ�Õ�èkáhÕ�Ô�ëHÜB×�âKåmÙOÛrÙIÕ�Ú6åm×mèæÕ�Ú�Ú�ñ�Ù	àB×mÜ�á�Ô�Õ�Ú}çbÙOÔ6åmÙOàBÚ�á�ÔÞÜBØpñ�ÙBâKà2ñ�Ù	ð*J
ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ6×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú0×màXá�ÔÞ×¶×mèæÕ�Úmì�Ò Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù]ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×6��åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô6ëHÜB×�Ù�îVÙOÔÞÛ Õyá�Ù
Ö2Õ�åm×mèæÕsÖB× ë =�á�×màBð2Õ�Õ�ÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕIÖ2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è<9VàBÙ�åpÕ�ÚÞÙr×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙ�×mÛ"ëHÜB×mÚ�áhñ�ÙBâBáhÕ�è
åm×mèæÕy�IÜBÛ Õr×mÚ�îV×mÔ�Õ�ÖB×IÔ�Õ�ÝßÙ R ?�â:Û Õ�Ú¶åmÙOÛ�Ù Ûr×mÚÞÛrÙrïOÙOèßÜBÛr×IÖ2Õråm×mèæÕ ÖB× ë =�çBÔÞÙOçBÔÞÝæÕ�Ûr×màXá�×
ÖBÝkáhÕÝ9 ïO×uó�Õ	Õ.ü2ÓOÜBÔ�ÕNVKì®¢�?�ì<S ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB× R �EÙO÷�á�ÝßÖBÙ�Õyá�Ô�Õpï��mÚ6Ö2Õ�îVÔ�Õ�Øpñ�Ù]ÖB×EïOÙOèßÜBÛr× η ÖBÙ]ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ
ÙKåmÜBç2Õ�Ö2Õ�çb×mèæÕ�Ú	ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ�×mÛ ÙOÜ�á�Ô�Õ�ÚIç2Õ�èæÕpïKÔ�Õ�Úmâ�Ù�×�îV×mÝká�Ù�Ö2Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmì Ø ÙråpÕ�ÚÞÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmâ η = (a/R)3

� XyþE�^ì
Ò.çb×mÚ�Õ�ÔdÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ.Ö2Õ�åm×mèæÕ.èß×�ï�Õ�Ô�×mÛ?åmÙOàXáhÕ�Ù�×�îV×mÝká�Ù�Ö2Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù]ÖBÙOÚdÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ- º=������� «�°�±���°p°(�b¬8©�§ ©�®´ª¥�5�2«�©Y´Y°�¯M¬8©�±m²^°�¤T«y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�b¬8©�§ ©�®´ª¥�5�T´Y°R´Y v°�¤^°�±m²^°(�2²�¥�¯E¥�±ª¨ª©��=;v«�©�§ ®´Y5� «�°�¤��1��©`<u½7 ºú¬�¥�¤1>m¥�¹���/ ¯�®¬�¥ Zbare

«�©Y´Y°E´Y°�«�°�±y´Y°�¤0´ª¥¶²^°�¯�«�°�¤�¥h²1�ª¤�¥ª½�·�©.°�±m²�¥�±m²^©�?X±ª°(�V²�¥�²^°(� °�¥�²^°�¯�«�°�¤�¥h²1�ª¤�¥RL
¯E¥�±m²^®´ª¥0³�±ª¥�°�¬8©�±�� ®´Y°�¤�¥�²P� °�¹��ª°R²^©Y´Y©��b©���>�¤1�ª«�©�����¬8®´Y©����  ±m²^°8²^ �Þ¥�´Y©��T±y¥����ª«�°�¤�T/®¬8 °�´ª¥6«y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥�¬8©�§ ©�®´ª¥�§
� °6´Y5�1� ©Y¬8®¥�¯�¹��y¥�±y´Y©E¥4� «y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�,¬8©�§ ©�®´ª¥�5�8�1��©} ¯�°�¤��^¥4�:°�¯³� ©�§ ����°p°(� ¥�¹��ª©��^¥4��½
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(a) (b) (c) (d)

R

a

´E�©¤/� £ �  #µ£¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn.qXnYg�fhgux�·�¸YtvnYg�qHj¶jm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pn�qXn¶��n�qXf�ivn¶qHj��hf�ikjO~.ºMg8npi��Hz�{pn¶�hnpivnptvqHjmi
�hnp�]�Xivf�x�j�» j�¼b½�qOt���tvqOtvqHj0f�� �hf�ikjpgbqXf.¾À¿�»ßl!¼B�hf�wyxuo�jmi�tXÁ�jpqHjpg:f�� ��jpqHjd�Kjmouxu�v���Xikj6�hnpivnptvqHjmi
f0�y�Hf6g�{pn��hnpwy�ªf�wXtvf�wyx8f���f�wyx8fEgut���f�xuoutXÁ�jpqHjpg2»æ�4¼Þ~.Â,� g8f�¸Y�XtvqHjO��n��0·miv���Xivn¶qXnE�Bnpx8f�wH��tkjmi!½
o8fhguxuout�x8n�j�jm�Bf�wKjpg0�X�	j]�hf�ikj�qXfEo�jmtvn

R
�hnp�]�BnYgux�j��Bnpo0�X�	j��Kjmouxu�v���Xikj]�hnpivnptvqHjmibtTÃpwXtv��jO�

g8f��Hg0�hnpwyxuo�jm�vnpwHg}fE�BnYg8gut��ªf�i���f�wyx8f�g�jmibjpqOtv��tvnpwKjpqXn§»æq�¼Þ~

ÖB×EÛ Õ�àB×mÝßÔ�Õ.Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ö2Õ�ây×mèß×EÕ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ï�J�ÔÞÝæÕ�ÚRï�Õ�àXáhÕ�ÓO×màBÚmì0í0àXá�ÔÞ×�×mèæÕ�ÚmâOÙ]ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×�èßÝßÛrÝká�×
ÖB×	ÖBÝßèßÜBÝßØpñ�ÙsÝßà�ü2àBÝkáhÕ��]î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×]ÙO÷�á�ÝßÖBÙrørÛr×mÖBÝßÖ2ÕsëHÜB×	Ù�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ�åm×mèæÕrÕ�ÜBÛr×màXáhÕ�ì�í0Ú�á�×
ÛrÙKÖB×mèßÙq�ráhÕ�Û%÷��mÛÌÛ%ÜBÝká�Ù�ö�á�Ýßè6ç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBØpñ�Ù�ÖBÙ�åmÙOàBåm×mÝká�Ù�ÖB× åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙòÝ4æOàBÝßåpÕ�×
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕIÖ2Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâXåmÙOÛrÙ	ÚÞ×mÔ�J	ïKÝßÚ�á�ÙsÕ	ÚÞ×mÓOÜBÝßÔmìdÒ.è4�mÛ ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ
×mÚ�á�ÜBÖBÙOÚ�Ö2ÕúÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù@ÖB×òû ² ÝßàBÖBÝßåpÕ�ÛÈëHÜB×�ÙúçBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è�×�îV×mÝká�ÙùÖ2ÕùåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙMÖBÙOÚ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×mÚ�á-J�ÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ�øs×màXá�ÔÞÙOçBÝæÕsà2Õ�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù%ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ � X�X��^ìØ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà â:Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è
Ûr×mÖBÝßÖBÙùÕ[ç2Õ�Ô�á�ÝßÔ�ÖBÙ@åm×màXá�ÔÞÙúÖ2Õ[åm×mèæÕ[ÖB× ë =bâ φ(r) = βqϕ(r) â�ÙOàBÖB× ϕ(r) ��Ù@çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
×mÛ ÜBàBÝßÖ2Õ�ÖB×mÚÝME]N=bâ���ÓO×mÔ�Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙOÚ%Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ	×�ÖBÙOÚ%ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmì Ø ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�×�OBÕyáhÕ�â,ÙOÚ�çb×mÔ�ü2Ú�ÖB×sÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�èßÙKåpÕ�è�ÖBÙOÚ]ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ.Ú�ñ�Ù�×�OHý
çBÔÞ×mÚÞÚÞÙOÚ�×mÛ�á�×mÔÞÛrÙOÚ�ÖBÙ�î Õyá�ÙOÔ.ÖB×Ý²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà â:åmÜªóÞÙ�×�O�çbÙK×màXá�×Ý�sçBÔÞÙOçbÙOÔÞåmÝßÙOà2Õ�è�Õ�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
ÖB×�îVÙOÔÞØpÕrÛL�mÖBÝæÕs×màXá�ÔÞ×	Ù Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�×�ÙOÚ¶ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì�Ò.çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×�ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,ÖB×�îVÙOÔÞØpÕ
ÛL�mÖBÝæÕ�çb×mèßÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙBâ,Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�èßÙKåpÕ�èRÖBÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ.ÖB×màXá�ÔÞÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�ÖB×
WS �¶Ö2Õ�Ö2Õ�çb×mèæÕ�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù]ÖB×Y²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà n±(r) = cse

∓φ(r) âHÙOàBÖB× n+(r) �.Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×
ÖB×rå1Jyá�ÝßÙOàBÚL9VåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ-?�× n−(r) �rÕ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×rÖB×LÚ�àBÝßÙOàBÚL9VåmÙOõßÙOàBÚ-?�ì�M}ÙOÛôÝßÚÞÚÞÙBâRÕ�á�×mÙOÔÞÝæÕ
ÖB×rû ² ��ÜBÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÛrçbÙ�ÛL�mÖBÝßÙBâHó�J�ëHÜB× Õ�Ú]åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ]×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ]ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÛL¸YïO×mÝßÚ¶ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ ±q îVÙOÔ�Õ�ÛÿÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�Ö2Õ�Úmì6�.×�ïKÝßÖBÙ ø�àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×]ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕ
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ÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2Õ�åm×mèæÕsÖB× WS á�×mÛsýuÚÞ×]ëHÜB×
Zbareq = 4π

∫ R

a
r2ρq(r)dr , 9rVKì®¢�?

ÙOàBÖB× ρq(r) = q[n+(r) − n−(r)] �	Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÖBÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmìØ ×mÚ�á�×¶åpÕ�ÚÞÙBâ�Õ	ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ü2àBÝkáhÕ�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú0åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ<�¶èß×�ï�Õ�Ö2Õ]×mÛ åmÙOàXáhÕIÕyá�Ô�Õpï��mÚ
Ö2Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙIÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙIÖ2Õsåm×mèæÕ�ì M}ÙOÛrÙsÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ%ÛL�mÖBÝßÙ%ÖB×�ïO×�ÔÞ×4+2×�á�ÝßÔ
Õ�çb×mÔÞÝßÙKÖBÝßåmÝßÖ2Õ�ÖB×rÖ2Õ�ÔÞ×mÖB×�â6×mèß×�çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�ÚÞ×mÔ%åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙòÕ�çb×mà2Õ�Ú%×mÛ ÜBÛ Õ�åm×mèæÕ�ÖB× WS 9 ïO×uó�Õ
Õ�Ú.ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ú^VKì®¢s×ÝVKì°V�?�ì��.×mÚ�á�×sÛrÙKÖBÙBâ:Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×sûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà 9rME]N=@?�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ

´E�©¤/� £ � £8µÅÄ fhnp��f�xuoutkjrqHj��hf�ikjrqXf{¾À¿�fhg�ÆP½�outv��jrqXf�o�jmtvn
R
�Kjmo�js�X�	jrg8npi��Hz�{pn �hnpivnptvqHjmid�hnp� g�jmi

��npwHn��Yjmivf�wyx8f6jpqOtv��tvnpwKjpqXnX~8º��Kjmouxu�v���Xikj��hnpivnptvqHjmiV�Y�hnp� ��jmoÇ¸yj�x8npx�jmi −Zbareq
»
Zbare > 0

¼
qOtvguxuout�lX�X�vqHj��XwXt5Æ npou��f���f�wyx8f0f�� gu�Kj�gu�X�Bf�o�Ææ�v��tvfY�`½Ro8f��Xo8fhg8f�wyx�jpqHj}�Bf�ikj6fhg�Æ f�o�j�g8np�¶lXo8f�jpqHj
qXf�o�jmtvn

a
~Hº3Ææo8npwyx8f�t�o�j	qHj��hf�ikj	qXf�¾À¿Å½�tvqXf�jmi�tXÁ�jpqHjI�hnp��n��X�	j]��f��¶lXo�jmwKjIg8f��]t��Bf�o��

��f0·h�ªf�iBivn���jmi�tXÁ�jpqHj�f��
r = R

�yo8f��Xo8fhg8f�wyx�jpqHj��Bf�ikj�i�t�wX�Kj¶�Bnpwyxut�i��KjpqHj��y�Hf�g8f��Kjmo�j�j¶�hf�ikj
qXnso8fhg8f�ou�Yjmx�ÈpoutvnrqXf�g�jmiV~sÉ}g��]tv��o8np�vnpwHg�� �hnpwyxuo�jm�vnpwHgs»⊕ ¼Þ�:�0·mxutvnpwHg

(+)
f¥ÊmwXtvnpwHg

(−)
�

g�{pn��{È��ªf�tvg�f��Bn�qXf���jmxuo�jh�ªfhg8g�jmo}j.��f��¶lXo�jmwKjO~

ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�åmÙOÛ Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙIá�×mÛ"Õ�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×]îVÙOÔÞÛ Õt9 ïO×uó�Õ�ÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×�Ò�?
∇2φ(r) = κ2

res sinh[φ(r)] , a < r < R , 9rVKì°V�?
ÙOàBÖB× κres =

√
8π`Bcs �IÙ�ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙrÖB×}�.×m÷|O×sÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙ ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ ÖB×
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Ú�Õ�è^ì0Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ
dφ

dr

∣∣∣∣∣
R

= 0 9rVKì ´?
dφ

dr

∣∣∣∣∣
a

=
Zbare`B
a2

. 9rVKì þ�?
Ò åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×]åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�9rVKì ´?�ÓXÕ�Ô�Õ�àXá�×�ÕsàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×.ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ%ÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2Õ%åm×mèæÕsÖB× WS ×
Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�9rVKì þ�?}ÚÞ×mÓOÜB×�Ö2ÕrÕ�çBèßÝßåpÕ�Øpñ�Ù%Ö2Õ�èß×mÝ ÖB×T]�Õ�ÜBÚÞÚ�à2ÕsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]ÖBÙrÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà ì

��Õ�ÛrÙOÚ}Õ�ÓOÙOÔ�ÕIÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÔ}ÕIÖB×�ü2àBÝßØpñ�ÙsÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕI×�îV×�á�Ýkï�ÕIåmÙOÛ ÙsÕ�Ü"O�õßèßÝßÙ	Ö2ÕsÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õªý
Øpñ�Ù]ÖB×�åpÕ�ÛrçbÙ.ÛL�mÖBÝßÙ�÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õ�à2Õ.×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù]ÖB×�û ².ìOû�Õ�Ô�Õ.ÝßÚÞÚÞÙBâ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔdÙ�èßÝßÛrÝká�×0ÖB×
ÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù	Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�Ö2Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâXÙOÜ ÚÞ×uó�Õ�â�ÜBÛ Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàrÝßÚÞÙOèæÕ�ÖBÙ	×.ÝßÛr×mÔÞÚÞÙI×mÛ ÜBÛ
×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙrÝßà�ü2àBÝká�ÙBì¶í0Ú�á�×%èßÝßÛrÝká�×�åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×�Õ κresR → ∞ ì Ø ×mÚ�á�×%åpÕ�ÚÞÙBâ:Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�ý
á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ��]Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°V�?�åmÙOÛ ÕsåmÙOàBÖBÝßØpñ�ÙsÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�9rVKì ´?�ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2Õ%çbÙOÔ
φ(r → ∞) = 0 ì�í0Ú�áhÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùrà2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�Ô}ÖB×	û ² à2ñ�Ù�çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ�ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2ÕsÕ�à2Õ�èßÝká�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�â
Û Õ�Ú}ÕIÚÞÜ2Õ	ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù%Õ�ÚÞÚÞÝßàXá�¸�á�ÝßåpÕ	ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ëHÜB×�ÙIçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èT×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙIÕ	ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú
åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕªýuÚÞ×�åmÙOÛrÙ e−κresr/r â�ó�J�ëHÜB×�â�Ûr×mÚÞÛrÙ�ç2Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú0åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdÛ%ÜBÝká�Ù]åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmâ
φ(r) � 1 ç2Õ�Ô�Õ r ÓOÔ�Õ�àBÖB×�ìzM}ÙOàBÚÞ×më�ÇB×màXá�×mÛr×màXá�×�â ÕsèßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�ÙIÖ2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°V�?}×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ
ÖBÙ�êm×mÔÞÙ	�IçbÙOÚÞÚÞõkïO×mè�àB×mÚ�á�×%ÔÞ×mÓOÝßÛr×�âTåmÙOàBÖBÜBêmÝßàBÖBÙ�ø ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×sû ² èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�â2ÙOÜ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
ÖB×N�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè^*y9'�DÆD?

∇2φDH(r) = κ2
resφDH(r) , 9rVKì°X�?

åmÜªó�Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�×mÛ åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú6��Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�àBÙ%÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÖBÙ
φDH(r) = A

e−κresr

r
, 9rVKì ·?

ÙOàBÖB×IîVÙOÝRÜBÚ�Õ�ÖBÙ�ëHÜB× φ(r → ∞) = 0 ì�S4ÜBÚÞÙ�Ö2Õ ÚÞ×mÓOÜBàBÖ2Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×IåmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙBâ:×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì þ�?�â�îVÙOÔÞàB×måm×mÔÞÝæÕ

A =
−Zbare`B

(1 + κresa)
eκresa . 9rVKì°º�?

M}ÙOàXá�ÜBÖBÙBâO×mÚ�áhÕ.åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù.à2ñ�Ù.çbÙKÖB×}ÚÞ×mÔ�ÜBÚ�Õ�Ö2Õ�âOçbÙOÝßÚRÕ¶èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù�à2ñ�ÙD�6ï�J�èßÝßÖ2Õ�ç2Õ�Ô�Õ¶çb×mëHÜB×�ý
à2Õ�Ú.ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÚmìEä�Õ�Ú.ÚÞ×IÕrÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙrèßÝßàB×pÕ�Ô�îVÙOÔ�×mÚ�á�×màBÖBÝßÖ2Õ ç2Õ�Ô�Õ�çb×mÔ�á�Ù Ö2Õrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â: �R°�¦`��°6°VËAÌy¬�Í�°�§�´Y°(� °�±`U�©�§ U�°�¤�¥�¯À�ª¯E¥�²^°�©�¤^®¥E«y¥�¤�¥�°�§ °8²^¤1��§  ²^©��A�  ¯2L8²^¤^®¬8©���¦y¥4� °Þ¥�´ª¥�±y¥E§  ±ª°Þ¥�¤^ �Þ¥4����©E´ª¥
°Þ¹��y¥4����©�´Y°0¸�ÎÏ;TU�°	W ¥�¥2� °(����©2Ðª½ ÑY½ Ò�<u½
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×mèæÕ[åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×mÔ�JùÕ[ëHÜB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ[ÖBÙ@Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàÔÓ Ò�ÔÞ×mÚÞçbÙOÚ�áhÕùÕ[×mÚ�áhÕ@çb×mÔÞÓOÜBàXáhÕ0��çBÔÞ×måmÝßÚ�Õªý
Ûr×màXá�×IÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�â2ëHÜB×N��çb×mÔÞåm×m÷BÝßÖ2Õ�çbÙOÔEÜBÛ"ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙOÔ�èßÙOàBÓO×]Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì
M}ÙOÛ�ÝßÚÞÚÞÙ çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�î Õ�êm×mÔ¶Ù åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�ÙBâTÕ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ.ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÚmâTÖB× φ(r) åmÙOÝßàBåmÝßÖBÝßÔEåmÙOÛ
Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ÖBÙ�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�ÖBÙ�ÚÞ×�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è Zbare îVÙOÔ
ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2Õ çbÙOÔ.ÜBÛ Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ÖB×Iï�Õ�èßÙOÔ¶ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�× Zeff â:Ù�ëHÜB×såmÙOàBÖBÜBêsø�ÖB×�ü2àBÝßØpñ�Ù�Ö2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�ÕsÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ � X�·��

φ(r, Zbare) ≈ φDH(r, Zeff) = − Zeff`B
(1 + κresa)

e−κres(r−a)

r
, r � a . 9rVKì ¹?

í0Û%÷bÙOÔ�Õ�Õ�Õ�à*J�èßÝßÚÞ×�çBÔ���ïKÝæÕ.á�×màBð2Õ�ÚÞÝßÖBÙ.îV×mÝkáhÕ.àBÙ�èßÝßÛrÝká�×6ÖB×�ÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù¶Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�â�Ù�åmÙOàBåm×mÝká�Ù
ÖB×IÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù%ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕÝ�	Û%ÜBÝká�Ù�ÓO×mÔ�Õ�è,×	çbÙKÖB×	ÚÞ×mÔ.Õ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙ�×mÛ"ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
ÚÞÙO÷ùï�J�ÔÞÝæÕ�Ú	åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ � X�º`�vX���^ì�M}ÙOÛrÙ�ïKÝßÛrÙOÚmâ�àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB× ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÙOÛ ÜBÛ Õ
ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×sü2àBÝkáhÕ�â çbÙKÖB×�ýuÚÞ×sî Õ�êm×mÔ]Ù�ÜBÚÞÙ�Ö2Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�åm×mèæÕ�ì�=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â,Õ�á�×mÔÞÛrÙyý
ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕrÖB×%ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ¶Û%ÜBÝká�Ù åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙOÚ�çbÙKÖB×%ÚÞ×mÔ�÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õ�à2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×sû ²
èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�âKÛ Õ�Ú�åmÙOÛ ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ%ëHÜBõßÛrÝßåpÕIÖ2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è Zbare ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖ2Õ%çbÙOÔ Zeff ì

S åmÙOàBåm×mÝká�Ù	ÙOÔÞÝßÓOÝßà2Õ�èBÖB×¶ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù]ÖB×¶åpÕ�ÔÞÓXÕ]îVÙOÝ2ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖBÙ�çbÙOÔ�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ��%�

�3^] � ¢$��KàBÙ�åmÙOàXá�×�OKá�Ù]Ö2Õ¶á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×EûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà	à2Õ.åm×mèæÕ}9 û ²EME?�ì�Ò ÝßÖ@�mÝæÕ¶÷*J�ÚÞÝßåpÕ¶ÖB×mÚ�áhÕ
ÖB×�ü2àBÝßØpñ�Ù^��åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô0ëHÜB×¶Õ]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�Û%ÜBÝká�Ù�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ]Û Õ�ÝßÚdç2Õ�Ô�á�×EÖ2Õ]àHÜ�ïO×mÛ�ÖB×
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ.×mÛ"á�ÙOÔÞàBÙ�ÖB×mèæÕ�îVÙOÔÞÛ Õ�Û ÜBÛ Õr×màXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×IåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�àBÖBÙ�ÜBÛ ÕråpÕ�ÔÞÓXÕrÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ
−Zeffq 9 Zeff > 0 ?�â�ëHÜB×rçbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�ï�J�ÔÞÝæÕ�Ú]ÙOÔÞÖB×màBÚ	ÖB×�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mêpÕ�Ûr×màBÙOÔy9V×mÛôÛL¸KÖBÜBèßÙ�?¶ëHÜB×
−Zbareq ì�í0Ú�áhÕIs8åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�w�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�×�ÖBÙOÚRåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×6ÖB×�ïKÝßÖBÙ�Õ�ÚÞÜ2Õ�îVÙOÔ�á�×6ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù
×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ[åmÙOÛ�Õ[ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ[åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì��.×�î Õyá�ÙBâ}ÙOÚråmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚrçBÔ�¸1O�ÝßÛrÙOÚrø[ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è ÚÞ×màXá�×mÛ�ÜBÛ ÕsîVÙOÔ�á�×	Õyá�Ô�Õ�Øpñ�Ùr×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Ö2ÕsåmÙOÛ�ÕrÚÞÜ2Õr×màB×mÔÞÓOÝæÕsá��mÔÞÛrÝßåpÕ
kT ì F à2Õyá�ÜBÔ�Õ�èd×màXáhñ�Ù�ÖBÝßêm×mÔÞÛrÙOÚ�ëHÜB×s×mÚ�á�×mÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�×mÚ�áhñ�Ù�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�áhÕyá�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�×^s8èßÝßÓXÕ�ÖBÙOÚ³w
Õ�ÙúÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà ì í0Ú�áhÕúÝßÖ@�mÝæÕ@ÖB×�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙMÝ4æOàBÝßåpÕ0��ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖ2Õ@åmÙOÛrÙùÜBÛ Õ@ÝßèßÜBÚ�á�Ô�Õ�Øpñ�Ù
ÖBÙ*ÓOÔ�Õ�àBÖB×@Õ�åmöBÛ%ÜBèßÙ ÖB×@åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�çb×mÔ�á�Ù Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕMåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâ�à2ñ�Ù ð*J
ÜBÛ Õ�èßÝßÓXÕ�Øpñ�Ù�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�×màXá�ÔÞ× Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà[×rÙOÚIåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmâdÖB× ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB× ÙOÚ
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�×màXïOÙOèkïKÝßÖBÙOÚ	àB×mÚ�áhÕ�ÖB×�ü2àBÝßØpñ�Ù�ÖB×råmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�çBÜBÔ�Õ�Ûr×màXá�×r×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�çbÙKÖB×mÛ
×mÚ�áhÕ�Ô.èßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�ÖBÙOÚEÔÞ×mèæÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×]èßÙOàBÓO×�Ö2Õ ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ìES�å1J�èßåmÜBèßÙrÖ2ÕråpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ
ç2Õ�Ô�Õ[ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÚsÚÞ×mÛÈÚ�Õ�èEÙOÜ�åmÙOÛ Ú�Õ�èEÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙòÚÞ×mÓOÜB×�Ù[ÛrÙKÖB×mèßÙòçBÔÞÙOçbÙOÚ�á�Ù
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çbÙOÔ�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ � ¢$��^ìsÒ.Ú�×�áhÕ�ç2Õ�Ú�ÖB×mÚ�áhÕ�Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ�â Õ�çBèßÝßåpÕ�Ö2Õ�Õ�Ù�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�×mÛôëHÜB×mÚ�áhñ�ÙBâ
çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ�ÔÞ×mÚÞÜBÛrÝßÖ2Õ�Ú�Ö2ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�Û Õ�àB×mÝßÔ�Õ � XyþE�1a
9VÝ�?�_�×mÚÞÙOèkïO×�ýuÚÞ×EÙ]çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ¶à2ñ�Ù]èßÝßàB×pÕ�ÔRåmÙOÛrçBèß×�á�Ù.Ö2Õ�ÖBÙ]çb×mèæÕ.×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùy9rVKì°V�?�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ?Ö2Õ�ÖBÙ
åmÙOàªóÞÜBàXá�ÙrÖB×]ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚEÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×mÚ�a}ÕIîVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr× η â2Õ%åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙrÖB×
Ú�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× κresa ×IÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è Zbare`B/a 9 ïO×uó�ÕrÙ�Õ�çbémàBÖBÝßåm×
Ò�?�ì0í0Ú�á�×mÚsá�ÔÞémÚsç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚsÕ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�ÝßÚIåpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞÝßêpÕ�Û åpÕ�Ö2Õò×mÚ�áhÕ�ÖBÙ[ÖBÙòÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ì
M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ2ÙO÷�á��mÛsýuÚÞ×]Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mÛ R â φ(R) âB×	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�á�Ù�áhÕ�è ÖB×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ

n±(R) = cs e
∓φ(R). 9rVKì ?

9VÝßÝ�?��.×�ü2àB×�ýuÚÞ×]ÙsÝßàXïO×mÔÞÚÞÙsÖBÙ%åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙIÖB×D�.×m÷|O×y9VÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ%øI÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ�?0ÕIç2Õ�Ô�á�ÝßÔ
Ö2Õ�Ú%ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ%ÖBÙOÚ%ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�à2Õ�îVÔÞÙOàXá�×mÝßÔ�Õ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�ÖB× WS âdÖ2Õ�Ö2Õ�Ú%çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì ?�âBÙrëHÜB×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕs×mÛ

κPB =
√

4π`B[n+(R) + n−(R)] = κres cosh1/2[φ(R)]. 9rVKì®¢$W?
9VÝßÝßÝ�?y;,ÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕªýuÚÞ×¶Ù%çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ	ÖB×.ï�Õ�èßÙOÔ6ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ%Ö2ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì°V�?6×mÛ á�ÙOÔÞàBÙIÖB× φ(R)

×sÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2ÕªýuÚÞ×%Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×rû ² èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�âbÖB×sÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×
Õ�Ú�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�ÖBÙOÚ�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�Ú.à2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�Ô.×%èßÝßàB×pÕ�Ô¶åmÙOÝßàBåmÝßÖ2Õ�Û�Õyá��%Õ�ÖB×mÔÞÝkï�Õ�Ö2Õ ÚÞ×mÓOÜBàBÖ2Õ
×mÛ r = R 9 ïO×uó�Õ�ÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×�Ò�?�ì

9VÝkï@?tM�Õ�èßåmÜBèæÕªýuÚÞ× Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ Zeff Õ�ç2Õ�Ô�á�ÝßÔ	Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì®¢�?�â�ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßàBÖBÙyýuÚÞ× Zbare

çbÙOÔ Zeff × ρq(r) çb×mèæÕ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×.ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕ ρPBL(r) Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ö2Õ	ø	ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙIÖ2Õ	×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
ÖB× PB èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ	9 û ²I;�?�â2ÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â

Zeffq = 4π
∫ R

a
r2ρPBL(r) dr . 9rVKì®¢�¢�?

Ò.èká�×mÔÞà2Õyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�âBçbÙKÖB×mÛrÙOÚ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÔEÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×	Õsèß×mÝ ÖB×T]�Õ�ÜBÚÞÚ
dφPBL

dr

∣∣∣∣∣
a

=
Zeff`B
a2

. 9rVKì®¢�V�?
S çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è0×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�èßÙOàBÓO×�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èE9V× ×màXáhñ�Ù Zeff ?�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�×mÛ

îVÜBàBØpñ�Ù�Ö2ÕEÚÞÜ2ÕEåpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ Zbare ì�í0Ú�á�×6åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�ÙI�dïO×mÔÞÝkü2åpÕ�ÖBÙ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×
×]áhÕ�Û%÷��mÛÿ×mÛ"ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚmì
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ûRÙOÔ�ÚÞÜ2Õ�ïO×mê�âdÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×r×mÚ�áhÕ�ÖBÙ�ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕt�sî Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×sÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�ìrí0Û
ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�ÔÞ×pÕ�ÝßÚmâ]Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù ÖB×mçb×màBÖB×@áhÕ�Û%÷��mÛ Ö2Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×ùõßÙOàBÚ�ÖB×@ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×mÚ
åm×mèæÕ�Úmâ�Ù[ëHÜB×�à2ñ�Ù~��èß×�ï�Õ�ÖBÙò×mÛ åmÙOàXáhÕòÖB×màXá�ÔÞÙ@ÖB×mÚ�á�×�ÛrÙKÖB×mèßÙBì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâ}Õò×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù[ÖB×
×mÚ�áhÕ�ÖBÙ@ÖBÙ@ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÔÞ×�îV×mÔÞ×�ýuÚÞ×�øòçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù@×�O�×mÔÞåmÝßÖ2Õ[à2Õ[ç2Õ�ÔÞ×mÖB×�ÔÞõßÓOÝßÖ2Õ�Ö2Õòåm×mèæÕ�â�×mÛ r = R ì
��Õ�ÛrÙOÚ�×màXáhñ�Ù�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�Õ%åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙsÖBÙOÚ Nm ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ%çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�ì
M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔÞ×mÛrÙOÚ6ÝßàBÝßåmÝæÕ�èßÛr×màXá�×�ÜBÛ4ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�åmÙOÛ�Õ�çb×mà2Õ�Ú�ÜBÛ Õ]×mÚÞç��måmÝß×.ÖB×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì[=K×màBÖBÙ
AR Õ6J�ÔÞ×pÕEÖ2ÕE÷bÙOÔÞÖ2ÕE×�OKá�×mÔÞà2Õ�Ö2ÕEåm×mèæÕE× R ÚÞÜ2Õ�çbÙOÚÞÝßØpñ�ÙBâYÜBÛ Õ�ï�Õ�ÔÞÝæÕ�Øpñ�Ù�Ýßà�ü2àBÝká�×mÚÞÝßÛ Õ�è dR Û%ÜBÖ2Õ
Ù�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ�åm×mèæÕ.çbÙOÔ AR dR ì�Ò ×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×}åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�åmÝßÙOà2Õ�è"�EÖ2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ F = −k T lnZ â
ÚÞ×màBÖBÙ�Õ%îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsåmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�åmÝßÙOà2Õ�è åpÕ�à@æOàBÝßåpÕ Z ×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�Õ åmÙOÛrÙ

Z =
1

Λ3Nm

B Nm!

∫
...
∫
e−β H dr1 ... drNm

, 9rVKì®¢$´?
ÙOàBÖB× ΛB = (h2/2πmkT )1/2 �rÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×rÙOàBÖ2Õ�á��mÔÞÛrÝßåmÙ�ÖB×>���Ýù6����ú�3û�r�r× H �rÙ
ð2Õ�ÛrÝßèká�ÙOàBÝæÕ�àBÙ¶ÖBÙOÚ6ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�ÛL¸YïO×mÝßÚmì�Ò çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù	ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ]àBÙ�×màBÚÞ×mÛ%÷Bèß×EåpÕ�à@æOàBÝßåmÙ^�EÖ2Õ�Ö2Õ
çbÙOÔ

P = −∂ F
∂ V

=
k T

ARZ

∂ Z

∂ R
. 9rVKì®¢pþ�?

Ò ×màB×mÔÞÓOÝæÕ%ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ��]ÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×	Ö2ÕsèßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù	Ö2ÕsÚÞÜ2Õ�÷bÙOÔÞÖ2Õ%×�OKá�×mÔÞà2Õ�âTÜBÛ Õ
ïO×mê�ëHÜB×�×mèæÕt� ÔÞõßÓOÝßÖ2Õ�× à2ñ�Ù�á�×mÛ åpÕ�ÔÞÓXÕ�Úmì�í0àXáhñ�Ù R ×màXá�Ô�Õ�à2Õ�îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB× ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�Õ�çb×mà2Õ�Ú
Õyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖBÙOÚRèßÝßÛrÝká�×mÚ ÚÞÜBçb×mÔÞÝßÙOÔÞ×mÚRÖ2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�ÝßÚ,ÖB×�åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙBì�Ò ÖB×mÔÞÝkï�Õ�Ö2Õ�ÖB× Z ×mÛ�ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù
Õ R �

∂ Z

∂ R
=

∂

∂ R

(
1

Λ3Nm

B Nm!

∫
....
∫
e−β H(r1 , .... , rNm ) dr1 .... drNm

)
. 9rVKì®¢�X�?

M�Õ�Ö2Õ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOà[åmÙOàXá��mÛ ÜBÛ Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�Ù�Ô�Õ�ÖBÝæÕ�è6ÖB× a Õyá�� R ×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙòëHÜB×�Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�Ù
ÚÞÙO÷BÔÞ×IÕ�ÚEÖBÜ2Õ�Ú�åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�ÔÞ×mÚ�áhÕ�àXá�×mÚ�îVÙOÔÞàB×måm×	ÜBÛÿî Õyá�ÙOÔ Ar ×�åmÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙ
∂ Z

∂ R
=

1

Λ3Nm

B Nm!

Nm∑

i=1

∫
...

(
∂

∂ R

∫ R

a
e−β H(r1 , ...,ri , ... , rNm )Ar dri

)
dr1...dri−1dri+1...drNm

,

9rVKì®¢$·?
ÙOÜ�×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�â
∂ Z

∂ R
=

AR

Λ3Nm

B Nm!

Nm∑

i=1

∫
....
∫
e−β H(r1 , ... , ri→R , ... , rNm ) dr1 ... dri−1 dri+1 ... drNm

. 9rVKì®¢�º�?
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�RÙKÖBÙOÚ�ÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ}Ú�ñ�ÙrÝßÖBémàXá�ÝßåmÙOÚmâBèßÙOÓOÙs×mÚ�á�×mÚ Nm á�×mÔÞÛrÙOÚEÚ�ñ�ÙrÝßÓOÜ2Õ�ÝßÚ�×�ÚÞ×màBÖBÙ Õ�ÚÞÚÞÝßÛ
∂ Z

∂ R
=

AR Nm

Λ3Nm

B Nm!

∫
....
∫
e−β H(r1→R , r2 , ... , rNm) dr2 ... drNm

. 9rVKì®¢$¹?
M}ÙOÛrÙrÕsÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙsÖB×�çBÔÞÙO÷2Õ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×.Ö2Õ�çBÔÞÝßÛr×mÝßÔ�ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ}�]Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ

p1(R) =

∫
....
∫
e−β H(r1→R , r2 , ... , rNm ) dr2 ... drNm

Λ3Nm

B Nm!Z
, 9rVKì®¢$?

Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì®¢$¹?}çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ�ÔÞ×m×mÚÞåmÔÞÝkáhÕ�åmÙOÛrÙ
∂ Z

∂ R
= AR Nm Z p1(R) . 9rVKì°V�W?

ûRÙOÔsü2Û�â0à@¸OÚsÜBÚ�Õ�ÛrÙOÚsÙòî Õyá�ÙòÖB×�ëHÜB×�ÕòÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�Ý4æOàBÝßåpÕ�à2Õò÷bÙOÔÞÖ2Õ�Ö2Õòåm×mèæÕ>��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
n(R) = Nm p1(R) â2ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×

∂ Z

∂ R
= AR Z n(R) . 9rVKì°V"¢�?

Ò�ÝßàBÚÞ×mÔÞØpñ�Ù�ÖB×mÚ�á�×	ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�à2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì®¢pþ�?}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕs×mÛ
β P = n(R) . 9rVKì°V�V�?

=K×]Û Õ�ÝßÚ�ÖB×]ÜBÛ ÕI×mÚÞç��måmÝß×]ÖB×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×mÚ�á�ÝkïO×mÔEçBÔÞ×mÚÞ×màXá�×�â2åmÙOÛrÙsàBÙ%åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×�Ú�Õ�è,Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ
Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙrÚÞ×mÔ�J�Ö2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕsÚÞÙOÛ ÕsÖ2Õ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ¶Ö2Õ�ÚE×mÚÞç��måmÝß×mÚ¶ÛrÝßåmÔÞÙOÝ4æOàBÝßåpÕ�Ú}à2Õs÷bÙOÔÞÖ2Õ

β P =
∑

i

ni(R) . 9rVKì°V�´?
=K×màBÖBÙ.Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�âªÕEçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù¶ÖB×mÚ�á�×6ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�×mÚ�á-J¶Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ö2ÕEøEÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×6ÖB×0ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâpÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×
Ö2Õ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù Ö2Õr×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�à2ñ�Ù èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×%û ².âbà2ÕrîVÔÞÙOàXá�×mÝßÔ�Õ�Ö2Õ åm×mèæÕrÖB× ë = � X�X��^âTÙ�ëHÜB×	ïKÝæÕ Õ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rVKì®¢$W?�ÓO×mÔ�Õ

βP =
κ2

PB

4π`B
. 9rVKì°Vyþ�?

M�Õ�÷b×�ÔÞ×mÚÞÚ�Õ�èkáhÕ�ÔÞÛrÙOÚsëHÜB×�Õ�çb×mÚ�Õ�Ô�Ö2Õ[×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùì9rVKì°V�´?IÚÞÜBÓO×mÔÞÝßÔ�ëHÜB×�ÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ%à2Õ
÷bÙOÔÞÖ2Õ�×�OKá�×mÔÞà2ÕòÖBÙòÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÚÞ×�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�ÛÌåmÙOÛrÙ�ÜBÛ ÓJ�Ú%ÝßÖB×pÕ�è^â�×mÚ�á�×�à2ñ�ÙÄ��ÙòåpÕ�ÚÞÙòç2Õ�Ô�Õ
á�ÙKÖBÙOÚEÙOÚEÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�Ö2ÕsÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì�ä�×mÚÞÛrÙ�ÚÞ×]Ù�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕIîVÙOÔ�ÖB×màBÚÞÙr×]ÙOÚEÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×mÚ�á�ÝkïO×mÔÞ×mÛ
îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×@åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙOÚmâ.Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì°Vyþ�?��òï�J�èßÝßÖ2Õ�âdó�J�ëHÜB×@×mèæÕ �@åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×
ÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×	Ö2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�ÖB×�ç2Õ�ÔÞ×mÚ�ëHÜB×	×màXá�Ô�Õ�Û àBÙ�ð2Õ�ÛrÝßèká�ÙOàBÝæÕ�àBÙBì
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F Õ�ÝßàBÖ2ÕIÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×¶Ú�Õ�èßÝß×màXáhÕ�ÔÞÛrÙOÚ}ëHÜB×]Ù%ÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EM Ú�¸sîVÙOÔÞàB×måm×�÷bÙOàBÚEÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ

ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdåmÙOÛ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�ÖBÙ�á�ÝßçbÙÝ¢�a®¢}9VÚ�Õ�è2ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×$?�âXçbÙOÝßÚ�Õ�Ú6åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕªý
Ø)»K×mÚ}×màXá�ÔÞ×.ÙOÚ}ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ0Ú�ñ�ÙIÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�Ö2Õ�Úmì6Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù%ÖB×.û ² î Õ�èßð2Õ�ëHÜ2Õ�àBÖBÙsÕ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ
×màXá�ÔÞ×%ÙOÚ¶õßÙOàBÚ¶ÖBÙ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù%á�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ×	ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚmì�í0Ú�á�×T�Iç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×�Ù åpÕ�ÚÞÙ�ç2Õ�Ô�Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOàXá�×màBÖBÙ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ¶Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÙOÜ�ÜBÛ Õ ÓOÔ�Õ�àBÖB×IåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×IåmÙOõßÙOàBÚmì
=KÙO÷ò×mÚ�áhÕ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚmâ Õ Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕsÖB×%Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ.çb×mÔÞÖB×%ÚÞÜ2Õ ï�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�âTÜBÛ ÕrïO×mê%ëHÜB×�Õ�Ú
åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ}×�ÙOÚ�åmÙOõßÙOàBÚ}çb×mÔÞÛ Õ�àB×måm×mÛÿÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚ�ÝßàBåmèßÜBÚÞÝkïO×.èßÙOàBÓO×.Ö2Õ
ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â × Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB× û ²�ÖB×mÝUOBÕ�ÖB×rÚÞ×mÔ�ï�J�èßÝßÖ2Õ�Ûr×mÚÞÛrÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßàKý
á�Ù�á�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ì6í0àXáhñ�ÙBâTÕsÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�ÙrÖB×	û ²Ù�	Õ�çBèßÝßå1JpïO×mè ×mÛ ÚÞÙOèkïO×màXá�×mÚ.Õ�ëHÜBÙOÚÞÙOÚ¶ÚÞÙO÷�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ
ÜBÚÞÜ2Õ�ÝßÚ%ÖB× á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�× ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ	ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmâTó�J�ëHÜB×�àB×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙòÙOÚsÕ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�ÙOÚ
×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙOÚsà2ñ�Ù[Ú�ñ�Ù[îVÙOÔ�á�×mÚs×�â}çbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ6à2ñ�Ù[ÚÞ×�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�Û ÖB×mÚ�ïKÝßÙOÚ�ÖBÙ@åpÕ�ÛrçbÙòÛL�mÖBÝßÙBì
=K×màBÖBÙ@Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â�àBÙòåpÕ�ÚÞÙòÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚsåmÙOÛ ÕòÕ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�Ú�Õ�è}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×�âRÙ�á�Ô�ÕyáhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÖB×�ïO×IÚÞ×mÔ�ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×�â2åmÙOà�îVÙOÔÞÛr×]ÚÞ×mÔ�JsïKÝßÚ�á�Ù�àBÙ�çBÔ�¸1O�ÝßÛrÙ�åpÕ�çBõká�ÜBèßÙBì

ûRÙOÔ�ü2Û�â�ëHÜB×mÔÞ×mÛrÙOÚ�Ûr×màBåmÝßÙOà2Õ�Ô�ëHÜB×]Ù%ÛrÙKÖB×mèßÙIû ²EM ×�Õ%Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ�ÖB×�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ
Ú�ñ�Ù�î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×�×mÚ�á�×màBÖBÝßÖBÙOÚ�ç2Õ�Ô�ÕMç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ åmÙOÛ ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú�ÓO×mÙOÛr×�á�ÔÞÝæÕ�Ú~9VåmÙOÛrÙ Õ
åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ?r×[áhÕ�Û%÷��mÛ ç2Õ�Ô�Õ�Ù åpÕ�ÚÞÙ*ÖB×@ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÚÞ×mÛ Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ 9 ïO×uó�Õ Ù
Õ�çbémàBÖBÝßåm×�Ò�?�ì
mon�Ö � � uJv��9�4u�v�uØ×Å�9�4�4 �w � tM��q�u{t � �{�4 4ª9�£v�u

Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâ ï�Õ�ÛrÙOÚ.åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô�ÜBÛ Õ ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�ÖB× N ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú¶åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ¶åpÕ�ÔÞÔÞ×�ý
ÓXÕ�Ö2Õ�Ú�×mÛ�ÜBÛ4ïOÙOèßÜBÛr× V ì0Ò åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×.Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù%ÖB×mÚ�á�×.ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ]ÚÞ×mÔ�ñ�ÙIÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú6ÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖB×�ÜBÛ Õsçb×mÔÞÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�ÖB×]á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×�èßõßëHÜBÝßÖBÙOÚmì

Ò.ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}Ûr×mÚÞÙOÚÞå)¸OçBÝßåpÕ�Úmâ2ëHÜ2Õ�àBÖBÙ�ÝßÛr×mÔÞÚ�Õ�Ú�×mÛÿÜBÛÿÛr×mÝßÙsçbÙOèæÕ�ÔmâKèßÝß÷b×mÔ�Õ�Û çb×mëHÜB×�ý
àBÙOÚ]õßÙOàBÚ�à2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ëHÜB×�âKóÞÜBàXá�Ù�åmÙOÛ�ÙOÚ]ÙOÜ�á�ÔÞÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ¶ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×mÚ�Ö2Õ�ÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù�ÖBÙ
Ú�Õ�èBÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ I â�îVÙOÔÞÛ Õ�Û�ÜBÛ Õ.àHÜ�ïO×mÛ�ÝßàBÙOÛrÙOÓOémàB×pÕ.×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙ�ÖB×�åpÕ�Ö2Õ�ÜBÛ Õ.ÖB×mèæÕ�Úmì[�.ÝkîV×mÔÞ×màKý
á�×mÛr×màXá�×	ÖBÙrçBÔÞÙKåm×mÖBÝßÛr×màXá�ÙrÕ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔmâTÕ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}à2ñ�Ùr×mÚ�áhñ�Ùr×mÛ"åm×mèæÕ�Ú�ÝßÚÞÙOèæÕ�Ö2Õ�ÚmâK ¸B°Þ¹��ª°�±y¥4�R¹��y¥�±m²^®´ª¥�´Y°(�R´Y°}¬8©4/ ©�±���°}¬8©�±m²^¤�¥0/ ©�±�� ²�¥�¯�¦EL�¯ «�©Y´Y°�¯S� °�¤R«ª¤^©�U�°�±ª °�±m²^°(��´ª¥¶´Y5�1� ©Y¬8®¥4����©�´Y©
«ª¤1��«ª¤^ ©2� ©�§ U�°�±m²^°d°0´Y°0 ¯�«��ª¤^°��Þ¥4� ±ª°�§ °0¬8©�±m²^®´ª¥4��½
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Û Õ�Ú�×mÛ"ÜBÛ Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙråmÙOÛrç2Õ�Ô�á�Ýßèßð2Õ�àBÖBÙsÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚN9 ïO×uó�ÕrÙr×mÚÞëHÜB×mÛ Õ>9 Õ?�Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì ´?�ì
í0àBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×�Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Ú�ñ�Ù�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2Õ�Ú]Û Õ�ÝßÚ¶ÙOÜòÛr×màBÙOÚ�ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×
ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖ2Õ�Ú�à2ÕrÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ÙpâbÕ�Ú¶çbÙOÚÞÝßØ)»K×mÚ¶ÖBÙOÚ¶åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ¶×	åmÙOõßÙOàBÚ¶×mÚ�áhñ�ÙrîVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×	åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕªý
åmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�Ú�åmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèæÕ�Ú�ÖBÙOÚEÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmì M}ÙOÛrÙ%ÜBÛ ÕsÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙIÖB×]çBÔÞÝßÛr×mÝßÔ�Õ	ÙOÔÞÖB×mÛ�â�à@¸OÚ
çbÙKÖB×mÛrÙOÚ�á�ÙOÛ Õ�Ô¶Õ�îVÜBàBØpñ�Ù ÖB×IåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�ÙrÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�åmÙOÛrÙ gmm(r) = 1 âTÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â
ÜBÛ ÓJ�Ú	ÝßÖB×pÕ�è0ÖB× ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì í0àBëHÜ2Õ�àXá�ÙòÝßÚÞÚÞÙBâ�Õ�Ú	îVÜBàBØ)»K×mÚ	ÖB× åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù�×�OBÕyáhÕ�Ú
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOà�×�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOõßÙOà Ú�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ gm±(r) = e−β wm±(r) â2ÙOàBÖB× wm±(r)

Ú�ñ�ÙIÙOÚ}çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�ÝßÚ6ÖB×�îVÙOÔÞØpÕ	ÛL�mÖBÝæÕ�ì[�.×màXá�ÔÞÙ%Ö2ÕIÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù	ÖB×¶åpÕ�ÛrçbÙ	ÛL�mÖBÝßÙBâHà2Õ	ëHÜ2Õ�è2ï�Õªý
ÛrÙOÚ0àBÙOÚ6ÔÞ×mÚ�á�ÔÞÝßàBÓOÝßÔ0Õ�ëHÜBÝ^âXÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕªýuÚÞ×�Õ�Ú0åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ6×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ6ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ�ÙOÜr×mÛ4ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú0ç2Õªý
èæÕpïKÔ�Õ�ÚmâBÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ ÕªýuÚÞ×.ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èbÖB×.îVÙOÔÞØpÕ%ÛL�mÖBÝæÕ	çb×mèßÙ%çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èb×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ%ÛL�mÖBÝßÙBì�QuÚ�á�Ù
çb×mÔÞÛrÝká�×	ÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Ô¶ÕrÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×IèßÙKåpÕ�è�Ö2Õ�Ú.ÛrÝßåmÔÞÙK×mÚÞç��måmÝß×mÚ¶ÖB×	ï�Õ�èßémàBåmÝæÕ zi àBÙ�çbÙOàXá�Ù r åmÙOÛ
Ù%çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èT×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ	èßÙKåpÕ�è ϕ(r) Õyá�Ô�Õpï��mÚ�Ö2Õ	ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù ni(r) ∝ exp(−ziqβϕ(r))

� ¢�¢Oâ\¢�V��^ì
û�Õ�Ô�Õ�ëHÜ2Õ�ÝßÚÞëHÜB×mÔ�çbÙOÚÞÝßØ)»K×mÚ�Ö2Õ�Ú N ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×mÚ.à2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ*��çBÔÞ×�ý

åmÝßÚÞÙ[ÔÞ×mÚÞÙOèkïO×mÔ�Õò×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù@ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBàúÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×�â}Õòç2Õ�Ô�á�ÝßÔIÖ2ÕòëHÜ2Õ�èEÚÞ×�ÙO÷�á��mÛ
Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èR×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙBì�í0Ú�á�×sçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èRçbÙKÖB×%×màXáhñ�Ù�ÚÞ×mÔ]ÝßàBÚÞ×mÔÞÝßÖBÙ�àBÙ�á�×màBÚÞÙOÔ�ÖB×%á�×màBÚ�»K×mÚ
98#%�'���-#-#D���%Bv#$����? � ¢�¢��bç2Õ�Ô�Õ	ëHÜB×�ÚÞ×.åpÕ�èßåmÜBèß×.Õ	îVÙOÔÞØpÕIÕ�ÓOÝßàBÖBÙ	à2Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì���Õ�èTçBÔÞÙyý
åm×mÖBÝßÛr×màXá�ÙBâKëHÜB×¶î Õ�ê¶ÜBÚÞÙ%Ö2Õ	ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�ÙIÖB×.×mÚÞåpÕ�èæÕ�Ú6á�×mÛrçbÙOÔ�Õ�ÝßÚ6×màXá�ÔÞ×.Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ0×.ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ
Õ�÷BÔÞ×}Ù�åpÕ�ÛrÝßàBðBÙ.ç2Õ�Ô�Õ¶ÜBÛ Õ¶ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�Ù�åmÙOÛrçBèß×�áhÕ¶Ö2Õ.ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�×}Ö2Õ.×mÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ¶ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ¶åmÙOÛ�â
çbÙOÔ	×�O�×mÛrçBèßÙBâRÙ�ÜBÚÞÙ�Ö2Õ�Ú�á��måmàBÝßåpÕ�ÚIÖB×�ä�ÙOàXá�×�M�Õ�ÔÞèßÙ�ÙOÜp�.Ýßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�ä�ÙOèß×måmÜBèæÕ�Ô]ç2Õ�Ô�Õ�á�Ô�ÕyáhÕ�Ô
ÙOÚ¶ÓOÔ�Õ�ÜBÚ�ÖB×	èßÝß÷b×mÔÞÖ2Õ�ÖB×]ÖBÙOÚ¶Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ � ·v¢Oâ³·V��^ì�í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâT×mÚ�á�×	á�Ô�ÕyáhÕ�Ûr×màXá�ÙÝ�	àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕªý
Ûr×màXá�×.åmÜBÚ�á�ÙOÚÞÙs×.ÜBÛ Õ�ïKÝßÚ�ñ�ÙIÛr×mèßðBÙOÔ�ÖBÙIçBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ^�.ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ	åmÙOÛ ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ø)»K×mÚ�ëHÜB×
Û Õ�çb×mÝæÕ�Û4Ù	çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ÙOÔÞÝßÓOÝßà2Õ�è�åmÙOÛ N ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚd×mÛ ÜBÛ Õ�ÚÞÝká�Ü2Õ�Øpñ�Ù	åmÙOÛ Õ�çb×mà2Õ�Ú
ÜBÛ Õ�ÖB×mèæÕ�Úmì<Z¶Û�×�O�×mÛrçBèßÙN�¶ÙIÛrÙKÖB×mèßÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕ�âXïKÝßÚ�á�ÙIà2Õ�ÚÞ×mØpñ�ÙÝVKì°VKâHÙOàBÖB×.Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×¶ü2àBÝkáhÕ
Ö2Õ�ÚIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�� èß×�ï�Õ�Ö2Õ�×mÛ åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�Õyá�Ô�Õpï��mÚ%ÖB× ÜBÛ Õ�ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�ÖB× ×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù
×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙIÖB×¶åpÕ�Ö2Õ	ÜBÛ Õ	ÖB×mèæÕ�Úmì���Õ�ÛrÙOÚ�Õ�ÓOÙOÔ�Õ�çBÔÞÙOçbÙOÔ6ÜBÛ Õ�îVÙOÔÞÛ Õ�Õ�èká�×mÔÞà2Õyá�Ýkï�Õ�âXÙIÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ
P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ � V�W��^ì¶í0èß×Ià2ñ�Ù çbÙOÚÞÚÞÜBÝ�Õ�èßÓOÜBÛ Õ�Ú�Ö2Õ�Ú.èßÝßÛrÝkáhÕ�Ø)»K×mÚEÖBÙ ÛrÙKÖB×mèßÙrÖ2Õråm×mèæÕ
×^��ÝßÓOÜ2Õ�èßÛr×màXá�×�ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ�ÖB×�ÚÞ×mÔ¶ÝßÛrçBèß×mÛr×màXáhÕ�ÖBÙ%×�ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖBÙBìØ ÙYï�Õ�Ûr×màXá�×]ï�Õ�ÛrÙOÚ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ômâ2ÚÞ×mÛ"çb×mÔÞÖ2ÕrÖB×�ÓO×màB×mÔ�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â2ëHÜB×IÕ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙyýÚ »��V²�¥�¯�©��  ±m²^°�¤^°(�1�^¥�´Y©��b±ª©E¤^°�>� ¯�°d´Y°0¦y¥� ±ª¥4� ´Y°�±�� ®´ª¥�´Y°(��½
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èßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�áhñ�ÙòåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Ú%àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ì~M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ0ÜBÛ Õ�Ö2Õ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è0åmÙOÛ
åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ −Zbareq 9 Zbare > 0 ?Y�såmÙOèßÙKåpÕ�Ö2Õ�à2Õ�ÙOÔÞÝßÓO×mÛ ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÖB×�ÔÞ×�îV×mÔÞémàBåmÝæÕ�ìLS
Ûr×mÝßÙ%Ö2Õ%ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙBâ2ëHÜB×D�]ÜBÛ ÚÞÙOèkïO×màXá�×�á�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙ%åmÙOÛrÙ%ÜBÛÿÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåmÙIåmÙOàXá�õßàHÜBÙsÖB×�çb×mÔÞÛrÝßÚ8ý
ÚÞÝkïKÝßÖ2Õ�ÖB× ε â�� ×mÚÞåmÙOèßðBÝßÖBÙ�åmÙOÛrÙ�ÚÞ×màBÖBÙòÝßà�ü2àBÝká�ÙBâRåmÙOÛ ÜBÛ Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÛL�mÖBÝæÕ�ÖB× ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Ö2Õ�Ö2Õ%çbÙOÔ ρ = N/V ì6û�Õ�Ô�ÕsÜBÛ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èTÖBÝßèßÜBõßÖBÙBâHÙOàBÖB×�Õ%ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ùs×màXá�ÔÞ×
Õ�Ú0ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚdåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚRà2ñ�Ù^��îVÙOÔ�á�×�âXåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×EëHÜB×¶Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�Ú6ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ N−1 ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
×màBåmÙOàXá�Ô�ÕªýuÚÞ×EÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×}ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖ2Õ¶×mÛ?á�ÙOÔÞàBÙ]ÖBÙ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà%Û Õ�ÔÞåpÕ�ÖBÙÝ9 ïO×uó�Õ�Ù]×mÚÞëHÜB×mÛ Õ
9V÷7?�Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ>VKì ´?�â�îVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙ�ÜBÛÌîVÜBàBÖBÙ�ðBÙOÛrÙOÓOémàB×mÙ�åmÙOÛÌÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× ÖB× åpÕ�ÔÞÓXÕ�àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ
−Zbackqρ 9 Zback > 0 ?�ì[�.×mÚ�á�×EÛrÙKÖBÙBâ�Ù]çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èK×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ ϕ(r) ×mÛ?á�ÙOÔÞàBÙ�ÖBÙ]Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà
Û Õ�ÔÞåpÕ�ÖBÙ�Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê�Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×	ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàp9rME]N=@?

∇2ϕ(r) = −4π

ε

[
−Zback ρ q +

∑

i

n0
i ziq exp(−βqziϕ)

]
, 9rVKì°V�X�?

ÙOàBÖB×}Õ¶ÚÞÙOÛ ÕE�6îV×mÝkáhÕ�ÚÞÙO÷BÔÞ×6á�ÙKÖ2Õ�ÚRÕ�ÚRÛrÝßåmÔÞÙK×mÚÞç��måmÝß×mÚ�×}Õ�Ú�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ n0
i Ú�ñ�Ù¶ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2Õ�Ú

Õyá�Ô�Õpï��mÚ]Ö2Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×%×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�âbàBÙ�åpÕ�ÚÞÙ�ÚÞ×mÛ�Ú�Õ�è^â:ÙOÜòÖBÙ�×mëHÜBÝßèßõß÷BÔÞÝßÙrÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåmÙ
åmÙOÛÿÜBÛÿÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙsÖB×�Ú�Õ�è ×mÛÿÜBÛ Õ%ÚÞÝká�Ü2Õ�Øpñ�ÙsÚÞ×mÛrÝvýuÓOÔ�Õ�àBÖB×.åpÕ�à@æOàBÝßåpÕ�ì0Ò ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àKý
åmÝæÕ�Ú	9 r → ∞ ?�â�Ù�á�×mÔÞÛrÙ�×màXá�ÔÞ×�åmÙOèßåhðB×�á�×mÚ%àBÙ�èæÕ�ÖBÙ�ÖBÝßÔÞ×mÝká�Ù�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì°V�X�?]ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×
ÖB×�ïKÝßÖBÙ�ø�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×r×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×%Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBìLQuÚ�á�Ù�ÝßÛrç�»K×%ÜBÛôï�Õ�èßÙOÔ ϕ∞ ç2Õ�Ô�Õ�Ù
çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è èßÙOàBÓO×]ÖBÙ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà â�ëHÜB×N�]åhð2Õ�Û Õ�ÖBÙrÖB×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:ÖB×T�.ÙOàBà2Õ�à � X�W��^ì

S4çbÙOàXá�Ù�åhð2ÕpïO×sÖB×mÚ�áhÕ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ùy�IëHÜB×�â ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×mÛr×màXá�×%ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ ÖBÙtP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÖB×Y²}×mÔÞ×mÚ�îVÙOÔÞÖKý\=KÛrÝká�ð��%�<
�3^] � þ��^â Zback 6= Zbare Û Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ]ÖB×EîVÜBàBÖBÙ	à2ñ�ÙN��åmÙOàBðB×måmÝßÖ2Õy
�Ü����r����� â
Û Õ�ÚE��ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2ÕsÖB×�Û Õ�àB×mÝßÔ�ÕsÕ�Ü�á�ÙyýuåmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×màXá�×�åmÙOÛrÙsÚÞ×mÔ�J�×�O�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙrÕsÚÞ×mÓOÜBÝßÔmì

û�Õ�Ô�Õ�ÝßèßÜBÚ�á�Ô�Õ�ÔIÕ�Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ�â,ï�Õ�ÛrÙOÚIåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô%ÜBÛ Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è6×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ
ÖB×	Ô�Õ�ÝßÙ a ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙ r → ∞ â2à@¸OÚ�çbÙKÖB×mÛrÙOÚEèßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ô^9rVKì°V�X�?�×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× ϕ∞ â2ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ
×mÛÿÜBÛ Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×^Æ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê�âKëHÜB×^��ÜBÛ Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙsá�ÝßçbÙ��DÆ	âBåmÜªó�Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù��L9 ïO×uó�ÕsÙ
Õ�çbémàBÖBÝßåm×N²E?

ϕ(r)
r→∞∼ ϕ∞ − Zeff q

ε(1 + κa)

e−κ(r−a)

r
, 9rVKì°V�·?

ÙOàBÖB×�ÙråmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù%ÖB×T�.×m÷|O× κ−1 ��Ö2Õ�ÖBÙrçbÙOÔ
κ2 = 4π

∑

i

βq2

ε
n0

i z
2
i exp(−βqziϕ∞) = 4π`B

∑

i

z2
i ni(∞) . 9rVKì°V�º�?
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R

(a) (b)

a

´E�©¤/� £ � Ã8µ£¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn%qHj%jm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pnsqXnÅÞªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnX~Rº g8npi��Hz�{pn%�hnpivnptvqHjmiZ» j�¼
�hnpwyx�½��

N
�Kjmouxu�v���Xikjpg�fhg�ÆP½�outv��jpg�~{É ��f�tvn�qHj%gu�Hgu�Bf�wHg�{pnÅ½]fhg8�hnpi��XtvqXn��hnp��nsg8f�wHqXn%t�wO�

ß wXt�x8nX~¢à��	j�qHjpqHj��Kjmouxu�v���Xikj��hnpivnptvqHjmiEqXf���jmoÇ¸yj −Zbareq
»
Zbare > 0

¼£½��hnpivn���jpqHj
wKjsnpoutX¸ªf�� qXn�gutvgux8f��	j�qXf��hn�npo8qXf�wKjpqHjpg��,f�wH�y�Kjmwyx8nr�y�HfIjs��jmoÇ¸yj�qHjpg.qXf��	jmtvgÅ»ßo8f��Xo8fÞ�
g8f�wyx�jpqHj.�Bf�ikj.o8f�¸Ytk{pn��	jmtvg6��ikjmo�j�f��}»ßl!¼Ç¼�f�wH�hnpwyxuo�j�� g8f��XwXt5Æ npou��f���f�wyx8f¶qOtvguxuout�lX�X�vqHj�f��
x8npouwHnEqXf�ikjO�ª�hnp� qXf�wHgutvqHjpqXf6qXfd��jmoÇ¸yj −Zbackρ q

»
Zback > 0

¼Þ~8á�j��Xo�·mxutv��jE�hnpwHgutvqXf�o�j�� g8f
�X��gutvgux8f��	j]gu� ß ��tvf�wyx8f���f�wyx8fR¸Yo�jmwHqXfE�	jpg�qXf�o�jmtvn

R
ß wXt�x8nJ»ßl!¼Þ~

û�Õ�Ô�Õrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚEåmÙOÛ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú.Û%ÜBÝká�Ùrçb×mëHÜB×mà2Õ�Úmâ Õ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù>9rVKì°V�·?E�	ï�J�èßÝßÖ2Õ
ç2Õ�Ô�Õ�á�ÙKÖ2Õ�ÚsÕ�Ú%ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÚIåmÙOÛ Zeff = Zbare ×�â6×màXáhñ�ÙBâ0çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô%ëHÜB× Zback =

Zbare ì í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâ�ÚÞÜ2Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�á�õßçBÝßåpÕ�Ú�Ú�ñ�ÙMáhÕ�ÝßÚ�ëHÜB× Zbare`B/a � 1 â�ÜBÛ ÔÞ×mÓOÝßÛr×�àBÙ
ëHÜ2Õ�è ÙOÚEåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ}á�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ×¶îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚEø�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâH×�ÙOÚE×�îV×mÝká�ÙOÚ
Ö2Õ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ � ¢�XKâ�V�·�â�X�·��}à2ñ�Ù�çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ%ÝßÓOàBÙOÔ�Õ�ÖBÙOÚmì�ÒÿåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙòÖB×
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÕyîV×�áhÕIîVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×]Ù�åpÕ�ÛrçbÙs×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ%èßÙOàBÓO×�Ö2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èbÖB×]ÛrÙKÖBÙ
ëHÜB×�âBç2Õ�Ô�ÕIÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Úmâ�ð*JIÜBÛ ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕI×�îV×�á�Ýkï�Õ�9 Zeff à2ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì°V�·?�?6ëHÜB×�ÖBÝkîV×mÔÞ×
ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�Ö2Õ.ÚÞÜ2Õ.åpÕ�ÔÞÓXÕ.ëHÜBõßÛrÝßåpÕ Zbare ì<M}ÙOÛrÙ.ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�Ö2Õ.÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ à2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�Ô
îV×mÝkáhÕsçb×mèßÙOÚEåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�á�×mÛsýuÚÞ×]ëHÜB× Zeff � Zbare â2ÚÞ×mÛrçBÔÞ×�ëHÜB× Zbare`B/a� 1 ìØ ×mÚ�á�×�çbÙOàXá�ÙBâ}Õ[åpÕ�ÔÞÓXÕ[×�îV×�á�Ýkï�ÕòçBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×�Ö2Õò×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÙ9rVKì°V�·?T��ÜBÛ Õ�îVÜBàBØpñ�Ù@Ö2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ[ÖB×�îVÜBàBÖBÙ@×�Ö2Õ[åpÕ�ÔÞÓXÕ[ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ@ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è1a Zeff = Zeff(Zback, Zbare) ì
û�Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×råpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�ÚmâRÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare �sÜBÛ Õ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×
ÝßÔÞÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×rÕ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚIÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Û Õ�ÔÞåpÕ�Ö2Õ�â�×màXáhñ�ÙBâ�à@¸OÚ	×�O�ÝßÓOÝßÛrÙOÚ]ëHÜB× Zback
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åmÙOÝßàBåmÝßÖ2Õ�åmÙOÛ Zeff â�Ù�ëHÜB×�Ûr×mèßðBÙOÔ�åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞÝßêpÕ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖB×sîVÜBàBÖBÙ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×sÖ2Õ�ðBÙOÛrÙOÓO×�ý
àB×mÝßêpÕ�Øpñ�Ù%Ö2Õ%åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙIÖ2Õ�Ú�ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì[=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�âKà@¸OÚ�ÝßÛrçbÙOÛrÙOÚ�Õ
åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×	Õ�Ü�á�ÙyýuåmÙOàBÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ

Zback = Zeff(Zback, Zbare) 9rVKì°V�¹?
ç2Õ�Ô�Õ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖB×sîVÜBàBÖBÙ�
ÅÜ����r�����RÖB×mÚÞåmÙOàBðB×måmÝßÖ2Õ�ìLM}ÙOÛrÙ�ÚÞ×mÔ�J�ïKÝßÚ�á�Ù�Õ�ÚÞ×mÓOÜBÝßÔmâ,×mÚ�áhÕ
åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù}�¶î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×�ÝßÛrçBèß×mÛr×màXáhÕ�Ö2Õ]àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×.×.ÜBÛ Õ	Ö2Õ�Ö2ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare èß×�ï�ÕIÕ	ÜBÛ
öBàBÝßåmÙsï�Õ�èßÙOÔEÖB× Zeff ì

Ò�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�â Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�åmÙOÛrÙ�Ù�ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù ÖB×��.×m÷|O× κ â ÖB×mçb×màBÖB×mÛ
Ö2Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ìz�.×]î Õyá�ÙBâ ϕ∞ ÖB×mçb×màBÖB×	ÖB× ρ Õyá�Ô�Õpï��mÚ¶Ö2ÕsåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â

−Zback ρ q +
∑

i

n0
i ziq exp (−βqziϕ∞) = 0 , 9rVKì°V�?

×EÝßÚÞÚÞÙ�î Õ�ê�åmÙOÛ?ëHÜB× κ ÖB×mçb×màBÖ2Õ]ÖB× ρ ïKÝæÕ�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùy9rVKì°V�º�?�ìdä�Õ�ÝßÚdçBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�Ûr×màXá�×�â��Ù]çBÔÞÙKÖBÜ�á�Ù
n0

i exp(−βziqϕ∞) ëHÜB×��.ü2ÚÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�ì0Ò ×mÚÞåmÙOèßð2Õ ϕ∞ = 0 çbÙKÖB×�ÚÞ×mÛrçBÔÞ×�ÚÞ×mÔ�îV×mÝkáhÕ
ÚÞ×rÙOÚ�çBÔ���ý�î Õyá�ÙOÔÞ×mÚ n0

i îVÙOÔÞ×mÛôÔÞ×mÖB×�ü2àBÝßÖBÙOÚ	Õ�ÖB×mëHÜ2Õ�Ö2Õ�Ûr×màXá�×�ì í0Ú�áhÕ�åmÙOàXïO×màBØpñ�Ù>��åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×
×mÛ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú	ÚÞ×mÛ Ú�Õ�è^âdÛ Õ�Ú	à2Õ�çBÔ�Jyá�ÝßåpÕ�×mèæÕ�à2ñ�Ù�á�×mÛ ÚÞÝßÖBÙ�Õ�ÖBÙ�áhÕ�Ö2Õ�×mÛ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú	åmÙOÛ Ú�Õ�è
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì�Ò.è4�mÛÌÖBÝßÚÞÚÞÙBâdÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì°V�?]ç2Õ�ÔÞ×måm× ÚÞ×mÔIÜBÛ Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÖB× ×mèß×�á�ÔÞÙyý
àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â,ëHÜB×�à2ñ�Ù�åmÙOÝßàBåmÝßÖB×såmÙOÛôÕ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�îVõßÚÞÝßåpÕ�ì%í0Ú�á�× Õ�ÚÞçb×må�á�Ù�ÚÞ×mÔ�J�ÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÖBÙ�àBÙ
ÝßàBõßåmÝßÙ%Ö2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù�VKì°XKì

S çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èXÖ2Õ¶×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì°V�·? çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔRÝßàBÚÞ×mÔÞÝßÖBÙ¶àBÙ�á�×màBÚÞÙOÔ�ÖB×6á�×màBÚ�»K×mÚ�ÖB×�ä�Õ�O"u}×mèßè^â
Ù�ëHÜB×sçbÙOÚÞÚÞÝß÷BÝßèßÝkáhÕ�Ù�å1J�èßåmÜBèßÙ�Ö2Õ îVÙOÔÞØpÕ�Õ�ÓOÝßàBÖBÙ�à2Õ�Ú]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmìNM}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ ÖB×màXá�ÔÞÙ
Ö2Õ Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙ	P�×mèßèßÝßÜBÛÿÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâ�ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×�îV×�á�ÝkïOÙrÖB×	ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ùr×màXá�ÔÞ×IÖBÜ2Õ�Ú
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú�ÝßÚÞÙOèæÕ�Ö2Õ�ÚmâBÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ú¶çbÙOÔ�ÜBÛ ÕsÓOÔ�Õ�àBÖB×�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕq9 Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õªý
Øpñ�Ù�ÖB×.îVÔ�Õ�åpÕ%ÚÞÜBçb×mÔÞçbÙOÚÞÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�ÚÞÜ2Õ�ÚEàHÜ�ïO×màBÚ¶Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú-?�âHá�×mÛ ÕIîVÙOÔÞÛ ÕIÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èbÜBÚÞÜ2Õ�è ÖB×
�.×mÔ ó�Õ�ÓOÜBÝßà â@;�Õ�àBÖ2Õ�Ü âv�6×mÔ\u}×%|�×NS.ïO×mÔÞ÷b×m×)È~9'�D;��YS^? � ¢�¢Oâ�¢�V��^â�åmÙOÛÿÙOÚ�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚ}×�îV×�á�ÝkïOÙOÚ κ
× Zeff

βVDLV O(r) =
Z2

eff`B

(1 + κa)2

e−κ(r−2a)

r
. 9rVKì ´�W?

í0Ú�á�×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è^âXëHÜB×.îVÙOÝ2åmÙOà�ü2ÔÞÛ Õ�ÖBÙI×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�× � ·V��^â"�¶çBÜBÔ�Õ�Ûr×màXá�×.ÔÞ×mçBÜBèßÚÞÝkïOÙ � ¢�V��^â
×�á�×mÛÈÚÞÝßÖBÙ[Ù@çbÙOàXá�Ù@ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßÖ2ÕòÖB×�Û%ÜBÝká�ÙOÚs×mÚ�á�ÜBÖBÙOÚ Ö2Õ�ÚrçBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚ�×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÝßÚ�×�ÖBÙ
ÖBÝæÕ�ÓOÔ�Õ�Û ÕIÖB×]î Õ�ÚÞ×mÚ¶ÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú�×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßêpÕ�Ö2Õ�Ú � X�´��^ì
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F î'J�åmÝßèBåmÙOÛrçBÔÞ×m×màBÖB×mÔ�Õ]à2Õyá�ÜBÔÞ×mêpÕ�ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è*�D;��YS ÷2Õ�ÚÞ×pÕ�ÖBÙ	à2Õ]á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×:�.×m÷|O×�ý

Æ:ÇBå-È�×mè69 ïO×uó�Õ�ÕrÚÞ×mØpñ�Ù	´�ì°VKì®¢�?�ìDM}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�àBÖBÙ�ÜBÛ ÕrÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�âTÚÞ×IÙ áhÕ�Û Õ�àBðBÙrÖ2Õ�Ú
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�� ÔÞ×mÖBÜBêmÝßÖBÙ�Õ�êm×mÔÞÙ 9 a → 0 ?�âR×màXáhñ�Ù�ÖB×�ïKÝßÖBÙ�ø�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ îV×mÝkáhÕ�çb×mèßÙOÚ
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâ¶Õù×màB×mÔÞÓOÝæÕùÖB×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ùù×màXá�ÔÞ×òÖBÙOÝßÚ Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ}s8çBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×mÚ³w�ÚÞ×mÔÞÝæÕùÖBÙùá�ÝßçbÙ
ã�Ü@ÈyÕ1u�Õ

V0(r) = (Zbareq)
2 e

−κr

εr
, 9rVKì ´v¢�?

ÙOàBÖB×�ÙrÝßàXïO×mÔÞÚÞÙrÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O×T�

ξ−1
D ≡ κ =

√
4πZbareq2ρ

kTε
. 9rVKì ´V�?

Ò.ÓOÙOÔ�Õ�âXï�Õ�ÛrÙOÚ0åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô6Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è2×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�îVÙOÔ�Õ]Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èKüvOBÕ	ÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ
a ×�åpÕ�ÔÞÓXÕ −Zbareq 9 ïO×uó�ÕrÕsÚÞ×mØpñ�Ù�´�ì°VKì®¢�?�âBÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â

ϕ>(r) = −Zbareqθ(κa)e
−κr

εr
, θ(x) =

ex

1 + x
. 9rVKì ´�´?

ídïKÝßÖB×màXá�×mÛr×màXá�×�âKÙ�î Õyá�ÙOÔ θ(κa) ïO×mÛ�ÖBÙ]î Õyá�Ù]ëHÜB×�Õ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ?åmÙOÛr×mØpÕ]Õ�çb×mà2Õ�ÚdîVÙOÔ�Õ�Ö2Õ�åpÕpïKÝvý
Ö2Õ�ÖB×�â r > a ì���Õ�Û%÷��mÛ�çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�çb×màBÚ�Õ�Ôdà2Õ¶×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÝ9rVKì ´�´?,åmÙOÛrÙ.ÚÞ×màBÖBÙ�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èXÖB×�ÜBÛ Õ
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�çBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×�åmÙOÛ4ÜBÛ Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ]×�îV×�á�Ýkï�Õ Qp = Zbareqθ(κa) ì<Z¶Û Õ.ï�Õ�àXáhÕ�ÓO×mÛ
ÖB×mÚ�á�×	çbÙOàXá�ÙrÖB×]ïKÝßÚ�áhÕ�Õ�èká�×mÔÞà2Õyá�ÝkïOÙÝ�]ëHÜB×IÕ�×màB×mÔÞÓOÝæÕsÖB×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×	ÖBÜ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙyý
èßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ[s8çBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×mÚ³w:��ÚÞÝßÛrçBèß×mÚÞÛr×màXá�×.Ö2Õ�Ö2Õ%çb×mèæÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì ´v¢�?�â�åmÙOÛ Zbareq → Qp ì[QuÚ�á�Ù
èß×�ï�ÕsÖBÝßÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×�Õ�Ùsî Õ�ÛrÙOÚÞÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ÖB×N�D;��YS

VDLV O(r) = (Zbareq)
2θ2(κa)

e−κr

εr
. 9rVKì ´�þ�?

Ø Ùs×màXáhÕ�àXá�ÙBâB×mÚ�áhÕ%á�×mÙOÔÞÝæÕ	èßÝßàB×pÕ�Ô}ÖB×��DÆ Ú�¸%îVÜBàBåmÝßÙOà2ÕIÚÞ× Zbare → Zeff âYó�J%ëHÜB×]Ù%çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ�ÖB×
èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù�Ö2Õ]×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�û ²�à2ñ�Ù��Eï�J�èßÝßÖ2Õ¶à2Õ�Ú6çBÔÞÙ1O�ÝßÛrÝßÖ2Õ�ÖB×mÚdÖ2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×EÖ2Õ]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì

S�çBÔÞÙKåm×mÖBÝßÛr×màXá�ÙùÕ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÖBÙùàB×mÚ�áhÕ[ÚÞ×mØpñ�ÙùÝßàBåmÙOÔÞçbÙOÔ�Õ�ÙOÚ�×�îV×mÝká�ÙOÚ�à2ñ�Ù@èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚsÖ2Õ
÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛÐåmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèß×mÚ�ÖB× ρ ü2àBÝká�ÙBì M}ÙOÛrÙ ïKÝßÛrÙOÚmâ�×mÚ�á�×úÛL��á�ÙKÖBÙ��ùÛ Õ�ÝßÚ�Õ�çBÔÞÙOçBÔÞÝæÕ�ÖBÙ
ç2Õ�Ô�Õ%ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ¶ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�ÖB×]÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚmâªó�J%ëHÜB×�ÕIîVÜBàBØpñ�ÙsÖB×]ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙIÖB×]ç2Õ�ÔÞ×mÚ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOày�	ÝßÛrçBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×¶åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2Õ�ÝßÓOÜ2Õ�è�ÕsÜBÛ"ç2Õ�Ô�Õsá�ÙKÖ2Õ�Ú¶Õ�Ú�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Úmì
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M}ÙOÛ�ÝßÚÞÚÞÙBâTåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×IëHÜB×Ià2ñ�Ùrð*JråmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ¶×màXá�ÔÞ×%Õ�Ú.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì�í0Ú�áhÕrÚÞÝßÛsý
çBèßÝkü2åpÕ�Øpñ�ÙBâ�ëHÜB×�á�×mÛ åmÙOàBÚÞ×më�ÇBémàBåmÝæÕ�Ú¶à2ñ�Ù�á�ÔÞÝkïKÝæÕ�ÝßÚmâ"��åm×mÔ�áhÕ�Ûr×màXá�×�ÖB×�çb×mëHÜB×mà2ÕrÔÞ×mèß×�ï�Ú�àBåmÝæÕ%×mÛ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ]åmÙOÛ Õ�èkáhÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚmâ ç2Õ�Ô�Õ Õ�Ú�ëHÜ2Õ�ÝßÚ¶çBÔÞ×mÚÞÜBÛr×�ýuÚÞ×%ëHÜB×%Ù ÛrÙKÖB×mèßÙrÖ2Õ åm×mèæÕrÚÞ×uó�Õ
ÜBÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙsÛr×mèßðBÙOÔmì

Ò.àXá�×mÚsÖB×�ÝßèßÜBÚ�á�Ô�Õ�Ô	ÙòÛL��á�ÙKÖBÙ�Ü�á�ÝßèßÝßêpÕ�ÖBÙBâRï�Õ�ÛrÙOÚI÷BÔÞ×�ïO×mÛr×màXá�×�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔsÕ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù
ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕùÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ì?í0èæÕùîVÙOÝ.ÙO÷�á�ÝßÖ2ÕùÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×@ÕMÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙúÖB×òåpÕ�ÛrçbÙúÛL�mÖBÝßÙúÖB×
û ² � ·�´��:×�âBÕ�ÚÞÚÞÝßÛ åmÙOÛrÙIàBÙ%ÛrÙKÖB×mèßÙIÖ2ÕIåm×mèæÕ�â"��Ö2Õ�Ö2ÕIçb×mèæÕ�Ú}ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚEÖBÙOÚ}ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�èßÙOàBÓO×
ÖBÙrÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�Û Õ�ÔÞåpÕ�ÖBÙ

βP =
∑

i

ni(∞) =
∑

i

n0
i exp (−βeziϕ∞) . 9rVKì ´X�?

í0Ú�á�×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙÄ��åmÙOÛrçBÔÞ×m×màBÚÞõkïO×mè�çbÙOÝßÚ%ÙòÓOÔ�Õ�ÖBÝß×màXá�×�ÖBÙòçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è}à2Õ�÷bÙOÔÞÖ2Õ�ÖBÙòÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ��
àHÜBèßÙBì:�.×mÚ�á�×%ÛrÙKÖBÙrà2ñ�Ù�ð*JràB×màBðHÜBÛ ÕrîVÙOÔÞØpÕr×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕrÕ�ÓOÝßàBÖBÙ àBÙOÚ¶ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�Ö2Õr÷bÙOÔÞÖ2Õ
×�âK×màXáhñ�ÙBâH×mèß×mÚ�ÚÞ×¶åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Û�åmÙOÛrÙ�ÜBÛ�ÓJ�Ú6ÝßÖB×pÕ�è^ì Ø Ù�á�×�ëHÜB×.Õ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�îVÙOÝ�×�O�çBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×]ÖB×mÚÞåpÕ�Ô�áhÕ�Ö2Õ � V�W��^ìEQuÚ�á�Ùy�	÷b×mÛ�óÞÜBÚ�á�Ýkü2åpÕ�ÖBÙ àBÙrèßÝßÛrÝká�×�ÖB×IçbÙOÜBåmÙ
Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ�ëHÜB×^��ÙrÔÞ×mÓOÝßÛr×�ÙOàBÖB×�ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEÖBÙOÛrÝßà2Õ�Û�âKÖ2Õ�ÖBÙ�ëHÜB× Zbare � 1 ì

monÇâ � �2�£¤.uØ¤.� � ¤A�{�À�£v� ��� 4u¥qx�£v�u

ã9ä	åRä�æ ç 30/�è!é8P:D.5836F P:-658-678=.3678F ),F�ê�ë /B78P:36F

Ò�ÚÞÝká�Ü2Õ�Øpñ�Ù�Û Õ�ÝßÚ�ÚÞÝßÛrçBèß×mÚEÖB×�ÚÞ×mÔ¶ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓXÕ�Ö2Õ��IÕ�ëHÜB×mèæÕsÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmì
í0àXáhñ�ÙòàB×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâ0ï�Õ�ÛrÙOÚI×�O�×mÛrçBèßÝkü2åpÕ�Ô	ÙòçBÔÞÙKåm×mÖBÝßÛr×màXá�Ù�àHÜBÛL�mÔÞÝßåmÙ�Ö2ÕòÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙ
P�×mèßèßÝßÜBÛ"ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙr×mÛ ÜBÛ Õ ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOÛ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú�×sÚÞ×mÛ�Ú�Õ�è
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì�Ò.è4�mÛ!ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�ÕúåpÕ�ÔÞÓXÕú×�îV×�á�Ýkï�ÕúÖBÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�×òÕMçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù
ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�ÖB×mÚ�á�× ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�×råmÙOÛrç2Õ�Ô�JªýuèæÕ�Ú�åmÙOÛ Õ�ëHÜB×mèæÕ�Ú	ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú]àBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖB× û ²?à2Õ�åm×mèæÕ
9 ïO×uó�Õ�Ù¶Õ�çbémàBÖBÝßåm×6Ò�?�âpëHÜB×0á�×mÛ ÚÞÝßÖBÙ�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ç2Õ�ÖBÔ�ñ�Ù�ç2Õ�Ô�ÕEÙ�×mÚ�á�ÜBÖBÙ¶ÖB×6ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚRåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
à2Õ�Õ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ�ÖB×rõßÙOàBÚ	Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì ûRÙOÔ	ÚÞÝßÛrçBèßÝßåmÝßÖ2Õ�ÖB×�â,à@¸OÚ	åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÛrÙOÚ�ÙOÚ	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
åmÙOÛrÙ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmì

��ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì°V�X�?0ÚÞ×mÓOÜB×�ëHÜB×�Ù%çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è φ(r) = βqϕ(r) ÙO÷b×mÖB×måm×]Õ
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ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9 ïO×uó�Õ�ÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×N²E?
d2φ

dr̃2
+

2

r̃

dφ

dr̃
= 3η

Zback`B
a

(
1 − e−φ

)
, 9rVKì ´�·?

ÙOàBÖB× a ��àBÙYï�Õ�Ûr×màXá�× Ù�Ô�Õ�ÝßÙ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â η = 4πρa3/3 ��Õ�îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×rïOÙOèßÜBÛr×
ÙKåmÜBç2Õ�Ö2Õ�çb×mèßÙOÚEÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ�× r̃ = r/a ì0Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�Ú�ñ�Ù

φ→ 0 ç2Õ�Ô�Õ r̃ → ∞ 9rVKì ´º�?
dφ

dr̃
=
Zbare`B

a
ç2Õ�Ô�Õ r̃ = 1, 9rVKì ´�¹?

ÙOàBÖB×�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì ´�¹?���Ù�àB×mÓXÕyá�ÝkïOÙ�ÖBÙ�åpÕ�ÛrçbÙ�×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ�Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è6à2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß× ÖBÙ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà â�Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕsèß×mÝ ÖB×T]�Õ�ÜBÚÞÚmìØ Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì ´�·?�âBà@¸OÚ�ÜBÚ�Õ�ÛrÙOÚ�Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×.ÓOèßÙO÷2Õ�è

n0
+q e

−φ∞ = Zback ρ q , 9rVKì ´�?
åmÙOÛ Õ�×mÚÞåmÙOèßð2Õ�ÖB× φ∞ = 0 ìqS ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×��.×m÷|O×�â0Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì°V�º�?�âBÚ�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê

(κa)2 = 3η
Zback`B

a
. 9rVKì þW?

M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâTÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì ´�·?�Õ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×�ÕsîVÙOÔÞÛ Õ
d2φ

dr̃2
+

2

r̃

dφ

dr̃
= (κa)2

(
1 − e−φ

)
. 9rVKì þ@¢�?

Ø ÕsçBÔ�Jyá�ÝßåpÕ�âBÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù Õ�åmÝßÛ Õ}�]ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ%àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×]ç2Õ�Ô�ÕsÜBÛ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%ü2àBÝká�Ù
r̃ ∈ [1, R̃] ×�â�×màXáhñ�ÙBâ6ð*JòÜBÛ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è}à2Õ�îVÔÞÙOàXá�×mÝßÔ�Õ�ÖBÙ[ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ φ(R̃) = φR̃ ì S�Ô�Õ�ÝßÙ R̃
çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ@ÚÞ×mÔrÓOÔ�Õ�àBÖB×�Ù@ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×�ç2Õ�Ô�Õ[ëHÜB×�Õ[ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù@à2ñ�Ù@ÖB×mçb×màBÖ2ÕùÖBÙ@ÚÞ×mÜ*ï�Õ�èßÙOÔmì*û�Õ�Ô�Õ
ÝßÚÞÚÞÙBâ:×mèß×IÖB×�ïO×%ÚÞ×mÔ�Û%ÜBÝká�ÙrÛ Õ�ÝßÙOÔ�ëHÜB×%Ù�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙrÖB×��.×m÷|O× ξD âbëHÜB×}�%Ù åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù
åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåmÙsÖ2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚE×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Úmì M}ÙOÛrÙ ξD = κ−1 âBÙ�Ô�Õ�ÝßÙ R̃ ÖB×�ïO×	Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êm×mÔ�Õ
ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù κaR̃ � 1 ì Ø Ù�á�×.ëHÜB× κ âKÖ2Õ�ÖBÙ%çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùt9rVKì þW?�âHà2ñ�ÙT�.åmÙOàBðB×måmÝßÖBÙ%ÝßàBÝßåmÝæÕ�èßÛr×màXá�×�â
Û Õ�Ú.ÚÞÙOÛr×màXá�×sÕ�ç�¸OÚ�Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ÖB×IîVÜBàBÖBÙ�ÚÞ×mÔ�ÖB×mÚÞåmÙO÷b×mÔ�áhÕ�ìNS4çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�à2Õ ÷bÙOÔÞÖ2Õ ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ
áhÕ�Û%÷��mÛôà2ñ�Ùq��åmÙOàBðB×måmÝßÖBÙ 
sÜ����r������×�×mèß×�ÖB×mçb×màBÖB× Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è Zbare ì
=K×màBÖBÙ[Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â�ç2Õ�Ô�Õ�ëHÜB×�Õ�ÔÞ×mÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�àHÜBÛL�mÔÞÝßåpÕ�ÚÞ×uó�Õ�çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè^âdà@¸OÚIçBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�ÛrÙOÚIÔÞ×m×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ
Ù çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×@çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ ÕMÖB×òï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×[åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ ÖB×[ÖBÙOÝßÚ�çbÙOàXá�ÙOÚ�9 r̃ = 1 × r̃ = R̃ ?�åmÙOÛrÙ
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ÜBÛ�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ[ÖB×�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙùÖB×�ÜBÛÈçbÙOàXá�ÙÙ9 r̃ = R̃ ?�ì û�Õ�Ô�Õ@ÝßÚÞÚÞÙBâ�ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÛrÙOÚ
Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB× åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ 9rVKì ´�¹?�çbÙOÔ φ′(R̃) = 0 âdÙ�ëHÜB×�ÓXÕ�Ô�Õ�àXá�×�Õ�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×rÖBÙ
ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ì�S�÷BÚÞ×mÔ�ïO×�ëHÜB×�Õ�ÓOÙOÔ�Õ�á�×mÛsýuÚÞ×�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚsÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ[ÖB×�ÜBÛ çbÙOàXá�Ùba φ′(R̃) = 0

× φ(R̃) = φR̃ ìt�2×mÝká�Ù�ÝßÚÞÚÞÙBâRÙOÚIçBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�ÝßÚ]ç2Õ�ÚÞÚÞÙOÚIà2Õ�ÔÞ×mÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ÖB×mÚ�á�×�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�ñ�Ù 9 ïO×uó�Õ�Ù
+2Ü"O�ÙOÓOÔ�Õ�Û ÕsÖ2Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì þ�?0a
9 Õ?�û�Õ�Ô�Õ.ÜBÛ Õ.Ö2Õ�Ö2Õ�îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr× η â�×mÚÞåmÙOèßðB×�ýuÚÞ×�ÜBÛ ï�Õ�èßÙOÔ�á�×màXáhÕyá�ÝkïOÙ�ç2Õ�Ô�Õ.Ù.çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
à2Õ�÷bÙOÔÞÖ2Õ φR̃ ×�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖB×sîVÜBàBÖBÙ Zback 9V×mÛôÜBàBÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB× a/`B ?�âRÕ�ëHÜ2Õ�èdÚÞ×mÔ�J
ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Ö2ÕsÖB×IÛrÙKÖBÙ�Ýká�×mÔ�Õyá�ÝkïOÙ�9 ïO×uó�Õ�Õ�÷2Õ�ÝUO�Ù�?�ìE=K× φR̃ îVÙOÔ�ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×%çb×mëHÜB×màBÙBâ
ÙrÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%×màXáhñ�Ù Õ�ÖBÛrÝká�×�ÜBÛ ÕsÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì

9V÷7?qM}ÙOÛ Õs×mÚÞåmÙOèßð2Õ%ÖBÙOÚEç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚ}îV×mÝkáhÕ%×mÛH9 Õ?�âBÔÞ×mÚÞÙOèkïO×�ýuÚÞ×]àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì þ@¢�?�ìdÒ ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙIÙO÷�á�ÝßÖ2Õ	çb×mÔÞÛrÝká�×¶Ù%å1J�èßåmÜBèßÙ	Ö2ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×màXá�×�Õyá�Ô�Õpï��mÚ
Ö2Õ�ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù φ′(r̃ = 1) = Zbare`B/a ì

9Vå$?���Õ�ÔÞÝæÕ�àBÖBÙyýuÚÞ× φR̃ ÔÞ×måmÜBÔÞÚÞÝkï�Õ�Ûr×màXá�×�âyÙ�ï�Õ�èßÙOÔ ÷BÜBÚÞåpÕ�ÖBÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕEÖ2ÕEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â
Zbare`B/a â"�¶î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×¶×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ%çbÙOÔ}Ýká�×mÔ�Õ�Øpñ�ÙBì Ø ¸OÚ}×mà�î Õyá�ÝßêpÕ�ÛrÙOÚ�ëHÜB×.àB×mÛ á�ÙKÖBÙOÚ
ÙOÚ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�á�×màXáhÕyá�ÝkïOÙOÚ}ÖB× φR̃ åmÙOàBÖBÜBêm×mÛ Õ	ÜBÛ ÕIÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì0û�Õ�Ô�ÕIÜBÛ Ö2Õ�ÖBÙ R̃ â�×�O�ÝßÚ�á�×.ÖB×
î Õyá�Ù]ÜBÛ?èßÝßÛrÝæÕ�Ô�åmÔÞõká�ÝßåmÙ φsat

R̃
Õ�åmÝßÛ Õ¶ÖBÙ]ëHÜ2Õ�è2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�à2ñ�Ù]çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ0×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ö2Õ�ì0û�Õ�Ô�Õ

ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ¶çb×mëHÜB×màBÙOÚ]ÖB× φR̃ 9 φR̃ � φsat
R̃
?�âb×�O�ÝßÚ�á�×%ÜBÛ ÕrÔÞ×mèæÕ�Øpñ�ÙrèßÝßàB×pÕ�Ô�×màXá�ÔÞ× Zbare × φR̃ â

Û Õ�Ú�ëHÜ2Õ�àBÖBÙ φR̃ ÚÞ×�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ	9VçbÙOÔ}ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�Ýßà�îV×mÔÞÝßÙOÔÞ×mÚ-?6ÖB× φsat
R̃
â2Õ%åpÕ�ÔÞÓXÕIÖ2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ

åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è Zbare ÖBÝkïO×mÔÞÓO×�ìêQuÚ�á�Ù0��ÜBÛ ÕòåmÙOàBÚÞ×më�ÇBémàBåmÝæÕùÖBÙ[îV×mà@æOÛr×màBÙ[ÖB×�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù@Ö2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ	×�îV×�á�Ýkï�Õ � V�·�âr·�þE�^âHëHÜB×.ÚÞ×mÛrçBÔÞ×.×mÚ�á-J	çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×]àBÙOÚ6á�Ô�ÕyáhÕ�Ûr×màXá�ÙOÚ�ÖB×.åpÕ�ÛrçbÙ	ÛL�mÖBÝßÙBì

9VÖ7?qS ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙsÖBÙ%åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù	ÖB×��.×m÷|O× κ ��åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙ�ïKÝæÕIÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì þW?0×�ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�Õ�âbÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ö2Õ Õ�Ùrç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�Ô�ç2Õ�Ô (Zback, Zbare) â7�IÖB×mÖBÜBêmÝßÖ2ÕrÖBÙ åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÖB× φ(r̃) Õ¶ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú r̃ â�Ö2Õ�ÖBÙ.çb×mèæÕ¶×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì°V�·?�ì�û�Õ�Ô�Õ.ÜBÛ Õ�Ö2Õ�Ö2Õ¶åpÕ�ÔÞÓXÕ¶Ö2Õ
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è2Õ]ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ6ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú0Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ]×�âHåmÙOàBÚÞ×më�ÇB×màXá�×mÛr×màXá�×�â2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕr×�îV×�á�Ýkï�Õ�áhÕ�Û%÷��mÛ�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�ì¶í0àXáhñ�ÙBâ:çBÔÞ×måmÝßÚ�ÕªýuÚÞ×IÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�Ô.ÜBÛ�çBèæÕyá�ær÷b×mÛ�ÖB×�ü2àBÝßÖBÙ
ç2Õ�Ô�Õ [φ

R̃
− φ(r̃)](1 + κa)r̃eκa(r̃−1) åmÙOÛrÙ îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB× r̃ àBÙ�ÝßàXá�×mÔ�ï�Õ�èßÙ 1 � r̃ < R̃ ìTS

ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×mÚ�á�×	çBèæÕyá�æ��	ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ Zeff`B/a ì
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Parâmetros do sistema

Sim

Não

Resolve-se numericamente a equação

Calcula-se

foi encontrado!!

Troca-se o valor de

Sim

Troca-se o valor de
Não

Escolhe-se um valor tentativo para

?

?

´E�©¤/� £ � ÉAµ �:i���¹Xn`¸Yo�jm�	j��y�Hf�o8f��Xo8fhg8f�wyx�j�nYg	�Xout�wH��t��KjmtvgI�Kjpg8g8nYg�wHn��0·miv���Xivn�qHj���jmoÇ¸yj�f(Æ f�xut��Yj�qXn
��n�qXf�ivn�qXnxÞªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXn��Kjmo�j��X�	j�gu�Hgu�Bf�wHg�{pn��hnp���Kjmouxu�v���XikjpgI�hnpivnptvqHjmtvg
fhg�ÆP½�outv��jpg6fEg8f���g�jmibjpqOtv��tvnpwKjpqXnX~
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Ò çBÔÞÝßÛr×mÝßÔ�Õ�Ýká�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Õ�ëHÜBÝ6× Ù�çBÔÞÙKåm×mÖBÝßÛr×màXá�Ùq�rÔÞ×mçb×�á�ÝßÖBÙ�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ× Zeff

åmÙOÛrÙòÙòçBÔ�¸1O�ÝßÛrÙ�ï�Õ�èßÙOÔIá�×màXáhÕyá�ÝkïOÙòç2Õ�Ô�Õ Zback â�Õyá���ëHÜB× Zback = Zeff 9 ïO×uó�Õ[ÙòÓOÔ�Jyü2åmÙòÝßàKý
á�×mÔÞàBÙùÖ2Õòü2ÓOÜBÔ�Õ0VKì°X�?%×�×màXáhñ�ÙúÕ[åpÕ�ÔÞÓXÕò×�îV×�á�Ýkï�ÕòîVÙOÝ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ö2Õ�ì ûRÙKÖB×�ýuÚÞ×�×mÚÞåmÙOèßðB×mÔ�ï�J�ÔÞÝßÙOÚ
ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ	á�×màXáhÕyá�ÝkïOÙOÚIç2Õ�Ô�Õ Zback × åmÙOÛ ×mèß×mÚIî Õ�êm×mÔIÜBÛ ÓOÔ�Jyü2åmÙ�ÖB× Zeff ïO×mÔÞÚÞÜBÚ Zback âdåmÙOÛrÙ
ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ�VKì°XKì Ø ×mèæÕ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ× ëHÜB×�Õ�ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕ�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ Zeff åmÙOÛ Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è���Û%ÜBÝká�Ù�îVÔ�Õ�åpÕ�â�Ù�ëHÜB×rÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕ�ëHÜB×rÕ�åmÙOàXïO×mÔÞÓOémàBåmÝæÕ
Zback = Zeff �	Õyá�ÝßàBÓOÝßÖ2Õ	×mÛ çbÙOÜBåmÙOÚEç2Õ�ÚÞÚÞÙOÚmì�í0Û ÜBÛÿèßÝßÛrÝká�×}9 Õ�Ô�á�Ýkü2åmÝæÕ�è�?0ÙOàBÖB× Zback → 0 âBÙ
çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ ÕrÚÞ×%ÔÞ×mÖBÜBêsø�ëHÜB×mèß×Ià2ñ�Ù�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÖBÙBâbÓOÙYïO×mÔÞà2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕr×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�;�Õ�çBèæÕ�åm×�â
åmÙOÛ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ φ(r̃) = −Zbare`B/(ar̃) ì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâdà2ñ�Ù�ð*J�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�Ö2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õ�âBÖB×�ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB× Zeff → Zbare 9 ïO×uó�ÕrÕ%ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì°X%ÙOàBÖB× Zbare`B/a = 4 ?�ì
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Ýö�ô0ö�÷Çø�ö�
�ùÅú�����
����ö�÷�ö
η = 10−2

ù
Zbare`B/a = 4���ö�÷Çû��Tô����^ö	��ô��	���`ü�
Ýö�ü���ù���ú���÷ÇüTô0ö	������ù�þ���ö���ö	
�üTô�ü��	��ö	
������Hó �!�	�"�����	�,ú����ÇüTô0ö#
��#�÷!�	$��Tù�þ£ö%�

Zeff = Zback
�&�'�()�	��û!�*
�ù¥ü"��û�ù�÷!��ù�ô����	��ô��`þ ö(�÷ÇüXþ{ù�üX÷�ö+$�ü��!��ù�ûÇ÷Çü",���ý�ù.-Çö+�§ø�÷0/21�ô��

ü"��û�ù�÷������3�	��
�ù�ö4�ö�÷Çû�ù9÷�ù��Tù�ý�ö���û�ù5
Ýö�ô���÷Çý�ö4�÷Çü"�Ýô�ü"�ö��#ú��`ü6
�ù��Çû�ö`ô0ö	
Ýö7���
859;:�<�=(<?>�@'A)@(A)<?B%@�C�D%E�F)G�<�H�AIH;G	HJC�D�H�K�L)M�=(<�G	H�AIH�NIHJC0>�M�G�L):�H�G�9%:�9%<�AIHJ:PO�QR9%C�=+HJ:�=(@�F�>�@

Zbare → ∞ S�T @�U0>�@VN)C�93G�@�A)<�=(@�F�>�9*WYX6@�=ZG�9%=(N69%C0>�HJA)9*@'QR9%C�F)@�G�@YL)=+H+G	HJC�D�H*@2QR@2>�<?BJH�HJL[>�9�\G�9%F)U�<�U0>�@�F�>�@�@+]IF)<?>�H T G�9%F[QR9%C�=(@+W�HJN)C�@�U�@�F�>�HJA)9^FIH_]ID%L)C�Ha`3b c[b^deD%C�f�]IG�9g<�F�>�@�C�F)9a=(9%U0>�C�H
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àBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�åmÙOÛrÙ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖB×%îVÜBàBÖBÙt�sÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2Õ�ÖB×sÛ Õ�àB×mÝßÔ�Õ�Õ�Ü�á�ÙyýuåmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×màXá�×�â�ÚÞ×màBÖBÙ
ëHÜB×�ÙOÚ%ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ	çbÙOàXá�ÙOÚIà2ñ�Ù�á�émÛ ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕ�ÖBÙ�îVõßÚÞÝßåmÙBìq�.×�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ Õ�ÖBÝßÚÞåmÜBÚÞÚ�ñ�ÙòçBÔ���ïKÝæÕ�â
×mÚÞçb×mÔ�ÕªýuÚÞ×�ëHÜB×rÕ�åmÜBÔ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õ�ÖBÝkïKÝßÔ ó�Õ ç2Õ�Ô�Õ�çb×mëHÜB×màBÙOÚ]ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ]ÖB× Zback â,Ù�ëHÜB×sÖB×sî Õyá�Ù
ÙKåmÙOÔÞÔÞ×�ì
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´E�©¤/� £ � Í8µ º ��jmoÇ¸yj	f(Æ f�xut��Yj�f���Ææ�XwHz�{pnIqHj���jmoÇ¸yj	qXf9Ææ�XwHqXn	wHn�i�t��]t�x8f.qXf��X�	j��Kjmouxu�v���Xikj	�hnpivnptvqHjmi
fhg�ÆP½�outv��j��¶�Xt�x8n���jmouo8f�¸yjpqHjO�HÆ npou�	jmi���f�wyx8f

Zbare → ∞ �d�Kjmo�j η = 10−2 »ægu�Hgu�Bf�wHg�{pn
�hnpivnptvqHjmi�g8f�� g�jmi�jpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~���np��nswKj ß ¸Y�Xo�j(hO~ iO�:ns¸Yo�· ß �hnst�wyx8f�ouwHnr��nYguxuo�j%�X�	j
jm�]�Xi�t ß ��jpz�{pn	f�� x8npouwHn	qHj�g8npi��Hz�{pn	jm�Xx8nm� �hnpwHgutvgux8f�wyx8fY~

Z¶Û Õ]ïO×mê�ëHÜB×�Õ	ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù	îVõßÚÞÝßåpÕ�ÖBÙIçBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õy9 Zback = Zeff ?dîVÙOÝTèßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�Ö2ÕL9VÓOÔ�Jyü2åmÙOÚ
ÝßàXá�×mÔÞàBÙOÚ.Ö2Õ�Ú�ü2ÓOÜBÔ�Õ�ÚDVKì°X�×}VKì ·?�â2ï�J�ÔÞÝæÕ�Ú�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚmâTáhÕ�è�åmÙOÛrÙ ÕrçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙBâbçbÙKÖB×mÛ"ÚÞ×mÔ.åpÕ�èvý
åmÜBèæÕ�Ö2Õ�Úmì%Ò�ç2Õ�Ô�á�ÝßÔ�ÖB×�Õ�ÓOÙOÔ�Õ�ÚÞ×mÔ�ñ�Ù�ÜBÚ�Õ�ÖBÙOÚ]ÙOÚ]á�×mÔÞÛrÙOÚ�åpÕ�ÔÞÓXÕLs8×�îV×�á�Ýkï�Õ�wI×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖB×TsuîVÜBàBÖBÙ�w
ç2Õ�Ô�ÕIÔÞ×�îV×mÔÞÝßÔ8ýuÚÞ×.ø	ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù%Õ�Ü�á�ÙyýuåmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×màXá�×.ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�åmÙOà�îVÙOÔÞÛr×.Õ�Ú�ü2ÓOÜBÔ�Õ�ÚEVKì°X�×�VKì ·�ìdÒ ÝßÓOÜ2Õ�èvý
Ö2Õ�ÖB× Zeff = Zback �s×màXáhñ�Ù�ÜBÛ Õ îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB× Zbare ×sÖ2Õ îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×%ïOÙOèßÜBÛr×t9V×%áhÕ�Û%÷��mÛ�Ö2Õ
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙrÖB×�Ú�Õ�è^â�ïO×uó�ÕrÕsÚÞ×mØpñ�ÙyVKì°X�?�ì0Ò åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õs×mÛ îVÜBàBØpñ�ÙrÖ2ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ%ëHÜBõßÛrÝßåpÕ%Ö2Õ
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è���ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õ�à2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕqVKì°º�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�Ô�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× η = 10−2 ì
�.×mçbÙOÝßÚ�ÖB×�ÜBÛÌÔÞ×mÓOÝßÛr×%èßÝßàB×pÕ�Ô�ÝßàBÝßåmÝæÕ�è^â:àBÙ�ëHÜ2Õ�è6à2ñ�Ù�ð*J�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�âRÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�Õ	Õyá�ÝßàBÓO×Eèß×màXáhÕ�Ûr×màXá�×¶ÜBÛ�çBèæÕyá�æ�ÖB×¶Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙIø�Ûr×mÖBÝßÖ2Õ]ëHÜB× Zbare → ∞ ì<M}ÙOÛrÙ	çbÙKÖB×
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´E�©¤/� £ � Ð µ ºM��jmoÇ¸yj¶f(Æ f�xut��Yj¥»ænp�%fh�y�Xt��Yjmivf�wyx8f���f�wyx8fY�Kj���jmoÇ¸yj¶qXfZÆæ�XwHqXn�¼�f�� Ææ�XwHz�{pn.qHj¶��jmoÇ¸yj
Zbare�Kjmo�j

η = 10−2 »ß�Kjmouxu�v���Xikjpg	�hnpivnptvqHjmtvg�fhg�ÆP½�outv��jpg��Rg8f���g�jmi6jpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~ º�o8f�x�j x8f��
t�wH��i�t�wKjpz�{pn]tX¸Y�Kjmi:j��X� �Kjmo�j]f�w�ÆVjmxutXÁ�jmo}n�o8f�¸Yt���fEt�wXtv��tkjmibqXfkj^|�f�l�lªfÞ�nmpoH�!qªf�isr�~

ÚÞ×mÔ%ïKÝßÚ�á�Ù[àBÙòÓOÔ�Jyü2åmÙòÝßàXá�×mÔÞàBÙòÖ2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ0VKì ·�â0×mÚ�á�×�ï�Õ�èßÙOÔIèßÝßÛrÝká�×L� Zeff`B/a ' 6.6 ç2Õ�Ô�ÕòÕ
ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×s×mÛ�ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù�9 η = 10−2 ?�ì Ø Õ çBÔ�Jyá�ÝßåpÕ�â:×mÚ�á�×%ï�Õ�èßÙOÔ¶ÖB×%Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù	�%ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙ
Ö2Õ%ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×]Û Õ�àB×mÝßÔ�Õ�ì[_�×mÚÞÙOèkïO×�ýuÚÞ×]Ù%ÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕIç2Õ�Ô�Õ%ÜBÛ ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èTåmÙOÛ ÜBÛ ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ
Zbare Û%ÜBÝká�Ù�ÓOÔ�Õ�àBÖB×q9VçbÙOÔ]×�O�×mÛrçBèßÙ 104 ?.×�×mÛôÚÞ×mÓOÜBÝßÖ2Õ�×màBåmÙOàXá�Ô�ÕªýuÚÞ×�ÚÞÜ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ìÝS
ï�Õ�èßÙOÔEÖB× Zbare �	×màXáhñ�Ù Õ�ÜBÛr×màXáhÕ�ÖBÙ Õyá���ëHÜB×IÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�ÕsåmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×màXá�×%à2ñ�Ù�ÚÞ×IÕ�èká�×mÔÞ×
Û Õ�ÝßÚmì Ü Ü2Õ�àBÖBÙrÝßÚ�á�Ù�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×�âBÙsï�Õ�èßÙOÔ�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖB×�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙsîVÙOÝ ×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙBì

S îV×mà@æOÛr×màBÙrÖB×	Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙrÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ Õ�ëHÜBÝ��	Û%ÜBÝká�ÙsÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�ø�ëHÜB×mèß×�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ à2Õ
Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù åmèKJ�ÚÞÚÞÝßåpÕ ÖB×sûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà 9 áhÕ�àXá�Ù�à2Õ åm×mèæÕ~9VÚÞ×mØpñ�ÙqVKì°V�?�ëHÜ2Õ�àXá�Ù�×mÛ�ÜBÛ
Ûr×mÝßÙIÝßà�ü2àBÝká�Ù � ¢$�â�V�·�â8·�þE��?�ì0û�Õ�Ô�ÕsÕ�åm×mÚÞÚ�Õ�Ô�ëHÜ2Õ�àXá�ÝkáhÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×.ÜBÛ ÕIçbÙOÚÞÚÞõkïO×mè:ÖBÝkîV×mÔÞ×màBØpÕ%×màXá�ÔÞ×
ÙOÚ0ÖBÙOÝßÚ�ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�×mÛ�ëHÜB×mÚ�áhñ�ÙBâXà@¸OÚdåmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�ÛrÙOÚ�à2Õ.ü2ÓOÜBÔ�Õ^VKì ¹]Õ�ÚdåpÕ�ÔÞÓXÕ�Úd×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚdåpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú
ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙòÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�Ö2Õ�åm×mèæÕ � ¢$�â�XyþE�D9 ïO×uó�Õ�ÙòÕ�çbémàBÖBÝßåm× Ò�?�× Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ~P�×mèßèßÝßÜBÛôÔÞ×màBÙOÔ8ý
Û Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙsç2Õ�Ô�Õ Zbare`B/a = 6 ìEí0Ú�áhÕ�Ú¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú¶ÖBÝkîV×mÔÞ×mÛ ÷2Õ�Ú�áhÕ�àXá�×Iç2Õ�Ô�Õ η > 10−3 âT×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù
ëHÜB×%Õ�åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�ç2Õ�Ô�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ¶Û%ÜBÝká�Ù�÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú6�	ÝßàB×�O�çBÔÞ×mÚÞÚÞÝkï�Õ�â�ó�J�ëHÜB×	ÙOÚ¶×�îV×mÝká�ÙOÚ�à2ñ�Ù
èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ	ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×mÛ ç2Õ�Ô�Õ η → 0 âdÖB× ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB× Zeff → Zbare ì�=KÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×�â�àBÙ�ÔÞ×�ý
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ÓOÝßÛr×�ÖB×.Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù	9 Zbare → ∞ ? � V�W��:Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ÖBÙOÚ}ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ6×mÛ ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù%ÖBÝkîV×mÔÞ×mÛ
÷2Õ�Ú�áhÕ�àXá�×�ç2Õ�Ô�Õ η > 10−4 â6åmÙOÛrÙ�ÛrÙOÚ�á�Ô�ÕòÕ�ü2ÓOÜBÔ�Õ0VKì  9 Õ?�ìùí0Ú�áhÕÄ��ÜBÛ Õ�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔÞÝßÖ2Õ�ÖB×
Õ�çb×mà2Õ�Ú�ÖB×IÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú.åmÙOÛ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú¶åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚE×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú�×IåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmì�S�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÖB×¶ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOÛ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú0åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú[�¶Û%ÜBÝká�Ù�ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×�âKåmÙOÛrÙ�ÚÞ×mÔ�J�ïKÝßÚ�á�Ù	à2Õ
ÚÞ×mØpñ�Ù	VKì þBì°VKì
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´E�©¤/� £ � Ñ8µ ��np�]�Kjmo�jpz�{pn¶f�wyxuo8f}jpg���jmoÇ¸yjpgRf(Æ f�xut��YjpgRqXf�wyxuo8n¶qXnYg,��n�qXf�ivnYgRqXfut:nptvg8g8npwO� �dnpi�xÇÁh�	jmwXwIwKj
�hf�ikj�»�t��6�H¼�fIqXn§Þªf�i�i�t��X� o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnX�Rf��}Ææ�XwHz�{pn qHjsÆæo�jpz�{pn qXf	�ªnpi��X��f

η
�Kjmo�j

Zbare`B/a = 6
»ß�Kjmouxu�v���Xikjpg��hnpivnptvqHjmtvg�fhg�ÆP½�outv��jpg��Hg8f���g�jmibjpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~

Ø ÕòÚÞÝká�Ü2Õ�Øpñ�Ù[ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�â�ÕòåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù[ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â6Ö2Õ�Ö2Õòçb×mèæÕò×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì°V�?�âv�.×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×]ø n0

+ = Zeffρ ìz=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â�ÕIçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙsÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ	ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ	àBÙsÛrÙKÖB×mèßÙ
ÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâKëHÜB×^��Ö2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì ´X�?�â�á�×mÛ ÜBÛ Õ%îVÙOÔÞÛ Õ%ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ

βP = n+(R) = Zeffρ , 9rVKì þ�V�?
ÙOÜ�ÖB×�ÛrÙKÖBÙs×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×�â

4π`Ba
2βP = 3ηZeff`B/a . 9rVKì þ´?

Ò ×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×màXá�×Eø.×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÝ9rVKì þ´?,àBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ¶Ö2Õ¶åm×mèæÕ�â�Ö2Õ�Ö2Õ.çb×mèæÕ¶×mëHÜ2Õªý
Øpñ�Ùt9rVKì°Vyþ�?�â"�.Ûr×màBÙOÚ}×�O�çBèßõßåmÝkáhÕ�×�à2ñ�ÙI×màXïOÙOèkïO×]ÖBÝßÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×.ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕ	×�îV×�á�Ýkï�Õ�ì Ø Ù�áhÕpïO×mèßÛr×màXá�×�â
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´E�©¤/� £ � Ó8µ ��np�]�Kjmo�jpz�{pn]f�wyxuo8f�jpg0��jmoÇ¸yjpg0f(Æ f�xut��Yjpg9» j�¼RfEjpgd�Xo8fhg8g!v�fhgdnYgu�{Èpxutv��jpg�»ßl!¼Rf���Ææ�XwHz�{pn�qHj
Ææo�jpz�{pn�qXf��ªnpi��X��f

η
qXnYgd��n�qXf�ivnYgut��6�ùf2Þªf�i�i�t��X� o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXn��Kjmo�j

Zbare`B → ∞»ß�Kjmouxu�v���Xikjpg��hnpivnptvqHjmtvg�fhg�ÆP½�outv��jpg��Xg8f��?g�jmibjpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼xw hzy2{ ~

×mÛ%÷bÙOÔ�Õ ð2ÕYó�Õ ÜBÛ Õ ÖBÝkîV×mÔÞ×màBØpÕ ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕyá�Ýkï�Õ�×màXá�ÔÞ×�Õ�Ú.åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú.×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú¶àBÙ�û ²EM ×
àBÙLP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâKÕ�Ú�çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ�ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú}ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×]×mÚ�á�×mÚEÖBÙOÝßÚ�ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�Ú�ñ�ÙsÝßÖBémàXá�Ývý
åpÕ�Ú¶ç2Õ�Ô�Õ η < 0.1 â2åmÙOà�îVÙOÔÞÛr×]ÛrÙOÚ�á�Ô�ÕrÕ%ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì®¢$W�â2ÙOàBÖB× Zbare`B/a = 6 ì�Ò ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì �9V÷7?
ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ëHÜB×�ÜBÛ4Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô/�E×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ	à2Õ�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ùy9 Zbare → ∞ ? � V�W��^ì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâ
ÖBÝßÚÞåmÔÞ×mç*Ú�àBåmÝæÕ�ÚIÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÛÌç2Õ�Ô�Õ η > 0.15 ì Ø Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ>VKì®¢�¢råmÙOÛrç2Õ�Ô�ÕªýuÚÞ× Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ
åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ ÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙtP�×mèßèßÝßÜBÛ"ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙråmÙOÛ�ÜBÛ Õ Ûr×mÖBÝßÖ2Õr×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�è�ÖB×%ÜBÛ�ÚÞÝßÚ8ý
á�×mÛ Õ�ÖB×%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú¶ÖB×s÷BÔÞÙOÛrÙOçbÙOèßÝß×mÚ�á�ÝßÔÞ×màBÙ�9VÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ.×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙOÚ-?¶Û%ÜBÝká�Ù åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmâ åmÙOÛ
åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare ∼ 7500 ×]Ô�Õ�ÝßÙ a ∼ 52nm ì0Ò ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èTåmÙOàXá��mÛ Ú�Õ�è ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ÖB×
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù cs = 10−6 ä@âTÖB×	ÛrÙKÖBÙrëHÜB×IÕrçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙrîVÙOÝ,Ûr×mÖBÝßÖ2Õ�ÚÞÙO÷�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ¶çBÔ�¸1O�ÝßÛ Õ�Ú
Ö2ÕsåmÙOÛrçBèß×�áhÕIÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Øpñ�Ù � ·�W��^ìzS�÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×]ëHÜB×	Õ%çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙI×mÚ�á-J
×mÛ�÷bÙOÛ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ åmÙOÛ"ÙOÚ¶Ö2Õ�ÖBÙOÚ.×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚmì�Ò.è4�mÛ"ÖBÝßÚÞÚÞÙBâTåmÙOÛrÙ ÕråmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×	Ú�Õ�è
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×t��Û%ÜBÝká�Ù[÷2Õ�ÝUOBÕ�âD9 cs = 10−6 â κresa = 0.173 ?�â�Õ[çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙùÖBÙ@ÛrÙKÖB×mèßÙ@û ²EM
åmÙOàBåmÙOÔÞÖ2Õ�åmÙOÛ"Õ�ëHÜB×mèæÕsÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì
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ZbarelB/a=6

´E�©¤/� £ �  �|.µ º �Xo8fhg8g�{pn »æf��ÿ�XwXtvqHjpqXfhg�qXf
kT/(4π`Ba2)

¼�f��}Ææ�XwHz�{pn qHjsÆæo�jpz�{pn qXf	�ªnpi��X��fIwHnYg
��n�qXf�ivnYg qHj}�hf�ikj}fdqXn2Þªf�i�i�t��X� o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnX�yf�� fhg8��jmikj�ivn`¸p�Vivn`¸Ef��Kjmo�j

ZbarelB/a =

6
»ß�Kjmouxu�v���Xikjpg.�hnpivnptvqHjmtvg¶fhg�ÆP½�outv��jpg��:g8f�� g�jmi�jpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~oÉ�¸Yo�· ß �hn�t�wyx8f�ouwHn���nYguxuo�j

nYg0��fhgu��nYg6qHjpqXnYg�f���fhg8��jmikj�i�t�wHf�jmo�~

Ò åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�ÙI×màXá�ÔÞ×�Õ	×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù%ÖB×.×mÚ�áhÕ�ÖBÙ%ÖBÙÝP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�×.ÙOÚ}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕªý
ÖBÙOÚ6s8×�OBÕyá�ÙOÚ³wIÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙrçBÔÞÝßÛrÝká�ÝkïOÙ�}�â:ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ.Õyá�Ô�Õpï��mÚ]ÖBÙ�ÛL��á�ÙKÖBÙ ÖB×�ä�ÙOàXá�×ÝM�Õ�ÔÞèßÙ � V�W��^â��
Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�à2Õrü2ÓOÜBÔ�Õ	VKì®¢�VKâbåmÙOÛ�ÜBÛ Õ ×�O�åm×mèß×màXá�×%åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�ìYQuÚ�á�Ù�óÞÜBÚ�á�Ýkü2åpÕrÙ î Õyá�Ù Ö2Õ�Ú
åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ6×màXá�ÔÞ×.Õ�Ú6ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú0åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�à2ñ�Ù�á�×mÔÞ×mÛ4ÚÞÝßÖBÙ	èß×�ï�Õ�Ö2Õ�Ú0×mÛ�åmÙOàXáhÕ�àBÙ}P�×mèßèßÝßÜBÛ?ÔÞ×�ý
àBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâOåmÙOÛrÙ�Õ¶ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×}åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2ÕY�}Û%ÜBÝká�Ù¶÷2Õ�ÝUOBÕ�âOÕ�ÚRçBÔÞ×mÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖBÙOÚ
ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ¶û ²EM ×}P�×mèßèßÝßÜBÛÿÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙsÚ�ñ�Ù ×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì�û�Õ�Ô�Õ Õ�èkáhÕ�ÚEîVÔ�Õ�Ø)»K×mÚ¶ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr×
9 η > 0.1 ?	Õ�Ú%åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ%×màXá�ÔÞ×�Õ�Ú%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ]á�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ× ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚI×�×màXáhñ�Ù
×mÚÞçb×mÔ�ÕªýuÚÞ×	ëHÜB×	ÕrÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ%à2ñ�ÙsîVÙOÔÞàB×mØpÕ�÷bÙOàBÚEÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚmì

Ò.àXá�×mÚ%ÖB×rá�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ô	×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâ<� ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×�×mà�î Õyá�ÝßêpÕ�Ô	ëHÜB×�â0ÖB×màXá�ÔÞÙòÖBÙ�çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ
ÜBÚ�Õ�ÖBÙ[çbÙOÔ%à@¸OÚmâ<��çBÔÞ×måmÝßÚÞÙ�ïO×mÔÞÝkü2åpÕ�Ô%åmÜBÝßÖ2Õ�ÖBÙOÚ�Õ�Ûr×màXá�×�ëHÜB×�ÙOÚ%ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ%ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ%à2ñ�ÙòÖB×�ý
çb×màBÖ2Õ�Û"ÖB×	ÜBÛÿï�Õ�èßÙOÔEç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�Ô�×mÚÞåmÙOèßðBÝßÖBÙrç2Õ�Ô�Õ�Õ�÷bÙOÔÞÖ2Õ R̃ ì}û�Õ�Ô�Õr×mÚ�á�×�ü2Û�â2çbÙKÖB×�ýuÚÞ×�â2çbÙOÔ
×�O�×mÛrçBèßÙBâBÔÞ×mçb×�á�ÝßÔ�ÕrÕ�à*J�èßÝßÚÞ×�åmÙOÛ ÜBÛ Õs÷bÙOÔÞÖ2ÕsÛ Õ�ÝßÙOÔmì~ �R°�±m²^¤^©I´Y©	¯�©Y´Y°�§ ©	«ª¤^ ¯� ²^ U�©�?2©¥� ©�§ U�°�±m²^°�L�²^¤�¥h²�¥�´Y©	¬8©�¯�©£�ª¯�´Y °�§ L8²^¤^®¬8©	¬8©�±m²1/ ±`�ª©	°¶©��V/ ©�±��}¬8©�¯�©
°(�	v°�¤�¥4�,´��ª¤�¥4��½
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´E�©¤/� £ �  7 #µ º[�Xo8fhg8g�{pn�nYgu�{Èpxutv��j{»æf���t jpg8��jmi�¼ f��SÆæ�XwHz�{pnEqHj�Ææo�jpz�{pnEqXf0�ªnpi��X��f
η
�Kjmo�j��Kjmouxu�v���Xikjpg

qXf�lXo8np��np�Bnpi�tvfhguxut�o8f�wHnJ»ß�	jp��o8np�vnpwHg6fhg�ÆP½�outv�hnYg(¼,�¶�Xt�x8n]��jmouo8f�¸yjpqHjpg��X�hnp� ��jmoÇ¸yj
Zbare ∼

7500
fIo�jmtvn

a ∼ 52nm
~�º �hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn�qXf%g�jmi���npwHn��Yjmivf�wyx8fs½IlKjpgux�jmwyx8fIlKjmt5¹HjO�

cs = 10−6 �Ø»
κresa = 0.173

¼Þ�6qXfs��n�qXn��y�Hfrj�g8npi��Hz�{pn�fhgux�·��y�Kjpg8f%x8npx�jmi���f�wyx8f
qXf�tvnpwXtXÁ�jpqHjO~QÉ}g6����o8���XivnYg�g�{pn]nYg0�Bnpwyx8nYg�f(¹O�Bf�out���f�wyx�jmtvg5w �zy2{ ~

ã9ä	åRä1ã ç -65878),58)�èK/)�6587�è�-6F*'³é8A678=.-6F

ûRÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ:Ú�ñ�Ù�çbÙOèßõßÛr×mÔÞÙOÚ åmÙOÛ�ÓOÔÞÜBçbÙOÚRÝßÙOàBÝßê1JpïO×mÝßÚR×mÛ�ÚÞÜ2Õ¶ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�ëHÜB×}á�×màBÖB×mÛ
Õ ÖBÝßÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ô8ýuÚÞ×	×mÛ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×mÚ]çbÙOèæÕ�ÔÞ×mÚ � ¢�V��^ì�í0Û�ÓO×mÔ�Õ�è^âbÙOÚ.çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�Ú�ñ�Ù§+2×�O�õkïO×mÝßÚmâ:Û Õ�Ú
×�O�ÝßÚ�á�×mÛ Õ�èßÓOÜBàBÚ	ÖB×mèß×mÚIëHÜB× Ú�ñ�Ù�÷2Õ�Ú�áhÕ�àXá�× ÔÞõßÓOÝßÖBÙOÚmì�ûRÙOÔ	×�O�×mÛrçBèßÙBâ�Õ�ÖBÜBçBèæÕ�ð@�mèßÝßåm×�ÖB×�� Ø Ò
á�×mÛ ÜBÛÿåmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×�çb×mÔÞÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�âBëHÜB×^��ÕsÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ%à2ÕsëHÜ2Õ�è ÜBÛ çbÙOèßõßÛr×mÔÞÙIçbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ
åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙ�åmÙOÛrÙ¶ÜBÛ�÷2Õ�Ú�áhñ�Ù�ÔÞõßÓOÝßÖBÙBâYÖ2Õ.ÙOÔÞÖB×mÛ�ÖB×EX�W�WP�Iì�S*åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù¶ÖB×}çb×mÔÞÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ
ÖB×�ïO×rÚÞ×mÔ	åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�ÖBÙ�åmÙOÛôÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×Ý�.×m÷|O× ëHÜB×�âR×mÛôåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ�ü2ÚÞÝßÙOè4¸OÓOÝßåpÕ�Ú
ÖB×IÚ�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×y9 150 Û�ä>?�â*� κ−1 ∼ 8 �Iì Ø ×mÚ�áhÕ�Ú.åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚmâbÕo+2×�O�Ýß÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×]ÖBÙ�� Ø Ò
çbÙKÖB×[ÚÞ×mÔ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ö2Õ�åmÙOÛrÙ�ÜBÛ ÕMçb×mÔ�á�ÜBÔÞ÷2Õ�Øpñ�Ù ÝßÔÞÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�ì S�Ú�çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�ÔÞõßÓOÝßÖBÙOÚ
çbÙKÖB×mÛ�ÚÞ×mÔdÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÖBÙOÚ6çbÙOÔdç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�ÚmâyëHÜB×EÚ�ñ�Ù]×mÚ�á�ÜBÖ2Õ�Ö2Õ�Ú6ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyý
ÚÞ×sÕ�Ú.Ûr×mÚÞÛ Õ�Ú�îV×mÔÞÔ�Õ�Ûr×màXáhÕ�Ú.ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖ2Õ�Ú�àBÙ�àBÙOÚÞÚÞÙ�×mÚ�á�ÜBÖBÙ�ÖB×IÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ]åmÙOÛ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
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´E�©¤/� £ �  "£8µ ��np�]�Kjmo�jpz�{pn�f�wyxuo8f%n �hn�f ß ��tvf�wyx8fsnYgu�{Èpxutv�hn
β P/(Zbareρ) = Zeff/Zbare

��jmiv���XikjpqXn
jmxuo�jh��½hg]qXfIgut��¶�Xikjpz�v�fhg]qXf%� npwyx8f��djmouivn »æ���H¼��hnp��jp�y�Hf�ivf%nplXxutvqXn�qXn ��n�qXf�ivn qXn
Þªf�i�i�t��X�4o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXn%�Kjmo�j

Zbare = 40
f

η = 0.00125
»ß�Kjmouxu�v���XikjpgE�hnpivnptvqHjmtvgEfhg�ÆP½Þ�

outv��jpg��Xg8f���g�jmi:jpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼xw hzy2{ ~

åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ ×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmì�í0Ú�á�×mÚ�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ:çbÙKÖB×mÛ ÚÞÙ�îVÔÞ×mÔ,á�Ô�Õ�àBÚÞÝßØ)»K×mÚ,ÖB×6î Õ�ÚÞ×6àB×mÛyJyá�ÝßåpÕJ��×6×mÚÞÛL��á�ÝßåpÕJ�pì
û�Õ�Ô�Õ¶×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�ÚRÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�çb×mÔÞÝ4¸KÖBÝßåpÕ�ÚmâªÙ�îVÙOÔÞÛ Õ�èßÝßÚÞÛrÙ}ÖBÙ¶ÛrÙKÖB×mèßÙEÖ2Õ�åm×mèæÕ�çbÙKÖB×6ÚÞ×mÔ�Õ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙ� ¢�V��^ì Ø Ù@×màXáhÕ�àXá�ÙBâEç2Õ�Ô�Õ[÷2Õ�ÝUOBÕ�ÚsîVÔ�Õ�Ø)»K×mÚrÖB×�ïOÙOèßÜBÛr×�Õ@ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù0��ÖB×mÚÞÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õù×�â}×màXáhñ�ÙBâ
×mÚÞçb×mÔ�ÕªýuÚÞ×	ÙO÷�á�×mÔ�Ûr×mèßðBÙOÔÞ×mÚEÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚEåmÙOÛ Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì

S ç2Õ�çb×mèbîVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�è Ö2Õ�ÚEåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú}×màXá�ÔÞ×	Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú0×.ÙOÚ}åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÚÞÜBÔÞÓO×�Õyá�Ô�Õpï��mÚ�Ö2ÕI÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ4ÖB×D�.×m÷|O×]Ö2Õ�Ú}ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�çbÙOèßÝßõßÙOàKý
çbÙOèßÝßõßÙOàò×rÖ2Õ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙOÚ	çbÙOèßÝßõßÙOàBÚmì Ø Õ�èßÝká�×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�ÖB×rçbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚmâ Õ
Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ùr×màXá�ÔÞ×	çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�×	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ6�	åmÙOàBðB×måmÝßÖ2Õ�åmÙOÛrÙråmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù ÖB×%ä�Õ�àBàBÝßàBÓ � V"¢��
9VÙOÜùåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙòÖB×�ä�Õ�àBàBÝßàBÓyý\S�ÙOÚ�Õ1u�Õ�â�çbÙOÝßÚ}S�ÙOÚ�Õ1u�Õ � V"¢��6áhÕ�Û%÷��mÛÌÙO÷BÚÞ×mÔ�ïOÙOÜM×mÚ�á�×rîV×mà@æyý
Ûr×màBÙúÖB×òåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙMÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ-?�ì�ä�Õ�àBàBÝßàBÓM×mÚ�áhÕpï�ÕúÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�ÖBÙM×mÛ�ÖB×mÔÞÝkï�Õ�Ô�Õùèß×mÝ� ·R¥�k¥4� °0±ª°�¯9�h²^®¬�¥E¥4� «y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�,¬8©�§ ©�®´ª¥�5�,¬8 § / ±y´Y¤^®¬�¥4�,°(�V²���©�©�¤^ °�±m²�¥�´ª¥4��?p°�¯*¯2LÞ´Y®¥�?y¥�©E§ ©�±�>�©E´Y°H�ª¯E¥
«y¥�¤ ²^®¬��ª§®¥�¤�´Y ¤^°(����©y½� ·R¥Zk¥4� °d°(� ¯2L8²^®¬�¥}¥4�:«y¥�¤ ²1/®¬��ª§®¥4�:¬8©�§ ©�®´ª¥�5�:¬8 § / ±y´Y¤^®¬�¥4� ¥�«ª¤^°(� °�±m²�¥�¯ �ª¯E¥}©�¤�´Y°�¯M©�¤^ °�±m²�¥�¬8 ©�±y¥�§�´Y°d§ ©�±�>�©
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èßÝßÛrÝká�×t9V÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ-?�ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ	ÖB×rçbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚmâ:ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô]ø�ëHÜB×mèæÕ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ö2Õ
çbÙOÔL�.×m÷|O×�×qÆ:ÇBå-È�×mè}9'�DÆD?sç2Õ�Ô�Õ[×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚIÚÞÝßÛrçBèß×mÚq9 ïO×uó�Õ@ÚÞ×mØpñ�Ùp´�ì°VKì®¢�?�ìêZ¶Û ÕòåpÕ�Ô�Õ�å�á�×�ý
ÔÞõßÚ�á�ÝßåpÕ�Ú�Õ�èßÝß×màXá�× Ö2Õ�èß×mÝ}èßÝßÛrÝká�×sÖB×	�DÆ ��ëHÜB×�×mèæÕ�à2ñ�Ù�ÖB×mçb×màBÖB×�ÖB×�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚI×mÚÞçb×måmõkü2åmÙOÚ
ÖBÙ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙBâbåmÙOÛrÙ�Ù�ï�Õ�èßÙOÔ.ÖBÙ�ÚÞ×mÜ[Ô�Õ�ÝßÙBì�ûRÙOÔ�×�O�×mÛrçBèßÙBâ,Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕrç2Õ�Ô�Õ�÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚrÝ4æOàBÝßåpÕ�ÚT��ÜBÛ Õ�îVÜBàBØpñ�Ù[Õ�çb×mà2Õ�Ú�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕòÖBÙOÚsõßÙOàBÚmâ6Ö2Õ�á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�×�Ö2Õ
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙBìEä�Õ�àBàBÝßàBÓ�×màXáhñ�ÙrÚÞ×	ëHÜB×mÚ�á�ÝßÙOàBÙOÜ�ÚÞÙO÷BÔÞ×IÕs×�O�ÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�ÖB×	ÜBÛ Õsèß×mÝ èßÝßÛrÝká�×.åmÙOÛrÙ
×mÚ�áhÕrç2Õ�Ô�ÕsÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ�ÖB×�çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚmìRÒ îVÙOÔ�á�×]ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕs×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ}×
ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�î ÕpïOÙOÔÞ×måm×�Ù�Õ�åmöBÛ%ÜBèßÙ¶ÖB×mÚ�á�×mÚdà2Õ�Ú�çBÔÞÙ1O�ÝßÛrÝßÖ2Õ�ÖB×mÚRÖBÙOÚRçbÙOèßÝßõßÙOàBÚmì F ×màXáhñ�Ù�çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè
ëHÜB×�â2ç2Õ�Ô�ÕsÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚEÛ%ÜBÝká�Ù%ÖBÝßèßÜBõßÖ2Õ�ÚmâBÕIîVõßÚÞÝßåpÕ%Ö2Õ�ÚEÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ¶ÖB×]çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ6çb×mÔÞÛ Õ�àB×mØpÕ
Õ�ëHÜB×mèæÕ�ÖB×�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�ÓO×màXá�×mÚmâRç2Õ�Ô�Õ�ÙOÚ�ëHÜ2Õ�ÝßÚ�àB×màBðHÜBÛ Õ�èß×mÝdèßÝßÛrÝká�×	ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ
ÚÞ×mÔ¶×mÚÞçb×mÔ�Õ�Ö2Õ�ì
£ � É � £ �   � ����¡��/�"¡��)�*���@� �/�a� �*¡�¡��'¡/¤

M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔÞ×IÜBÛ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ¶ÖB×IÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�ÖB×IçbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚmìIS�Ú.çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�ÔÞõßÓOÝvý
ÖBÙOÚ6ÖB×�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ρ Ú�ñ�Ù	ÝßÖB×pÕ�èßÝßêpÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙ�åmÝßèßÝßàBÖBÔÞÙOÚ�ÖB×�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù L ×EÔ�Õ�ÝßÙ a 9 ïO×uó�Õ	Õ
ü2ÓOÜBÔ�ÕTVKì®¢$´?�ì�Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâH×mèß×mÚ0åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Û Zbare ÓOÔÞÜBçbÙOÚ0ÝßÙOàBÝßê1JpïO×mÝßÚmâXåpÕ�Ö2Õ]ÜBÛ4åmÙOÛ4åpÕ�ÔÞÓXÕ −q â
ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×.ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖBÙOÚ�Õ�ÙsèßÙOàBÓOÙIÖBÙs×mÝUO�ÙsçBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�èbÖBÙsåmÝßèßÝßàBÖBÔÞÙBì[S ÚÞÙOèkïO×màXá�×^��ÛrÙKÖB×�ý
èæÕ�ÖBÙ%åmÙOÛrÙIÜBÛ ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ	åmÙOàXá�õßàHÜBÙsÖB×.çb×mÔÞÛrÝßÚÞÚÞÝkïKÝßÖ2Õ�ÖB× ε ìzS�Ú}åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâ�ÖB×�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù
ρc = Zbareρ âTÚÞ×mÔ�ñ�Ù�á�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEçBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×mÚ�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ q ì}ûRÙOÔ¶ÚÞÝßÛrçBèßÝßåmÝßÖ2Õ�ÖB×�â
ï�Õ�ÛrÙOÚEàBÙOÚ�ÔÞ×mÚ�á�ÔÞÝßàBÓOÝßÔEø�ÚÞÝká�Ü2Õ�Øpñ�ÙsÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBìØ Ù[èßÝßÛrÝká�× ÖB×�÷2Õ�ÝUOBÕ�ÚsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚrçbÙKÖB×mÛrÙOÚsÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�ÔrÙ@åpÕ�Ô�Jyá�×mÔsÖBÝßÚÞåmÔÞ×�á�Ù@Ö2Õ[ÖBÝßÚ8ý
á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖB× åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙOÚIçbÙOèßÝßõßÙOàBÚ]×�â0×màXáhñ�ÙBâdåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ× ÜBÛ Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× èßÝßàB×pÕ�Ô	ÖB× åpÕ�ÔÞÓXÕ
ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×

λ0 = −Zbareq

L
≡ −λbareq . 9rVKì þOþ�?

Ò ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�ÛrÙOà@æOÛr×mÔÞÙOÚRåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙOÚ�ÚÞÜBåm×mÚÞÚÞÝkïOÙOÚ�Õ�Ù.èßÙOàBÓOÙ.Ö2Õ.åpÕ�ÖB×mÝæÕ¶ÖB×�çbÙOèßÝß×mèß×�á�Ô�¸yý
èßÝká�ÙOÚE�	Ö2Õ�Ö2ÕrçbÙOÔ b = 1/λbare ìES?çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,ÖB×	ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ùr×màXá�ÔÞ×IÜBÛ"åmÝßèßÝßàBÖBÔÞÙsÝßà�ü2àBÝkáhÕ�Ûr×màXá�×
èßÙOàBÓOÙsåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙr×�ÜBÛ åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOà	��Ö2Õ�ÖBÙrçbÙOÔ

ϕ(r) = −2λ0

ε
ln
(
r

r0

)
, 9rVKì þ�X�?
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+q

L lbareq-

a

´E�©¤/� £ �  "Ã8µ á��X�	j�gu�Hgu�Bf�wHg�{pnòqXf��Bnpi�tvf�ivf�xuo�Èpi�t�x8nYg�ou�X¸YtvqXnYg��EnYgs�Bnpi�t��vnpwHg�qXf��hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn
ρ
g�{pn

tvqXf�jmi�tXÁ�jpqXnYg��hnp��n���t�i�t�wHqOo8nYg�qXf%�hnp�]�Xout���f�wyx8n
L
fIo�jmtvn

a
~xº?qXf�wHgutvqHjpqXf%i�t�wHf�jmo]qXf

��jmoÇ¸yj��XwXt5Æ npou��f�½EqHjpqHj��Bnpo −λbareq = −Zbareq/L
~

ÙOàBÖB× r ��Õ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�×mÛ ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�ÙòÕ�Ùò×mÝUO�ÙòçBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è�ÖBÙòåmÝßèßÝßàBÖBÔÞÙ�× r0 ��ÙòçbÙOàXá�ÙòÙOàBÖB×�Ù
çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è/�	×mÚÞåmÙOèßðBÝßÖBÙ Õ�ÔÞ÷BÝká�Ô�Õ�ÔÞÝæÕ�Ûr×màXá�×]åmÙOÛrÙrêm×mÔÞÙBì�Ò�îVÜBàBØpñ�Ù ÖB×Iç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙrÖB×	ÖBÙOÝßÚ¶åmÙOÔÞçbÙOÚ
çbÙOèßÝßõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàL� � ¢�V��

ξ = L
∫ Rp

a
e−β qϕ(r)d2r = πL r2

0

(Rp/r0)
2−2Λ − (a/r0)

2−2Λ

1 − Λ
, 9rVKì þ·?

ÙOàBÖB× Rp �.Õ	ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÛyJ�O�ÝßÛ Õ�à2Õ	ëHÜ2Õ�èbÜBÛ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàrçbÙKÖB×.Õ�ÝßàBÖ2Õ�ÚÞ×mÔ}åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙIèßÝßÓXÕ�ÖBÙ
Õ�Ù�çbÙOèßÝßõßÙOà ì<S�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙsÖB×Iä�Õ�àBàBÝßàBÓL�]ÖB×�ü2àBÝßÖBÙråmÙOÛrÙ

Λ ≡ |qλ0|
ε k T

= λbare`B . 9rVKì þ�º�?
Ò ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�èÝ9rVKì þ·? çb×mÔÞÛ Õ�àB×måm×òü2àBÝkáhÕMç2Õ�Ô�Õúá�ÙKÖBÙOÚ�ÙOÚ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�ÖB× Λ ì í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâ

ä�Õ�àBàBÝßàBÓ�çb×mÔÞåm×m÷b×mÜ ëHÜB×¶ÚÞ×¶Õ]èß×mÝBèßÝßÛrÝká�×�×�O�ÝßÚ�á�ÝßÚÞÚÞ×�âKÕ�Ú0îVÜBàBØ)»K×mÚ0á�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�Ú�ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ�Û4ÚÞ×mÔ
ÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×mÚEÖBÙsÔ�Õ�ÝßÙ	ÖBÙ%çbÙOèßÝßõßÙOà ì Ø Ù%×màXáhÕ�àXá�ÙBâ�ÚÞ×.ü2êm×mÔÞÛrÙOÚ a = 0 âBÕIÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�èTà2ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì þ·?�ÖBÝkïO×mÔÞÓO×�ç2Õ�Ô�Õ Λ → 1− ì6ä�Õ�àBàBÝßàBÓ�ÝßàXá�×mÔÞçBÔÞ×�á�ÙOÜr×mÚ�áhÕ�ÖBÝkïO×mÔÞÓOémàBåmÝæÕ�åmÙOÛrÙ]ÜBÛ�ÝßàBÖBÝßåpÕyá�ÝkïOÙ
Ö2Õ.åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù]ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�a�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�Ú�åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞÝßêpÕ�ÖBÙOÚ�çbÙOÔ Λ > 1 Ú�ñ�Ù�ÝßàBÚ�á-JpïO×mÝßÚmâOèßÙOÓOÙ¶ÜBÛ
àHöBÛr×mÔÞÙ�ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×%ÖB×IåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ.åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Ô�J àBÙ�çbÙOèßÝßõßÙOà�ç2Õ�Ô�ÕrÔÞ×mÖBÜBêmÝßÔ.ÚÞÜ2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ Õyá��IëHÜB×
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×mèæÕrÚ�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ØpÕrÕråmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù ÖB×I×mÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB× Λ < 1 ì¶û�Õ�Ô�Õ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ¶ÖB× Λ > 1 ×mèß×	×màXáhñ�Ù�ÚÞÜBç�æOÚ
ëHÜB× n åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Û àBÙIçbÙOèßÝßõßÙOà�ÔÞ×mÖBÜBêmÝßàBÖBÙIçBÔÞÙOçbÙOÔÞåmÝßÙOà2Õ�èßÛr×màXá�×EÚÞÜ2ÕIÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×.ÖB×
åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖB× λ0 ç2Õ�Ô�Õ

λn = λ0
Zbare − n

Zbare
. 9rVKì þ¹?

û�Õ�Ô�Õ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÔIÙ�àHöBÛr×mÔÞÙ n ÖB× åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ	åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmâ�ä�Õ�àBàBÝßàBÓ�çbÙOÚ�á�ÜBèßÙOÜùëHÜB×�âdç2Õ�Ô�Õ
Λ > 1 âTÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õq9V×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ÕråmÙOÛrÙ�Ù�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ�ÖB×Iä�Õ�àBàBÝßàBÓ�?

Λeff ≡ |qλn|
εkT

9rVKì þ?
Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�×mÛ

Λeff = 1 . 9rVKì°X�W?
=K×sÕ ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×%ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ Λeff îVÙOÔ.Ü�á�ÝßèßÝßêpÕ�Ö2Õ�à2Õ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù~9rVKì þ·?�àBÙ�èßÜBÓXÕ�Ô¶Ö2Õ ÖB×màKý
ÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙòçbÙOèßÝßõßÙOà Λ ëHÜ2Õ�àBÖBÙ Λ > 1 â6Õ�îVÜBàBØpñ�Ù[ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�çbÙOèßÝßõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOà
çb×mÔÞÛ Õ�àB×måm×sü2àBÝkáhÕ�ìIÒ�á�Ô�Õpï��mÚ	Ö2Õ�Ú]×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ�9rVKì þ?¶×q9rVKì°X�W?.çbÙKÖB×�ýuÚÞ×sÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ô�Ù�àHöBÛr×mÔÞÙ
ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ

n∗ =






Zbare

(
1 − 1

Λ

) ç2Õ�Ô�Õ Λ ≥ 1

0 ç2Õ�Ô�Õ Λ < 1.

Z¶Û ÕrïO×mê�ëHÜB× n∗ �sÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙBâ Õ�Ú]ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ.îVÜBàBØ)»K×mÚ�á�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�Ú�çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ
åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú6î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×�ì Ø Ù%åpÕ�ÚÞÙIÖB×.ÜBÛ ÛrÙKÖB×mèßÙ�Û Õ�ÝßÚ6ÔÞ×pÕ�èßõßÚ�á�ÝßåmÙBâXåmÙOÛ�ÜBÛ Õ	ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ]ü2àBÝkáhÕ
ÖB×%ÛyJ�O�ÝßÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâbÕråmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù ÖB×%ÝßàBÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB× Λ > 1 �Iï�J�èßÝßÖ2Õ�Õ�çb×mà2Õ�Ú.àBÙ�èßÝßÛrÝká�×
ÖB×EåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�êm×mÔÞÙ � V"¢��^ì<M}ÙOÛ�ÝßÚÞÚÞÙBâHÕ�ÝßàBÚ�áhÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB× ��Õ�çBÔ�¸OçBÔÞÝæÕ.èß×mÝ�èßÝßÛrÝká�×�ì�S�Ú0ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
ÛL¸YïO×mÝßÚEà2ñ�Ù�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ�çbÙKÖB×mÛÿÚÞ×mÔEá�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛ Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù%ÖB×^�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè � V"¢��
9 ïO×uó�Õ[Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù~´�ì°VKì®¢�?�ì�Ò åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù[ÖB×�ä�Õ�àBàBÝßàBÓ�áhÕ�Û%÷��mÛ ÙKåmÙOÔÞÔÞ×�à2Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕòÖB×�Ú�Õ�è
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ � V�VKâ³·�·��^ì
£ � É � £ � £ � ��¨'�n�©��¡��}��'¨n�'¡��/���'�����

Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâdï�Õ�ÛrÙOÚ	ÙO÷�á�×mÔsÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×�Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙòÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚ8ý
çb×màBÚ�ñ�Ù ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙ Õ�Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ	ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖ2Õ Õ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔ8ý
Ûr×màXá�×�ìtM}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔÞ×mÛrÙOÚ�ÝßÛrçBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×IÜBÛÌÕ�èßÝßàBð2Õ�Ûr×màXá�Ù�×màXá�ÔÞ× ÙOÚ�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚmâ
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Û Õ�Ú�ÚÞ×mÛÌÙOÔÞÖB×mÛôçbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�è^ìÝS�Ú�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ]ÖB×màXá�ÔÞÙ�Ö2Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙ>P�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ%ÚÞ×mÔ�ñ�ÙråmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�ÖBÙOÚEåmÙOÛ"Õ�ëHÜB×mèß×mÚ�ÖBÙrÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EMí9 ïO×uó�Õ�ÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×�Ò�?�ì

M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔÞ×mÛrÙOÚrçbÙOèßÝßõßÙOàBÚ%åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚsÝßà�ü2àBÝká�ÙOÚ�åmÙOÛÈÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ@àB×�ý
ÓXÕyá�Ýkï�Õ −λbareq 9 λbare > 0 ?�ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙ ×mÛ ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ.×mÚ�á�×mÚ�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�îVÙOÔÞÛ Õ�Û!×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�Ú
ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�Ú}çbÙOÔ6ÜBÛ Õ�î Õ�ÚÞ×�àB×mÛyJyá�ÝßåpÕ�ì[�.×¶ÛrÙKÖBÙ�Õ�à*J�èßÙOÓOÙ�Õ�Ù	åpÕ�ÚÞÙ	ÖB×¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚdåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmâ2à@¸OÚ�üvOBÕ�ÛrÙOÚEÜBÛ Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOèßÝßõßÙOàrÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ a à2ÕsÙOÔÞÝßÓO×mÛ ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%ÖB×]åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú
×�ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÛrÙOÚ%Ù�×�îV×mÝká�Ù�ÖBÙOÚ%ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ	çbÙOÔ	ÜBÛÌîVÜBàBÖBÙ�ðBÙOÛrÙOÓOémàB×mÙ�åmÙOÛ ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× èßÝßàB×pÕ�Ô
ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ −λbackq 9 λback > 0 ?�ìLS çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ�ÖBÙ�çbÙOèßÝßõßÙOà
Û Õ�ÔÞåpÕ�ÖBÙq�rÖ2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì°V�X�?�ì��.×rÛrÙKÖBÙ�ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô]ø�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì ´�·?�ç2Õ�Ô�Õ�Ù�åpÕ�ÚÞÙ
×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙBâOÙO÷�á�ÝkïO×mÛrÙOÚ�Õ¶×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà	ç2Õ�Ô�Õ¶çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ,åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚ,àHÜBÛ Õ¶ÚÞÜBÚ8ý
çb×màBÚ�ñ�ÙIÚÞ×mÛ�Ú�Õ�èTÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙy9VÚÞ×mÛ�åmÙOõßÙOàBÚ-?�âXëHÜB×¶×mÛ�åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú�×¶à2Õ�Ú0ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mÝßÚ
Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�ÝßÚ}á�×mÛ"Õ%îVÙOÔÞÛ Õ

d2φ

dr̃2
+

1

r̃

dφ

dr̃
= 4η λback`B

(
1 − e−φ

)
. 9rVKì°X"¢�?

Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâ�Õ�îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB× ïOÙOèßÜBÛr×�ÙKåmÜBç2Õ�Ö2Õ�çb×mèßÙOÚ%çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ^� η = πa2 n
2D
â0ÙOàBÖB× n

2D
��Õ

ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]ÛL�mÖBÝæÕ%ÖBÙOÚEçbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�9VàBÙ�çBèæÕ�àBÙsçb×mÔÞçb×màBÖBÝßåmÜBèæÕ�ÔEÕ�Ù�×mÝUO�Ù�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è�?�ì
Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ

φ→ 0 , ç2Õ�Ô�Õ r̃ → ∞ 9rVKì°X�V�?
dφ

dr̃
= 2λbare`B , ç2Õ�Ô�Õ r̃ = 1. 9rVKì°X�´?

Ø Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°X"¢�?�â�îVÙOÝ ÜBÚ�Õ�Ö2ÕrÕsåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�ÓOèßÙO÷2Õ�è
n0

+q e
−φ∞ = λbackq n2D , 9rVKì°Xyþ�?

åmÙOÛ Õ�×mÚÞåmÙOèßð2Õ φ∞ = 0 ì	SÿÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×��.×m÷|O× κ �rÖ2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì°V�º�?�â,åmÙOÛrÙ�àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ�ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙBì Ø Ù�×màXáhÕ�àXá�ÙBâRÕ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�9rVKì°Xyþ�?�î Õ�êsåmÙOÛôëHÜB×
×mèß×	Õ�ÖBëHÜBÝßÔ�Õ�Õ%îVÙOÔÞÛ Õ (κa)2 = 4ηλback`B ì

S ÛL��á�ÙKÖBÙ.àHÜBÛL�mÔÞÝßåmÙ.×mÛrçBÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙ�ç2Õ�Ô�Õ.ÔÞ×mÚÞÙOèkïO×mÔd×mÚ�á�×�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ¶ÖB×�ï�Õ�èßÙOÔRÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ
� ÝßÖBémàXá�ÝßåmÙ�ø�ëHÜB×mèß×rÜBÚ�Õ�ÖBÙ�àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙBâ�ÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÖBÙ�à2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù~VKì þBì®¢Oì�Ò èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù�Ö2Õ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùê9rVKì°X"¢�?	×mÛ á�ÙOÔÞàBÙòÖB× φ∞ ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àHÜBÛ Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù[ÖB×	Æ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê�âdåmÜªó�ÕòÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù>�
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Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
φ(r̃) = φ∞ − 2λeff`B

K0(κa r̃)

κaK1(κa)
, 9rVKì°X�X�?

ÙOàBÖB× K0 × K1 ÖB×màBÙ�áhÕ�Û Õ�ÚIîVÜBàBØ)»K×mÚ%ÖB×	²}×mÚÞÚÞ×mè�ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Ö2Õ�Ú	ÖBÙ�ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙ�á�ÝßçbÙ�ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ
êm×mÔÞÙ@×�ÙOÔÞÖB×mÛÈÜBÛ�â6ÔÞ×mÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ìêZ�á�ÝßèßÝßêpÕªýuÚÞ× àBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�Ù@Ûr×mÚÞÛrÙ[ÔÞ×mëHÜB×mÔÞÝßÛr×màXá�Ù[ÖB×
åmÙOàBÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ Ö2ÕrÚÞ×mØpñ�ÙtVKì ´�×�âb×màXáhñ�ÙBâbÝßÛrç�»K×�ýuÚÞ×�ëHÜB× λback = λeff âbÙOàBÖB×%Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×IèßÝßàB×pÕ�Ô
ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�â λeff â*�	ÙO÷�á�ÝßÖ2ÕsàBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�ÖBÙråmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�ÙrÕ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú�Ö2Õ
ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×	û ² åmÙOÛ åpÕ�ÔÞÓXÕsÖB×]îVÜBàBÖBÙ λback â2Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°X�X�?�ì

û�Õ�Ô�Õ[ÙùÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ[åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙBâ6Õ�ÚråpÕ�ÔÞÓXÕ�Úr×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×�ÙOÚrÛrÙKÖB×mèßÙOÚ
û ²EM?×yP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�Ú�ñ�Ù�åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ú]à2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕqVKì®¢pþ�àBÙ�ÔÞ×mÓOÝßÛr×sÖB×�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù
9 Õ?�âbÙOàBÖB× λbare �IÛ%ÜBÝká�Ù�ÓOÔ�Õ�àBÖB×	9 îVÙOÔÞÛ Õ�èßÛr×màXá�× λbare → ∞ ?�âb×	ç2Õ�Ô�Õ λbare`B = 1 9V÷7?�ì¶í0Û
Õ�Û%÷bÙOÚEÙOÚEåpÕ�ÚÞÙOÚmâBà@¸OÚ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�ÜBÛ ÖB×mÚ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�ÚÞÜB÷BÚ�áhÕ�àBåmÝæÕ�è ×màXá�ÔÞ×	Õ�ÚEåpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚE×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ÖBÙOÚ
ÖBÙOÝßÚ6ÛrÙKÖB×mèßÙOÚmìdûRÙOÔ6ÙOÜ�á�ÔÞÙ	èæÕ�ÖBÙBâXàBÙ	ÔÞ×mÓOÝßÛr×EÖB×¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú λbare Û%ÜBÝká�Ù]çb×mëHÜB×mà2Õ�Ú�9 λbare`B � 1 ?�â
ÙOàBÖB×[ÙOÚ�×�îV×mÝká�ÙOÚ�à2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ�à2ñ�Ù�×mÚ�áhñ�Ù�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×mÚmâ�Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�åmÙOÝßàBåmÝßÖB×mÛ 9Và2ñ�Ù
ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ÖBÙ�?�ì�� Ûr×mÖBÝßÖ2Õ�ëHÜB×}ÙOÚ�×�îV×mÝká�ÙOÚRà2ñ�Ù.èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ�ç2Õ�ÚÞÚ�Õ�Û?Õ¶×mÚ�áhÕ�Ô�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×mÚ69 λbare`B ≥ 1 ?�â
Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ÖBÙOÚ�ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ¶×mÛ ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù�åmÙOÛr×mØpÕ�Û Õ�ÖBÝkîV×mÔÞÝßÔ}9VëHÜB×}�%Ù�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×sÕ�Û%÷bÙOÚ
ÙOÚ�ÓOÔ�Jyü2åmÙOÚ�Ö2Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì®¢pþ�?�ì

Ò.çb×mÚ�Õ�Ô�Ö2ÕMÖBÝkîV×mÔÞ×màBØpÕMà2Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Úmâ�ÕMåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù ÖB×@ä�Õ�àBàBÝßàBÓyý\S�ÙOÚ�Õ1u�Õ� V"¢Oâ³V�V��^â�ëHÜB×��]ÜBÛ Õ%åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåpÕI÷*J�ÚÞÝßåpÕ%Ö2Õ%×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕI×mÛbV��Iâ@�]åmÙOÛrç2Õ�Ô�á�Ýßèßð2Õ�Ö2Õ�çb×mèßÙOÚ
ÖBÙOÝßÚdÛrÙKÖB×mèßÙOÚR×mÛ?ëHÜB×mÚ�áhñ�ÙBì�� Ûr×mÖBÝßÖ2Õ¶ëHÜB×�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�Ö2Õ�Údç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú
ÖBÝßÛrÝßàHÜBÝ�9 η → 0+ ?�â�Õ�ÚsåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ús×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚsÚÞ×�á�ÙOÔÞà2Õ�Û ÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×mÚrÖ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕòëHÜBõßÛrÝßåpÕ�ÖBÙ
çbÙOèßÝßõßÙOà âpÚÞ×mÛrçBÔÞ×�ëHÜB× λbare ×�O�åm×mÖB×mÔ�Ù¶èßÝßÛrÝæÕ�ÔbåmÔÞõká�ÝßåmÙ 1/`B ì�í0Ú�áhÕ¶åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåpÕE�6ÝßèßÜBÚ�á�Ô�Õ�Ö2ÕEà2Õ
ü2ÓOÜBÔ�ÕDVKì®¢�XKì Ø Ù�çBèæÕyá�æ�ÖB×}Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙBâ�×}àBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�ç2Õ�Ô�Õ η → 0+ âyá�×mÛrÙOÚRëHÜB× λeff`B ' 0.47 â
ÜBÛÿï�Õ�èßÙOÔ�ëHÜB×	ÚÞ×mÔ�J�ÔÞ×�ü2à2Õ�ÖBÙ ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßÔmì

û�Õ�Ô�Õ ÜBÛ Õ Õ�à*J�èßÝßÚÞ×	Û Õ�ÝßÚ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝkáhÕyá�Ýkï�Õ�âTï�Õ�ÛrÙOÚ¶åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Ô.Õ�Ú¶îVÙOÔÞÛ Õ�Ú�îVÜBàBåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚ¶Ö2Õ�Ú
åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú ×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚråmÙOÛ�Õ@åpÕ�ÔÞÓXÕ@ëHÜBõßÛrÝßåpÕòÖBÙúçbÙOèßÝßõßÙOàM×�Õ@ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�âEç2Õ�Ô�Õ@ÙOÚrÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�×mÛ
ëHÜB×mÚ�áhñ�ÙBì Ø Ù@û ²EM.â6ÕòåpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�ÕòçbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Õ�à2Õ�èßÝká�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�â0×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù@ëHÜB×
àBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛÈÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ@×mÚ�áhÕúÝßà�îVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�ÙùçbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�Õ�åm×mÚÞÚ�Õ�Ö2ÕMàHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ì�û�Õ�Ô�Õ
ÝßÚÞÚÞÙBâ:ï�Õ�ÛrÙOÚ¶åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô�ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåmÙOÚ � V�·�â�XyþE�dÙOàBÖB×%Ù�å1J�èßåmÜBèßÙ Ö2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ
àBÙúÛrÙKÖB×mèßÙ@û ²EMÿÚÞ×mÓOÜB×�Õ@Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ�ÖB×�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ~�%��
�3^] � ¢$��}9 ïO×uó�ÕùÙúÕ�çbémàBÖBÝßåm×�Ò�?�â
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(a) (b)

lbarelB
=1

lbare

8

ì9í	îAïHð8ïn���Aò£ó ô0ö�÷Çø�ö�ù(úPù�ûÇüXý�öVù�þ3ú��������	�k
ÝöHú ÷�ö	���	��
�ù=ý7�	�"��þ{ù�
�ù���ûÇ÷!��
��z��þ��J
�ù����z�����u�xù���ù��"�Xü"��þ
÷�ù����`÷Çþ£ö��Xü",4ö	
����I���£÷�ù�ø�üXþ{ù#
�ù���ö�û���÷�ö	���	�'�	��
�ù

λbare → ∞ �Pö7�Zù��ö�÷�ö λbare`B = 1��$[���.ó��!�	�"�����	�{ô��	��û!��þ��ö�÷Çû��Tô����^ö	�Vô��	���`ü�
Ýö�ü���ô�ü"�"�"��
�÷ÇüTô0ö	������ù�þ���ö���ö	
�üTô�ü��	��ö	
����
C�@�U�L):?>�HJF)A)9(@�=

λeff`B =
1

2
κ2

PBa
2R̃{I1(κPBaR̃)K1(κPBa)

− I1(κPBa)K1(κPBaR̃)} , O�`3bs�Jc S
9%F)A)@

I1
A)@�F)9J>�HgH;QRL)F)�	�J9_A)@� k@�U�U�@�:k=(93A)<?]IG	HJAIH�A)9gN)C�<�=(@�<�C�9�>�<�N69;A)@+9%C�A)@�=¡L)=;b;¢xK�L)<

R̃ ≡ η−1/2 W�9'C�HJ<�9£AIH¤G�@�:�H¤A)@5¥§¦(@ κPB
W�9'<�F�B%@�C�U�9YA)9'G�9%=(N)C�<�=(@�F�>�9£A)@#¨�@�X�©%@#A)@2]IF)<�A)9

FIH*@�K�LIHJ�	�J9ªO�`3b?«z¬ S�T K�L)@YN693A)@¤U�@�C#G	HJ:�G�L):�HJA)9+@�[N):�<�G�<?>�HJ=(@�F�>�@¤AIH*U�9%:�L)�	�J9�HJFIHJ:�M?>�<�G	HVA)@�® ¯%¯J°O�B%@!±�HV9+HJN6E�F)A)<�G�@#¢ S b¢�N6²%U£HJ:�D%L)=+H�fJ:�D%@�X)C�H T @�F)G�9%F�>�C�HJ=(9%U£9%U#>�@�C�=(9%U�A)@V9%C�A)@�F)U£A)9%=(<�FIHJF�>�@�U�FIH�A)@�F)U�<�\AIHJA)@�NIHJC�H
λbare > 1/`B

λsat
eff`B

η→0+

∼
√

2

2
I1(

√
2) + π2 I0(

√
2) +

√
2I1(

√
2) + I2(

√
2)

(2ν − ln η)2
,

O�`3bs�%³ S
9%F)A)@

ν = λbare/(λbare − 1/`B)
b;d4X)U�@�C0B%@*K�L)@+9;>�@�C�=(9;A)9%=(<�FIHJF�>�@ √

2I1(
√

2)/2 ' 0.63A)<?QR@�C�@5A)9£BJHJ:�9%C�@�F)G�9%F�>�C�HJA)9'F)9Y´J@�:�:�<�L)=µC�@�F)9%C�=+HJ:�<�¶	HJA)9(O ' 0.47 T B%@!±�H'H�]ID%L)C�H¤`3b?«7� S b�¢�:�W�=
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λbarelB
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λbarelB
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0
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λ ef
fl B
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´E�©¤/� £ �  "Ë8µ º���jmoÇ¸yj�f(Æ f�xut��Yj.f���Ææ�XwHz�{pn�qHj���jmoÇ¸yj.�y�X���]tv��j�qHj¶�Kjmouxu�v���Xikj��hnpivnptvqHjmib��t�i���wHqOoutv��j.�Kjmo�j
qOt5Æ f�o8f�wyx8fhg��Yjmivnpo8fhgEqHj£Ææo�jpz�{pn%qXf.�ªnpi��X��f�wHnI��n�qXf�ivnsqXnÅÞªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnX~,É
¸Yo�· ß �hn%t�wyx8f�ouwHns��nYguxuo�j%�X�	jsjm�]�Xi�tkjpz�{pn�qXnÅ¸Yo�· ß �hns�Xout�wH��t��Kjmi�wHn%o8f�¸Yt���f]qXf]��jmoÇ¸yjpg
�Bfh�y�Hf�wKjpg�~§Â�gux8f%�hf�w�·moutvn�½If(¹Hjmx�jm��f�wyx8f�jp�y�Hf�ivfIqHj �hnpwHqXf�wHg�jpz�{pn�qXf%�hnpwyxuo�jm�vnpwHg]qXf
��jmwXwXt�w�¸p��É}nYg�j�·djO���y�HfEn��hnpouo8fEwHn���n�qXf�ivn�qHj]�hf�ikjO~

ÖBÝßÚÞÚÞÙBâTÕ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°X�º�?6áhÕ�Û%÷��mÛÿÚÞÜBÓO×mÔÞ×�ÜBÛ ÕIîVÙOÔÞÛ Õ%ÖB×�ÕYóÞÜBÚ�á�×�ç2Õ�Ô�ÕsÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ.Ù�çBèæÕyá�æ%ÖB×
Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙràBÙ�ÔÞ×mÓOÝßÛr×�ÖB×	÷2Õ�ÝUOBÕ�ÚEÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖBÙrÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ

λsat
eff`B

η→0+

∼ A+
B

(C − ln η)2
. 9rVKì°X�¹?

Ò Õ�çBèßÝßåpÕ�÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×0ÖB×mÚ�áhÕ�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù^��ÝßèßÜBÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õ¶à2Õ.ü2ÓOÜBÔ�Õ�VKì®¢$·�âOÙOàBÖB× A â B × C Ú�ñ�Ù]×�OKá�Ô�Õ�õßÖBÙOÚ
Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùp9rVKì°X�º�?¶ç2Õ�Ô�Õ�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EM.â,×sÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ�Õyá�Ô�Õpï��mÚ	ÖB×sÜBÛÌÕYóÞÜBÚ�á�×�ÖBÙOÚ�Ö2Õ�ÖBÙOÚ�àBÙ
ÛrÙKÖB×mèßÙùÖBÙ�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì í0Ú�á�×òÓOÔ�Jyü2åmÙMåmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×òÕ�ÙúèßÝßÛrÝká�×�ÖB×�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù
9 λbare → ∞ ?R×�îVÙOÝKáhÕ�Û%÷��mÛ�ïO×mÔÞÝkü2åpÕ�ÖBÙ�ëHÜB×�×�O�ÝßÚ�á�×EÜBÛ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ]ÝßÓOÜ2Õ�èßÛr×màXá�×}÷bÙOÛ?ç2Õ�Ô�Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú
Û%ÜBÝká�Ù�Ûr×màBÙOÔÞ×mÚmâ�åmÙOÛrÙ�çbÙOÔ�×�O�×mÛrçBèßÙ λbare`B = 4 ì Ø ¸OÚ�×màXáhñ�Ù�åmÙOàBåmèßÜBõßÛrÙOÚ]ëHÜB×rÕ�Û%÷bÙOÚ�ÙOÚ
ÛrÙKÖB×mèßÙOÚI×mÛ ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù[Ú�ñ�Ù[ÖB×mÚÞåmÔÞÝká�ÙOÚsçb×mèæÕ�Ûr×mÚÞÛ Õ�èß×mÝ}èßÝßÛrÝká�×�×mÛ ÷2Õ�ÝUOBÕ�ÚsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚmâ�çb×mèßÙ
Ûr×màBÙOÚ¶Õ�åmÝßÛ Õ%ÖBÙ�èßÝßÛrÝæÕ�Ô�ÖB×�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙBìF ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�àXá�×.Õ�à2Õ�èßÝßÚ�Õ�ÔÞÛrÙOÚ�áhÕ�Û%÷��mÛ4Õ�×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Ö2Õ�ì Z¶Û Õ]Ûr×mÖBÝßÖ2Õ]ÜBÚÞÜ2Õ�è
Ö2Õ�×mÚÞçb×mÚÞÚÞÜBÔ�Õ[Ö2Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ�ÖB×�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù~� îVÙOÔÞàB×måmÝßÖ2Õ�çb×mèßÙ�Ô�Õ�ÝßÙ�ÖB×�ä�Õ�àBàBÝßàBÓ RM

� ·X��^â
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´E�©¤/� £ �  "Í8µ º���jmoÇ¸yj�f(Æ f�xut��Yj6f��3Ææ�XwHz�{pn}qHjQÆæo�jpz�{pn}qXf��ªnpi��X��fR�Kjmo�j�nYgb��n�qXf�ivnYg¸t��6�Ï» ◦ ¼Tf=Þªf�i�i�t��X�o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXn¥»R¹9¼bwHn�o8f�¸Yt���f6qXf0g�jmxu�Xo�jpz�{pnX�
λbare → ∞ »�¸ªfhnp��f�xuoutkjE��t�i���wHqOoutv��jO��g8f��

g�jmi�jpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~8á}n0��n�qXf�ivnut��6�}��nYgT�Kjmo�Êm��f�xuo8nYg
A ' 0.63

�
B ' 30.91

f
C = 2

g�{pn
f(¹Oxuo�jm�vqXnYg�qHj�fh�y�Kjpz�{pn§»�hO~ i7º�¼Þ�Kf�wH�y�Kjmwyx8nI�y�HfEwHn]��n�qXf�ivn	qXn£Þªf�i�i�t��X�?o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXn
f�ivfhg}g�{pn	nplXxutvqXnYgEjmxuo�jh��½hg�qXf¶�X�4j2»��Hgux8f¶qXnYg�qHjpqXnYg���g8f�wHqXn

A ' 0.471
�
B ' 16.87

f
C ' 0.843

~

ëHÜB×�îVÙOÝ6ÔÞ×måm×màXá�×mÛr×màXá�×�ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖBÙòàBÙ�èßÝßÛrÝká�×sÖB×�ÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù�Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�× ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚIåmÙOÛ
çbÙOÜBåmÙ�Ú�Õ�è � V�VKâ-·�·��^ìq�.×�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ Õ�èß×mÝ6ÖB×t]�Õ�ÜBÚÞÚmâ0Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Ö2Õ�çbÙOÔIÜBàBÝßÖ2Õ�ÖB×rÖB×
åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù Q(r)q ×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ�ÖB×�ÜBÛ çbÙOèßÝßõßÙOà åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙ}�]Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ

Q(r)`B = −rφ
′(r)

2
. 9rVKì°X�?

ÒMîVÜBàBØpñ�Ù Q(r) á�×mÛ ÜBÛ çbÙOàXá�Ù�ÖB×0Ýßà!+2×�OBñ�Ù¶×mÛ r = RM âªëHÜ2Õ�àBÖBÙ¶ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ¶ÓOÔ�Õyü2åpÕ�Ûr×màXá�×
×mÛ4îVÜBàBØpñ�Ù	ÖB× log r ì0í0Ú�á�×:��×�OBÕyáhÕ�Ûr×màXá�×¶Ù	çbÙOàXá�Ù	ÙOàBÖB× Q(RM )`B = 1 9 ïO×uó�ÕIÕ]ü2ÓOÜBÔ�ÕNVKì®¢�º�?�ì

í0ÚÞçb×mÔ�ÕªýuÚÞ×�ÜBÛôåmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù�ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô.ç2Õ�Ô�Õ�Ù�P�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�Ö2Õ�ÖBÙ�ëHÜB×�â
à2Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛrÝßÖ2Õ�ÖB×%Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú.Û%ÜBÝká�Ù�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úy9 λbare`B > 1 ?�âRÕ
ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙIÖB×]åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ^9VèæÕ�ÔÞÓXÕ�Ûr×màXá�×¶ÖBÙOÛrÝßà2Õ�àXá�×$?6à2ñ�ÙsÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ%ÚÞ×mÔEÚÞ×màBÚÞõkïO×mè�ø%ÖBÝkîV×mÔÞ×màBØpÕ
×màXá�ÔÞ×�ÜBÛ?îVÜBàBÖBÙ�ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×�ÖB×EåpÕ�ÔÞÓXÕ�âXåmÙOÛrÙ]àBÙ]åpÕ�ÚÞÙ	ÖBÙNP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâ�×EÙOÚ0åmÙOõßÙOàBÚmâ
åmÙOÛrÙ�à2Õ á�×mÙOÔÞÝæÕ ÖB×�û ² åmÙOÛ�ÜBÛ Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ü2àBÝkáhÕ�ÖB×%Ú�Õ�è0Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ � V�V��^ì}S�ÓOÔ�Jyü2åmÙ
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´E�©¤/� £ �   Ð µ º��Kjmouxu�v���Xikj��hnpivnptvqHjmib��t�i���wHqOoutv��j�lKjpgux�jmwyx8f¶��jmouo8f�¸yjpqHjo»
b < `B

�Xnp�rfh�y�Xt��Yjmivf�wyx8f���f�wyx8fY�
Λ = λbare`B > 1

¼¶jmxuo�jmt��X�	jr��jm�	jpqHjrqXf	�hnpwyxuo�jm�vnpwHg]qXfIfhgu�Bfhg8gu�Xo�j
RM

�y�Hf�wHf�ikj
�hnpwHqXf�wHg�jm��~Sº���jmoÇ¸yj�i��v�y�XtvqHj

Q(r)`B
j��X�	j�qOtvgux�ÊmwH��tkj

r
qXn��hf�wyxuo8nòqXn��Bnpi�t��vnpw

qXfh��o8fhg8�hf�qXf
Λ
j�Á�f�o8n£¼.��fhqOtvqHj]�y�Hf

r → ∞ ~

ÝßàXá�×mÔÞàBÙ�Ýßà�îV×mÔÞÝßÙOÔ�Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ�VKì®¢$¹�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ëHÜB×�ÔÞ×pÕ�èßÛr×màXá�×sÝßÚ�á�Ù�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×�ìsÒ.è4�mÛ ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ�Ö2Õ�Ú]×�OHý
çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ.Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåpÕ�Ú�ÖB×mÔÞÝkï�Õ�Ö2Õ�ÚE×mÛ � V�V��,×]ÖBÙ%î Õyá�ÙsëHÜB×�Ù�ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ%ÖB×�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ�âKàBÙsåpÕ�ÚÞÙ
ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚsåmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úmâ0á�×mÛ�Õ[îVÙOÔÞÛ Õ (κa)2 = 4ηλeff`B â�à@¸OÚr×mÚÞçb×mÔ�Õ�ÛrÙOÚ Õ
ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�èß×mÝ,ÖB×�×mÚÞåpÕ�èæÕ κRM ∝ (κa)1/2 â2ÙOÜ�Û Õ�ÝßÚ�çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�Ûr×màXá�×

RM
η→0+

∝ a η−1/4 exp

(
− 1

2(λbare`B − 1)

)
. 9rVKì ·�W?

Ò�ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕsÖB× RM åmÙOÛ"ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ%ÖBÙ�çbÙOèßÝßõßÙOàÄ9VÓOÔ�Jyü2åmÙ�ÝßàXá�×mÔÞàBÙ�ÚÞÜBçb×mÔÞÝßÙOÔEÖ2Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕÝVKì®¢$¹?
×IåmÙOÛ�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�âbÝßàBåmÙOÔÞçbÙOÔ�Õ�Ö2Õ�à2Õr×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rVKì ·�W?�â7�	åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×�ÚÞÜBÚ�á�×màXáhÕ�Ö2Õ çb×mèßÙOÚ
Ö2Õ�ÖBÙOÚ�àHÜBÛL�mÔÞÝßåmÙOÚmâ2åmÙOà�îVÙOÔÞÛr×]ÛrÙOÚ�á�Ô�ÕsÕsü2ÓOÜBÔ�ÕLVKì®¢$¹�ì

��Ýßà2Õ�èßÛr×màXá�×�âKç2Õ�Ô�Õ�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚmâBÕsçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙrÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ}��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
β P = λeff n2D , 9rVKì ·v¢�?

ÙOÜ�×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�â
4π`Ba

2β P = 4ηλeff`B . 9rVKì ·V�?
M}ÙOÛrÙ�àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ.ÖB×6ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ ×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmâyð*J�ÜBÛ ÷bÙOÛ Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�×màXá�ÔÞ×}Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù

ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ.àBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EMM×�à2Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙTP�×mèßèßÝßÜBÛ?ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�9 ü2ÓOÜBÔ�Õ
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´E�©¤/� £ �  "Ó8µ º*�Xo8fhg8g�{pnIf���Ææ�XwHz�{pnIqHj,Ææo�jpz�{pn	qXf¶�ªnpi��X��f
η
qXf�wyxuo8nIqXnYg}��n�qXf�ivnYgkt��6��fRÞªf�i�i�t��X�

o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnX���Kjmo�jr�Kjmouxu�v���Xikjpg]�hnpivnptvqHjmtvg]��t�i���wHqOoutv��jpg]��n�qXf�o�jpqHjm��f�wyx8fs��jmouo8f�¸yjpqHjpg
»
λbare`B = 1

¼]fs�¶�Xt�x8n���jmouo8f�¸yjpqHjpg�»ßi�t��]t�x8frqXf�g�jmxu�Xo�jpz�{pn�npwHqXf
λbare → ∞ ¼Þ~ É¸Yo�· ß �hn]t�wyx8f�ouwHn���nYguxuo�j]nYg0��fhgu��nYg6qHjpqXnYg�f���fhg8��jmikj�i�t�wHf�jmoC»æg8f��?g�jmibjpqOtv��tvnpwKjpqXn�¼Þ~

ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙMåmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙùÖB×Ä�.×m÷|O×[ÖBÙMÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙp� κ2
res = 8π`Bcs ì F åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×

×mÚÞåmÙOèßðB×mÔ�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�ÖB×òÔÞ×�îV×mÔÞémàBåmÝæÕ�ÖB×òÛrÙKÖBÙMëHÜB×ùÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖBÙOÚ�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ ÚÞ×uó�Õ�Û
n±(r) = cs exp[∓φ(r)] â}ç2Õ�Ô�ÕòÙ[åpÕ�ÚÞÙ@ÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ%×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚsÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmì�ÒEëHÜBÝ^â
à@¸OÚ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÛrÙOÚ¶Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èR×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙråmÙOÛrÙ�ÚÞ×màBÖBÙ�àHÜBèßÙ ÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙ�ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ ÖB×
Ú�Õ�èEÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ìúÒ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù[ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×y��Ö2Õ�Ö2Õòçb×mèæÕò×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùì9rVKì°V�?	åmÙOÛ
n0

i = cs â2ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×�ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è àBÙ�Ýßà�ü2àBÝká�Ù%á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×
φ∞ = Õ�ÔÞåmÚÞÝßàBð

(−Zbackρ

2cs

)
. 9rVKì ·�´?

F ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×EÛ Õ�àXá�×mÔ�×mÛ�Ûr×màXá�×¶ëHÜB× n±(r) à2ñ�ÙIÚ�ñ�ÙIÕ�Ú�ïO×mÔÞÖ2Õ�ÖB×mÝßÔ�Õ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ}ÖB×
ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ�Û Õ�ÚEÚ�ñ�ÙrÕ�Ú�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ëHÜB×�Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êm×mÛ"ÕsÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù

∫
dr[n+(r) − n−(r) − Zeffρ] = Zbare . 9rVKì ·�þ�?

Ò åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙsÖB×�åmÙOõßÙOàBÚ}ÖB×màXá�ÔÞÙ%ÖBÙÝP�×mèßèßÝßÜBÛ4ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ	åmÙOÛ ÜBÛ Õ	ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è
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üvOBÕ�×mÛ r = 0 �
C− =

1

V

∫
dr n−(r) , 9rVKì ·X�?

ÙOàBÖB× V ÖB×màBÙ�áhÕ�ÜBÛ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×IïOÙOèßÜBÛr×%åm×màXá�Ô�Õ�ÖBÙ�×mÛ r = 0 ì]Ò4åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×%åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
C+ ��ÙO÷�á�ÝßÖ2ÕsÕyá�Ô�Õpï��mÚ¶Ö2ÕsåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×]ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÖB×màXá�ÔÞÙrÖB×]á�ÙKÖ2Õ�ÕsÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù

C+ = C− + Zbareρ . 9rVKì ·�·?
;,ÙOàBÓO×EÖ2Õ]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â n−(r) Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ]àBÙ�ï�Õ�èßÙOÔ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ	ÖB×màXá�ÔÞÙ	ÖBÙ]ïOÙOèßÜBÛr×

ñ− âBÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×	àBÙ�èßÝßÛrÝká�×¶á�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåmÙ	9 V → ∞ ?
C− = ñ− . 9rVKì ·º�?

=KÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×�âKç2Õ�Ô�Õ V → ∞

1

V

∫
dr[n+(r) − n−(r) − Zeffρ] =

Zbare

V
→ 0 , 9rVKì ·�¹?

ÙrëHÜB×�ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕsëHÜB×
1

V

∫
dr n+(r) − C− − Zeffρ = 0 . 9rVKì ·�?

Ò�åmÙOàBÖBÝßØpñ�ÙrÖB×IàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�Ö2Õrçb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù~9rVKì ·�·?EàBÙOÚ¶çb×mÔÞÛrÝká�×�ÔÞ×m×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ
Õ�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙÄ9rVKì ·�?}åmÙOÛrÙ

1

V

∫
dr n+(r) = C+ − (Zbare − Zeff)ρ . 9rVKì°º�W?

Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9rVKì°º�W?.îVÙOÔÞàB×måm×rÜBÛ Õ�ÚÞÜBÓO×mÚ�áhñ�Ù�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÝßàXá�×mÔÞçBÔÞ×�áhÕ�Øpñ�Ù�ÖB× n+(r) åmÙOÛrÙ�ÚÞ×màBÖBÙ�Õ
ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× èßÙKåpÕ�è0ÖB× åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚ�9Và2ñ�Ù�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ-?�ìq;,ÙOàBÓO×rÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â
n+(r) Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ%àBÙsÚÞ×mÜ�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙ%ïOÙOèßÜBÛr×�â ñ+ â�×�àBÙsèßÝßÛrÝká�×Eá�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåmÙ	Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9rVKì°º�W?}ÚÞ×�ÔÞ×mÖBÜBêIø

C+ = ñ+ + (Zbare − Zeff)ρ. 9rVKì°º"¢�?
Ò.Ú¶×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ 9rVKì ·º�?}×�9rVKì°º"¢�?}àBÙOÚ¶çb×mÔÞÛrÝká�×mÛÿåpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�Õ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ¶ÖB×	ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙ
Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù	ÖBÝæÕ�èßÝßÚ�Õ�Ö2Õ.×mÛ4ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù	Õ�ÜBÛ�ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ�ÖB×�Ú�Õ�è^ì[QuÚ�á�ÙN��ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×Eö�á�ÝßèBà2Õ
åmÙOÛrç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ0ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚdÖBÙ]ÛrÙKÖB×mèßÙ.ÖBÙNP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâyëHÜB×E��ÓOÔ�Õ�àBÖB×�åpÕ�à@æOàBÝßåmÙ
×mÛ ×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙBâKåmÙOÛ"Õ�Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×Iä�ÙOàXá�×TM�Õ�ÔÞèßÙBâ�ëHÜB×	Ú�ñ�Ù�åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×mÛr×màXá�×I×�îV×�á�Ü2Õ�Ö2Õ�Ú
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×mÛ�ÜBÛ ×màBÚÞ×mÛ%÷Bèß×�åpÕ�à@æOàBÝßåmÙBì[S åmÙOàBðB×måmÝßÛr×màXá�Ù.ÖBÙ¶çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èHÕ�ÚÞÚÞÝßàXá�¸�á�ÝßåmÙ¶çb×mÔÞÛrÝká�×6Õ¶ÙO÷�á�×màBØpñ�Ù
Ö2Õ�Ú�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ.ÖB×�åmÙOõßÙOàBÚE×�ÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�3û��C$���-#�ÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2ÕsÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù

ñ± = cs exp(∓φ∞) . 9rVKì°º�V�?
í0Ú�áhÕ�ÚrÚ�ñ�Ù@çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�Ûr×màXá�×�Õ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ëHÜB×�ÓOÙYïO×mÔÞà2Õ�Û�Õò÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ ÖB×màXá�ÔÞÙ@ÖBÙpP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙsÕyá�Ô�Õpï��mÚ¶Ö2Õ�ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù

κ2 = 4π`B(ñ+ + ñ−) . 9rVKì°º�´?
ã9ä�è9ä�æ ç 30/�è!é8P:D.5836F P:-658-678=.3678F ),F�ê�ë /B78P:36F

Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâXï�Õ�ÛrÙOÚ0ÙO÷�á�×mÔ6Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ]×�îV×�á�Ýkï�Õ]×¶Õ]çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù	ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�ÖB×�ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù
ÖB×[Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ ×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙOÚ�åmÙOÛ!Ú�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×òÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì Ø ×mÚ�á�×[åpÕ�ÚÞÙBâ�ÕM×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×
ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàp9rVKì°V�X�?�á�×mÛ"ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×]îVÙOÔÞÛ Õt9 ïO×uó�ÕrÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×N²E?

d2φ

dr̃2
+

2

r̃

dφ

dr̃
= 3η

Zback`B
a

+ (κresa)
2 sinhφ . 9rVKì°ºyþ�?

Ø ÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�âd×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>�rÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ�àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×råmÙOÛrÙ�ÜBÛ çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ÖB×�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×
åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�×mÛ ÜBÛ Õ%åm×mèæÕ%ü2àBÝkáhÕ%ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×	ÓOÔ�Õ�àBÖB×�âBåmÙOÛ φ′ á�×màBÖB×màBÖBÙ Õsêm×mÔÞÙ�à2Õs÷bÙOÔÞÖ2Õ
ÖBÙrÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õs×	Õ�ÜBÛr×màXáhÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]ÓOÔ�Õ�ÖBÜ2Õ�èßÛr×màXá�×]Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è Ö2Õs÷bÙOÔÞÖ2Õ�Õ�ç2Õ�Ô�á�ÝßÔ�ÖBÙsï�Õ�èßÙOÔ

φ∞ = Õ�ÔÞåmÚÞÝßàBð
[
−3η Zback`B/a

(κresa)2

]
, 9rVKì°º�X�?

ëHÜB×	åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×IøsÜBÛ ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare àHÜBèæÕ�ì
S?ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙrÖBÙ åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×T�.×m÷|O× κ Ö2Õ�ÖBÙrçb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rVKì°º�´?}çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ¶ÔÞ×m×mÚ8ý

åmÔÞÝká�Ù�åmÙOÛrÙ
κ2 = 8π`B cs coshφ∞ =⇒ κ4 = κ4

res[1 + sinh2 φ∞] . 9rVKì°º�·?
Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]Ù�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°º�X�?}à2Õs×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�Õ�åmÝßÛ ÕIá�×mÛrÙOÚEëHÜB×

(κa)4 = (κresa)
4 +

(
3η
Zback`B

a

)2

. 9rVKì°º�º�?
;,ÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×¶Õ	×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùt9rVKì°ºyþ�?0×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙIÖB× φ∞ âKÙ%çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èTÕIÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ}ÖBÝßÚ�á-Ú�àKý

åmÝæÕ�ÚsÕ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×�Õ�îVÙOÔÞÛ Õ�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì°V�·?�â0åmÙOÛ Õ�åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×�ÖB×�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ κ Ö2Õ�Ö2Õ�çb×mèæÕ
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×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù09rVKì°º�º�?�ì]û�Õ�Ô�Õ ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú¶åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Û%ÜBÝká�Ù åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Ú�×%åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ¶á�õßçBÝßåpÕ�Ú¶ÖB×%Ú�Õ�è^â
Õ�ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕrÖB× κ åmÙOÛ�ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×N��ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õsà2Õsü2ÓOÜBÔ�ÕyVKì°V�W�â2×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù ëHÜB×IÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�Õã9VÖB×mÖBÜBêmÝßÖ2ÕMÖ2ÕúåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù Zeff = Zback ?y��ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õúà2Õùü2ÓOÜBÔ�Õ VKì°V"¢Oì Ø Ù�á�×òëHÜB×

10-3 10-2 10-1

η

1

1.5

2

2.5

3

κ/
κ re

s

Jellium
PBC

κresa=1

´E�©¤/� £ � £I|.µ ºùo�j�Á�{pn.f�wyxuo8f
κ
f

κres
f��¢Ææ�XwHz�{pn¶qHj2Ææo�jpz�{pn.qXf6�ªnpi��X��f

η
�Kjmo�j��Kjmouxu�v���Xikjpgd�hnpivnptvqHjmtvg

fhg�ÆP½�outv��jpg6f
κresa = 1

»ßo8f�¸Yt���f�qXf�g�jmxu�Xo�jpz�{pn�npwHqXf
Zbare → ∞ ¼Þ~

ëHÜ2Õ�àBÖBÙ η → 0 âRÕ�Û%÷2Õ�Ú	Õ�Ú	ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ	åmÙOÝßàBåmÝßÖB×mÛ åmÙOÛÌÙ�èßÝßÛrÝká�×IÖB×rÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù�Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�Ö2Õ
á�Ô�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�èdá�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×�û ²EM.ì<S"Õ�ÜBÛr×màXá�Ù�ÖB× κ åmÙOÛ Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
ÔÞ×4+2×�á�×�Õ�åmÔÞ×mÚÞåm×màXá�×rÝßÛrçbÙOÔ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ö2Õ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ�ÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmì Ü Ü2Õ�àXá�Ù�ø�åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ�â
×mèæÕ	á�×mÛ ÜBÛ åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù	à2ñ�Ù%ÛrÙOà@¸�á�ÙOàBÙI×mÛ ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù%øIÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�×�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ%ÜBÛ Ûrõvý
àBÝßÛrÙ�çBÔÞÙOàHÜBàBåmÝæÕ�ÖBÙ�ç2Õ�Ô�Õ]îVÔ�Õ�Ø)»K×mÚ6ÖB×EïOÙOèßÜBÛr×�ÝßàXá�×mÔÞÛr×mÖBÝKJ�ÔÞÝæÕ�ÚE9 ü2ÓOÜBÔ�ÕTVKì°V"¢�?�ì�Ò åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ
×màXá�ÔÞ× ÙOÚ	ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�û ²EM?×�P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâ,ç2Õ�Ô�Õ�÷2Õ�ÝUO�ÙOÚ]ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�ÖB× η âRÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ
ÙrÔÞ×mÓOÝßÛr×]àBÙrëHÜ2Õ�èRÕ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛÿÖ2Õ�Ú¶ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÚE��îV×mÝkáhÕsçBÔÞ×mÖBÙOÛrÝßà2Õ�àXá�×mÛr×màXá�×
çb×mèßÙOÚEõßÙOàBÚEçBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×mÚ¶ÖBÙrÚ�Õ�è^ì =K×�Û Õ�ÝßÚ�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×.îVÙOÔ�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ�×mÚ�á�×�ÔÞ×mÓOÝßÛr×�ÖB×
ÖBÙOÛrõßàBÝßÙ%ÖBÙrÚ�Õ�è,ÚÞ×mÔ�J�Û Õ�ÝßÙOÔ � VyþE�^ìØ ÙEå1J�èßåmÜBèßÙEÖ2ÕEçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�âYà@¸OÚ,ÚÞÜB÷�á�Ô�Õ�õßÛrÙOÚ,ÕEçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù¶ÖBÙEÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙT9 2cskT ?
Ö2Õ	×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ùq9rVKì ´X�?�ì�Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâKà@¸OÚ�ÖB×�ïO×mÛrÙOÚ�èß×mÛ%÷BÔ�Õ�Ô0ëHÜB×¶áhÕ�èTÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù�îVÙOÔÞàB×måm×�Õ�çb×mà2Õ�Ú}Õ
åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙrÛrÝßåmÔÞÙOÝ4æOàBÝßåpÕ%ç2Õ�Ô�ÕrÕrçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙBì Ø ÕrçBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ�ÖB×	Ú�Õ�è�×	ç2Õ�Ô�ÕrÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ.÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú
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10-4 10-3 10-2 10-1 100

η

10

15

20

25

Z ef
fl B

/a

Jellium
PBC

0 0.1 0.2
η

7

14

21

Z ef
fl B

/a

´E�©¤/� £ � £� #µ ºú��jmoÇ¸yj�f(Æ f�xut��Yj�qXf0�	jp��o8np�vnpwHgdfhg�ÆP½�outv�hnYgRf��¢Ææ�XwHz�{pn¶qHj2Ææo�jpz�{pn¶qXf6�ªnpi��X��f}qXf�wyxuo8n.qXnYg
��n�qXf�ivnYgpt��6�MfRÞªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnI�Kjmo�j

κresa = 1
f�wHn]o8f�¸Yt���f.qXf¶g�jmxu�Xo�jpz�{pn

»
Zbare → ∞ ¼Þ~=É3¸Yo�· ß �hn�t�wyx8f�ouwHn���nYguxuo�j�nYg0��fhgu��nYg�qHjpqXnYg6f��?fhg8��jmikj�i�t�wHf�jmo�~

Ö2Õ�Ú]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâT×mÚ�áhÕ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×IÛr×màBÙOÔ�ëHÜB×�Õ�ëHÜB×mèæÕ�çBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×sÖBÙOÚ
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmìtS ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måmÝßÛr×màXá�Ù�Ö2Õ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖBÙOÚ	ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ]à2Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù>�r×�O�çbÙOàB×màKý
åmÝæÕ�èbàBÙsÛrÙKÖB×mèßÙIÖ2Õ%åm×mèæÕ�â�×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×��]Õ�èßÓ��m÷BÔÞÝßåmÙIàBÙsÛrÙKÖB×mèßÙIÖBÙÝP�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBì
=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â ×mÚ�á�×mÚ�ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕ�Û ÖBÝßÚÞåmÙOÔÞÖ2Õ�Ô�îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×sàBÙ�èßÝßÛrÝká�×	ÖB×s÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú]ÖB×màBÚÞÝvý
Ö2Õ�ÖB×mÚmìrí0àXáhñ�ÙBâ�ç2Õ�Ô�Õ�ÝßÛrÝkáhÕ�Ô.Õ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ:à@¸OÚ	Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÛrÙOÚ.Ù
á�×mÔÞÛrÙ%ÖB×�ÓJ�Ú}ÝßÖB×pÕ�è ρkT øI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì ´X�?�âKÖB×�ÛrÙKÖBÙIëHÜB×]ÕIçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×Y��Ö2Õ�Ö2ÕIçbÙOÔ
9 ïO×uó�Õ�Ù Õ�çbémàBÖBÝßåm×^²E?

βΠ = ρ +
√
Z2

effρ
2 + 4c2s − 2cs , 9rVKì°º�¹?

ÙOÜ�×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�â
4π`B a

2βΠ = 3η
`B
a

+
√

(3η Zeff`B/a)2 + (κres a)4 − (κresa)
2 . 9rVKì°º�?

Ø Ù]åpÕ�ÚÞÙ�ÚÞ×mÛ4Ú�Õ�è^âXÕ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù]ÖBÙ�á�×mÔÞÛrÙ]ÖB×EÓJ�Ú0ÝßÖB×pÕ�èv�EÝßÔÞÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�â�ó�J�ëHÜB×�×mèß×I�EÚÞ×mÛrçBÔÞ×
Û%ÜBÝká�Ù]Ûr×màBÙOÔ6ëHÜB×¶Õ]åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖBÙOÚ6ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�ÚÞ× Zeff îVÙOÔ0ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×.ÓOÔ�Õ�àBÖB×�ì0í0Ú�á�×
��Ù�åpÕ�ÚÞÙ�ç2Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�Û%ÜBÝká�Ù�ÙOÜúÛr×mÚÞÛrÙ�îVÔ�Õ�åpÕ�Ûr×màXá�×råpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�ÚIÖB×mÚÞÖB×�ëHÜB×
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a � `B ì	Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ�Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖBÙ�á�×mÔÞÛrÙ�ÖB×sÓJ�Ú�ÝßÖB×pÕ�è�ëHÜB×m÷BÔ�Õ�Õ îVÙOÔÞÛ Õ ÖB×s×mÚÞåpÕ�èæÕ ï�J�èßÝßÖ2Õ
àBÙ åpÕ�ÚÞÙ�ÚÞ×mÛ�Ú�Õ�è^â2ÙOàBÖB× a2`BβP ÖB×mçb×màBÖB×%Õ�çb×mà2Õ�Ú.ÖB× η ×	Ö2ÕråpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ Zeff`B/a 9 ïO×uó�Õ
Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÙVKì þ´?�ì Ò çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù*ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ �[ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õ�à2ÕMü2ÓOÜBÔ�ÕêVKì°V�VMç2Õ�Ô�Õ�ÖBÙOÝßÚ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ
ÖBÙùÔ�Õ�ÝßÙ[ÖBÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ�ÖB×màXá�ÔÞÙùÖBÙOÚrÛrÙKÖB×mèßÙOÚ�û ²EM ×>P�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBìç��ç2Õ�Ô�á�×
ÖBÙOÚ%ÖB×mÚ�ïKÝßÙOÚ%×mÚÞçb×mÔ�Õ�ÖBÙOÚsà2Õ�ÚI÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú%ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚmâ0ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ%åmÙOÛrç2Õyá�õkïO×mÝßÚ	ç2Õ�Ô�Õ
ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚEÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ÖB× η ì

0 0.1 0.2
η

0

4

8

4π
ιl B

a2 βΠ

10-4 10-3 10-2 10-1 100

η

10-8

10-6

10-4

10-2

100

4π
l B

a2 βΠ
Jellium, a/lB=100

Jellium, a/lB=500

PBC, a/lB=100

PBC, a/lB=500

´E�©¤/� £ � £7£8µ º �Xo8fhg8g�{pn%nYgu�{Èpxutv��j%f��õÆæ�XwHz�{pn%qHj£Ææo�jpz�{pn%qXf.�ªnpi��X��f]qXf�wyxuo8nsqXnYg���n�qXf�ivnYgxt��6�*f
Þªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�tXÁ�jpqXnswHnIo8f�¸Yt���f�qXf�g�jmxu�Xo�jpz�{pnx»

Zbare → ∞ ¼6�Kjmo�j κresa = 1
~RÉ

¸Yo�· ß �hn]t�wyx8f�ouwHn���nYguxuo�j]nYg0��fhgu��nYg6qHjpqXnYg�f���fhg8��jmikj�i�t�wHf�jmoC»ß�	jp��o8np�vnpwHg}fhg�ÆP½�outv�hnYg(¼Þ~

í�O�ÝßÚ�á�×mÛ ÔÞ×mèæÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×EçbÙOÜBåmÙOÚ�Ö2Õ�ÖBÙOÚ}ÖB×¶ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Øpñ�Ù	ç2Õ�Ô�Õ�ÙIÛrÙKÖB×mèßÙ�çBÔÞÝßÛrÝká�ÝkïOÙ]åmÙOÛ
Ú�Õ�è^â�ÙOàBÖB×òÕ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�Úr×màXá�ÔÞ×�á�ÙKÖ2Õ�Ú�Õ�Ú�×mÚÞç��måmÝß×mÚ�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Úmâ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚ
×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ6Ú�ñ�Ùùèß×�ï�Õ�Ö2Õ�Úr×mÛÈåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Øpñ�ÙÙ9VåmÙOÛ�Õ�ÝßàBÖ2Õ[ÜBÛÈÚÞÙOèkïO×màXá�×�ÝßÛrçBèßõßåmÝká�Ù�?�ì�Z¶Û Õ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù.ÖB×�×mÚ�áhÕ�ÖBÙ.ÔÞ×�îV×mÔÞémàBåmÝæÕ�åmÙOÛ Ú�Õ�èKÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙE�6îVÙOÔÞàB×måmÝßÖ2ÕE×mÛ � ·º��^âyåmÙOÛ Õ�ÚÞÝßÛrçBèßÝkü2åpÕ�Øpñ�Ù
Ö2Õ.åm×mèæÕ¶ÖB× ë ÝßÓOàB×mÔ8ý\=K×mÝká�ê�âyÛ Õ�ÚRÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ,×�O�çBèßõßåmÝká�ÙOÚmìRÒ.Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×Eä�ÙOàXá�×EM�Õ�ÔÞèßÙ�îVÙOÔ�Õ�Û
ÔÞ×pÕ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ�Ú0×mÛ4ÜBÛ�×màBÚÞ×mÛ%÷Bèß×�åpÕ�à@æOàBÝßåmÙ�åmÙOÛ�ÜBÛ Õ]ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×EüvOBÕ�ÖB×�Ú�Õ�èbÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâOëHÜB×6�
åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞÝßêpÕ�Ö2Õsçb×mèæÕ%Ô�Õ�êpñ�Ùs×màXá�ÔÞ×	ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕIá�Ù�áhÕ�è ÖB×^Ú�àBÝßÙOàBÚ�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ%Õ�ÙsÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%×	Õ%åpÕ�ÔÞÓXÕ
á�Ù�áhÕ�èBÖB×�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmâ βL = C−/(Zbare ρ). Ò.Ú6ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ C± âXåmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×màXá�×mÚ�Õ]ÜBÛ Õ]Ö2Õ�Ö2Õ
ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×6ÖB×0Ú�Õ�è^âªÚ�ñ�Ù�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú åmÙOà�îVÙOÔÞÛr×dîVÙOÝOÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÖBÙEàBÙ�ÝßàBõßåmÝßÙ�Ö2ÕEÚÞ×mØpñ�ÙYVKì°XKì Ø Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ
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VKì°V�´�Õ çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ βP/ρt �IÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�ÓOÔ�Õyü2åpÕ�Ûr×màXá�×I×mÛ�îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB× βL â:ÙOàBÖB× ρt

�	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×]á�Ù�áhÕ�è:ÖB×�ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì�Ò.ÚÞÚÞÝßÛ åmÙOÛrÙsàBÙ�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÚÞ×mÛ Ú�Õ�è
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ�Õ�Ú}çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�Ú�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×]ÙOÚ�ÛrÙKÖB×mèßÙOÚ}û ²EM ×^P�×mèßèßÝßÜBÛ4ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ
×mÚ�áhñ�Ùr×mÛ ÷bÙOÛ"Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�×màXá�ÔÞ×�ÚÞÝ^ì

0.1 1 10
βL

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

βP
/ρ

t

Monte Carlo
PBC
Jellium

´E�©¤/� £ � £7Ã8µ ��np�]�Kjmo�jpz�{pn�f�wyxuo8f�jpg0fh�y�Kjpz�v�fhg0qXf�fhgux�jpqXn]qXnYgd��n�qXf�ivnYg�t��6�ùf2Þªf�i�i�t��X��o8f�wHnpou�	jmi�t®�
Á�jpqXn.�hnp� jp�y�Hf�ikj.nplXxutvqHj¶f��éw �7º�{bj��Kjmouxut�odqXf}gut��¶�Xikjpz�v�fhg0� npwyx8fE�djmouivnX~Aá}fhgux8f���jpg8nX�
jVÆæo�jpz�{pn¶qXf0�ªnpi��X��f6qXnYg��	jp��o8np�vnpwHg�fhg�ÆP½�outv�hnYg=½

η = 8.4×10−3 f Zbare`B/a ' 21.45
~

ã9ä�è9ä1ã ç 30/�è!é8P:D.5836F�GI-6587�1©ë /B78P:36F P:785�é8+.=¶/B78P:36F
Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâ:ï�Õ�ÛrÙOÚ.ÙO÷�á�×mÔ]Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ ×sÕ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ç2Õ�Ô�Õ ÜBÛ Õ ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOÛ

ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú}×]Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì<�.×�ÛrÙKÖBÙsÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô}Õ�ÙsåpÕ�ÚÞÙ
×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙBâTÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×IûRÙOÝßÚÞÚÞÙOà�9rVKì°V�X�?�á�×mÛ"Õ�ÓOÙOÔ�Õ�ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×]îVÙOÔÞÛ Õ

d2φ

dr̃2
+

1

r̃

dφ

dr̃
= 4η λback`B + (κresa)

2 sinh φ . 9rVKì ¹�W?
Ø ÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�âd×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>�rÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ�àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×råmÙOÛrÙ�ÜBÛ çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�ÖB×�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB×
åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�×mÛ ÜBÛ Õ%åm×mèæÕ%ü2àBÝkáhÕ%ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×	ÓOÔ�Õ�àBÖB×�âBåmÙOÛ φ′ á�×màBÖB×màBÖBÙ Õsêm×mÔÞÙ�à2Õs÷bÙOÔÞÖ2Õ
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×	Õ�ÜBÛr×màXáhÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×�ÓOÔ�Õ�ÖBÜ2Õ�èßÛr×màXá�×�ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è Ö2Õs÷bÙOÔÞÖ2Õ�Õsç2Õ�Ô�á�ÝßÔEÖBÙsï�Õ�èßÙOÔ
φ∞ = Õ�ÔÞåmÚÞÝßàBð

[
−4η λback`B

(κresa)2

]
, 9rVKì ¹v¢�?

ëHÜB×	åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×IøsÜBÛ ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ λbare àHÜBèæÕ�ì
;,ÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùê9rVKì ¹�W?�×mÛ á�ÙOÔÞàBÙòÖB× φ∞ â0ÙòçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è}Õ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚsÖBÝßÚ8ý

á-Ú�àBåmÝæÕ�ÚEÕ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×�ÕIîVÙOÔÞÛ ÕIÖ2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9rVKì°X�X�?�â�åmÙOÛÿÙsÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù%ÖB×^�.×m÷|O× κ
Ö2Õ�ÖBÙrçbÙOÔ

(κa)2 = (κresa)
2 cosh[φ∞] . 9rVKì ¹V�?

�.ÝkîV×mÔÞ×màXá�×mÛr×màXá�×�ÖBÙ]åpÕ�ÚÞÙ�ÚÞ×mÛ�Ú�Õ�è^â�ÙOàBÖB× λeff 9VÖB×mÖBÜBêmÝßÖ2Õ�Ö2Õ.åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù λeff = λback ?/�
ÜBÛ Õ�îVÜBàBØpñ�Ù¶ÛrÙOà@¸�á�ÙOà2Õ�Ö2Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�â�ÜBÛ ÛrõßàBÝßÛrÙ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×�à2ÕEåmÜBÔ�ï�Õ�ÖBÙ¶ÛrÙKÖB×mèßÙEÖBÙDP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙEÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Ö2Õ�à2ÕEü2ÓOÜBÔ�ÕYVKì°VyþBì�Ò�åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�×màXá�ÔÞ×�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EM@×6ÙDP�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ]ç2Õ�Ô�Õ�÷2Õ�ÝUO�ÙOÚ0ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ0ÖB× η Õ�ÚÞÚÞÝßà2Õ�èæÕ]ÜBÛ Õ]ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�ÙOàBÖB×¶Ù	ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ��¶ÖBÙOÛrÝßà2Õ�ÖBÙ
çb×mèßÙ[Ú�Õ�èN9 ÕòÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚT��Û%ÜBÝká�Ùò÷2Õ�ÝUOBÕò×�â�åmÙOàBÚÞ×më�ÇB×màXá�×mÛr×màXá�×�â�ÙOÚ
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�à2ñ�Ù�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÝßç2Õ�Û"Ö2Õ ÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ�?�ì�ûRÙOÔ.ÙOÜ�á�ÔÞÙ�èæÕ�ÖBÙBâbÙ�ÓOÔ�Jyü2åmÙ�ÝßàXá�×mÔÞàBÙ�Ö2Õrü2ÓOÜBÔ�Õ
VKì°VyþMÝßàBÖBÝßåpÕúÕùî Õ�ÝUOBÕùÖB×òÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÙOàBÖB×òÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÖBÙOÛrÝßà2Õ�Û a[ç2Õ�Ô�Õ η > 10−1 ÙOÚ
ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚdá�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ×}ÝßàBÖB×mçb×màBÖB×màXá�×mÚ6ÖBÙ]åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù.Ý4æOàBÝßåmÙ.ÖBÙ]ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ]×�åmÙOÝßàBåmÝßÖB×mÛ
åmÙOÛ"Õ�ëHÜB×mèß×mÚ�ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚEàBÙrèßÝßÛrÝká�×¶ÚÞ×mÛ"Ú�Õ�è^ì

Ò çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù Ö2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°º�¹?}ç2Õ�Ô�ÕsçbÙOèßÝßõßÙOàBÚ}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚx��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
4π`B a

2βΠ = 4η
`B
L

+
√

(4λeff`Bη)2 + (κres a)4 − (κresa)
2 . 9rVKì ¹�´?

Ø Ù�á�×�ëHÜB×]ç2Õ�Ô�ÕIçbÙOèßÝßõßÙOàBÚ6Ýßà�ü2àBÝká�ÙOÚD9 L→ ∞ ?�â�Ù%çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙ�á�×mÔÞÛrÙ%ÖBÙsèæÕ�ÖBÙIÖBÝßÔÞ×�á�Ù%Ö2ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
Õ�åmÝßÛ Õ�ÚÞ×�Õ�àHÜBèæÕ�ì�Ò ü2ÓOÜBÔ�ÕÄVKì°V�X�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙòÖB× ×mÚ�áhÕ�ÖBÙòç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�çBÔ�¸1O�ÝßÛ Õ
Ö2Õ�ëHÜB×mèæÕIÖB×�ÜBÛ ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ6ü2èæÕ�Ûr×màXá�ÙIÖB×D� Ø Ò ç2Õ�Ô�Õ κresa = 1 ìdÒ.ÜBÛr×màXáhÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]ÕIÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×
èßÝßàB×pÕ�ÔrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ λbare Õyá���ÙúèßÝßÛrÝká�×�ÖB×�Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙúÚÞ×mÔ�Õyá�ÝßàBÓOÝßÖBÙBâ}ÙO÷�á��mÛsýuÚÞ×�ÙOÚ ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ
ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ÖBÙOÚ]à2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕqVKì°V�·�ì�í0Û Õ�Û%÷2Õ�Ú�Õ�Ú]ü2ÓOÜBÔ�Õ�Úmâ�àBÙ�áhÕªýuÚÞ×sÜBÛ îVÙOÔ�á�×�ÖB×mÚ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�×màXá�ÔÞ× Õ�Ú
×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚEÖB×�×mÚ�áhÕ�ÖBÙ%ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú}ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×�Ù%ÛrÙKÖB×mèßÙ	ÖBÙLP�×mèßèßÝßÜBÛ4ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ	×�Õ	á�×mÙOÔÞÝæÕ	ÖB×
û ²EM.ì Ø Ù�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB×�çbÙOèßÝßõßÙOàBÚ.åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåmÙOÚmâ Ù�ÖB×mÚ�Õ�åmÙOÔÞÖBÙ��rÕ�ÛrçBèßÝæÕ�ÖBÙ çb×mèßÙ�î Õyá�Ù�ëHÜB×rÕ�åmÙOàXá�ÔÞÝvý
÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖB×IÓJ�Ú.ÝßÖB×pÕ�èRç2Õ�Ô�Õ Õ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×I×mÚ�áhÕ�ÖBÙ�ÚÞ×sÕ�àHÜBèæÕràBÙ�èßÝßÛrÝká�× L → ∞ â:åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙ
àB×mÚ�á�×�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙBì û�Õ�Ô�Õ η çb×mëHÜB×màBÙBâ�ÙùåmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù[çBÔÞ×mÖBÝká�Ù@çb×mèßÙ[ÛrÙKÖB×mèßÙ[ÖBÙ P�×mèßèßÝßÜBÛ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ}��Û Õ�ÝßÚ�ÔÞ×pÕ�èßÝßÚ�áhÕ%ÖBÙrëHÜB×�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ�û ²EM.ì
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f
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åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdåmÙOÛ�Õ]ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�âKëHÜB×¶×màXá�Ô�Õ�ÖBÝßÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×Eà2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙIÖB×�×mÚ�áhÕ�ÖBÙIÕyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖB×¶ÜBÛ Õ
ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ¶×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåpÕ�ì�Ò?÷bÙXÕråmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�âbÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�Ö2Õ ×màXá�ÔÞ×sÕrçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ
àBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙ>P�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�×rÕ�Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ]ÖB×�ä�ÙOàXá�×�M�Õ�ÔÞèßÙBâ�åmÙOà�ü2ÔÞÛ Õ�Õ�ÔÞ×�ý
èß×�ï�Ú�àBåmÝæÕ�ÖB×mÚ�á�× ÛrÙKÖB×mèßÙ�ç2Õ�Ô�Õ�çBÔÞÙOç�¸OÚÞÝká�ÙOÚ]á�×)¸OÔÞÝßåmÙOÚ	× ×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚ�×�îVÙOÔÞàB×måm× ÜBÛ ÛrÙKÖB×mèßÙ
Õ�èká�×mÔÞà2Õyá�ÝkïOÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB× ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà[à2Õ�åm×mèæÕp9 û ²EME?�ìRÒ.è4�mÛôÖBÝßÚÞÚÞÙBâdÕ
åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ]åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�åmÙOÛ�Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ]ÖBÙ}P�×mèßèßÝßÜBÛ?ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ���Û Õ�ÝßÚdÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�ç2Õ�Ô�Õ�Ù
×mÚ�á�ÜBÖBÙ�Ö2Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×màXá�ÔÞ×IÕ�Ú¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÖBÙrëHÜB×	ÙrÛrÙKÖB×mèßÙrû ²EM.ìbí0Ú�á�×N�
ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×�ÙsåpÕ�ÚÞÙ�çbÙOÝßÚmâBç2Õ�Ô�Õ%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�åmÙOÛÿÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚEü2àBÝkáhÕ�ÚmâBÙsçbÙ�á�×màKý
åmÝæÕ�è2ÖB×Y�D;��YS Ú�Õ�ÝTà2Õyá�ÜBÔ�Õ�èßÛr×màXá�×�ÖBÙ�îVÙOÔÞÛ Õ�èßÝßÚÞÛrÙ�ÖBÙ}P�×mèßèßÝßÜBÛ�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBâ�×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù%ëHÜB×
×mèß× çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�ÚÞ×mÔIÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖBÙ�×�OKá�ÔÞÝßàBÚÞ×måpÕ�Ûr×màXá�× ÖB×màXá�ÔÞÙòÖBÙ�û ²EM.â2ó�J�ëHÜB×�Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×
Õ�Úråm×mèæÕ�ÚL��àHÜBèæÕ�ìì�.×�î Õyá�ÙBâ}Õ[åpÕ�ÔÞÓXÕ[×�îV×�á�Ýkï�Õ[ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ%×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�ÚràBÙ@ÔÞ×mÓOÝßÛr×
ÖB×%Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙBâbç2Õ�Ô�Õ ÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚEÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâb×mÚ�á-J ×mÛ�Ûr×mèßðBÙOÔ¶Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ"ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ
×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚEÖBÙrëHÜB×�ÙrÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EM � ¢�V��^ì

�.×�îVÙOÔÞÛ Õ�åmÙOàXá�Ô�J�ÔÞÝæÕ�ø]×mÚ�á�ÔÞÜ�á�ÜBÔ�Õ]åmÔÞÝßÚ�áhÕ�èßÝßà2Õ�â�×mÚÞÚÞ×màBåmÝæÕ�è2ç2Õ�Ô�Õ]Õ]ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBØpñ�Ù]ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙ
Ö2Õ]åm×mèæÕ�âXÕ�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×.Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ]ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÚdÚÞ×mÛ�ÙOÔÞÖB×mÛ�çbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�èKç2Õ�Ô�Õ�Õ�Údç2Õ�Ô�á�õvý
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f
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åmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ6åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úmì<M}ÙOÛrÙIàBÙsåpÕ�ÚÞÙsÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ6×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmâ2ÕIçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÖBÙ
ÛrÙKÖB×mèßÙ�ÖBÙÄP�×mèßèßÝßÜBÛôÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ�×mÚ�á-J�×mÛ ÷bÙOÛ Õ�åmÙOÔÞÖBÙBâ�Õyá��rÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚIÔÞ×mèæÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×
Õ�èkáhÕ�ÚmâBåmÙOÛ"Õ�ëHÜB×mèæÕsçBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×	ÖBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙsû ²EM.âT×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙrëHÜB×	Õ�Ú�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚE×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú�ÖB×mÚ�áhÕ�Ú
ÖBÜ2Õ�Ú�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ø)»K×mÚ%ÖBÝkîV×mÔÞ×mÛ ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ì Ø ¸OÚ%áhÕ�Û%÷��mÛ ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ÛrÙOÚIëHÜB×�Ù[åm×mà*Jªý
ÔÞÝßÙùç2Õ�Ô�ÕùÕ@åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙMÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚL��ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�ø�ëHÜB×mèß×�ÖBÙúÛrÙKÖB×mèßÙ@Ö2Õ@åm×mèæÕ�â�ó�J@ëHÜB×òÕ
åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù ÖB×Iä�Õ�àBàBÝßàBÓsáhÕ�Û%÷��mÛÿ×mÚ�á-J�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×IàBÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙsÖBÙyP�×mèßèßÝßÜBÛ ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙBìÜ Ü2Õ�àBÖBÙ¶Ú�Õ�èHÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× �}Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâªÕ�ÚRåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚRÖBÙOÚRÛrÙKÖB×mèßÙOÚ,×mÛ ëHÜB×mÚ�áhñ�Ù
åmÙOàXá�ÝßàHÜ2Õ�Û ÖBÝkîV×mÔÞÝßàBÖBÙBâHåmÙOÝßàBåmÝßÖBÝßàBÖBÙIÕ�çb×mà2Õ�Ú}àBÙ%èßÝßÛrÝká�×�ÖB×.ÖBÝßèßÜBÝßØpñ�Ù�Ýßà�ü2àBÝkáhÕ�ì�Ò åmÙOàBåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ
ç2Õ�Ô�Õù÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�îVÔ�Õ�Ø)»K×mÚ ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ�Ú ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ}Õ�ÚÞÚÞÝßà2Õ�èæÕ@ÜBÛ Õ[ÔÞ×mÓOÝæñ�ÙùÙOàBÖB×�Ù
ÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕE�0ÖBÙOÛrÝßà2Õ�ÖBÙ�çb×mèßÙ�Ú�Õ�è^ìRí0Ú�á�×mÚRÛrÙKÖB×mèßÙOÚbáhÕ�Û%÷��mÛ Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Û ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ,åmÙOÛrç2Õyá�õkïO×mÝßÚ
ç2Õ�Ô�Õ�Õ�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙòÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ�àBÙ�ÔÞ×mÓOÝßÛr×rÖB× ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ%ÝßàXá�×mÔÞÛr×mÖBÝKJ�ÔÞÝæÕ�Úmâ�×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙòëHÜB×�ç2Õ�Ô�Õ
÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ïOÙOÜKýuÚÞ×IÖB×mÚ�ïKÝßÙOÚ�ó�Js×mÚÞçb×mÔ�Õ�ÖBÙOÚmì
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Ö§n�p g�qsr.tMuJvxwxy2z{u
Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�çBõká�ÜBèßÙBâXï�Õ�ÛrÙOÚ}ÙO÷�á�×mÔ�ÕIåpÕ�ÔÞÓXÕI×�îV×�á�Ýkï�ÕIç2Õ�Ô�Õ	ÜBÛ ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èT×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ

åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�×mÛ ÜBÛ Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�åmÙOàXá�×màBÖBÙ ÜBÛ Õ%ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�Õ%ÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ}ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×]Û%ÜBèká�Ývý
ï�Õ�èß×màXá�×mÚmì	Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ:ï�Õ�ÛrÙOÚ�ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓXÕ�Ô�Ù�îV×mà@æOÛr×màBÙ�Ö2Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â�ëHÜB×IÙKåmÙOÔÞÔÞ×�×mÛ"ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÚEîVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×	åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙOÚE×N�	ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙr×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màKý
áhÕ�èßÛr×màXá�×]×]áhÕ�Û%÷��mÛÿ×mÛ ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚEÖB×N�.Ýßà*Ú�ÛrÝßåpÕsä�ÙOèß×måmÜBèæÕ�Ô�×Iä�ÙOàXá�×}M�Õ�ÔÞèßÙBìÜ Ü2Õ�àBÖBÙ�ÜBÛ Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è��såmÙOèßÙKåpÕ�Ö2Õ�ÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖB×�ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOàXá�×màBÖBÙ
õßÙOàBÚ}Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ6ÚÞÜ2ÕIÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×E×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�çbÙKÖB×¶ÚÞ×mÔ�ÝßàXïO×mÔ�á�ÝßÖ2Õ � ´VKâr´�´��^ì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâ
ÜBÛ åpÕ�ÛrçbÙ�×mè4��á�ÔÞÝßåmÙòÕ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙ�çBÔÞÙKÖBÜBêmÝßÔ�J�ÜBÛ ÖB×mÚÞèßÙKåpÕ�Ûr×màXá�Ù�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è0à2Õ�ÖBÝvý
ÔÞ×mØpñ�Ù�ÙOçbÙOÚ�áhÕ�ø�ëHÜB×mèæÕ�×mÚÞçb×mÔ�Õ�Ö2Õ�åmÙOÛô÷2Õ�ÚÞ×�Õ�çb×mà2Õ�Ú�à2Õ�ÚÞÜ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ � ´�þBâ�´XKâ�´º��^ìy�.×
Õ�èßÓOÜBÛ ÛrÙKÖBÙBâ2ÜBÛ"àHöBÛr×mÔÞÙ ×�O�åm×mÚÞÚÞÝkïOÙ�ÖB×	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ô8ýuÚÞ×Iø�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕsåmÙOèßÙOÝvý
Ö2Õ�è^âdîVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙ�ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�ÙòëHÜB×�á�×mÛ ÜBÛ Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�èßõßëHÜBÝßÖ2Õ�ÖB×�ÚÞÝßà2Õ�è}ÙOçbÙOÚ�á�ÙòÕ�ÙòÖB×mèæÕ�â0ÙOÜ
ÚÞ×uó�Õ�âBÙKåmÙOÔÞÔÞ×�ÜBÛ ÕIÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�Ö2Õ%åpÕ�ÔÞÓXÕ%Ö2Õ%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è � ¢�VKâ�V�¹��"´v¢Oâ8´�·��^ì Ü Ü2Õ�è��]Õ%åpÕ�ÜBÚ�Õ
ÖB×mÚ�á�×	åmÜBÔÞÝßÙOÚÞÙ�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�ÙÝÓ

ÆYJ�ï�J�ÔÞÝßÙOÚ]ÝßàBÖBõßåmÝßÙOÚ�ÚÞÙO÷BÔÞ×rÙ�Ûr×måpÕ�àBÝßÚÞÛrÙ�ÖB×rÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝvý
Ö2Õ�è^ì�Ò á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×råpÕ�ÛrçbÙ�ÛL�mÖBÝßÙ�ÖB× ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBàê9 û ²E?�â�ïKÝßÚ�áhÕ�àBÙ�åpÕ�çBõká�ÜBèßÙ�VKâ�ëHÜB×
�IÕ�çBèßÝßåpÕ�Ö2Õ%ç2Õ�Ô�Õ�ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ�Õ�àHÜ�ïO×mÛ�Ý4æOàBÝßåpÕ%×mÛ á�ÙOÔÞàBÙrÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�âKî Õ�èßð2ÕsåmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×
ëHÜ2Õ�àXá�Ùùø�çBÔÞ×�ïKÝßÚ�ñ�Ù[Ö2Õò×�O�ÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�Ö2ÕòÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù[ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ � ¢�XKâ$¢$�â%V�·�â%V�º��^ìpM}ÙOÛrÙ[Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ
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ÖB×%û ² à2ñ�Ù èß×�ï�Õ�×mÛ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�Õ�Ú¶åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ¶Ý4æOàBÝßåpÕ�Úmâ2ëHÜB×IÚ�ñ�Ù Û Õ�ÝßÚEîVÙOÔ�á�×mÚ¶à2Õ�Ú.çBÔÞÙ1O�Ývý
ÛrÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�Ö2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×IÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâ7�sÔ�Õ�êmÙJpïO×mèdÚÞÜBçbÙOÔÞÛrÙOÚ.ëHÜB×s×mèæÕ�Ú�ÚÞ×uó�Õ�ÛôÕ�Ú
ÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mÝßÚ%çb×mèæÕ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙOÚ	Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmìrÒ.èßÓOÜBÛ Õ�Ú�á�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú]á�émÛÌÚÞÝßÖBÙ�ÖB×mÚÞ×màKý
ïOÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�Õ�á�×màXáhÕ�Ô�×mÚ�áhÕ�÷b×mèß×måm×mÔ	Ù�Ûr×måpÕ�àBÝßÚÞÛrÙ�Õyá�Ô�Õpï��mÚ	ÖBÙ�ëHÜ2Õ�è6Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×rÙOÚ
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖBÜBêm×mÛôø ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×%åpÕ�ÔÞÓXÕ � ¢�VKâ�V�¹�â\´º`�"´���^ìDQuà�îV×mèßÝßêmÛr×màXá�×�â:àB×màBðHÜBÛ Õ�ÖB×mèæÕ�Ú
åmÙOàBÚÞ×mÓOÜB×�ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔEåmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×¶ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ}×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚmì0í0àBëHÜ2Õ�àXá�ÙIá�ÙKÖ2Õ�Ú}Õ�Ú�á�×�ý
ÙOÔÞÝæÕ�ÚEçBÔÞ×mÖBÝßêm×mÛ ëHÜB×IÕ�Õ�ÖBÝßØpñ�ÙsÖB×�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]ÖB×�ïO×mÔÞÝæÕrÕ�ÜBÛr×màXáhÕ�ÔEÛ%ÜBÝká�Ù�ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×
åpÕ�ÔÞÓXÕ�â:Ù�×�îV×mÝká�Ù�ÙOçbÙOÚ�á�Ù��%×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×I×%à2Õ�Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ¶ÖB×��.Ýßà*Ú�ÛrÝßåpÕ
ä�ÙOèß×måmÜBèæÕ�ÔT9'�]ä>?�×%ä�ÙOàXá�×�M�Õ�ÔÞèßÙ>9^ä>ME? � ´�þBâ8þW�â8þ@¢Oâ\·�¹�â\·���^ìz�.×	î Õyá�ÙBâ7�	ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ ×�O�çb×mÔÞÝvý
Ûr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×%ëHÜB×�çb×mëHÜB×mà2Õ�Ú�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ	ÖB×s×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�¢�a®¢%á�émÛôÜBÛ çb×mëHÜB×màBÙ�×�îV×mÝká�Ù�à2Õ
ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙIÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�âX×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙIëHÜB×�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ�ÖBÙ	Ûr×mÚÞÛrÙ�î Õ�êm×mÛ4×mÚ�á�×�îV×mà@æOÛr×màBÙ
ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×mÔ�åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�× � ´�þE�^â6åmÙOà�îVÙOÔÞÛr× ÛrÙOÚ�á�Ô�ÕòÕ�ü2ÓOÜBÔ�ÕÄ´�ì®¢Oì0Z¶Û åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�îVÙOÝ ×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙr×mÛ ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×N�]ä � þW�âuþ@¢��^â�åmÙOÛrÙ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕÝ´�ì°VKì

´E�©¤/� Ã �  #µ � fhqOtvqHj	f(¹O�Bf�out���f�wyx�jmi�qHj���nplXt�i�tvqHjpqXf]f�ivf�xuo8n�Æ npo�½�xutv��j%f�� Ææ�XwHz�{pnIqHjI�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pnsqXf
La(NO3)3

»æg�jmi�xuout��Yjmivf�wyx8f4¼¶�Kjmo�jrqOt5Æ f�o8f�wyx8fhg]�y�KjmwyxutvqHjpqXfhg�qXf
NaNO3

»æg�jmi���npwHn��Yj��
ivf�wyx8f4¼Þ~8º}gT�Kjmouxu�v���Xikjpg,qXf�i^·mx8f(¹Å»ß�	jp��o8np�vnpwHg fhg�ÆP½�outv�hnYg(¼2x!ù�� o�jmtvn

a = 90
wX�*f�qXf�wHgutvqHjpqXf

qXfE��jmoÇ¸yj]gu�X�Bf�o ß ��tkjmiTtX¸Y�Kjmi:j −0.115
��ú�� 2 w û�ü	{ ~
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´E�©¤/� Ã � £8µ ¿yt��¶�Xikjpz�{pn%qXf¶|��"qHj]��nplXt�i�tvqHjpqXf�f�ivf�xuo8n�Æ npo�½�xutv��jIf�� Ææ�XwHz�{pn	qHj	�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn%qXf.g�jmi
��npwHn��Yjmivf�wyx8f.jpqOtv��tvnpwKjpqXn

C
~.º*�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pnIqXfEg�jmi2xuout��Yjmivf�wyx8fR½

C3 ∼ 0.009/a3
c

~.º}g
�Kjmouxu�v���Xikjpg��hnpivnptvqHjmtvg,fhg�ÆP½�outv��jpg x!ù�� qXf�wHgutvqHjpqXf0qXf0��jmoÇ¸yj}gu�X�Bf�o ß ��tkjmiXtX¸Y�KjmiHj −1.04 q/a2

c

�
npwHqXf

ac
½�nòqOt^Êm��f�xuo8nòqXnYgs�]tv��o8np�vnpwHg�~ º ��nplXt�i�tvqHjpqXf�f�ivf�xuo8n�Æ npo�½�xutv��j��Hg�jpqHj��hnp��n

wHnpou�	jmi�tXÁ�jpz�{pn£½
µn ≈ 21

»
µ
�¤úmg(¼�»�ýPúm���¥¼xw ü�y2{ ~

Ø ×mÚ�á�×%åpÕ�çBõká�ÜBèßÙBâ:Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÔÞ×mÛrÙOÚ]ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ ç2Õ�Ô�Õ�Õ ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×%åpÕ�ÔÞÓXÕ Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õvý
åmÜBèæÕ�Ú	åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.ëHÜB× åmÙOàBåmÙOÔÞÖ2Õ�åmÙOÛÌÙ�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ�×mÛô×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚ	×rÚÞÝvý
Û%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ � þ�V��^ì Ø ÙOÚÞÚÞÙ�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙsîVÙOÝ,÷2Õ�ÚÞ×pÕ�ÖBÙrà2Õsî Õ�ÛrÙOÚ�Õ%á�×mÙOÔÞÝæÕsÖB×T�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mèvý³²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ
9'�DÆY²,ó-? � ¢$´�âÞþ´��0ç2Õ�Ô�Õ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ¶îVÙOÔ�á�×mÚ�×�ÚÞÝßÛL��á�ÔÞÝßåmÙOÚmì%Ò.Ú	åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ]×màXá�ÔÞ×rÙOÚ]õßÙOàBÚ]Û%ÜBèvý
á�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚIîVÙOÔ�Õ�Û èß×�ï�Õ�Ö2Õ�ÚI×mÛ åmÙOàXáhÕ[Õyá�Ô�Õpï��mÚsÖBÙòÜBÚÞÙ[Ö2Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×�çBèæÕ�ÚÞÛ Õ�ÖB×�ÜBÛ Õ�åmÙOÛsý
çbÙOàB×màXá�×�9%GIB���þz��ÿCÜ*��B��%B*�x�x3®
�#2ÿL
	ýYS^M�ûz? � ¢�V��^ìIÒ.çb×mÚ�Õ�Ô]Ö2Õ�Ú]ÔÞ×mçBÜBèßÚ�»K×mÚ�ÖB×såpÕ�ÔÞÙKØmÙ�ÖBÜBÔÞÙ
ÖB×såmÜBÔ�á�Ù�Õ�èßåpÕ�àBåm×%ÚÞ×mÔÞ×mÛôÝßàBåmèßÜBõßÖ2Õ�Ú¶àB×mÚ�á�×sîVÙOÔÞÛ Õ�èßÝßÚÞÛrÙBâ2Ù�ÛrÙKÖB×mèßÙ ÖB×LS^M�û åmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×sÖB×%ÜBÛ
ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÖB×�õßÙOàBÚEçBÜBàXá�ÝkîVÙOÔÞÛr×mÚ�ÝßÖBémàXá�ÝßåmÙOÚEÝßàXá�×mÔ�Õ�ÓOÝßàBÖBÙs×�O�åmèßÜBÚÞÝkï�Õ�Ûr×màXá�×	Õyá�Ô�Õpï��mÚ.ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�àBÙ�×IÝßÛr×mÔÞÚÞÙOÚ�×mÛ�ÜBÛ"ÔÞõßÓOÝßÖBÙ�×IÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×]îVÜBàBÖBÙ ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕrÙOçbÙOÚ�áhÕ�âTç2Õ�Ô�ÕrÓXÕ�Ô�Õ�àXá�ÝßÔ
Õ�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×IÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ � ¢�V��^ì	í0Ú�áhÕ á�×mÙOÔÞÝæÕ çb×mÔÞÛrÝká�×IÙ�å1J�èßåmÜBèßÙ�Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåmÙrÖB×%á�ÙKÖ2Õ�Ú
Õ�ÚEîVÜBàBØ)»K×mÚEá�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�Ú}ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ì

S4á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙ�îVÙOÝdÙOÔÞÓXÕ�àBÝßêpÕ�ÖBÙ�Ö2Õ�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×sÛ Õ�àB×mÝßÔ�Õ�ìIÒ4á�×mÙOÔÞÝæÕ ÖB×L�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè}×�Õ



B � î R � Â ��À��0% Áx" �J|�~À���~���¾�� Á!� ½�$��#���,| Á!�4ÁvR�" ~ R �{| Á ¾f�0~ � ¾�½ �  R®Â ~ � � �! � [!&

Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù]ÖB×:²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ�Ú�ñ�Ù�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�Ú�à2Õ�ÚÞ×mØpñ�ÙT´�ì°VKì�Ò ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×6×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ.×EÚÞÜ2Õ
ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù åmÙOÛ�Õ åpÕ�ÔÞÓXÕr×�îV×�á�Ýkï�Õy�IÖBÝßÚÞåmÜ�á�ÝßÖ2Õrà2Õ ÚÞ×mØpñ�Ù	´�ì ´�ìDS4àBÙOÚÞÚÞÙ�ÛrÙKÖB×mèßÙrç2Õ�Ô�Õ�ÕrÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù
ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕN�¶ÖB×�ü2àBÝßÖBÙIà2Õ	ÚÞ×mØpñ�Ù�´�ì þ	×.ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ�Ú�ñ�ÙIÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ÖBÙOÚ�à2Õ	ÚÞ×mØpñ�Ù}´�ì°XKìdÒ.Ú
åmÙOàBåmèßÜBÚ�»K×mÚ¶Ú�ñ�ÙrÕ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�Ú¶à2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ùy´�ì ·�ì
Ö§n�m ® rA�9u{tM ��iv���� �����Å��¦��	�x��
¥�9� � ���£¤A¤.uJ�� ��£y2z{u v��

¨�8�2t=tQw �
��ä1ã9ä�æ & è�),-0/B783�=.)�� )����6)������.P��6),5

Ø ×mÚ�áhÕ�ÚÞ×mØpñ�ÙBâ ï�Õ�ÛrÙOÚ]Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ô	Õ á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×Ý�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè�9'�DÆD?.ç2Õ�Ô�Õ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ
ÚÞÝßÛL��á�ÔÞÝßåmÙOÚmâ2ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖ2Õ ð*JrÛ Õ�ÝßÚEÖB×}¹�WrÕ�àBÙOÚmâTÚÞ×mÓOÜBÝßàBÖBÙ�Õ�Ú¶èßÝßàBð2Õ�Ú�ÓO×mÔ�Õ�ÝßÚ�ÖB× � ¢�V��^ìI��Õ�ÛrÙOÚ
åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÔrÙ@ÛrÙKÖB×mèßÙòÛ Õ�ÝßÚsÚÞÝßÛrçBèß×mÚsÖB×�ÜBÛ Õ[ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù[åmÙOÛÈ×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ%åmÙOà�ü2à2Õ�Ö2Õ@×mÛ ÜBÛ
ïOÙOèßÜBÛr× V ìxS�Ú Nm õßÙOàBÚ�Ú�ñ�Ù�ÝßÖB×pÕ�èßÝßêpÕ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙ�×mÚ�îV×mÔ�Õ�Ú¶ÖBÜBÔ�Õ�Ú�ÖB×�ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ ac â2åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�àBÖBÙ
ÜBÛ Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ ±q ×mÛôÚÞ×mÜBÚ	åm×màXá�ÔÞÙOÚmì�Ò�àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×sÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�×�O�ÝßÓO×sëHÜB× N+ =

N− = Nm/2 ìzS ÚÞÙOèkïO×màXá�×D�.ÛrÙKÖB×mèæÕ�ÖBÙ	åmÙOÛrÙIÜBÛ Ûr×mÝßÙ	åmÙOàXá�õßàHÜBÙ%ÖB×.åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×�ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ ε ì
S Õ�ÔÞÓOÜBÛr×màXá�Ù�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�èRÖB×Ý�DÆ�îVÙOÝRëHÜB×�â�×mÛ%÷bÙOÔ�Õ Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�ÛL�mÖBÝßÙ�ÖB×màXá�ÔÞÙ�ÖBÙ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù
ÚÞ×uó�Õsêm×mÔÞÙBâB×�O�ÝßÚ�á�×mÛÿîVÙOÔ�á�×mÚEåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�çbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚ�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚEõßÙOàBÚ�ÖB×]ÚÞÝßà2Õ�ÝßÚ}ÙOçbÙOÚ�á�ÙOÚmì<��Õ�ÛrÙOÚ
üvOBÕ�Ô.ÜBÛ�õßÙOà�ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ +q à2Õ ÙOÔÞÝßÓO×mÛ ÖBÙ�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ ÕrÖB×	åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú.×	ïO×mÔ.åmÙOÛrÙ ÙOÚ.ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ
õßÙOàBÚ0ÚÞ×¶ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜB×mÛ4Õ�Ù�ÔÞ×mÖBÙOÔ0ÖB×mèß×N9 ïO×uó�Õ	Õ]ü2ÓOÜBÔ�Õ^´�ì ´?�ì[�.×màXá�ÔÞÙ	Ö2Õ�ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù 0 < r ≤ ac à2ñ�Ù�ð*J
ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú]åpÕ�ÔÞÓXÕ�Úmâ ×�O�åm×�á�Ù�Õ�ëHÜB×mèæÕ üvOBÕ�à2Õ�ÙOÔÞÝßÓO×mÛ�â:×såmÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙ�Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ ϕ(r)

Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê	Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×N;�Õ�çBèæÕ�åm×
∇2ϕ(r) = 0 . 9'´�ì®¢�?

û�Õ�Ô�Õ r > ac âBÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ÙO÷b×mÖB×måm×	Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×	ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOà
∇2ϕ(r) = −4π

ε
ρq(r) , 9'´�ì°V�?

ÙOàBÖB×[ÕùÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×òåpÕ�ÔÞÓXÕùçbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ÕM×mÛ�á�×mÔÞÛrÙOÚ Ö2Õ�Ú îVÜBàBØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù
åpÕ�ÔÞÓXÕªýuåpÕ�ÔÞÓXÕ�â ρq(r) = qρ+g++(r) − qρ−g+−(r) ìdÒ.Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÛL�mÖBÝæÕ�Ú�ÖBÙOÚ�õßÙOàBÚEçbÙOÚÞÝká�ÝkïOÙOÚ
×�àB×mÓXÕyá�ÝkïOÙOÚ�Ú�ñ�Ù ρ+ = ρ− = ρm/2 âBÙOàBÖB× ρm = Nm/V ì
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+ -

ac

´E�©¤/� Ã � Ã8µ º �hnpw ß ¸Y�Xo�jpz�{pnsqXf¶�	jmtvnpoEjm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pnsf�wyxuo8f�qXnptvg}�vnpwHg�qXf.��jmoÇ¸yjpg�np�BnYgux�jpg�~�º i�t�wX�Kj
�Bnpwyxut�i��KjpqHj�qXf�i�t��]t�x�j¶j�o8f�¸Ytk{pnEwKjE�y�KjmiHwHf�wX�y�X� �vnpw��Bn�qXfd�Bf�wHf�xuo�jmo���qXf���tvqXn5¼�o8f��X�Xivg�{pn
qXfE��jmo8n�zhn�qO�Xo8nX~

Ò.Ú�îVÜBàBØ)»K×mÚ¶ÖB×IåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù�çbÙKÖB×mÛ"ÚÞ×mÔ.×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�Õ�Ú�×mÛ á�×mÔÞÛrÙOÚ�ÖBÙ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,ÖB×�îVÙOÔÞØpÕ
ÛL�mÖBÝæÕ ωij

gij(r) = e−β ωij(r), 9'´�ì ´?
ÙOàBÖB× ωij �EÙ�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙ.àB×måm×mÚÞÚ�J�ÔÞÝßÙ�ç2Õ�Ô�Õ.á�Ô�Õ�êm×mÔdÙOÚdõßÙOàBÚ i × j ÖBÙ]Ýßà�ü2àBÝká�Ù�Õyá���ÜBÛ Õ�ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�Ù r
ÖB×màXá�ÔÞÙ�Ö2Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì �.×m÷|O×�×^Æ:ÇBå-È�×mè ü2êm×mÔ�Õ�ÛÿÜBÛ ÕsÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù%Õ�ÙsÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßÔ}ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
ÖB×]îVÙOÔÞØpÕ�ÛL�mÖBÝæÕ%çb×mèßÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ

ωij(r) = qjϕi(r) , 9'´�ì þ�?
ÙOàBÖB× qj �sÕråpÕ�ÔÞÓXÕ ÖBÙ j ý��mÚÞÝßÛrÙrõßÙOà�× ϕi(r) �IÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�ÕrÜBÛ ÕrÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ r
ÖBÙ�õßÙOà i üvO�Ù�à2Õ�ÙOÔÞÝßÓO×mÛÛ9 r = 0 ?�ì^M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù09'´�ì°V�?�ÚÞ×%á�Ô�Õ�àBÚ�îVÙOÔÞÛ Õrà2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
à2ñ�ÙrèßÝßàB×pÕ�Ô}ÖB×Iû ² Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ

∇2ϕ(r) = −4π

ε
[qρ+e

−βqϕ(r) − qρ−e
βqϕ(r)] =

4πρmq

ε
sinh[βqϕ(r)]. 9'´�ì°X�?

�.×m÷|O×�×yÆ:ÇBå-È�×mè}èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ô�Õ�Û�×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙBâ�×mÛ%÷bÙOÔ�Õ�×mÚ�á�× çBÔÞÙKåm×mÖBÝßÛr×màXá�Ù�ÚÞ×uó�Õ�ï�J�èßÝßÖBÙ�ÚÞÙyý
Ûr×màXá�×�ÚÞ× βqϕ� 1 ì0Ò�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù%Ö2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì°X�?}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕsà2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×NÆ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê

∇2ϕ(r) = κ2ϕ(r) , 9'´�ì ·?
ÙOàBÖB×�ÙrÝßàXïO×mÔÞÚÞÙrÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×N�.×m÷|O× κ ��Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ

κ =

√
4πβq2ρm

ε
. 9'´�ì°º�?
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Ò.Ú�×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ09'´�ì®¢�?�× 9'´�ì ·?rçBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�Û�ÚÞ×mÔ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Ö2Õ�Ú�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×òÕ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×
åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB×�åmÙOàXá�ÝßàHÜBÝßÖ2Õ�ÖB× ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è6×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ�× ÖBÙ�åpÕ�ÛrçbÙ�×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ�à2Õ�îVÔÞÙOàXá�×mÝßÔ�Õ
r = ac ìxM}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×	Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ���Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ

ϕ<(r) =
q

εr
− qκ

ε(1 + κac)
, r < ac 9'´�ì ¹?

ϕ>(r) =
q

ε(1 + κac)

e−κ(r−ac)

r
, r > ac . 9'´�ì ?

Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÒ9'´�ì ?�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�ëHÜB×ùÙ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è]×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ çBÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖBÙ çb×mèßÙ õßÙOà åm×màXá�Ô�Õ�è^�
×�O�çbÙOàB×màBåmÝæÕ�èßÛr×màXá�×r÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�àHÜ�ïO×mÛ Ý4æOàBÝßåpÕ�ëHÜB× Ù�åm×mÔÞåpÕ�ìtS çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è0×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ
ϕ<(r) â Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù09'´�ì ¹?�â:á�×mÛ�ÖBÙOÝßÚ.á�×mÔÞÛrÙOÚ�a¶Ù�çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙy�%Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èRçBÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖBÙ
çb×mèßÙ�õßÙOà�åm×màXá�Ô�Õ�è,×�Ù�ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙL��ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:ÝßàBÖBÜBêmÝßÖBÙ�çb×mèæÕsàHÜ�ïO×mÛ"Ý4æOàBÝßåpÕ%×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB×mèß×

ψ = − qκ

ε(1 + κac)
. 9'´�ì®¢$W?

Ò ×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×]×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ F el çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ%ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×	Ù�çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ ÖB×�åpÕ�ÔÞÔÞ×�ý
ÓXÕ�Ûr×màXá�Ù ÖB×T�.×m÷|O×�â àBÙ ëHÜ2Õ�è,á�ÙKÖBÙOÚ¶ÙOÚ¶õßÙOàBÚ�Ú�ñ�Ù ÚÞÝßÛ%ÜBèkáhÕ�àB×pÕ�Ûr×màXá�×�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙOÚ¶ÖB×	êm×mÔÞÙ�Õyá��
ÚÞÜ2Õ�Ú¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚEåmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ú

F el = Nmq
∫ 1

0
ψ(λq) dλ. 9'´�ì®¢�¢�?

S�å1J�èßåmÜBèßÙy�%Û%ÜBÝká�Ù ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�ø�ëHÜB×mèß×%Ü�á�ÝßèßÝßêpÕ�ÖBÙrç2Õ�Ô�Õ�ÚÞ×%ÙO÷�á�×mÔ]Õ ×màB×mÔÞÓOÝæÕ ×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Õ�ÔÞÛ Õªý
êm×mà2Õ�Ö2Õr×mÛ ÜBÛ åpÕ�ç2Õ�åmÝká�ÙOÔmì �.×�ü2àBÝßàBÖBÙyýuÚÞ×	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕsåmÙOÛrÙ
f el = F el/V â2Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�ÙsÖ2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì®¢�¢�?}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕs×mÛ

βf el =
βF el

V
= − 1

4πa3
c

[
ln(κ(ρm)ac + 1) − κ(ρm)ac +

(κ(ρm)ac)
2

2

]
. 9'´�ì®¢�V�?

Ò ×màB×mÔÞÓOÝæÕ.èßÝkïKÔÞ×�á�Ù�áhÕ�è�ÖBÙ]×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙY��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ F = F el+F ent ì<S çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙ¶á�×mÔÞÛrÙD�
Õ	ç2Õ�Ô�á�×¶×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�âXÖ2Õ�Ö2Õ	çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùt9'´�ì®¢�V�?�âH×¶Ù	ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙ}�.Õ	åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù	×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕ�â
ëHÜB×	ïO×mÛ"Ö2ÕrÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ¶ÓOÔ�Õ�ÜBÚ�ÖB×	èßÝß÷b×mÔÞÖ2Õ�ÖB×]ÖB×	ÛrÙOÛr×màXá�ÜBÛ à2ÕsîVÜBàBØpñ�ÙrÖB×	ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙBâB×
��×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×	øs×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×�ÖB×�ÜBÛ ÓJ�Ú�ÝßÖB×pÕ�è

βF ent = N+ ln[ρ+Λ3
B] −N+ +N− ln[ρ−Λ3

B] −N− , 9'´�ì®¢$´?
ÙOÜ�Õ�ÝßàBÖ2Õ�â

βF ent

V
= βf ent = ρm ln

[
ρm

2
Λ3

B

]
− ρm , 9'´�ì®¢pþ�?
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ÙOàBÖB× ΛB = (h2/2πmkT )1/2 �.Ù%åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù	ÖB×.ÙOàBÖ2Õ	á��mÔÞÛrÝßåmÙ	ÖB×����:ù6����ú�3û�r�6ÖBÙOÚ}õßÙOàBÚ�ÖB×
Û Õ�ÚÞÚ�Õ m ì

S�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖ2ÕsÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙÝ��Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ
βµ =

∂(βF )

∂Nm

∣∣∣∣∣
V

=
∂(βf)

∂ρm
=
∂(βf ent)

∂ρm
+
∂(βf el)

∂ρm
, 9'´�ì®¢�X�?

ÙOàBÖB× f = F/V ì S á�×mÔÞÛrÙI×màXá�Ô�¸OçBÝßåmÙIçbÙKÖB×¶ÚÞ×mÔ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙ	åmÙOÛ ÙIÜBÚÞÙ%Ö2ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùt9'´�ì®¢pþ�?�âHÖB×
ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×

∂f ent

∂ρm
= ln

[
ρm

2
Λ3

B

]
. 9'´�ì®¢$·?

S çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èHëHÜBõßÛrÝßåmÙ¶ÖB×}×�O�åm×mÚÞÚÞÙBâXÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×�Ö2Õ¶ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù.×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ¶×màXá�ÔÞ×}ÙOÚ�õßÙOàBÚmâ�çbÙKÖB×
ÚÞ×mÔ¶×mÚÞåmÔÞÝká�Ù�åmÙOÛrÙ

µex =
∂f el

∂ρm
=
∂f el

∂κ

∂κ

∂ρm
, 9'´�ì®¢�º�?

×�ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×IÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì®¢�V�?�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×
µex = − `Bκ

2(1 + κac)
. 9'´�ì®¢$¹?

Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙ¶ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚI9'´�ì®¢$·? ×�9'´�ì®¢$¹? à2Õ¶×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÝ9'´�ì®¢�X�?:á�×mÛrÙOÚRëHÜB×}Ù.çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èHëHÜBõßÛrÝßåmÙ
Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙÝ��Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ

βµ = ln
[
ρm

2
Λ3

B

]
− `Bκ

2(1 + κac)
. 9'´�ì®¢$?

��ä1ã9ä1ã &(36FKFK-EP:7836;:<6-4=.)����H) /�/BD�1
Ò�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×L�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè^â6Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�à2Õ�ÚÞ×mØpñ�Ù�Õ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔmâ îVÙOÝ0÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õ�à2Õ�èßÝßàB×�ý

Õ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�ÙùÖ2Õú×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙMÖB×òûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà ì �.×�ïKÝßÖBÙ�ø@îVÙOÔ�á�×�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛÈ×òÕ�ÙúÔ�J�çBÝßÖBÙ
ÖB×måmÔ��mÚÞåmÝßÛrÙ�ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�èßÙOàBÓO×%ÖBÙ�õßÙOàòåm×màXá�Ô�Õ�è^â,Õ�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù çbÙKÖB×sÚÞ×mÔ�óÞÜBÚ�á�Ýkü2åpÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�Õ
ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú¶ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ.×IÝßàXá�×mÔÞÛr×mÖBÝKJ�ÔÞÝæÕ�Úmì�í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâo²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ�çb×mÔÞåm×m÷b×mÜòëHÜB×%ÕrèßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù
ÖBÝßÛrÝßàHÜBÝ:îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×�Ùrçb×mÚÞÙrÖ2Õ�Ú¶åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚ¶×mÛ ëHÜB×IÖBÙOÝßÚEõßÙOàBÚ�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�ÙOçbÙOÚ�áhÕ�Ú¶×mÚ�áhñ�Ù
Û%ÜBÝká�ÙrçBÔ�¸1O�ÝßÛrÙOÚ}9 ïO×uó�Õ�Õrü2ÓOÜBÔ�Õy´�ì ´?�âbëHÜB×IÚ�ñ�Ù�ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚ¶Õr÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�ÚmìYZ¶Û Õ
Û Õ�àB×mÝßÔ�Õ�ÖB×�èß×�ï�Õ�Ô]×mÛôåmÙOàXáhÕ�áhÕ�ÝßÚ]åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚmâRçBÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õ�àBÖBÙ�Õ�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßÖ2Õ�ÖB×IÖ2Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×
�DÆ	â��sçbÙOÚ�á�ÜBèæÕ�Ô]Õ�×�O�ÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�ÖB×�ÖBÝßçbÙOèßÙOÚ.åmÙOÛôÕ�ÚÞÜ2Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÓOÙYïO×mÔÞà2Õ�Ö2Õ�çb×mèæÕ�èß×mÝ�ÖB×
Õ�Øpñ�ÙsÖ2Õ�Ú�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�Ú � º�W��^ì Ø ×mÚ�áhÕsÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâKÙOÚ}ÖBÝßçbÙOèßÙOÚ�Ú�ñ�Ù%á�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙOÚ}åmÙOÛrÙ%×mÚÞç��måmÝß×mÚEÝßÖB×pÕ�ÝßÚ
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à2ñ�ÙsÝßàXá�×mÔ�Õ�ÓO×màXá�×mÚ � ¢�V�� ×�â�çbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ�ÚÞ×mÜ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:ëHÜBõßÛrÝßåmÙIÖB×]×�O�åm×mÚÞÚÞÙBâ2Ö2Õ�ÖBÙsçb×mèæÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9'´�ì®¢�º�?�â�Eêm×mÔÞÙBì S àHöBÛr×mÔÞÙ]á�Ù�áhÕ�è�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú Nm = ρmV �E×màXáhñ�Ù�ÖBÝkïKÝßÖBÝßÖBÙ�×mÛ4ÛrÙOàBÙOçbÙOèßÙOÚ
N1 = ρ1V ×�ÖBÝßçbÙOèßÙOÚ N2 = ρ2V ìdÒ*åmÙOàBÚÞ×mÔ�ï�Õ�Øpñ�Ù]ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚRÔÞ×mëHÜB×mÔ0ëHÜB× Nm = N1+2N2 ì
Ò4×màB×mÔÞÓOÝæÕ èßÝkïKÔÞ×IÖB×mÚ�áhÕ�ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�Õy�%Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ F = F ent

1 + F ent
2 + F el â ÙOàBÖB× F el × F ent

1 Ú�ñ�Ù
ÔÞ×mÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�Õ�Ú�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�Ú�èßÝkïKÔÞ×mÚ6×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ]×¶×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕ	ÖBÙOÚ�ÛrÙOàBÙOçbÙOèßÙOÚmâXÖ2Õ�Ö2Õ�Ú�çb×mèæÕ�Ú
×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ�9'´�ì®¢�V�?¶×q9'´�ì®¢pþ�?¶åmÙOÛ Nm → N1 â,ÙOÜòÚÞ×uó�Õ�â ρm → ρ1 ìIÒ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×%×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕ
ÖBÙrÖBÝßçbÙOèßÙ}��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

βF ent
2 = N2 ln

[
ρ2Λ

6
B

ξ2

]
−N2 , 9'´�ì°V�W?

ÙOàBÖB×	ÕsîVÜBàBØpñ�Ù�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÝßàXá�×mÔÞà2Õ�ÖBÙ�ÖBÝßçbÙOèßÙ}�
ξ2(D) = 4π

∫ D

ac

r2 exp(βq2/εr) dr . 9'´�ì°V"¢�?
û�Õ�Ô�Õù÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�ÚmâEÙúï�Õ�èßÙOÔrÖB×�åmÙOÔ�á�× D â�àBÙúëHÜ2Õ�è.ÖBÙOÝßÚ õßÙOàBÚ çbÙKÖB×mÛ�ÚÞ×mÔ

åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙsÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚmâ�à2ñ�Ù}��Û%ÜBÝká�ÙIÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�× � ¢�V��^ìz=K×mÓOÜBàBÖBÙÝ²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ�â�ÙIï�Õ�èßÙOÔ
ÖB× D çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔEá�ÙOÛ Õ�ÖBÙ%åmÙOÛrÙsÙsçbÙOàXá�ÙsÖB×]Ýßà!+2×�OBñ�Ù�Ö2Õ%ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�è:à2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9'´�ì°V"¢�? Û DBj =

`B/2
� þ´��^ì0Ò�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙrÖB×�ÖBÝßçbÙOèßÙOÚI��ÙO÷�á�ÝßÖ2ÕsÕyá�Ô�Õpï��mÚ¶Ö2Õ�èß×mÝ ÖB×	Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�Ú � º�W��

µ2 = µ+ + µ− , 9'´�ì°V�V�?
ÙOàBÖB×�ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙ%ÖB×�ÜBÛ Õs×mÚÞç��måmÝß× s ��Ö2Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ

βµs =
∂(βF )

∂Ns

∣∣∣∣∣
V

=
∂(βf)

∂ρs
. 9'´�ì°V�´?

=KÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßàBÖBÙyýuÚÞ×�Õ�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù	ç2Õ�Ô�Õ�Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×}á�Ù�áhÕ�è�à2Õ�èß×mÝ�ÖB×�Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�Ú0Û Õ�ÚÞÚ�Õ�ÚmâXÙO÷�á��mÛsý
ÚÞ×IÕsåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙrÖB×�ÖBÝßçbÙOèßÙOÚ

ρ2 =
1

4
ρ1

2ξ2 e
2βµex

, 9'´�ì°Vyþ�?
ÙOàBÖB× µex ��Ö2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì®¢$¹?�âBèß×mÛ%÷BÔ�Õ�àBÖBÙ�ëHÜB× κ ��åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙ�Õ�çb×mà2Õ�ÚEåmÙOÛ ρ1 ì

Ö§n�Ö ® � u �x 4�4 �vx�£v�� �9�4�2r.tMu !�u{t#"2rA ��2�Ø�f�  �q%$Å�2tQ¤Az{u v��f�2�,tM¥�

û�Õ�Ô�Õ ÝßàXïO×mÚ�á�ÝßÓXÕ�Ô.Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�ÕrÖB×%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmâTÜBÛ�çb×mëHÜB×màBÙ�åpÕ�ÛrçbÙ ×mè4��ý
á�ÔÞÝßåmÙ	�rÕ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙ�ø�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�×�×màXáhñ�Ù�Ûr×mÖB×�ýuÚÞ×rÕ ïO×mèßÙKåmÝßÖ2Õ�ÖB×sÖB×�ÖB×mÔÞÝkï�Õ�ì%û�Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú
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åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×IåpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�ÚmâTÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×	ëHÜB×IÕ�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×.×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�âBëHÜB×N�
Ö2Õ�Ö2Õ çb×mèæÕrÔ�Õ�êpñ�Ù ×màXá�ÔÞ×sÕrïO×mèßÙKåmÝßÖ2Õ�ÖB×	×%Ù åpÕ�ÛrçbÙ ×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ�Õ�çBèßÝßåpÕ�ÖBÙBâTçbÙKÖB×	Û%ÜBÖ2Õ�Ô.ÖB×IÚÞÝßà2Õ�è^ì
=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�âEÕ�Ú ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�áhÕ�ÔÞÝæÕ�ÛÈÚÞ×�ÛrÙYïO×màBÖBÙúà2ÕùÖBÝßÔÞ×mØpñ�ÙùÙOçbÙOÚ�áhÕùø�ëHÜB×mèæÕ
÷2Õ�ÚÞ×pÕ�Ö2Õ�à2Õ�ÚÞÜ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�ì	Ò�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×	×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕy��ÜBÚÞÜ2Õ�èßÛr×màXá�×
Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Ö2Õ�øsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù Ö2ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖ2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è � ·�¹��^ì

Ò�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×	×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕy��â�×mÛôÓO×mÔ�Õ�è^â ÜBÛ Õ�åmÙOÛrçBèßÝßåpÕ�Ö2ÕrîVÜBàBØpñ�Ù�à2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖBÙ
çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ ζ â ëHÜB×Ý��Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�àBÙ�çBèæÕ�àBÙ�ÖB×�åmÝßÚ�Õ�èßð2Õ�Ûr×màXá�Ù�ðBÝßÖBÔÞÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåmÙ
98#-�*��
��HÜ�3®
�B���?�âKèßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�ÖBÙ]à2Õ	÷bÙOÔÞÖ2Õ�×�OKá�×mÔÞà2ÕIÖ2Õ	åpÕ�Û Õ�Ö2Õ�ÖB×.åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ�9 ïO×uó�Õ
Õ¶ü2ÓOÜBÔ�ÕY´�ì þ�?�ì Ø Ù�×màXáhÕ�àXá�ÙBâOç2Õ�Ô�Õ¶çb×mëHÜB×màBÙOÚ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�ÖB× ζ ×}ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚRÝ4æOàBÝßåmÙOÚmâ�Õ
ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù%×màXá�ÔÞ×]×mÚ�áhÕ�ÚEÖBÜ2Õ�Ú�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mêpÕ�ÚI�]èßÝßàB×pÕ�ÔmâHÚÞ×màBÖBÙ�Ö2Õ�Ö2ÕIçb×mèæÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×^=KÛrÙOèßÜBåhðBÙ$u�Ú�ÈHÝ� X���^â

µe =
ε

γ
ζ , 9'´�ì°V�X�?

ÙOàBÖB× γ ��Õ�ïKÝßÚÞåmÙOÚÞÝßÖ2Õ�ÖB× ÖBÙ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�× µe Õ�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×s×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�ìqM}ÙOÛrÙ�çb×mÔ�á�Ù�ÖBÙ
çbÙOàXá�Ù�ÖB×òÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×òåpÕ�ÔÞÓXÕã9 ζ ≈ 0 ? ÙMçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ ×òÙMåmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙúÖB×~�.×m÷|O×@Ú�ñ�Ù
çb×mëHÜB×màBÙOÚmâ�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×y=KÛrÙOèßÜBåhðBÙ$u�Ú�ÈHÝ[�sï�J�èßÝßÖ2Õ ×�Õ�Ú�Ûr×mÖBÝßÖ2Õ�Ú�ÖB×�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×�îVÙOÔÞàB×måm×mÛ
ÜBÛ Õ�åm×mÚÞÚÞÙ�ÖBÝßÔÞ×�á�Ù�Õ�Ù ï�Õ�èßÙOÔ¶ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èR×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ ζ ì�í0Ú�á�×%î Õyá�Ùrá�ÙOÔÞà2Õ Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ
ÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�× ç2Õ�Ô�Õ�Ù�×mÚ�á�ÜBÖBÙòÖ2Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙòÖ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ìtS åmÙOàBðB×måmÝßÛr×màXá�Ù
ÖBÙ[ÚÞÝßà2Õ�è}ÖB× ζ àBÙOÚsçb×mÔÞÛrÝká�× çBÔÞ×mÖBÝßêm×mÔ�Õ�ÖBÝßÔÞ×mØpñ�ÙòÖ2ÕòÖB×mÔÞÝkï�Õ�×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ�ÖB×màXá�ÔÞÙ@ÖB×�ÜBÛ Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:ÖBÝßèßÜBõßÖ2Õ�ìØ Ù�×màXáhÕ�àXá�ÙBâ,Õ�ÖBÝkü2åmÜBèßÖ2Õ�ÖB×IÔÞ×mÚÞÝßÖB×%àBÙ î Õyá�Ù�ëHÜB×�â ×mÛ ÓO×mÔ�Õ�è^âbÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ à2ñ�Ù��%åmÙyý
àBðB×måmÝßÖBÙBì0Ò.Ú�Ûr×mÖBÝßÖ2Õ�Ú6×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Û4åmèæÕ�Ô�Õ�Ûr×màXá�×�ëHÜB×.Ù	çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èT×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ
ÖBÝkîV×mÔÞ×IÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ÖBÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èRà2Õ ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×	Ö2Õ ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì�í0àXáhñ�ÙBâ:ç2Õ�Ô�Õ
çbÙKÖB×mÔÞÛrÙOÚ.ÜBÚ�Õ�Ô]Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×Ý=KÛrÙOèßÜBåhðBÙ$u�Ú�ÈHÝ^â Ùq#-�*��
���Ü�3®
�B��sçBÔÞ×måmÝßÚ�Õ ÚÞ×mÔ�Õyî Õ�Ú�áhÕ�ÖBÙ�Ö2Õ�ÚÞÜKý
çb×mÔ�îVõßåmÝß×�ÖBÙsÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�çbÙOÔ�ÜBÛ ÕIåm×mÔ�áhÕsÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ%Õ%ü2Û ÖB×]ÝßàBåmèßÜBÝßÔ}ÙOÚEåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ}îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×
èßÝßÓXÕ�ÖBÙOÚEÕ%×mèß×L9 ïO×uó�ÕrÕ%ü2ÓOÜBÔ�ÕÝ´�ì þ�?�ì6í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâTÕsèßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù	çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�ÖBÙ�#-�*��
���Ü�3®
�B���ï�Õ�ÔÞÝæÕ
ÚÞÜ2ÕpïO×mÛr×màXá�×�åmÙOÛ Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ�à2Õ ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×IÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è,×%åmÙOÛ Õ�Ú�çBÔÞÙOçBÔÞÝß×mÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖBÙ
ÚÞÙOèkïO×màXá�×�ìt=K×mÓOÜBÝßàBÖBÙ�×mÚ�áhÕ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�Øpñ�ÙBâ��rçbÙOÚÞÚÞõkïO×mè6ÝßÖB×màXá�Ýkü2åpÕ�Ô]Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èd×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ ζ
åmÙOÛrÙ ÚÞ×màBÖBÙ�Ù çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙrÛL�mÖBÝßÙràBÙt#-�*��
��2Ü�3®
�B�� � ·�¹��^ì F Ô�Õ�êmÙJpïO×mèRÚÞÜBçbÙOÔ.ëHÜB×
Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ àB×mÚ�á�×�çBèæÕ�àBÙ�×mÚ�á�×uó�Õ�ÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ�ø�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì^�.×
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´E�©¤/� Ã � ÉAµ Â�g8�y�Hf��	j�qXf¶�X�	j�gu�Hgu�Bf�wHg�{pn	�hnpivnptvqHjmi,�hnp�?�Kjmouxu�v���XikjpgEfhg�ÆP½�outv��jpg}f¶g�jmi jpqOtv��tvnpwKjpqXnX~2É
ikjpqXn�fhg8�y�Hf�o8qXn���nYguxuo�j�jr�¶�HqHjmwHz�j�wKj qXf�wHgutvqHjpqXf�qXfs��jmoÇ¸yj�f��"x8npouwHn�qHj �Kjmouxu�v���Xikj
�hnpivnptvqHjmi���jmouo8f�¸yjpqHjO~,É ikjpqXn%qOt�o8f�t�x8n%��nYguxuo�j%jIqOtvguxuout�lX�Xtvz�{pn�qXnYgE�hnpwyxuo�jm�vnpwHg�f��hnp�vnpwHg�~
ζ
½.nI�Bnpx8f�wH��tkjmi wHn	�XikjmwHn%qXf���tvg�jmi��Kjm��f�wyx8n%�XtvqOo8n�qOt�w�Êm�]tv�hnx»'&)(+*-,/.10�23,/45*�¼6ivn���jmi�tXÁ�jpqXn
wKj.lBnpo8qHj]f(¹Ox8f�ouwKj]qHj���jm�	jpqHj�qXfE�hnpwyxuo�jm�vnpwHg}�hnpwHqXf�wHg�jpqXnYg�~

î Õyá�ÙBâXÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ�ÖB×¶ä�ÙOàXá�×YM�Õ�ÔÞèßÙ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Û�ëHÜB×EÙ�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù�ÖBÙ]çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ �EÛ%ÜBÝká�Ù
ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�ø�ëHÜB×mèß×]Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õ � ·�¹��^ì

S Û Õ�ÝßÙOÔ]ÙO÷BÚ�á-J�åmÜBèßÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Ù�ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×rÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝkáhÕyá�Ýkï�Õ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ
ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù.Ö2Õ]åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è���Õ�Õ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ�ÖB×EÜBÛ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�Ù]×�O�çBèßõßåmÝká�Ù
ÙOÜMÛL��á�ÙKÖBÙòÖB×�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Øpñ�Ù�ëHÜB×�Ûr×mØpÕ�ÖBÝßÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ì0M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ0ÙOÚ%Ö2Õ�ÖBÙOÚ
×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚ.çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ�Û�ÚÞ×mÔ�åmÙOàXïO×mÔ�á�ÝßÖBÙOÚ�à2Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ Õyá�Ô�Õpï��mÚ]ÖBÙ�ÜBÚÞÙ�ÖB×%ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ� º"¢��^ì�ûRÙOÔI×�O�×mÛrçBèßÙBâ�Ûr×mÚÞÛrÙ�ÚÞ×màBÖBÙ�ï�J�èßÝßÖBÙ�Ù�ÜBÚÞÙ�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×	=KÛrÙOèßÜBåhðBÙ$u�Ú�ÈHÝ^â0Õ�ÝßàBÖ2Õt�
çBÔÞ×måmÝßÚÞÙ�èßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�Ô�ÙsçBèæÕ�àBÙq98#-�*��
��VÜ�3®
�B���?}ÙOàBÖB×]ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:×mèß×�á�ÔÞÙKåmÝßà@��á�ÝßåmÙ%ÖB×�ïO×	ÚÞ×mÔEÛr×mÖBÝßÖBÙ
×�×màXáhñ�ÙùÜBÚ�Õ�ÔrÜBÛ Õòá�×mÙOÔÞÝæÕòÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×�ç2Õ�Ô�Õòá�Ô�Õ�ÖBÜBêmÝßÔ�Ù@çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ζ à2Õ[åpÕ�ÔÞÓXÕ[×�îV×�á�Ýkï�Õ � º�V��^ì
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M}èæÕ�Ô�Õ�Ûr×màXá�×�â�Õ�ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕ[Ö2Õ�×�OKá�Ô�Õ�Øpñ�Ù[Ö2ÕòåpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×mÛ ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�×mÚ%á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÚIá�ÙOÔÞà2Õ
ÖBÝkîVõßåmÝßè Õpï�Õ�èßÝæÕ�Ô�ÕsçBÔÞ×måmÝßÚ�ñ�Ù�ÖBÙrÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙsü2à2Õ�è^ì

ä�ÜBÝká�Ù�á�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙEá�×)¸OÔÞÝßåmÙ�á�×mÛ ÚÞÝßÖBÙ¶ÖB×mÖBÝßåpÕ�ÖBÙ.ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞ×}×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÔRÜBÛ�ÛrÙKÖBÙ�ÖB×�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô
Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�Û Õ�ÝßÚ]ÙOÚ	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�àB×mèæÕ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ � ¢�VKâ-V�¹�â-X�·��^ì
í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâbÜBÛ Õ�Ö2Õ�Ú¶ÖBÝkü2åmÜBèßÖ2Õ�ÖB×mÚ:�	ëHÜB×Iç2Õ�ÔÞ×måm×Ià2ñ�Ùrð2ÕpïO×mÔ�Õ�çb×mà2Õ�Ú¶ÜBÛ?óÞ×mÝká�ÙrÖB×	ÖB×�ü2àBÝßÔ.Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ì��.×mçb×màBÖB×màBÖBÙ	Ö2Õ�Ûr×mÖBÝßÖ2Õ¶×�îV×�á�Ü2Õ�Ö2Õ�âHÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕ.×�îV×�á�Ýkï�Õ¶á�×mÔ�J�ÜBÛ�ï�Õ�èßÙOÔ�ÜBÛ?çbÙOÜBåmÙ
ÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�× � º"¢��^ì}Ò?ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕrëHÜ2Õ�èßÝkáhÕyá�Ýkï�ÕIÖB×mÚ�áhÕ�Ú.åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú¶åmÙOÛ ÙOÚ¶ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚ�Ö2Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙBâ2åmÙOÛrÙ�ÕIåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚE×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×]Õ%åpÕ�ÔÞÓXÕ
Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕsåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âKÚ�ñ�ÙrÛ%ÜBÝká�ÙOÚEÚÞÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞ×mÚ � º"¢��^ì6Ò�Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕIÖB×�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ � ¢$��^â2ëHÜB×
�%ÜBÛ ÕrÖ2Õ�Ú.ÖB×�ü2àBÝßØ)»K×mÚ.Û Õ�ÝßÚ¶ÜBÚ�Õ�Ö2Õ�Ú.ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ�âbçbÙKÖB×	ÚÞ×mÔ�ÝßÛrçBèß×mÛr×màXáhÕ�Ö2Õ%î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×
ç2Õ�Ô�Õ	ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOàXá�×màBÖBÙ%åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ6ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÙOÜ�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚmâHÛ Õ�Ú�ÚÞ×mÛ åmÙOõßÙOàBÚ � ¢pþE�^ì
Quà�îV×mèßÝßêmÛr×màXá�×�ç2Õ�ÔÞ×måm×IÚÞ×mÔ¶ÝßÛrçbÙOÚÞÚÞõkïO×mè,×mÚ�á�×màBÖB×mÔ.×mÚ�á�×	îVÙOÔÞÛ Õ�èßÝßÚÞÛrÙ%ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOàXá�×màBÖBÙ
Õ�Ù�Ûr×mÚÞÛrÙ�á�×mÛrçbÙ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×sëHÜ2Õ�èßëHÜB×mÔ�á�ÝßçbÙ�ÖB×såmÙOõßÙOàBÚ � ¢pþE�^ìTQuÚ�á�Ù�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×
çbÙOÔÞëHÜB×�×mÚ�á�×�åmÙOàBåm×mÝká�Ù�ÖB× åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�ëHÜB×Ýs8åmÙOàBÓO×mèæÕ�wsá�ÙKÖBÙOÚIÙOÚIåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚIåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ
ÖB×màXá�ÔÞÙrÖB×Ys8ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ú³w]ÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕsáhÕ�Û%÷��mÛ Õ�ÚEåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚEÝ4æOàBÝßåpÕ�Ú�àBÙsïOÙOèßÜBÛr×�âBëHÜB×
Ú�ñ�Ù�ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×mÚ¶à2Õ çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ�ÖB×IõßÙOàBÚ.Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmìYM}ÙOÛrÙrïO×mÔÞ×mÛrÙOÚ]ÕrÚÞ×mÓOÜBÝßÔmâ:ç2Õ�Ô�ÕráhÕ�ÝßÚ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚmâbï�Õ�ÛrÙOÚE×mÚ�á�ÝßçBÜBèæÕ�ÔEÜBÛ ÕsÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�ÓO×mÙOÛL��á�ÔÞÝßåpÕ%ÖB×màXá�ÔÞÙ Ö2Õ�ëHÜ2Õ�è,ÙOÚ¶åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâBåmÙOÛ
×màB×mÔÞÓOÝæÕ%á��mÔÞÛrÝßåpÕ%à2ñ�ÙrÖB×mÚÞçBÔÞ×mêmõkïO×mè^â2ÚÞ×mÔ�ñ�ÙråmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ¶Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ�ø�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì
Ö§nÇâ � � uJv��9�4u76 �,tQ���  �q%$Å�2tQ¤Az{uiv�� �2�,tM¥�

Ø ×mÚ�áhÕ.ÚÞ×mØpñ�ÙBâ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�ÙO÷�á�×mÔdÕ¶åpÕ�ÔÞÓXÕ.×�îV×�á�Ýkï�Õ¶ÖB×}ÜBÛ Õ¶ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�åmÙOàXá�×màBÖBÙ�ÜBÛ Õ.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è0×�ÜBÛ Õ�ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�Õ�ÖB× ×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚI× α ý�ï�Õ�èß×màXá�×mÚmì�í0Û ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�ÔmâRà@¸OÚ
×mÚ�áhÕ�ÛrÙOÚ�ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�ÖBÙOÚ¶àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ α = 3 âBÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â2Ú�Õ�è:á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×�ì

��Õ�ÛrÙOÚ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô�ÜBÛ Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕúåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ ÖB×@Ô�Õ�ÝßÙ a ×[åpÕ�ÔÞÓXÕ ëHÜBõßÛrÝßåpÕ
àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ −Zbareq 9 Zbare > 0 ?�â�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖ2Õ�ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×�ÚÞÙO÷BÔÞ×�ÚÞÜ2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�â�ÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖB×�ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù[åmÙOàXá�×màBÖBÙòÚ�Õ�è}ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× ÖB×�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù C ×�Ú�Õ�è α ý�ï�Õ�èß×màXá�×råmÙOÛ
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù Cα ìN�RÙKÖBÙOÚ]ÙOÚ]ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ¶Ú�ñ�Ù�ÛrÙKÖB×mèæÕ�ÖBÙOÚ.åmÙOÛrÙ�×mÚ�îV×mÔ�Õ�Ú�ÖBÜBÔ�Õ�Ú]ÖB×sÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ
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ac ì Ø ¸OÚ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÛrÙOÚ�ëHÜB×�Õ�Û%÷bÙOÚsÙOÚ�Ú�Õ�ÝßÚ�Ú�ñ�Ù[×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚIîVÙOÔ�á�×mÚ0��â�ÖB×�ÛrÙKÖBÙòëHÜB×�àHÜBÛ Õ
ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Õ�ëHÜBÙOÚ�Õ�ð2ÕpïO×mÔ�J]åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚE9Vå1Jyá�ÝßÙOàBÚ-? α ý�ï�Õ�èß×màXá�×mÚdåmÙOÛ?åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù Cα âOåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ	ÖB×råmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù C ×råmÙOõßÙOàBÚy9'Ú�àBÝßÙOàBÚ-?�ÖB× åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù C + αCα 9 ïO×uó�Õ�Ù
×mÚÞëHÜB×mÛ Õp9 Õ?�Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õq´�ì°X�ç2Õ�Ô�Õ α = 3 ?�ì ûRÙOÔ�ÚÞÝßÛrçBèßÝßåmÝßÖ2Õ�ÖB×�â:ï�Õ�ÛrÙOÚ]ÚÞÜBçbÙOÔ	ëHÜB×�á�ÙKÖBÙOÚ�ÙOÚ
åmÙOõßÙOàBÚEÚÞ×uó�Õ�ÛÿÝßÖBémàXá�ÝßåmÙOÚmìzS�ÚÞÙOèkïO×màXá�×�ÚÞ×mÔ�J%á�Ô�ÕyáhÕ�ÖBÙsåmÙOÛrÙsÜBÛÿÛr×mÝßÙ%åmÙOàXá�õßàHÜBÙ�×]ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×.ÖB×
åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×	ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ ε ì

��ÕEÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ}îVÙOÔ�á�×d×màXá�ÔÞ×}ÕEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èy×6ÙOÚ,åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ,ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�Õ
Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×¶×mèß×mÚmì =K×�ÙOÚ6åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ0×mÚ�á�ÝkïO×mÔÞ×mÛ4îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×T9V×EÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×$?6èßÝßÓXÕ�ÖBÙOÚ
ø�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âYÜBÛ ÕEàBÙYï�Õ�×màXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×�âyÙ¶åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâYÚÞ×mÔ�JEîVÙOÔÞÛ Õ�Ö2Õ�ì
M}ÙOÛrÙ�ïKÝßÛrÙOÚEà2ÕrÚÞ×mØpñ�Ù�´�ì ´�âTÕ�ÛrÙO÷BÝßèßÝßÖ2Õ�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙ�îVÙOÔ���á�ÝßåpÕ%×mÚ�á-JrÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�ø�åpÕ�ÔÞÓXÕ�èßõßëHÜBÝßÖ2Õ
ÖB×mÚ�á�×råmÙOÛrçBèß×�O�Ù � ·�¹��^â�ÙOÜ@ÚÞ×uó�Õ�â�ø�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â −Zeffq 9 Zeff > 0

à2Õ%Õ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ	ÖB×.ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù%ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕ?�ì S ÙO÷HóÞ×�á�ÝkïOÙ%Ö2Õ	çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×.á�×mÙOÔÞÝæÕ^�.åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô6ÙIàHöBÛr×mÔÞÙ n
ÖB×%åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ.åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚÝ9VÙOÜòÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ-?¶Õ�Ù Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà ì¶í0àXáhñ�ÙBâ Zeff �%ÖB×�ü2àBÝßÖ2Õ åmÙOÛrÙ
Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕsëHÜBõßÛrÝßåpÕIÖBÙrÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà Zbare Ûr×màBÙOÚ¶ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕsÖBÙOÚ n åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmì

M}ÙOÛrÙ�ÖB×�ü2àBÝßÔ�ÚÞ×rÜBÛôÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàò×mÚ�á-J�ÙOÜ@à2ñ�Ù�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙ�ø�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èPÓ Ø ¸OÚ
ÖB×�ü2àBÝßÔÞ×mÛrÙOÚ�ÙOÚRåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚRåmÙOÛrÙ.èßÝkïKÔÞ×mÚI9Và2ñ�Ù�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ-?,ÚÞ×}×mèß×mÚ�×mÚ�á�ÝkïO×mÔÞ×mÛ�Õ¶ÜBÛ Õ¶ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ
Û Õ�ÝßÙOÔ�ëHÜB× δ Ö2Õ@ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�ÖBÙOÚ Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚmìdZ¶Û�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù0��â�çbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ�ÜBÛ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà
åmÙOÛ ÜBÛ Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ δ åmÙOàXá�×màBÖBÙ n åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚq9 ïO×uó�Õ[Ùò×mÚÞëHÜB×mÛ Õê9V÷7?%Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ~´�ì°X�?�ìúûRÙOÔ
åmÙOàBÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ�â.à@¸OÚ�ÖB×�ïO×mÛrÙOÚ�á�ÙOÛ Õ�Ô δ = 2 �úâ�ëHÜB×[åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×@Õ�ÙMÔ�Õ�ÝßÙMÖB×òðBÝßÖBÔ�ÕyáhÕ�Øpñ�Ù
åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåmÙ�ÖB×�ÜBÛ õßÙOà ì

M}ÙOÛrÙ.Õ.Õyá�Ô�Õ�Øpñ�Ù.×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�×màXá�ÔÞ×�Õ¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èO×}ÙOÚRåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ α ý�ï�Õ�èß×màXá�×mÚ
��Û%ÜBÝká�Ù�Û Õ�ÝßÙOÔ�ëHÜB×¶Õ]ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù]Ö2Õ]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ.åmÙOÛ4ÙOÚ0åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ0ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ0×EÙOÚ0åmÙOõßÙOàBÚmâ
ÙOÚ�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�ÝßÚ�ÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mÝßÚdçb×mèæÕ¶ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�Ö2Õ.åpÕ�ÔÞÓXÕ¶Ö2Õ¶ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èXÚ�ñ�Ù.ÙOÚ�õßÙOàBÚ
Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì}M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ Ù�áhÕ�Û Õ�àBðBÙ�ÖB×sÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�ÙBâ ÙOÜ[ÚÞ×uó�Õ�â,Ù�àHöBÛr×mÔÞÙ n ÖB× α ýuõßÙOàBÚ
åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚL9 ïO×uó�Õ Ù ×mÚÞëHÜB×mÛ ÕÄ9V÷7?�Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ�´�ì°X�?�â7�IÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙ Õyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖBÙ�ÛrõßàBÝßÛrÙsÖ2Õ
îVÜBàBØpñ�ÙrÓOÔ�Õ�àBÖB×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è

Ω(n) = F (n) − nµ0 , 9'´�ì°V�·?
ÙOàBÖB× F (n) �IÕ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×�ÖB×TÆ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê�ÖBÙ åmÙOÛrçBèß×�O�Ùr× µ0 �	Ù çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖBÙOÚ
�� � °�§ °8²^¤1��§  ²^©���v©�¤ ²^°(�.�1��©E¥�¹��ª°�§ °(� ¹��ª°Z� °0´Y5�1� ©Y¬8®¥�¯ ¬8©�¯�«ª§ °8²�¥�¯�°�±m²^°d°�¯³� ©�§ ����°p°(� ¥�¹��ª©��^¥4��½
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(a)

-Zbareq

Zeff = ?

+3q

-q

+q

+3q

+3q

+q

-q

+q

-q

-q

(b)

+3q +3q

+3q

+3q

-q

-q

-q+3q

+3q

-q

-q
-q

+q

+q

+q

-q

-q

d

+3q

c+3q

-Zbareq
a

a

´E�©¤/� Ã � Ë8µ º[��jmoÇ¸yjEf(Æ f�xut��Yj}qXf��X�	j�g8npi��Hz�{pnE�hnpwyx8f�wHqXnE�X�	j}�Kjmouxu�v���XikjE�hnpivnptvqHjmiKfhg�ÆP½�outv��j}�hnp� ��jmoÇ¸yj
�y�X���]tv��j	wHf�¸yjmxut��Yj −Zbareq

»
Zbare > 0

¼}f.�X�	j	�]tvguxu�Xo�j%qXf�g�jmtvg���npwHn��Yjmivf�wyx8fhg¶f.xuout®�
�Yjmivf�wyx8fhgQ½��Xo8n����Xo�jpqHjÅ» j�¼Þ~=ÉMwHnYg8g8n¶��n�qXf�ivn��hnpwHgutvqXf�o�j�j¶�hnpwHqXf�wHg�jpz�{pn�qXnYgd�hnpwyxuo�jm�vnpwHg
xuout��Yjmivf�wyx8fhg��y�Hf¶fhguxut��ªf�o8f���j]�X�	j	qOtvgux�ÊmwH��tkj���f�wHnpo��y�Hf

δ
qHj	gu�X�Bf�o�Ææ�v��tvf¶qHj]�Kjmouxu�v���Xikj

�hnpivnptvqHjmiV~Aº�iT½�� qOtvg8g8nX����·]j�Æ npou�	jpz�{pn]qXf�j�¸Yivnp��f�o�jpqXnYg6qXfEnpo8qXf��
i
�X�hnpwyx8f�wHqXn]�X� �vnpw

xuout��Yjmivf�wyx8f�f
i = 1, 2

np�
3
ÊmwXtvnpwHg}jpg8g8n���tkjpqXnYg�»ßl!¼Þ~

α ýuõßÙOàBÚ]èßÝkïKÔÞ×mÚy9Và2ñ�Ù�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ-?�ì F çBÔÞ×måmÝßÚÞÙBâR×màXáhñ�ÙBâRåmÙOàBÚ�á�ÔÞÜBÝßÔ�ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ëHÜB×�îVÙOÔÞàB×mØpÕ�Õ�Ú
×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ�ç2Õ�Ô�Õ Õ ×màB×mÔÞÓOÝæÕ èßÝkïKÔÞ×	ÖB×}Æ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê�ÖBÙ�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù ×%ç2Õ�Ô�ÕrÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èRëHÜBõßÛrÝßåmÙ
ÖBÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚmì[��Õ�ÛrÙOÚEåmÙOÛr×mØpÕ�ÔEçb×mèßÙ�å1J�èßåmÜBèßÙsÖBÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:ëHÜBõßÛrÝßåmÙ µ0 ì

í0Ú�áhÕ�÷b×mèß×måm×mÔ�ÜBÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕråmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×màXá�×s×mÛ�Ûr×må1Ú�àBÝßåpÕ ×mÚ�áhÕyá�õßÚ�á�ÝßåpÕrç2Õ�Ô�Õ ÖB×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ]×mèß×�ý
á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ]Õ�ÚÞÚÞÝßÛL��á�ÔÞÝßåmÙOÚ�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�ÖBÙOÚ�Õ�ÝßàBÖ2Õ���ÜBÛôÖB×mÚ�Õyü2Ù�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�îVõßÚÞÝßåmÙyýuëHÜBõßÛrÝßåpÕ � º�´��^ìsí0àXá�ÔÞ×�ý
áhÕ�àXá�ÙBâ<��çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè}ÙO÷�á�×mÔ%ÜBÛ ÷bÙOÛ ÖBÝßÚÞåm×mÔÞàBÝßÛr×màXá�Ù�ÖBÙ�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�î Õ�êm×màBÖBÙ[Õ�çb×mèßÙòø�Ú	á�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú
ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú�çbÙOÔD�.×m÷|O×�â�Æ:ÇBå-È�×mèd×}²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛÛ9'�DÆY²,ó-?�ç2Õ�Ô�Õr×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ�ÚÞÝßÛL��á�ÔÞÝßåmÙOÚmâ2ïKÝßÚ�áhÕ�Ú
à2Õ@ÚÞ×mØpñ�Ùp´�ì°VKìÙM}ÙOÛrÙ[ïKÝßÛrÙOÚmâ�ÙùåmÔÞÝká��mÔÞÝßÙòîVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�èEÖB×��.×m÷|O×�×�Æ:ÇBå-È�×mè�9'�DÆD?���ëHÜB×�â
×mÛ%÷bÙOÔ�ÕòÙOÚ�õßÙOàBÚ�ÖBÙOÚ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚI×mÚ�á�×uó�Õ�Û§�2ÿ ÿy,����'
�ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖBÙOÚ%ÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖBÙ@ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ@ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ�×�O�ÝßÚ�á�×mÛÈîVÙOÔ�á�×mÚråmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚrçbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚs×màXá�ÔÞ×�ÙOÚrõßÙOàBÚrÖB×�ÚÞÝßà2Õ�ÝßÚ
ÙOçbÙOÚ�á�ÙOÚ � ¢$´��^ìì�.×m÷|O×�×�Æ:ÇBå-È�×mè.ÚÞÜBÓO×mÔÞÝßÔ�Õ�Û ëHÜB×�×mÚ�áhÕ�Ú åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ ×mÚ�á�ÜBÖ2Õ�Ö2Õ�Ú
ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×òÕ[á�×mÙOÔÞÝæÕ@ÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�â�Ö2Õ�Ö2Õùçb×mèæÕ[×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùd9'´�ì ·?�ì Ø Ù



B � î R � Â ��À��0% Áx" �J|�~À���~���¾�� Á!� ½�$��#���,| Á!�4ÁvR�" ~ R �{| Á ¾f�0~ � ¾�½ �  R®Â ~ � � �! � _Ý&

×màXáhÕ�àXá�ÙBâ ²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ àBÙ�á�ÙOÜúëHÜB×�ëHÜ2Õ�àBÖBÙòõßÙOàBÚIÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚIÙOçbÙOÚ�áhÕ�ÚIÚÞ×�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�ÛôîVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙ
ç2Õ�ÔÞ×mÚ�ÖBÝßçbÙOèæÕ�ÔÞ×mÚmâ�Õ¶èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù�ÖBÙ¶î Õyá�ÙOÔ�ÖB×I²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBà	à2ñ�ÙY�}Û Õ�ÝßÚ ï�J�èßÝßÖ2Õ�×}Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×I�DÆ
î Õ�èßð2Õ � þ´��^ìEí0Û%÷bÙOÔ�Õrç2Õ�Ô�Õ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚ 1 : 1 ×mÛÕJ�ÓOÜ2Õrø�á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�ÕrÕ�Û%÷BÝß×màXá�×IÕsîVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù
ÖBÝßçbÙOèæÕ�Ô.ÖB×L²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛôÚÞ×uó�Õ�çbÙOÜBåmÙ�ÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�×�â�ç2Õ�Ô�Õ�õßÙOàBÚ]Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×mÚ�á�×Ý��Ù�Ûr×måpÕ�àBÝßÚÞÛrÙ
çBÔÞÝßÛyJ�ÔÞÝßÙ%ÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mèRçb×mèæÕIî Õ�èßð2Õ%Ö2Õsá�×mÙOÔÞÝæÕ%èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×N�DÆ	ì

í0Ú�á�×�çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ�çbÙKÖB×sÚÞ×mÔ�åmÙOÔÞÔÞÝßÓOÝßÖBÙ�ÚÞ×mÓOÜBÝßàBÖBÙ�²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ 9VÚÞ×mØpñ�Ù�´�ì°VKì°V�?�ì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâ
Õ�ÚIåmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚIà2ñ�Ù�èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚ	çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔIÔÞ×mÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖ2Õ�Ú	à2Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÖB×��DÆ åmÙOÛrÙ�àBÙYï�Õ�Ú
×mÚÞç��måmÝß×mÚmâTÖBÝßçbÙOèßÙOÚ}×	Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ}ÖB×]ÙOÔÞÖB×mÛ i Û Õ�ÝßÚEÕ�èkáhÕ�â�åmÙOàXá�×màBÖBÙrÜBÛ α ýuõßÙOà�× i = 1, ..., α

Ú�àBÝßÙOàBÚEÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚN9 ïO×uó�ÕsÙs×mÚÞëHÜB×mÛ Õ�9V÷7?}Ö2ÕIü2ÓOÜBÔ�Õ�´�ì°X%ç2Õ�Ô�Õ%ÙsåpÕ�ÚÞÙ α = 3 ?�ì0Ò.ÚEåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õªý
Ø)»K×mÚ ci ÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�Ú�ñ�Ù�ÓOÙYïO×mÔÞà2Õ�Ö2Õ�Ú¶çb×mèæÕsèß×mÝ ÖB×	Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�Ú � º�W��

µi = µ0 + iµ− , 9'´�ì°V�º�?
ÙOàBÖB× µ0 ��ÙòçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�ëHÜBõßÛrÝßåmÙ�ÖBÙOÚ α ýuõßÙOàBÚIèßÝkïKÔÞ×mÚ	9Và2ñ�Ù[Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ-?	× µ− ��Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è
ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖBÙOÚ6Ú�àBÝßÙOàBÚmì0Ò èß×mÝ:ÖB×	Õ�Øpñ�ÙsÖ2Õ�Ú�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�ÚE�]ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õrà2Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕÝ´�ì ·%ç2Õ�Ô�ÕsÙsåpÕ�ÚÞÙ
α = 3 ì0Ò�åmÙOàBÚÞ×mÔ�ï�Õ�Øpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEÝßÛrç�»K×�Õ�Ú�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×mÚ¶ÔÞ×mÚ�á�ÔÞÝßØ)»K×mÚ

Cα = c0 +
∑

i

ci 9'´�ì°V�¹?
αCα + C = c− +

∑

i

ici , 9'´�ì°V�?
ÙOàBÖB× c− ��Ù�àHöBÛr×mÔÞÙ�ÖB×TÚ�àBÝßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚE× c0 ��Ù�àHöBÛr×mÔÞÙrÖB× α ýuõßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚmì

�.×	Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ"Õ�ÚÞ×mØpñ�Ùy´�ì°VKâBÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖB×�ÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i â
åmÙOàXá�×màBÖBÙ ÜBÛ α ýuõßÙOà�× i Ú�àBÝßÙOàBÚ�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚmâ*�]Ö2Õ�ÖBÙrçbÙOÔ

βµi = ln



ciΛ
3(i+1)
B

ξi



+ βµex
i . 9'´�ì ´�W?

SôçBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙòá�×mÔÞÛrÙùÖ2Õù×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùã9'´�ì ´�W?���ÕùåmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù@×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕ@ïKÝßàBÖ2Õ@ÖBÙúåm×màXá�ÔÞÙúÖB×
Û Õ�ÚÞÚ�Õ�×rÖBÙ�ÛrÙYïKÝßÛr×màXá�Ù�ÝßàXá�×mÔÞàBÙ�ÖBÙOÚIÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ]ÖB×rÙOÔÞÖB×mÛ i âRåmÙOÛôîVÜBàBØpñ�Ù�ÖB×rç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù
ÝßàXá�×mÔÞà2Õ ξi ×�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�ÓO×mÙOÛL��á�ÔÞÝßåpÕ�ÛL�mÖBÝæÕ m̄ ì ΛB = (h2/2πm̄kT )1/2 ��ÙòåmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù�ÖB×
ÙOàBÖ2Õ%á��mÔÞÛrÝßåmÙ%ÖB×Ý���Dù6����ú�3û�r��ì S ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙsá�×mÔÞÛrÙ%Ö2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9'´�ì ´�W? �]ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:ëHÜBõßÛrÝßåmÙ
ÖB×.×�O�åm×mÚÞÚÞÙ%ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×.Ö2Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù	×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�×màXá�ÔÞ×¶Ù%Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ]×.Õ�Ú�ÙOÜ�á�Ô�Õ�Ú6×mÚÞç��måmÝß×mÚ
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+3q−q + −q+3q

µ− + µ0 = µ1

−q + +3q −q +3q −q−q +

2µ− + µ0 = µ2

−q + +3q +3q−q ++−q

−q

−q −q

3µ− + µ0 = µ3

´E�©¤/� Ã � Í8µ9¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn	qHj�ivf�tTqXf¶jpz�{pn�qHjpg0�	jpg8g�jpg0�Kjmo�j�n���jpg8n
α = 3

»æg�jmi2xuout��Yjmivf�wyx8f4¼Þ~

Ý4æOàBÝßåpÕ�Úmì Ø ÙòàBõkïO×mè�Ö2ÕòÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×	�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mèvý³²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ«9'�DÆY²,ó-? � ºyþE�^â6Õ�çb×mà2Õ�Ú�Õ�Ú
ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚd×màXá�ÔÞ×�Õ�Úd×mÚÞç��måmÝß×mÚ0åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�ÚdåmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜB×mÛ?ç2Õ�Ô�Õ.Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èKëHÜBõßÛrÝßåmÙ.ÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙBì
=K×màBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�âBÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%àB×mÜ�á�ÔÞÙrà2ñ�Ùsá�×mÔ�J�àB×màBðHÜBÛ"çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ�×�â
çbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ βµex

α = 0 ìY�.×IÛrÙKÖBÙrÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�ør×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù09'´�ì ´�W?�âTÙOÚ.çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�ÝßÚ¶ëHÜBõßÛrÝßåmÙOÚ�ÖB×IÜBÛ
α ýuõßÙOà�èßÝkïKÔÞ×]×]ÖB×�ÜBÛbÚ�àBÝßÙOà�Ú�ñ�Ù�Ö2Õ�ÖBÙOÚ�ÔÞ×mÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�çbÙOÔ

βµ0 = ln
(
c0Λ

3
B

)
+ βµex

0 9'´�ì ´v¢�?
βµ− = ln

(
c−Λ3

B

)
+ βµex

− . 9'´�ì ´V�?
M}ÙOÛrÙ�Õ�Ú6à2ñ�Ù	èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚdÚ�ñ�Ù�èß×�ï�Õ�Ö2Õ�Ú0×mÛ�åmÙOàXáhÕ�Õyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖBÙ	çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ	ÖB×EîVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù

ÖBÙOÚsÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ	ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i â6Õ�Ú%ÖB×mÛ Õ�ÝßÚIÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚI×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÚIçbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔIá�Ô�ÕyáhÕ�Ö2Õ�Ú
ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×.Õ]×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù	ÖB×¶û ²�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�â�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù	9'´�ì ·?�âHåmÙOÛ�Ù	ÝßàXïO×mÔÞÚÞÙ	ÖBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù
ÖB×T�.×m÷|O×%Ö2Õ�ÖBÙrçbÙOÔ κ =

√
8π`BI âTÚÞ×màBÖBÙ I = 1

2
[C + c− + α2c0 +

∑α
i=1(α − i)2ci] ÕsîVÙOÔÞØpÕ

Ý4æOàBÝßåpÕ�ìã�.×�Õ�åmÙOÔÞÖBÙúåmÙOÛ�Õ@ÚÞ×mØpñ�Ù ´�ì°VKì®¢Oâ�ÙOÚ çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�ÝßÚ�ëHÜBõßÛrÝßåmÙOÚrÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙMçbÙKÖB×mÛ�ÚÞ×mÔ
ÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ�Õ�ç2Õ�Ô�á�ÝßÔ�Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùp9'´�ì ·?.Õyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖBÙ�çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ�ÖB×såpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ûr×màXá�Ù�ÖB×
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]�ÇBàXá�×mèß÷b×mÔÞÓ � º�X��^ì~M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâdÙOÚIçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�ÝßÚ	ëHÜBõßÛrÝßåmÙOÚ	ÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ@ÖB×�ÜBÛÛÚ�àBÝßÙOàù× ÖB×�ÜBÛ
α ýuõßÙOà�Ú�ñ�ÙrÖ2Õ�ÖBÙOÚEÔÞ×mÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×	çbÙOÔ

βµex
− = − `Bκ

2(1 + κac)
9'´�ì ´�´?

βµex
0 = − α2`Bκ

2(1 + κac)
. 9'´�ì ´�þ�?

=KÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×�âKÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è ëHÜBõßÛrÝßåmÙsÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ ÖB×�ÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙsÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i �
βµex

i = −(α− i)2`Bκ

2(1 + κRi)
, 9'´�ì ´X�?

ÙOàBÖB× Ri ��ÙúÔ�Õ�ÝßÙù×�îV×�á�ÝkïOÙMÖBÙMÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙBâ�ëHÜB×>��ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙMÕyá�Ô�Õpï��mÚ�ÖBÙMÚÞ×mÜ ïOÙOèßÜBÛr×
×�O�åmèßÜBõßÖBÙ.×�îV×�á�ÝkïOÙ � ºyþE�^ì Ø ¸OÚRÙO÷�á�ÝkïO×mÛrÙOÚRÙOÚ�ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ�ÖBÙOÚRÔ�Õ�ÝßÙOÚ�×�îV×�á�ÝkïOÙOÚ�ç2Õ�Ô�Õ�Ù.åpÕ�ÚÞÙ.ÖB×�ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚÞ×
α = 3 a R1 = 1.191 ac × R2 = 1.334 ac 9 ïO×uó�Õ�ÙrÕ�çbémàBÖBÝßåm×TME?�ì

Ò îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÝßàXá�×mÔÞà2ÕsÖB×�ÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×	ÙOÔÞÖB×mÛ i ��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
ξi =

1

i!

∫
d3r1 ... d

3ri e
−βU , 9'´�ì ´�·?

ÙOàBÖB× U �[ÕM×màB×mÔÞÓOÝæÕúåmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�ì?í0Ú�áhÕ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�è¶á�×mÛ!ÜBÛ!åmÙOÔ�á�×[Ýßà�îV×mÔÞÝßÙOÔ>9 ÕMÜBÛ Õúçb×�ý
ëHÜB×mà2Õ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ?¶ÖB×�ïKÝßÖBÙ�Õ�Ù�åpÕ�ÔÞÙKØmÙ�ÖBÜBÔÞÙ�ÖBÙOÚ�õßÙOàBÚmâ ×sÜBÛ åmÙOÔ�á�×�ÚÞÜBçb×mÔÞÝßÙOÔÝ9 Õ�ÜBÛ Õ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×
ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ?�çbÙOÔdÕ�èßÓOÜBÛ áhÕ�Û Õ�àBðBÙ�åpÕ�Ô�Õ�å�á�×mÔÞõßÚ�á�ÝßåmÙBâ�àBÙ]ëHÜ2Õ�è�ÙOÚdõßÙOàBÚ0Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ�çbÙKÖB×mÛ?ÚÞ×mÔ0åmÙOàKý
ÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙ�çb×mÔ�á�×màBåm×màXá�×mÚIÕ�Ù�Ûr×mÚÞÛrÙ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙBì Ø Ù�èßÝßÛrÝká�×	ÖB×%îVÙOÔ�á�×�Õ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�ÙBâ
ç2Õ�Ô�Õ α`B/ac � 1 âBÙ%ï�Õ�èßÙOÔ�çBÔÞ×måmÝßÚÞÙ�ÖBÙ�åmÙOÔ�á�×]ÚÞÜBçb×mÔÞÝßÙOÔE�]ÝßÔÞÔÞ×mèß×�ï�Õ�àXá�× � ºyþE�^âB×�×màXáhñ�ÙrÕ%îVÜBàBØpñ�Ù
ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�ÝßàXá�×mÔÞà2Õ�çbÙKÖB×sÚÞ×mÔ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ö2Õ�×�O�çBèßÝßåmÝkáhÕ�Ûr×màXá�×�ì Ø ¸OÚ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÛrÙOÚ�Õ�Ú�îVÜBàBØ)»K×mÚ�ÖB×
ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�ÝßàXá�×mÔÞà2Õ�Ú�Õyá��%ÙOÔÞÖB×mÛH´�â ëHÜB×�Ú�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú]çb×mèæÕ�Ú�×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ	Õ�÷2Õ�ÝUO�Ù09 ïO×uó�Õ�Ù�Õ�çbémàBÖBÝßåm×
��?

ξ1 = ac
4eα`B/ac

4π

α`B
9'´�ì ´º�?

ξ2 = ac
9e(4α−1)`B/2ac

1024π2

(4α− 1)2`3B
9'´�ì ´�¹?

ξ3 = ac
27/2e(3α−

√
3)`B/ac

29/4π9/2

33/2(
√

2α− 1)3`
9/2
B

. 9'´�ì ´�?
í0Û%÷bÙOÔ�Õ]ÚÞ×uó�Õ	çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè^âKÕ�çBÔÞÝßàBåmõßçBÝßÙBâOåpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÔdáhÕ�Û%÷��mÛ�Õ]îVÜBàBØpñ�Ù	ÖB×¶ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�ÝßàXá�×mÔÞà2Õ

ÖBÙOÚ Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ%ÖB×�ÙOÔÞÖB×màBÚrÛ Õ�ÝßÚsÕ�èkáhÕ�Úmâ�ÙOÚ�å1J�èßåmÜBèßÙOÚ%á�ÙOÔÞà2Õ�ÛsýuÚÞ×�çBÔÞÙOÓOÔÞ×mÚÞÚÞÝkï�Õ�Ûr×màXá�×�Û Õ�ÝßÚ
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ÖBÝkîVõßåm×mÝßÚmìDM}ÙOÛrÙ àB×mÚ�á�×Iá�Ô�Õ�÷2Õ�èßðBÙ à@¸OÚ�×mÚ�áhÕ�ÛrÙOÚ.ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�ÖBÙOÚ]Õ�çb×mà2Õ�Ú.àBÙ�åpÕ�ÚÞÙ α = 3 â Õ�Ú¶á�ÔÞémÚ
îVÜBàBØ)»K×mÚ]ÖB×%ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�ÝßàXá�×mÔÞà2Õ�Ú.Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çb×mèæÕ�Ú�×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚL9'´�ì ´º�?�ý%9'´�ì ´�?�Ú�ñ�Ù�ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÚ�ç2Õ�Ô�Õ Ù
àBÙOÚÞÚÞÙ çBÔÞÙOç�¸OÚÞÝká�ÙBì

=KÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßàBÖBÙyýuÚÞ×�Õ�Úd×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ6ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�Õ µ− â µ0 × µi à2Õ.èß×mÝKÖB×EÕ�Øpñ�Ù]Ö2Õ�Ú�Û Õ�ÚÞÚ�Õ�Úmâ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9'´�ì°V�º�?�â�ÙO÷�á�×mÛrÙOÚ�ëHÜB×

ci = ξi c0 c
i
− exp(−βµex

i + βµex
0 + iβµex

− ) . 9'´�ì þW?
Ø Ù�á�×�ëHÜB×�Õò×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙÙ9'´�ì þW?N��ÜBÛ åmÙOàªóÞÜBàXá�Ù[ÖB× α ×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ Õ�èßÓ��m÷BÔÞÝßåpÕ�Ú%Õ�åmÙOçBèæÕ�Ö2Õ�ÚsëHÜB×
çBÔÞ×måmÝßÚ�ÕsÚÞ×mÔ�ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖBÙsàHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ç2Õ�Ô�ÕsÚÞ×�ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ô�Õ�ÚEÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØ)»K×mÚ {ci} ÖBÙOÚ�Õ�ÓOèßÙyý
Ûr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ÖB×.ÙOÔÞÖB×mÛ i âK×�áhÕ�Û%÷��mÛ�ÙIàHöBÛr×mÔÞÙIÖB×¶åmÙOõßÙOàBÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚ c− ×¶ÖB× α ýuõßÙOàBÚ0èßÝkïKÔÞ×mÚ c0 ì M}ÙOÛ
ÝßÚÞÚÞÙBâHÙ]ï�Õ�èßÙOÔ0ÖB× κ çbÙKÖB×EÚÞ×mÔ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ	×�âH×màXáhñ�ÙBâHÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èBëHÜBõßÛrÝßåmÙ]ÖBÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ0èßÝkïKÔÞ×mÚ0àBÙ
ïOÙOèßÜBÛr×�â,ëHÜB×Ý��àB×måm×mÚÞÚ�J�ÔÞÝßÙ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÛrÝßàBÝßÛrÝßêpÕ�Øpñ�ÙrÖBÙ�ÓOÔ�Õ�àBÖB×sçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èdÖ2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
9'´�ì°V�·?�â@��ÙO÷�á�ÝßÖBÙ�Õyá�Ô�Õpï��mÚ¶Ö2Õ�åmÙOÛ%÷BÝßà2Õ�Øpñ�ÙsÖ2Õ�Ú�×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ}9'´�ì ´v¢�?}×L9'´�ì ´�þ�?�âBÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙr×mÛ

βµ0 = ln
(
c0Λ

3
B

)
− α2`Bκ

2(1 + κac)
. 9'´�ì þ@¢�?

M�Õ�÷b×IÔÞ×mÚÞÚ�Õ�èkáhÕ�Ô�ëHÜB×�âbåmÙOÛrÙ Õ�Ú¶ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ¶×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú�Ú�ñ�Ù Û Õ�ÝßÚ�îVÙOÔ�á�×mÚ¶×màXá�ÔÞ×%Õrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èd×�ÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ]èßÝkïKÔÞ×mÚmâ�à@¸OÚ	åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÛrÙOÚ]ëHÜB×�Õ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ]èßÝkïKÔÞ×mÚ�� Õ
çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è ÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mèRçb×mèæÕ%ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù%Ö2ÕsåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì

�R×màBÖBÙyýuÚÞ×	×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ Õ�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ç2Õ�Ô�Õ µ0 â2ÙrçBÔ�¸1O�ÝßÛrÙ�ç2Õ�ÚÞÚÞÙrç2Õ�Ô�Õ�ÙO÷�á�×mÔÞÛrÙOÚ�ÜBÛ Õ
×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù ç2Õ�Ô�ÕsÕ%îVÜBàBØpñ�ÙsÓOÔ�Õ�àBÖB×]çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è^âK×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì°V�·?�âv�]åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�Õs×màB×mÔÞÓOÝæÕ%èßÝkïKÔÞ×.ÖB×
ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�åmÙOàXá�×màBÖBÙ[ÜBÛ Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàù× n α ýuõßÙOàBÚIåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmìúí0Ú�áhÕò×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ× ÖB×
Æ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê�çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ¶×mÚÞåmÔÞÝkáhÕsåmÙOÛrÙ�ÜBÛ Õ%ÚÞÙOÛ ÕsÖB×]á�ÔÞémÚEá�×mÔÞÛrÙOÚ

Fn = En + F solv
n + F ent

n . 9'´�ì þ�V�?
En ��Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×r×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÖB× ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�ÝßÚÞÙOèæÕ�ÖBÙBâ F solv

n ��Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×rÖB×
ÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�Øpñ�ÙBâBëHÜB×�ÙråmÙOÛrçBèß×�O�Ù�ÓXÕ�àBð2ÕsçbÙOÔ�á�×mÔ�ÚÞÝßÖBÙ�åmÙOèßÙKåpÕ�ÖBÙsÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙBâT× F ent

n �
Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×�×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕsÖBÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmì

Ò ×màB×mÔÞÓOÝæÕsÖB×�ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�ÝßÚÞÙOèæÕ�ÖBÙ��]Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
βEn =

Z2
bare`B
2a

− Zbarenα`B
a

+ βF αα
n . 9'´�ì þ´?
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S çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙ¶á�×mÔÞÛrÙ]Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùy9'´�ì þ´?/��Õ]Õ�Ü�á�Ùyýu×màB×mÔÞÓOÝæÕ.×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ.Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â
Ù�ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙÄ��Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�ÖB× ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà@× ÙOÚ n α ýuõßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmâ6× Ù
öBèká�ÝßÛrÙ}�	Õs×màB×mÔÞÓOÝæÕs×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ%Ö2Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmìØ ¸OÚ�çbÙKÖB×mÛrÙOÚ�ÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Ô F αα

n åmÙOÛÿÕ%×màB×mÔÞÓOÝæÕ%èßÝkïKÔÞ×.ÖB×�ÜBÛÿçBèæÕ�ÚÞÛ ÕI×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙsÖB×]ÜBÛ Õ
åmÙOÛrçbÙOàB×màXá�×Ä9�5�Ü*�*�%���98�
�3EGIB��_þz��ÿCÜ*��B��%B*�E�x3®
�#2ÿL
¥��=@S^M�ûz? � ¢�VKâ�º�·��^â�ÖB×�ü2àBÝßÖBÙ�åmÙOÛrÙ�ÜBÛ
çBèæÕ�ÚÞÛ ÕIÖB× n α ýuõßÙOàBÚ�ëHÜB×]ÚÞ×]ÛrÙYïO×mÛ à2Õ%ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×.ÖB×�ÜBÛ ÕI×mÚ�îV×mÔ�ÕsÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ a åmÙOÛ ÜBÛ îVÜBàBÖBÙ
ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×]×]àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßêpÕ�ÖBÙOÔ

βF SOCP = βF αα
n +

n2α2`B
2a

− n2α2`B
a

. 9'´�ì þOþ�?
S"ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙ�á�×mÔÞÛrÙ�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù[Õ�åmÝßÛ Õt��Õ�Õ�Ü�á�Ùyýu×màB×mÔÞÓOÝæÕ�ÖBÙ�îVÜBàBÖBÙòÖB× åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�Ù�á�×mÔÞåm×mÝßÔÞÙ
á�×mÔÞÛrÙ��@Õ�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙMïKÝßàBÖ2Õ�Ö2Õ�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù ×màXá�ÔÞ×@ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�×[Ù�îVÜBàBÖBÙ ÖB×@åpÕ�ÔÞÓXÕ
ÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×�ì Ø Ù�èßÝßÛrÝká�×]ÖB×IîVÙOÔ�á�×%Õ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�ÙBâTç2Õ�Ô�Õ åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ.Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÙOÜ�ÚÞÙOèkïO×màXá�×mÚ
ÖB×�÷2Õ�ÝUOBÕ@çb×mÔÞÛrÝßÚÞÚÞÝkïKÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖBÝß×mè4��á�ÔÞÝßåpÕ�â}Õù×màB×mÔÞÓOÝæÕ@èßÝkïKÔÞ×�ÖB×ÄS^M�û ��÷b×mÛ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ö2Õ[çb×mèæÕ
×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×rÖ2Õ�î Õ�ÚÞ× ÖB× ÷2Õ�ÝUOBÕ�á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�âRëHÜB×�åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×�Õ�ÜBÛ åmÔÞÝßÚ�áhÕ�è6ÖB× ë ÝßÓOàB×mÔ
á�ÔÞÝæÕ�àBÓOÜBèæÕ�Ômì Ø ×mÚ�á�×	åpÕ�ÚÞÙBâTÕs×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×]ÖBÙ SOCP ��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

βF SOCP ≈ −α2`BMn3/2/2a , 9'´�ì þ�X�?
ÙOàBÖB× M = 1.104 ��ÕEåmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×6ÖB×}ä�Õ�ÖB×mèßÜBàBÓ � ¢�VKâ®º�ºKâ®º�¹��^ì�=KÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßàBÖBÙyýuÚÞ×6ÕE×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù}9'´�ì þOþ�?
à2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'´�ì þ´?�â2Õs×màB×mÔÞÓOÝæÕsÖB×�ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�ÝßÚÞÙOèæÕ�ÖBÙIá�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ× � º���

βEn =
(Zbare − αn)2`B

2a
− α2`BMn3/2

2a
. 9'´�ì þ·?

Ü Ü2Õ�àBÖBÙùÜBÛ�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù0��åmÙOèßÙKåpÕ�ÖBÙ@ÖB×màXá�ÔÞÙúÖB×�ÜBÛ Õ[ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙùåmÙOÛ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙOÚmâ�×mèß×
ÓXÕ�àBð2Õ�ÜBÛ Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�èßÝkïKÔÞ×sÖB×rÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�Øpñ�Ù�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�èE9 ïO×uó�Õ�Ù�Õ�çbémàBÖBÝßåm×ríz?�â,ëHÜB×ràBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×
çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ�ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ%ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×IÕ%á�×mÙOÔÞÝæÕ%ÖB×N�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè � ¢�V��

βF solv
n = −(Zbare − αn)2`Bκa

2a(1 + κa)
. 9'´�ì þ�º�?

��Ýßà2Õ�èßÛr×màXá�×�â�Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕsèßÝkïKÔÞ×�×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕsÖBÙOÚ�õßÙOàBÚEÖB×màXá�ÔÞÙrÖBÙråmÙOÛrçBèß×�O�ÙÝ�
βF ent

n = n ln(ρnΛ3
B) − n , 9'´�ì þ¹?
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ÙOàBÖB× ρn = n/4πa2δ ��Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙrÖB×�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙrÖ2Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ δ ì
�.×�Õ�åmÙOÔÞÖBÙIåmÙOÛ ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùt9'´�ì þ�V�?�âKÕ	×màB×mÔÞÓOÝæÕ	èßÝkïKÔÞ×¶ÖB×DÆ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê6�¶Ö2Õ�Ö2ÕIçb×mèæÕ	ÚÞÙOÛ Õ

Ö2Õ�Ú�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�»K×mÚ�9'´�ì þ·��v´�ì þ¹?�ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×
βFn =

(Zbare − αn)2 `B
2a(1 + κa)

− α2 `BMn3/2

2a
+ n ln(ρnΛ3

B) − n . 9'´�ì þ?
Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙ%ÙOÚEÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ}îVÙOÔÞàB×måmÝßÖBÙOÚEçbÙOÔ^9'´�ì þ@¢�?�×L9'´�ì þ?6à2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�9'´�ì°V�·?�ç2Õ�Ô�ÕsÕ

îVÜBàBØpñ�ÙrÓOÔ�Õ�àBÖB×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è^â�ÙO÷�á�×mÛrÙOÚ�ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�Õ�à2Õ�èßõká�ÝßåpÕ
βΩ(n) =

(Zbare − αn)2 `B
2a(1 + κa)

− α2 `BMn3/2

2a
+

nα2`Bκ

2(1 + κac)
+ n ln(ρn/c0) − n . 9'´�ì°X�W?

Ø Ù¶×mëHÜBÝßèßõß÷BÔÞÝßÙBâYÙ¶àHöBÛr×mÔÞÙ.ÖB× α ýuõßÙOàBÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙ.ÖBÙ.åmÙOÛrçBèß×�O�ÙBâ n∗ â���ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙ.Õyá�Ô�Õpï��mÚ
Ö2Õ�ÛrÝßàBÝßÛrÝßêpÕ�Øpñ�Ù	Ö2ÕsîVÜBàBØpñ�Ù�ÓOÔ�Õ�àBÖB×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è

∂Ω(Zbare, n)

∂n

∣∣∣∣∣
n∗

= 0 , 9'´�ì°X"¢�?
ÙOàBÖB×sÕ ÛrÝßàBÝßÛrÝßêpÕ�Øpñ�Ù��IîV×mÝkáhÕrç2Õ�Ô�Õ ÜBÛ�ï�Õ�èßÙOÔEüvO�Ù�ÖB× Zbare ì]í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâ��%ÝßÛrçbÙOÔ�áhÕ�àXá�×�á�×mÔ
×mÛ"Ûr×màXá�×�ëHÜB×	àB×mÛ á�ÙKÖBÙOÚ�ÙOÚ α ýuõßÙOàBÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙ ÖBÙråmÙOÛrçBèß×�O�Ù�×mÚ�áhñ�ÙrÔÞ×pÕ�èßÛr×màXá�×	Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚ�Õ�Ù
Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà ì%Ò�çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×�á�×mÙOÔÞÝæÕ	�såmÙOàBÚ�á�ÔÞÜBõßÖ2Õ�ÖB×sÛrÙKÖBÙ�ëHÜB× Õ�ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�çBÔ�¸1O�ÝßÛ Õ�ø�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×
Ö2Õ ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕMåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èY�[á�Ô�ÕyáhÕ�Ö2Õ�ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Ö2Õ�Ûr×màXá�×@ÖBÙ ÔÞ×mÚ�á�Ù*ÖBÙ*×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙBâ¶Ù ëHÜB×@èß×�ï�Õ Õ
ÜBÛ�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ�Õ�Ô�á�Ýkü2åmÝæÕ�èEÖB×�õßÙOàBÚ Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙúÖ2ÕùåpÕ�Û Õ�Ö2Õ δ ìåSôàHöBÛr×mÔÞÙùÔÞ×pÕ�è¶ÖB×
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ	9 α ýuõßÙOàBÚ]ëHÜB×r×mÚ�áhñ�Ù�ÖB×màXá�ÔÞÙ�Ö2Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ δ ÜBàBÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ÖB×�ïKÝßÖBÙ�Õ�Ù
ÚÞ×mÜ[Õ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�Ùr×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ åmÙOÛ�Ù Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà7?I� n∗ − n∗

0 âbÙOàBÖB×IÙ ×�O�åm×mÚÞÚÞÙ n∗
0 çbÙKÖB×	ÚÞ×mÔ

×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ ÛrÝßàBÝßÛrÝßêpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×.Õ%îVÜBàBØpñ�Ù�ÓOÔ�Õ�àBÖB×�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è åmÙOÛ Zbare = 0 â2ÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â
∂Ω(0, n)

∂n

∣∣∣∣∣
n∗

0

= 0 . 9'´�ì°X�V�?
M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâTÕsåpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�ÕsÖBÙ�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàÝ� α ýuõßÙOàBÚz��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ � þ�V��

Zeff = Zbare − αn∗ + αn∗
0 , 9'´�ì°X�´?

ÙOÜ�ÖB×�ÛrÙKÖBÙs×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×�â
Zeff = Zbare − α(n∗ − n∗

0) . 9'´�ì°Xyþ�?
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α = 3 = ¤A�{� r.tM >$,�{�4��qsrA�@?
Ø ×mÚ�áhÕòÚÞ×mØpñ�ÙBâ}Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÛrÙOÚsÙOÚsÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚsÙO÷�á�ÝßÖBÙOÚ%åmÙOÛ Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÝßàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÖ2Õ�à2Õ

ÚÞ×mØpñ�ÙrÕ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔmâ�ç2Õ�Ô�ÕIÜBÛ Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù%åmÙOÛÿç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�ÚEà2Õ%çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕsÖB×]Ú�Õ�ÝßÚ
ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ6×Eá�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚmìdÒ ÖBÝßÚÞåmÜBÚÞÚ�ñ�Ù	ÖB×mÚ�á�×mÚ}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ6ÚÞ×mÓOÜB×.Õ�Ú6èßÝßàBð2Õ�Ú0ÓO×mÔ�Õ�ÝßÚ6ÖB× � þ�V��^ìØ Õ ü2ÓOÜBÔ�Õt´�ì°ºKâ�Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕªýuÚÞ× Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×mÛ îVÜBàBØpñ�Ù�Ö2Õ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�åmÙOàKý
á�Ô�Õ�õßÙOàBÚrá�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ>9 α = 3 ?�â�ç2Õ�Ô�ÕùÜBÛ Õ@ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOàXá�×màBÖBÙMç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚsåmÙOÛ
åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare = 4000 ×�Ô�Õ�ÝßÙ a = 300 ��×sáhÕ�Û%÷��mÛ�ï�J�ÔÞÝæÕ�Ú]åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ	ÖB×�Ú�Õ�è0ÛrÙOàBÙYï�Õªý
èß×màXá�×�ìÄS�ÚIÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ]á�émÛ ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ ac = 4 �Iì[S�÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×�ëHÜB×�Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙòÖ2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ
ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ.åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èo9 Zeff < 0 ?�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×EÕ�çb×mà2Õ�Ú0ç2Õ�Ô�Õ]åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ6ÖB×EÚ�Õ�èBÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ÚÞÜ�ü�ý
åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×�çb×mëHÜB×mà2Õ�Ú � þ�V��^ì0í0Ú�á�×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙIîVÙOÝTÔÞ×måm×màXá�×mÛr×màXá�×]åmÙOà�ü2ÔÞÛ Õ�ÖBÙIçbÙOÔ}ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ
ÖB×rä�ÙOàXá�×LM�Õ�ÔÞèßÙ � ·���^â:ÚÞ×màBÖBÙ�ëHÜB×sÙOÚ�Ö2Õ�ÖBÙOÚ]Ö2Õ�Ú�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ.åmÙOàBåmÙOÔÞÖ2Õ�Û�ëHÜ2Õ�èßÝkáhÕyá�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×
åmÙOÛ ÙOÚ}Ö2Õ	çBÔÞ×mÚÞ×màXá�×.á�×mÙOÔÞÝæÕ�ì0í0Ú�á�×.åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù	ÙKåmÙOÔÞÔÞ×¶çbÙOÔÞëHÜB×.ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ}ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ}ÖB×
Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÛÿÕ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�×màXá�ÔÞ×	Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:×�ÙOÚEåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmì

´E�©¤/� Ã � Ð µ º ��jmoÇ¸yjIf(Æ f�xut��Yj	f�� Ææ�XwHz�{pnIqHj	�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn�qXf¶�vnpwHg}xuout��Yjmivf�wyx8fhg{»
α = 3

¼6�Kjmo�j��X�	j
gu�Hgu�Bf�wHg�{pn	�hnpwyx8f�wHqXn%�Kjmouxu�v���XikjpgE�hnpivnptvqHjmtvgEfhg�ÆP½�outv��jpg��hnp�

Zbare = 4000
f

a = 300 A ~º}g}���Xou�Yjpg��hnpouo8fhgu�BnpwHqXf�� j	qOt5Æ f�o8f�wyx8fhg��Yjmivnpo8fhg�qHjI�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn�qXf.g�jmi:��npwHn��Yjmivf�wyx8f
C
�hnp�

`B = 7.2 A � δ = 2 A f ac = 4 A ~
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Ò.è4�mÛ ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ�Ù[åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ùòà2ñ�Ù[ÛrÙOà@¸�á�ÙOàBÙòÖ2ÕòåpÕ�ÔÞÓXÕò×�îV×�á�Ýkï�ÕòåmÙOÛÈÕòåmÙOàBåm×màKý
á�Ô�Õ�Øpñ�ÙùÖB×�Ú�Õ�èEá�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×�çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ ×�O�çBèßÝßåpÕ�Ö2Õ[Ö2Õ@ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�Û Õ�àB×mÝßÔ�Õ�ì Ü Ü2Õ�àBÖBÙùçb×mëHÜB×mà2Õ�Ú
åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ%ÖB× Ú�Õ�è0á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×�Ú�ñ�ÙòÕ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�Ú�ø�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ]á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ	åmÙOàKý
ÖB×màBÚ�Õ�ÛÐà2Õúç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕúåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è¶ÔÞ×mÖBÜBêmÝßàBÖBÙ�ÚÞÜ2ÕMåpÕ�ÔÞÓXÕM×�îV×�á�Ýkï�Õ�ìµ�ÌÛr×mÖBÝßÖ2ÕúëHÜB×[Û Õ�ÝßÚ Ú�Õ�è
á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×L��Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBâ�Õ�ÚIåmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚI×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú	×màXá�ÔÞ×�ÙOÚIåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ	åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ
î Õ�ê�åmÙOÛ ëHÜB×�Û Õ�ÝßÚ%åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚsåmÙOàBÖB×màBÚÞ×mÛ�ì Ø Ùò×màXáhÕ�àXá�ÙBâ�ÚÞ×�ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×mÚ�á�×
Ú�Õ�è}îVÙOÔÞ×mÛ Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�Úmâ�Ùò×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�× ÷BèßÝßàBÖ2Õ�Ô�J�Õ�Ú%ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ%×màXá�ÔÞ×�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è:×�ÙOÚEÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ}ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×	Ûr×màBÙOÚEåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚEåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Ô�ñ�ÙràBÙ�Û Õªý
åmÔÞÙOõßÙOà âTåmÙOÛrÙrÛrÙOÚ�á�Ô�ÕrÙ ÓOÔ�Jyü2åmÙrÝßàXá�×mÔÞàBÙ Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õy´�ì°ºKì Ø ×mÚ�á�×%åpÕ�ÚÞÙBâbÜBÛ"àHöBÛr×mÔÞÙ Û Õ�ÝßÙOÔEÖB×
Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ÚÞ×]îVÙOÔÞÛ Õ�Ô�J%àBÙsïOÙOèßÜBÛr×]Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBì

Ò ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù.ÖB×}åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜB×x��×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ö2Õ.à2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕY´�ì°ºE�}ÜBÛ Õ�åmÙOàBÚÞ×më�ÇBémàBåmÝæÕ.Ö2Õ�ÚRîVÙOÔ�á�×mÚ
åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚsçbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚI×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ%åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmì Ø ¸OÚsçbÙKÖB×mÛrÙOÚsëHÜ2Õ�àXá�Ýkü2åpÕ�ÔsÙ
åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�Ù Ö2Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�Ú.àBÙ�çbÙOàXá�Ù�ÝßÚÞÙK×mè4��á�ÔÞÝßåmÙ>9VëHÜ2Õ�àBÖBÙ�Ù�àHöBÛr×mÔÞÙ�ÖB×
åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚRåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚ�àB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßêpÕEåmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×6Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÖBÙ.Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà7?bçb×mèßÙ¶ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙ
ÖB×�çBèæÕ�ÚÞÛ Õ � ¢�V��

Γiso =
α2q2

εdkT
, 9'´�ì°X�X�?

ÙOàBÖB× d ��Õ[ÚÞ×mç2Õ�Ô�Õ�Øpñ�Ù@ÛL�mÖBÝæÕ�×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ n (= Zbare/α) α ýuõßÙOàBÚsåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmìì=K×màBÖBÙ@ëHÜB×
nπ(d/2)2 = 4πa2 âBÙ�åmÙOÛrçBÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖBÙ Õ�åmÙOçBèæÕ�Ûr×màXá�Ù%á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×

Γiso = α3/2`B

√
Zbare

4a
=

1

2
α3/2`B

√
πσ , 9'´�ì°X�·?

ÙOàBÖB× σ = Zbare/4πa
2 �	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsà2ÕsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì

Ò�ü2ÓOÜBÔ�ÕY´�ì ¹¶ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ.Õ¶åpÕ�ÔÞÓXÕ¶×�îV×�á�Ýkï�Õ¶×mÛ îVÜBàBØpñ�Ù.Ö2Õ¶åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù]ÖB×�õßÙOàBÚ�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ
ç2Õ�Ô�Õ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàBÚEåmÙOÛ"åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare = 4000 ×�ï�J�ÔÞÝßÙOÚ�áhÕ�Û Õ�àBðBÙOÚ�ÖBÙrÔ�Õ�ÝßÙ a ìEM}ÙOÛrÙr×mÚÞçb×mÔ�Õ�ÖBÙBâ
ÕIÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù%ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕN��Õ�çb×mà2Õ�Ú}çbÙOÚÞÚÞõkïO×mè:ç2Õ�Ô�Õ	ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕ	ÚÞÜBçb×mÔ�ü2åmÝæÕ�èbÖBÙ%Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà
ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×IÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ � þ�VKâ³¹�W��^ì}û�Õ�Ô�Õ�õßÙOàBÚEá�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�åmÙOÛ ac = 4 �Iâ2à@¸OÚ¶×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÛrÙOÚ
ëHÜB×�Õ.ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù]ÖB×EåpÕ�ÔÞÓXÕ.çbÙKÖB×�Õ�åmÙOàXá�×måm×mÔx#$�Y�Y
0Ü*�%B�
�#z#$� Γiso > 1.95 âOÙOÜ%×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�â
ëHÜ2Õ�àBÖBÙ�Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×sÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ�à2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×%ÖBÙ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà�îVÙOÔ σ > σcr ≡ 0.18/`2B ì%û�Õ�Ô�Õ
`B = 7.2 �ôá�×mÛrÙOÚ�ëHÜB× σcrq = 0.056 M�ByÛ 2 ì í0Ú�á�×[ï�Õ�èßÙOÔ�×mÚ�á-J�×mÛ ÷bÙOÛ Õ�åmÙOÔÞÖBÙ�åmÙOÛ
ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ6ÖB×�ä�ÙOàXá�×�M�Õ�ÔÞèßÙBâXÙOàBÖB× σcrq = 0.050 M�ByÛ 2

� ·�¹���9 ïO×uó�ÕIÕ�ü2ÓOÜBÔ�ÕN´�ì �9 Õ?�?�ìdí0Ú�áhÕN�
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ÜBÛ ÕIåmÙOàBÖBÝßØpñ�ÙyB��C8-�-#-#/D����'
�Û Õ�ÚYB�E��N#%(>F�8%�r�%B*����ì0û�Õ�Ô�ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ6åmÙOÛ åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare

×rÔ�Õ�ÝßÙ a Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êm×màBÖBÙ σ > σcr âRÕ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�ÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔ�J�Õ�çb×mà2Õ�Ú	ÚÞ×rÕ�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù
ÖB×%Ú�Õ�èRÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×I×mÚ�á�ÝkïO×mÔ]Õ�÷2Õ�ÝUO�Ù ÖBÙ�èßÝßÛrÝæÕ�Ô�åmÔÞõká�ÝßåmÙ C < Ccr(Zbare, a) ì.Ò�åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù
åmÔÞõká�ÝßåpÕ�ÖB×	Ú�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× Ccr(Zbare, a) �	ÜBÛ Õ%îVÜBàBØpñ�Ù Ö2ÕråpÕ�ÔÞÓXÕ�×�áhÕ�Û%÷��mÛ ÖBÙráhÕ�Û Õ�àBðBÙ
Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âH×�à2ñ�Ù�ÚÞÝßÛrçBèß×mÚÞÛr×màXá�×]ÜBÛ Õ%îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB× σ ì
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a = 300 Å
a = 303 Å
a = 308 Å

α

´E�©¤/� Ã � Ñ8µ º ��jmoÇ¸yjIf(Æ f�xut��Yj	f�� Ææ�XwHz�{pnIqHj	�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn�qXf¶�vnpwHg}xuout��Yjmivf�wyx8fhg{»
α = 3

¼6�Kjmo�j��X�	j
gu�Hgu�Bf�wHg�{pn�qXf��Kjmouxu�v���Xikjpg��hnpivnptvqHjmtvg.�hnp�

Zbare = 4000
~oº}g¶���Xou�Yjpg.�hnpouo8fhgu�BnpwHqXf��"j

qOt5Æ f�o8f�wyx8fhg6�Yjmivnpo8fhg6qXf
a
�hnp�

`B = 7.2 A � δ = 2 A � C = 0.003
�ÿf

ac = 4 A ~
Ò4ü2ÓOÜBÔ�Õ	´�ì®¢$W�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�×�îV×�á�Ýkï�Õ�×mÛ îVÜBàBØpñ�Ù�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ëHÜBõßÛrÝßåpÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ

åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì Ø ¸OÚràBÙ�áhÕ�ÛrÙOÚsëHÜB×�Õ[åpÕ�ÔÞÓXÕ[×�îV×�á�Ýkï�Õ[à2ñ�Ù@Ú�Õyá�ÜBÔ�Õ�â�åmÙOÛrÙ[çBÔÞ×mÖBÝká�Ù@çb×mèæÕòá�×mÙOÔÞÝæÕòÖB×
û ² � ¢$��RïKÝßÚ�áhÕràBÙ�åpÕ�çBõká�ÜBèßÙ�VKâbÛ Õ�Ú.Õyá�ÝßàBÓO×	ÜBÛ�ÛyJ�O�ÝßÛrÙr×I×màXáhñ�Ù�åpÕ�Ý�îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×�âbç2Õ�ÚÞÚ�Õ�àBÖBÙ
×�ïO×màXá�Ü2Õ�èßÛr×màXá�×Içb×mèßÙ�çbÙOàXá�ÙrÝßÚÞÙK×mè4��á�ÔÞÝßåmÙBì�í0Ú�á�×	ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�áhÕ�Û%÷��mÛ �	åmÙOÛrç2Õyá�õkïO×mè åmÙOÛ"ÚÞÝßÛ%ÜKý
èæÕ�Ø)»K×mÚ.ÖB×�ä�ÙOàXá�×LM�Õ�ÔÞèßÙ � ·�¹��^â:åmÙOÛrÙ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Õrü2ÓOÜBÔ�Õ�´�ì Ä9V÷7?�ì Ø Ù�ÔÞ×mÓOÝßÛr×	×mÛ�ëHÜB×�Õ åpÕ�ÔÞÓXÕ
×�îV×�á�Ýkï�Õ	ÖBÝßÛrÝßàHÜBÝ^âXÕ�ÔÞ×mçBÜBèßÚ�ñ�ÙI×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�×màXá�ÔÞ×.Õ�Ú}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú0åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ<�¶ÔÞ×mÖBÜBêmÝßÖ2Õ�âK×¶çbÙKÖB×
åhðB×mÓXÕ�Ô¶Õ�ÜBÛ çbÙOàXá�Ù�×mÛ ëHÜB×	ð*JsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì

��Ýßà2Õ�èßÛr×màXá�×�âbÕ�ÖB×mçb×màBÖBémàBåmÝæÕ�Ö2Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ ×�îV×�á�Ýkï�Õ Zeff åmÙOÛ Õ ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×%ÖB×%Ú�Õ�è�ÛrÙyý
àBÙYï�Õ�èß×màXá�×���Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õòà2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕÄ´�ì®¢�¢Oì Ø ¸OÚIïO×mÛrÙOÚsëHÜB×�ç2Õ�Ô�Õ σ < σcr 9VÚÞ×mÛ ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù
ÖB×òåpÕ�ÔÞÓXÕ?�â�Õù÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ�Ö2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÚrîV×mÝkáhÕ@çb×mèßÙú×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�¢�a®¢�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ
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´E�©¤/� Ã � Ó8µ » j�¼Z¿yt��¶�Xikjpz�v�fhg}qXf¶���ù�Kjmo�j�n]�Bnpx8f�wH��tkjmi:f�ivf�xuo8n���t�wÝ½�xutv�hnIf�� Ææ�XwHz�{pn	qHj]�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn
qXf.�vnpwHg�xuout��Yjmivf�wyx8fhg£»

α = 3
¼Þ~Rº �¶�HqHjmwHz�jsqXf�gut�wKjmi,qXnI�Bnpx8f�wH��tkjmi�f�ivf�xuo8n���t�wÝ½�xutv�hnX�b�y�Hf

o8f��Xo8fhg8f�wyx�j	j.t�wy�ªf�o8g�{pn	qXf���jmoÇ¸yj]qHj��Kjmouxu�v���Xikj��hnpivnptvqHjmi:fhg�ÆP½�outv��jO�Hn��hnpouo8f��y�KjmwHqXn
σ q >

σcr q ≈ 0.050
��ú�� 2 w �HG2{ ~H»ßl!¼=¿yt��¶�Xikjpz�v�fhgdqXf6�����Kjmo�j�nE�Bnpx8f�wH��tkjmi�f�ivf�xuo8n���t�wÝ½�xutv�hn.f��

Ææ�XwHz�{pnEqHj�qXf�wHgutvqHjpqXf0qXf0��jmoÇ¸yj�wKj�gu�X�Bf�o�Ææ�v��tvfdqXn��	jp��o8np�vnpw	fhg�ÆP½�outv�hnX~8º}g,�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�v�fhg
qXf�g�jmiOxuout��Yjmivf�wyx8f0fR��npwHn��Yjmivf�wyx8f6g�{pn

Cα=3 = 0.1
��f

C = 0
����o8fhgu�Bfh��xut��Yjm��f�wyx8fxw �HG2{ ~

×mÛÌÜBÛ Õ�ÖBÝßÛrÝßàHÜBÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ× ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�×�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOà ìrûRÙOÔ�ÙOÜ�á�ÔÞÙ�èæÕ�ÖBÙBâ
ÚÞ× Ù�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚmâ,à2Õ�Õ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ�ÖBÙ�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�â�ó�J�×mÚ�á�ÝkïO×mÔ
åmÙOÛ Õ�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÝßàXïO×mÔ�á�ÝßÖ2Õ�â0Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�ÜBÛ Õ�çb×mëHÜB×mà2Õ�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�Ú�Õ�è}ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�× ÔÞ×�ý
ÚÞÜBèkáhÕùàHÜBÛ!çb×mëHÜB×màBÙ�Õ�ÜBÛr×màXá�ÙúÖ2ÕúÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙMÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕÙ9 ïO×uó�ÕúÙúÓOÔ�Jyü2åmÙúÝßàXá�×mÔÞàBÙMÖ2Õ@ü2ÓOÜBÔ�Õ
´�ì®¢�¢�?�ì�í0àXá�ÔÞ×�áhÕ�àXá�ÙBâ2ÜBÛ"Û Õ�ÝßÙOÔ�Õ�ÜBÛr×màXá�Ùrà2ÕsåmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù ÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù�¢�a®¢�åmÙOàBÖBÜBêIÕ�ÜBÛ Õ
ÖBÝßÛrÝßàHÜBÝßØpñ�Ù�Ö2ÕIÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù%ÖB×.åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì0í0Ú�á�×�åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�ÙBâXáhÕ�Û%÷��mÛ�ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�Õ�ÖBÙ%×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màKý
áhÕ�èßÛr×màXá�× � ´�þE�^â��rÖBÝkîV×mÔÞ×màXá�× Ö2Õ�Ú	çBÔÞ×mÖBÝßØ)»K×mÚ	Ö2Õ�ÚIÖB×mÛ Õ�ÝßÚ]á�×mÙOÔÞÝæÕ�Úmì�ûRÙOÔ	×�O�×mÛrçBèßÙBâ Ø ÓOÜv|O×mà �%�

�3^]}×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ô�Õ�Û"ëHÜB×IÕ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×	ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ¶åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ¶ÖB×	×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù%ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�èß×�ï�Õ
Õ	ÜBÛ Õ]ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙIÖB×¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÓOÝßÓXÕ�àXá�×�âHÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×¶Ö2Õ�÷BèßÝßàBÖ2Õ�ÓO×mÛ4Ö2Õ	Õ�Ü�á�Ùyýu×màB×mÔÞÓOÝæÕ]×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ
ÖBÙ�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ¶ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ�ÝßàXïO×mÔ�á�ÝßÖ2Õ � V���^ì}M}ÙOàXá�Ô�Õ�ÔÞÝæÕ�Ûr×màXá�×sÕ�ÝßÚ�á�ÙBâ:à@¸OÚ
ïO×mÛrÙOÚ6ëHÜB×�âHç2Õ�Ô�Õ]ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ0åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ�ÖB×EÚ�Õ�èBÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�âXÙOÚ0õßÙOàBÚdÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚdçBÔÞ×�îV×�ý
ÔÞ×mÛÿÚÞ×mÔEÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�ÖBÙOÚ�àBÙs×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�ÙIÖBÙ%ïOÙOèßÜBÛr×]Õ�ÙsÝßàXï��mÚEÖ2ÕsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×�Ö2Õ%ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕIåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ìØ Ù	ïOÙOèßÜBÛr×¶×mèß×mÚ�ÓXÕ�àBð2Õ�Û�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�èBî ÕpïOÙOÔ�JpïO×mèbÖ2Õ�Ú}ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�åmÙOÛ�ÙOÚ}åmÙOõßÙOàBÚ6ÖB×
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a = 150 Å
a = 200 Å
a = 300 Å

´E�©¤/� Ã �  �|.µ º���jmoÇ¸yj�f(Æ f�xut��Yj�f�� Ææ�XwHz�{pn�qHj���jmoÇ¸yj�qXn��	jp��o8np�vnpw
Zbare

�0�Kjmo�j��X�	j�gu�Hgu�Bf�wHg�{pn
�hnpwyx8f�wHqXnIg�jmiT��npwHn��Yjmivf�wyx8f�qXf¶�hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn

C = 0.002M
f¶g�jmiTxuout��Yjmivf�wyx8f.qXf¶�hnpwO�

�hf�wyxuo�jpz�{pn
C3 = 0.05M

~Cº}g����Xou�YjpgE�hnpouo8fhgu�BnpwHqXf�� jIqOt5Æ f�o8f�wyx8fhgE�Yjmivnpo8fhgEqXf
a
�hnp�

`B = 7.2 A � δ = 2 A f ac = 4 A ~
åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÙOçbÙOÚ�áhÕ�â�ëHÜB×�×mÚ�áhñ�Ù�×�O�åmèßÜBõßÖBÙOÚIÖ2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×rÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è � þW�âÞþ@¢��^ì�í0àXáhñ�ÙBâ
Õ ü2Û�ÖB×IëHÜB×�Õrá�×mÙOÔÞÝæÕrçBÔÞ×mÖBÝßÓXÕ åmÙOàBÚÞÝßÚ�á�×màXá�×mÛr×màXá�×�Õ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×%ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×%åpÕ�ÔÞÓXÕ�â:×mèæÕ
çBÔÞ×måmÝßÚ�Õ çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙrèß×�ï�Õ�Ô¶×mÛ�åmÙOàXáhÕ åmÙOÔÞÔÞ×�áhÕ�Ûr×màXá�×%Õrá�×mÔÞÛrÙKÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕsÖ2Õ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù ×mèß×�á�ÔÞÙOèßõká�ÝßåpÕ
àBÙ�ïOÙOèßÜBÛr×�ì

=K×.Õ	Õ�ÖBÝßØpñ�Ù	ÖB×¶Ú�Õ�èTÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×¶Õ�åpÕ�÷2Õ	åmÙOÛ Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù%ÖB×¶åpÕ�ÔÞÓXÕ�âHÝßÚ�á�Ù	ÚÞÝßÓOàBÝkü2åpÕ�ëHÜB×
ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ0á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ6ÖB×mÝUOBÕ�Û�ÓOÔ�Õ�ÖBÜ2Õ�è2×¶ç2Õ�ÔÞåmÝæÕ�èßÛr×màXá�×�Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ�çBÔ�¸1O�ÝßÛ Õ�ø�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×
ÖBÙMÛ Õ�åmÔÞÙOõßÙOà*×�Ú�ñ�ÙúÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBõßÖBÙOÚ�çbÙOÔ åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmìåQuÚ�á�ÙMÙKåmÙOÔÞÔÞ×�çbÙOÔÞëHÜB×òÕ
îVÙOÔÞÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ÖB×[ÙOÔÞÖB×mÛ i â�à2Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ ÖB×@ÜBÛ ÕMÓOÔ�Õ�àBÖB×[ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×[ÖB×
Ú�Õ�èRÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�âbåpÕ�ÜBÚ�Õ ÜBÛ�ÖB×måmÔ��mÚÞåmÝßÛrÙ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�JpïO×mè�ÖB×IåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ¶á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ¶èßÝkïKÔÞ×mÚ¶àBÙ
ïOÙOèßÜBÛr×�ìsí0Ú�á�×�çBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙ�çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ]ÔÞ×mÚÞçbÙOàBÚ�JpïO×mèD9Vçb×mèßÙ�Ûr×màBÙOÚ]×mÛôç2Õ�Ô�á�×$?.çb×mèæÕ�ÚÞÜB÷BÚ�á�Ýká�ÜBÝßØpñ�Ù
ÖB×�õßÙOàBÚ�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚEçBÔ�¸1O�ÝßÛrÙOÚ�øsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âKÙ�ëHÜB×	ÝßÛrçb×mÖB×]Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ì

ÒÿÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙòÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ�ÚÞÜBÔÞÓO×�Ö2Õ�åmÙOÛrçb×�á�ÝßØpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×�ÖBÙOÝßÚI×�îV×mÝká�ÙOÚ�a�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚI×màXá�ÔÞ×
ÙOÚråmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚrÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚsåmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmâEëHÜB×�Õ�ÜBÛr×màXáhÕ�ÛÈÕ�ÝßàBÖ2Õ[Û Õ�ÝßÚ�Õ@åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙBâ
×�ÕùÕyá�Ô�Õ�Øpñ�Ù@×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕò×màXá�ÔÞ×�ÙOÚråmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚs×�ÙOÚråmÙOõßÙOàBÚmâ}ëHÜB×�î ÕpïOÙOÔÞ×måm×
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´E�©¤/� Ã �  7 #µ º ��jmoÇ¸yjòf(Æ f�xut��Yj�f�� Ææ�XwHz�{pnòqHj��hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pnùqXf�g�jmiE��npwHn��Yjmivf�wyx8f
C
�Kjmo�j��X�	j

gu�Hgu�Bf�wHg�{pn��hnp�Ìg�jmi�xuout��Yjmivf�wyx8f�qXf �hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn
C3 = 0.04M

fr�	jp��o8np�vnpwHgs�hnp�
��jmoÇ¸yj

Zbare = 4000
f%o�jmtvn

a = 500 A »
σ < σcr

¼Þ~ É ¸Yo�· ß �hn�t�wyx8f�ouwHn���nYguxuo�j�j
�Yjmoutkjpz�{pn�qXf

Zeff
�hnp�ôj��hnpwH�hf�wyxuo�jpz�{pn

C
�Kjmo�j��	jp��o8np�vnpwHg%�hnp�

Zbare = 4000
f

a = 200 A » σ > σcr
¼Þ�Hf����X�	j�g8npi��Hz�{pn	�hnp�

C3 = 0.01M
�
`B = 7.2 A � δ = 2 A f

ac = 4 A ~
Õ�ÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ	åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ	Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ]àBÙ�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBìtSÿ×�îV×mÝká�Ù�Û Õ�ÝßÚ]îVÙOÔ�á�×
ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ô�JsÚÞ×	ÕsÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔ�J�ì
Ö§n)I f u¥qx����wx¤KJo��¤

Ø ×mÚ�á�×]åpÕ�çBõká�ÜBèßÙBâKÕ�à2Õ�èßÝßÚ�Õ�ÛrÙOÚ�ÙsçBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ	Ö2Õ%ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙsÖB×]åpÕ�ÔÞÓXÕIÖB×]ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝvý
Ö2Õ�ÝßÚE×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Úmì�Ò îVÙOÔ�á�×�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ%×màXá�ÔÞ×	Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�èb×�ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
î Õ�ê}åmÙOÛ�ëHÜB×�ÜBÛ Õ¶ç2Õ�Ô�á�×}ÖB×mèß×mÚ�ÚÞ×EÕ�ÚÞÚÞÙKåmÝß×�Õ¶×mèæÕ¶×�åmÙOÛ�ÝßÚÞÚÞÙBâ�×mÛ�ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2Õ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚmâ�ÚÞÜ2Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ�çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ¶ÝßàXïO×mÔ�á�ÝßÖ2Õ�ì�í�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�èßÛr×màXá�×�â2ÙO÷BÚÞ×mÔ�ï�ÕªýuÚÞ×	ëHÜB×�âTàHÜBÛ Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙråmÙOàXá�×màBÖBÙ
Ú�Õ�ÝßÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ	×�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmâ�Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×rçb×mëHÜB×mà2Õ�ÚIëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ	ÖB×rÚ�Õ�è0ÛrÙOàBÙYï�Õªý
èß×màXá�×Iá�×mÛ�ÜBÛ�×�îV×mÝká�Ù çb×mëHÜB×màBÙ�à2Õ ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×%åpÕ�ÔÞÓXÕ�â:×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×�Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù ÖB×%ÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚ
ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×mÚ�á�×IÚ�Õ�è�î Õ�ê	×mÚ�á�×IîV×mà@æOÛr×màBÙ ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×mÔ�åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�× � ´�þE�^ì.ä�ÜBÝkáhÕ�Ú�á�×mÙyý
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ÔÞÝæÕ�ÚRîVÙOÔ�Õ�Û�ÖB×mÚÞ×màXïOÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú0ç2Õ�Ô�Õ¶á�×màXáhÕ�Ôd×�O�çBèßÝßåpÕ�ÔRåmÙOÛrÙ]Õ.åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù.×màXá�ÔÞ×EÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚdèß×�ï�Õ
ø ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ Ö2Õrç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^ì Ø Ù ×màXáhÕ�àXá�ÙBâ:àB×màBðHÜBÛ Õ�ÖB×mÚ�áhÕ�Ú¶á�×mÙOÔÞÝæÕ�Ú¶ÙO÷�á�×�ïO×
á�Ù�áhÕ�èTé�O�Ýká�ÙIà2Õ	ÖB×mÚÞåmÔÞÝßØpñ�ÙIÖBÙOÚ}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXáhÕ�ÝßÚmìdÒ çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è2ÖBÝßÚÞåmÙOÔÞÖ*Ú�àBåmÝæÕ�×mÚ�á-JIàBÙ
×�îV×mÝká�Ù Ö2Õ Õ�ÖBÝßØpñ�ÙrÖB×IÚ�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�ìEQuàBåmèßÜBÚÞÝkïO×�âbåmÙOÛrÙ]ó�JsîVÙOÝ�Ûr×màBåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ Õ�ëHÜBÝ^âbÕ�èßÓOÜBÛ Õ�Ú
á�×mÙOÔÞÝæÕ�ÚEçBÔÞ×�ïOém×mÛ"ÜBÛ Õ%ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ%ÓOÝßÓXÕ�àXá�×]ç2Õ�Ô�Õ%åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Ø)»K×mÚ¶ÖB×]Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×
ÚÞÜ�ü2åmÝß×màXá�×mÛr×màXá�×IÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚT9 ïO×uó�Õ�çbÙOÔE×�O�×mÛrçBèßÙ � V����?�ì

�.×màXá�ÔÞÙ Ö2ÕràBÙOÚÞÚ�Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ�â2ëHÜB×IåmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕrÕråmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×	õßÙOàBÚEá�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�ÖB×màXá�ÔÞÙ
ÖB×�ÜBÛ Õ�åpÕ�Û Õ�Ö2Õ δ â,à@¸OÚ�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÛrÙOÚ�ëHÜB×rÕ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ�ç2Õ�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�åmÙOÛ ac = 4 �
çbÙKÖB× ÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔ�#$�t�Ý#$��ÿy�%B*���Ý#$� Γiso > 1.95 âRÙOÜú×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�âdëHÜ2Õ�àBÖBÙòÕ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×
ÚÞÜBçb×mÔ�ü2åmÝæÕ�è�ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕråmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è/�IáhÕ�è�ëHÜB× σ > σcr ≡ 0.18/`2B ì�í0Ú�áhÕ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù
�LB��C8-�-#-#/D����'
]Û Õ�Ú^B�E��}#%(>F�8%�r�%B*����ì�û�Õ�Ô�Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOÛ"åpÕ�ÔÞÓXÕ Zbare ×�Ô�Õ�ÝßÙ a Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êm×màBÖBÙ
σ > σcr â�Õ[ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙùÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ[ÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔ�JòÚÞ×�Õ[åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙùÖB×�Ú�Õ�è�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�×mÚ�á�ÝkïO×mÔ
Õ�÷2Õ�ÝUO�Ù[ÖBÙ@èßÝßÛrÝæÕ�ÔIåmÔÞõká�ÝßåmÙ C < Ccr(Zbare, a) ì�Ò�ÔÞ×màBÙOÔÞÛ Õ�èßÝßêpÕ�Øpñ�Ù�×�Õ[ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙùÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ
ÖB×mçb×màBÖB×mÛ�Ö2Õ�åmÙOÛrçb×�á�ÝßØpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×IÕ�Ú¶×màB×mÔÞÓOÝæÕ�Ú�ÖB×�ÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�Øpñ�Ù�ÖBÙOÚ¶åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚEÛ%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ
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QuàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßÛrÙOÚmâX×màXáhñ�ÙBâKÜBÛ�ÛrÙKÖB×mèßÙ�ç2Õ�Ô�Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚdåmÙOÛ�ÜBÛ Õ�ÛrÝßÚ�á�ÜBÔ�Õ]ÖB×
Ú�Õ�ÝßÚsÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ%×�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì�Z¶Û ÝßàBÓOÔÞ×mÖBÝß×màXá�×�îVÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�è}Ö2ÕòàBÙOÚÞÚ�Õ�á�×mÙOÔÞÝæÕ>��Õ
åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�Øpñ�ÙsÖB×.åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ6ÖB×màXá�ÔÞÙ%ÖB×.ÜBÛ Õ	åpÕ�Û Õ�Ö2Õ	×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙIÖ2ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ
åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âTîVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙ�Õ�ÚÞÚÞÝßÛ ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�ÙBì Ø Ù�ïOÙOèßÜBÛr×�â åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�ÕªýuÚÞ×%áhÕ�Û%÷��mÛ�ëHÜB×�ÙOÚ]ÛrÝvý
åmÔÞÙOõßÙOàBÚ}ÚÞ×�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�Û�îVÙOÔÞÛ Õ�àBÖBÙIÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚmâHåmÜªó�Õ�Ú}ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�Ú�ñ�Ù%ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�Ö2Õ�Ú�Õyá�Ô�Õpï��mÚ
Ö2Õ èß×mÝRÖB×%Õ�Øpñ�Ù�Ö2Õ�Ú.Û Õ�ÚÞÚ�Õ�Úmì.Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙràBÙOÚÞÚ�Õ á�×mÙOÔÞÝæÕrç2Õ�Ô�ÕrÙ�åpÕ�ÚÞÙ�åmÙOÛ�Ú�Õ�è�á�ÔÞÝkï�Õ�èß×màXá�×IÕ�ÖBÝvý
åmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ×IÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�åmÙOÛ�ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ ac = þ��IâTà@¸OÚ.×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÛrÙOÚ.ëHÜB×%Õ ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×IåpÕ�ÔÞÓXÕ
çbÙKÖB×.ÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔE#$�N�6#$��ÿy�%B*���6#$� Γiso > 1.95 âHÙOÜ�ÖB×.ÛrÙKÖBÙ	×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×�âKëHÜ2Õ�àBÖBÙsÕ	ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×
ÚÞÜBçb×mÔ�ü2åmÝæÕ�è�ÖB×råpÕ�ÔÞÓXÕ�×mÚ�á�ÝkïO×mÔIÕ�åmÝßÛ Õ�ÖBÙ�ÚÞ×mÜ@ï�Õ�èßÙOÔ�åmÔÞõká�ÝßåmÙBâ σ > σcr ≡ 0.18/`2B

� þ�V��^ì�í0Ú�áhÕ
åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù���B��C8-�-#-#/D����'
¶Û Õ�ÚDB�E��T#%(>F�8%�r�%B*����ì0û�Õ�Ô�Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú}åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ6åmÙOÛÿåpÕ�ÔÞÓXÕ%ëHÜBõßÛrÝßåpÕ
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Zbare ×%Ô�Õ�ÝßÙ a Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êm×màBÖBÙ σ > σcr â Õ ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×%åpÕ�ÔÞÓXÕrÙKåmÙOÔÞÔÞ×mÔ�J ÚÞ×sÕråmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×
Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]×mÚ�á�ÝkïO×mÔ¶Õ�÷2Õ�ÝUO�Ù�ÖBÙ�èßÝßÛrÝæÕ�Ô�åmÔÞõká�ÝßåmÙ C < Ccr(Zbare, a)

� þ�V��^ì
Ò àBÙOÚÞÚ�Õòá�×mÙOÔÞÝæÕ�ç2Õ�Ô�Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù[Ö2ÕòåpÕ�ÔÞÓXÕ�Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕòåmÙOàBåmÙOÔÞÖ2Õ

åmÙOÛ ÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚ�ÖB×�ÔÞ×måm×màXá�×mÚ ×�O�çb×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙOÚ�×�ÚÞÝßÛ%ÜBèæÕ�Ø)»K×mÚ%ÖB×�ÖBÝßà*Ú�ÛrÝßåpÕ�ÛrÙOèß×måmÜBèæÕ�Ômâ0ÙOÚ
ëHÜ2Õ�ÝßÚ�ÛrÙOÚ�á�Ô�Õ�Û�ëHÜB×.àHÜBÛ Õ	ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù	åmÙOàXá�×màBÖBÙ%Ú�Õ�ÝßÚ�ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�×¶Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmâHÕIÕ�ÖBÝßØpñ�Ù
ÖB×�çb×mëHÜB×mà2Õ�Ú�ëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖB×�×mèß×�á�Ô�¸OèßÝká�Ù 1 : 1 á�×mÛ�ÜBÛ�çb×mëHÜB×màBÙM×�îV×mÝká�Ùùà2ÕùÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�ÙúÖB×
åpÕ�ÔÞÓXÕ�â�×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×�Õ�Õ�ÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×rÓOÔ�Õ�àBÖB×mÚIëHÜ2Õ�àXá�ÝßÖ2Õ�ÖB×mÚIÖB×mÚ�á�× Ú�Õ�è0î Õ�êm×mÛ ×mÚ�á�×rîV×mà@æOÛr×màBÙ
ÖB×mÚ�Õ�ç2Õ�ÔÞ×måm×mÔ�åmÙOÛrçBèß×�áhÕ�Ûr×màXá�×�ì Ò.è4�mÛ�ÖBÝßÚÞÚÞÙBâ�àBÙOÚÞÚ�Õùá�×mÙOÔÞÝæÕòîVÙOÔÞàB×måm×�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�àB×måm×mÚÞÚ�J�ÔÞÝæÕ�Ú
ÚÞÝßÛrçBèß×mÚ�ç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÙKåmÙOÔÞÔÞémàBåmÝæÕ�Ö2Õ�ÝßàXïO×mÔÞÚ�ñ�Ù�ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ�â ëHÜB×Ý�%Ù�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�ÖBÙ�ÓXÕ�àBðBÙ�î ÕpïOÙOÔ�JpïO×mè
ÖB×�×màB×mÔÞÓOÝæÕ	èßÝkïKÔÞ×¶×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÖB×�ïKÝßÖBÙsÕ	îVÙOÔ�á�×mÚ}åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ�çbÙOÚÞÝßåmÝßÙOà2Õ�ÝßÚ6×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ}åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚ�åmÙOàBÖB×màBÚ�Õ�ÖBÙOÚmì

í0Û�ÔÞ×mÚÞÜBÛrÙBâHàB×mÚ�áhÕ	á�×mÚÞ×�îVÙOÛrÙOÚ6åpÕ�ç2Õ�êm×mÚ}ÖB×¶åmÙOÛrçBÔÞ×m×màBÖB×mÔ}Ûr×mèßðBÙOÔ0Ù	åmÙOÛrçbÙOÔ�áhÕ�Ûr×màXá�Ù
ÖB×rÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚIÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú]åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ.Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú�áhÕ�àXá�Ù�à2Õ�çBÔÞ×mÚÞ×màBØpÕ�ÖB×rõßÙOàBÚ]ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ
åmÙOÛrÙ�Û%ÜBèká�Ýkï�Õ�èß×màXá�×mÚmì
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:on�p ® rA�9u{tM ��iv�� ¡¢u£ �¤A¤.u¥q§¦#¨©u£�0rAª � �£qxq = ¡�¨R?S6 �,tQ�
6 �,t=rUT��2w����£¤ ��u£�4u£ �vx�{ �¤ÿ��¤K!�"2tM ��2�£¤

è9ä�æZä�æ V P:36FK-4P:-�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-

��Õ�ÛrÙOÚ åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�Ô�ÜBÛ ÕùÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù ÖB×�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú�åmÙOÛ�åpÕ�ÔÞÓXÕ
ëHÜBõßÛrÝßåpÕ%àB×mÓXÕyá�Ýkï�Õ −Zbareq 9 Zbare > 0 ?}×�Ú�Õ�è,ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×]Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙBì

S�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ ϕ(r) ÓO×mÔ�Õ�ÖBÙ�çbÙOÔ]ÜBÛ Õ ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù�ÖB×såpÕ�ÔÞÓXÕ�Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�êsÕ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù ÖB×	ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOà â2ëHÜB×^��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔN9rME]N=@?

∇2ϕ(r) = −4π

ε
ρq(r) , 9rXKì®¢�?

ÙOàBÖB× ρq(r) �	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ïOÙOèßÜBÛL��á�ÔÞÝßåpÕ%ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕ�ìz�.×màXá�ÔÞÙ ÖBÙrÛrÙKÖB×mèßÙsÖ2Õsåm×mèæÕ�×�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛ Õ
ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�åmÙOÛ�Ú�Õ�è¶ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ ρq(r) = q [n+(r) − n−(r)] âEÙOàBÖB×
n±(r) Ú�ñ�Ù�Õ�Ú�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ�ÖBÙOÚ]ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚmì Ø ×mÚ�á�×råpÕ�ÚÞÙBâ�Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Ø)»K×mÚ]×màXá�ÔÞ×�ÙOÚ]ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ}ÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�Ö2Õ�ÚmâBÖB×¶ÛrÙKÖBÙ	ëHÜB× n±(r) = cse

∓βqϕ(r) ì M}ÙOÛrÙI×mÚ�á�×Y�.ÜBÛ çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ]ÖB×
ÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕs×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ ϕ(r) → ϕ(r) ì6M}ÙOÛ"ÝßÚÞÚÞÙBâTåmÙOèßÙKåpÕ�àBÖBÙ ÕrÙOÔÞÝßÓO×mÛ ÖBÙ ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�ÖB×IÔÞ×�îV×mÔÞémàBåmÝæÕ
9VåmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�ÚE×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú-?�àBÙsåm×màXá�ÔÞÙ�Ö2Õ%åm×mèæÕ%ÖB× ë = ×]Ü�á�ÝßèßÝßêpÕ�àBÖBÙ	ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è
φ(r) = βqϕ(r) ÙO÷�á��mÛsýuÚÞ×	Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×	û ²

∇2φ(r) = −4πβq2cs
ε

[
e−φ(r) − eφ(r)

]
. 9rXKì°V�?

Z¶Ú�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×IÕsÖB×�ü2àBÝßØpñ�Ù κ2
res = 8π`Bcs â2åmÙOÛ `B = βq2/ε âBÙO÷�á�×mÛrÙOÚ�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rVKì°V�?

∇2φ(r) = κ2
res sinh φ(r) , a < r < R . 9rXKì ´?
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�.×�ü2àBÝßàBÖBÙyýuÚÞ× r̃ = r/a åhðB×mÓXÕ�ÛrÙOÚ�ø�îVÙOÔÞÛ Õsü2à2Õ�èRÖ2Õ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×sû ² ×mÛ"ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mÝßÚ.Õ�ÖBÝßÛr×màKý
ÚÞÝßÙOà2Õ�ÝßÚ

∇̃2φ(r̃) = (κresa)
2 sinhφ(r̃) , 1 < r̃ < R̃ , 9rXKì þ�?

ÙOÜ�×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×y9VÜBÚ�Õ�àBÖBÙrÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝæÕI×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ?�â
d2φ(r̃)

dr̃2
+

2

r̃

dφ(r̃)

dr̃
= (κresa)

2 sinh φ(r̃) , 1 < r̃ < R̃ . 9rXKì°X�?
Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÚ�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ

dφ

dr̃

∣∣∣∣∣
R̃

= 0 9rXKì ·?
dφ

dr̃

∣∣∣∣∣
1

=
Zbare`B

a
. 9rXKì°º�?

S�Ú]ç2Õ�Ô�Ú�Ûr×�á�ÔÞÙOÚ]àB×måm×mÚÞÚ�J�ÔÞÝßÙOÚ	ç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÔÞ×mÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùp9rXKì°X�?.Ú�ñ�Ù Zbare`B/a 9 Õ
åpÕ�ÔÞÓXÕ	Ö2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ]åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�?�â κresa 9 Õ	åmÙOàBåm×màXá�Ô�Õ�Øpñ�ÙIÖB×.Ú�Õ�èTÖBÙ	ÔÞ×mÚÞ×mÔ�ï�Õyá�¸OÔÞÝßÙ�?d× R̃ 9 Õ]îVÔ�Õ�Øpñ�Ù
ÖB×�ïOÙOèßÜBÛr×]ÙKåmÜBç2Õ�Ö2Õ�çb×mèæÕ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�ïKÝæÕ η = R̃−3 ?�ì�Ò�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕsÖBÙOÚ
ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ�çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ�×mÚÞåmÔÞÝkáhÕ�åmÙOÛrÙ

ρq(r̃) = −qκ
2
res

4π`B
sinhφ(r̃) . 9rXKì ¹?

Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rXKì þ�?6çbÙKÖB×.ÚÞ×mÔ�èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ�×mÛ á�ÙOÔÞàBÙ%ÖBÙ%çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�èTà2ÕIîVÔÞÙOàXá�×mÝßÔ�Õ	Ö2ÕIåm×mèæÕ
ÖB× ë =bâ φ(R̃) â2ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×

∇̃2δφ(r̃) = (κPBa)
2 [γ0 + δφ(r̃)] , 1 < r̃ < R̃ , 9rXKì ?

ÚÞ×màBÖBÙ δφ(r̃) = φ(r̃) − φ(R̃) â γ0 =
√

1 − (κres/κPB)4 = tanhφ(R̃) × (κPB a)
2 =

(κres a)
2 cosh φ(R̃) ì6Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚEÖB×	åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÕ�ÓOÙOÔ�ÕsÚ�ñ�Ù

δφ(R̃) = 0 9rXKì®¢$W?
dδφ

dr̃

∣∣∣∣∣
R̃

= 0 . 9rXKì®¢�¢�?
Ò åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ùt9rXKì®¢$W?z�]ÙsÔÞ×mëHÜB×mÔÞÝßÛr×màXá�ÙsÖB×]åmÙOàBÚÞÝßÚ�á�émàBåmÝæÕ%Ö2Õ%èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�ÙI×�Õ%åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ùq9rXKì®¢�¢�?
Õ�ÚÞÚÞ×mÓOÜBÔ�Õ.ÕE×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×0ÖB×màXá�ÔÞÙ¶Ö2Õ�åm×mèæÕ�ì�í0Ú�áhÕ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ¶ÓXÕ�Ô�Õ�àXá�×mÛ ëHÜB×
Õ�ÚdÚÞÙOèßÜBØ)»K×mÚdÖBÙ]çBÔÞÙO÷Bèß×mÛ Õ¶à2ñ�Ù]èßÝßàB×pÕ�ÔR×�ÖBÙ]èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�ÖBÙ¶åmÙOÝßàBåmÝßÖ2Õ�Û�×mÛ r̃ = R̃ âOåmÙOÛrÙ�ÔÞ×mëHÜB×mÔ6Õ
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Ûr×�á�ÙKÖBÙOèßÙOÓOÝæÕ]ÖB×�Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔ � ¢$��^ì0Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rXKì ?6çbÙKÖB×.ÚÞ×mÔEÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2ÕIÕ�à2Õ�èßÝká�ÝßåpÕ�Ûr×màXá�× � XyþE�
×�ÚÞÜ2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙÝ�

δφ(r̃) = γ0

[
−1 + f+

eκPBar̃

r̃
+ f−

e−κPBar̃

r̃

]
, 9rXKì®¢�V�?

ÙOàBÖB×
f± =

κPB aR̃ ± 1

2κPBa
e∓κPBaR̃ . 9rXKì®¢$´?

Ò?ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×	åpÕ�ÔÞÓXÕ�â2×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rXKì ¹?�âBáhÕ�Û%÷��mÛ çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ¶èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2Õ%×mÛ á�ÙOÔÞàBÙrÖB× φ(R̃) â
ÖB×�ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×

ρPBL(r̃) = −qκ
2
PB

4π`B
[γ0 + δφ(r̃)] . 9rXKì®¢pþ�?

��Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rVKì®¢�?}çbÙKÖB×mÛrÙOÚ�åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÔEÕ�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õ�âBëHÜB×^��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
Zeffq = 4πa3

∫ R̃

1
ρPBL(r̃) r̃2 dr̃. 9rXKì®¢�X�?

QuàBÚÞ×mÔÞÝßàBÖBÙyýuÚÞ×IÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì®¢pþ�?}×mÛõ9rXKì®¢�X�?}ÙO÷�á�×mÛrÙOÚEëHÜB× � XyþE�
Zeff =

γ0

κPB`B

{
[(κPBa)

2R̃ − 1] sinh[κPBa(R̃ − 1)] + κPBa(R̃ − 1) cosh[κPBa(R̃− 1)]
}
.

9rXKì®¢$·?Ø Ù�á�×�ëHÜB× δφ(r̃) Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�Ô�J�Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì°º�?}åmÙOÛ Zbare → Zeff ì

è9ä�æZä1ã V P:36FK-4FK)�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-
Ø Ù�åpÕ�ÚÞÙ�ÖB× ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚsÚÞ×mÛ Ú�Õ�è}Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ�9 Õ�ÜBÚÞémàBåmÝæÕ�ÖB× åmÙOõßÙOàBÚ-?�â�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×

û ²ã��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
∇2ϕ(r) = −4πq

ε
n+(r) , 9rXKì®¢�º�?

ëHÜB×	à2Õ�Ú�ÜBàBÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ¶Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�ÝßÚx��×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×�Õ
∇̃2φ(r̃) = −4π`Ba

2n0
+ e

−φ(r̃) , 9rXKì®¢$¹?
ÙOàBÖB× n0

+ ��ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙ�çb×mèæÕ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�ì Ø Ù�åpÕ�ÚÞÙòÖB×�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�»K×mÚ
ÖB×mÝßÙOàBÝßêpÕ�Ö2Õ�Úmâ@��åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×IÝßÛrçbÙOÔ}ëHÜB× φ(R̃) = 0

� XyþE�^âBÙ�ëHÜB×	èß×�ï�Õ�Õ
∇2φ(r̃) = −(κPBa)

2e−φ(r̃) , 9rXKì®¢$?



G � î WUX � "oR |��yî Õ#�

ÙOàBÖB× (κPBa)
2 = 4π`Ba

2n+(R̃) = 4π`Ba
2n0

+ ì0Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÚ�ñ�Ù
φ(R̃) = 0 9rXKì°V�W?

dφ(r̃)

dr̃

∣∣∣∣∣
R̃

= 0 . 9rXKì°V"¢�?
û�Õ�Ô�Õ�ÚÞ×sÔÞ×mÚÞÙOèkïO×mÔ�àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×%×mÚ�á�×sÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�â Ù�ï�Õ�èßÙOÔ.ÖB× κPB �%ÖB×�á�×mÔÞÛrÝßà2Õ�ÖBÙ�ÖB×sÛrÙKÖBÙ
ëHÜB× φ(r̃) Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ØpÕ�Õ�èß×mÝ0ÖB×�]�Õ�ÜBÚÞÚ�à2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×sÖ2Õ�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^â ×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù 9rXKì°º�?�â
ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛÿÖ2Õ�ÖBÙ�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB× Zbare`B/a ì

Ò èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Øpñ�Ù%Ö2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì®¢$?}×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× φ(R̃) = 0 ��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
∇̃2φ(r̃) = −(κPBa)

2 [1 − φ(r̃)] . 9rXKì°V�V�?
Ò ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù]ÖB×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙBâHåmÙOÛ4Õ�Ú0åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ6ÖB×EåmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�9rXKì°V�W?R×N9rXKì°V"¢�?�â��îVÙOÔÞàB×måmÝßÖ2Õ]çb×mèæÕ
×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù~9rXKì®¢�V�?6î Õ�êm×màBÖBÙyýuÚÞ× γ0 = 1

� XyþE�,×�åmÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙ
φ(r̃) =

[
1 − f+

eκPBar̃

r̃
− f−

e−κPBar̃

r̃

]
, 9rXKì°V�´?

åmÙOÛ f± Ö2Õ�Ö2Õ�Ú.çb×mèæÕr×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù09rXKì®¢$´?�ì�Ò�åpÕ�ÔÞÓXÕr×�îV×�á�Ýkï�ÕL�IÖ2Õ�Ö2Õrçb×mèæÕr×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù~9rXKì®¢$·?Eç2Õ�Ô�Õ
γ0 = 1

� XyþE�^âBÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â
Zeff =

1

κPB`B

{
[(κPBa)

2R̃ − 1] sinh[κPBa(R̃ − 1)] + κPBa(R̃ − 1) cosh[κPBa(R̃− 1)]
}
.

9rXKì°Vyþ�?
:on�m ® rA�9u{tM ��iv�� ¡�¨ 6 �,tQ�Y6 �,t=rUT��2w����£¤ ��u£�4u£ �vx�{ �¤

�� 4�ZT�qxv�tM ��2�£¤
è9ä1ã9ä�æ V P:36FK-4P:-�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-

Ø Ù.åpÕ�ÚÞÙ.ÖB×}ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú,åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ,åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú,åmÙOÛ ÜBÛ Õ�ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×}èßÝßàB×pÕ�Ô�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ¶àB×�ý
ÓXÕyá�Ýkï�Õ −λbareq 9 λbare > 0 ?�â�Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù%ÖB×�û ² ×mÛ åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú}åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úd×.à2Õ�Ú�ÜBàBÝßÖ2Õ�ÖB×mÚ
Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�ÝßÚI�]Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ

∇̃2φ(r̃) = (κresa)
2 sinhφ(r̃) , 1 < r̃ < R̃ , 9rXKì°V�X�?
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ÙOàBÖB× r̃ ��Õ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�×mÛ ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù�Õ�Ù�×mÝUO�Ù�çBÔÞÝßàBåmÝßç2Õ�è6ÖBÙ�åmÝßèßÝßàBÖBÔÞÙ�×mÚÞåpÕ�èæÕ�Ö2Õ�åmÙOÛ Ù�Ô�Õ�ÝßÙ a ì
í0ëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×mÛr×màXá�×�â

d2φ(r̃)

dr̃2
+

1

r̃

dφ(r̃)

dr̃
= (κresa)

2 sinh φ(r̃) , 1 < r̃ < R̃ . 9rXKì°V�·?
Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙrÚ�ñ�Ù

dφ

dr̃
= 0, ç2Õ�Ô�Õ r̃ = R̃ 9rXKì°V�º�?

dφ

dr̃
= 2λbare`B, ç2Õ�Ô�Õ r̃ = 1. 9rXKì°V�¹?

Ò�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì°V�X�?}çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ¶èßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ö2ÕI×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× φ(R̃) âBÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×
∇̃2δφ(r̃) = (κPBa)

2 [γ0 + δφ(r̃)] , 1 < r̃ < R̃ , 9rXKì°V�?
åmÙOÛ Õ�Ú%Ûr×mÚÞÛ Õ�ÚIåmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ%ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�9rXKì®¢$W?�×~9rXKì®¢�¢�?�ìòÒ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ÖB×mÚ�áhÕò×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùò×mÛ
åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Úx��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ � V�·��
δφ(r̃) = γ0

{
−1 + κPBaR̃[I1(κPBaR̃)K0(κPBa r̃) +K1(κPBaR̃)I0(κPBa r̃)]

}
, 9rXKì ´�W?

ÙOàBÖB× Ij × Kj ÖB×màBÙ�áhÕ�Û Õ�Ú}îVÜBàBØ)»K×mÚ�ÖB×^²}×mÚÞÚÞ×mè,ÛrÙKÖBÝkü2åpÕ�Ö2Õ�Ú�ÖB×]ÙOÔÞÖB×mÛ j ÖBÙ�çBÔÞÝßÛr×mÝßÔÞÙ	á�ÝßçbÙ%×
ÖBÙ ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙ�á�ÝßçbÙBâ2ÔÞ×mÚÞçb×må�á�Ýkï�Õ�Ûr×màXá�×�ì�Ò?åpÕ�ÔÞÓXÕr×�îV×�á�Ýkï�Õ�ÚÞ×mÓOÜB×%Ö2Õ Õ�çBèßÝßåpÕ�Øpñ�Ù�Ö2Õrèß×mÝ�ÖB×}]�Õ�ÜBÚÞÚ
à2Õ�ÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]Ö2Õsç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ%åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è^âKÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�â

dδφ(r̃)

dr̃

∣∣∣∣∣
1

= 2λeff`B , 9rXKì ´v¢�?
åmÙOÛ δφ Ö2Õ�ÖBÙrçb×mèæÕ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9rXKì ´�W?�ì M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙrÙO÷�á��mÛsýuÚÞ×]ëHÜB× � V�·��

λeff =
γ0

2`B
(κPBa)

2R̃
[
I1(κPBaR̃)K1(κPBa) − I1(κPBa)K1(κPBaR̃)

]
. 9rXKì ´V�?

è9ä1ã9ä1ã V P:36FK-4FK)�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-
Ø ÙIåpÕ�ÚÞÙIÖB×.ÜBÛ Õ	ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù%ÖB×.ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ0åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú0ÚÞ×mÛ Ú�Õ�è:Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ

Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×	û ²ã��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
∇̃2φ(r̃) = −(κPBa)

2 e−φ(r̃) , 9rXKì ´�´?
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ÙOàBÖB× (κPBa)
2 = 4π`Ba

2n0
+ âYó�JIëHÜB×]åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×mÛr×màXá�×]ÝßÛrçbÙOÛrÙOÚ φ(R̃) = 0 ì0Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ

ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙòÚ�ñ�ÙòÖ2Õ�Ö2Õ�ÚsçbÙOÔt9rXKì°V�º�?�×09rXKì°V�¹?�ì[í0Ú�á�×�ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�×mÛ åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú%åmÝßèßõßàBÖBÔÞÝßåpÕ�Ú
á�×mÛ ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙrÕ�à2Õ�èßõká�ÝßåpÕ � þOþE�^âBëHÜB×N��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

φ(r̃) = 2 ln

[
r̃

R̃

√
1 + α−2 cos

(
α ln

r̃

R̃M

)]
, 9rXKì ´�þ�?

ÙOàBÖB× Õ�åmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�× Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�èdÖB×rÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�Ù α ×mÚ�á-J�ÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�åmÙOÛ κPB Õyá�Ô�Õpï��mÚIÖ2Õ
ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù (κPBaR̃)2 = 2(1+α2) ìdÒ Õ�çBèßÝßåpÕ�Øpñ�Ù]Ö2Õ�Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×¶åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ	àBÙOÚ6îVÙOÔÞàB×måm×¶ÖBÜ2Õ�Ú
×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ.Õ�åmÙOçBèæÕ�Ö2Õ�Ú

α ln R̃−1
M = arctan

1 − λbare`B
α

9rXKì ´X�?
α ln

R̃

R̃M

= arctan
1

α
. 9rXKì ´�·?

Ò åmÙOÛ%÷BÝßà2Õ�Øpñ�Ù	ÖB×mÚ�áhÕ�Ú}ÖBÜ2Õ�Ú}×mëHÜ2Õ�Ø)»K×mÚ}èß×�ï�ÕIÕ	ÜBÛ Õ�öBàBÝßåpÕ	×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙsëHÜB×.çbÙKÖB×¶ÚÞ×mÔ}ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ
àHÜBÛr×mÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�ç2Õ�Ô�ÕsÚÞ×�×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�Ô�Ù�ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB× α

α ln R̃ = arctan
1

α
+ arctan

λbare`B − 1

α
. 9rXKì ´º�?

Z¶Û ÕsïO×mê	åmÙOàBðB×måmÝßÖBÙ Ùsï�Õ�èßÙOÔEÖB× α âTÕ�ÙOÜ�á�Ô�ÕsåmÙOàBÚ�áhÕ�àXá�×IÖB×�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�Ù R̃M çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ¶ÙO÷�á�ÝßÖ2Õ
ÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×�9rXKì ´X�?�ÙOÜp9rXKì ´�·?�ì

;,ÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì ´�´?}×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× φ(R̃) = 0 ÙO÷�á�×mÛrÙOÚ
∇̃2φ(r̃) = −(κPBa)

2 [1 − φ(r̃)] , 9rXKì ´�¹?
åmÙOÛ Õ�ÚEåmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚEÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�9rXKì°V�W?6×y9rXKì°V"¢�?�ì =KÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×.Õ�ÙsåpÕ�ÚÞÙ�×mÚ�î©�mÔÞÝßåmÙBâ2Õ%ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù
ÖB×mÚ�áhÕr×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙL��Ö2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕs×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙÄ9rXKì ´�W?}ç2Õ�Ô�Õ γ0 = 1 âBÖB×�ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB× � V�·��

φ(r̃) = 1 − κPBaR̃
[
I1(κPBaR̃)K0(κPBa r̃) +K1(κPBaR̃)I0(κPBa r̃)

]
. 9rXKì ´�?

Ò�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õq9V×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9rXKì ´V�?}ç2Õ�Ô�Õ γ0 = 1 ?�Õ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×	ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×]îVÙOÔÞÛ Õ � V�·��
λeff =

1

2`B
(κPBa)

2R̃
[
I1(κPBaR̃)K1(κPBa) − I1(κPBa)K1(κPBaR̃)

]
. 9rXKì þW?
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I§n�p � � uJv��9�4u�v�uØ×Å�9�4�4 �w � tM��q�u{t � �{�4 4ª9�£v�u\6 �,tQ�
6 �,t=rUT��2w����£¤ ��u£�4u£ �vx�{ �¤ÿ��¤K!�"2tM ��2�£¤
��Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùq9rVKì°V�X�?0á�×mÛrÙOÚ�ëHÜB×�ÕI×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×]ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOàKý³²}ÙOèká�êmÛ Õ�àBàÄ9rME]N=@?�×mÛÿåmÙKÙOÔ8ý

ÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú¶×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú6��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
∇2ϕ(r) = −4π

ε

[
−Zback ρ q +

∑

i

n0
i ziq e

−βqziϕ

]
, 9'·�ì®¢�?

åmÙOÛ"Õ�Ú�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×mÚ¶åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚEÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ
ϕ(r) → ϕ∞ , ç2Õ�Ô�Õ r → ∞ 9'·�ì°V�?

dϕ(r)

dr
=
Zbare`B
a2

, ç2Õ�Ô�Õ r = a . 9'·�ì ´?
;,ÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùr×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× ϕ∞ á�×mÛrÙOÚ�ëHÜB×

∇2δϕ(r) = −4πq

ε

{
−Zback ρ +

∑

i

n0
i zi [e

−βqziϕ∞ − βqzi e
−βqziϕ∞δϕ(r)]

}
, 9'·�ì þ�?

ÙOàBÖB× δϕ(r) = ϕ(r) − ϕ∞ ì0Ò�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì þ�?x��×mëHÜBÝkï�Õ�èß×màXá�×�Õ
∇2δϕ(r) = −4πq

ε

[
−Zback ρ +

∑

i

n0
i zi e

−βqziϕ∞ −
∑

i

n0
iβqz

2
i e

−βqziϕ∞δϕ(r)

]
. 9'·�ì°X�?

��Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×.á�×mÛrÙOÚEëHÜB×
−Zback ρ q +

∑

i

n0
i ziq e

−βqziϕ∞ = 0 . 9'·�ì ·?
Ò?Õ�çBèßÝßåpÕ�Øpñ�ÙsÖB×mÚ�áhÕ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�à2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì°X�?}èß×�ï�Õ�Õ

∇2δϕ(r) =
4πβq2

ε

∑

i

n0
i z

2
i e

−βqziϕ∞δϕ(r) . 9'·�ì°º�?
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Z�á�ÝßèßÝßêpÕ�àBÖBÙ%ÙrçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è φ(r) = βqϕ(r) á�×mÛrÙOÚEëHÜB×
∇2δφ(r) = κ2δφ(r) , 9'·�ì ¹?

ÙOàBÖB× κ2 = 4π`B
∑

i n
0
i z

2
i e

−ziφ∞ ì6Ò.Ú�åmÙOàBÖBÝßØ)»K×mÚ�ÖB×�åmÙOàXá�ÙOÔÞàBÙ�Ú�ñ�Ù
δφ(r) → 0 , ç2Õ�Ô�Õ r → ∞ 9'·�ì ?

dδφ(r)

dr
=
Zbare`B
a2

, ç2Õ�Ô�Õ r = a . 9'·�ì®¢$W?
M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�àBÖBÙrÙ�åmÙOàBåm×mÝká�ÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕs×�îV×�á�Ýkï�Õ�âB×mÚ�áhÕ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�á�×mÛ ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

φ(r)
r→∞∼ φ∞ − Zeff `B

(1 + κa)

e−κ(r−a)

r
. 9'·�ì®¢�¢�?

]�ä�æZä�æ V P:36FK-4FK)�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-
Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙ[à2ñ�Ùòð*J�åmÙOõßÙOàBÚ%à2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ6Õ�çb×mà2Õ�ÚsåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ%ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚmâ0×�åmÙOÛ

ÝßÚÞÚÞÙ Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì®¢�?}ç2Õ�Ô�ÕsÙ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è,Õ�ÖBÝßÛr×màBÚÞÝßÙOà2Õ�è φ(r) ��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
∇2φ(r) = −4π`B

[
−Zback ρ + n0

+ e
−φ(r)

]
. 9'·�ì®¢�V�?

í0ÚÞåmÙOèßðB×màBÖBÙyýuÚÞ× φ∞ = 0 â2ÕsåmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�ÝßÛrç�»K×�ëHÜB×
−Zback ρ + n0

+ = 0 . 9'·�ì®¢$´?
Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙ�×mÚ�á�×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�à2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì®¢�V�?�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×

∇2φ(r) = 3η
Zback`B
a3

(1 − e−φ(r)) , 9'·�ì®¢pþ�?
ÙOàBÖB× η = (4/3)πρa3 �	Õ%îVÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB×]ïOÙOèßÜBÛr×]ÙKåmÜBç2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕ�ÚEç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�ÚEåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚmì
]�ä�æZä1ã V P:36FK-4P:-�1 FK365s36=.78P:78-6+.36=.-

Z¶Ú�Õ�àBÖBÙ n±(r) = cs e
∓φ(r) à2Õ�×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì®¢�?�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×

∇2φ(r) = 4π`B[Zbackρ+ 2cs sinhφ(r)] , 9'·�ì®¢�X�?
ÙOàBÖB× φ = β qϕ × `B = β q2/ε ì¶û�Õ�Ô�Õ κres = 8π`Bcs × r̃ = r/a Õ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�Õ�åmÝßÛ ÕrÕ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×
ÕsîVÙOÔÞÛ Õ

∇̃2φ(r̃) = 3η
Zback`B

a
+ (κresa)

2 sinh φ(r̃) . 9'·�ì®¢$·?



[ � î WUX � "oR |��Lï Õ [
]�ä�æZä'� & G./B),FKFK<6-4-6F�1é�Qè�78P:3

Ò�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�ÙùÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ[àBÙ@åpÕ�ÚÞÙùÖB×�ÜBÛ Õ[ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�ÙúåmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�è�åmÙOÛÈÚ�Õ�è¶ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×
Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ���Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

βΠ = ρ+ n+(R) + n−(R) − 2cs . 9'·�ì®¢�º�?
M}ÙOÛrÙ n±(R) = cs e

∓φ(R) âHá�×mÛrÙOÚ�ëHÜB× n+(R)+n−(R) = 2cs coshφ(R) ì<Z¶Ú�Õ�àBÖBÙsÕ	ÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù
cosh φ(R) =

√
1 + sinh2 φ(R) â2ÙO÷�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×

n+(R) + n−(R) =
√

4c2s + 4c2s sinh2 φ(R) . 9'·�ì®¢$¹?
��Õ�åmÙOàBÖBÝßØpñ�Ù�ÖB×�×mèß×�á�ÔÞÙOàB×mÜ�á�Ô�Õ�èßÝßÖ2Õ�ÖB×�â�Ö2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'·�ì ·?�â�á�×mÛsýuÚÞ×�ëHÜB×

−Zeffρ = 2cs sinh φ(R) . 9'·�ì®¢$?
Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙyýuÚÞ×]×mÚ�á�×	ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�×mÛõ9'·�ì®¢$¹?}ÙO÷�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×

n+(R) + n−(R) =
√

4c2s + Z2
effρ

2 . 9'·�ì°V�W?
QuàXá�ÔÞÙKÖBÜBêmÝßàBÖBÙyýuÚÞ×�×mÚ�á�×EÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙ�à2Õ.×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ùy9'·�ì®¢�º�?�âOÕ.çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù�ÙOÚÞÛL¸�á�ÝßåpÕ¶Õ�ÖBëHÜBÝßÔÞ×EÕ.ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×
îVÙOÔÞÛ Õ

βΠ = ρ +
√

4c2s + Z2
effρ

2 − 2cs . 9'·�ì°V"¢�?
Ø ÙråpÕ�ÚÞÙrÚÞ×mÛ Ú�Õ�è�Õ�ÖBÝßåmÝßÙOà2Õ�ÖBÙ cs = 0 ×�åmÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙrÕsçBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ùy��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ

β Π = ρ+ Zeffρ . 9'·�ì°V�V�?
Ò åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù ×màXá�Ô�¸OçBÝßåpÕ�ÖB×@ÓJ�Ú�ÝßÖB×pÕ�è]Ö2Õ�Ú�ç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú�åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ�çbÙKÖB×@ÚÞ×mÔ�ÖB×mÚÞåpÕ�Ô�áhÕ�Ö2Õ
ëHÜ2Õ�àBÖBÙ Zeff � 1 â2ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ�×mÛ

β Π − ρ = Zeffρ = βP . 9'·�ì°V�´?
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Ò ÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�ÖB× ×mÚ�îV×mÔ�Õ�ÚIÖBÜBÔ�Õ�Ú	îVÙOÔÞÛ Õ�ÜBÛ Õ�ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù�ÖB× ×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù�×mÛÌá�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× åpÕ�Ö2Õ
α ýuõßÙOà èßÝkïKÔÞ×¶×.ÖB×�åpÕ�Ö2Õ%Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙBì Ø Ù%åpÕ�ÚÞÙ%ÖB×�ÜBÛ α ýuõßÙOàrèßÝkïKÔÞ×�âKÙIïOÙOèßÜBÛr×¶×�O�åmèßÜBõßÖBÙ}��ÜBÛ Õ
×mÚ�îV×mÔ�ÕrÖB×�Ô�Õ�ÝßÙsÝßÓOÜ2Õ�è Õ�Ù�ÚÞ×mÜ�ÖBÝKÚ�Ûr×�á�ÔÞÙ ac â2åmÙOÛrÙ�ÛrÙOÚ�á�Ô�ÕsÕ%ü2ÓOÜBÔ�ÕyºKì®¢Oì

a

aq

c

´E�©¤/� Ð �  #µ£¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn�qHj¥Á�npwKj%qXf]f(¹X��i��Hg�{pnX�bfhg�Æ f�o�j	�Bnpwyxut�i��KjpqHj�qXf�o�jmtvn
ac
�2�Kjmo�jI�X�

α
�V�vnpw

i�t���o8fY~.º*fhg�Æ f�o�j.xuo�jp�hf�»8jpqHj���nYguxuo�j�j��£·4¹Ot��	j�jm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pn	qXf��X���vnpw�i�t���o8fY~

��Õ�ÛrÙOÚ	Õ�ÓOÙOÔ�Õ�ÝßÖB×màXá�Ýkü2åpÕ�ÔIÕ�êmÙOà2Õ�ÖB×r×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù�ÖBÙOÚ%Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ]ÖB× ÙOÔÞÖB×mÛ ¢OâRîVÙOÔ8ý
Û Õ�ÖBÙOÚ.çbÙOÔ.ÜBÛ α ýuõßÙOà�×IÜBÛ Ú�àBÝßÙOà�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙBì Ø ×mÚ�á�×såpÕ�ÚÞÙBâ Õ êmÙOà2Õ ÖB×%×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù	�	á�Ô�Õ�ØpÕ�Ö2Õ
çb×mèßÙòåm×màXá�ÔÞÙòÖB×�ÜBÛ õßÙOàúèßÝkïKÔÞ× ×mÛ åmÙOàXáhÕyá�ÙòåmÙOÛ Ù[Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙBâ�ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�ÖBÙ@çb×mèæÕ�×mÚ�îV×mÔ�Õ
á�Ô�Õ�åm×uó�Õ�Ö2Õ�Ö2Õ%ü2ÓOÜBÔ�ÕLºKì°Vq9 Õ?�ì6û�Õ�Ô�Õ%î Õ�åmÝßèßÝkáhÕ�Ô}Ù�å1J�èßåmÜBèßÙsÖBÙOÚ�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�ÝßÚ�ëHÜBõßÛrÝßåmÙOÚEÖB×�×�O�åm×mÚÞÚÞÙ
ÖBÙOÚ.Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚmâ�ï�Õ�ÛrÙOÚ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ô�Õ�êmÙOà2ÕrÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù ÔÞ×pÕ�èz9'J�ÔÞ×pÕ�ÚÞÙOÛ%÷BÔÞ×pÕ�Ö2Õrà2Õsü2ÓOÜBÔ�Õ
ºKì°VÄ9 Õ?�?¶çbÙOÔ�ÜBÛ Õ�×mÚ�îV×mÔ�Õ�ÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×Iåm×màXá�Ô�Õ�Ö2Õ�ÖB×sÔ�Õ�ÝßÙ R1 â,ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õ�çb×mèæÕ ×mÚ�îV×mÔ�Õ
çbÙOàXá�Ýßèßð2Õ�Ö2ÕsÖ2Õ�ü2ÓOÜBÔ�ÕyºKì°V�9 Õ?�ìES?ï�Õ�èßÙOÔEÖB×IÔ�Õ�ÝßÙ�×�îV×�á�ÝkïOÙ R1 ÖBÙ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ��	åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙ�ÖB×
ÛrÙKÖBÙ	ëHÜB×¶Ù�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ	×mÚ�îV×mÔ�Õ	ÖB×.Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÚÞ×uó�Õ	ÝßÓOÜ2Õ�è2Õ�Ù�ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ	êmÙOà2Õ�ÖB×¶×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù
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ÔÞ×pÕ�è^ìzM�Õ�÷b×�ÔÞ×mÚÞÚ�Õ�èkáhÕ�ÔEëHÜB×	ÙsïOÙOèßÜBÛr×]ÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�ÙrÔÞ×pÕ�è vr çbÙKÖB×]ÚÞ×mÔ¶×mÚÞåmÔÞÝká�Ù�åmÙOÛrÙ
vr =

4

3
π a3

c +
4

3
π a3

c − vh 9rºKì®¢�?
ÙOàBÖB× vh �òÙúïOÙOèßÜBÛr×�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×òÖ2ÕúÚÞÜBçb×mÔÞçbÙOÚÞÝßØpñ�Ù�Ö2Õ�Ú�ÖBÜ2Õ�Ú�×mÚ�îV×mÔ�Õ�Ú�ÖB×òÔ�Õ�ÝßÙ ac 9VÔÞ×mÓOÝæñ�Ù
ð2Õ�åhðHÜBÔ�Õ�Ö2Õ Ö2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ�ºKì°Vq9V÷7?�?�ì:S?ï�Õ�èßÙOÔ�ÖB× vh çbÙKÖB×	ÚÞ×mÔ¶î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×]åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙBâ2ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ
×mÛ

vh =
5

12
π a3

c . 9rºKì°V�?
QuÓOÜ2Õ�èæÕ�àBÖBÙ[Ù[ïOÙOèßÜBÛr×�Ö2Õ[êmÙOà2Õ[ÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù@ÔÞ×pÕ�èEåmÙOÛÈÕ�ëHÜB×mèß×�ÖB×�ÜBÛ Õò×mÚ�îV×mÔ�Õ[ÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ R1

á�×mÛrÙOÚ�ëHÜB×
2
(

4

3
− 5

24

)
π a3

c =
4

3
π R3

1 , 9rºKì ´?
îVÙOÔÞàB×måm×màBÖBÙ Ù�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�Ô�Õ�ÝßÙs×�îV×�á�ÝkïOÙba R1 = 1.19 ac ì

´E�©¤/� Ð � £8µ » j�¼ ¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn�qHjQÁ�npwKjdqXf�f(¹X��i��Hg�{pn6qXf �X�*j�¸Yivnp��f�o�jpqXn�qXf,npo8qXf���aY���y�Hf.½ xuo�jpz�jpqHj
�Bf�ivns�hf�wyxuo8nrqXf��X� �vnpw�i�t���o8fJ»æfhg�Æ f�o�jIxuo�jp�hf�»8jpqHj�¼�f�� �hnpwyx�jmx8nr�hnp� n�j�¸Yivnp��f�o�jpqXnX~£º
fhg�Æ f�o�j��Bnpwyxut�i��KjpqHj�o8f��Xo8fhg8f�wyx�jòj�jm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pnòqHj Á�npwKj�qXf f(¹X��i��Hg�{pn�o8f�jmi��BnpoI�X�	j
fhg�Æ f�o�j.gut���f�xuoutv��jm��f�wyx8f¶�hf�wyxuo�jpqHj]qXf}o�jmtvn

R1
~Z»ßl!¼=º�o8f�¸Ytk{pn��Kjp�8�y�Xo�jpqHj��hnpouo8fhgu�BnpwHqXf5¼

gu�X�Bf�ou�BnYgutvz�{pn]qXnYg0�ªnpi��X��fhg�qHjpg6qO�Kjpg�fhg�Æ f�o�jpg6qXf�o�jmtvn
ac
~

��Õ�ÛrÙOÚ�Õ�ÓOÙOÔ�ÕIåpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô}ÙsÔ�Õ�ÝßÙI×�îV×�á�ÝkïOÙsÖB×]ÜBÛ Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ	ÖB×]ÙOÔÞÖB×mÛbV	îVÙOÔÞÛ Õ�ÖBÙIçbÙOÔ
ÜBÛ α ýuõßÙOà�×�ÖBÙOÝßÚzÚ�àBÝßÙOàBÚ�Õ�ÚÞÚÞÙKåmÝæÕ�ÖBÙOÚmìdÒ êmÙOà2Õ�ÖB×¶×�O�åmèßÜBÚ�ñ�ÙT��á�Ô�Õ�ØpÕ�Ö2Õ�çb×mèßÙ�åm×màXá�ÔÞÙIÖB×¶ÜBÛ�õßÙOà
èßÝkïKÔÞ×�9V×mÚ�îV×mÔ�Õ�á�Ô�Õ�åm×uó�Õ�Ö2Õ�à2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ>ºKì ´p9 Õ?�?�×mÛ åmÙOàXáhÕyá�Ù�åmÙOÛÌÙ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙBì Ø ÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�â
ï�Õ�ÛrÙOÚ.Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ô¶ÕrêmÙOà2ÕrÖB×I×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù ÔÞ×pÕ�èI9'J�ÔÞ×pÕrÚÞÙOÛ%÷BÔÞ×pÕ�Ö2Õrà2Õ�ü2ÓOÜBÔ�Õ�ºKì ´>9 Õ?�?EçbÙOÔ¶ÜBÛ Õ
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×mÚ�îV×mÔ�ÕMÚÞÝßÛr×�á�ÔÞÝßåpÕ�Ûr×màXá�×�åm×màXá�Ô�Õ�Ö2ÕúÖB×òÔ�Õ�ÝßÙ R2 â�ëHÜB×�åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×[øú×mÚ�îV×mÔ�ÕúçbÙOàXá�Ýßèßð2Õ�Ö2Õ@à2Õ
ü2ÓOÜBÔ�Õ>ºKì ´�9 Õ?�ì	S ï�Õ�èßÙOÔ]ÖBÙ�Ô�Õ�ÝßÙ�×�îV×�á�ÝkïOÙ R2 ÖBÙ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ	��åpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÖBÙ�ÖB×rÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×rÙ
ïOÙOèßÜBÛr×]Ö2Õ�×mÚ�îV×mÔ�Õ�ÖB×	Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙsÚÞ×uó�Õ�ÝßÓOÜ2Õ�è Õ�ÙsïOÙOèßÜBÛr×]Ö2Õ�êmÙOà2ÕsÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�ÙrÔÞ×pÕ�è^ì

´E�©¤/� Ð � Ã8µ » j�¼ ¶ f��Xo8fhg8f�wyx�jpz�{pn�qHjQÁ�npwKjdqXf�f(¹X��i��Hg�{pn6qXf �X�*j�¸Yivnp��f�o�jpqXn�qXf,npo8qXf�� hO���y�Hf.½ xuo�jpz�jpqHj
�Bf�ivns�hf�wyxuo8nrqXf��X� �vnpw�i�t���o8fJ»æfhg�Æ f�o�jIxuo�jp�hf�»8jpqHj�¼�f�� �hnpwyx�jmx8nr�hnp� n�j�¸Yivnp��f�o�jpqXnX~£º
fhg�Æ f�o�j��Bnpwyxut�i��KjpqHj�o8f��Xo8fhg8f�wyx�jòj�jm�Xo8n�¹Ot��	jpz�{pnòqHj Á�npwKj�qXf f(¹X��i��Hg�{pn�o8f�jmi��BnpoI�X�	j
fhg�Æ f�o�j�gut���f�xuoutv��jm��f�wyx8f��hf�wyxuo�jpqHj[qXf�o�jmtvnòf(Æ f�xut��ªn

R2
~ »ßl!¼¥º}g%o8f�¸Yt�v�fhg%�Kjp�8�y�Xo�jpqHjpg

�hnpouo8fhgu�BnpwHqXf��µ¼�gu�X�Bf�ou�BnYgutvz�{pn�qXnYg0�ªnpi��X��fhg�qHjpg0xuo!ùhg6fhg�Æ f�o�jpg6qXfEo�jmtvn
ac
~

�.×]ÛrÙKÖBÙ%ÚÞÝßÛrÝßèæÕ�Ô�Õ�Ù%åpÕ�ÚÞÙrÕ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔmâ�Ù%ïOÙOèßÜBÛr×�ÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù�ÔÞ×pÕ�è vr çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔE×mÚÞåmÔÞÝká�Ù
åmÙOÛrÙ

vr =
4

3
π a3

c +
4

3
π a3

c +
4

3
π a3

c − 2 vh , 9rºKì þ�?
ÙOàBÖB× vh ��àBÙYï�Õ�Ûr×màXá�×�Ù�ïOÙOèßÜBÛr×}ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àXá�×�Ö2Õ.ÚÞÜBçb×mÔÞçbÙOÚÞÝßØpñ�Ù]Ö2Õ�Úd×mÚ�îV×mÔ�Õ�Ú0ÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ ac 9VÔÞ×mÓOÝ4»K×mÚ
ð2Õ�åhðHÜBÔ�Õ�Ö2Õ�Ú0Ö2Õ¶ü2ÓOÜBÔ�Õ�ºKì ´�9V÷7?�?�ì[Z¶Ú�Õ�àBÖBÙ]Ù.ï�Õ�èßÙOÔRÖB× vh ×màBåmÙOàXá�Ô�Õ�ÖBÙ�Õ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔÞÛr×màXá�×}çbÙKÖB×mÛrÙOÚ
ÝßÓOÜ2Õ�èæÕ�ÔRÙ.ïOÙOèßÜBÛr×}Ö2Õ�êmÙOà2Õ�ÖB×�×�O�åmèßÜBÚ�ñ�Ù]ÔÞ×pÕ�è�åmÙOÛ�Õ�ëHÜB×mèß×�ÖB×�ÜBÛ Õ.×mÚ�îV×mÔ�Õ�ÖB×�Ô�Õ�ÝßÙ R1 ÖB×�ÛrÙKÖBÙ
ëHÜB×

4
(
1 − 5

24

)
π a3

c =
4

3
π R3

2 , 9rºKì°X�?
îVÙOÔÞàB×måm×màBÖBÙ Ù�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�Ô�Õ�ÝßÙs×�îV×�á�ÝkïOÙba R2 = 1.334 ac ì
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c§n�p � ��`{���2w��4uivx�£¤d!EwxqxyeJo��¤ v���6 �,t=rA �y2z{uiv�u¥¤
�{£�4u � �2tQ�£v�u¥¤

Ò îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÝßàXá�×mÔÞà2ÕsÖB×�ÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×	ÙOÔÞÖB×mÛ i ��Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
ξi =

1

i!

∫
dr3

1...dr
3
i e

−βU , 9'¹�ì®¢�?
ÙOàBÖB× U ��Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�ì0M}ÙOÛrÙ�à@¸OÚs×mÚ�áhÕ�ÛrÙOÚ%ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚ�Õ�ÖBÙOÚ�àBÙòåpÕ�ÚÞÙ α = 3 â<�
çBÔÞ×måmÝßÚÞÙråpÕ�èßåmÜBèæÕ�ÔEÕ�çb×mà2Õ�Ú¶Õ�ÚEîVÜBàBØ)»K×mÚ�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙsÖBÙOÚ¶Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i = 1, 2, 3 ì

û�Õ�Ô�ÕsÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i = 1 â2ÕsîVÜBàBØpñ�Ù�ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù���Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ
ξ1 =

∫
dr3 e−βU1 , 9'¹�ì°V�?

ÙOàBÖB×
U1 = − αq2

ε|rα − r1|
. 9'¹�ì ´?

��ÝUOBÕ�àBÖBÙ%Ù α ýuõßÙOà ×�åmÙOèßÙKåpÕ�àBÖBÙsÕ%ÙOÔÞÝßÓO×mÛ ÖBÙsÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ%ÖB×�åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�ÚEàBÙsÚÞ×mÜ�åm×màXá�ÔÞÙ
á�×mÛrÙOÚ�ëHÜB×

ξ1 =
∫
d3r1 e

βαq2/ε|r1| . 9'¹�ì þ�?
í0Û"åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�ÚE×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú¶Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�è,Õ�åmÝßÛ Õ	á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×

ξ1 =
∫ Rd

a
r2dr sin θ dθ dϕ eα`B/r = 4π

∫ Rd

a
r2 dr eα`B/r , 9'¹�ì°X�?

ÙOàBÖB× Rd ��Õ�ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�ÛyJ�O�ÝßÛ Õ à2Õ�ëHÜ2Õ�èdÙOÚ^Ú�àBÝßÙOàBÚ]çbÙKÖB×mÛ ÚÞ×mÔ�åmÙOàBÚÞÝßÖB×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrÙ�Õ�ÚÞÚÞÙyý
åmÝæÕ�ÖBÙOÚIÕ�Ù α ýuõßÙOà ì Ø ×mÚ�á�×�åpÕ�ÚÞÙBâdÕ�Ú	åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚIÖB× ÝßàXá�×mÔÞ×mÚÞÚÞ×�Ú�ñ�Ù�Õ�ëHÜB×mèæÕ�ÚIÕ�÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú�á�×mÛsý
çb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�Úmâ:ÙOÜ�ÚÞ×uó�Õ�âÔ+2Ü�á�Ü2Õ�Ø)»K×mÚ.×mÛ"á�ÙOÔÞàBÙ Ö2Õ åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù ×mÛ T = 0 9VÙOàBÖB×IÙOÚ.ÛrÝßåmÔÞÙOõßÙOàBÚ
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ÚÞ× á�ÙKåpÕ�Û�?�ì Ø Ù�å1J�èßåmÜBèßÙ�ÖB×mÚ�áhÕ�Ú¥+2Ü�á�Ü2Õ�Ø)»K×mÚmâ<��åmÙOàXïO×màBÝß×màXá�×�î Õ�êm×mÔ%Õ�ÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�Û%ÜBÖ2Õ�àBØpÕ�ÖB×
ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mè r = ac(1 + s) âBÙ�ëHÜB×	åmÙOàBÖBÜBê	Õ

ξ1 = 4πa3
c

∫ Rd
ac

−1

0
ds (1 + s)2eα`B/ac(1+s). 9'¹�ì ·?

S�÷BÚÞ×mÔ�ïO×�ëHÜB×�Õ�Ú]åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚ�ÖB×sÛ Õ�ÝßÚ¶÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú.á�×mÛrçb×mÔ�Õyá�ÜBÔ�Õ�Ú�åmÙOÔÞÔÞ×mÚÞçbÙOàBÖB×mÛôÕ�çb×mëHÜB×màBÙOÚ
ï�Õ�èßÙOÔÞ×mÚ6ÖB× s âH×mÛ�ç2Õ�Ô�á�ÝßåmÜBèæÕ�Ô s = 0 ÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕIÙ	ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ�×mÛ T = 0 ì Ø Ù	èßÝßÛrÝká�×}ÖB× `B → ∞
9 T → 0 ?�â çbÙKÖB×mÛrÙOÚ.î Õ�êm×mÔ�ÜBÛ Õ ×�O�ç2Õ�àBÚ�ñ�Ù�×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙ�ÖB× s = 0 ×%ÔÞ×�á�×mÔ]ÚÞÙOÛr×màXá�×sÙOÚ.á�×mÔÞÛrÙOÚ
èßÝßàB×pÕ�ÔÞ×mÚE×mÛ s ìz�.×màXá�ÔÞÙrÖB×mÚ�áhÕrÕ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�ÙBâBÕ%îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù%á�ÙOÔÞà2ÕªýuÚÞ×

ξ1 ' 4πa3
c

∫ ∞

0
ds eα`B(1−s)/ac , 9'¹�ì°º�?

ÙOàBÖB×�ÜBÚ�Õ�ÛrÙOÚ�ëHÜB× 1/(1 + s)
s→0+

∼ 1 − s ì Ø Ù�á�×�ëHÜB×�çbÙKÖB×mÛrÙOÚ�á�ÙOÛ Õ�ÔEÙ�èßÝßÛrÝká�×.ÚÞÜBçb×mÔÞÝßÙOÔEÖ2Õ
ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�èdåmÙOÛrÙ�ÚÞ×màBÖBÙ�ÝßÓOÜ2Õ�èdÕ�Ýßà�ü2àBÝká�ÙBâHó�J�ëHÜB×rÕ�Ú]åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Ø)»K×mÚ]ÖB×sÙOÔÞÖB×màBÚ�Û Õ�ÝßÚ�Õ�èkáhÕ�Ú�×mÛ
s îVÙOÔ�Õ�Û ÖB×mÚÞçBÔÞ×mêpÕ�Ö2Õ�Ú%×�âRçbÙOÔ�áhÕ�àXá�ÙBâ�à2ñ�Ù�åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜB×mÛÌç2Õ�Ô�Õ�Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�è^ì�Ò ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù 9'¹�ì°º�?Y�
î Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Ö2ÕsÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ�×mÛ

ξ1 = 4πa3
ce

α`B/ac

(
ac

α`B

)
=

4πa4
c

α`B
eα`B/ac . 9'¹�ì ¹?

Ø Ù�åpÕ�ÚÞÙrÖB×�ÜBÛ"Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ%ÖB×�ÙOÔÞÖB×mÛ i = 2 Õ%îVÜBàBØpñ�ÙrÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù���Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
ξ2 =

1

2

∫
d3r1 d

3r2 e
−βU2 , 9'¹�ì ?

ÙOàBÖB× U2 = U2(|rα − r1|) + U2(|rα − r2|) + U2(|r1 − r2|) ì�Òÿ×màB×mÔÞÓOÝæÕ�åmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2Õ�ÖBÙOÚ
ÚÞ×mÓOÜBàBÖBÙOÚ�ïKÝßêmÝßàBðBÙOÚE��ÝßÓOÜ2Õ�è,Õ

βU2(|r1 − r2|) =
`B

|r1 − r2|
. 9'¹�ì®¢$W?

Òÿü2Û ÖB×�ÚÞÝßÛrçBèßÝkü2åpÕ�Ô	ÙOÚ%å1J�èßåmÜBèßÙOÚmâ�ï�Õ�ÛrÙOÚIüvOBÕ�Ô%Ù α ýuõßÙOàù×�ÜBÛ ÖBÙOÚÝÚ�àBÝßÙOàBÚIåmÙOèßÝßàB×�ý
Õ�ÔÞÛr×màXá�×�â,ÖB×mÝUOBÕ�àBÖBÙ�Ù�ÙOÜ�á�ÔÞÙtÚ�àBÝßÙOà�èßÝkïKÔÞ×Iç2Õ�Ô�Õ�ÛrÙYïO×mÔ8ýuÚÞ×�9 ïO×uó�Õ�Õ ü2ÓOÜBÔ�Õ	¹�ì®¢�?�ì}M}ÙOÛ ÝßÚÞÚÞÙBâ,Õ
×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÄ9'¹�ì ?�×mÛ"åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú�×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú6�]Ö2Õ�Ö2Õ�çbÙOÔ

ξ2 =
1

2

∫
dr1 r

2
1 sin θ1 dθ1 dϕ1 dr2 r

2
2 sin θ2 dθ2 dϕ2 e

−βU2 , 9'¹�ì®¢�¢�?
ÙOàBÖB×

βU2 = −α`B
r1

− α`B
r2

+
`B

(r2
1 + r2

2 + 2r1r2 cos θ2)1/2
. 9'¹�ì®¢�V�?
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r1

r2

r1
- r2

q2
-q

-q

aq aq

y

z

ì9í	îAï�½8ïn�#ò h��!Â��Ýù�þ£ö¤�ö�÷�öY�oô�/��Tô������V
Ýö¥ú��������	�V
�ù4�ö�÷ÇûÇü����	�(
�ù4��þ ö�øz���`þ{ù�÷�ö	
��(
�ù��`÷!
�ù�þ
i =

2
�a�8ö�÷�ö��ÇüXþ#��Xüs1�ô0ö�÷£�z�{ô�/��Tô������z����1�ÀÝö2Én��ùY�

α
ÉR���	�Ïù'��þõ
��z�£Ç���ü��	���£ô��	�Xü"�Ýù0ö�÷Çþ{ù���û�ùz�


�ù�üsÀÝö���
����#�	��ûÇ÷!�£Ç���ü��	�V�XüXýE÷�ùx�ö�÷�ö�þ��0ý�ù�÷.Én��ùz�
859zBJHJ=(@�F�>�@ T A)@4=(93A)9'U�<�=(<�:�HJCuHJ9'G	HJU�9VHJF�>�@�C�<�9%C T NIHJC�H¤G	HJ:�G�L):�HJCkHJU�G�9%F[]ID%L)C�HJ��Í3@�U�A)@<�F�>�@�C�@�U�U�@¤HYXIHJ<�)HJU�>�@�=(N6@�C�H�>�L)C�HJU T BJHJ=(9%U�QnHJ¶�@�C5HJUx='L)AIHJF)�	HJUPA)@#BJHJC�<�f	B%@�<�U r1 = ac(1 + s1)@

r2 = ac(1 + s2)
@ T @�=ZU�@�D%L)<�AIH T L)=+H*@�[NIHJF)U��J9�@�=õ>�9%C�F)9�A)@ s1 = 0 T s2 = 0

@
θ2 = 0 TC�@2>�@�F)A)9+9%U�>�@�C�=(9%UPA)@�9%C�A)@�F)UP=+HJ<�U�XIHJ<�)HJUxF)@�U0>�HJUPBJHJC�<�f	B%@�<�U T A)@�=(93A)9YK�L)@

ξ2 '
∫
a3

c ds1 sin θ1 dθ1 dϕ1 a
3
c ds2 θ2 dθ2 dϕ2 e

−βU2 ,
Onð[b?«Hi S

9%F)A)@
βU2 = βU2(0) +

α`B
ac

(s1 + s2) −
`B(s1 + s2)

4ac
+
`Bθ

2
2

16ac
.

Onð[b?«	¯ S
¢�@�F)@�C�D%<�HYG�9%L):�9%='X)<�HJFIH¤@�=

T = 0
W�AIHJAIHVN69%C

βU2(0) = −2α
`B
ac

+
`B
2ac

=
(1 − 4α)`B

2ac
.

Onð[b?«7� S
jP@�U�9%:?B%@�F)A)9^HJUY<�F�>�@�D%C�HJ<�U£@�=

θ1 T ϕ1
@
ϕ2
FIHg@�K�LIHJ�	�J9�Onð[b?«Hi S @�C�@�9%C�D�HJF)<�¶	HJF)A)9aHJU<�F�>�@�D%C�HJ<�UxC�@�U0>�HJF�>�@�U59%X[>�@�=(9%UxK�L)@

ξ2 = 8π2a6
ce

−βU2(0)
∫ ∞

0
θ2 dθ2 e

−`Bθ2
2
/16ac

∫ ∞

0
ds1 e

−(α−1/4)`Bs1/ac

∫ ∞

0
ds2 e

−(α−1/4)`Bs2/ac,Onð[b?«zc S9%L;@�K�L)<?BJHJ:�@�F�>�@�=(@�F�>�@ T
ξ2 = 8π2a6

ce
−βU2(0)

[
4ac

(4α− 1)`B

]2 (
16ac

2`B

)
=

1024π2a9
c

(4α− 1)2`3B
e(4α−1)`B/2ac .

Onð[b?«7³ S
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��Ýßà2Õ�èßÛr×màXá�×�â:Õ îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB×sç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�ç2Õ�Ô�Õ�ÜBÛôÕ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙ ÖB×sÙOÔÞÖB×mÛ i = 3 �sÖ2Õ�Ö2Õ
çbÙOÔ

ξ3 =
1

6

∫
d3r1 d

3r2 d
3r3 e

−βU3 , 9'¹�ì®¢$¹?
ÙOàBÖB× U3 =

∑3
j=1 U3(|rj − rα|) + U3(|r3 − r1|) + U3(|r3 − r2|) + U3(|r1 − r2|) ì

Ò�åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Øpñ�ÙùÖB×mÚ�á�×�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙò×mÛ T = 0 ×mÚ�á-JùÔÞ×mçBÔÞ×mÚÞ×màXáhÕ�Ö2Õùà2Õ[ü2ÓOÜBÔ�Õ0¹�ì°VKì
û�Õ�Ô�Õ.ÚÞÝßÛrçBèßÝkü2åpÕ�Ô,Ù.å1J�èßåmÜBèßÙ¶ÖB×mÚ�áhÕ¶îVÜBàBØpñ�Ù.ÖB×}ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�ÙBâªï�Õ�ÛrÙOÚ�üvOBÕ�Ô�Ù α ýuõßÙOà�Û Õ�ÝßÚ�ÖBÙOÝßÚ�Ú�àBÝßÙOàBÚ
åmÙOèßÝßàB×pÕ�ÔÞÛr×màXá�×�â�×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù�ëHÜB×rÙ�á�×mÔÞåm×mÝßÔÞÙqÚ�àBÝßÙOà[×mÚ�á-J�èßÝkïKÔÞ×%ç2Õ�Ô�Õ�ÛrÙYïO×mÔ8ýuÚÞ×�ì�=KÝßÛrÝßèæÕ�ÔÞÛr×màXá�×

-q -q

aq

-q

ac

´E�©¤/� Ñ � £8µ º �hnpw ß ¸Y�Xo�jpz�{pnùqXn[j�¸Yivnp��f�o�jpqXn@qXf�npo8qXf��
i = 3

f��
T = 0

~õÉ}gJÊmwXtvnpwHg�fhgux�{pn
ivn���jmi�tXÁ�jpqXnYg6wHnYg0��½�ouxutv�hfhg�qXf��X��xuout^Êmw�¸Y�Xivn	fh�y�Xt�i^·mx8f�o8nX~

Õ�ÙOÚ�åpÕ�ÚÞÙOÚ}Õ�àXá�×mÔÞÝßÙOÔÞ×mÚmâHÜ�á�ÝßèßÝßêpÕ�àBÖBÙ]åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�Ú6×mÚ�î©�mÔÞÝßåpÕ�Ú�×�î Õ�êm×màBÖBÙIÕ�Û%ÜBÖ2Õ�àBØpÕ�ÖB×�ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mÝßÚ
rj = ac(1 + sj) ÙO÷�á�×mÛrÙOÚEëHÜB×

ξ3 =
∫ 3∏

j=1

[
dsj a

3
c(1 + sj)

2 sin θj dθj dϕj

]
e−βU3 , 9'¹�ì®¢$?

ÙOàBÖB×
βU3 =

3∑

j=1

(
− α`B
ac(1 + sj)

+
`B
C+

j

+
`B
C−

j

)
, 9'¹�ì°V�W?

×�ÙOÚEá�×mÔÞÛrÙOÚ C±
j Ú�ñ�Ù�Ö2Õ�ÖBÙOÚ�çbÙOÔ

C±
j =

`B
[
a2

c(1 + sj)2 sin2 θj cos2 ϕj + [ac(1 + sj) sin θj sinϕj ± ac]2 + a2
c(1 + sj)2 cos2 θj

]1/2
.

9'¹�ì°V"¢�?
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Ø ×mÚ�á�×%åpÕ�ÚÞÙBâ Ù�å1J�èßåmÜBèßÙ Ö2Õ�ÚC+2Ü�á�Ü2Õ�Ø)»K×mÚD�IîV×mÝká�Ù�Õyá�Ô�Õpï��mÚ]ÖB×%ÜBÛ Õ ×�O�ç2Õ�àBÚ�ñ�Ù�×mÛ�á�ÙOÔÞàBÙ

ÖB× sj = 0 × ϕj = 0 â�ÔÞ×�á�×màBÖBÙyýuÚÞ× ÙOÚ�á�×mÔÞÛrÙOÚ�ÖB× ÙOÔÞÖB×màBÚIÛ Õ�ÝßÚ]÷2Õ�ÝUOBÕ�Ú	àB×mÚ�áhÕ�Ú	ï�Õ�ÔÞÝKJpïO×mÝßÚmâRÖB×
ÛrÙKÖBÙ�ëHÜB×

ξ3 =
∫ 3∏

j=1

(
a3

c dsj sin θj dθj dϕj

)
e−βU3 , 9'¹�ì°V�V�?

åmÙOÛ βU3 Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
βU3 = βU3(0) +

`B
ac

(
α− 1√

2

)
sj +

3`B

4
√

2ac

sin2 θj ϕ
2
j . 9'¹�ì°V�´?

Ò�×màB×mÔÞÓOÝæÕsåmÙOÜBèßÙOÛ%÷BÝæÕ�à2ÕIçBÔÞÙYïO×màBÝß×màXá�×	Ö2Õ�åmÙOà�ü2ÓOÜBÔ�Õ�Øpñ�Ù�×mÛ T = 0 �
βU3(0) =

`B
ac

(
√

3 − 3α). 9'¹�ì°Vyþ�?
Ò.çBèßÝßåpÕ�àBÖBÙsÙOÚ�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�ÖBÙOÚT9'¹�ì°V�´?�×y9'¹�ì°Vyþ�?}à2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'¹�ì°V�V�?�âBçbÙKÖB×�ýuÚÞ×]ÔÞ×m×mÚÞåmÔÞ×�ïO×mÔ]Õ%îVÜBàBØpñ�Ù
ÖB×�ç2Õ�Ô�á�ÝßØpñ�Ù�åmÙOÛrÙ

ξ3 = e`B(3α−
√

3)/ac

(∫ π

0
a3

c sin θ dθ
∫ ∞

0
dϕ e−3`B sin2 θ ϕ2/4

√
2ac

∫ ∞

0
ds e

−`B

(
α− 1√

2

)
s/ac

)3

.

9'¹�ì°V�X�?
Ò.Ú�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�ÝßÚ�Õ�åmÝßÛ Õ%çbÙKÖB×mÛÿÚÞ×mÔEî Õ�åmÝßèßÛr×màXá�×�ÔÞ×mÚÞÙOèkïKÝßÖ2Õ�Ú�ÔÞ×mÚÞÜBèkáhÕ�àBÖBÙ�à2ÕsÚÞ×mÓOÜBÝßàXá�×�×�O�çBÔÞ×mÚÞÚ�ñ�Ù

ξ3 = ac
27/2e(3α−

√
3)`B/ac

29/4π9/2

33/2(
√

2α− 1)3`
9/2
B

. 9'¹�ì°V�·?
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l§n�p ® rA�9u{tM ��iv���� �����Å��¦��	�x��
¥�9��¦#¨�8�2t=tQw � = �m��¨�#?S6 �,tQ�
u¥¤ ��u � 6x�4��¯�u¥¤ � �£�VtMu T4u¥q§¦#��u¥qsr.tQ�nT4u¥qx¤
��Õ�ÛrÙOÚ6åpÕ�èßåmÜBèæÕ�Ô�Õ	åmÙOàXá�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�Ù	ç2Õ�Ô�ÕIÕ	×màB×mÔÞÓOÝæÕ	èßÝkïKÔÞ×�ëHÜB×.ïO×mÛ Ö2Õ�Ú�ÝßàXá�×mÔ�Õ�Ø)»K×mÚ}×màXá�ÔÞ×

ÙOÚ�åmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚ�Û Õ�åmÔÞÙOõßÙOàKýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚr×@Õ�Ú�ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ�×mÚÞç��måmÝß×mÚ�Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú�aùÙOÚ�Õ�ÓOèßÙOÛr×mÔ�Õ�ÖBÙOÚ ÖB×
ÙOÔÞÖB×mÛ i âRÙOÚ]åmÙOõßÙOàBÚ]ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ�èßÝkïKÔÞ×mÚmâ,ÙOÚ�åmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ]ÛrÙOàBÙYï�Õ�èß×màXá�×mÚ]×�ÙOÚ α ýuåmÙOàXá�Ô�Õ�õßÙOàBÚ
èßÝkïKÔÞ×mÚmì0û�Õ�Ô�ÕIÝßÚÞÚÞÙIï�Õ�ÛrÙOÚ�ÜBÚ�Õ�Ô�ÜBÛ Õ	×�OKá�×màBÚ�ñ�ÙsÖ2Õ	á�×mÙOÔÞÝæÕ	ÖB×D�DÆY²,ó�ç2Õ�Ô�ÕIç2Õ�Ô�á�õßåmÜBèæÕ�Ú6åmÙOèßÙOÝßÖ2Õ�ÝßÚ
åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ö2Õ�Ú � ¢�VKâ³¹v¢��^ì

M}ÙOàBÚÞÝßÖB×mÔÞ× ÜBÛ Õ�ÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ùò×mÛ ×mëHÜBÝßèßõß÷BÔÞÝßÙ�á��mÔÞÛrÝßåmÙBì�í0àBëHÜ2Õ�àXá�Ù[ëHÜB×�ÙOÚIåmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚ
×mÚ�áhñ�Ù�Û Õ�ÝßÚ�ÙOÜúÛr×màBÙOÚIÜBàBÝkîVÙOÔÞÛr×mÛr×màXá�×�ÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBõßÖBÙOÚ�à2Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�ÙBâ�Õ�ÚIçbÙOÚÞÝßØ)»K×mÚIÖ2Õ�ÚIÖB×mÛ Õ�ÝßÚ
×mÚÞç��måmÝß×mÚ�Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú,×mÚ�áhñ�Ù�îVÙOÔ�á�×mÛr×màXá�×6åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�åmÝßÙOà2Õ�Ö2Õ�Ú,åmÙOÛ Õ�ÚRçbÙOÚÞÝßØ)»K×mÚ�ÖBÙOÚ�åmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚmì[=K×màBÖBÙ
Õ�ÚÞÚÞÝßÛ�â çbÙKÖB×�ýuÚÞ×%á�ÙOÛ Õ�Ô.åmÙOÛrÙ�Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Øpñ�Ù�ÖB×sÙOÔÞÖB×mÛ ÖBÙOÛrÝßà2Õ�àXá�×sÕ îVÜBàBØpñ�Ù�ÖB×såmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù
åmÙOÛrçBèß×�O�ÙyýuåmÙOÛrçBèß×�O�Ù�åmÙOÛrÙ gcc = 1 ìÿÒ.Ú�îVÜBàBØ)»K×mÚ�ÖB×@åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�Ù�ÖBÙ*åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�åmÙOÛ Õ�Ú
ÖB×mÛ Õ�ÝßÚ.×mÚÞç��måmÝß×mÚ]Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú¶Ú�ñ�Ù�Ö2Õ�Ö2Õ�Ú�çbÙOÔ�a gc+ = e−βqϕ(r) â gc− = e+βqϕ(r) â gcα = e−βαqϕ(r) â
gc(α−1) = e−β(α−1)qϕ(r) â gc(α−2) = e−β(α−2)qϕ(r) âmìkìkìkìmâ gc1 = e−βqϕ(r) ì

í0ÚÞåmÙOèßðB×màBÖBÙ]Ù]ÚÞÝßÚ�á�×mÛ Õ.ÖB×�åmÙKÙOÔÞÖB×mà2Õ�Ö2Õ�ÚdÖB×}áhÕ�è�ÛrÙKÖBÙ.ëHÜB×�Õ�ÙOÔÞÝßÓO×mÛ ×mÚ�á�×uó�Õ]èßÙKåpÕ�èßÝßêpÕ�Ö2Õ
ÚÞÙO÷BÔÞ×�ÜBÛÿåmÙOÛrçBèß×�O�ÙBâ�ÙsçbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è:×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙsÕsÜBÛ Õ%ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ r < a Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê]Õ%×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
ÖB×>;�Õ�çBèæÕ�åm×�â�×màBëHÜ2Õ�àXá�ÙMëHÜB×�ç2Õ�Ô�Õ@ÖBÝßÚ�á-Ú�àBåmÝæÕ�Ú r > a ×mèß×�Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê�Õ@×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙúÖB×�ûRÙOÝßÚÞÚÞÙOà â
×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙÙ9'´�ì°V�?�ììZ�á�ÝßèßÝßêpÕ�àBÖBÙ[Õ�ÚsîVÜBàBØ)»K×mÚrÖB×�åmÙOÔÞÔÞ×mèæÕ�Øpñ�ÙùÕ�åmÝßÛ Õ�â�Õ[ÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×�ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕ[à2Õ
ÔÞ×mÓOÝæñ�Ù r > a çbÙKÖB×�ÚÞ×mÔ¶Õ�çBÔÞÙ1O�ÝßÛ Õ�Ö2Õ%çbÙOÔ
ρq(r) = −Zeffqρ+qCe−βqϕ(r)−qc− e+βqϕ(r) +αqc0 e

−βαqϕ(r) +
α∑

i=1

(α− i)ciq e−β(α−i)qϕ(r) .

9'�ì®¢�?



Õ#� î WUX � "oR |�� ß ��� [
Ø ÙråmÙOàXá�×�OKá�Ù Ö2Õ%á�×mÙOÔÞÝæÕsÖB×N�.×m÷|O×�ý³Æ:ÇBå-È�×mè^âbÖB×�ïO×�ýuÚÞ×IèßÝßàB×pÕ�ÔÞÝßêpÕ�Ô�Õ�Ú�×�O�çbÙOàB×màBåmÝæÕ�ÝßÚ�Ö2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù
Õ�åmÝßÛ Õ�â�ÖB×�ÛrÙKÖBÙsëHÜB×IÕsÖBÝßÚ�á�ÔÞÝß÷BÜBÝßØpñ�ÙsÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕs×mÛÿá�ÙOÔÞàBÙ�ÖBÙråmÙOÛrçBèß×�O�ÙsÚÞ×	ÔÞ×mÖBÜBê	Õ

ρp(r) = −βq2Cϕ(r) + βq2c−ϕ(r) − βα2q2c0ϕ(r) −
α∑

i=1

β(α− i)2q2ciϕ(r). 9'�ì°V�?
í0àXáhñ�ÙBâ ç2Õ�Ô�Õ r > a Ù�çbÙ�á�×màBåmÝæÕ�è�×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåmÙ Ú�Õyá�ÝßÚ�î Õ�ê%Õ ×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù�ÖB×�Æ¶×mèßÛrðBÙOèká�ê	åmÙOÛ κ =
√

8π`BI â:ÚÞ×màBÖBÙ I = 1
2
[C + c− + α2c0 +

∑α
i=1(α − i)2ci] ÕrîVÙOÔÞØpÕ Ý4æOàBÝßåpÕ�ì¶Ò�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�ç2Õ�Ô�Õ

áhÕ�è,×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙL��Ö2Õ�Ö2ÕsçbÙOÔ
ϕ>(r) = −Zeffqθ(κa)e

−κr

εr
, 9'�ì ´?

×màBëHÜ2Õ�àXá�Ù ëHÜB×	Õ�ÚÞÙOèßÜBØpñ�Ù�Ö2Õs×mëHÜ2Õ�Øpñ�ÙrÖB×N;�Õ�çBèæÕ�åm×]ç2Õ�Ô�Õ r ≤ a �
ϕ<(r) = − Zeffq

εa(1 + κa)
. 9'�ì þ�?

Ò�×màB×mÔÞÓOÝæÕs×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ%ÖB×�ïKÝßÖBÙ øsÝßàXá�×mÔ�Õ�Øpñ�Ù�×màXá�ÔÞ×�ÙråmÙOÛrçBèß×�O�Ùs×	Õ�Ú�×mÚÞç��måmÝß×mÚ¶Ý4æOàBÝßåpÕ�ÚI�
uc =

1

2

∫
d3

r [ρq(r) + qc(r)]ϕ(r), 9'�ì°X�?
ÙOàBÖB× ρq(r) �	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsÖ2Õ�Ú�×mÚÞç��måmÝß×mÚ¶Ý4æOàBÝßåpÕ�Ú�Ö2Õ�Ö2Õsçb×mèæÕs×mëHÜ2Õ�Øpñ�Ù>9'�ì°V�?}× qc(r)
�	ÕsÖB×màBÚÞÝßÖ2Õ�ÖB×	ÖB×�åpÕ�ÔÞÓXÕsà2ÕsÚÞÜBçb×mÔ�îVõßåmÝß×]ÖB×�ÜBÛ åmÙOÛrçBèß×�O�Ù

qc(r) = −Zeffq

4πa2
δ(|r| − a) . 9'�ì ·?

ídîV×�á�Ü2Õ�àBÖBÙ Õ�ÝßàXá�×mÓOÔ�Õ�Øpñ�ÙsÙO÷�á��mÛsýuÚÞ×�ëHÜB×
uc =

Z2
effq

2

2ε(1 + κa)

[
1

a
− κ

2(1 + κa)

]
. 9'�ì°º�?

Ò �%B��%�rú��'
�3û��C$���%×mèß×�á�ÔÞÙOÚ�á-Jyá�ÝßåpÕ�ÖB×IÜBÛ�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù ÖB×màXá�ÔÞÙ�Ö2ÕrÚÞÜBÚÞçb×màBÚ�ñ�Ù	�IÙO÷�á�ÝßÖ2ÕrÜBÚ�Õ�àBÖBÙyýuÚÞ×
ÙrçBÔÞÙKåm×mÚÞÚÞÙrÖB×�åpÕ�ÔÞÔÞ×mÓXÕ�Ûr×màXá�Ù�ÖB×N�.×m÷|O×

Fc =
∫ 1

0
dλ

2uc(λq)

λ
=

Z2
effq

2

2εa(1 + κa)
. 9'�ì ¹?

Ø Ù�á�×�ëHÜB×	×mÚ�áhÕ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ%èßÝkïKÔÞ×��	ÕsÚÞÙOÛ ÕsÖ2Õ�Õ�Ü�á�Ùyýu×màB×mÔÞÓOÝæÕ%ÖBÙOÚ�åmÙOÛrçBèß×�O�ÙOÚ
F auto

c =
Z2

effq
2

2εa
, 9'�ì ?

åmÙOÛ"Õ�×màB×mÔÞÓOÝæÕ%ÖB×�ÚÞÙOèkï�ÕyáhÕ�Øpñ�Ù
F solv

c = − Z2
effq

2κa

2εa(1 + κa)
, 9'�ì®¢$W?

ëHÜB×	Ù�åmÙOÛrçBèß×�O�Ù�ÓXÕ�àBð2ÕsçbÙOÔE×mÚ�áhÕ�Ô�ÖB×màXá�ÔÞÙrÖB×�ÜBÛ s8Û Õ�Ô�Ý4æOàBÝßåmÙ�whì
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� ¢��%ä@ì�Æ.Õ�Ô�Õ�âX×mÖ ìkâKûRÙOè®|O×mèß×må�á�ÔÞÙOè®|Há�×mÚ�a<=KåmÝß×màBåm×.Õ�àBÖÝ�R×måhðBàBÙOèßÙOÓ�|OìKä�Õ�ÔÞåm×mè7�.×)È�È�×mÔmâ Ø ×%u*ã�ÙOÔ�È
9³¢$��´?�ì

� V��}M.ì/Æ¶ÙOèßÛ�â�ûRìUp]×)ÈHÝßåhðB×%é ×L_�ì�ûRÙKÖBÓOÙOÔÞàBÝ4ÈTâ�×mÖBÚmìkâ�í0èß×må�á�ÔÞÙOÚ�áhÕyá�Ýßå�í[é:×må�á�ÚIÝßà�=KÙ�î á%ä�ÕyáÞá�×mÔ
Õ�àBÖ ²}ÝßÙOçBð|KÚÞÝßåmÚmâdïOÙOè^ìRþ·�ÖB× Ø Ò<�:SÕ=KåmÝß×màBåm×t=K×mÔÞÝß×mÚTQ�Q.ý	ä�Õyá�ðB×mÛ Õyá�ÝßåmÚmâ0û0ð|KÚÞÝßåmÚ�Õ�àBÖ
M}ðB×mÛrÝßÚ�á�Ô\|Oì�p]èßÜu}×mÔ�ÒEåpÕ�ÖB×mÛrÝßå	û0ÜB÷BèßÝßÚÞðB×mÔÞÚmâ*�.ÙOÔÞÖBÔÞ×måhðXápâ Ø è^ì/9rV�W�Wv¢�?�ì

� ´��	ÒIìTûRì7]�Õ�Ú�á¶× ë ì7².ì7_�ÜBÚÞÚÞ×mè^âTû0ð|KÚmì7�RÙKÖ2Õ1| Ë�  â2þ�9³¢$��¹?�ì
� þE�T�Iì7�2ÔÞ×mà@È�×mè^â�=KåmÝß×màBåm× £7Ó7Í â7·Xt9rV�W�WV�?�ì
� X��}S%ì*�Iì@�6×mèß×�ï�×	íEì ë ìqp�Õ�èß×mÔmâ�ÒEÖ�ïbì:ä�Õyá�×mÔmì  "£ â�X�´v¢L9rV�W�W�W?�ì
� ·�� ë ì�².ì�_�ÜBÚÞÚÞ×mè^âo�IìbÒIìo=�ÕpïKÝßèßèß×	× ë ì�_�ìo=Kåhðu�Õ�èká�×mÔmâ�M}ÙOèßèßÙOÝßÖ2Õ�è/�.ÝßÚÞçb×mÔÞÚÞÝßÙOàBÚmâb×mÖ ì:çbÙOÔD]sì
psì*²�Õyá�åhðB×mèßÙOÔmì�M�Õ�Û%÷BÔÞÝßÖBÓO×�Z¶àBÝkïO×mÔÞÚÞÝká�|�û0ÔÞ×mÚÞÚmâ�M�Õ�Û%÷BÔÞÝßÖBÓO×Ý9³¢$�¹�?�ì

� º��	ÒIìTûRìTä�ÝßàXá�ÙOà â7²}ÝßÙOçBð|KÚmì�M}ðB×mÛ�ì Ë Ð âo¢�9³¢$�X�?�ì
� ¹��T_�ì7P�ìTí0èßèßÝßÚ�×]ÒIìTûRìbä�ÝßàXá�ÙOà â Ø Õyá�ÜBÔÞ× É�£7Ë â�V�ºt9rV�W�W�´?�ì
� ��T�}ìE=KÙOàXïKÝßåmÙBâ�M.ìE�.ÜB÷b×mÔÞàB×�ápâ�ûRì6M}ÙOèßÙOÛ%÷bÙú×[ûRì6M}ÙOÜ�ïKÔÞ×mÜBÔmâ^M}ÜBÔÞÔÞ×màXá�û0ð2Õ�ÔÞÛ Õ�åm×mÜ�á�ÝßåpÕ�è

�.×mÚÞÝßÓOà  7  â Ø ÙBì�¢$·�â7V�W�v¢y9rV�W�WX�?�ì
� ¢$W��T�}ìBÒIì�P�×mà@ÈHÝßàBÚ�×NÆ	ìTíEì ë ðBÝká�×�â*�2ÜBàBÖ2Õ�Ûr×màXáhÕ�èßÚEÙ�î<S�ç�á�ÝßåmÚmâTä�å$]]Ô�Õ1u�ý³Æ¶Ýßèßè^â Ø ãb9³¢$X�º�?�ì
� ¢�¢��T;0ì*²}×mèßèßÙOàBÝ^â*P�ì2û0ð|KÚmìoM}ÙOàBÖB×màBÚmì:ä�ÕyáÞá�×mÔ  "£ â*_YXyþq9rV�W�W�W?�ì
� ¢�V��]ãsì7;,×�ïKÝßà â*_�×mç ìTû0ÔÞÙOÓBì2û0ð|KÚmì Í7Ë â�¢�X�º�º	9rV�W�WV�?�ì
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� ¢$´��IûRì ë ì*�.×m÷|O×I×	íEì7Æ:ÇBå-È�×mè^âbû0ð|KÚmìxw�ì £@É âo¢$¹Xt9³¢$V�´?�ì
� ¢pþE�	ÒIì7�.Ýß×mðBè ×�ãsì7;,×�ïKÝßà â7P�ìTû0ð|KÚmì^aIM}ÙOàBÖB×màBÚmì ä�ÕyáÞá�×mÔ   Ð â�=v´�´�W�q9rV�W�WX�?�ì
� ¢�X��IíEì*�RÔÞÝßêpÕ�å�â*;0ì7²}ÙKåmëHÜB×�á¶×Iä@ì2Ò.ÜB÷bÙOÜv|OâTû0ð|KÚmì�_�×�ïbì7;,×�áÞápì Ñ7Ó â�Vyþ¹�´�Wv¢L9rV�W�WV�?�ì
� ¢$·��%ä@ì��.×mÚÞ×mÔÞàBÙ�×IM.ì�Æ¶ÙOèßÛ�âª×mÛh�x���H8-�-������B"ú�#E�zy|{~} + G�}:��C�
�Bx8-���Y57�'(@��!~��Bv#%�'���'("���:��B��x34�C8%F

�'���$#%�8
��'�98����D�C8%��#D��Bt5o�zy��/.~
��'���%�^
�B��Tù6�r��Ü*�"!$#%�98-#�âX×mÖBÝkáhÕ�ÖBÙIçbÙOÔIM.ìvÆ¶ÙOèßÛ�âHûRì�p]×)ÈHÝßåhðB×%é
×N_�ì2ûRÙKÖBÓOÙOÔÞàBÝ4ÈTì�p]èßÜu}×mÔmâ7�.ÙOÔÞÖBÔÞ×måhðXápâTç ì�V�ºt9rV�W�Wv¢�?�ì

� ¢�º��%ä@ì7�.×mÚÞ×mÔÞàBÙBâ�M.ì7Æ¶ÙOèßÛÿ×T=bìTä�Õ1|Oâ:ä�Õ�åmÔÞÙOÛrÙOèß×måmÜBèß×mÚ Ã7Ã â�¢$�q9rV�W�W�W?�ì
� ¢$¹��]ãsì7;,×�ïKÝßà â2íEì*�RÔÞÝßêpÕ�å]×N;0ì7²}ÙKåmëHÜB×�ápâ�P�ìTû0ð|KÚmì^aIM}ÙOàBÖB×màBÚmì:ä�ÕyáÞápì  "Ë â�=v´X�V�´t9rV�W�W�´?�ì
� ¢$��}=bì}Ò.èß×�OBÕ�àBÖB×mÔmâ.ûRì®ä@ìEM}ð2Õ�Ý4ÈHÝßà â¶ûRìE]]Ô�Õ�àXápâY]sì°P�ìEä�ÙOÔ�Õ�èß×mÚmâ¶ûRì�û0ÝßàBåmÜBÚ�×Ä�IìEÆ¶ÙOàB×�âDP�ì

M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì ÑI| â�X�º�º�·t9³¢$�¹�þ�?�ì
� V�W��IíEì*�RÔÞÝßêpÕ�å]×�ãsì7;,×�ïKÝßà â2û0ð|KÚmì�_�×�ïbìTí Í7Ó â*W�´v¢pþW�´t9rV�W�W�þ�?�ì
� V"¢��}]sì°=bì�ä�Õ�àBàBÝßàBÓBâvP�ìvM}ðB×mÛ�ìKû0ð|KÚmì Ë�  âvVyþ�9³¢$�·�? Û Ë�  â"�´�þ	9³¢$�·�? Û �}ì"S�ÙOÚ�Õ1u�Õ�âBûRÙOè®|O×�ý

èß×må�á�ÔÞÙOè®|Há�×mÚmâ*�.×)È�È�×mÔmâ Ø ×%u ã�ÙOÔ�È~9³¢$º"¢�?�ì
� V�V��IíEì*�RÔÞÝßêpÕ�å]×T]sì@�E�mèßèß×mê�â2û0ð|KÚmì�_�×�ïbì7;,×�áÞápì Ó7Í â*W�´�¹�´�WV	9rV�W�W�·?�ì
� V�´��}=bìTû0ÝæÕ�àB×mÓOÙOàBÖ2Õ�â2íEì*�RÔÞÝßêpÕ�å]×�ãsì*;,×�ïKÝßà â�P�ì�M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì  "£7Í â7Wv¢pþ�º�WV	9rV�W�Wº�?�ì
� VyþE�}P�ì7�.ÙO÷BàBÝ4ÈyÕ�Ômâ7_�ì7M�Õ�Ú�áhÕE\B×mÖ2Õªý8û0ÔÞÝß×mÓOÙBâ7Æ	ì7Æ	ì2ïOÙOà>]]Ô�ÇBàH÷b×mÔÞÓr×IíEì*�RÔÞÝßêpÕ�å�â Ø ×%u P�ÙOÜBÔÞà2Õ�è

Ù�îdû0ð|KÚÞÝßåmÚ Ñ â�V�º�ºt9rV�W�W�·?�ì
� V�X��T_�ì�M�Õ�Ú�áhÕE\B×mÖ2Õªý8û0ÔÞÝß×mÓOÙBâ�;0ì��}ì�_�Ùªó�Õ�Ú8ý\S�åhðBÙXÕ�â��%ì�;,ÙO÷2Õ�Ú�ÈHÝßàù×�P�ì[M.ì�ä�ÝUOKá�×måmÙyý\=vJ�àBåhðB×mê�â

û0ð|KÚmì�_�×�ïbìTíEâ Ð É 9rX�?�â*WX"¢pþW�¹t9rV�W�W�·?�ì
� V�·��T;0ì*²}ÙKåmëHÜB×�ápâbíEì*�RÔÞÝßêpÕ�å]×Iä@ì2Ò.ÜB÷bÙOÜv|Oâ�P�ì�M}ðB×mÛ�ì2û0ð|KÚmì  7  Ð â7¹v¢$´�¹t9rV�W�WV�?�ì
� V�º��	ÒIì�]sìTä�ÙOÔÞ×mÝßÔ�Õ%×N_�ì7_�ì Ø ×�á�ê�âTí0ÜBÔÞÙOçBð|KÚmì�;,×�áÞápì Ë7£ â�º�WXt9rV�W�W�W?�ì
� V�¹��	ÒIìOãsìv]]ÔÞÙOÚÞ÷b×mÔÞÓBâ��]ì"�]ì Ø ÓOÜv|O×mà�×Y².ì�Qhìv=Kð@ÈHèßÙYïKÚ�ÈHÝßÝ^â"_�×�ïbìBä�ÙKÖ ìKû0ð|KÚmì Ð É âv´V�y9rV�W�WV�?�ì
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� V���N�]ì��]ì Ø ÓOÜv|O×mà âHÒIìyãsì�]]ÔÞÙOÚÞ÷b×mÔÞÓ]×6².ì�Qhì=Kð@ÈHèßÙYïKÚ�ÈHÝßÝ^âHû0ð|KÚmì�_�×�ïbì;,×�áÞápì Ñ7Ë â*¢�X�·�¹Ý9rV�W�W�W?�ì
� ´�W�� ë ì,ä@ì�]]×mèß÷2Õ�Ô�ápâo_�ì��}ìo²}ÔÞÜBÝßàBÚÞÛ Õ�â ûRì:ÒIì û0ÝßàBåmÜBÚ�×T�%ì:ÒIì û�Õ�ÔÞÚÞ×mÓOÝæÕ�à â,û0ð|KÚÞÝßåmÚ��RÙKÖ2Õ1|Ë7Ã â7´�¹q9rV�W�W�W?�ì
� ´v¢��T�}ì7P�ì�=KÙOèßÝßÚ�×Iä@ì�S%ìBÖB×�èæÕLM}ÔÞÜBê�âTû0ð|KÚÞÝßåmÚ:�RÙKÖ2Õ1| Ë@É â�º"¢y9rV�W�Wv¢�?�ì
� ´V��}]sìTä@ì*�RÙOÔÞÔÞÝß×]×TP�ì2ûRì@��Õ�èßèß×pÕ�Ü â*P�ì�M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì Ð Ã â�X�¹�Wº	9³¢$�¹�W?�ì
� ´�´��%ä@ì;,ÙOêpÕ�Ö2Õªý\M�Õ�ÚÞÚÞÙOÜ â"_�ì�=�ÕOÕpïO×mÖBÔ�Õªý³²�Õ�ÔÞÔÞ×mÔ�Õ]×:�Iì�Æ¶×màBÖB×mÔÞÚÞÙOà â@P�ì�M}ðB×mÛ�ìXû0ð|KÚmì Ð7Ð âvX"¢�X�W

9³¢$�¹V�?�ì
� ´�þE�	ÒIì�ä�Õ�Ô�á�ÝßàKý�ä�ÙOèßÝßà2Õ�âHä@ì Ü ÜB×mÚ�Õ�Ö2Õªý8ûR×mÔÞ×mê�â*�}ìv]�Õ�èßÝßÚ�á�×mÙyý\]]ÙOàBêpÕ�èß×mê�×Y_�ì"Æ¶ÝßÖ2Õ�èßÓOÙyýuÒ.èkï�Õ�ÔÞ×mê�â

P�ìTû0ð|KÚmì^aIM}ÙOàBÖB×màBÚÞ×mÖòä�Õyápì  "Ë â�=v´�þ�º�X	9rV�W�W�´?�ì
� ´X�� Ø ì<]�Õ�ÔÞ÷bÙ$u�â�ä@ìdí[|O×mÔÞÚmâx�]ìdû�Õ�èß÷b×mÔÞÓò×��]ì<SDÈHÜB÷bÙBâxP�ìdû0ð|KÚmì^atM}ÙOàBÖB×màBÚÞ×mÖ ä�ÕyáÞápì  "Í â

´�¹�´X	9rV�W�W�þ�?�ì
� ´�·���psì�²}×mÚ�á�×mÛ Õ�à â0ä@ì�ÒIì�]sì#w:×�ïO×màH÷b×mÔÞÓO×mà â<Æ	ì�ÒIì�Æ¶×m×mÔÞÝßàBÓ�×�=bì�]sì�;,×mÛ Õ1|Oâ�û0ð|KÚmì[_�×�ïbì

;,×�áÞápì Ó7Ã âo¢�º�W�¹�WV	9rV�W�W�þ�?�ì
� ´º��%ä@ì Ü ÜB×mÚ�Õ�Ö2Õªý8ûR×mÔÞ×mê�âBíEì@]]ÙOàBêpÕ�èß×mê�ý��RÙYï�Õ�ÔmâHÒIì�ä�Õ�Ô�á�ÝßàKý�ä�ÙOèßÝßà2Õ�âHä@ìv;,ÙOêpÕ�Ö2Õªý\M�Õ�ÚÞÚÞÙOÜ ×D_�ì

Æ¶ÝßÖ2Õ�èßÓOÙyýuÒ.èkï�Õ�ÔÞ×mê�âvM}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmìoM}ðB×mÛ�ì É â�V�´Xt9rV�W�W�´?�ì
� ´�¹��N�]ì��]ì Ø ÓOÜv|O×mà âHÒIìªãsì]]ÔÞÙOÚÞ÷b×mÔÞÓ�×6².ì�Qhì=Kð@ÈHèßÙYïKÚ�ÈHÝßÝ^â�P�ìM}ðB×mÛ�ìXû0ð|KÚmì  7 "Ã â*¢�¢�¢$W�9rV�W�W�W?�ì
� ´���T_�ì*_�ì Ø ×�á�ê�×TP�ì*�}ì�P�ÙXÕ�àBà|Oâbä�Õ�åmÔÞÙOÛrÙOèß×måmÜBèß×mÚ Ã7£ â7�Wv¢$´q9³¢$��?�ì
� þW��%ä@ì*��Õ�à2Õ�ÈyÕs×�ÒIì�ãsì7]]ÔÞÙOÚÞ÷b×mÔÞÓBâ�P�ì7M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì  7 "Ë â7X�·ºt9rV�W�Wv¢�?�ì
� þ@¢��%ä@ì*��Õ�à2Õ�ÈyÕ�â2û0ð|KÚmì�_�×�ïbìTí Í7Ñ â*W�·v¢�X�Wv¢L9rV�W�W�´?�ì
� þ�V��}=bìTû0ÝæÕ�àB×mÓOÙOàBÖ2Õ�âKãsì*;,×�ïKÝßà�×Iä@ì7²�Õ�ÔÞ÷bÙOÚ�Õ�â2í0ÜBÔÞÙOçBð|KÚÞÝßåmÚY;,×�áÞá�×mÔÞÚ Ð   â*¹�´v¢y9rV�W�WX�?�ì
� þ´�� Ø ì7²,óÞ×mÔÞÔÞÜBÛ�â�p]ÓOè^ì@��Õ�à ì@��ÝßÖB×màBÚ�ÈTì�=K×mèßÚ�ÈTì:ä�Õyápì ý³�@|KÚmìTä�×mÖBÖ ì Ð â�¢y9³¢$V�·?�ì
� þOþE�N�]ì�Ò.èkîVÔÞ×%|�P�Ômâ�ûRì ë ì@²}×mÔÞÓ%×�Æ	ìBä�ÙOÔ�Õ1u}×�á�ê�â�P�ì�ûRÙOè®|KÛ�ì@=KåmÝ^ì Ð â@Xyþ´	9³¢$X"¢�? Û _�ì®ä@ìv�2ÜBÙOÚÞÚmâ

ÒIìqp�Õyá�åhð2Õ�èßÚ�È|�×T=bì*;,ÝkîVÚÞÙOà â2û0ÔÞÙKå�ì Ø Õyá�è^ì�ÒEåpÕ�Ö ì�=KåmÝ^ì*ZD=KÒ Ã Ð â7X�º�q9³¢$X"¢�?�ì
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� þ�X��}P�ì ý8ûRì*Æ.Õ�àBÚÞ×mà�×NÆ	ì7;K�$u}×mà â2Ò.àBàHÜ ì�_�×�ïbìTû0ð|KÚmì�M}ðB×mÛ�ì Ë�  â�V�W�q9rV�W�W�W?�ì
� þ·��}=bìqp]Üu�Õ�÷2Õ�Ô�Õ�â�P�ì2û0ð|KÚmìo=KÙKå�ì7POÕ�ç2Õ�à  É â7X�V�ºt9³¢$X�?�ì
� þ�º��TÆ	ì�S�ðBÚÞðBÝßÛ Õ�â*M}ÙOèßè^ì*=KÜBÔ�î8ì7² Ã7Ñ â�¢$´�q9rV�W�W�þ�?�ì
� þ¹��]ãsì�;,×�ïKÝßà â0ä@ì°M.ì�²�Õ�ÔÞ÷bÙOÚ�Õ�×�ä@ì Ø ì���Õ�Û Õ�ÚÞðBÝßÔÞÙBâRí0ÜBÔÞÙOçBð|KÚmì[;,×�áÞápì É�  âx¢�V�´�9³¢$��¹? Û ÒIì

�.Ýß×mðBè^âTä@ì�M.ì7²�Õ�ÔÞ÷bÙOÚ�Õs×�ãsì*;,×�ïKÝßà âTí0ÜBÔÞÙOçBð|KÚmì�;,×�áÞápì Ë7Ã â7¹�·q9rV�W�Wv¢�?�ì
� þ��T².ì@²}×mÔÞ×mÚ�îVÙOÔÞÖKý\=KÛrÝká�ð â@�Iì ãsì7M}ð2Õ�à�×^�Iì°P�ìTä�Ýká�åhðB×mèßè^â*P�ì*M}ÙOèßèßÙOÝßÖyQuàXá�×mÔ�î Õ�åm×T=KåmÝ^ì  �|�Ë â*V"¢$·

9³¢$�¹�þ�?�ì
� X�W��T�}ì7]sì*�.ÙOàBà2Õ�à â�M}ðB×mÛ�ì7_�×�ïbì   â�º�´q9³¢$Vyþ�?�ì
� X"¢��%ä@ì Ø ì*��Õ�Û Õ�ÚÞðBÝßÔÞÙBâHãsì*;,×�ïKÝßà�×Iä@ì�M.ì7²�Õ�ÔÞ÷bÙOÚ�Õ�â2í0ÜBÔmìTû0ð|KÚmì�P�ì7².ì   â*´�´ºt9³¢$��¹?�ì
� X�V��}M.ìoÆ.Õ�ÔÞÙyý8ûR×mÔÞ×mê�â�ä@ì Ü ÜB×mÚ�Õ�Ö2Õªý8ûR×mÔÞ×mê�â�P�ì�M�Õ�èßèß×uó�Õ�Ú8ý³�2×mÔÞà2Õ�àBÖB×mê�âo_�ìo=�Õ�÷2Õyá�×�â/P�ì í0Ú�á�×mèßÔÞÝßåhð

×N_�ì*Æ¶ÝßÖ2Õ�èßÓOÙyýuÒ.èkï�Õ�ÔÞ×mê�â@M}ÙOèßè^ì*=KÜBÔ�î Õ�åm×mÚ�Ò £ Ð | â*´X�Vt9rV�W�WX�?�ì
� X�´��TÆ	ì7;K�$u}×mà â�P�ìTûRì7Æ.Õ�àBÚÞ×mà�×	ûRì2ÒIìbä�Õ�ÖBÖB×mà â�P�ì7M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì Ó7Ñ â7´V�º�Xt9³¢$�V�?�ì
� XyþE�IíEìE�RÔÞÝßêpÕ�å�â�ä@ìEÒ.ÜB÷bÙOÜv|Oâ^;0ì6²}ÙKåmëHÜB×�á�×�Æ	ì Æ	ì�ïOÙOà ]]Ô�ÇBàH÷b×mÔÞÓBâD;�Õ�àBÓOÛ%ÜBÝßÔ  "Ó â�þWV�º

9rV�W�W�´?�ì
� X�X��TÆ	ì ë ×màBàB×mÔÞÚ�á�Ô��OÛ�â7².ì7P��OàBÚÞÚÞÙOà�×	ûRì*;,ÝßàBÚÞ×�â�P�ì�M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì Ð Í â2þ·�·X	9³¢$�¹V�?�ì
� X�·��T;0ì*²}×mèßèßÙOàBÝ^â*M}ÙOèßèßÙOÝßÖt=KÜBÔ�î8ìBÒ  É6| â�V�V�º	9³¢$��¹?�ì
� X�º��%ä@ì Ü ÜB×mÚ�Õ�Ö2Õªý8û��mÔÞ×mê�âoP�ì�M�Õ�èßèß×uó�Õ�Ú8ý³�2×mÔÞà*J�àBÖB×mê]×N_�ì*Æ¶ÝßÖ2Õ�èßÓOÙyý-�.èkï�Õ�ÔÞ×mê�â�û0ð|KÚmì�_�×�ïbìTí Í�  â

þW��Wt9rV�W�W�W?�ì
� X�¹��	ÒIì[�2×mÔÞà*J�àBÖB×mê�ý Ø Ýß×�ïO×mÚmâ6Ò �2×mÔÞà*J�àBÖB×mê�ý³²�Õ�ÔÞ÷b×mÔÞÙò×��}ì<P�ìRÖB×�èæÕ�Ú Ø Ýß×�ïO×mÚmâ�û0ð|KÚmì<_�×�ïbìdíÍ7Ã â7W�þ@¢pþW�þq9rV�W�Wv¢�?�ì
� X���	ÒIì��2×mÔÞà*J�àBÖB×mê�ý Ø Ýß×�ïO×mÚmâ�ÒIì/�2×mÔÞà*J�àBÖB×mê�ý³²�Õ�ÔÞ÷b×mÔÞÙ�×L�}ì�P�ì ÖB×�èæÕ�Ú Ø Ýß×�ïO×mÚmâ�;�Õ�àBÓOÛ%ÜBÝßÔ  "Í â

þW��Wt9rV�W�W�W?�ì
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� ·�W��^�%ì@_�×mÜBÚmâ*;0ì@²}×mèßèßÙOàBÝ^â��]ìqw:×mÛ%÷ â Ø ì@;,Ü�áÞá�×mÔÞ÷2Õ�åhð�×�Æ	ì"�6×mÔÞÚÞÛrÙOèßÖ â*P�ìBû0ð|KÚmì*Q�Qz�2Ô�Õ�àBåm× Ð â

·�W�´q9³¢$�º�?�ì
� ·v¢��%ä@ì$�2ÜBÚÞðBÝ4ÈHÝ^â�P�ì�M}ðB×mÛ�ìYû0ð|KÚmì Ó Ð â�·º�W�W^9³¢$�V�? Û Æ	ì$;K�$u}×mà â�P�ì ûRì$Æ.Õ�àBÚÞ×mà	×6ûRì ÒIìyä�Õ�ÖBÖB×mà â

P�ì�M}ðB×mÛ�ì2û0ð|KÚmì Ó7Ñ â*´V�º�Xt9³¢$��´?�ì
� ·V��}P�ì��.ÙO÷BàBÝ4ÈyÕ�ÔmâOãsì°M}ðB×mà âv_�ì�_�êm×mð2Õ�Ès×:Æ	ì�Æ	ìOïOÙOà	]]Ô�ÇBàH÷b×mÔÞÓBâvP�ì"M}ðB×mÛ�ìKû0ð|KÚmì  7 "Ó âHþº"¢

9rV�W�W�´? Û P�ìo�.ÙO÷BàBÝ4ÈyÕ�Ômâo�Iì�Æ.Õ�èßÙv�pÕ�à â,ä@ìo²}ÔÞÜBÛr×mà â�Æ	ìoÆ	ìbïOÙOà0]]Ô�ÇBàH÷b×mÔÞÓ�×�_�ìo_�êm×mð2Õ�ÈTâ
M}ÙOÛrçBÜ�ápì2û0ð|KÚmìoM}ÙOÛrÛ%ÜBà ì  "Ë7Ó â7º�´q9rV�W�W�þ�?�ì

� ·�´��T_�ìBÒIìbä�Õ�ÔÞåmÜBÚmâ�P�ì7M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì £7Ã â�¢$WX�ºt9³¢$X�X�?�ì
� ·�þE�}]sì@�E�mèßèß×mê]×	íEì*�RÔÞÝßêpÕ�å�â2û0ð|KÚmì�_�×�ïbìTí Í7Ñ â*W�·v¢pþWv¢L9rV�W�W�´?�ì
� ·X��%ä@ì�]]ÜB×mÔÞÙOà�×T]sì ë ×mÝßÚÞ÷BÜBåhð â�²}ÝßÙOçbÙOè®|KÛr×mÔÞÚ  "Ó â*´X�´q9³¢$�¹�W?�ì
� ·�·��T².ì�S}n°=Kð2Õ�ÜBÓOðBàB×mÚÞÚ\|�× Ü ìKã}Õ�àBÓBâTû0ð|KÚmì�_�×�ïbì7;,×�áÞápì Ó@É â7W�þ¹�´�WV	9rV�W�WX�?�ì
� ·º��^�%ì7;,ÙO÷2Õ�Ú�ÈHÝßà�× psì Ü Õ�ÛrðBÝß×mð â*P�ìTû0ð|KÚmìoM}ðB×mÛ�ì*²  �| Ð â7¹�WV�V	9rV�W�W�´?�ì
� ·�¹��	ÒIì7�.Ýß×mðBè ×�ãsì7;,×�ïKÝßà â7P�ì�M}ðB×mÛ�ìTû0ð|KÚmì  "£7Ë â7WXyþ�WV	9rV�W�W�·?�ì
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