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RESUMO

Este trabalho apresenta a formulação e implementação numérica do método dos elementos

de contorno (MEC) para elasticidade linear tri-dimensional, com avaliação direta das inte-

grais fracamente e fortemente singulares. A implementação segue a formulação tradicional

do MEC direto, e a discretização do contorno das variáveis do problema é realizada com ele-

mentos descontínuos, permitindo o uso de malhas desconectadas ao longo das superfícies. O

cálculo das integrais singulares é realizado através do uso de expansões assintóticas calculadas

em torno de um ponto singular genérico. As expressões analíticas destas expansões são apre-

sentadas no trabalho. Estas expansões serão subtraídas do núcleo original regularizando-o e

a parte singular é integrada analiticamente, restando apenas uma integral regular, tornando

ambas as integrais possíveis de serem calculadas com quadraturas de Gauss. É concluído que

o presente método requer menos pontos de integração para o mesmo nível de erro quando

comparado com outras técnicas. Alguns casos de elasticidade são resolvidos para ilustrar a

e�ciência e precisão do método.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, Integrais Singulares, Regularização,

Elasticidade Tridimensional.
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ABSTRACT

BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR 3D LINEAR ELASTICITY WITH DIRECT

EVALUATION OF SINGULAR INTEGRALS

This work presents the formulation and implementation of the boundary element method

(BEM) to three dimensional linear elastostatics, with the direct evaluation of the strongly

singular integral equations. The implementation follows the traditional direct BEM formu-

lation, and the discretization of the boundary is carried out with discontinuous elements,

enabling the use of disconnected meshes along the surfaces. The computation of the singu-

lar integral equations is accomplished by using the asymptotic expansions derived around a

generic singular point. The analytical expressions for these expansions are presented in this

work. The expansions are subtracted from the kernel to regularize it. This subtracted part

is then added by computing a regular line integral along the boundary of the element. Both

the integrals can be calculated with Gauss-type quadratures. It's observed that the present

method needs less integration points for the same level of error when compared with other

techniques. Several elasticity benchmarks are solved to demonstrate the e�ciency and the

accuracy of the present method.

Keywords: Boundary Element Method, Regularization, Singular Integrals, Tridimensional

Elasticity.
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1. INTRODUÇÃO

Desde a década de 60 o método dos elementos de contorno (MEC) teve um cres-

cimento expressivo, mas apesar dos esforços empreendidos nas últimas décadas, o MEC

continua sendo considerado um método de nicho, tendo sua utilização limitada às pesquisas

acadêmicas e às indústrias de alto desenvolvimento cientí�co.

As características que tornam o MEC atraente à aplicação em problemas de en-

genharia vêm da sua fundamentação matemática: As equações integrais que resultam no

método são de contorno, reduzindo uma dimensão na discretização do problema, e a seu

caráter misto, que considera os deslocamentos e as trações no contorno em sua formulação.

Em contrapartida deve ser citado que este método gera matrizes cheias e não simé-

tricas, que podem ser mal condicionadas devido à união de grandezas diferentes, com um

alto número de operações envolvidas para solução do sistema de equações, proporcionais a

O(n2). À partir da aplicação do método das expansões em multipolos em Peirce e Napier,

1995, o número de graus de liberdade resolvidos pelo MEC superou o método dos elementos

�nitos (MEF), com a vantagem destes graus de liberdade estarem no contorno da malha,

e não no domínio, permitindo resolução de problemas de grandes escalas com menor custo

computacional em relação ao MEC convencional.

Outro problema que surge no MEC é o custo computacional na integração das suas

matrizes. Apesar da possibilidade do uso de métodos de integração analítica ou semianalítica

para o cálculo das matrizes do método, esta prática geralmente limita o tipo de elemento que

pode ser usado para discretizar o contorno, obrigando o uso de elementos constantes, que

precisam uma discretização com maior número de elementos para obter uma representação

das variáveis físicas do problema com a mesma qualidade que elementos lineares ou de maior

ordem.

A integração numérica possibilita o uso elementos lineares ou de maior ordem, porém

não se tem conhecimento de um método que não exija uma quantidade muito elevada de

pontos de integração para obter uma boa precisão no cálculo das matrizes, principalmente

para o caso 3D, e as recorrentes propostas de novos métodos para a integração numérica no

MEC apontam que esta di�culdade ainda não foi completamente superada.
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1.1 Revisão Bibliográ�ca

O surgimento do MEC como método computacional pode ser atribuído aos traba-

lhos de Jawson, 1963, e Symm, 1963, realizados para problemas potenciais 2D e, a partir

destes trabalhos, é que as primeiras aplicações do MEC em elasticidade foram realizadas por

Rizzo, 1967, em 2D e Cruse, 1969, com o primeiro trabalho relevante com o MEC direto em

elasticidade 3D, onde o Autor utilizou elementos triangulares de um nó, para representar as

variáveis físicas, de forma que as mesmas eram constantes em todo o elemento. Os núcleos

não singulares eram integrados numericamente e os núcleos singulares eram integrados anali-

ticamente. Os problemas testados neste trabalho foram cubos com cargas simples aplicadas,

e um caso de concentração de tensões teve os resultados próximos aos analíticos.

Na década de 70, Cruse, 1973, comparou o MEC com o MEF em alguns problemas

simples de elasticidade, analisando as diferenças nos resultados, memória e tempo compu-

tacional, demonstrou a capacidade do MEC de resolver problemas de elasticidade 3D, e o

potencial superior em problemas de concentração de tensões. Dando continuidade ao seu

primeiro trabalho, Cruse, 1974, implementou elementos triangulares lineares, mas a inte-

gração ainda era feita analiticamente, através da redução da integral bi-dimensional a uma

integral de linha. Os termos livres decorrentes da descontinuidade das tensões nos cantos e

elementos não coplanares eram calculados por integração analítica.

Com o intuito de integrar numericamente os núcleos fortemente singulares, Kutt,

1975, desenvolveu um método numérico para calcular integrais de parte �nita através de uma

quadratura especial, resultando em boa precisão e menor esforço computacional que outras

quadraturas desenvolvidas até então. Entretanto esta implementação é útil apenas para o

caso 2D. Posteriormente, Paget, 1981a, analisou os tipos de singularidades envolvidas nas

integrais de parte �nita de Hadamard, e sugeriu uma quadratura adaptada para avaliação

destes tipos de integrais em Paget, 1981b.

No mesmo sentido das integrais de Hadamard, fugindo do uso da quadratura de

Gauss, Linz, 1985, investigou métodos numéricos para cálculo aproximado destas integrais

com dois polos de singularidade. Aliabadi et al., 1985, tratou os problemas de integração

da elasticidade 3D com expansões de Taylor no sistema de coordenadas local do elemento,

integrando a parte singular em forma fechada e a integral cuja singularidade fora extraída era

integrada por quadratura Gaussiana repetidamente. Aliabadi e Hall, 1987b, investigaram
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vários tipos de quadraturas para avaliar as integrais singulares do caso da elasticidade linear

3D. Os autores citam que nenhum dos métodos testados obteve o nível de exatidão obtido

pelos métodos de expansões publicados em Aliabadi e Hall, 1987a.

Telles, 1987, desenvolveu uma transformação autoadaptativa, à medida que o ponto

de colocação se afasta do elemento, para avaliar integrais fracamente singulares tanto no ele-

mento quanto fora do elemento. Posteriores melhorias foram sugeridas em Telles e Oliveira,

1994, para que a transformação se adaptasse a singularidades mais fortes.

Hayami e Brebbia, 1987, propuseram uma transformação das coordenadas de um

elemento curvo, mapeando-o em um elemento plano e transformando o sistema cartesiano

para polar centrado no ponto mais próximo da singularidade com uma transformação no

sentido radial para elimina-la. Melhorias neste método apareceram em Hayami, 1992, para

avaliação de integrais quase singulares, e posteriormente em Hayami e Matsumoto, 1994a.

Especialmente em Hayami e Matsumoto, 1994b, a convergência de várias quadraturas foi

exaustivamente testada através da teoria das funções complexas, variando a distância do

ponto fonte ao elemento, entre outros parâmetros, e é mostrado que algumas quadraturas

necessitam de até 100 x 100 pontos de integração para obter erros menores que 10−6. Através

do uso de transformações em coordenadas polares Yong-hui e Xin-sen, 1988, sugeriram uma

nova forma de remover as singularidades do MEC explicitamente.

À partir do trabalho sobre integrais singulares multidimensionais de Mikhlin, 1965,

Guiggiani e Casalini, 1987, sugeriram uma forma para o cálculo direto destas integrais, elimi-

nando a singularidade através da subtração de expansões assintóticas e integração analítica

da parte puramente singular, sem nenhuma aproximação até o momento da aplicação da

integração numérica. Testes foram realizados com elasticidade 2D. Posteriormente outros

trabalhos foram publicados neste sentido, em Guiggiani e Gigante, 1990, onde a expansão

assintótica para um caso potencial 3D genérico é demonstrada. Pereira e Parreira, 1994,

aplicaram este método à elasticidade 3D com elementos contínuos, e a expansão assintótica

para a matriz H foi publicada. Os testes restringiram-se a problemas envolvendo meios

in�nitos ou semi-in�nitos.

Rudolphi, 1991, utilizou soluções simpli�cadas em um domínio arbitrário para re-

gularizar as equações integrais hipersingulares do MEC. Neste trabalho foi observado que a

formulação hipersingular resulta em sistemas de equações mais bem condicionadas.
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Uma forma uni�cada de integração singular foi sugerida por Rosen e Cormack,

1993, onde a integral n-dimensional é mapeada em uma integral no contorno do domínio

de integração original, através de uma integração unidimensional analítica independente do

tipo de problema. De acordo com os autores a integral de superfície singular é vista como

um limite de uma 'continuação' de uma integral não singular. Em Rosen e Cormack, 1994,

uma formulação para elementos curvos foi proposta, e resultados na integração de núcleos

fracamente singulares são apresentados. Em Rosen e Cormack, 1995 o tratamento de cantos

foi revisto com a técnica desenvolvida.

Kim-Chuan e Mukherjee, 1994, propuseram uma nova de�nição das integrais hiper-

singulares de parte �nita de Hadamard, sem envolver um processo de limite, completamente

geral e valida para múltiplas dimensões, porém reduzindo as integrais a uma integral de valor

principal de Cauchy, uma integral fracamente singular.

Dumont, 1994, desenvolveu um método para o cálculo de integrais quase singulares,

ou com polo complexo, conforme descrito pelo autor. Baseados na técnica de Dumont, 1994,

Granados e Gallego, 2001, desenvolveram uma forma de regularizar os integrandos quase

singulares através de uma técnica com variáveis complexas.

Klees, 1996, utilizou métodos semianalíticos e puramente numéricos para integrais

fracamente singulares em superfícies curvas suaves, em problemas geodésicos. Os autores

concluíram que para este caso os métodos semianalíticos foram superiores aos puramente

numéricos.

Zhu et al., 1996, desenvolveram técnicas multidomínio para o cálculo de integrais

fracamente singulares e hipersingulares, aplicando a problemas de propagação de ondas em

materiais com fraturas.

Hui e Mukherjee, 1997, sugeriram o tratamento das integrais singulares do MEC

2D, através de análises com variáveis complexas.

Liu e Rudolphi, 1999, desenvolveram identidades das quais foi obtida uma forma

não singular das equações integrais de contorno convencionais, resultando na remoção de

ambas as integrais fracamente singulares e fortemente singulares, através de uma subtração

de dois termos.

No MEC para elasticidade 2D, Johnston, 1999, aplicou uma transformação sigmoi-

dal para integrais fracamente singulares, porém a mesma mostrou resultados variados da
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mesma ordem de erro que a transformação de Telles. Posteriormente Johnston e Elliott,

2001, propuseram uma melhoria na transformação original de Telles, para que a quadratura

de Gauss padrão fosse utilizada para o cálculo de integrais fracamente singulares. Johnston

e Johnston, 2004, adicionaram o método de subtração de singularidade à transformação não

linear de coordenadas, obtendo resultados superiores a todas as transformações realizadas

até então. Salvadori, 2002, realizou uma implementação de MEC 2D com integração analí-

tica de todos os núcleos, utilizando apenas elementos retos, mas com funções de interpolação

de grau qualquer. Ainda para o caso 2D, Gao, 2006, desenvolveu um método para avaliação

de integrais fracamente, fortemente, e hipersingulares através da remoção analítica das sin-

gularidades, expressando-as como polinômios da distância r do ponto fonte ao ponto campo.

Singh e Tanaka, 2007, apresentaram soluções analíticas necessárias para implementação do

método da subtração de singularidade.

Carley, 2009, desenvolveu um método para criar quadraturas para funções fraca-

mente singulares sem ter que avaliar explicitamente a singularidade da função, ou separá-la

em seus componentes.

Scuderi, 2009, apresentou uma nova estratégia de suavização para calcular integrais

singulares no MEC 3D sobre triângulos planos que estão muito próximos um do outro, através

de transformações de coordenadas não lineares. Gao, 2010, apresenta um método numérico

robusto para avaliar integrais singulares no MEC 2D e 3D, através do uso de expansões

de séries de potências e do método de integração radial previamente desenvolvido em Gao,

2002, transformando a integral de superfície em uma integral de linha sobre o contorno do

elemento.

Para o cálculo de integrais fracamente singulares, Qin et al., 2011, desenvolveram

transformações de coordenadas cartesianas em polares, aliada a uma subdivisão avançada

dos elementos com razão de aspecto elevada, elevando a e�ciência do cálculo. Uma expansão

de Taylor de primeira ordem é empregada no cálculo da transformação.

Li e Ram-Mohan, 2012, aplicaram o método da continuação para isolar a parte sin-

gular de algumas integrais, de forma a computar a parte �nita das integrais de uma maneira

consistente. Os autores concluem que as integrais associadas a problemas potenciais 3D po-

dem ser reduzidas a integrais unidimensionais �nitas, que podem ser avaliadas diretamente.

No campo da acústica, a�m de bene�ciar-se da maior precisão no uso de elementos
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curvos de alta ordem, em um sistema de integração realizado em coordenadas polares, Rong

et al., 2013, propuseram a adição de mais duas transformações de variáveis: uma conforme

para superar a di�culdade de integração em coordenadas polares à medida que a razão de

aspecto do elemento é alterada, e uma sigmoidal para aliviar a singularidade à medida que

o ponto se aproxima do elemento. Utilizando ainda o método de Guiggiani para avaliação

direta das integrais fortemente singulares, o autor chega a uma metodologia robusta para

avaliar todo tipo de integral presente no MEC. O método mostrou-se e�caz, apesar de sua

aplicação ter se restringido a problemas da acústica.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é a implementação do método de integração direta

de núcleos singulares de Guiggiani, 1998, no MEC para elasticidade linear 3D. Através deste

método será possível avaliar as integrais singulares do MEC sem rotinas de imposição de

movimento de corpo rígido (IMCR), atingindo-se assim uma precisão esperada no cálculo

dos valores das subdiagonais das matrizes do MEC, independentemente da discretização

do problema. Para alcançar o objetivo geral deste trabalho, são necessários os seguintes

objetivos especí�cos:

• Implementação computacional do MEC 3D para elasticidade de acordo com Breb-

bia e Dominguez, 1989, com uso de elementos descontínuos.

• Desenvolver as expansões assintóticas dos núcleos que resultam nas matrizes da

elasticidade linear 3D.

• Implementação do método de Guiggiani para a matriz do MEC H, e integração em

coordenadas polares da matriz G, gerando assim um código generalizado e de fácil aplicação

e extensão a outros problemas físicos de engenharia.

• Resolver alguns benchmarks para veri�car a taxa de convergência do método de

Guiggiani para problemas da elasticidade.

1.3 Organização do Trabalho

Este trabalho está estruturado em 6 capítulos. No capítulo 2, é dada uma intro-

dução dos principais conceitos da teoria elasticidade e a formulação integral de contorno na
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qual o MEC é baseado é apresentada. No capítulo 3 é apresentada a implementação numé-

rica do MEC, onde é descrita a forma como a geometria e as variáveis físicas do problema

são discretizadas numericamente, a passagem da formulação integral para uma formulação

discretizada em elementos, e os métodos tradicionais de integração dos termos singulares

das matrizes G e H são descritos. No capítulo 4, o método de avaliação direta de integrais

singulares de Guiggiani é apresentado, as expansões assintóticas dos núcleos singulares da

elasticidade são desenvolvidas e a implementação do método é discutida, resultados preli-

minares da que demonstram a regularização dos núcleos, e a convergência da integração

numérica é demonstrada. No capítulo 5 alguns problemas de engenharia são resolvidos com

ambas as implementações apresentadas no trabalho, veri�cando a convergência do método.

No capítulo 6 são discutidas as conclusões obtidas no decorrer do trabalho, e sugestões para

continuidade do trabalho são propostas.
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2. EQUAÇÕES INTEGRAIS APLICADAS À ELASTICIDADE LINEAR

TRIDIMENSIONAL

Este capítulo apresenta o desenvolvimento das equações integrais que dão origem

ao MEC direto, conforme apresentado por Brebbia e Dominguez, 1989. A�m de melhor

fundamentar a apresentação MEC, sua aplicação na elasticidade linear tridimensional, e as

soluções fundamentais, este capítulo traz uma seção com uma revisão de alguns conceitos

da teoria da elasticidade.

2.1 Elasticidade Linear

Um dos intuitos do estudo da elasticidade na engenharia é a análise das tensões

que atuam sobre um determinado objeto. A equação de equilíbrio que rege a teoria da

elasticidade surge da análise das tensões atuantes em um ponto no interior de um corpo

contínuo. O estado de tensões neste ponto pode ser representado pelas tensões atuantes em

um cubo in�nitesimal, conforme ilustrado na �gura 2.1.

x1,u1

x2,u2

x3,u3

σ11 σ12

σ13

σ21 σ22

σ23

σ31 σ32

σ33

Figura 2.1 � De�nição das tensões e deslocamentos, em um cubo unitário

As tensões mostradas na �gura 2.1 são equilibradas por valores de igual magnitude

e direção contrária, na face oposta deste cubo. Desta forma tem-se o seguinte tensor de
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segunda ordem: 
σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 , (2.1)

que, para respeitar o equilíbrio dos momentos em torno de todos os eixos, deve ser simétrico,

resultando em:

σ21 = σ12 , σ31 = σ13 , σ32 = σ23 . (2.2)

Para respeitar o equilíbrio das forças nas 3 direções, x1 , x2 e x3, a seguinte relação

deve ser válida em todo domínio Ω:

∂σ11

∂x1

+
∂σ12

∂x2

+
∂σ13

∂x3

+ b1 = 0,

∂σ21

∂x1

+
∂σ22

∂x2

+
∂σ23

∂x3

+ b2 = 0,

∂σ31

∂x1

+
∂σ32

∂x2

+
∂σ33

∂x3

+ b3 = 0,

(2.3)

onde bi são as forças atuantes no domínio (ex. gravitacional, magnética). A equação (2.3),

é a equação geral de equilíbrio da elasticidade. Em notação indicial:

σkj,j + bk = 0, em Ω. (2.4)

As deformações in�nitesimais ou lineares podem ser calculadas em função dos des-

locamentos de acordo com a seguinte equação (em notação indicial):

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.5)

A relação constitutiva para um material isotrópico linear, é dada pela seguinte equa-

ção:

σij = λδijεkk + 2µεij (2.6)

O modulo de elasticidade longitudinal, E, e o coe�ciente de Poisson, ν, relacionam-se

com as constantes de Lamé, λ e µ, através das equações:
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µ =
E

2 (1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
. (2.7)

2.2 Formulação Integral de Contorno

A formulação do MEC direto para elasticidade foi apresentada primeiramente por

Rizzo, 1967. O procedimento de obtenção desta formulação será ilustrado conforme Brebbia

e Dominguez, 1989, através da aplicação do método de resíduos ponderados. Multiplicando

a equação (2.4) por funções peso do tipo u∗k, e ortogonalizando este produto, obtém-se:

∫
Ω

(σkj,j + bk)u
∗
kdΩ = 0. (2.8)

Integrando por partes o primeiro termo, e agrupando as integrais de contorno para

o lado direito da igualdade obtém-se:

−
∫
Ω

σkju
∗
k,jdΩ +

∫
Ω

bku
∗
kdΩ = −

∫
Γ

pku
∗
kdΓ. (2.9)

Integrando por partes novamente o primeiro termo da equação (2.9) obtém-se:

∫
Ω

σ∗kj,jukdΩ +

∫
Ω

bku
∗
kdΩ = −

∫
Γ

pku
∗
kdΓ +

∫
Γ

p∗kukdΓ, (2.10)

que corresponde ao teorema recíproco de Betti. A equação (2.8) deve satisfazer as seguintes

condições de contorno:

uk = ūk em Γ1,

pk = p̄k em Γ2.
(2.11)

Dividindo o contorno Γ em Γ1 e Γ2 para aplicar as condições de contorno nessas

duas partes tem-se:

∫
Ω

σ∗kj,jukdΩ +

∫
Ω

bku
∗
kdΩ = −

∫
Γ1

pku
∗
kdΓ−

∫
Γ2

p̄ku
∗
kdΓ +

∫
Γ1

ūkp
∗
kdΓ +

∫
Γ2

ukp
∗
kdΓ (2.12)
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onde as barras representam os valores conhecidos de deslocamentos e trações no contorno.

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo à esquerda da equação (2.12) obtém-se:

∫
Ω

(σkj,j + bk)u
∗
kdΩ =

∫
Γ2

(pk − p̄k)u∗kdΓ +

∫
Γ1

(ūk − uk)p∗kdΓ (2.13)

A equação (2.13) é um teorema generalizado que pode ser utilizado para obter as

equações integrais no contorno. Aplicando como funções peso as soluções fundamentais

obtidas para uma carga pontual bl = ∆i ao longo da direção do vetor unitário el, à primeira

integral de domínio da equação (2.12), esta simpli�ca-se em:

∫
Ω

σ∗kj,jukdΩ =

∫
Ω

σ∗lj,juldΩ = −
∫
Ω

∆iuleldΩ = −uilel. (2.14)

A equação (2.12) pode ser escrita para representar as três componentes de desloca-

mento em i. Tomando-se as três direções independentemente resulta em:

uil +

∫
Γ1

p∗lkūkdΓ +

∫
Γ2

p∗lkukdΓ =

∫
Γ1

u∗lkpkdΓ +

∫
Γ2

u∗lkp̄kdΓ +

∫
Ω

u∗lkbkdΩ, (2.15)

que pode ser escrita mais sucintamente sem separar as incógnitas e as condições de contorno:

uil +

∫
Γ

p∗lkukdΓ =

∫
Γ

u∗lkpkdΓ +

∫
Ω

u∗lkbkdΩ. (2.16)

A equação (2.16), conhecida como identidade de Somigliana, é válida para qualquer

força aplicada a um ponto 'i' do domínio Ω. Através desta identidade é possível calcular ana-

liticamente o deslocamento em quaisquer pontos internos em termos dos valores no contorno,

das forças de domínio e das soluções fundamentais. Quando (2.16) é avaliada no contorno,

surgem singularidades que precisam ser isoladas, para um hemisfério de raio ε , de superfície

Γε, em torno da singularidade (�gura 2.2), tomando-se então um limite em todas as integrais

de (2.16), conforme o seguinte exemplo [Brebbia e Dominguez, 1989]:

∫
Γ

p∗lkukdΓ = lim
ε→0

{ ∫
Γ−Γε

p∗lkukdΓ

}
+ lim

ε→0

{∫
Γε

p∗lkukdΓ

}
, (2.17)
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Figura 2.2 � Representação do limite avaliado pela equação (2.17).

pode-se provar que, em pontos onde o contorno é suave, (2.17) simpli�ca-se em:

lim
ε→0

{∫
Γε

p∗lkdΓ

}
= −1

2
δlk, (2.18)

e todas as outras integrais tendem a zero. O lado esquerdo da equação (2.17) resulta em:

∫
Γ

p∗lkukdΓ− 1

2
δlku

i
k =

∫
Γ

p∗lkukdΓ− 1

2
uil. (2.19)

Chamando o termo livre de clk a equação (2.16) pode ser escrita como:

cilku
i
k +

∫
Γ

p∗lkukdΓ =

∫
Γ

u∗lkpkdΓ +

∫
Ω

u∗lkbkdΩ. (2.20)

Em pontos onde o contorno não é suave (arestas e vértices) o termo livre clk torna-se

dependente de formulações que não são objeto de estudo neste trabalho.

2.2.1 Soluções fundamentais

Para a obtenção das soluções fundamentais de deslocamentos u∗lk e trações p
∗
lk, é pre-

ciso obter as equações de equilíbrio em função dos deslocamentos. Substituindo na equação

(2.4) a equação (2.6), que relaciona tensões e deformações, e a equação (2.5), que relaciona

as deformações e deslocamentos, é obtida a equação de equilíbrio conhecida como equação

de Navier [Brebbia e Dominguez, 1989]:

(
1

1− 2ν

)
uj,jk + uk,jj +

1

µ
bk = 0 em Ω . (2.21)
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A solução fundamental de Kelvin então é obtida a partir da equação (2.21), aplicando-

se uma carga unitária concentrada em um ponto i na direção na direção do vetor unitário

el, tem-se então que:

bl = ∆iel, (2.22)

e pode ser obtida representando os deslocamentos em termos do vetor de Galerkin, G, tal

que:

uj = Gj,mm −
1

2(1− ν)
Gm,jm. (2.23)

Substituem-se então as equações (2.23) e (2.22) na equação (2.21) que resulta em

Gl,mmjj −
1

µ
∆iel = 0, (2.24)

ou,

∇2(∇2Gl)−
1

µ
∆iel = 0, (2.25)

que pode ser escrito também como:

∇2(Fl)−
1

µ
∆iel = 0, (2.26)

onde:

Fl = ∇2Gl. (2.27)

A solução da equação (2.26) para problemas tri-dimensionais é dada por:

Fl =
1

4πrµ
el. (2.28)

Onde r é a distância entre o ponto i, onde está sendo aplicado o Delta, e qualquer

outro ponto. Substituindo (2.28) em (2.26) resulta em:

∇2Gl =
1

4πµr
el. (2.29)

A solução para a equação (2.29) é dada por:
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Gl = G · el, (2.30)

onde:

G =
1

8πµ
r. (2.31)

Tomando cada carga como independente pode-se escrever que Glk é o componente

k do vetor de Galerkin em qualquer ponto quando uma carga unitária é aplicada em i na

direção l:

Glk = Gδlk. (2.32)

De forma análoga, u∗lk representa o deslocamento em qualquer ponto na direção k

quando uma carga é aplicada em i na direção l:

u∗k = u∗lkel. (2.33)

Em acordo com a equação (2.23) pode ser escrito:

u∗lk = Glk,mm −
1

2(1− ν)
Glm,km. (2.34)

Substituindo (2.32) e (2.33) em (2.34) obtém-se �nalmente:

u∗lk =
1

16πµ(1− ν)r
((3− 4ν) δlk + r,lr,k) , (2.35)

que é a solução fundamental para o deslocamento na direção k, quando uma carga unitária

é aplicada na direção l (�gura 2.3).

As trações na superfície Γ podem ser escritas como:

p∗k = p∗lkel, (2.36)

levando à solução fundamental para a tração na direção k, para uma carga unitária aplicada

na direção l, no ponto i:
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Figura 2.3 � Representação da força considerada na solução fundamental.

p∗lk =
−1

8π(1− ν)r2

(
∂r

∂n
((1− 2ν)δlk + 3r,lr,k) + (1− 2ν) (nlr,k − r,lnk)

)
, (2.37)

onde nl é a componente na direção l do vetor normal à superfície Γ no ponto j, ∂r/∂n é a

derivada do vetor r, em relação à normal n.
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3. IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA

Neste capítulo será descrita a passagem da formulação integral para uma abordagem

discreta (divisão em elementos), que resulta em um sistema de equações algébricas. A

interpolação da geometria é feita com elementos retangulares contínuos. Já as variáveis

físicas são interpoladas por meio de elementos descontínuos, o que simpli�ca a montagem

das matrizes do problema e permite malhas não-conformes, devido à não necessidade de

coincidência dos nós ao longo da malha [Rüberg e Schanz, 2009]. O equacionamento do

MEC Direto é descrito de acordo com Brebbia e Dominguez, 1989. Finalmente são abordados

os métodos de integração mais comumente utilizados para a construção das matrizes, para

uma futura comparação com o Método de Integração Direta que será implementado neste

trabalho.

3.1 Interpolação da geometria

A interpolação do vetor de coordenadas cartesianas x de um ponto p com coorde-

nadas locais (ξ1, ξ2) é calculada através da seguinte equação:

x =
nnos∑
n=1

φn(ξ1, ξ2)xjn, (3.1)

onde nnos é o número de nós que o elemento possui, φn é o valor da n-ésima função de

interpolação do elemento em (ξ1, ξ2), e xjn são as coordenadas do n-ésimo nó do elemento j.

Este somatório é resumido em forma matricial conforme o produto:

x = Φxj, (3.2)

onde φ é o vetor com as nnos funções de interpolação em (ξ1, ξ2), e xj é uma matriz de

dimensões 3 x nnos, contendo as coordenadas x de cada nós geométricos do elemento j.

Neste trabalho optou-se pelo uso de elementos retangulares com um sistema de

coordenadas normalizado (ξ1, ξ2) que varia de [-1,1], conforme a �gura 3.1. As funções de

interpolação do elemento linear podem ser descritas pelas seguinte equação:
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φn =
1

2
(1 + ξn1 ξ1)

1

2
(1 + ξn2 ξ2). (3.3)

(b)

4 3

21
(-1,-1) (1,-1)

(1,1)(-1,1)

(a)

Figura 3.1 � Elemento retangular em: (a) domínio geral e (b) domínio normalizado.

Adicionando nós intermediários nas arestas do elemento, entre os nós existentes,

obtém-se o elemento quadrático serendipity, cujas coordenadas dos nós são descritas na

Tabela 3.1. As funções de interpolação deste elemento são:

φ1 =
1

4
(1− ξ1)(1− ξ2)(−ξ1 − ξ2 − 1), φ5 =

1

2
(1− ξ2

1)(1− ξ2),

φ2 =
1

4
(1 + ξ1)(1− ξ2)(ξ1 − ξ2 − 1), φ6 =

1

2
(1 + ξ1)(1− ξ2

2),

φ3 =
1

4
(1 + ξ1)(1 + ξ2)(ξ1 + ξ2 − 1), φ7 =

1

2
(1− ξ2

1)(1 + ξ2),

φ4 =
1

4
(1− ξ1)(1 + ξ2)(−ξ1 + ξ2 − 1), φ8 =

1

2
(1− ξ1)(1− ξ2

2).

(3.4)

As coordenadas locais do elemento quadrático, e algumas destas também comparti-

lhadas com o elemento linear, são trazidas na Tabela 3.1.

3.2 Discretização das variáveis físicas e carregamentos

Neste trabalho serão empregados elementos descontínuos para discretizar as variáveis

físicas, devido à sua �exibilidade computacional. Este tipo de elemento foi primeiramente

sugerido para uso no MEC por Patterson e Sheikh, 1981. A posição dos nós cujas variáveis

físicas serão calculadas, os nós físicos, estarão recuados de uma certa distância dos nós

geométricos dos elementos conforme a �gura 3.2.
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Tabela 3.1 � Coordenadas locais do elemento linear (nós 1-4) e quadrático (nós 1-8).

n ξ1 ξ2

1 -1.0 -1.0

2 1.0 -1.0

3 1.0 1.0

4 -1.0 1.0

5 0.0 -1.0

6 1.0 0.0

7 0.0 1.0

8 -1.0 0.0

(a)

4 3

21

4 3

21 5

6

7

8

(b)

Figura 3.2 � Elementos descontínuos (a) Linear e (b) Quadrático.

As funções de interpolação para estes elementos podem ser obtidas adequando as

funções originais, multiplicando-as por uma matriz de transformação, porém é possível obtê-

las parametrizando essas funções, para que se adequem conforme o recuo dos nós [Beer et al.,

2008]. As funções do elemento linear �cam então:

φ̄1 =
1

c
(d1 − ξ1)(d3 − ξ2), φ̄2 =

1

c
(d2 + ξ1)(d3 − ξ2),

φ̄3 =
1

c
(d2 + ξ1)(d4 + ξ2), φ̄4 =

1

c
(d1 − ξ1)(d4 + ξ2),

c = (d1 + d2)(d3 + d4).

(3.5)

E as funções do elemento quadrático são
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φ̄1 =
1

c
(d1 − ξ1)(d3 − ξ2)(−1− ξ1

d2

− ξ2

d4

),

φ̄2 =
1

c
(d2 + ξ1)(d3 − ξ2)(−1− ξ1

d1

− ξ2

d4

),

φ̄3 =
1

c
(d2 + ξ1)(d4 + ξ2)(−1− ξ1

d1

− ξ2

d3

),

φ̄4 =
1

c
(d1 − ξ1)(d4 + ξ2)(−1− ξ1

d2

− ξ2

d3

),

φ̄5 =
(d1 − ξ1)(d2 − ξ1)(d3 − ξ2)

d1d2(d3 + d4)
,

φ̄6 =
(d2 − ξ1)(d3 + ξ1)(d4 − ξ2)

d3d4(d1 + d2)
,

φ̄7 =
(d1 − ξ1)(d2 − ξ1)(d4 + ξ2)

d1d2(d3 + d4)
,

φ̄8 =
(d1 − ξ1)(d3 − ξ2)(d4 − ξ2)

d3d4(d1 + d2)
,

(3.6)

que facilmente retornam às equações (3.3) e (3.4), quando di são todos iguais a unidade.

A �m de simpli�car o código computacional, será de�nido que a distância de retração

para todos os nós físicos de um mesmo elemento é igual, e chamada de recuo:

d = d1 ≡ d2 ≡ d3 ≡ d4. (3.7)

recuo = (1− d). (3.8)

Com base nas funções de interpolação de�nidas anteriormente, os deslocamentos e

trações nos elementos poderão ser calculadas então para um elemento j:

u = Φ̄uj, (3.9a)

p = Φ̄pj, (3.9b)

onde os vetores u e p são os deslocamentos e trações em um ponto p qualquer do contorno

Γ:

u =
{
u1 u2 u3

}T
, (3.10a)

p =
{
p1 p2 p3

}T
, (3.10b)

as matrizes das variáveis nodais do elemento j têm a seguinte forma:
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uj =
{
u1

1 u1
2 u1

3

... u2
1 u2

2 u2
3

... · · · ... unnos1 unnos2 unnos3

}T
, (3.11a)

pj =
{
p1

1 p1
2 p1

3

... p2
1 p2

2 p2
3

... · · · ... pnnos1 pnnos2 pnnos3

}T
, (3.11b)

as matrizes Φ̄ e Φ, contém as funções de interpolação para cada um dos nós da partição

física e geométrica do elemento:

Φ̄ =
{
ϕ̄1 ϕ̄2 · · · ϕ̄nnos

}T
, (3.12a)

Φ =
{
ϕ1 ϕ2 · · · ϕnnos

}T
, (3.12b)

onde as matrizes ϕ̄j e ϕj, são de�nidas em notação indicial por:

ϕ̄jab = φ̄jδab, (3.13a)

ϕjab = φjδab, (3.13b)

onde δab é o delta de Kroenecker, e φ̄j e φj são os valores das respectivas funções de interpo-

lação avaliadas no nó j do elemento.

3.2.1 Transformação de coordenadas

Devido à transformação do sistema de coordenadas global para o sistema local do

elemento, deve ser calculado o Jacobiano da transformação, que no caso 3D, Beer et al.,

2008, de�nem como sendo o valor da área real de um segmento de tamanho 1x1 no sistema

de coordenadas local. Primeiramente, de�nem-se os vetores direcionais v1 e v2:

v1i =
∂ξ1

∂xi
, v2i =

∂ξ2

∂xi
. (3.14)

De posse destes vetores, é possível calcular o vetor normal à superfície do elemento,

v3:

v3 = v1 × v2, (3.15)

e o Jacobiano será de�nido através da norma do vetor v3:

J = ‖v3‖ . (3.16)
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3.3 Discretização das equações integrais

A partir da formulação integral já desenvolvida, é possível obter uma solução exata

para o problema, porém inviável até mesmo para casos simples. A discretização do contorno

em elementos permite a resolução do problema numericamente, obtendo uma solução para

o problema aproximado. Neste trabalho somente será abordado o caso tridimensional, por

isso o número de dimensões cartesianas das variáveis será sempre 3. A equação (2.20) pode

ser reescrita na forma matricial:

ciui +

∫
Γ

p∗udΓ =

∫
Γ

u∗pdΓ +

∫
Ω

u∗bdΩ, (3.17)

onde ci =
1

2
I. [Brebbia e Dominguez, 1989], e as soluções fundamentais expressadas matri-

cialmente tem a seguinte forma:

u∗ =
{
u∗11 u∗12 u∗13

... u∗21 u∗22 u∗23

... u∗31 u∗32 u∗33

}
, (3.18a)

p∗ =
{
p∗11 p∗12 p∗13

... p∗21 p∗22 p∗23

... p∗31 p∗32 p∗33

}
. (3.18b)

Discretizando o contorno em elementos, aplicam-se as funções de interpolação (3.12)

na equação (3.17), e as integrais que eram realizadas sobre todo contorno, tornam-se soma-

tórios de integrais sobre os elementos:

ciui +
NE∑
j=1

{∫
Γj

p∗ΦdΓ

}
uj =

NE∑
j=1

{∫
Γj

u∗ΦdΓ

}
pj +

M∑
s=1

{∫
Ωs

u∗bdΩ

}
, (3.19)

onde NE indica que a soma será feita sobre todos os elementos no contorno, Γj é a superfície,

e uj e pj são os deslocamentos e trações, do elemento j. A integral no domínio Ωs requer

uma discretização do mesmo em M células de domínio para que seja realizada a integração

numérica, porém, isso pode ser evitado levando as forças de corpo para o contorno, conforme

proposto primeiramente por Pape e Banerjee, 1987 [Brebbia e Dominguez, 1989].

Finalmente, é realizada uma transformação das coordenadas globais para as coor-

denadas locais dos elementos. Sendo assim, dΓx = JdΓξ, e dΩx = JΩdΩξ, onde então se
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reescreve (3.19) como:

ciui +
NE∑

1

{∫
Γξ

p∗ΦJdΓξ

}
uj =

NE∑
1

{∫
Γξ

u∗ΦJdΓξ

}
pj +

M∑
s=1

{∫
Ωξ

u∗bJΩdΩξ

}
. (3.20)

Como a equação (3.20) é válida para um nó 'i', uma vez integrada, a mesma pode

ser montada da seguinte maneira:

ciui +
nnos∑
j=1

Ĥijuj =
nnos∑
j=1

Gijpj +
M∑
s=1

Bis, (3.21)

onde

Gij = ∫
Γξ

u∗ΦJdΓξ (3.22a)

Ĥij = ∫
Γξ

p∗ΦJdΓξ (3.22b)

Bis = ∫
Ωξ

u∗bJΩdΩξ. (3.22c)

Então chamando

Hij =

Ĥij, se i 6= j,

Ĥij + ci, se i = j,

(3.23)

simpli�ca-se a equação (3.22a) em:

nnos∑
j=1

Hijuj =
nnos∑
j=1

Gijpj +
M∑
s=1

Bis. (3.24)

Arranjando-se todas as submatrizes para todos os nós da discretização forma-se

então o sistema de equações:

Hu = Gp + B. (3.25)

Fazendo então uma troca entre as colunas de H e G para arranjar as incógnitas em

um mesmo vetor X, e efetuando a multiplicação da matriz e do vetor onde todas as variáveis

são conhecidas, e somando o vetor B ao resultado desta multiplicação, resulta no seguinte
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sistema de equações:

AX = F, (3.26)

que será resolvido algebricamente para obter os deslocamentos e trações não conhecidos no

contorno.

3.4 Integração numérica das matrizes G e H

Para calcular os termos das matrizes G e H, quando i 6= j e os elementos estão

su�cientemente afastados, as integrais são regulares, podendo assim ser calculadas por qua-

dratura Gaussiana padrão [Beer et al., 2008]. Desta forma as equações (3.22) simpli�cam-se

em:

Gij =

K1∑
k1=1

K2∑
k2=1

u∗(pi, qjk(ξ))Φ(qjk(ξ))J(qjk(ξ))Wk1Wk2 (3.27a)

Hij =

K1∑
k1=1

K2∑
k2=1

p∗(pi, qjk(ξ))Φ(qjk(ξ))J(qjk(ξ))Wk1Wk2 (3.27b)

onde k = (k1, k2), K1 e K2 são o número de abscissas da quadratura de Gauss para cada

direção do sistema de coordenadas local do elemento, pi é o ponto fonte, qjk(ξ) é o ponto k da

quadratura (ponto campo) e Wk1 e Wk2 são os vetores que contém os pesos correspondentes

a cada direção da quadratura.

3.4.1 Imposição de Movimento de Corpo Rígido (IMCR)

A forma mais simples de obtenção das submatrizes Hii em H, devido à di�culdade

inerente de calculá-las via integrais analíticas ou mesmo com integração numérica, é atra-

vés da imposição de uma translação de corpo rígido em cada uma das direções [Brebbia e

Dominguez, 1989], resultando em:

HIq = 0, (3.28)

onde Iq é um vetor com deslocamentos unitários em todos os nós ao longo da direção q, e

zero nas outras duas direções. Como a equação (3.28) deve ser respeitada para qualquer

direção q, pode se escrever:
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Hii = −
N∑

j=1

Hij para j 6= i (3.29)

que leva às submatrizes diagonais em termos das outras submatrizes de H.

De acordo com Brebbia e Dominguez, 1989, a equação (3.29) é válida somente para

um domínio fechado. Para um domínio sem fronteira (ex: domínio in�nito), deve ser utilizada

a seguinte relação:

Hii = I−
N∑

j=1

Hij para j 6= i (3.30)

onde I é uma matriz identidade 3x3.

3.4.2 Integração numérica de núcleos fracamente singulares

Os termos da diagonal da matriz Gii podem ser difíceis de ser calculados, uma vez

que a solução fundamental de deslocamentos é de natureza fracamente singular. Apesar

da existência de quadraturas de Gauss com funções peso logarítmicas como a descritas em

Stroud e Secrest, 1966, que integram com excelente precisão este tipo de singularidade, as

mesmas requerem um isolamento da parcela logarítmica do integrando, e são válidas para

um intervalo normalizado no intervalo [0,1]. Muitas propostas já foram feitas ao longo

dos anos para integrar numericamente tais funções, e um dos métodos mais e�cientes para

integração numérica de núcleos fracamente singulares é o descrito por Telles, 1987, sendo

este amplamente utilizado.

O método aplica uma transformação cúbica (TC) de coordenadas no elemento, de

forma que as abscissas da quadratura concentram-se em torno da singularidade, e faz com que

o Jacobiano desta trasformação se anule no ponto singular. A transformação de coordenadas

ocorre tal que a integral a ser calculada modi�ca-se conforme:

1∫
−1

f(γ)dγ =

1∫
−1

f(ζ)J(ζ)dζ, (3.31)

onde:

ζ = aγ3 + bγ2 + cγ + d, (3.32)
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e J(γ), o Jacobiano desta transformação, é dado por:

J(γ) = 3aγ2 + 2bγ + c, (3.33)

onde os parâmetros a, b, c e d, sãos descritos em Telles, 1987. Como pôde ser observado,

a formulação apresentada é unidimensional, porém a extensão para duas ou três dimensões

é direta, pois cada conjunto de abscissas é transformado separadamente e os pesos multi-

plicados pelo Jacobiano, e depois utilizados conforme ocorre na extensão da quadratura de

Gauss-Legendre para duas dimensões, descrita na Seção 3.4.
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4. O MÉTODO DE INTEGRAÇÃO DIRETA DE NÚCLEOS SINGULARES

Neste capítulo é abordado o método de integração direta que será testado como

alternativa a imposição de movimento de corpo rígido (IMCR), descrito na Seção 3.4.1, para

a integração dos núcleos singulares. Este método foi primeiramente aplicado ao MEC por

Guiggiani e Casalini, 1987, fundamentado na teoria de integrais singulares multidimensio-

nais de Mikhlin, 1965. O método baseia-se em extrair a parte singular do núcleo para que

a mesma seja integrada analiticamente. Isto é feito de forma generalizada e considerando

o mapeamento dos elementos, não dependendo de formulações especí�cas para cada tipo

de elemento, e a integração analítica é independente do núcleo tornando o método robusto

e simpli�cado, tanto do ponto de vista matemático quanto computacional. Primeiramente

apresenta-se a fundamentação matemática deste método, conforme apresentado em Guiggi-

ani, 1998. Após, são desenvolvidas as expansões em séries de Taylor das variáveis envolvidas

nos núcleos singulares, para que �nalmente construam-se as expansões assintóticas dos nú-

cleos contendo os tensores de deslocamentos e trações da elasticidade linear 3D.

A implementação do método é discutida e alguns resultados preliminares são apre-

sentados, em comparação com TC e IMCR. Por �m é veri�cado o número de pontos de

integração em função da variação na razão de aspecto do elemento, e comparados com re-

sultados obtidos da literatura.

4.1 Revisão do método

No método de integração direta a parte singular da integração é realizada analiti-

camente durante o desenvolvimento do método. O único requerimento matemático para a

aplicação deste método é o desenvolvimento das expansões assintóticas em torno do ponto

singular. O restante da integração é regular e pode ser feita numericamente da mesma

maneira que as rotinas existentes nos programas do MEC já a realizam [Guiggiani, 1998].

Considerando-se elementos descontínuos, uma porção do contorno Γ que contém o

ponto de colocação singular q é o contorno de um elemento qualquer ΓS. A equação integral

que precisa ser calculada computacionalmente para este ponto tem a seguinte forma:
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I = lim
ε→0

{∫
(Γs−eε)

Kij(q,p)φa(η)dΓ + φa(η)
bij(q)

ε

}
, (4.1)

onde Kij(q,p) é um tensor singular, q é o ponto campo e p o ponto fonte, φa é o vetor com

as funções de interpolação em η = ξ(q), que são as coordenadas do ponto campo q no plano

local, e bij(q) é um termo referente às forças atuantes sobre o domínio. A região eε é a região

de exclusão, uma vizinhança circular em torno do ponto fonte q, cujo raio, ε, tende a zero.

Por meio das funções de interpolação e do Jacobiano da transformação, o elemento

ΓS é mapeado em um elemento retangular padrão, Rs. De acordo com isso, a vizinhança

simétrica eε, no espaço real, é mapeada em uma região σε no espaço ξ. Apesar de não ser mais

um círculo, a região continua com seu raio ε tendendo a zero. No espaço das coordenadas

locais, a integral torna-se então:

I = lim
ε→0

{∫
(Rs−σε)

Kij(η, ξ)φa(η)J(ξ)dξ1dξ2 + φa(η)
bij(q)

ε

}
. (4.2)

Seguindo uma prática comum no MEC, coordenadas polares (ρ,θ) centradas em η,

são de�nidas no espaço de ξ (Figura 4.1):

 ξ1 = η1 + ρ cos θ

ξ2 = η2 + ρ sen θ,
(4.3)

Figura 4.1 � Representação das variáveis consideradas, do elemento e da região de exclusão,

em coordenadas polares.

tal que dξ1dξ2 = ρdρdθ, então a equação (4.2) torna-se:
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I = lim
ε→0

{∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

Fij(ρ, θ)dρdθ + φa(η)
bij(q)

ε

}
, (4.4)

onde Fij(ρ, θ) = KijφaJρ = O(ρ−2) é o integrando singular, ρ = α(ε, θ) é a equação em

coordenadas polares da vizinhança distorcida, e ρ = ρ̄(θ) é a equação em coordenadas

polares do contorno da região Rs.

Analisando a função singular Fij, sendo a mesma de ordem ρ−2, é possível realizar

uma expansão em série de Laurent em função de ρ, na forma de:

Fij(ρ, θ) =
F−2(θ)

ρ2
+
F−1(θ)

ρ1
+O(1), (4.5)

A dependência de θ é crucial para F−1 e F−2 representarem o comportamento as-

sintótico de Fij quando ρ→ 0 [Guiggiani, 1998]. Neste ponto do desenvolvimento, torna-se

importante a expansão em série de Taylor de ρ, o raio r no plano local:

ρ = α(ε, θ) = ε.β(θ) + ε2.γ(θ) +O(ε3). (4.6)

As equações analíticas para obtenção das variáveis β(θ) e γ(θ) serão de�nidas du-

rante a obtenção das expansões assintóticas F−1 e F−2.

Adicionando e subtraindo os primeiros termos da equação (4.4) em (4.5) resulta em:

I = lim
ε→0



∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

[
Fij(ρ, θ)−

(
F−2

ρ2
+
F−1

ρ

)]
dρdθ

+

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

F−1(θ)

ρ
dρdθ

+

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

F−2(θ)

ρ2
dρdθ + φa(η)

bij(q)

ε


= I0 + I−1 + I−2.

Analisando cada equação separadamente, os limites tornam-se então:

I0 =

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

0

[
Fij(ρ, θ)−

(
F−2(θ)

ρ2
+
F−1(θ)

ρ

)]
dρdθ, (4.7)

que pode ser avaliada por quadraturas padrão transformadas às coordenadas polares. I−1,
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pode ser integrada analiticamente em ρ, restando apenas uma integral 1D e regular:

I−1 = lim
ε→0

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

F−1(θ)

ρ
dρdθ

= lim
ε→0

∫ 2π

0

F−1(θ) [ln |ρ̄(θ)| − ln |α(ε, θ)|] dθ

=

∫ 2π

0

F−1(θ) [ln |ρ̄(θ)|] dθ − lim
ε→0

∫ 2π

0

F−1(θ) ln |εβ(θ)| dθ

=

∫ 2π

0

F−1(θ) ln

∣∣∣∣ ρ̄(θ)

β(θ)

∣∣∣∣ dθ − lim
ε→0

{
ln ε

∫ 2π

0

F−1(θ)dθ

}
=

∫ 2π

0

F−1(θ) ln

∣∣∣∣ ρ̄(θ)

β(θ)

∣∣∣∣ dθ. (4.8)

Um tratamento similar pode ser aplicado a I−2:

I−2 = lim
ε→0

{∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

α(ε,θ)

F−2(θ)

ρ2
dρdθ + φa(η)

bikj(y)

ε

}
= lim

ε→0

{∫ 2π

0

F−2(θ)

[
− 1

ρ̄(θ)
+

1

α(ε, θ)

]
dθ + φa(η)

bikj(y)

ε

}
= lim

ε→0

{∫ 2π

0

F−2(θ)

εβ(θ)

[
1− εγ(θ)

β(θ)

]
dθ + φa(η)

bikj(y)

ε

}
−
∫ 2π

0

F−2(θ)

ρ̄(θ)
dθ

= lim
ε→0

(
1

ε

){∫ 2π

0

F−2(θ)

β(θ)
dθ + φa(η)bikj(y)

}
−
∫ 2π

0

F−2(θ)

[
γ(θ)

β2(θ)
+

1

ρ̄(θ)

]
dθ

= −
∫ 2π

0

F−2(θ)

[
γ(θ)

β2(θ)
+

1

ρ̄(θ)

]
dθ. (4.9)

.

Então, reunindo as equações (4.7), (4.8) e (4.9), a integral I será resumida em:

I =

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

0

[
Fij(ρ, θ)−

(
F−2(θ)

ρ2
+
F−1(θ)

ρ

)]
dρdθ+∫ 2π

0

{
F−1(θ) ln

∣∣∣∣ ρ̄(θ)

β(θ)

∣∣∣∣− F−2(θ)

[
γ(θ)

β2(θ)
+

1

ρ̄(θ)

]}
dθ.

(4.10)

4.2 Expansões assintóticas para os tensores da elasticidade linear 3D

Para desenvolver as expansões assintóticas dos núcleos singulares, é preciso expandir

todas as variáveis envolvidas em séries de Taylor, para então separar cada parte dos núcleos

assintoticamente. A expansão de Taylor do raio ri = (xi − yi), em torno de η = (η1, η2) ,

coordenadas locais do ponto fonte q, é:
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ri = xi − yi =

(
δxi
δξ1

∣∣∣∣
ε=η

(ξ1 − η1) +
δxi
δξ2

∣∣∣∣
ε=η

(ξ2 − η2)

)
+(

δ2xi

δξ1
2

∣∣∣∣
ε=η

(ξ1 − η1)2 +
δ2xi
δξ1δξ2

∣∣∣∣
ε=η

(ξ1 − η1) (ξ2 − η2) +
δ2xi

δξ2
2

∣∣∣∣
ε=η

(ξ2 − η2)2

)
+ · · ·

(4.11)

Com o emprego das coordenadas polares em (4.11), consegue-se isolar o raio ρ:

ri = ρ

(
δxi
δξ1

∣∣∣∣
ε=η

cos θ +
δxi
δξ2

∣∣∣∣
ε=η

sen θ

)
+

ρ2

(
δ2xi

δξ1
2

∣∣∣∣
ε=η

cos2θ

2
+

δ2xi
δξ1δξ2

∣∣∣∣
ε=η

sen θ cos θ +
δ2xi

δξ2
2

∣∣∣∣
ε=η

sen 2θ

2

)
+O(ρ3),

(4.12)

ou seja,

ri = ρAi(θ) + ρ2Bi(θ) +O(ρ3). (4.13)

Nota-se que Ai e Bi são simples funções trigonométricas de θ . Torna-se conveniente

de�nir:

A(θ) =

√√√√ 3∑
k=1

[Ak(θ)]
2 > 0, (4.14)

C(θ) =
3∑

k=1

Ak(θ)Bk(θ). (4.15)

Ou seja, A(θ) e C(θ), são escalares. A expansão de Ji será dada por:

Ji = Ji(η) + ρ

[
∂Ji
∂ξ1

∣∣∣∣
ξ=η

cos θ +
∂Ji
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=η

sen θ

]
+O

(
ρ2
)

= Ji0 + ρJi1(θ) +O(ρ2). (4.16)

Importante também de�nição dada por Guiggiani et al., 1992:

AiJi0 ≡ 0, (4.17)

pois no ponto onde ocorre a singularidade, Ai deve ser perpendicular ao vetor Ji0, que tem

o seu módulo de�nido por:



31

J =

√∑3

k=1
J2
k . (4.18)

De�ne-se então a expansão das potências de r:

rn = ρnAn
(

1 + nρ
C

A2

)
+O(ρn+2), n = 1, 2, 3, ..., (4.19)

e as derivadas do vetor ri:

r,i =
xi − yi
r

=
ρAi + ρ2Bi +O(ρ3)

ρA(1 + ρ C
A2 ) +O(ρ2)

=
Ai
A

+ ρ

(
Bi

A
− Ai

C

A3

)
, (4.20)

resumido então em:

r,i = di0 + ρdi1 +O(ρ3), (4.21)

onde:

di0 =
Ai
A

(4.22)

di1 =
Bi

A
− Ai

C

A3
. (4.23)

Por último se requer a expansão das funções de interpolação:

φa = φa(η) + ρ

[
∂φa
∂ξ1

∣∣∣∣
ξ=η

cos θ +
∂φa
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=η

sen θ

]
+O

(
ρ2
)

= φa0 + ρφa1(θ) +O(ρ2). (4.24)

Fazendo-se uso das relações anteriores, é possível estabelecer algumas relações úteis

para a construção das expansões:
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r,n = r,ini (4.25a)

r,nJ = r,iJi (4.25b)

r,iJi = ρf1 +O(ρ2) (4.25c)

r,k (r,iJi) = ρgk1 +O(ρ2) (4.25d)

r,nr,ir,jJ = ρhjk1 +O(ρ2) (4.25e)

nir,jJ = lij0 + ρlij1 +O(ρ2), (4.25f)

onde:

f1 =

(
BiJi0 + AiJi1

A

)
(4.26)

gi1 =
Ai
A
f1 (4.27)

hjk1 =
Ak
A
gj1 (4.28)

lij0 =
Ji0Aj
A

(4.29)

lij1 = Ji0

(
Bj

A
− AjC

A3

)
. (4.30)

Para realizar o processo de limite da região de exclusão, é preciso calcular a expansão

de α(ε, θ):

ε = ρA(θ) + ρ2C(θ)

A(θ)
+O(ρ3). (4.31)

Usando uma reversão da série da equação (4.31), obtém-se a expansão em potências

de ε da equação em coordenadas polares do contorno de σε, a imagem de es :

ρ =
ε

A(θ)
− ε2 C(θ)

A4(θ)
+O(ε3)

= ε.β(θ) + ε2.γ(θ) +O(ε3),

(4.32)

onde β(θ) e γ(θ) �cam então de�nidos:

β(θ) =
1

A(θ)
(4.33)

γ(θ) = − C(θ)

A4(θ)
. (4.34)
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E ainda de�ne-se que β(θ) = β(θ + π) e γ(θ) = −γ(θ + π) .

4.2.1 Aplicação às equações da elasticidade linear

Solução fundamental de deslocamentos

A solução fundamental de deslocamentos para o caso 3D é a equação (2.35). Ao ser

integrada em coordenadas polares, o núcleo contendo u∗αβ �ca escrito como:

uFαβ = uαβ
∗.φa.J.ρ, (4.35)

que, agrupando os termos �ca:

uFαβ =
1

16πµ(1− ν)
((3− 4ν)Aαβ +Bαβ) , (4.36)

onde:

Aαβ =
φnJδαβ

r
ρ (4.37)

Bαβ = r,αr,β
φnJ

r
ρ. (4.38)

Desenvolvendo cada termo separadamente resulta em:

Aαβ = ρ (φn0 + ρφn1) Jδαβ

(
1

ρA
− C

A3

)
= ρ

(
φn0Jδαβ

A

)
1

ρ
+O(1) +O(ρ)

= O(1) +O(ρ), (4.39)

e

Bαβ = ρ (dα0 + ρdα1) (dβ0 + ρdβ1) (φn0 + ρφn1)

(
1

ρA
− C

A3

)
J

= ρ
dα0dβ0φn0

ρA
J +O(1) +O(ρ) +O(ρ2)

= ρ

(
AαAβφn0J

A3

)
1

ρ
+O(1) +O(ρ) +O(ρ2)

= O(1) +O(ρ) +O(ρ2). (4.40)

Comparando com a série de Laurent, equação (4.5), conclui-se que:
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F
A
−2 = 0,

F
B
−2 = 0,

F
A
−1 = 0,

F
B
−1 = 0,

(4.41)

o que resulta nas seguintes expansões para o núcleo contendo u∗:

u
F−1 = 0, (4.42)

u
F−2 = 0. (4.43)

Concluindo que o núcleo contendo a solução fundamental de deslocamentos torna-se

regular, se avaliado em coordenadas polares, não restando termo assintótico a ser subtraído

devido à sua singularidade fraca, con�rmando o fato salientado por Guiggiani et al., 1992.

Solução fundamental de trações

Apesar da expansão assintótica para o núcleo de trações já ter sido apresentada em

Pereira e Parreira, 1994, não foi publicado o desenvolvimento desta expansão no trabalho

citado, portanto ela será desenvolvida aqui. A solução fundamental de trações 3D, conforme

Brebbia e Dominguez, 1989, é a equação (2.37). Um núcleo pFαβ, que contém a solução

fundamental p∗ pode ser escrito como:

pFαβ = p∗αβ.φa.J.ρ, (4.44)

ou:

pFαβ =
−1

8π(1− ν)
((1− 2ν)Aαβ + 3Bαβ + (1− 2ν)Cαβ) , (4.45)

onde:

Aαβ =
r,nφaJδαβ

r2
ρ (4.46)

Bαβ = r,nr,αr,β
φaJ

r2
ρ (4.47)

Cαβ = (nαr,β − nβr,α)
φaJ

r2
ρ. (4.48)

Desenvolvendo cada termo da equação (4.48) separadamente resulta em:
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Aαβ = ρ
r,γJγφaδαβ

r2

= ρ2f1 (φa0 + ρφa1)

(
1

ρ2A2
− 2C

ρA4

)
δαβ

= (φa0 + ρφa1)

(
f1

A2
− ρf1

2C

A4

)
δαβ

= O(1) +O(ρ) +O(ρ2), (4.49)

Bαβ = ρr,nr,αr,β
φaJ

r2

= ρ2hαβ1
φa
r2

= ρ2hαβ1 (φa0 + ρφa1)

(
1

ρ2A2
− 2C

ρA4

)
= (φa0 + ρφa1)

(
hαβ1

A2
− ρhαβ12C

A4

)
= O(1) +O(ρ) +O(ρ2), (4.50)

Cαβ = ρ (nαr,β − nβr,α)
φaJ

r2

= ρ (nαJr,β − nβJr,α)
φa
r2

= ρ (lαβ0 + ρlαβ1 − lβα0 − ρlβα1)
φa
r2

= ρ (mαβ0 + ρmαβ1) (φa0 + ρφa1)

(
1

ρ2A2
− 2C

ρA4

)
= ρ (mαβ0 + ρmαβ1)

(
φa0

ρ2A2
− φa02C

ρA4
+
φa1

ρA2
− φa12C

A4

)
=

(
mαβ0φa0

A2

)
1

ρ
+O(1) +O(ρ) +O(ρ2), (4.51)

que, comparados com a série de Laurent da equação (4.5), levam à conclusão de que:

F
A
−2 = 0,

F
B
−2 = 0,

F
C
−2 = 0.

F
A
−1 = 0,

F
B
−1 = 0,

Como F−n = F−nA + F−nB + F−nC , F−1 resulta em:
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F−1 =
− (1− 2ν)

8π(1− ν)

(
mαβ0φa0

A2

)
=
− (1− 2ν)

8π(1− ν)
(lαβ0 − lβα0)

φa0

A2

=
− (1− 2ν)

8π(1− ν)
(Jα0Aβ − Jβ0Aα)

φa0

A3

=
− (1− 2ν)

8π(1− ν)
(nαAβ − nβAα)

φa0J

A3
. (4.52)

Portanto, as expansões do núcleo contendo p∗ serão dadas por:

P
F−1 =

− (1− 2ν)

8π(1− ν)
(nα(η)Aβ(θ)− nβ(η)Aα(θ))

φa0(η)J(η)

A(θ)3 , (4.53)

P
F−2 = 0. (4.54)

A equação (4.53) concorda com a expansão apresentada por Pereira e Parreira, 1994.

4.3 Implementação numérica do método de integração direta

Como já visto anteriormente, para realizar a integração numérica dos núcleos sin-

gulares através da integração direta, torna-se necessária a avaliação numérica das integrais

em coordenadas polares, centradas no ponto singular. A idéia de transformar o sistema

cartesiano para um sistema de coordenadas polares antes de aplicar a integração numérica

origina-se de Rizzo e Shippy, 1977. O equacionamento necessário para este procedimento é

completamente apresentado no trabalho de Koizumi e Utamura, 1991, onde a integração em

coordenadas polares puramente numérica, com uma posterior correção de erros, é utilizada

para integração dos núcleos fortemente singular e hipersingular necessários para o cálculo

das variáveis físicas em pontos dentro do domínio no MEC.

A integral que precisa ser avaliada em coordenadas polares no presente trabalho é:

Io =

∫ 2π

0

∫ ρ̄(θ)

0

[
Kαβ(ρ, θ)NaJρ− F−1(θ)

ρ

]
dρdθ. (4.55)

Dividindo o elemento em 4 triângulos, com coordenadas locais (ρl, θl), conforme a

�gura 4.2, a equação (4.55) resulta em:
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Io =
∑4

reg=1

∫ θreg

0

∫ ρ̄reg(θreg)

0

[
Kαβ(ρl, θl)N

aJρ− F−1(θl)

ρl

]
dρdθ. (4.56)

1
2

3

4

Figura 4.2 � Representação da divisão do elemento em triângulos.

Para tornar possível a integração numérica deve-se transformar o intervalo de in-

tegração de [0, 0] até [ρ̄reg, θreg] para [−1,−1] até [1, 1], através de uma transformação de

variáveis, tal que: θl =
θ′reg

2
(ξ′1 + 1) e ρl =

ρ′reg
2

(ξ′2 + 1). Obtém-se então:

Io =
4∑

reg=1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[
Kαβ(ρl(ξ

′
1), θl(ξ

′
2))NaJρl −

F−1(θl(ξ
′
2))

ρl(ξ′1)

]
ρreg
2

θreg
2

dρldθl, (4.57)

onde (ξ′1, ξ
′
2) são as coordenadas locais dos triângulos, nas quais se utilizarão os pontos

da quadratura de Gauss. Resta somente retornar das coordenadas locais de cada triângulo

para o sistema de coordenadas local ξ do elemento, onde será avaliado o valor do núcleo da

integral, e aplicar a integração numérica, obtendo-se:

Io =
4∑

reg=1

nθ∑
k1=1

nρ∑
k2=1

[
Kαβ(ξregk1k2)N

aJρregk1k2 −
F−1(ξregk1k2)

ρregk1k2

]
ρreg
2

θreg
2
WkWl. (4.58)

O equacionamento necessário para distribuir os pontos da quadratura de Gauss em

cada uma das regiões triangulares é oriundo simplesmente de relações trigonométricas e

transformações de coordenadas, entretanto é trazido na tabela 4.1.

As integrais I−1 e I−2 já foram integradas analiticamente ao longo do raio, restando

apenas integrá-las numericamente de θ = 0 até θ = 2π da mesma maneira que as equações

(4.55) até (4.58), exempli�cado aqui apenas em I−1 (equação (4.8)), já que neste trabalho

não será necessário o uso de I−2 (equação (4.9)):
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Tabela 4.1 � Equações para o cálculo dos intervalos de integração e das coordenadas locais

para cada região triangular da integração polar.

Região Intevalo de integração Coordenadas Locais

1
θreg = π − (θ1 + θ2)

ρreg =
1 + η2

sen (θ + θ1)

ξ1kl = η1 − ρk cos(θl + θ1)

ξ2kl = η2 − ρk sen (θl + θ1)

2
θreg = θ2 + θ3

ρreg =
1− η1

cos(θ2 − θ)

ξ1kl = η1 + ρk cos(θl − θ2)

ξ2kl = η2 + ρk sen (θl − θ2)

3
θreg = π − (θ4 + θ3)

ρreg =
1− η2

sen (θ + θ3)

ξ1kl = η1 + ρk cos(θl + θ3)

ξ2kl = η2 + ρk sen (θl + θ3)

4
θreg = θ1 + θ4

ρreg =
1 + η1

cos(θ4 − θ)

ξ1kl = η1 − ρk cos(θl − θ4)

ξ2kl = η2 − ρk sen (θl − θ4)

Fonte: Adaptado de Koizumi e Utamura, 1991.

I−1 =

∫ 2π

0

F−1(ρ̄(θ), θ) ln

∣∣∣∣ ρ̄(θ)

β(θ)

∣∣∣∣dθ
=

4∑
reg=1

∫ θreg

0

F−1(ρ̄l(θl), θl) ln

∣∣∣∣ ρ̄l(θl)β(θl)

∣∣∣∣dθ
=

4∑
reg=1

∫ 1

−1

F−1(ξ′1, ξ
′
2) ln

∣∣∣∣ ρ̄(ξ′1, ξ
′
2)

β(ξ′1, ξ
′
2)

∣∣∣∣θreg2
dξ′1

=
4∑

reg=1

n∑
k=1

F−1(ξ1k, ξ2k) ln

∣∣∣∣ ρ̄[k,reg](ξ1k, ξ2k)

β(ξ1k, ξ2k)

∣∣∣∣ θreg2
W[k,reg] (4.59)

4.4 Veri�cação numérica

Nesta seção será avaliada a regularização dos núcleos obtida através do método das

expansões assintóticas. A integração numérica dos núcleos regularizados, que será realizada

em um sistema de coordenadas polares, será comparada com os métodos tradicionalmente

utilizados no MEC. Finalmente, uma veri�cação da consistência topológica da integração

é feita, comparando com resultados da literatura. As avaliações citadas serão realizadas

considerando o nó 1 do elemento da �gura 4.3, com recuo = 0,15.

Uma veri�cação inicial da e�ciência da regularização através do método das expan-

sões assintóticas é gra�car o núcleo original contra a expansão assintótica, e o núcleo regula-
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1 2

34

1

1

Figura 4.3 � Elemento a ser integrado.

rizado. Na �gura 4.4 isso é feito limitando o valor máximo do núcleo entre [−0,05; 0,05], pois

em pequenas regiões o valor do núcleo tende ao in�nito, o que di�cultaria a visualização do

real comportamento do mesmo, e no grá�co do tensor regularizado, é aumentada a escala do

eixo z em 100%, para que possa ser melhor visualizada a variação que ainda resta no núcleo

regularizado.

Agrupando os três núcleos da �gura 4.4 em apenas um grá�co e realizando um corte

ao longo da coordenada ξ2 = 0,70 é possível veri�car como ocorre a regularização (�gura 4.5).

Na �gura 4.6 é demonstrada a regularização no núcleo de deslocamentos decorrente

da avaliação do mesmo em coordenadas polares. Neste caso não há um cancelamento, mas

sim uma redução nos valores do núcleo próximo ao ponto regular, pois os mesmos são mul-

tiplicados por ρ.

Em relação à integração numérica, é importante realizar uma comparação do método

de integração direta com a IMCR. Desta maneira é possível veri�car a relação entre o número

de pontos de integração e o erro na integração através destes métodos. Na tabela 4.2, são

trazidos os resultados da integração do termo H12, do nó 1 do elemento da �gura 4.3, através

de integração direta, e de IMCR, em função dos pontos de integração utilizados na direção

radial kr, e nas quatro direções tangenciais kt, e do número resultante de pontos de integração

ktotal. Como o cômputo das subdiagonais da matriz H através da IMCR depende do número

de elementos da malha que será analisada, na tabela é trazido o número de pontos de Gauss

utilizados na integração do restante da malha. A malha utilizada para o cálculo indireto da

matriz H ii neste caso foi a malha de um cubo unitário, com 6 elementos, o que pode ser a

possível causa da baixa exatidão deste método. A integração direta convergiu rapidamente,

o que mostra a e�ciência do método.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.4 � Exemplo do tensor contendo p∗, no ponto 1 do elemento da �gura 4.3 (a) tensor

original, (b) expansão assintótica e (c) tensor regularizado.

A integração direta pode ser comparada também com a quadratura de Telles, já que

a matriz G pode ser integrada na mesma rotina, considerando F−1 = 0 e F−2 = 0. Como foi

mostrado na �gura 4.6 há uma regularização quando avalia-se a integral em coordenadas po-

lares. Esta comparação é importante pois calculando ambas as submatrizes na mesma rotina

é reduzido o custo computacional para o cálculo das matrizes. Na tabela 4.3 são trazidos os

resultados da integração do termo G12, com o uso de coordenadas polares (integração direta)

e com quadratura de Telles (Transformação Cúbica). É possível veri�car na tabela que a

integração direta obteve uma rápida convergência em comparação com a transformação de

Telles, necessitando menor número de pontos de integração para obter os mesmos níveis de

exatidão.
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ξ1 = −0.7

ξ1
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1
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Φ

1
J
ρ

Tensor original

Expansão assintótica

Tensor regularizado

Figura 4.5 � Corte ao longo de ξ2 = 0,7 no núcleo regularizado, e sobreposição da solução

fundamental e da expansão assintótica desenvolvida no presente trabalho.

(a) (b)

Figura 4.6 � Núcleo contendo u∗, do ponto 1 (η = (−0.7,−0.7)) do elemento da �gura 4.3

(a) núcleo original, (b) Núcleo avaliado em coordenadas polares.

De acordo com Hayami e Matsumoto, 1994a, a integração em coordenadas polares

pode ser di�cultada quando o elemento tem sua razão de aspecto alterada, fazendo com que

os triângulos com maior ângulo interno necessitem de mais pontos de integração para uma

mesma exatidão. Uma avaliação da consistência topológica da integração direta então será

proposta, para comparação com os resultados obtidos pelo autor, com uma melhoria proposta

ao método PART (Projeção e Transformações Angular e Radial) de Hayami e Brebbia,

1988. O termo G12 do elemento da �gura 4.3 foi calculado, alterando a razão de aspecto do

elemento. A integração foi realizada com vários conjuntos de pontos de integração, variando

de 2 até 64 pontos, e na tabela 4.4 é trazido o número mínimo de pontos necessários para ser
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Tabela 4.2 � Resultados para a integração do termo H12, do nó 1 do elemento da �gura 4.3

Método Direto IMCR

kr kt ktotal H12 erro ktotal H12 erro

2 2 16 0,00248001784 2× 10−1 4 -0,03734397994 −1× 101

2 4 32 0,00305845303 4× 10−2 16 0,00311920823 6× 10−2

2 6 48 0,00295738388 6× 10−3 36 -0,00053316094 −1

2 8 64 0,00294302124 7× 10−4 64 0,00202242677 −3× 10−1

2 10 80 0,00294129324 8× 10−5 100 0,00166095011 −4× 10−1

2 12 96 0,00294109623 8× 10−6 144 0,00210578089 −3× 10−1

2 14 112 0,00294107429 9× 10−7 196 0,00254692476 −1× 10−1

2 16 128 0,00294107188 1× 10−7 256 0,00289439218 −2× 10−2

2 20 160 0,00294107159 1× 10−9 400 0,00276447610 −6× 10−2

2 24 192 0,00294107159 2× 10−11 576 0,00281758570 −4× 10−2

2 32 256 0,00294107159 2× 10−12 1024 0,00290808177 −1× 10−2

2 48 384 0,00294107159 2× 10−12 2304 0,00293517083 −2× 10−3

obtido um erro relativo menor que 1× 10−6, para diversas razões de aspecto
a

b
, sendo kr os

pontos de integração na direção radial, kθa os pontos de integração na direção do ângulo dos

triângulos menores, kθb os pontos de integração na direção do ângulo dos triângulos maiores

e ktotal o total de pontos de integração.
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Tabela 4.3 � Resultados para a integraçãodo termo G12, do nó 1 do elemento da �gura 4.3

Método Direto Transformação Cúbica

kr kt ktotal G12 erro ktotal G12 erro

2 2 16 0,00170517661 −3× 10−1 4 0,06038022812 2× 101

2 4 32 0,00236759780 −4× 10−2 16 0,00587969831 1

2 6 48 0,00245622662 −4× 10−3 36 0,00678976305 2

2 8 64 0,00246607694 −5× 10−4 64 0,00629558869 2

2 10 80 0,00246715306 −5× 10−5 100 0,00292002397 2× 10−1

2 12 96 0,00246726967 −6× 10−6 144 0,00405074964 6× 10−1

2 14 112 0,00246728225 −6× 10−7 196 0,00321692103 3× 10−1

2 16 128 0,00246728361 −7× 10−8 256 0,00253317415 3× 10−2

2 20 160 0,00246728377 −8× 10−10 400 0,00274090883 1× 10−1

2 24 192 0,00246728377 −9× 10−12 576 0,00272038277 1× 10−1

2 32 256 0,00246728377 1× 10−14 1024 0,00248401695 7× 10−3

2 48 384 0,00246728377 1× 10−14 2304 0,00247755616 4× 10−3

Tabela 4.4 � Pontos de integração para obtenção de erro menor que 1 · 10−6 na integração

da submatriz Gii

Método Direto PART1

a

b
kr kθa kθb ktotal ktotal

1,00 2 14 14 112 200

0,50 2 16 20 144 240

0,25 2 20 40 240 360

0,10 2 20 64 336 480

0,05 2 20 64 336 -

0,01 2 16 64 320 -

1 Fonte: Hayami e Matsumoto, 1994a.
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5. RESULTADOS

Neste capítulo serão apresentados alguns resultados obtidos através da implemen-

tação computacional do método com testes de referência (benchmarks) que permitem a

comparação dos resultados computacionais com métodos já publicados na literatura.

Na integração numérica não singular, e no cálculo das submatrizes Gii com trans-

formação cúbica (TC), foi utilizada a quadratura de Gauss Legendre com 16 pontos de

integração nas duas direções. Este número elevado de pontos de integração na parte não

singular foi usado pois esta parte da integração não é objeto de estudo neste trabalho, ga-

rantindo assim uma maior exatidão no restante das matrizes G e H, e também quando as

submatrizes Hii forem calculadas indiretamente com IMCR.

Para a integração das submatrizes Gii e Hii com integração direta, foi implementada

uma rotina para a seleção da quantidade mínima de pontos de integração conforme a razão

de aspecto do elemento, para obtenção de um erro menor que 10−6, conforme trazido na

tabela 4.4.

Primeiramente, são apresentados os resultados para um problema de viga em �exão.

O segundo caso apresentado é um problema de concentração de tensões em uma placa sob

tração uniaxial com um furo central. Em sua maioria os resultados são comparados com

modelos de referência solucionados através do MEF, o que garante uma melhor reprodução

dos problemas estudados, visto que as soluções teóricas são obtidas através de simpli�ca-

ções bi-dimensionais ou hipóteses que não representam �elmente os problemas que serão

abordados neste capítulo.

5.1 Viga em balanço

O problema proposto aqui é o de uma viga curta em balanço com uma carga na

face oposta ao engaste, ilustrada na �gura 5.1. A viga tem comprimento de 5m e sua seção

transversal mede 1m x 1m. O módulo de elasticidade utilizado foi E = 1N/m2, o coe�ciente

de Poisson ν = 0, e a carga aplicada foi de 1N/m2 na face oposta ao engaste.
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Figura 5.1 � Viga em balanço.

Para este estudo foram utilizadas 6 malhas para o MEC, desde 22 elementos (1

elemento por metro quadrado), até uma quantidade de 792 elementos (6 elementos por

metro quadrado). A viga apresentada não se enquadra nas hipóteses da teoria de vigas de

Euler-Bernoulli, portanto, foi utilizado um modelo em MEF 3D como referência, com uma

malha de 39.000 elementos sólidos tetraédricos lineares. Na �gura 5.2 são trazidas as tensões

normais σxx na face de engaste da viga, em função da coordenada z, para as diversas malhas

testadas, como forma de ilustrar a distribuição das tensões. É possível veri�car que ambos

métodos obtiveram uma solução muito próxima à do MEF.
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TC e IMCR 792 Direto 792

MEF

Figura 5.2 � Tensão σxx ao longo do engaste da viga.

Na �gura 5.3 são trazidos os resultados de deslocamento máximo na direção z nor-

malizado e o erro em relação ao valor obtido em MEF, em função do número de elementos

utilizados na malha. O erro nos deslocamentos, considerando as malhas iguais, foi da mesma

ordem para ambos os métodos, porém a integração direta obteve erro maior que TC/IMCR

nas malhas mais re�nadas.
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Figura 5.3 � Deslocamento máximo da viga para as malhas testadas e erro em relação à

solução obtida com MEF.

Na �gura 5.4 os resultados de tensão máxima normalizada e o erro em relação ao

valor obtido com MEF são trazidos, em função do número de elementos da malha. Neste

caso novamente ambos os métodos obtiveram erros da mesma ordem de grandeza, porém

com menor erro da integração direta nas malhas iniciais.
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Figura 5.4 � Tensão σxx máxima da viga e erro em relação à solução do MEF para as malhas

estudadas.

5.2 Placa com furo central

O problema da placa com furo central é de natureza bidimensional, mas é frequente-

mente empregado na literatura para avaliação da capacidade do método em calcular variações

bruscas de tensões. Na modelagem para placas com espessuras muito reduzidas (ex.: menor

que 1% do diâmetro do furo) a taxa de convergência em função do número de elementos

pode tornar-se mais lenta para o MEC 3D, devido à distância entre alguns elementos ser

muito menor que a dimensão destes elementos, di�cultando as integrações numéricas que
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Figura 5.5 � Placa sob carga de tração uniaxial com furo central.

ainda são realizadas com a quadratura de Gauss Legendre. Desta forma, foi optado por uma

placa com espessura t = 0, 4m, raio do furo r = 1m, ilustrada na �gura 5.5.

Este problema permite uma discretização com simetria horizontal e vertical ao longo

das linhas de centro da placa. Para garantir uma boa resposta neste problema a discretização

do contorno foi feita com auxílio do programa Gmsh [Geuzaine e Remacle, 2009], com as

seguintes características: 10 elementos ao longo da face do furo central, 14 elementos ao

longo da face de simetria em x e 10 elementos ao longo da face de simetria em y, resultando

em 336 elementos, conforme a malha da �gura 5.6. Os elementos das superfícies superior e

inferior foram distribuídos automaticamente pelo programa.

Figura 5.6 � Discretização de 1/4 da placa com elementos lineares.

Primeiramente foram comparados os deslocamentos ao longo do furo da placa com

a solução analítica trazida por Szabó e Babuska, 1991. Foi avaliado o módulo dos desloca-

mentos nas direções x e y, ao longo dos nós da aresta do furo. Na �gura 5.7 são trazidos

os resultados obtidos para os deslocamentos, em função do ângulo θ, assim como o erro em

relação à solução analítica. Apesar de ambos os métodos de integração resultarem em erros
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da mesma ordem de grandeza, a integração direta apresentou maior erro.
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Figura 5.7 � Deslocamentos ao longo da aresta do furo, na placa com espessura t = 0, 4m, e

erro em relação à solução analítica [Szabó e Babuska, 1991].

Devido às dimensões desta placa, a solução teórica para uma placa in�nita não

descreverá corretamente a distribuição das tensões ao longo dos planos de simetria. Utilizou-

se como referência um modelo em MEF 3D, com uma malha de 53.000 elementos tetraédricos

lineares. Na �gura 5.8 são trazidos os resultados de tensão normal σxx ao longo do plano de

simetria vertical da placa, obtidos com TC/IMCR, e com a integração direta, e comparados

com a solução do MEF. Pode-se notar uma diferença mais alta no erro entre a solução com

TC/IMCR e a solução obtida com integração direta, a primeira tendo obtido menor ao longo

de toda a placa, porém, na região mais próxima do furo, ambas as soluções obtiveram erros

da mesma ordem de grandeza.
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Figura 5.8 � Tensões na aresta (0, y, 0), na placa com espessura t = 0,4m, e erro em relação

à solução com o MEF.

A descontinuidade dos elementos pode assumir qualquer valor e ter in�uência sobre
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os resultados, sendo assim, foi investigada a variação no recuo dos elementos. Valores de

recuo de 10%, 15% e 20% foram avaliados, e na tabela 5.1 são trazidos os resultados obtidos

para a tensão máxima σxx, extrapolados com as funções de interpolação do nó físico para

o nó geométrico, no ponto x = (0, 1, 0). Também é trazido o valor obtido com MEF, e o

erro em relação à solução analítica de Pilkey e Pilkey, 2008, para uma placa de dimensões

�nitas como a deste exemplo. Os valores obtidos com MEC padrão foram mais próximos

da solução analítica, enquanto a integração direta sofreu maior in�uência da variação do

recuo do elemento. A solução obtida pelo MEF resultou em um maior erro em relação à

solução analítica, que con�rma a alta exatidão do MEC. A integração direta mostrou um

erro maior em recuos menores, o que pode ser atribuído às quase-singularidades que surgem

pela proximidade do ponto fonte à aresta do elemento. Ao aumentar o recuo, o erro da

integração direta se aproxima do erro obtido com TC/IMCR.

Tabela 5.1 � Valores máximos de tensão e erro relativo à solução analítica, em x = (0, 1, 0),

na placa com espessura t = 0,4m, para os diversos casos do MEC, e MEF 3D.

Método σxx erro %

MEC recuo %

TC e IMCR 10 3,154 0,16

TC e IMCR 15 3,129 −0,64

TC e IMCR 20 3,119 −0,95

Direto 10 3,223 2,35

Direto 15 3,171 0,70

Direto 20 3,111 −1,21

MEF 3D 3,040 −3,46

Solução analítica1 3,149

1 Fonte: Pilkey e Pilkey, 2008.

Como forma de analisar o desempenho da integração direta em problemas de espes-

sura reduzida, foi realizada uma comparação dos resultados obtidos com ambos os métodos

à medida que varia-se a espessura da placa. A malha utilizada foi a da �gura 5.6, e a es-

pessura da placa foi variada entre 0,01m e 2m, sendo que a máxima espessura tem o mesmo

valor do diâmetro do furo da placa. Na �gura 5.9 são apresentados os resultados obtidos
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deste estudo. Primeiramente são apresentadas as tensões máximas calculadas, normalizadas

com a solução analítica, para as várias espessuras analisadas, para os métodos TC/IMCR

e Direto, e em seguida é trazido o erro relativo no cálculo destas tensões. Como a solução

considerada é uma solução em EPT, é esperada uma pequena divergência na tensão à medida

que aumenta-se a espessura da placa.
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Figura 5.9 � Tensão máxima normalizada e erro em relação à solução analítica, em função

da espessura da placa.

A implementação padrão obteve os erros mais baixos entre as espessuras de 0,05m e

0,6m. Para a espessura de 0,01m o erro aumentou, o que pode ser atribuído à baixa espessura

da placa, que causa quase-singularidades entre os elementos muito próximos. Nas espessuras

maiores que 0,6m, o aumento do erro pode ser atribuído à não adequação à hipótese de EPT.

À partir da espessura de 1m, a alteração da razão de aspecto dos elementos das faces laterais

da placa também pode ter causado uma redução na qualidade da solução, uma vez que a

tensão calculada alterou-se consideravelmente em relação à tendência que vinha mantendo

desde as espessuras mais baixas. Com a integração direta, somente houve erros próximos dos

obtidos com a implementação padrão, entre as espessuras 0,4m e 0,8m, o que indica que a

integração foi di�cultada consideravelmente pela variação da razão de aspecto dos elementos,

uma vez que este foi o único fator que alterou-se junto com a espessura da placa.
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho apresentou uma implementação do MEC para elasticidade linear 3D,

com duas diferentes abordagens para o cálculo das submatrizes singulares: A primeira através

da Transformação Cúbica de Telles para as matrizes Gii, e imposição de movimento de corpo

rígido para as matrizes Hii. A outra abordagem através do método de integração direta de

Guiggiani para a matriz Hii, e a matriz Gii avaliada juntamente em coordenadas polares na

mesma rotina.

O primeiro objetivo atingido durante a realização deste trabalho foi a implementação

computacional do método dos elementos de contorno para elasticidade linear tridimensional,

empregando elementos descontínuos. Esta implementação tem papel importante pois sem a

mesma não seria possível o desenvolvimento do restante do trabalho, nem a comparação do

método de integração direta com os métodos tradicionais de integração utilizados no MEC.

Também foi possível avaliar o desempenho dos elementos descontínuos em elasticidade 3D,

resultados estes escassos na literatura.

O método de integração direta de Guiggiani foi devidamente apresentado, e pode

ser considerado muito robusto, no sentido de que não há restrições de grau das funções de

interpolação, nem as expansões assintóticas requeridas são de difícil obtenção, podendo ser

obtidas sistematicamente para qualquer que seja o problema. O método ainda apresenta

vantagens como a independência do restante da malha para um determinado elemento, a

possibilidade de aplicação em problemas onde não existem deslocamentos de corpo rígido, e

a possibilidade de integração com quadratura gaussiana padrão. A metodologia para obten-

ção destas expansões foi descrita completamente neste trabalho, através da demonstração

da obtenção das expansões de ambos os tensores da elasticidade. Uma metodologia de inte-

gração numérica em coordenadas polares também foi apresentada, o que é importante para

o entendimento do processo de integração. A e�ciência da integração direta foi demonstrada

inicialmente com os resultados preliminares de integração, apresentados no Capítulo 4. Foi

demonstrado que a integração direta requer menos pontos de integração do que o método

PART [Hayami e Matsumoto, 1994a] quando a razão de aspecto do elemento é alterada. O

objetivo principal do trabalho foi atingido, através do desenvolvimento das expansões assin-

tóticas para os núcleos da elasticidade linear tridimensional, e da implementação computa-
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cional do método de integração direta para realização da integração dos núcleos singulares

do MEC.

No capítulo 5 os resultados numéricos dos testes demonstraram a e�ciência da in-

tegração direta em alguns casos práticos de engenharia. No problema da viga curta a im-

plementação com integração direta convergiu tão rapidamente quanto a implementação com

TC/IMCR, tanto no cálculo dos deslocamentos, quanto no cálculo das tensões. No problema

da placa com furo, os resultados de deslocamentos e de tensões foram adequados tanto com a

solução teórica quanto com a solução em MEF, porém a integração direta foi menos precisa

que TC/IMCR em ambas as soluções.

Foi possível observar o comportamento da integração direta em relação à variação

do recuo do elemento, que demonstrou maior erro com recuos baixos. Esta di�culdade tem

causas possivelmente relacionadas ao comportamento do integrando quando o ponto fonte

está muito próximo da aresta do elemento, assim como ocorre quando a razão de aspecto do

elemento é alterada, sugerindo uma maior investigação da fonte destes erros para o aumento

da e�ciência do método.

No que diz respeito ao teste de espessura da placa, pôde-se concluir que a imple-

mentação com TC/IMCR foi su�cientemente precisa para espessuras bastante reduzidas, o

que é um ponto positivo para o MEC em geral, porém a integração direta não obteve os

mesmos níveis de erro que TC/IMCR, o que indica que há di�culdade de integração com

malhas onde a razão de aspecto de alguns elementos é desfavorável. Esta di�culdade merece

uma maior investigação, pois como relatado no capítulo 5, na implementação do programa

considerou-se a razão de aspecto do elemento antes da integração, aumentado o número de

pontos no sentido angular para garantir um baixo erro na integração.

Em resumo, conclui-se das curvas de convergência obtidas com os problemas estuda-

dos, que o MEC com quadratura Gaussiana na integração não singular e com TC e IMCR na

integração dos tensores de deslocamentos e trações, respectivamente, é aplicável a problemas

de elasticidade. Sobre a implementação com a integração direta dos tensores de desloca-

mentos e trações, principal tema de estudo deste trabalho, conclui-se que em alguns casos

a mesma obteve níveis de erro iguais aos obtidos com a implementação anterior, contudo,

a mesma mostrou-se dependente da regularidade da malha, necessitando ainda de melho-

rias para evitar esta dependência e aumentar sua versatilidade e robustez. Sendo assim, o
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trabalho atingiu seus objetivos gerais e especí�cos.

Sugestões para trabalhos futuros

• Estudo incluindo elementos quadráticos e de ordem mais alta, uma vez que este

trabalho limitou-se aos elementos lineares.

• Investigação do uso de malhas não conformes, relacionando a não-conformidade

da malha com a convergência da solução, tendo em vista que este tipo de malha permite

uma maior regularidade através de re�namentos locais, sem adições de elementos fora destas

regiões como ocorre nas malhas conformes.

• Investigação das fontes de erro na integração dos elementos descontínuos em co-

ordenadas polares com o método direto, visto que, conforme apresentado no capítulo 5, não

houve uma boa concordância entre os resultados apresentados para malhas onde alguns ele-

mentos estão extremamente distorcidos, como no problema da placa com espessura mais

baixa. Recentemente, Rong et al., 2013, desenvolveram transformações que anulam as quase

singularidades na integração polar com o método direto, causadas pela razão de aspecto dos

elementos, e pela posição do nó físico muito próxima do contorno do elemento.

• Desenvolvimento de expansões assintóticas para materiais não isotrópicos, assim

como outras soluções fundamentais para elasticidade tridimensional.

• Extensão do método direto para problemas não lineares e de contato entre corpos.

• Problemas fora da elasticidade onde também pode ser avaliado o método direto:

piezoeletricidade, eletromagnetismo, acústica, dinâmica dos �uidos, entre outros.

• No que tange à linguagem de programação, este trabalho foi desenvolvido em Ma-

tlab. Como forma de extensão deste trabalho, pode ser realizada uma programação mais

enxuta e e�ciente através do uso de outras linguagens de programação, e com técnicas avança-

das tais como a programação orientada a objeto. Um estudo aprofundado da implementação

computacional também é de extrema importância para aumentar a e�ciência do programa,

a integração com outras ferramentas computacionais já existentes, e a aplicação para outros

problemas físicos além da Elasticidade.

• Aplicação de técnicas de suavização de resultados que consideram os campos dos

elementos vizinhos, trazendo assim campos de variáveis não apenas mais suaves, mas também

enriquecidos.
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