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RESUMO

Este trabalho apresenta a formulacao e implementacao numérica do método dos elementos
de contorno (MEC) para elasticidade linear tri-dimensional, com avaliacdo direta das inte-
grais fracamente e fortemente singulares. A implementagao segue a formulacao tradicional
do MEC direto, e a discretizacao do contorno das variaveis do problema é realizada com ele-
mentos descontinuos, permitindo o uso de malhas desconectadas ao longo das superficies. O
calculo das integrais singulares é realizado através do uso de expansoes assintoticas calculadas
em torno de um ponto singular genérico. As expressoes analiticas destas expansoes sao apre-
sentadas no trabalho. Estas expansoes serao subtraidas do niicleo original regularizando-o e
a parte singular é integrada analiticamente, restando apenas uma integral regular, tornando
ambas as integrais possiveis de serem calculadas com quadraturas de Gauss. E concluido que
o presente método requer menos pontos de integracao para o mesmo nivel de erro quando
comparado com outras técnicas. Alguns casos de elasticidade sao resolvidos para ilustrar a

eficiéncia e precisao do método.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, Integrais Singulares, Regularizacao,

Elasticidade Tridimensional.

v



ABSTRACT
BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR 3D LINEAR ELASTICITY WITH DIRECT
EVALUATION OF SINGULAR INTEGRALS

This work presents the formulation and implementation of the boundary element method
(BEM) to three dimensional linear elastostatics, with the direct evaluation of the strongly
singular integral equations. The implementation follows the traditional direct BEM formu-
lation, and the discretization of the boundary is carried out with discontinuous elements,
enabling the use of disconnected meshes along the surfaces. The computation of the singu-
lar integral equations is accomplished by using the asymptotic expansions derived around a
generic singular point. The analytical expressions for these expansions are presented in this
work. The expansions are subtracted from the kernel to regularize it. This subtracted part
is then added by computing a regular line integral along the boundary of the element. Both
the integrals can be calculated with Gauss-type quadratures. It’s observed that the present
method needs less integration points for the same level of error when compared with other
techniques. Several elasticity benchmarks are solved to demonstrate the efficiency and the

accuracy of the present method.

Keywords: Boundary Element Method, Regularization, Singular Integrals, Tridimensional

Elasticity.
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1. INTRODUCAO

Desde a década de 60 o método dos elementos de contorno (MEC) teve um cres-
cimento expressivo, mas apesar dos esforcos empreendidos nas tultimas décadas, o MEC
continua sendo considerado um método de nicho, tendo sua utilizagao limitada as pesquisas
académicas e as inddstrias de alto desenvolvimento cientifico.

As caracteristicas que tornam o MEC atraente a aplicacdo em problemas de en-
genharia vém da sua fundamentacdo matemaética: As equacOes integrais que resultam no
método sao de contorno, reduzindo uma dimensao na discretizacao do problema, e a seu
cardter misto, que considera os deslocamentos e as tracoes no contorno em sua formulacao.

Em contrapartida deve ser citado que este método gera matrizes cheias e nao simé-
tricas, que podem ser mal condicionadas devido a unidao de grandezas diferentes, com um
alto niimero de operacgoes envolvidas para solucao do sistema de equagoes, proporcionais a
O(n?). A partir da aplicacio do método das expansdes em multipolos em Peirce e Napier,
1995, o ntimero de graus de liberdade resolvidos pelo MEC superou o método dos elementos
finitos (MEF), com a vantagem destes graus de liberdade estarem no contorno da malha,
e nao no dominio, permitindo resolugao de problemas de grandes escalas com menor custo
computacional em relacao ao MEC convencional.

Outro problema que surge no MEC é o custo computacional na integragao das suas
matrizes. Apesar da possibilidade do uso de métodos de integracao analitica ou semianalitica
para o calculo das matrizes do método, esta pratica geralmente limita o tipo de elemento que
pode ser usado para discretizar o contorno, obrigando o uso de elementos constantes, que
precisam uma discretizacao com maior niimero de elementos para obter uma representacao
das variaveis fisicas do problema com a mesma qualidade que elementos lineares ou de maior
ordem.

A integracao numeérica possibilita o uso elementos lineares ou de maior ordem, porém
nao se tem conhecimento de um método que nao exija uma quantidade muito elevada de
pontos de integracao para obter uma boa precisao no calculo das matrizes, principalmente
para o caso 3D, e as recorrentes propostas de novos métodos para a integracao numeérica no

MEC apontam que esta dificuldade ainda nao foi completamente superada.



1.1 Revisao Bibliografica

O surgimento do MEC como método computacional pode ser atribuido aos traba-
lhos de Jawson, 1963, e Symm, 1963, realizados para problemas potenciais 2D e, a partir
destes trabalhos, é que as primeiras aplicagoes do MEC em elasticidade foram realizadas por
Rizzo, 1967, em 2D e Cruse, 1969, com o primeiro trabalho relevante com o MEC direto em
elasticidade 3D, onde o Autor utilizou elementos triangulares de um né, para representar as
variaveis fisicas, de forma que as mesmas eram constantes em todo o elemento. Os nicleos
nao singulares eram integrados numericamente e os nticleos singulares eram integrados anali-
ticamente. Os problemas testados neste trabalho foram cubos com cargas simples aplicadas,
e um caso de concentracao de tensoes teve os resultados proximos aos analiticos.

Na década de 70, Cruse, 1973, comparou o MEC com o MEF em alguns problemas
simples de elasticidade, analisando as diferencas nos resultados, memoria e tempo compu-
tacional, demonstrou a capacidade do MEC de resolver problemas de elasticidade 3D, e o
potencial superior em problemas de concentracao de tensoes. Dando continuidade ao seu
primeiro trabalho, Cruse, 1974, implementou elementos triangulares lineares, mas a inte-
gracao ainda era feita analiticamente, através da reducao da integral bi-dimensional a uma
integral de linha. Os termos livres decorrentes da descontinuidade das tensoes nos cantos e
elementos nao coplanares eram calculados por integragao analitica.

Com o intuito de integrar numericamente os nicleos fortemente singulares, Kutt,
1975, desenvolveu um método numérico para calcular integrais de parte finita através de uma
quadratura especial, resultando em boa precisao e menor esforco computacional que outras
quadraturas desenvolvidas até entao. Entretanto esta implementacao é 1til apenas para o
caso 2D. Posteriormente, Paget, 1981a, analisou os tipos de singularidades envolvidas nas
integrais de parte finita de Hadamard, e sugeriu uma quadratura adaptada para avaliacao
destes tipos de integrais em Paget, 1981b.

No mesmo sentido das integrais de Hadamard, fugindo do uso da quadratura de
Gauss, Linz, 1985, investigou métodos numéricos para calculo aproximado destas integrais
com dois polos de singularidade. Aliabadi et al., 1985, tratou os problemas de integracao
da elasticidade 3D com expansoes de Taylor no sistema de coordenadas local do elemento,
integrando a parte singular em forma fechada e a integral cuja singularidade fora extraida era

integrada por quadratura Gaussiana repetidamente. Aliabadi e Hall, 1987b, investigaram



varios tipos de quadraturas para avaliar as integrais singulares do caso da elasticidade linear
3D. Os autores citam que nenhum dos métodos testados obteve o nivel de exatidao obtido
pelos métodos de expansoes publicados em Aliabadi e Hall, 1987a.

Telles, 1987, desenvolveu uma transformacao autoadaptativa, & medida que o ponto
de colocacao se afasta do elemento, para avaliar integrais fracamente singulares tanto no ele-
mento quanto fora do elemento. Posteriores melhorias foram sugeridas em Telles e Oliveira,
1994, para que a transformacao se adaptasse a singularidades mais fortes.

Hayami e Brebbia, 1987, propuseram uma transformagao das coordenadas de um
elemento curvo, mapeando-o em um elemento plano e transformando o sistema cartesiano
para polar centrado no ponto mais proximo da singularidade com uma transformacao no
sentido radial para elimina-la. Melhorias neste método apareceram em Hayami, 1992, para
avaliacao de integrais quase singulares, e posteriormente em Hayami e Matsumoto, 1994a.
Especialmente em Hayami e Matsumoto, 1994b, a convergéncia de varias quadraturas foi
exaustivamente testada através da teoria das funcoes complexas, variando a distancia do
ponto fonte ao elemento, entre outros parametros, e ¢ mostrado que algumas quadraturas
necessitam de até 100 x 100 pontos de integracdo para obter erros menores que 107%. Através
do uso de transformacoes em coordenadas polares Yong-hui e Xin-sen, 1988, sugeriram uma
nova forma de remover as singularidades do MEC explicitamente.

A partir do trabalho sobre integrais singulares multidimensionais de Mikhlin, 1965,
Guiggiani e Casalini, 1987, sugeriram uma forma para o cilculo direto destas integrais, elimi-
nando a singularidade através da subtracao de expansoes assintoticas e integracao analitica
da parte puramente singular, sem nenhuma aproximacao até o momento da aplicacao da
integragdo numérica. Testes foram realizados com elasticidade 2D. Posteriormente outros
trabalhos foram publicados neste sentido, em Guiggiani e Gigante, 1990, onde a expansao
assintOtica para um caso potencial 3D genérico é demonstrada. Pereira e Parreira, 1994,
aplicaram este método a elasticidade 3D com elementos continuos, e a expansao assintotica
para a matriz H foi publicada. Os testes restringiram-se a problemas envolvendo meios
infinitos ou semi-infinitos.

Rudolphi, 1991, utilizou solucoes simplificadas em um dominio arbitrario para re-
gularizar as equacoes integrais hipersingulares do MEC. Neste trabalho foi observado que a

formulacao hipersingular resulta em sistemas de equacgoes mais bem condicionadas.



Uma forma unificada de integracao singular foi sugerida por Rosen e Cormack,
1993, onde a integral n-dimensional é mapeada em uma integral no contorno do dominio
de integracao original, através de uma integracao unidimensional analitica independente do
tipo de problema. De acordo com os autores a integral de superficie singular é vista como
um limite de uma ’continuacao’ de uma integral nao singular. Em Rosen e Cormack, 1994,
uma formulacao para elementos curvos foi proposta, e resultados na integragao de ntcleos
fracamente singulares sao apresentados. Em Rosen e Cormack, 1995 o tratamento de cantos
foi revisto com a técnica desenvolvida.

Kim-Chuan e Mukherjee, 1994, propuseram uma nova definicdo das integrais hiper-
singulares de parte finita de Hadamard, sem envolver um processo de limite, completamente
geral e valida para multiplas dimensoes, porém reduzindo as integrais a uma integral de valor
principal de Cauchy, uma integral fracamente singular.

Dumont, 1994, desenvolveu um método para o calculo de integrais quase singulares,
ou com polo complexo, conforme descrito pelo autor. Baseados na técnica de Dumont, 1994,
Granados e Gallego, 2001, desenvolveram uma forma de regularizar os integrandos quase
singulares através de uma técnica com variaveis complexas.

Klees, 1996, utilizou métodos semianaliticos e puramente numéricos para integrais
fracamente singulares em superficies curvas suaves, em problemas geodésicos. Os autores
concluiram que para este caso os métodos semianaliticos foram superiores aos puramente
numeéricos.

Zhu et al., 1996, desenvolveram técnicas multidominio para o calculo de integrais
fracamente singulares e hipersingulares, aplicando a problemas de propagacao de ondas em
materiais com fraturas.

Hui e Mukherjee, 1997, sugeriram o tratamento das integrais singulares do MEC
2D, através de andlises com variaveis complexas.

Liu e Rudolphi, 1999, desenvolveram identidades das quais foi obtida uma forma
nao singular das equacoes integrais de contorno convencionais, resultando na remocao de
ambas as integrais fracamente singulares e fortemente singulares, através de uma subtracao
de dois termos.

No MEC para elasticidade 2D, Johnston, 1999, aplicou uma transformacao sigmoi-

dal para integrais fracamente singulares, porém a mesma mostrou resultados variados da



mesma ordem de erro que a transformacao de Telles. Posteriormente Johnston e Elliott,
2001, propuseram uma melhoria na transformacgao original de Telles, para que a quadratura
de Gauss padrao fosse utilizada para o calculo de integrais fracamente singulares. Johnston
e Johnston, 2004, adicionaram o método de subtracao de singularidade & transformacgao nao
linear de coordenadas, obtendo resultados superiores a todas as transformacoes realizadas
até entao. Salvadori, 2002, realizou uma implementacao de MEC 2D com integracao anali-
tica de todos os niicleos, utilizando apenas elementos retos, mas com func¢oes de interpolagao
de grau qualquer. Ainda para o caso 2D, Gao, 2006, desenvolveu um método para avaliagao
de integrais fracamente, fortemente, e hipersingulares através da remocao analitica das sin-
gularidades, expressando-as como polinémios da distancia r do ponto fonte ao ponto campo.
Singh e Tanaka, 2007, apresentaram solucoes analiticas necessarias para implementacao do
método da subtracao de singularidade.

Carley, 2009, desenvolveu um método para criar quadraturas para funcoes fraca-
mente singulares sem ter que avaliar explicitamente a singularidade da funcao, ou separé-la
em seus componentes.

Scuderi, 2009, apresentou uma nova estratégia de suavizacao para calcular integrais
singulares no MEC 3D sobre tridngulos planos que estao muito proximos um do outro, atraveés
de transformacoes de coordenadas nao lineares. Gao, 2010, apresenta um método numérico
robusto para avaliar integrais singulares no MEC 2D e 3D, através do uso de expansoes
de séries de poténcias e do método de integracao radial previamente desenvolvido em Gao,
2002, transformando a integral de superficie em uma integral de linha sobre o contorno do
elemento.

Para o calculo de integrais fracamente singulares, Qin et al., 2011, desenvolveram
transformacoes de coordenadas cartesianas em polares, aliada a uma subdivisao avancada
dos elementos com razao de aspecto elevada, elevando a eficiéncia do célculo. Uma expansao
de Taylor de primeira ordem é empregada no célculo da transformagao.

Li e Ram-Mohan, 2012, aplicaram o método da continuacao para isolar a parte sin-
gular de algumas integrais, de forma a computar a parte finita das integrais de uma maneira
consistente. Os autores concluem que as integrais associadas a problemas potenciais 3D po-
dem ser reduzidas a integrais unidimensionais finitas, que podem ser avaliadas diretamente.

No campo da acustica, afim de beneficiar-se da maior precisao no uso de elementos



curvos de alta ordem, em um sistema de integracao realizado em coordenadas polares, Rong
et al., 2013, propuseram a adicao de mais duas transformacoes de varidveis: uma conforme
para superar a dificuldade de integracao em coordenadas polares & medida que a razao de
aspecto do elemento é alterada, e uma sigmoidal para aliviar a singularidade & medida que
o ponto se aproxima do elemento. Utilizando ainda o método de Guiggiani para avaliacao
direta das integrais fortemente singulares, o autor chega a uma metodologia robusta para
avaliar todo tipo de integral presente no MEC. O método mostrou-se eficaz, apesar de sua

aplicagao ter se restringido a problemas da actstica.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é a implementacao do método de integragao direta
de nicleos singulares de Guiggiani, 1998, no MEC para elasticidade linear 3D. Através deste
método serd possivel avaliar as integrais singulares do MEC sem rotinas de imposicao de
movimento de corpo rigido (IMCR), atingindo-se assim uma precisao esperada no calculo
dos valores das subdiagonais das matrizes do MEC, independentemente da discretizagao
do problema. Para alcancar o objetivo geral deste trabalho, sao necessarios os seguintes
objetivos especificos:

e Implementagao computacional do MEC 3D para elasticidade de acordo com Breb-
bia e Dominguez, 1989, com uso de elementos descontinuos.

e Desenvolver as expansoes assintoticas dos nucleos que resultam nas matrizes da
elasticidade linear 3D.

e Implementac¢ao do método de Guiggiani para a matriz do MEC H, e integracao em
coordenadas polares da matriz G, gerando assim um coédigo generalizado e de facil aplicagao
e extensao a outros problemas fisicos de engenharia.

e Resolver alguns benchmarks para verificar a taxa de convergéncia do método de

(Guiggiani para problemas da elasticidade.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta estruturado em 6 capitulos. No capitulo 2, é dada uma intro-

ducao dos principais conceitos da teoria elasticidade e a formulacao integral de contorno na



qual o MEC é baseado ¢ apresentada. No capitulo 3 é apresentada a implementacao numé-
rica do MEC, onde é descrita a forma como a geometria e as variaveis fisicas do problema
sao discretizadas numericamente, a passagem da formulacao integral para uma formulagao
discretizada em elementos, e os métodos tradicionais de integracao dos termos singulares
das matrizes G e H sao descritos. No capitulo 4, o método de avaliacao direta de integrais
singulares de Guiggiani é apresentado, as expansoes assintoticas dos nicleos singulares da
elasticidade sao desenvolvidas e a implementacao do método é discutida, resultados preli-
minares da que demonstram a regularizacao dos nicleos, e a convergéncia da integragao
numérica ¢ demonstrada. No capitulo 5 alguns problemas de engenharia sao resolvidos com
ambas as implementacgoes apresentadas no trabalho, verificando a convergéncia do método.
No capitulo 6 sao discutidas as conclusoes obtidas no decorrer do trabalho, e sugestoes para

continuidade do trabalho sao propostas.



2. EQUACOES INTEGRAIS APLICADAS A ELASTICIDADE LINEAR
TRIDIMENSIONAL

Este capitulo apresenta o desenvolvimento das equacgoes integrais que dao origem
ao MEC direto, conforme apresentado por Brebbia e Dominguez, 1989. Afim de melhor
fundamentar a apresentacao MEC, sua aplicacao na elasticidade linear tridimensional, e as
solucoes fundamentais, este capitulo traz uma secao com uma revisao de alguns conceitos

da teoria da elasticidade.

2.1 FElasticidade Linear

Um dos intuitos do estudo da elasticidade na engenharia é a andlise das tensoes
que atuam sobre um determinado objeto. A equacao de equilibrio que rege a teoria da
elasticidade surge da analise das tensoes atuantes em um ponto no interior de um corpo
continuo. O estado de tensoes neste ponto pode ser representado pelas tensoes atuantes em

um cubo infinitesimal, conforme ilustrado na figura 2.1.

T3,us

713 023

011 )\ 012 021 ‘/L‘ 022

T2,u2

Figura 2.1 — Definicao das tensoes e deslocamentos, em um cubo unitario

As tensoes mostradas na figura 2.1 sao equilibradas por valores de igual magnitude

e direcao contraria, na face oposta deste cubo. Desta forma tem-se o seguinte tensor de



segunda ordem:
011 012 013
021 0922 023] > (2-1)

031 032 033

que, para respeitar o equilibrio dos momentos em torno de todos os eixos, deve ser simétrico,

resultando em:

091 = 012 , 031 = 013 , 032 = 0923 . (2.2)

Para respeitar o equilibrio das forcas nas 3 direcoes, z; , 2 e x3, a seguinte relacao

deve ser valida em todo dominio €:

80'11 80’12 80'13

8%1 + 83:2 + 8$3

0091 0092 8023
by —

8ZE1 + 81’2 + 8x3 t o 07 (23)

8031 n 60'32 80'33

0y 0s 0xs

+b1:O,

+b3:O,

onde b; sdo as for¢as atuantes no dominio (ex. gravitacional, magnética). A equagdo (2.3),

é a equagao geral de equilibrio da elasticidade. Em notagao indicial:

Okj,j + bk = O, em (). (24)

As deformacoes infinitesimais ou lineares podem ser calculadas em funcao dos des-

locamentos de acordo com a seguinte equagao (em notacdo indicial):

A relagao constitutiva para um material isotrépico linear, é dada pela seguinte equa-

¢ao:
045 = Aé‘ijgkk + 2M€ij (26)

O modulo de elasticidade longitudinal, E, e o coeficiente de Poisson, v, relacionam-se

com as constantes de Lamé, \ e u, através das equacoes:
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FE FEv

F o+ A:(1+u)(1_2y)' (2.7)

2.2 Formulacao Integral de Contorno

A formulacao do MEC direto para elasticidade foi apresentada primeiramente por
Rizzo, 1967. O procedimento de obtencao desta formulacao serd ilustrado conforme Brebbia
e Dominguez, 1989, através da aplicacao do método de residuos ponderados. Multiplicando

a equacao (2.4) por fungdes peso do tipo uy, e ortogonalizando este produto, obtém-se:

/ (O'kj,j + bk) UZdQ = 0. (28)
Q

Integrando por partes o primeiro termo, e agrupando as integrais de contorno para

o lado direito da igualdade obtém-se:

—/akjuz7jd9+/bku}2d9 = —/pku}ZdF. (2.9)

Q Q r

Integrando por partes novamente o primeiro termo da equagao (2.9) obtém-se:

Q Q r r

que corresponde ao teorema reciproco de Betti. A equagao (2.8) deve satisfazer as seguintes

condicoes de contorno:

U, = U em Fl, (2 11)

Pk = Dk em I'5.

Dividindo o contorno I' em I'y e I's para aplicar as condig¢oes de contorno nessas

duas partes tem-se:

/sz,judejL/bkuZdQ = —/pkUZdF— /pku,’;df+/ukp,tdf+/ukp2df (2.12)

Q Q I T Iy )
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onde as barras representam os valores conhecidos de deslocamentos e tragoes no contorno.

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo a esquerda da equagao (2.12) obtém-se:

Iy

Q IS}

A equagao (2.13) é um teorema generalizado que pode ser utilizado para obter as
equacoes integrais no contorno. Aplicando como fungoes peso as solucoes fundamentais
obtidas para uma carga pontual b, = A’ ao longo da direcdo do vetor unitério e;, a primeira

integral de dominio da equagao (2.12), esta simplifica-se em:

/O—Zj,jude = /027juldQ = —/NuleldQ = —uje. (2.14)
) ) )

A equagdo (2.12) pode ser escrita para representar as trés componentes de desloca-

mento em ¢. Tomando-se as trés direcoes independentemente resulta em:

u§+/pfkﬂkdf+/pfkukdl“ = /u}"kpkdf+/u?‘kﬁkdf+/ufkbkd9, (2.15)

Fl 1_‘2 Fl FQ Q

que pode ser escrita mais sucintamente sem separar as incognitas e as condigoes de contorno:

u +/p7kukdf = /u}“kpkdl“—i—/ufkbde. (2.16)

r r Q

A equagao (2.16), conhecida como identidade de Somigliana, é valida para qualquer
forca aplicada a um ponto i’ do dominio €. Através desta identidade é possivel calcular ana-
liticamente o deslocamento em quaisquer pontos internos em termos dos valores no contorno,
das forgas de dominio e das solu¢des fundamentais. Quando (2.16) é avaliada no contorno,
surgem singularidades que precisam ser isoladas, para um hemisfério de raio € , de superficie
I'., em torno da singularidade (figura 2.2), tomando-se entdo um limite em todas as integrais

de (2.16), conforme o seguinte exemplo [Brebbia e Dominguez, 1989]:

/pfkukdl“ = 1-1—%{ / pfkukdf} + ll_r}(l) {/p?‘kukdf}, (2.17)
T

I'-I. I'e
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Superficie I'.

ponto i

Figura 2.2 — Representagao do limite avaliado pela equagdo (2.17).

pode-se provar que, em pontos onde o contorno é suave, (2.17) simplifica-se em:

: . 1
llj)ré{/plde} = _iélk’ (218)

€

e todas as outras integrais tendem a zero. O lado esquerdo da equacgdo (2.17) resulta em:

1 . 1 .
/pfkukdf — §5lku}€ = /pfkukdf - §u} (2.19)
T T

Chamando o termo livre de ¢ a equagao (2.16) pode ser escrita como:

chaul +/p2‘kukdf = /ufkpkdf+/u7kbkd9. (2.20)
T T Q

Em pontos onde o contorno nao é suave (arestas e vértices) o termo livre ¢y, torna-se

dependente de formulacoes que nao sao objeto de estudo neste trabalho.

2.2.1 Solucoes fundamentais

Para a obtenc¢ao das solugoes fundamentais de deslocamentos w;;, e tragoes pj;, é pre-
ciso obter as equagoes de equilibrio em funcao dos deslocamentos. Substituindo na equacao
(2.4) a equagao (2.6), que relaciona tensoes e deformacoes, e a equagao (2.5), que relaciona
as deformacoes e deslocamentos, é obtida a equacao de equilibrio conhecida como equacao

de Navier |Brebbia e Dominguez, 1989]:

1 1
<1 — 21/) Uj ik + Uk jj + /_Lbk =0 em ) . (2.21)
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A solugao fundamental de Kelvin entdo é obtida a partir da equacdo (2.21), aplicando-
se uma carga unitaria concentrada em um ponto ¢ na dire¢ao na direcao do vetor unitario

e;, tem-se entao que:

b= A'ey, (2.22)

e pode ser obtida representando os deslocamentos em termos do vetor de Galerkin, G, tal

que:
1
uj = Gjmm — me,jm- (2.23)
Substituem-se entao as equagoes (2.23) e (2.22) na equagao (2.21) que resulta em
L
Gl,mmjj A € = 07 (224)
i
ou,
1 .
V3(V2G)) — —A'e; = 0, (2.25)
i
que pode ser escrito também como:
1 .
V() — =Ale; =0, (2.26)
i
onde:
F, = V?G,. (2.27)

A solugdo da equacio (2.26) para problemas tri-dimensionais é dada por:

1
4mrp

F = e (2.28)

Onde r é a distancia entre o ponto ¢, onde estd sendo aplicado o Delta, e qualquer

outro ponto. Substituindo (2.28) em (2.26) resulta em:

1

V3G, =
: Amur

. (2.29)

A solugdo para a equagao (2.29) é dada por:
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Gl =G- €r, (230)
onde:
G- (2.31)
= 87?;/“‘ .

Tomando cada carga como independente pode-se escrever que Gy, é o componente
k do vetor de Galerkin em qualquer ponto quando uma carga unitaria é aplicada em ¢ na
direcao [:

le = G(Slk (232)

De forma analoga, uj, representa o deslocamento em qualquer ponto na dire¢do k

quando uma carga ¢ aplicada em ¢ na direcao [:

uy = ujey. (2.33)

Em acordo com a equagao (2.23) pode ser escrito:

*
Uy, = le,mm -

1

Substituindo (2.32) e (2.33) em (2.34) obtém-se finalmente:
: (Bt (2.35)
uy, = ———— ((3—4v rr .
T 16mp(1 — v)r th Tk
que é a solucao fundamental para o deslocamento na direcao k, quando uma carga unitaria

¢ aplicada na direcdo [ (figura 2.3).

As tragoes na superficie I' podem ser escritas como:

i = pikel, (2.36)

levando a solucao fundamental para a tracao na direcao k, para uma carga unitaria aplicada

na direcao [, no ponto i:
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Tr3,u3 Superficie I'

ponto 'i'
de aplicagdo —,
da forca

forga unitaria na direcéo 1

Z1,uy T1,U1

Figura 2.3 — Representacao da forca considerada na solucao fundamental.

. -1 or
P = m (% ((]_ — 21/)5% + 37’7”’7,@) + (]_ - 21/) (7”7"719 - ’I“Vln]g)) s (237)

onde n; é a componente na direcdo [ do vetor normal a superficie I" no ponto j, dr/dn é a

derivada do vetor r, em relacao a normal n.
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3. IMPLEMENTACAO NUMERICA

Neste capitulo serd descrita a passagem da formulagao integral para uma abordagem
discreta (divisdo em elementos), que resulta em um sistema de equacoes algébricas. A
interpolacao da geometria é feita com elementos retangulares continuos. J& as varidveis
fisicas sao interpoladas por meio de elementos descontinuos, o que simplifica a montagem
das matrizes do problema e permite malhas nao-conformes, devido & nao necessidade de
coincidéncia dos nos ao longo da malha [Riiberg e Schanz, 2009]. O equacionamento do
MEC Direto é descrito de acordo com Brebbia e Dominguez, 1989. Finalmente sao abordados
os métodos de integracao mais comumente utilizados para a construcao das matrizes, para
uma futura comparagao com o Método de Integracao Direta que serd implementado neste

trabalho.

3.1 Interpolacao da geometria

A interpolagao do vetor de coordenadas cartesianas x de um ponto p com coorde-

nadas locais (&1, &) é calculada através da seguinte equagao:

nnos

x=> (&1, &), (3.1)
n=1

onde nnos é o numero de nés que o elemento possui, ¢, é o valor da n-ésima funcao de
interpolagao do elemento em (&1, &2), e o), sdo as coordenadas do n-ésimo né do elemento j.

Este somatoério é resumido em forma matricial conforme o produto:

x = &xI, (3.2)

onde ¢ é o vetor com as nnos funcdes de interpolacio em (&,&), e X é uma matriz de

dimensoes 3 x nnos, contendo as coordenadas x de cada n6s geométricos do elemento j.
Neste trabalho optou-se pelo uso de elementos retangulares com um sistema de

coordenadas normalizado (£, &) que varia de [-1,1]|, conforme a figura 3.1. As func¢oes de

interpolacao do elemento linear podem ser descritas pelas seguinte equacao:
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1 1
On = 5(1+§?€1)§(1+53§2)- (3.3)
52 2
L1 l\f‘ 1
¢ ) ’
X &1
'- 1 2
Yy -1,-1 1,-1)
A (@) o

Figura 3.1 — Elemento retangular em: (a) dominio geral e (b) dominio normalizado.

Adicionando nos intermediarios nas arestas do elemento, entre os nos existentes,
obtém-se o elemento quadratico serendipity, cujas coordenadas dos noés sao descritas na

Tabela 3.1. As fungoes de interpolagao deste elemento sao:

b= 10— E)1-&)(6 — &~ 1), o= (1-E)1-E)
b= S )1 -8 - 1), do=(1+E)1-E),

1 : (3.4)
O3 = 1(1 +&6)1+&) (&G +86&—1), o= 5(1 — &)1+ &),

b= 118+ &) G+ & 1), b= (1-E)(1- &)

As coordenadas locais do elemento quadratico, e algumas destas também comparti-

lhadas com o elemento linear, sao trazidas na Tabela 3.1.

3.2 Discretizagao das variaveis fisicas e carregamentos

Neste trabalho serao empregados elementos descontinuos para discretizar as variaveis
fisicas, devido a sua flexibilidade computacional. Este tipo de elemento foi primeiramente
sugerido para uso no MEC por Patterson e Sheikh, 1981. A posicao dos nds cujas variaveis
fisicas serao calculadas, os noés fisicos, estarao recuados de uma certa distancia dos nos

geométricos dos elementos conforme a figura 3.2.
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Tabela 3.1 — Coordenadas locais do elemento linear (nos 1-4) e quadratico (nos 1-8).

n & &
1 -1.0 -1.0
2 1.0 -1.0
3 1.0 1.0
4 -1.0 1.0
5 00 -1.0
6 1.0 0.0
7 00 1.0
8 -1.0 0.0
&2 &2
dy do dy do
—+0 O +O—0—0
4 3 4 7 3
d4 d4
ol
<)8 \
d & d &
I3 '3
f\l 2/\ f\l f; 2/\
Y \ U
I I
(a) (b)

Figura 3.2 — Elementos descontinuos (a) Linear e (b) Quadréatico.

As funcoes de interpolacao para estes elementos podem ser obtidas adequando as
funcoes originais, multiplicando-as por uma matriz de transformacao, porém é possivel obté-
las parametrizando essas fungoes, para que se adequem conforme o recuo dos nos |Beer et al.,

2008|. As fungoes do elemento linear ficam entdo:

(dy — &) (ds — &), ¢o = —(dz+&)(ds — &),

Al

1
%(dz +&)(da+ &), da=—(di — &) (ds + &), (3.5)
Cc = (dl + dg)(dg + d4)

E as funcoes do elemento quadratico sao
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ST

b= 2 - &)~ (-1 - 2 - 2,
b2 = ol ) - &) (-1 - - 2)
by = (d+ E)ds + &)1 - 5 - 2,
b1 =2 — @)+ &)1 - - 2,
5, (0= &)(da = &)(ds — &) (3.6)
5T dydy(ds + dy) ’
Be = (dy — &) (ds + &) (dy — &)
6 dsdy(dy + dy) ’
5r = (di — &1)(d2 — &) (ds + &)
T d1d2(d3 + d4) ’
Be = (dy —&)(d3 — &) (dy — &)

dsdy(dy + da) ’

que facilmente retornam as equagoes (3.3) e (3.4), quando d; sdo todos iguais a unidade.
A fim de simplificar o c6digo computacional, sera definido que a distancia de retracao

para todos os nos fisicos de um mesmo elemento é igual, e chamada de recuo:

d= d1 = d2 = d3 = d4. (37)
recuo = (1 —d). (3.8)

Com base nas funcoes de interpolacao definidas anteriormente, os deslocamentos e

tragoes nos elementos poderao ser calculadas entao para um elemento j:

u=ou, (3.9a)
p = ®p, (3.9b)

onde os vetores u e p sao os deslocamentos e tragoes em um ponto p qualquer do contorno
I
T
u= {Ul Uz U3} , (3.10a)

p={p p p} (3.10b)

as matrizes das variaveis nodais do elemento j tém a seguinte forma:
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] T
u = {ui uy us boud owi o oui oo boumos yhnes ugnos} , (3.11a)
] T
P’:{pi py Py PPt opy Py o b opPmet oy pgnos} : (3.11b)

as matrizes ® e ®, contém as funcdes de interpolacdo para cada um dos nés da particdo

fisica e geométrica do elemento:

— T

@:{¢1 G - ¢nnos} , (3.12a)
T

¢={<p1 I mews} , (3.12b)

onde as matrizes @’ e ¢’, sao definidas em notacao indicial por:

Bhp = PiOab, (3.13a)
0l = Gibab, (3.13b)

onde dqp € 0 delta de Kroenecker, e ¢, e ¢; sao os valores das respectivas funcoes de interpo-

lacao avaliadas no n6 j do elemento.

3.2.1 Transformacao de coordenadas

Devido a transformacgao do sistema de coordenadas global para o sistema local do
elemento, deve ser calculado o Jacobiano da transformacao, que no caso 3D, Beer et al.,
2008, definem como sendo o valor da area real de um segmento de tamanho 1x1 no sistema

de coordenadas local. Primeiramente, definem-se os vetores direcionais v; e vs:

_ 04 _ 06

(%1

De posse destes vetores, é possivel calcular o vetor normal & superficie do elemento,
V3.

V3 = V1 X Vg, (315)

e o Jacobiano sera definido através da norma do vetor vs:

J = |lus]l. (3.16)
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3.3 Discretizacao das equacoes integrais

A partir da formulacao integral ja desenvolvida, é possivel obter uma solucao exata
para o problema, porém invidvel até mesmo para casos simples. A discretizagao do contorno
em elementos permite a resolugao do problema numericamente, obtendo uma solucao para
o problema aproximado. Neste trabalho somente serd abordado o caso tridimensional, por
isso o niimero de dimensdes cartesianas das variaveis sera sempre 3. A equacgao (2.20) pode

ser reescrita na forma matricial:

ciui—l—/p*udl“ = /u*de+/u*bdQ, (3.17)
T T Q

|
onde ¢' = 51. [Brebbia e Dominguez, 1989], e as solu¢oes fundamentais expressadas matri-

cialmente tem a seguinte forma:

*

=
|

* * * : * * * : * * *
Upp Upg Upg 1 Ugy Ugy Ugyz 1 Uz Usgg u33}, (3.18a)

D ={i Pl bl PP P Pk P PR R P} (3.15D)

Discretizando o contorno em elementos, aplicam-se as fun¢oes de interpolagao (3.12)
na equagao (3.17), e as integrais que eram realizadas sobre todo contorno, tornam-se soma-

torios de integrais sobre os elementos:

NFE NFE M
ciui+z {/p*@dr}uf = Z {/u*qndr}pj +Z {/u*bdQ}, (3.19)
Jj=1 T; j=1 T; s=1 Qs

onde NE indica que a soma serd feita sobre todos os elementos no contorno, I'; é a superficie,
e w e p’ sio os deslocamentos e tracoes, do elemento j. A integral no dominio Q) requer
uma discretizagao do mesmo em M células de dominio para que seja realizada a integragao
numérica, porém, isso pode ser evitado levando as forgas de corpo para o contorno, conforme
proposto primeiramente por Pape e Banerjee, 1987 |[Brebbia e Dominguez, 1989|.
Finalmente, ¢é realizada uma transformacao das coordenadas globais para as coor-

denadas locais dos elementos. Sendo assim, dI', = JdI'¢, e dQ, = Jod(, onde entao se



22

reescreve (3.19) como:

NE

NE M
dut+ ) {/p*CI'Jdrg}uj => {/u*q)deg}pj +) {/u*bjgcmg}. (3.20)
1 s=1

1 —
Ie Te e

Como a equagao (3.20) é valida para um n6 'i’, uma vez integrada, a mesma pode

ser montada da seguinte maneira:

nnos nnos M
cui 43w = 3 Gipl + 3B, (3.21)
j=1 j=1 s=1
onde
GY = [u'®Jdl, (3.22a)
Te
HY = [ p*®.Jdl; (3.22b)
Te
B” = [ u*bJqdS. (3.22¢)
Qe
Entao chamando
| HY, se i # j,
HY = (3.23)

orij i L
HY +c', sei=j,

simplifica-se a equacao (3.22a) em:

nnos nnos M
> HYW =) GYp’ +> B". (3.24)
j=1 j=1 s=1

Arranjando-se todas as submatrizes para todos os nés da discretizacao forma-se

entao o sistema de equagoes:

Hu = Gp + B. (3.25)

Fazendo entao uma troca entre as colunas de H e G para arranjar as incognitas em
um mesmo vetor X, e efetuando a multiplicagao da matriz e do vetor onde todas as variaveis

sao conhecidas, e somando o vetor B ao resultado desta multiplicacao, resulta no seguinte
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sistema de equacoes:

AX =F, (3.26)

que sera resolvido algebricamente para obter os deslocamentos e tragoes nao conhecidos no

contorno.

3.4 Integracao numérica das matrizes G e H

Para calcular os termos das matrizes G e H, quando ¢ # j e os elementos estao
suficientemente afastados, as integrais sao regulares, podendo assim ser calculadas por qua-
dratura Gaussiana padrao [Beer et al., 2008]. Desta forma as equagoes (3.22) simplificam-se

em:
K1 Ko

G = 3 X 0, €D P E) €)W W (3.27a)

HY =3 p' (0, 4l (€)@ (¢l(€)) T (4L (€)) Wi, Wi, (3.27h)

k1=1ko=1

onde k = (ky1, k), K1 e Ky sdo o nimero de abscissas da quadratura de Gauss para cada
direcdo do sistema de coordenadas local do elemento, p’ é o ponto fonte, qi(ﬁ) é o ponto k da
quadratura (ponto campo) e Wy, e Wy, sdo os vetores que contém os pesos correspondentes

a cada direcao da quadratura.

3.4.1 Imposicao de Movimento de Corpo Rigido (IMCR)

A forma mais simples de obtencao das submatrizes H" em H, devido a dificuldade
inerente de calcula-las via integrais analiticas ou mesmo com integracao numeérica, é atra-
vés da imposicao de uma transla¢do de corpo rigido em cada uma das diregoes [Brebbia e

Dominguez, 1989], resultando em:

HI“ = 0, (3.28)

onde I? é um vetor com deslocamentos unitarios em todos os nos ao longo da direcao ¢, e
zero nas outras duas dire¢oes. Como a equagao (3.28) deve ser respeitada para qualquer

direcao g, pode se escrever:
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N
H'= - "HY  paraj+#i (3.29)

j=1
que leva as submatrizes diagonais em termos das outras submatrizes de H.

De acordo com Brebbia e Dominguez, 1989, a equagao (3.29) é valida somente para
um dominio fechado. Para um dominio sem fronteira (ex: dominio infinito), deve ser utilizada

a seguinte relacao:

N
HY=T-) HY paraj#i (3.30)

j=1

onde I é uma matriz identidade 3x3.

3.4.2 Integracao numérica de ntcleos fracamente singulares

Os termos da diagonal da matriz G podem ser dificeis de ser calculados, uma vez
que a solucao fundamental de deslocamentos é de natureza fracamente singular. Apesar
da existéncia de quadraturas de Gauss com funcoes peso logaritmicas como a descritas em
Stroud e Secrest, 1966, que integram com excelente precisao este tipo de singularidade, as
mesmas requerem um isolamento da parcela logaritmica do integrando, e sao validas para
um intervalo normalizado no intervalo [0,1]. Muitas propostas ja foram feitas ao longo
dos anos para integrar numericamente tais funcoes, e um dos métodos mais eficientes para
integracao numeérica de nicleos fracamente singulares é o descrito por Telles, 1987, sendo
este amplamente utilizado.

O método aplica uma transformacao cibica (TC) de coordenadas no elemento, de
forma que as abscissas da quadratura concentram-se em torno da singularidade, e faz com que
o Jacobiano desta trasformacao se anule no ponto singular. A transformacgao de coordenadas

ocorre tal que a integral a ser calculada modifica-se conforme:

/ f()dy = / F(O)J(O)C, (3.31)

onde:

C=ay’+by’+cy+d, (3.32)
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e J(7), o Jacobiano desta transformagcao, é dado por:

J(v) = 3ay* +2by + ¢, (3.33)

onde os parametros a, b, ¢ e d, saos descritos em Telles, 1987. Como pode ser observado,
a formulagao apresentada ¢ unidimensional, porém a extensao para duas ou trés dimensoes
é direta, pois cada conjunto de abscissas ¢ transformado separadamente e os pesos multi-
plicados pelo Jacobiano, e depois utilizados conforme ocorre na extensao da quadratura de

Gauss-Legendre para duas dimensoes, descrita na Secao 3.4.



26

4. O METODO DE INTEGRACAO DIRETA DE NUCLEOS SINGULARES

Neste capitulo ¢ abordado o método de integracao direta que serd testado como
alternativa a imposigao de movimento de corpo rigido (IMCR), descrito na Se¢ao 3.4.1, para
a integracao dos niucleos singulares. Este método foi primeiramente aplicado ao MEC por
Guiggiani e Casalini, 1987, fundamentado na teoria de integrais singulares multidimensio-
nais de Mikhlin, 1965. O método baseia-se em extrair a parte singular do nicleo para que
a mesma seja integrada analiticamente. Isto é feito de forma generalizada e considerando
o mapeamento dos elementos, nao dependendo de formulacoes especificas para cada tipo
de elemento, e a integracao analitica é independente do nticleo tornando o método robusto
e simplificado, tanto do ponto de vista matematico quanto computacional. Primeiramente
apresenta-se a fundamentagao matematica deste método, conforme apresentado em Guiggi-
ani, 1998. Apos, sao desenvolvidas as expansoes em séries de Taylor das varidveis envolvidas
nos nucleos singulares, para que finalmente construam-se as expansoes assintoticas dos ni-
cleos contendo os tensores de deslocamentos e tracoes da elasticidade linear 3D.

A implementacao do método é discutida e alguns resultados preliminares sdo apre-
sentados, em comparagao com TC e IMCR. Por fim é verificado o niimero de pontos de
integracao em funcao da variacao na razao de aspecto do elemento, e comparados com re-

sultados obtidos da literatura.

4.1 Revisao do método

No método de integracao direta a parte singular da integracao é realizada analiti-
camente durante o desenvolvimento do método. O tdnico requerimento matematico para a
aplicagao deste método ¢ o desenvolvimento das expansoes assintoticas em torno do ponto
singular. O restante da integracao é regular e pode ser feita numericamente da mesma
maneira que as rotinas existentes nos programas do MEC ja a realizam |Guiggiani, 1998].

Considerando-se elementos descontinuos, uma porc¢ao do contorno I' que contém o
ponto de colocacao singular g é o contorno de um elemento qualquer I's. A equacao integral

que precisa ser calculada computacionalmente para este ponto tem a seguinte forma:



27

e—0

I = lim { /( - Ki;(q, p)ba(n)dL + ¢o(n) b”’iq) } : (4.1)

onde K;j(q,p) é um tensor singular, q é o ponto campo e p o ponto fonte, ¢, é o vetor com
as funcgoes de interpolagdo em 1 = £(q), que sdo as coordenadas do ponto campo q no plano
local, e b;;(q) é um termo referente as forgas atuantes sobre o dominio. A regido e. ¢ a regido
de exclusao, uma vizinhanca circular em torno do ponto fonte q, cujo raio, ¢, tende a zero.

Por meio das funcoes de interpolacao e do Jacobiano da transformacao, o elemento
I's ¢ mapeado em um elemento retangular padrao, R,. De acordo com isso, a vizinhanca
simétrica e., no espaco real, € mapeada em uma regiao o. no espaco §. Apesar de nao ser mais
um circulo, a regiao continua com seu raio € tendendo a zero. No espaco das coordenadas

locais, a integral torna-se entao:

= lim ’ bi;(aq)
=1 { /( o Kij (1, €)0a(n)J(€)dE1dEs + Ha(n) } : (4.2)

e—0 I

Seguindo uma pratica comum no MEC, coordenadas polares (p,0) centradas em 7,

sao definidas no espago de € (Figura 4.1):

=mn; + pcosf
Si=m+p (4.3)

§ =2 + psend,

52 A

\/

&1

Figura 4.1 — Representagao das variaveis consideradas, do elemento e da regiao de exclusao,

em coordenadas polares.

tal que d&;d€; = pdpdf, entao a equagao (4.2) torna-se:
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2 rp(0) bii(q
I = lim / / Fij(p, 0)dpdf + ¢a(n)—— 5, (4.4)
€0 0 a(e,0) €

onde F;(p,0) = K;j¢.Jp = O(p~?) é o integrando singular, p = a(e,6) é a equagio em
coordenadas polares da vizinhanga distorcida, e p = p(f) é a equagdo em coordenadas
polares do contorno da regiao Rs.

Analisando a funcgao singular Fj;, sendo a mesma de ordem p~2, & possivel realizar

uma expansao em série de Laurent em func¢ao de p, na forma de:

F_2(9) i F_1(0)

Ej(pv 6) = pg p1

+0(1), (4.5)

A dependéncia de 6 é crucial para F_; e F_5 representarem o comportamento as-
sintotico de Fj; quando p — 0 [Guiggiani, 1998|. Neste ponto do desenvolvimento, torna-se

importante a expansao em série de Taylor de p, o raio r no plano local:

p= ale,0) = £.5(6) + £(6) + O(). (4.6)

As equagbes analiticas para obtencao das variaveis 5(6) e () serdo definidas du-
rante a obtencao das expansoes assintoticas F_ 1 e F_o.

Adicionando e subtraindo os primeiros termos da equagao (4.4) em (4.5) resulta em:

27 F_ F_ )
(89 p P
2r  rp(0)
I =lim / / Fa d do
e—0
2w
/ /89

= Iy + I_1 + 1.

()=

bij(q)

Analisando cada equacao separadamente, os limites tornam-se entao:

oo [ o (SR 5 Jame e

que pode ser avaliada por quadraturas padrao transformadas as coordenadas polares. [I_q,
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pode ser integrada analiticamente em p, restando apenas uma integral 1D e regular:

p(0)
I, = llm/ /

—im [ F (6) I [p(0)] — Infale, 0)[] dO

e—0 0

e—0 0

= [ Pa@mip@do -t [ Pi@)aleso)]do
(9) de—lig% {me/%F_l(e)dQ}

Um tratamento similar pode ser aplicado a I_s:

o[ [ )

mﬁéffgangfwhwﬁfif? .
— lim /OQWF‘ZQ 1= 2O g 4, 2 —/%F‘Qede

e—0 852(7?) £(0) € \ o po)
~ iy (D { [ 52a0+ suimbstn} - [ ) [0+ ao
7(0) 1

:_/O%F ,(6) [ﬁ2()+m}d0. (4.9)

Entéo, reunindo as equagoes (4.7), (4.8) e (4.9), a integral [ sera resumida em:

/ 2“/ { ulpf) = (szz(e) K F;)(e))] Al (4.10)

[ o] -0 [ 5w

4.2 Expansoes assintoticas para os tensores da elasticidade linear 3D

Para desenvolver as expansoes assintoticas dos niucleos singulares, é preciso expandir
todas as varidveis envolvidas em séries de Taylor, para entao separar cada parte dos nicleos
assintoticamente. A expansdo de Taylor do raio r; = (x; — y;), em torno de n = (n1,72) ,

coordenadas locais do ponto fonte q, é
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=% =Y = (22 a (& —m)+ gz N (& —772)> +
5%x; 9 h 5%, R 5%, 9 (4.1)
(@ 6:7](51 —m)” + 5606 ., (& —m) (& —m)+ 56 6:n(fz — 1) > +
Com o emprego das coordenadas polares em (4.11), consegue-se isolar o raio p:
ri=p (g&l ) cosf + % ) sen@) +
6%z E(:_071829 6z P 6z sen 20 (4.12)
0 (651; 3 + 551522 E:nsen@cos@—l— 5&; 3 ) +0(p?),
ou seja,
r = pAi(0) + p*Bi(0) + O(p*). (4.13)

Nota-se que A; e B; sao simples funcoes trigonométricas de 6 . Torna-se conveniente

definir:
(4.14)
(4.15)
Ou seja, A(f) e C(6), sdo escalares. A expansao de J; serd dada por:
Ji=Ji(n)+p : cos 0 + 0J; senf| + O (p°)
06 £=n 0% £=n
= Jio + pJia(0) + O(p?). (4.16)
Importante também definicao dada por Guiggiani et al., 1992:

pois no ponto onde ocorre a singularidade, A; deve ser perpendicular ao vetor J;y, que tem

o seu modulo definido por:
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3

J= Zkzl J2. (4.18)

Define-se entao a expansao das poténcias de r:

C
rt = p" A" <1 + n,oﬁ) +0(p™%, n=1,23,.., (4.19)
e as derivadas do vetor r;:
Ty — Y
7“71' =
,
pA(1+ pgz) + O0(p?)
A; B; C
= — — —A— 4.2
A+p<A 1A3)’ (4.20)
resumido entao em:
ri = dj + pdiy + O(p?), (4.21)
onde:
A;
0= — 4.22
dio = 5 (4.22)
B; C
dyy = — —. 4.2
il A 1A3 ( 3)

Por ultimo se requer a expansao das funcoes de interpolacao:

_ a¢a a¢a 2
Go = Ga(n) +p 96, 5:ncosﬁ%— 96, g:77sen€ +O(p)
= Gap + pbar (0) + O(p?). (4.24)

Fazendo-se uso das relacoes anteriores, é possivel estabelecer algumas relacoes tteis

para a construcao das expansoes:
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T = TN (4.25a)
rnd =1 (4.25Db)
ridi = pfi+O(p?) (4.25¢)

ri (ridi) = pgr + O(p°) (4.25d)
ot it g = phyg + O(p?) (4.25e)
nir g J = lijo + pliji + O(p?), (4.25¢)
onde:
ﬁ:(_ﬂi_ﬁ) (4.26)
A
A
1= 4.2
gi1 544 fl ( 7)
Rk = fgﬂ (4.28)
A
Lijo = Jod; (4.29)
B; A, C
liji = Ji (j -3 ) : (4.30)

Para realizar o processo de limite da regiao de exclusao, é preciso calcular a expansao

de a(e, 0):

e = pA(d) + pz% +O(p?). (4.31)

Usando uma reversao da série da equacao (4.31), obtém-se a expansdo em poténcias

de € da equagao em coordenadas polares do contorno de o, a imagem de e, :

. g 2 C(Q) 3
P = A(Q) € AA‘(Q) +O(5 ) (4.32)
= e.B(0) + £ 4(0) + O("),

onde () e v(0) ficam entao definidos:

B(0) = ﬁ (4.33)
v(0) = — o) (4.34)
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E ainda define-se que 5(6) = (6 + ) e y(0) = —y(0 + ) .

4.2.1 Aplicagao as equagoes da elasticidade linear
Solugao fundamental de deslocamentos

A solugao fundamental de deslocamentos para o caso 3D é a equacao (2.35). Ao ser

integrada em coordenadas polares, o nicleo contendo u;, 4 fica escrito como:

“Fop = Uag"-Gq.J.p, (4.35)
que, agrupando os termos fica:
" 1
Fog = (i =) ((3 —4v) Aap + Bag) , (4.36)
onde:
PnJ0q
Aag = = p (4.37)
Bag =T ar g ¢ij. (4.38)
Desenvolvendo cada termo separadamente resulta em:
1 C
Aaﬁ =p (¢n0 + p¢nl) J(Saﬁ (p_A - F)
B OnoJ0ap \ 1
—p (222} 40+ 0fp
— 0(1)+0(p). (4.39)
e
Bog = p (dao + pday) (dgo + pds1) (éno + pdni) L_CY,
af = P Qa0 T PAa1 60 T PAg1 n0 T PPnl oA AP
doodgodn
= p TSR 14 0(1) + 0(p) + O(s?)
AgAgdnod \ 1
. (+¢) L +0(1) +0(s) + O(?)
= 0(1) + O(p) + O(p?). (4.40)

Comparando com a série de Laurent, equagao (4.5), conclui-se que:
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(4.41)
F2, =0, F% =0,
o que resulta nas seguintes expansoes para o nicleo contendo u*:
YF_, =0, (4.42)
“F_o =0. (4.43)

Concluindo que o niicleo contendo a solugao fundamental de deslocamentos torna-se
regular, se avaliado em coordenadas polares, nao restando termo assintotico a ser subtraido

devido a sua singularidade fraca, confirmando o fato salientado por Guiggiani et al., 1992.

Solugao fundamental de tracgoes

Apesar da expansao assintotica para o nucleo de tracoes ja ter sido apresentada em
Pereira e Parreira, 1994, nao foi publicado o desenvolvimento desta expansao no trabalho
citado, portanto ela serd desenvolvida aqui. A solucao fundamental de tracoes 3D, conforme
Brebbia e Dominguez, 1989, é a equacao (2.37). Um niicleo PF,5, que contém a solucdo

fundamental p* pode ser escrito como:

PEFap = Dos-Pa-J-p, (4.44)
ou:
VF, = Wl_,,) (1= 20) Aug + 3Bus + (1 — 2) Co) (4.45)
onde:
Aug = Mp (4.46)
Bu.s = r,nrvarﬁ%p (4.47)
Cap = (Nar g — ngrq) %p. (4.48)

Desenvolvendo cada termo da equagao (4.48) separadamente resulta em:
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7y Padas

T2
1 2C
=p’fi (a0 + PPa1) (W - W) dup

C
= (¢a0 + pPa1) (% - ,Of12A—4) dap

Aaﬁzp

= 0(1) + O(p) + O(p?), (4.49)
ad
BOéﬂ = lorvnr7ar’ﬁ¢r_2
2, Da
=p haﬁlﬁ
1 2C
— 2 —_— = —
= P hap1 (a0 + pPPar) (p2A2 pA4)

ha has12C
- (qbaO + p¢a1) ( A/;’l - P Alel )

=0(1) +0(p) + O(p"), (4.50)

o
Cap = p(Nalp — N47.0) gen

®a
=p(naJrpg—mnpJry) 2
®a
=p (laﬁ(] + plaﬂl - lBaO - plﬁal) 7’_2
1 2C
= p (Mago + pPMas1) (Ga0 + PPa1) (W — m)

. ¢a0 ¢a020 ¢a1 ¢a120
= p (Mago + pMags1) AR T At T oAT T Ad

- (m‘”‘ﬂom) % +0(1) +O(p) +O(p?), (4.51)

A2

que, comparados com a série de Laurent da equacao (4.5), levam a conclusao de que:

F4, =0, F4 =0,
F]—BQ =0, F?l =0,
Fgg - 0

Como F_,, =F o+ F_,p+ F_,c, F_1 resulta em:
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F—l _ - (1 - 2V) (maﬁ0¢a0>

8r(l —v) A?
_ % (oo — Tooda) 222
e N w52
Portanto, as expansoes do nucleo contendo p* serao dadas por:
B = i) e As(0) s ) P2, (453
FF_, =0. (4.54)

A equagao (4.53) concorda com a expansao apresentada por Pereira e Parreira, 1994.

4.3 Implementagao numérica do método de integracao direta

Como ja visto anteriormente, para realizar a integragao numérica dos nicleos sin-
gulares através da integracao direta, torna-se necessaria a avaliacao numeérica das integrais
em coordenadas polares, centradas no ponto singular. A idéia de transformar o sistema
cartesiano para um sistema de coordenadas polares antes de aplicar a integragao numérica
origina-se de Rizzo e Shippy, 1977. O equacionamento necessario para este procedimento é
completamente apresentado no trabalho de Koizumi e Utamura, 1991, onde a integracao em
coordenadas polares puramente numérica, com uma posterior correcao de erros, é utilizada
para integracao dos niicleos fortemente singular e hipersingular necessarios para o célculo
das variaveis fisicas em pontos dentro do dominio no MEC.

A integral que precisa ser avaliada em coordenadas polares no presente trabalho é:

or 1p(6)
I, = / / [Kag(p, O)N®Jp — d ‘;)(0) dpdo. (4.55)
0 0

Dividindo o elemento em 4 triangulos, com coordenadas locais (p;,6;), conforme a

figura 4.2, a equagao (4.55) resulta em:
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Oreg preg(Oreg) (91)
Lo _ng 1/ / { Kag(p, )N Tp — dpdo. (4.56)

3

p - (£1,62)
® e
m, 772)@

Figura 4.2 — Representacao da divisao do elemento em triangulos.

Para tornar possivel a integracao numeérica deve-se transformar o intervalo de in-
tegracdo de [0,0] até [preg, Oreg] para [—1,—1] até [1,1], através de uma transformacdo de

variaveis, tal que: 6, = 9%(5’1 +1) e p = 2Z2(¢, + 1). Obtém-se entdo:

Z// [ as(pi(€ )791(5/2))N“Jpz—F_;)E(egf;Q)) p;geggd/)ldel, (4.57)

reg=1

onde (£'1,¢'5) sdo as coordenadas locais dos triangulos, nas quais se utilizardo os pontos
da quadratura de Gauss. Resta somente retornar das coordenadas locais de cada triangulo
para o sistema de coordenadas local & do elemento, onde sera avaliado o valor do niicleo da

integral, e aplicar a integracao numeérica, obtendo-se:

Te a, Te Ffl(szei} ) pre 07’6
Z ZZ{ w8 (€N IS, — — | 5 Wl (4.58)

reg=1ki=1 ky=1 kikz
O equacionamento necessario para distribuir os pontos da quadratura de Gauss em
cada uma das regioes triangulares ¢ oriundo simplesmente de relacoes trigonométricas e
transformacoes de coordenadas, entretanto é trazido na tabela 4.1.
As integrais I_; e I_5 ja foram integradas analiticamente ao longo do raio, restando
apenas integra-las numericamente de # = 0 até 6 = 27 da mesma maneira que as equagoes
(4.55) até (4.58), exemplificado aqui apenas em I_; (equagado (4.8)), ja que neste trabalho

nao serd necessario o uso de I_o (equacao (4.9)):
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Tabela 4.1 — Equacoes para o calculo dos intervalos de integracao e das coordenadas locais

para cada regiao triangular da integracao polar.

Regiao Intevalo de integracao Coordenadas Locais

Oreg =m = (01+02) &5y =m — pycos(6) + 61)
1 _ 14 m2
Preg = oon @+ 0,) Eort = 12 — prsen (0; + 01)

Oreg = 02 + 03 §1kt = m + p cos(6 — 02)
2 1—m
Preg = m Eopt = M2 + prsen (6, — 62)

5 Oreg =T — (04 + 03) &1kt =M + pr cos(6; + 03)
11—
Preg = sen (9 1 05) &arl = M2 + pr sen (0; + 63)

ereg =061 +04 flkl =M — Pk COS(el — 94)
4 _14+m
preg - COS(94 — 9) §2k:l = T2 — Pk Sen (9[ — 94)

Fonte: Adaptado de Koizumi e Utamura, 1991.

I Z/O%F—l(p(ﬁ),f)) In %‘d&
4 0 )
— e . pu(0h)
_rgzjl/o F_i(p(01), 0) In 56 do
! 1 Y
= F (¢ "1 p(£17£2) eregd /
3 [ g GEegn] e,
; - p reg ) ere
- Z prl(glk’&k) ln‘p[k’ﬁ<€]l(]il§2§)2k) 29W[k,reg] (4.59)

reg=1 k=1

4.4 Verificacao numérica

Nesta secao sera avaliada a regularizagao dos niicleos obtida através do método das
expansoes assintoticas. A integracdo numérica dos niicleos regularizados, que sera realizada
em um sistema de coordenadas polares, serd comparada com os métodos tradicionalmente
utilizados no MEC. Finalmente, uma verificagao da consisténcia topolégica da integragao
é feita, comparando com resultados da literatura. As avaliacbes citadas serao realizadas
considerando o n6 1 do elemento da figura 4.3, com recuo = 0,15.

Uma verificacao inicial da eficiéncia da regularizacao através do método das expan-

soes assintoOticas é graficar o ntcleo original contra a expansao assintdtica, e o niicleo regula-
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e °
Trecuo —-——l

Figura 4.3 — Elemento a ser integrado.

-

rizado. Na figura 4.4 isso é feito limitando o valor maximo do nicleo entre [—0,05; 0,05], pois
em pequenas regioes o valor do niucleo tende ao infinito, o que dificultaria a visualizagao do
real comportamento do mesmo, e no grafico do tensor regularizado, ¢ aumentada a escala do
eixo z em 100%, para que possa ser melhor visualizada a variagdo que ainda resta no nicleo
regularizado.

Agrupando os trés nucleos da figura 4.4 em apenas um grafico e realizando um corte
ao longo da coordenada & = 0,70 é possivel verificar como ocorre a regularizacao (figura 4.5).

Na figura 4.6 ¢ demonstrada a regularizacao no nticleo de deslocamentos decorrente
da avaliagao do mesmo em coordenadas polares. Neste caso nao ha um cancelamento, mas
sim uma reducao nos valores do niicleo préximo ao ponto regular, pois os mesmos sao mul-
tiplicados por p.

Em relagao a integragao numérica, é importante realizar uma comparagao do método
de integracao direta com a IMCR. Desta maneira é possivel verificar a relacao entre o niimero
de pontos de integracao e o erro na integracao através destes métodos. Na tabela 4.2, sao
trazidos os resultados da integracao do termo His, do né 1 do elemento da figura 4.3, através
de integracao direta, e de IMCR, em funcao dos pontos de integracao utilizados na diregao
radial k,., e nas quatro direcoes tangenciais k;, e do niimero resultante de pontos de integracao
kiotar- Como o computo das subdiagonais da matriz H através da IMCR depende do niimero
de elementos da malha que serd analisada, na tabela é trazido o niimero de pontos de Gauss
utilizados na integracao do restante da malha. A malha utilizada para o célculo indireto da
matriz H” neste caso foi a malha de um cubo unitario, com 6 elementos, o que pode ser a
possivel causa da baixa exatidao deste método. A integracao direta convergiu rapidamente,

o que mostra a eficiéncia do método.
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Figura 4.4 — Exemplo do tensor contendo p*, no ponto 1 do elemento da figura 4.3 (a) tensor

original, (b) expansao assintotica e (c) tensor regularizado.

A integracao direta pode ser comparada também com a quadratura de Telles, ja que
a matriz G pode ser integrada na mesma rotina, considerando F'_1 =0 e F_5 = (0. Como foi
mostrado na figura 4.6 ha uma regularizacao quando avalia-se a integral em coordenadas po-
lares. Esta comparacao é importante pois calculando ambas as submatrizes na mesma rotina
é reduzido o custo computacional para o calculo das matrizes. Na tabela 4.3 sao trazidos os
resultados da integragao do termo Giz, com o uso de coordenadas polares (integracao direta)
e com quadratura de Telles (Transformacdo Cibica). E possivel verificar na tabela que a
integracao direta obteve uma rapida convergéncia em comparacao com a transformacao de
Telles, necessitando menor niimero de pontos de integracao para obter os mesmos niveis de

exatidao.
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Figura 4.5 — Corte ao longo de & = 0,7 no nicleo regularizado, e sobreposi¢ao da solugao

fundamental e da expansao assintotica desenvolvida no presente trabalho.

005
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Figura 4.6 — Nucleo contendo u*, do ponto 1 (n = (—0.7,—0.7)) do elemento da figura 4.3

(a) nucleo original, (b) Niucleo avaliado em coordenadas polares.

De acordo com Hayami e Matsumoto, 1994a, a integracao em coordenadas polares
pode ser dificultada quando o elemento tem sua razao de aspecto alterada, fazendo com que
os triangulos com maior angulo interno necessitem de mais pontos de integracao para uma
mesma exatidao. Uma avaliagao da consisténcia topolégica da integracao direta entao sera
proposta, para comparacao com os resultados obtidos pelo autor, com uma melhoria proposta
ao método PART (Projecao e Transformagoes Angular e Radial) de Hayami e Brebbia,
1988. O termo Gi2 do elemento da figura 4.3 foi calculado, alterando a razao de aspecto do
elemento. A integracao foi realizada com varios conjuntos de pontos de integracao, variando

de 2 até 64 pontos, e na tabela 4.4 ¢é trazido o nimero minimo de pontos necessarios para ser
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Tabela 4.2 — Resultados para a integracao do termo Hiy, do n6 1 do elemento da figura 4.3

Método Direto IMCR

kr ki Kiotal Hio erro kiotal Hio erro

2 2 16 0,00248001784 2 x 107! 4 -0,03734397994 —1 x 10*
2 4 32 0,00305845303 4 x 1072 16 0,00311920823 6 x 1072
2 6 48 0,00295738388 6 x 107° 36 -0,00053316094 —1

2 8 64 0,00294302124 7 x107* 64  0,00202242677 —3 x 107!
2 10 80 0,00294129324 8 x 107° 100 0,00166095011 —4 x 107!
2 12 96 0,00294109623 8 x 10~° 144 0,00210578089 —3 x 107!
2 14 112 0,00294107429 9x 1077 196 0,00254692476 —1 x 107!
2 16 128 0,00294107188 1 x 1077 256 0,00289439218 —2 x 1072
2 20 160 0,00294107159 1 x 107° 400  0,00276447610 —6 x 1072
2 24 192 0,00294107159 2 x 10~ 576 0,00281758570 —4 x 1072
2 32 256 0,00294107159 2 x 1072 1024 0,00290808177 —1 x 1072
2 48 384 0,00294107159 2 x 1072 2304  0,00293517083 —2 x 1073

. . _ . ~ a
obtido um erro relativo menor que 1 x 1075, para diversas razoes de aspecto 7 sendo k, os

pontos de integracao na diregao radial, kg, os pontos de integracao na dire¢ao do angulo dos

triangulos menores, ky, os pontos de integragao na dire¢ao do angulo dos triangulos maiores

e kit 0 total de pontos de integracao.



43

Tabela 4.3 — Resultados para a integracaodo termo G2, do n6 1 do elemento da figura 4.3

Método Direto

Transformacao Cubica

kr ki ktotal G12 erro ktotal G12 erro
2 2 16 0,00170517661 —3 x 107" 4 0,06038022812 2 x 10!
2 4 32 0,00236759780 —4 x 1072 16  0,00587969831 1
2 6 48 0,00245622662 —4 x 1073 36 0,00678976305 2
2 8 64 0,00246607694 —5x 1074 64 0,00629558869 2
2 10 80 0,00246715306 —5 x 107° 100 0,00292002397 2 x 107!
2 12 96  0,00246726967 —6 x 1076 144 0,00405074964 6 x 107!
2 14 112 0,00246728225 —6x 1077 196 0,00321692103 3 x 107!
2 16 128 0,00246728361 —7 x 1078 256 0,00253317415 3 x 1072
2 20 160 0,00246728377 —8x 10717 400 0,00274090883 1 x 107+
2 24 192 0,00246728377 —9 x 10712 576  0,00272038277 1 x 107!
2 32 256 0,00246728377 1 x 107 1024  0,00248401695 7 x 1073
2 48 384 0,00246728377 1x 1074 2304 0,00247755616 4 x 1073

Tabela 4.4 — Pontos de integracio para obtencdo de erro menor que 1-107% na integracdo

da submatriz G

Método Direto PART!
Tk ko ke, Row o
1,00 2 14 14 112 200
0,50 2 16 20 144 240
0,25 2 20 40 240 360
0,10 2 20 64 336 480
0,05 2 20 64 336 -
0,01 2 16 64 320 -

! Fonte: Hayami e Matsumoto, 1994a.
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5. RESULTADOS

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados obtidos através da implemen-
tagdo computacional do método com testes de referéncia (benchmarks) que permitem a
comparacao dos resultados computacionais com métodos ja publicados na literatura.

Na integracdo numérica nio singular, e no calculo das submatrizes G* com trans-
formacao cabica (TC), foi utilizada a quadratura de Gauss Legendre com 16 pontos de
integracao nas duas direcoes. Este ntimero elevado de pontos de integracao na parte nao
singular foi usado pois esta parte da integracao nao ¢é objeto de estudo neste trabalho, ga-
rantindo assim uma maior exatidao no restante das matrizes G e H, e também quando as
submatrizes H” forem calculadas indiretamente com IMCR.

Para a integracdo das submatrizes G* ¢ H” com integracdo direta, foi implementada
uma rotina para a selecao da quantidade minima de pontos de integracao conforme a razao
de aspecto do elemento, para obtencdo de um erro menor que 107, conforme trazido na
tabela 4.4.

Primeiramente, sao apresentados os resultados para um problema de viga em flexao.
O segundo caso apresentado é um problema de concentracao de tensdes em uma placa sob
tragao uniaxial com um furo central. Em sua maioria os resultados sao comparados com
modelos de referéncia solucionados através do MEF, o que garante uma melhor reproducgao
dos problemas estudados, visto que as solugoes tedricas sao obtidas através de simplifica-
coes bi-dimensionais ou hipdteses que nao representam fielmente os problemas que serao

abordados neste capitulo.

5.1 Viga em balango

O problema proposto aqui ¢ o de uma viga curta em balanco com uma carga na
face oposta ao engaste, ilustrada na figura 5.1. A viga tem comprimento de 5m e sua secao
transversal mede 1m x Im. O médulo de elasticidade utilizado foi E = 1N/m?, o coeficiente

de Poisson v = 0, e a carga aplicada foi de 1N/m? na face oposta ao engaste.
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Figura 5.1 — Viga em balanco.

Para este estudo foram utilizadas 6 malhas para o MEC, desde 22 elementos (1
elemento por metro quadrado), até uma quantidade de 792 elementos (6 elementos por
metro quadrado). A viga apresentada nao se enquadra nas hipoteses da teoria de vigas de
Euler-Bernoulli, portanto, foi utilizado um modelo em MEF 3D como referéncia, com uma
malha de 39.000 elementos solidos tetraédricos lineares. Na figura 5.2 sao trazidas as tensoes
normais o,, na face de engaste da viga, em funcao da coordenada z, para as diversas malhas
testadas, como forma de ilustrar a distribuicdo das tensoes. E possivel verificar que ambos

métodos obtiveram uma solucao muito préoxima a do MEF.

30[ & ]

. A TCeIMCR 22 2 Direto 22
20 | \\“”x || x TCeIMCR 88 xDireto 88
101 g\:% || + TCeIMCR 198+ Direto 198
o > o TC e IMCR 3520 Direto 352
s 0 LN} || x TCeIMCR 550 x Direto 550
—10 + RN <| % TC e IMCR 792 % Direto 792
—920 | @*m\ ||--- MEF
=30 ! ! ! ! g |
0 025 05 075 1
z

Figura 5.2 — Tensao o,, ao longo do engaste da viga.

Na figura 5.3 sao trazidos os resultados de deslocamento méximo na direcao z nor-
malizado e o erro em relacao ao valor obtido em MEF, em funcao do nimero de elementos
utilizados na malha. O erro nos deslocamentos, considerando as malhas iguais, foi da mesma
ordem para ambos os métodos, porém a integragao direta obteve erro maior que TC/IMCR,

nas malhas mais refinadas.
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Figura 5.3 — Deslocamento méximo da viga para as malhas testadas e erro em relacao a

solucao obtida com MEF.

Na figura 5.4 os resultados de tensao maxima normalizada e o erro em relagao ao
valor obtido com MEF sao trazidos, em funcao do niimero de elementos da malha. Neste
caso novamente ambos os métodos obtiveram erros da mesma ordem de grandeza, porém

com menor erro da integragao direta nas malhas iniciais.
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Figura 5.4 — Tensao o,, maxima da viga e erro em relacao a solugao do MEF para as malhas

estudadas.

5.2 Placa com furo central

O problema da placa com furo central ¢ de natureza bidimensional, mas é frequente-
mente empregado na literatura para avaliacao da capacidade do método em calcular variagoes
bruscas de tensdes. Na modelagem para placas com espessuras muito reduzidas (ex.: menor
que 1% do diametro do furo) a taxa de convergéncia em fun¢ao do niimero de elementos
pode tornar-se mais lenta para o MEC 3D, devido a distancia entre alguns elementos ser

muito menor que a dimensao destes elementos, dificultando as integragoes numéricas que
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Figura 5.5 — Placa sob carga de tracao uniaxial com furo central.

ainda sao realizadas com a quadratura de Gauss Legendre. Desta forma, foi optado por uma
placa com espessura t = 0, 4m, raio do furo » = 1m, ilustrada na figura 5.5.

Este problema permite uma discretizacao com simetria horizontal e vertical ao longo
das linhas de centro da placa. Para garantir uma boa resposta neste problema a discretizagao
do contorno foi feita com auxilio do programa Gmsh [Geuzaine e Remacle, 2009], com as
seguintes caracteristicas: 10 elementos ao longo da face do furo central, 14 elementos ao
longo da face de simetria em x e 10 elementos ao longo da face de simetria em y, resultando
em 336 elementos, conforme a malha da figura 5.6. Os elementos das superficies superior e

inferior foram distribuidos automaticamente pelo programa.

Figura 5.6 — Discretizagdo de 1/4 da placa com elementos lineares.

Primeiramente foram comparados os deslocamentos ao longo do furo da placa com
a solucao analitica trazida por Szab6 e Babuska, 1991. Foi avaliado o modulo dos desloca-
mentos nas direcoes = e y, ao longo dos nos da aresta do furo. Na figura 5.7 sao trazidos
os resultados obtidos para os deslocamentos, em fun¢ao do angulo €, assim como o erro em

relacao a solucdo analitica. Apesar de ambos os métodos de integracao resultarem em erros



da mesma ordem de grandeza, a integracao direta apresentou maior erro.
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Figura 5.7 — Deslocamentos ao longo da aresta do furo, na placa com espessura t = 0,4m, e

erro em relacao a solugao analitica [Szabo e Babuska, 1991].

Devido as dimensoes desta placa, a solucao tedrica para uma placa infinita nao
descrevera corretamente a distribuicao das tensoes ao longo dos planos de simetria. Utilizou-
se como referéncia um modelo em MEF 3D, com uma malha de 53.000 elementos tetraédricos
lineares. Na figura 5.8 sao trazidos os resultados de tensao normal o,, ao longo do plano de
simetria vertical da placa, obtidos com TC/IMCR, e com a integracao direta, e comparados
com a solucao do MEF. Pode-se notar uma diferenca mais alta no erro entre a solugao com
TC/IMCR e a solugao obtida com integracao direta, a primeira tendo obtido menor ao longo
de toda a placa, porém, na regiao mais proxima do furo, ambas as solugoes obtiveram erros

da mesma ordem de grandeza.
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Figura 5.8 — Tensoes na aresta (0,y,0), na placa com espessura ¢t = 0,4m, e erro em relagao

a solugao com o MEF.

A descontinuidade dos elementos pode assumir qualquer valor e ter influéncia sobre
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os resultados, sendo assim, foi investigada a variacao no recuo dos elementos. Valores de
recuo de 10%, 15% e 20% foram avaliados, e na tabela 5.1 sdo trazidos os resultados obtidos
para a tensao maxima o,,, extrapolados com as funcoes de interpolacao do n6 fisico para
0 n6 geométrico, no ponto x = (0,1,0). Também é trazido o valor obtido com MEF, e o
erro em relagao a solucao analitica de Pilkey e Pilkey, 2008, para uma placa de dimensoes
finitas como a deste exemplo. Os valores obtidos com MEC padrao foram mais proximos
da solucao analitica, enquanto a integracao direta sofreu maior influéncia da variacao do
recuo do elemento. A solucao obtida pelo MEF resultou em um maior erro em relacao a
solucao analitica, que confirma a alta exatidao do MEC. A integracao direta mostrou um
erro maior em recuos menores, o que pode ser atribuido as quase-singularidades que surgem
pela proximidade do ponto fonte a aresta do elemento. Ao aumentar o recuo, o erro da

integragao direta se aproxima do erro obtido com TC/IMCR.

Tabela 5.1 — Valores maximos de tensao e erro relativo a solugdo analitica, em x = (0, 1,0),

na placa com espessura t = 0,4m, para os diversos casos do MEC, e MEF 3D.

Método Ona erro %
MEC recuo %
TC e IMCR 10 3,154 0,16
TC e IMCR 15 3,129 —0,64
TC e IMCR 20 3,119  —0,95
Direto 10 3223 235
Direto 15 3,171 0,70
Direto 20 3,111 —1,21
MEF 3D 3,040 —3.46
Solugao analitica' 3,149

! Fonte: Pilkey e Pilkey, 2008.

Como forma de analisar o desempenho da integracao direta em problemas de espes-
sura reduzida, foi realizada uma comparacao dos resultados obtidos com ambos os métodos
a medida que varia-se a espessura da placa. A malha utilizada foi a da figura 5.6, e a es-
pessura da placa foi variada entre 0,01m e 2m, sendo que a maxima espessura tem o mesmo

valor do didmetro do furo da placa. Na figura 5.9 sao apresentados os resultados obtidos
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deste estudo. Primeiramente sao apresentadas as tensoes maximas calculadas, normalizadas
com a solugao analitica, para as vérias espessuras analisadas, para os métodos TC/IMCR
e Direto, e em seguida ¢ trazido o erro relativo no calculo destas tensoes. Como a solugao
considerada ¢ uma solucao em EPT, ¢ esperada uma pequena divergéncia na tensao a medida

que aumenta-se a espessura da placa.

Tensao méxima normalizada Erro na tensao méxima
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Figura 5.9 — Tensao méxima normalizada e erro em relagdo a solugdo analitica, em funcao

da espessura da placa.

A implementacao padrao obteve os erros mais baixos entre as espessuras de 0,05m e
0,6m. Para a espessura de 0,01m o erro aumentou, o que pode ser atribuido & baixa espessura
da placa, que causa quase-singularidades entre os elementos muito proximos. Nas espessuras
maiores que 0,6m, o aumento do erro pode ser atribuido a nao adequacao a hipotese de EPT.
A partir da espessura de 1m, a alteracdo da razao de aspecto dos elementos das faces laterais
da placa também pode ter causado uma reducao na qualidade da solucao, uma vez que a
tensao calculada alterou-se consideravelmente em relacao a tendéncia que vinha mantendo
desde as espessuras mais baixas. Com a integracao direta, somente houve erros proximos dos
obtidos com a implementacao padrao, entre as espessuras 0,4m e 0,8m, o que indica que a
integracao foi dificultada consideravelmente pela variacao da razao de aspecto dos elementos,

uma vez que este foi o tinico fator que alterou-se junto com a espessura da placa.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou uma implementacao do MEC para elasticidade linear 3D,
com duas diferentes abordagens para o calculo das submatrizes singulares: A primeira através
da Transformacdo Cubica de Telles para as matrizes G”, e imposicao de movimento de corpo
rigido para as matrizes H”. A outra abordagem através do método de integracio direta de
Guiggiani para a matriz H”, e a matriz G" avaliada juntamente em coordenadas polares na
mesma rotina.

O primeiro objetivo atingido durante a realizacao deste trabalho foi a implementacao
computacional do método dos elementos de contorno para elasticidade linear tridimensional,
empregando elementos descontinuos. Esta implementacao tem papel importante pois sem a
mesma nao seria possivel o desenvolvimento do restante do trabalho, nem a comparacao do
método de integragao direta com os métodos tradicionais de integracao utilizados no MEC.
Também foi possivel avaliar o desempenho dos elementos descontinuos em elasticidade 3D,
resultados estes escassos na literatura.

O método de integracao direta de Guiggiani foi devidamente apresentado, e pode
ser considerado muito robusto, no sentido de que nao ha restricoes de grau das fungoes de
interpolacao, nem as expansoes assintoticas requeridas sao de dificil obtencao, podendo ser
obtidas sistematicamente para qualquer que seja o problema. O método ainda apresenta
vantagens como a independéncia do restante da malha para um determinado elemento, a
possibilidade de aplicagao em problemas onde nao existem deslocamentos de corpo rigido, e
a possibilidade de integracao com quadratura gaussiana padrao. A metodologia para obten-
cao destas expansoes foi descrita completamente neste trabalho, através da demonstracao
da obtencao das expansoes de ambos os tensores da elasticidade. Uma metodologia de inte-
gragcao numérica em coordenadas polares também foi apresentada, o que é importante para
o entendimento do processo de integracao. A eficiéncia da integracao direta foi demonstrada
inicialmente com os resultados preliminares de integracao, apresentados no Capitulo 4. Foi
demonstrado que a integracao direta requer menos pontos de integracao do que o método
PART [Hayami e Matsumoto, 1994a| quando a razao de aspecto do elemento é alterada. O
objetivo principal do trabalho foi atingido, através do desenvolvimento das expansoes assin-

toticas para os ntucleos da elasticidade linear tridimensional, e da implementacao computa-
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cional do método de integracao direta para realizacao da integragao dos niucleos singulares
do MEC.

No capitulo 5 os resultados numéricos dos testes demonstraram a eficiéncia da in-
tegracao direta em alguns casos praticos de engenharia. No problema da viga curta a im-
plementacao com integracao direta convergiu tao rapidamente quanto a implementacao com
TC/IMCR, tanto no célculo dos deslocamentos, quanto no calculo das tensées. No problema
da placa com furo, os resultados de deslocamentos e de tensoes foram adequados tanto com a
solucao tedrica quanto com a solucao em MEF, porém a integracao direta foi menos precisa
que TC/IMCR em ambas as solugoes.

Foi possivel observar o comportamento da integracao direta em relacao a variagao
do recuo do elemento, que demonstrou maior erro com recuos baixos. Esta dificuldade tem
causas possivelmente relacionadas ao comportamento do integrando quando o ponto fonte
estd muito proximo da aresta do elemento, assim como ocorre quando a razao de aspecto do
elemento é alterada, sugerindo uma maior investigacao da fonte destes erros para o aumento
da eficiéncia do método.

No que diz respeito ao teste de espessura da placa, pode-se concluir que a imple-
mentagao com TC/IMCR foi suficientemente precisa para espessuras bastante reduzidas, o
que é um ponto positivo para o MEC em geral, porém a integracao direta nao obteve os
mesmos niveis de erro que TC/IMCR, o que indica que ha dificuldade de integragdo com
malhas onde a razao de aspecto de alguns elementos é desfavoravel. Esta dificuldade merece
uma maior investigacao, pois como relatado no capitulo 5, na implementacao do programa
considerou-se a razao de aspecto do elemento antes da integragao, aumentado o nimero de
pontos no sentido angular para garantir um baixo erro na integracao.

Em resumo, conclui-se das curvas de convergéncia obtidas com os problemas estuda-
dos, que o MEC com quadratura Gaussiana na integracao nao singular e com TC e IMCR na
integracao dos tensores de deslocamentos e tragoes, respectivamente, é aplicavel a problemas
de elasticidade. Sobre a implementagao com a integragao direta dos tensores de desloca-
mentos e tracoes, principal tema de estudo deste trabalho, conclui-se que em alguns casos
a mesma obteve niveis de erro iguais aos obtidos com a implementagao anterior, contudo,
a mesma mostrou-se dependente da regularidade da malha, necessitando ainda de melho-

rias para evitar esta dependéncia e aumentar sua versatilidade e robustez. Sendo assim, o
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trabalho atingiu seus objetivos gerais e especificos.

Sugestoes para trabalhos futuros

e Estudo incluindo elementos quadraticos e de ordem mais alta, uma vez que este
trabalho limitou-se aos elementos lineares.

e [nvestigacao do uso de malhas nao conformes, relacionando a nao-conformidade
da malha com a convergéncia da solucao, tendo em vista que este tipo de malha permite
uma maior regularidade através de refinamentos locais, sem adicoes de elementos fora destas
regioes como ocorre nas malhas conformes.

e Investigacao das fontes de erro na integracao dos elementos descontinuos em co-
ordenadas polares com o método direto, visto que, conforme apresentado no capitulo 5, nao
houve uma boa concordancia entre os resultados apresentados para malhas onde alguns ele-
mentos estao extremamente distorcidos, como no problema da placa com espessura mais
baixa. Recentemente, Rong et al., 2013, desenvolveram transformacoes que anulam as quase
singularidades na integragao polar com o método direto, causadas pela razao de aspecto dos
elementos, e pela posi¢ao do né fisico muito préoxima do contorno do elemento.

e Desenvolvimento de expansoes assintoticas para materiais nao isotrépicos, assim
como outras solucoes fundamentais para elasticidade tridimensional.

e Extensao do método direto para problemas nao lineares e de contato entre corpos.

e Problemas fora da elasticidade onde também pode ser avaliado o método direto:
piezoeletricidade, eletromagnetismo, actstica, dinamica dos fluidos, entre outros.

e No que tange a linguagem de programacao, este trabalho foi desenvolvido em Ma-
tlab. Como forma de extensao deste trabalho, pode ser realizada uma programacao mais
enxuta e eficiente através do uso de outras linguagens de programacao, e com técnicas avanca-
das tais como a programagcao orientada a objeto. Um estudo aprofundado da implementacao
computacional também é de extrema importancia para aumentar a eficiéncia do programa,
a integracao com outras ferramentas computacionais ji existentes, e a aplicacao para outros
problemas fisicos além da Elasticidade.

e Aplicagao de técnicas de suavizacao de resultados que consideram os campos dos
elementos vizinhos, trazendo assim campos de variaveis nao apenas mais suaves, mas também

enriquecidos.
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