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Resumo

Propriedades de transporte em nanocavidades balisticas bidimensionais em
regime de baixa densidade eletronica e baixas temperaturas tém sido objetos
de estudo desde os primoérdios da década de 90. A falta de modelos teori-
cos que expliquem as estatisticas das flutuacoes quéanticas na condutancia
eletronica tornou-se um impedimento para maiores avangos na area. Mais
recentemente, modelos matematicos como mapas com aberturas tém sido
propostos para simular as propriedades de transporte para sistemas caoti-
cos. Mapas abertos podem modelar uma cavidade balistica acoplada a reser-
vatorios de elétrons e embora sejam sistemas abstratos do ponto de vista
fisico, eles sao por outro lado, em geral, matematicamente trataveis. Em
nosso estudo, utilizamos uma versao simetrizada do mapa padrao de Chirikov
com duas aberturas no espaco de fase para simular o efeito de bifurcacao
no transporte eletronico em estruturas cujas dindmicas classicas podem ter
regimes cadtico ou regular. Classicamente, o mapa padrao descreve uma
particula movendo-se livremente sobre um circulo sujeita a uma perturbacao
periddica com intensidade k. Dependendo do valor do parametro s, o regime
de movimento pode ser regular ou cadtico. O time delay e a condutancia
quantica sao obtidos através da matriz de espalhamento do mapa com canais
de entrada e saida. Tiras sao inseridas no mapa para simular estes canais.
Nosso objetivo é modelar as flutuagoes do time delay e da conduténcia no

regime semiclassico em termos de grandezas classicas do mapa.



Abstract

Transport properties in bidimensional ballistic nanocavities at low electronic
density and low temperatures have been the subject of intense research for
almost 15 years. Theoretical models that can fully explain the conductance
fluctuations statistics are still missing and this is seen as a major problem for
further development in this field. More recently quantum open maps have
been suggested as good models to simulate transport properties in chaotic
systems. Open maps can model general properties of ballistic cavities coupled
to electronic reservoirs. Although they are not real physical systems, they are
mathematicaly simpler. In our case, we have chosen a symmetrized version of
the standard map also known as Chirikov map to with two openings in phase
space to study periodic orbits bifurcation effects in transport properties like
Wigner time delay and conductance. Classically, the standard map describes
a particle moving freely on a circle under the effect of periodic perturbative
force of intensity . The time delay and the quantum conductance are derived
from the scattering matrix for the map with open channels. Vertical stripes
in the map simulate these channels. Our main goal is to model the time
delay and the conductance fluctuations in the semiclassical regime in terms

of the classical quantities of the map.
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Capitulo 1

Introducao

A descoberta de que a maioria dos movimentos na Mecéanica Cléssica é ex-
traordinariamente sensivel ao estado inicial do sistema teve origem, ha mais de
um século, nos trabalhos sobre Mecanica Celeste do matematico francés Henri
Poincaré (1854-1912) [1,2]. No entanto, a fisica da dindmica nao-linear nao foi
estudada até 1960, quando Lorenz tentava fazer previsoes meteorologicas através
de simulagoes numéricas. Partindo quase das mesmas condic¢oes iniciais, Lorenz
viu seu computador de previsao do tempo produzir padroes que se distanciavam
cada vez mais, até que toda a semelhanca desaparecia, conforme ilustrado na
figura (1.1). A criagdo de modelos no computador tinha, na verdade, trans-
formado a meteorologia, de uma arte, numa ciéncia. As avaliacoes do Centro
Europeu indicavam que o mundo tinha poupado bilhdes de dolares anualmente
com previsoes que, estatisticamente, eram melhores do que nada. Mas além de
dois ou trés dias, as melhores previsoes do mundo eram especulativas, e além
de seis ou sete nao eram validas devido ao Efeito Borboleta, que quer dizer que
pequenas alteracoes na temperatura e pressao em uma certa regiao do planeta
originadas, por exemplo, do bater das asas de uma borboleta, podem causar

nevascas, tormentas, furacoes ou inundagoes em outra parte da Terra [3].
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Figura 1.1: Exemplo de como dois padroes de tempo divergem.
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Além do mais, um sistema dindmico nao precisa ser muito complicado para
exibir dinamica cadtica [4]. Um dos sistemas mecanicos mais simples a apresentar
caos € o do jogo de bilhar. O movimento de s6 uma bola em uma mesa retangular
(sem cagapas) nao é caotico. Como mostra a figura (1.2), o movimento geral
da bola neste caso terda sempre a mesma direcao depois de quatro colisoes com
a borda da mesa. Uma pequena alteracao na condi¢ao inicial da bola levara
a um desvio de sua trajetéria que cresce linearmente com o tempo, enquanto
duas trajetorias inicialmente paralelas permanecerao sempre paralelas. Porém,
a presenca de uma segunda bola alterarda fundamentalmente o movimento da
primeira. Mesmo que simplifiquemos o jogo, prendendo uma bola no meio da
mesa, como sugeriu o matemaético russo Yacob Sinai, seu efeito serd o de desfocar
as trajetorias da outra bola, como mostra a figura (1.3). Podemos considerar que
o papel da segunda bola é meramente o de alterar a forma do bilhar que passou
a ter uma borda interior, representada pelo contorno da bola extra [1].

Estruturas com uma geometria similar como a dos bilhares, por exemplo as
figuras (1.2) e (1.3), podem ser fabricadas em um gés de elétrons bidimensional
(2-DEG) que forma a interface de uma heteroestrutura de GaAs/AlGaAs [4-6],
também chamados de pontos qudnticos (veja a figura (1.4)). Os elétrons podem
entrar e sair do ponto quantico através dos pontos de contato (dreno e fonte),
o que caracteriza o sistema como aberto, e que os diferem do jogo do bilhar,
sem cacapas, que é um sistema fechado. Tais bilhares de elétrons tém dimen-
sao da ordem de nanometros a poucos micrometros e sao denominados sistemas

mesoscopicos. Estes sao denominados de sistemas mesoscopicos, pois suas dimen-
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Figura 1.2: Um bilhar formado
por uma s6 bola e mesa retan-
gular sem cagapas nao é cabtico.
Depois de quatro colisoes com a
borda, a trajetoria da bola volta
a ter a mesma direcao.

Figura 1.3: Fixando uma se-
gunda bola & mesa, obtemos o
chamado bilhar de Sinai. A se-
gunda bola desfocaliza as tra-
jetorias da primeira, gerando um
movimento irregular ou caético.

soes sao intermediérias entre os mundos microscoépico e macroscopico, ou seja, sao
sistemas cujas dimensoes sao muito maiores do que objetos microscépicos como
atomos, mas que também nao podem ser considerados macroscopicos [7]. Estes
sistemas sao ideais para o estudo do limite semicldssico, amplamente chamado
também de Caos Qudntico, que nada mais é que o estudo das assinaturas na
Mecéanica Quantica dos sistemas cujos anélogos cléssicos sao cadticos no limite
quando & — 0 [8-10]. Os pontos quanticos mindsculos que a nanoengenharia pro-
duz para aprisionar um pequeno nimero de elétrons sao o ponto de partida para
futuras geragoes de dispositivos eletronicos. Suas formas podem ser alteradas
exatamente como a dos bilhares. Os transistores atuais, de dimensoes enormes
se comparadas aos pontos quanticos, podem ser considerados como sistemas clés-
sicos. Em contraposicao, as propriedades dos futuros dispositivos terao de ser
entendidas dentro da teoria do Caos Quéntico [1].

Um dos principais temas dos tltimos 25 anos na érea de Caos Quéntico tem
sido o estudo de estatisticas de flutuagdes quanticas, tais como as propriedades
estatisticas das distribuicoes dos autovalores energia e os valores obtidos pelas
fungoes de onda, no limite semiclassico [11]. Para sistemas cadticos, de acordo

com a conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit, as estatisticas dos niveis de en-
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Figura 1.4: Visao perspectiva de um ponto quéantico, fabricado em um 2-DEG de
uma heteroestrutura de GaAs/AlGaAs. Seu formato pode ser variado através dos
eletrodos Gy, G, . ..,Gs. A area do ponto ¢ de aproximadamente 2um?. Elétrons
podem entrar e sair através dos pontos de contato.

ergia podem ser descritas usando a Teoria de Matrizes Aleatorias (RMT) [12],
enquanto as fungoes de onda podem ser descritas estatisticamente usando o mod-
elo de superposicao de ondas aleatorias de Berry [13]. Para os sistemas que
apresentam limite classico integravel: a conjectura de Berry-Tabor [13] diz que
a estatistica dos niveis de energia é a mesma que a de processos tipo Poisson
(aleatorios), e as fungdes de onda sdo bem descritas pela quantizagao de toros.
Sistemas tipicos (os mais importantes na maioria das situagoes de interesse) nao

sao nem completamente integraveis nem completamente caodticos. Neste caso,

foi proposto que as estatisticas das flutuagoes quanticas sao uma média ponder-

10
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ada das contribui¢oes individuais destes dois componentes [14]|. Essa conjectura
descreve bem algumas estatisticas de flutuacoes.

Trabalhos mais recentes mostram, porém, que outras estatisticas sao domi-
nadas por contribui¢oes de uma natureza completamente diferente associadas as
bifurcacoes de orbitas classicas. Certas estatisticas de autovalores de energia sao
semiclassicamente dominadas por bifurcagoes [15]. Desenvolveu-se uma teoria
geral para quantificar este efeito no caso dos momentos espectrais, combinando-
se a teoria semiclassica que descreve a influéncia de bifurcagoes na distribuicao
de autovalores de energia, inicialmente desenvolvida por Hannay e Ozorio de
Almeida [16], com posteriores contribuicoes significativas devidas a Sieber [17]
com a teoria de grandes flutuagdes dominadas por singularidades [18] para des-
crever a competicao entre todas as diferentes bifurcagdes genéricas [19]. O resul-
tado surpreendente é que os momentos sao semiclassicamente caracterizados por
expoentes universais. Esta teoria foi depois estendida por Keating e Prado em
2001 [20] para o calculo dos momentos das autofung¢oes. Por tltimo usou-se esta
teoria para descrever o efeito da competicao de bifurcacoes nas estatisticas de
flutuagoes da condutancia eletronica em redes quanticas (quantum lattices) [21].

O proposito deste trabalho é aplicar esta teoria, desenvolvida até entao para
sistemas fechados, para sistemas abertos, isto é, para espalhamentos. Essa nova
teoria permitira descrever propriedades estatisticas (momentos) das flutuagoes do
time delay e da condutdncia para sistemas ligados a um reservatorio por meio de
fios condutores (os pontos quanticos ligados a fios condutores). Acreditamos que
esta teoria tera aplicacoes significativas para a descricao das flutuacoes da con-
dutancia em dispositivos microeletronicos e nanofios. Tanto o time delay como
a condutancia sao obtidos através da matriz de espalhamento. O sistema fisico
que serd estudado é um ponto quéantico em um 2-DEG conectado por dois fios
condutores balisticos & um reservatorio de elétrons. O espaco de fase deste sis-

tema é quadridimensional, mas pode ser reduzido para duas dimensoes na se¢ao

11
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de superficie de Poincaré. O mapa padrao simetrizado de Chirikov é um modelo
com um espaco de fase bidimensional e serd usado por ser computacionalmente
mais tratavel, ter a mesma fenomenologia dos pontos quanticos e apresentar pro-
priedades genéricas de sistemas caoticos [4,22,23|.

Esta dissertacao esté estruturada da seguinte forma: No capitulo 2 apresen-
tamos as principais idéias envolvidas no estudo de caos classico. No capitulo 3
abordamos o estudo do limite semicléssico conhecido como Caos Quéantico. No
capitulo 4 apresentamos, estudamos e analisamos o modelo matematico e fisico
que seré utilizado para estudar as flutuagoes estatisticas quanticas do time delay
no capitulo 5, e a condutancia no capitulo 6. No capitulo 7 apresentam-se as

conclusoes e fecha-se esta dissertacao com as perpectivas de trabalhos futuros.

12



Capitulo 2

Caos Classico

Os alicerces da mecénica classica foram construidos por Galileu, Newton,
Laplace, Lagrange, Hamilton e Poincaré, entre outros. Procuravam-se solucoes
exatas (completas) e, desta maneira, dada uma condigao inicial para um pro-
blema, seriamos em principio, capazes de determinar o estado futuro do mesmo.
A célebre frase de Laplace:

“Nds podemos tomar o estado presente do universo como o efeito do seu pas-
sado e a causa do seu futuro. Um intelecto que, em dado momento, conhecesse
todas as forcas que dirigem a natureza e todas as posicoes de todos os itens dos
quais a natureza é composta, se este intelecto também fosse vasto o suficiente para
analisar essas informagoes, compreenderia numa unica formula os movimentos
dos maiores corpos do universo e os do menor datomo; para tal intelecto nada se-
ria incerto e o futuro, assim como o passado, seria presente perante seus olhos.”
reflete o determinismo que reinava na época. Da mesma maneira como o Sistema
Solar parecia evoluir de maneira absolutamente previsivel em consequéncia de
uma Unica lei simples, todo o Universo deveria funcionar com a mesma regula-
ridade, como um reldgio mecdnico cujo mecanismo era compreensivel através da

Fisica. Neste mundo governado pela ordem, nao haveria lugar para a incerteza

13
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e para o caos. Foi o trabalho de Henri Poincaré sobre a estabilidade do Sistema
Solar que apontou pela primeira vez a nao-previsibilidade do estado futuro de um
sistema dinamico.

Neste capitulo, faremos uma breve introducao histérica. Em seguida, apre-
sentaremos alguns aspectos teoéricos sobre caos e sistemas dindmicos que usaremos
nos calculos ou nas analises dos resultados nos capitulos 4, 5 e 6. Para quem es-
tiver interessado em discussoes mais aprofundadas deve consultar a bibliografia

citada no decorrer do texto.

2.1 Caos Classico

A primeira nogao de caos surgiu no final do século XIX, quando a questao da
estabilidade do Sistema Solar estava sendo discutida. A analise de Henri Poincaré
deste problema, reduzido ao problema de trés corpos - o sistema nao trivial mais

simples - conduziu ao conceito de caos, conforme veremos na seqiiéncia [24].

O problema de 3 corpos

O problema de trés massas pontuais interagindo, formulado por Newton, con-
tinua a ser um problema central e em aberto na fisica [25]. As versdes atuais con-
sistem em sistemas tais como: trés quarks que formam um préton ou um néutron,
dois hidrogénios e um oxigénio que sao os constituintes de uma molécula de dgua
ou uma atomo de hélio que é formado por uma particula alfa (ntcleo de Hélio) e
dois elétrons. Newton foi um dos primeiros cientistas que investigou o problema
de trés massas pontuais atraindo-se mutuamente com uma forca que diminui com
o inverso do quadrado da distancia. No caso do sistema Terra-Sol-Lua, desvios da
teoria ja tinham sido corretamente determinados por Ptolomeu de Alexandria no
século IT a.C. e um grande nimero de refinamentos foram introduzidos por Tycho

Brahe no final do século XVI, todos baseados em observagoes a olho nu [26].
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O campo gravitacional produzido pelo Sol é de tal forma dominante no Sis-
tema Solar, que foi possivel detectar empiricamente a solugao do problema de dois
corpos (Sol-planeta): as elipses de Kepler. No entanto, o proprio Newton sabia
que o movimento do Sistema Solar apresentava irregularidades em relacao as leis
de Kepler, que eram provenientes da interagao gravitacional entre os planetas. Es-
tas irregularidades sao muito complicadas para serem descritas aqui. Estudar um
problema de mais de dois corpos é uma tarefa dificil, porque as equagcoes destes
sistemas nao sao soltiveis por nenhuma fung¢ao conhecida. O problema ¢é suficien-
temente complexo para que nao seja possivel nem mesmo encontrar uma solugao
que descreva o sistema para um intervalo de tempo arbitrario. Desenvolveram-se
entao métodos perturbativos, em que numa solu¢ao conhecida do problema de
dois corpos se introduzem os efeitos dominantes das interacoes planeta-planeta
como perturbacoes. Desta maneira, podemos obter novas solugoes aproximadas,
para intervalos de tempo limitados, que podem ser um ponto de partida mais
preciso para um novo célculo perturbativo. Executar o método muitas vezes me-
lhora a precisao da solugao, mas a obtencao de uma solugao exata implicaria um
numero infinito de iteracoes.

Pierre Simon de Laplace (1749-1827) foi o expoente méaximo da confianga da
ciéncia dos século XVIII e XIX na regularidade e previsibilidade do mecanismo de
reldgio que regulava o funcionamento do Sistema Solar, expresso nas Leis de New-
ton. No seu Tratado sobre a Mecénica Celeste [27], usando técnicas inovadoras
da teoria de perturbagoes, Laplace melhora as solugoes aproximadas conhecidas
para o Sistema Solar e traz grandes avancos ao calculo e caracterizagao das Or-
bitas planetarias. Ao tentar explicar as irregularidades observadas nas orbitas
de alguns planetas, identifica as ressonéancias planetérias como um mecanismo
geral que pode produzir efeitos a longo prazo. No entanto, conclui que estas
perturbagoes se compensam, levando a perturbagoes periddicas na inclinagao e

excentricidade de alguns planetas que nao colocam em risco a estabilidade do
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Sistema Solar [28].

Apesar da robustez dos métodos desenvolvidos por Laplace, faltava ainda uma
demonstracao rigorosa da estabilidade do Sistema Solar, e foi este problema em
aberto que motivou os trabalhos de Henri Poincaré (1854-1912) que levaram ao
conceito de caos, assim como muitas outras descobertas ao longo dos tltimos cem
anos. Um problema relacionado, que também passou pelas maos de Newton e
Laplace e que, apesar dos constantes desenvolvimentos, ainda hoje da trabalho a
matemaéticos e a computadores de ponta, é o problema da 6rbita da Lua. Parece
estranho que o corpo celeste mais proximo da Terra, e que conhecemos tao bem,
tenha ao longo de séculos resistido a uma descricao quantitativa rigorosa. A
questao é que o movimento da Lua em torno da Terra nao é bem aproximado pelo
problema de dois corpos Terra-Lua, o Sol esta proximo demais e é suficientemente
massivo para que a sua influéncia neste sistema seja redutivel a uma pequena
perturbagao. Assim sendo, a formula¢ao basica do problema do movimento da
Lua é um problema gravitacional mais complicado do que o problema de dois

corpos, pois exibe caos.

O problema da estabilidade do Sistema Solar

A questao da estabilidade do Sistema Solar levou-nos ao conceito de caos.
Os métodos usados para estudar orbitas planetarias que envolviam mais de dois
corpos (teoria das perturbagoes), numa época sem computadores, implicavam
calculos muito prolongados que apds certa precisao se tornavam impraticaveis.
A questao era a seguinte: Serd que as solugoes aproximadas que conseguimos
calcular num problema de muitos corpos nos dao um entendimento fiel do com-
portamento destes sistemas em escalas de tempo da ordem da idade do Sistema
Solar ou maiores, ou seré que algo de inesperado esta escondido além dos limites
da nossa precisao?

Por ocasiao das celebracoes do sexagésimo aniversario do Rei Oscar II da

16



Capitulo 2. Caos Classico 2.1. Caos Classico

Suécia e Noruega, em 21 de Janeiro de 1889, foi aberto um concurso em que
os candidatos eram convidados a apresentar um trabalho original sobre uma das
quatro perguntas propostas. Estas questoes tentavam focar quatro problemas
importantes na fronteira do conhecimento matematico da época, e uma delas era
a questao se o Sistema Solar é estéavel ou nao, em escalas de tempo arbitrariamente
grandes [2].

O vencedor do concurso foi Poincaré. Apesar de nao ter dado uma resposta
definitiva a questao proposta, os avanc¢os que o seu trabalho representou para o
conhecimento da natureza das solugoes das equacoes diferenciais viriam a mudar
para sempre o nosso entendimento da gravitagao newtoniana e do Sistema Solar
[24].

O problema da estabilidade do Sistema Solar somente foi melhor compreen-
dido mais recentemente & luz do teorema KAM (Kolmogorov, Moser, Arnold),
discutido na segao (2.9). O Sistema Solar é um sistema quase integravel e, em-
bora a sua estabilidade nao seja garantida para tempos indefinidamente longos, o
sistema comporta-se efetivamente como um sistema estavel em escalas de tempos

cosmologicos [24].

Henri Poincaré

Poincaré apresentou um trabalho sobre o chamado problema restrito de trés
corpos (PR3C), que pode ser considerado como o sistema gravitacional mais
simples depois do Problema de dois corpos (P2C). Neste modelo consideram-
se dois corpos, os primarios, que se movem entre si seguindo uma solugao do P2C
e uma terceira massa infinitesimal, que se move sob a influéncia gravitacional dos
corpos priméarios, mas que nao afeta o movimento destes (numa 2% aproximacao
o sistema solar pode ser visto como um PR3C, em que o Sol e Jupiter sao os dois
corpos primérios e os restantes sdo as massas infinitesimais).

Neste trabalho, apesar de familiarizado com os métodos tradicionais da teoria
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de perturbacgoes para abordar problemas gravitacionais de mais de dois corpos,
a sua intuicao extraordinaria levou-o a atacar o problema por um angulo que
resultou em solugoes surpreendentes e inovadoras. Poincaré descobriu que um
problema tao simples como o PR3C exibe solugoes caoticas: oOrbitas com de-
pendéncia sensivel as condigoes iniciais, expresso através das seguintes palavras:

“...pode acontecer que as pequenas diferencas nas condig¢oes iniciais produzem,
diferencas muito grandes no fenémeno final. Um erro pequeno anterior causard
um erro enorme posterior. Predicao torna-se impossivel, e temos o fendmeno

imprevisivel.” [2].

2.2 Previsibilidade e Caos

O termo caos ¢ usado para referir-se a esta nao-previsibilidade. Entretanto,
ainda é dificil fornecer uma defini¢ao de caos que seja universalmente aceita. Aqui,
simplesmente apresentam-se algumas caracteristicas importantes dos sistemas que

sao classificados como sendo cadticos [2]:

1. Uma instabilidade dinamica que conduz a nao-previsibilidade é uma ca-
racteristica central do caos. Esta instabilidade deve ser mais exponencial
do que linear no tempo, porque no caso linear a previsibilidade é possivel
mesmo na presenca de uma ligeira incerteza se conhecermos uma histéria su-
ficientemente longa do sistema. No caso exponencial (ca6tico), entretanto,
nao se tem nenhum poder preditivo adicional conhecendo-se a histéria do
sistema além da condicao inicial. Esta instabilidade exponencial é quantifi-

cada pelo expoente de Lyapunov.

2. A instabilidade é puramente deterministica e intrinsica & dinamica; o caos

nao é explicado por algum ruido externo.

3. A instabilidade deve ser global, no sentido de que o comportamento cadtico

ocorre para uma quantidade de condigoes e nao esté limitado a um conjunto
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de medida zero no espaco de fase, diagrama p — ¢, definido na se¢ao (2.5),

como no equilibrio instavel de um péndulo.

4. O sistema deve estar em algum sentido limitado, para evitar a separagao
exponencial trivial das trajetorias, como em z(t) = x,exp(t) para diferentes
Z,, ou seja, para diferentes condigOes iniciais. Para manter as trajetorias
confinadas quando elas se separam, deve haver alguma nocao de esticar e

de dobrar-se (espago de fase limitado).

5. O modelo fisico do sistema deve ser simples. E surpreendente que sistemas
simples tais como o problema de trés corpos possam apresentar um com-
portamento complicado e imprevisivel, mas o comportamento complicado
nao é surpreendente em um sistema com muitos graus de liberdade. As-
sim, por exemplo, embora o movimento Browniano seja imprevisivel, um
modelo fisico deterministico inclui as interacoes das colisoes de um niimero
macroscopico de moléculas do gas; entao, nao consideramos este sistema

cadbtico.

Quando retornamos ao conceito de integrabilidade, podemos ser mais precisos

sobre o significado do caos, pelo menos em sistemas Hamiltonianos.

2.3 Sistemas Hamiltonianos

Classicamente, um sistema Hamiltoniano ¢é especificado por uma func¢ao Hamil-
toniana H(q, p,t), que nada mais ¢ do que uma fungao que descreve a energia total
do sistema. O estado do sistema é especificado pelo seu momento p'e sua posicao

q [29-32|. A dinamica do sistema é governada pelas equagoes de Hamilton:

dp OH
-+ 7 2.1
dt a7 (2.1)
dq OH

@ o (22)
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que generalizadas para miltiplas dimensoes podem ser escritas como:

= — 2.3
= = 2.4
onde ¢ = 1,...,n é o numero de graus de liberdade, que discutiremos a seguir,

na se¢ao 2.5. A Hamiltoniana para uma particula é a soma das energias cinética

e potencial, de forma que:

R

Neste caso, as equagoes de Hamilton ficam:

dp oV

- YL 9.
dt o7 (26)
dg  p

que sao as equagoes usuais de movimento de uma particula em um campo de
forgas.

Sistemas Hamiltonianos sao uma classe de sistemas dinamicos que ocorrem
em uma vasta variedade de situacoes e as propriedades especiais das equagoes
de Hamilton dotam estes sistemas com atributos que diferem qualitativamente e
fundamentalmente de outros sistemas. Por exemplo, as equagoes de Hamilton nao

possuem atratores - conseqiiéncia do fato destes sistemas serem conservativos [32].

2.4 Sistemas integraveis e simetrias

Uma caracteristica agradavel de sistemas Hamiltonianos é que nestes pode-
mos ser muito precisos sobre a defini¢cao de caos. Especificamente, as simetrias

em geral, levam a grandezas conservadas. Um dos exemplos mais 6bvios é inva-
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ridncia da translagao temporal (onde a Hamiltoniana nao depende explicitamente
do tempo). Esta simetria conduz & conservacao de energia. Se um Hamiltoniano
for invariante sob a translagao espacial em uma determinada dire¢ao, entao nao
ha nenhuma forca naquela dire¢ado e o momento linear correspondente é conser-
vado. O problema de forga central é rotacionalmente invariante, assim todos as
componentes do vetor do momento angular sao conservadas.

Vamos supor, agora, que temos uma Hamiltoniana com n graus de liberdade
(de maneira que uma trajetoria é parametrizada por n coordenadas e n momen-
tos). Supomos também que o sistema é altamente simétrico, tal que podemos
encontrar n grandezas conservadas /;. Finalmente, supomos que estas grandezas
estao em involucao, o que significa que seus parénteses de Poisson sao nulos, isto

e,

_N (2501 OLOIY »

Esta é essencialmente uma maneira formal de indicar que as grandezas con-
servadas sao independentes uma das outras. Sob estas circunstancias, é sempre
possivel escrever a solugao (em termos das variaveis angulo-a¢ao), e assim nao ha
nenhum caos. Tal sistema é dito ser integrdvel.

Usando esta idéia, podemos imediatamente ver que os sistemas Hamiltonianos
autonomos com um grau de liberdade sao sempre integréaveis, porque a energia ¢é
uma grandeza conservada. Assim, nunca ha caos em tais sistemas. No minimo,
dois graus de liberdade ou uma dependéncia explicita do tempo sao necessarios
para apresentar caos.

A maioria dos sistemas nao possuem o grau elevado de simetria exigido para a
integrabilidade. Se houver somente uma constante do movimento ou poucas para
o sistema, espera-se encontrar caos. Em outras palavras, uma condi¢ao para que

um sistema apresente caos é a nao-integrabilidade.
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2.5 Espaco de Fase

Para determinar a posicao no espaco de um sistema de K pontos materiais’,
¢é necessario dar 3K vetores, isto é, 3K coordenadas. Geralmente, o niimero
de grandezas independentes, que devem dar-se para determinar univocamente a
posicao de um sistema, denomina-se numero de graus de liberdade do sistema; e
neste caso, o nimero ¢ igual a n = 3K. Estas grandezas nao deverao ser neces-
sariamente as coordenadas cartesianas do ponto; dependendo das condi¢oes do
problema, poderao ser feitas escolhas mais convenientes, de quaisquer outras coor-
denadas. n grandezas quaisquer ¢, go, . . . , ¢n, que caracterizam completamente a
posi¢ao do sistema (com n graus de liberdade), denominam-se coordenadas gene-
ralizadas [29]. A configuracao instantanea de um sistema esta determinada pelos
valores das n coordenadas generalizadas ¢, . . ., ¢, e corresponde a um ponto par-
ticular no hiperespago cartesiano no qual os ¢ formam suas n coordenadas. Este
espaco n-dimensional é denominado de espaco de configuragoes. Cada conjunto
de valores atribuidos as coordenadas generalizadas define uma configuracao do
sistema, ou seja, as posi¢oes de todas as particulas num dado instante [30].

Em sistemas Hamiltonianos, o estado de um sistema é completamente descrito
por seu momento (eq. (2.3)) e posigdo (eq. (2.4)). Para uma particula em um
espaco de configuracoes tridimensional, o momento e posicao sao ambos vetores
com trés componentes cada, e desta maneira uma completa descricao do sistema
exige o conhecimento de seis variaveis [33].

A tabela (2.1) é util nesta se¢@o e no restante do capitulo, pois ilustra a relagao
entre o namero de graus de liberdade de um sistema e a dimensao do espaco de
fase, da superficie de energia e do toro [34].

Vamos ilustrar o espago de fase considerando um exemplo classico, que é

discutido em [31,33,35,36], o péndulo simples da figura (2.1), cuja Hamiltoniana

Lcorpo cujas dimensoes podem ser desprezadas ao descrevermos o movimento do sistema [29].
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Numero de graus de liberdade 11213] n
Dimensionalidade do espago de fase 21416| 2n
Dimensionalidade da superficie de energia £ | 1 | 3 | 5 | 2n-1

Dimensionalidade do toro M 11213] n

Tabela 2.1: Tabela com ntumero de graus de liberdade e a dimensao do espago de
fase, da superficie de energia e do toro. Adaptada de [34].

em coordenadas polares é dada por:

1 ..
H = §ml292—mglcosﬁ (2.9)

onde m e [ sao respectivamente a massa e comprimento do péndulo e 6 é o angulo
a partir da vertical.
Lembrando que para um grau de liberdade, com H explicitamente indepen-

dente do tempo, temos
H = F (2.10)

onde E ¢é a energia do sistema, que ¢ uma constante de movimento. Desta

maneira, usando a equagao (2.9) podemos escrever:

0= \/g 2(E’ + cos ) (2.11)

Figura 2.1: Péndulo simples.
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onde 0 é a derivada temporal de e E' = E /mgl.

Fazendo o grafico de 6 x (9/ \/g_/l temos o espaco de fase do péndulo como
vemos na figura (2.2). Considerando que o sistema possui somente um grau de
liberdade e, portanto, o mesmo é integravel, as diferentes curvas sao solugoes
possiveis para uma energia constante. Podem ser identificados trés regimes na

dindmica do péndulo, ilustrados através das curvas de cores diferentes.

g

5 -4 -2 a 2 4 ]
q

Figura 2.2: Espaco de fase para o péndulo simples. Ha trés tipos de movimentos.i)
curvas verdes: correspondem as elipses na regiao central sao as libragoes - vao
e voltam sobre si mesmas (oscilagoes), ii) curva azul: separatriz e iii) curvas
vermelhas: correspondem as rotacoes.

Ha varias caracteristicas interessantes que podem ser observadas a partir do
espaco de fase, por exemplo, os tipos de movimentos que aparecem. Pode-se obter
informagbes consideraveis analisando a equacao (2.9) para diferentes valores de
energia E e o grafico (2.2). O valor da Hamiltoniana corresponde a energia total,
energia cinética mais a energia potencial do sistema. Podem ser identificados trés

tipos de movimentos através das curvas no espago de fase:
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Curvas vermelhas: este é o caso onde E é maior do que o maior valor da
energia potencial do sistema, entao 6 é sempre diferente de zero, o que resulta
num movimento nao ligado em 8 que varia de 7 a 7, num sentido ou noutro. Isto
significa que a energia inicial, que é dada ao péndulo, é suficiente para que este
consiga subir até a altura maxima e continuar a rotacao a partir desse ponto.
Estas curvas correspondem a circulos completos sucessivamente descritos pelo
péndulo, e sdo periddicas, embora a imagem nao a sugira imediatamente (temos
de pensar que 7 e 7 correspondem & mesma posi¢ado e que, portanto, o espacgo
de fase deve ser visto como tendo a borda esquerda colada & borda direita) veja
secao (2.6).

Curvas verdes: neste caso, I/ é menor do que a energia potencial maxima.
Neste regime o péndulo é largado com velocidade angular nula numa posicao
que faz um angulo menor que 7 com a vertical. Desprezando qualquer atrito, a
velocidade do péndulo cresce até atingir um valor maximo quando # = 0 e decresce
a seguir até voltar a zero, quando atinge a elongacao méxima do lado oposto,
simétrica a inicial. Como podemos ver, neste regime as curvas sao fechadas (cada
linha verde corresponde a uma dada altura inicial) o que podemos de imediato
identificar com um movimento periddico. O péndulo nunca chega a fazer um
angulo de 7, pois nao tem energia suficiente.

Curva azul: neste caso, E é igual a energia potencial. Temos um regime
fronteira, em que o péndulo é lancado exatamente com a energia necessaria para
poder chegar ao ponto de altura maxima, que atinge com velocidade nula. Por
isso, o tempo associado a este movimento fronteira é infinito. Esta curva define
a separatriz entre dois regimes de movimento.

O movimento tem dois pontos singulares em 6 = 0: os pontos (6,6) = (0,0)
que é um ponto eliptico estavel e (6, 6) = (0, £7) que sao pontos hiperbolicos in-
staveis. Uma caracteristica notavel é que as trajetorias no espago de fase proximas

a um ponto eliptico permanecem na sua vizinhanca, enquanto que uma trajetoria
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Separatrix
pf’\

e

(a) (b

Figura 2.3: Toro para o péndulo simples com um grau de liberdade mostrando o
comportamento das trajetorias proximas ao a) ponto fixo eliptico e b) ao ponto
fixo hiperbélico. Adaptada de [33].

proxima a um ponto hiperbolico instavel diverge deste ponto [34, 35].

2.6 Toros e trajetoérias

Considerando o caso com um grau de liberdade n = 1: a trajetoria é repre-
sentada por um segmento de reta de comprimento 27. O ponto representativo
move-se uniformemente para a direita com velocidade w; e quando ela atinge o
ponto )1 = 2m, ela pula para ); = 0. Esta descontinuidade pode ser evitada
representando a trajetéria como um circulo, onde () é a coordenada angular do
ponto representativo [37]. Este é o caso do péndulo do exemplo da segao (2.5).
Representando todas as trajetorias da figura (2.2) vemos que a forma do toro é
cilindrica, conforme figura (2.3).

Considerando o caso n = 2: no plano (@1, @2), movimento ocorre dentro
de um quadrado com lados de comprimento 27. O ponto move-se com uma

velocidade constante cujas componentes sao w; € wy; quando o ponto deixa um
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lado do quadrado, ele reaparece no lado oposto. Outra vez, pode-se evitar esta
descontinuidade colando-se primeiro o lado esquerdo do quadrado ao lado direito
do quadrado e depois o lado superior & parte inferior. Esta superficie obtida é
um toro. ()1 e Q3 sao coordenadas angulares que especificam a posicao de um

ponto no toro. Este toro pode ser visualizado através da figura (2.4).

T s
=)
L

Figura 2.4: Toro bidimensional para sistemas com dois graus de liberdade. Adap-

tada de [38].

Para n graus de liberdade, o movimento pode ocorrer dentro de um hiper-
cubo n-dimensional, no espago cartesiano (Q1,...,Q,), com descontinuidades;
ou em um n-toro, com as ();s coordenadas angulares, e sem descontinuidades no
movimento. Ambas as representagoes sao uteis.

Qual a forma da trajetoria sobre si mesma no n-toro?

Para n = 1 a trajetoria simplesmente coincide com seu 1-toro (circulos). Para
n = 2, as coisas sao0 um pouco mais complicadas. Se a razao wj/wq é racional,
entao depois de uma trajetoria inteira ela volta sobre si mesma: ela é periddica
(também denominado de caso ressonante). Se a razao w;/wy ¢ irracional (caso
geral), a trajetoria nunca se fecha e preenche densamente o quadrado. Esta é a
chamada trajetoria quase periodica. Mais geralmente, para n graus de liberdade,
se 0s w;s sao mutuamente incomensuraveis, ou seja, se nao existe a relagao de

comensurabilidade

klwl + ..+ knwn = 0 (212)
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onde os k;s sao inteiros e nao todos nulos, entao a trajetoria é densa no n-toro.
Este é o caso geral. Se existem p relagoes de comensurabilidade independentes,

entdo a trajetoria ocupa somente um subespago (n—p)-dimensional no n-toro [37].

2.7 Mapa de Poincaré

Muitas vezes nao é muito tutil analisar as trajetorias individuais, simplesmente
porque é dificil determiné-las exatamente. Uma aproximacao mais 1til é conside-
rar o espago de fase para sistemas Hamiltonianos, que como vimos na segao (2.5) é
o espaco das variaveis necessarias para especificar completamente o estado de um
sistema (isto é, as posigoes e os momentos para um sistema Hamiltoniano). Este
conceito surpreendente pode ser encontrado nos Principia de Newton publicado
em 1687 [39]. Na segunda defini¢ao do primeiro capitulo denominado “ Defini¢oes”,
Newton especifica : “A quantidade de movimento € a medida da mesma, obtida
conguntamente a partir da velocidade e da quantidade de matéria’, ou seja, cada
corpo tem associado uma quantidade chamada momento, que é o produto da
massa e velocidade do objeto. Ja no seu segundo capitulo “Axiomas ou Leis do
movimento’, Newton diz que “a mudanca de movimento é proporcional a for¢a
motora imprimida’, ou seja, a forca é responsavel pela mudanca no momento.
Portanto, momento e posicao sao as duas quantidades que, juntas, fornecem a
completa informacao sobre o sistema dindmico em qualquer instante.

Logo ap6s a publicacao dos Principia, as novas geracoes de fisicos e matemati-
cos comecgaram a trabalhar no formalismo das Leis de Newton, assim como nas
suas aplicagbes aos mais variados sistemas tais como péndulos, projéteis, forca
das marés, etc. Com o trabalho de Lagrange (1736-1813), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827) e William Hamilton (1805 - 1865), a Mecéanica Newtoni-
ana desenvolveu-se como teoria fisica e matemética muito além da formulacao

original de Newton. Mais tarde, os trabalhos de Henri Poincaré (1854 - 1912)
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marcaram uma nova etapa no entendimento da Fisica de Newton. Esta nova
etapa esta ligada ao desenvolvimento do conceito de espago de fase, uma forma
muito geral e poderosa de visualizar a evolu¢ao de um sistema.

A 22 lei de Newton permite-nos, em principio, escrever uma equacao na qual
procuramos uma solugao ¢{(t), que descreve a posigao em fungdo do tempo. No
entanto, sabe-se que os detalhes matemaéticos que envolvem a procura de uma
solucao, que na maior parte das vezes nem existe na forma de uma combinagao
de funcoes conhecidas, podem ofuscar o nosso entendimento do comportamento
global do sistema. Pensou-se, entao, em como obter informagao sobre o compor-
tamento de um sistema a partir das suas equagoes do movimento sem precisar
resolvé-las explicitamente.

O primeiro passo foi reconhecer que o futuro de qualquer sistema mecéanico fica
inequivocamente determinado pela sua posigao e pelo seu momento iniciais. Se o
movimento do sistema for no espago de configuragao, cada uma destas grandezas
terd trés componentes, duas horizontais e uma vertical, de modo que conhecer
a posigao e o momento significa conhecer trés pares de valores. Se o sistema
for constituido por mais do que uma particula, o seu estado fica descrito pela
posicao e momento de cada uma delas. Chamam-se a estes pares de variaveis os
graus de liberdade do sistema, e o niimero de graus de liberdade, o nimero destes
pares, mede a dimensao do espaco em que se da o movimento, e o nimero de
componentes do sistema. A introducao do espaco de fase foi um poderoso passo
do ponto de vista matematico, mas representa um sério retrocesso do ponto de
vista humano [40]. Como podemos visualizar seis dimensdes? Em alguns casos
felizmente pode se reduzir o espago de fase para trés, ou melhor, duas dimensoes.

Se nosso interesse for entender o comportamento assintotico de uma trajetoéria,
nao sera necessario seguir sua evolucao com grande detalhe. Bastara olharmos
para ela em certos instantes de tempo [37]. Esta é a idéia que esta por tras do

método de se¢io de superficie. Considerando o caso em que N = 3, ou seja, um es-
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Figura 2.5: Secao de superficie. Fonte [37].

paco de fase tridimensional. Para este espaco de fase tridimensional, selecionamos
uma secao de superficie 3 apropriada, que serd uma superficie bidimensional or-
dinéria, e observamos as sucessivas intersec¢oes da trajetéria com a superficie 3.
A seqiiéncia de pontos que intersectam X tém a propriedade fundamental que se
um dos seus pontos Y; é dado, entao o proximo ponto podera ser deduzido. Tém-se

assim um mapeador M da superficie ¥ que é chamado de mapa de Poincaré [37].

As propriedades essenciais do sistema de equacoOes diferencias sao refletidas
nas propriedades do mapa M. Por exemplo, uma trajetoria periddica do sistema
diferencial corresponde a um conjunto de pontos peridédicos de M se a trajetoria
for instavel, os pontos peridédicos também o serao.

Quando estudamos um mapeamento, nos referimos a uma seqiiéncia infinita
dos pontos Y; como uma trajetoria ou orbita, desde que ela é agora o equivalente

da trajetoria original no espago de fase.

2.8 Estabilidade das 6rbitas periodicas

Uma orbita periédica de um sistema Hamiltoniano corresponde a um ponto

fizo ou um ciclo na se¢do de Poincaré [37]. Como vimos na se¢ao (2.7) as pro-
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priedades essenciais do sistema de equagoes diferenciais sao refletidas nas pro-
priedades do mapa. Entao vamos examinar a estabilidade dos pontos fixos de
um mapa bidimensional que preserva a sua éarea (chamados de mapas 2-D sim-
pléticos). Para mapas que preservam area o determinante da matriz Jacobiana
J ¢ igual a 1 [32,34,37]. Esta ¢ uma caracteristica dos sistemas Hamiltonianos

devido ao Teorema de Liouville [29]. Os autovalores de J sdo dados por:

Oartr 9qt+1
det(J — ) = 9a: opt
Opt+1 Opey1
gt Opt
det(J —A) =X —-TA+1=0 (2.13)

onde T' é o traco da matriz Jacobiana, dado por:

0 0
_ Y41 4 Pi+1 (2.14)

T
gy Opy

assim

A = (2.15)

Desde que {[T + (T? —4)"/2)/2} {[T — (T* — 4)"/%]/2} = 1, as raizes dessa
equagao sio reciprocas uma a outra, como ¢ exigido para mapas que preservam

a area. Assim, sao possiveis os seguintes casos:
1. T'> 2 : as raizes s@o reais e positivas (A, 1/A > 0);
2. T < —2 : as raizes sao reais e negativas (A, 1/A < 0);
3. =2 < T < 2: as raizes sao complexas (A, 1/\ = exp(Lia)),

sendo que para os casos (1) e (2) as orbitas sdo hiperbolicas e hiperbolicas com

reflexdo, respectivamente, e no caso (3) as oOrbitas sdo elipticas. Nas orbitas
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hiperbélicas, as orbitas proximas a um ponto fixo divergem exponencialmente
deste. Neste caso, o ponto fixo é denominado de linearmente instavel. Enquanto
isso, para as Orbitas elipticas na aproximacao linear, as Orbitas que comecam
proximas a um ponto fixo permanecerao sempre proximas ao ponto fixo. Estas
6rbitas também sao chamadas de orbitas linearmente estaveis. Quando 7' = £2
as orbitas sao ditas parabolicas. No exemplo do péndulo, o ponto (6, 0) = (0,0)
¢ um ponto eliptico linearmente estavel, enquanto que os pontos (6, 9) = (£m,0)
sao pontos hiperbolicos linearmente instaveis. Veja a figura (2.3). Voltaremos a

discutir esta questao na segao (2.9).

2.9 Teorema KAM

Este teorema importante tem papel central na teoria de sistemas dindmicos
Hamiltonianos [37]. Ele diz que se um sistema integravel é modificado por uma
perturbagao suficientemente pequena, entao a maioria das trajetérias possiveis
sao ainda estaveis. A maioria dos fisicos, quando pensaram sobre o problema,
tenderam a pensar como Fermi, que uma pequena perturbagao de um sistema inte-
gravel iria destruir o toro, ou seja, destruiria a sua integrabilidade. A confirmacao
desta opiniao tenderia a validar a hipotese ergodica, e deste maneira, a Mecanica
Estatistica. Na realidade, o que acontece é que a maioria dos toros sobrevivem
a uma perturbacao, embora em forma distorcida. Alguns sao destruidos, e estes
nao formam um conjunto de medida zero, mas um conjunto finito e que cresce
com a perturbacao. Os toros destruidos distribuem-se entre os que sao preserva-
dos de maneira irregular [32,34]. Estas questdes foram provadas rigorosamente
por Moser em 1962 e Arnold em 1964, com base nas sugestoes de Kolmogorov
em 1954. Estas provas formam o que conhecemos como teorema KAM, que sao
longas, intrincadas e sutis, por isso apresentam-se, a seguir, apenas as idéias, que

sao muito instrutivas. Estas duas provas diferem em alguns detalhes. A prova
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de Moser é valida para o mapa twist, discutido a seguir, enquanto que Arnold

forneceu a prova para sistemas Hamiltonianos [34].

2.9.1 Teorema de Moser

Inicialmente, considera-se o mapa twist [37], que é um mapeador plano cor-

respondendo a um sistema integravel e dado em coordenadas polares

Py = B

Qi1 = Qu+2mv(R) (2.16)

onde v é o numero de rotacgao.

O mapa ¢ definido dentro de um anel a < P, < b, onde a e b sao constantes po-
sitivas. Dentro deste intervalo o nimero de rotagao v é assumido ser uma func¢ao
monotonicamente crescente de P;. Agora, perturbamos o mapa adicionando dois

pequenos termos

P = P+ f(P,Qy)

Q1 = Qu+2mv(P) + g(P, Q) (2.17)

onde f e g precisam ser fungoes de ) com periodo 27. Supoe-se que estas funcoes
sao pequenas e diferenciaveis um nimero suficiente de vezes. O mapa dado pela
equagao (2.17) precisa continuar preservando a area. Podemos entao fazer uma
pergunta: As curvas invariantes do mapa (2.16) ainda existem no mapa levemente
perturbado (2.17)7 Assim formulada a questdao é um tanto vaga e nao se pode
responder nem que sim, nem que ndo. E necessario que sejamos mais especifi-
cos. E importante saber que a propriedade essencial que caracteriza uma curva

invariante é seu numero de rotacao, e que a maneira correta para responder a

questao é como se segue: dada uma curva invariante particular do mapa (2.16),
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com um numero de rota¢do v, existe no mapa (2.17) uma curva invariante com
forma ligeiramnte diferente, e cujos pontos sucessivos sao arranjados de acordo
com 0 mesmo nimero de rotagao v?

O teorema de Moser responde particularmente este problema fornecendo uma
condicao suficiente para a existéncia das curvas invariantes perturbadas. A
condicao é que v precisa estar suficientemente longe de valores racionais. Isto

significa que v precisa satisfazer a seguinte desigualdade:
v—=|>—=F (2.18)

para todos os nimeros racionais r/s. x é uma constante pequena que depende
da amplitude da perturbagao dos termos f e g. A condi¢ao dada pela equagao
(2.18) exclui um intervalo finito em torno de cada racional, e intuitivamente somos
levados a pensar que ela exclui todos os niimeros. Surpreendentemente, este nao
é o caso. Pelo contrario, a maioria dos valores de v nao sao excluidos. Pode-se
mostrar isto. Primeiro note que v é definido sendo moédulo 1, de maneira que
¢ suficiente considerar o intervalo [0,1]. Para um dado valor de s, os valores
possiveis de r estao no intervalo entre 0 e 1 e a soma de todos os intervalos

—3/2 Falta somente fazer a soma sobre s.

excluidos pela equacdo (2.18) é 2ks
Ao ser feita, superestimamos a medida L dos valores excluidos, porque contamos

muitos intervalos mais de uma vez. Portanto, verifica-se para L:
- K
L< sz ~ 5.224k (2.19)
j=1

Desta maneira o teorema de Moser especifica que a maioria das curvas invari-

antes serd preservada sob uma pequena perturbacao para valores de v suficiente-

mente irracionais®.

2Falar em nameros suficientemente irracionais pode parecer um tanto estranho, pois como
sabemos, existem os ntumeros racionais e os irracionais. No entanto, alguns nimeros sao real-
mente mais irracionais do que outros. Os mais irracionais sao aqueles que se aproximam do
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2.9.2 Teorema de Arnold

Em 1963, Arnold forneceu a prova do teorema KAM. Sua prova apresenta

algumas diferengas em relagao aquela apresentada por Moser
1. considera um sistema dinamico, definido por uma Hamiltoniana.

2. é aplicada a qualquer numero de graus de liberdade, enquanto o Teorema

de Moser corresponde somente ao caso de dois graus de liberdade.

3. por outro lado, ele assume que a Hamiltoniana é analitica, enquanto o
Teorema de Moser assume que o mapeador é diferencidvel um ntmero finito

de vezes.

Na esséncia o teorema de Arnold e Moser sdo completamente similares [37].
Primeiramente, considera-se um sistema Hamiltoniano integravel H,(I), e neste
sistema n-toros particulares, caracterizados por suas n freqiiéncias wq,...,w,.
Adiciona-se uma pequena perturbagao (¢ — 0) a Hamiltoniana H, e pergunta-se
quando os n-toros invariantes permanecem com estas freqiiéncias?

A resposta sera sim se os w; estao suficientemente longe daquelas relagoes de

comensarubilidade, isto significa que:

1> mrwr] > k(€D Imil) (2.20)

onde k e 7y sdo constantes para qualquer conjunto de inteiros m; (ndo todos zero).
v é fixo, mas ¢ depende da amplitude da perturbagao.

Esta condigao ¢ menos restritiva do que a de Moser, e desta maneira, poucos
pontos sao excluidos.

No entanto precisa-se ter em mente que o teorema KAM somente da condigoes

suficientes para a existéncia de curvas invariantes ou toros invariantes. Ele nada

nimero de ouro [32] e, desta maneira o ultimo toro a ser destruido sera aquele com v mais
irracional, ou seja, aquele cuja v mais se aproxima do nimero de ouro.
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diz para as regioes excluidas pelas equagoes (2.18) e (2.20). Em outras palavras,
ao contrario do que muitas vezes se acredita, o teorema nao especifica quais
curvas e toros invariantes sao destruidos na vizinhancga das ressonancias, ou se
a perturbagao torna-se grande, embora sejamos levados a pensar que tal coisa
aconteca quando analisamos resultados numéricos.

Uma das conseqiiéncias do teorema KAM é a rigorosa prova da estabilidade
dos pontos fixos elipticos, no caso, de um mapeador bidimensional correspondendo
a um sistema dindmico com dois graus de liberdade. Antes deste teorema ser
provado, podia se dizer que eram linearmente estéveis na aproximacao linear,
mas nada podia ser dito sobre o que acontece quando a nao linearidade é levada
em conta. Do teorema KAM, pode ser deduzido (excluindo-se alguns casos) que
curvas invariantes fechadas existem em qualquer vizinhanca, entretanto pequena,
de um ponto fixo eliptico. Por outro lado, uma trajetéria que comega dentro
de uma curva invariante fechada precisa permancer dentro dela o tempo todo,
porque a regiao interna é mapeada dentro dela mesma. Isto é suficiente para
provar a estabilidade. Os casos excluidos sao aqueles onde os autovalores sao
e com a = 27p/q, onde p e ¢ sdo inteiros e ¢ < 4 de acordo com Moser.

Mais geralmente, cada regiao anelar limitada por duas curvas invariantes con-
céntricas ¢ por si mesma uma regiao invariante, que se mapeia sobre si mesma, e
da qual as trajetérias nao podem escapar. Para casos com mais de dois graus de
liberdade a situacao é diferente [37]. Lembremos que os sistemas com dois graus
de liberdade tém uma propriedade especial: o toro (bidimensional) estratifica a
superficie de energia E (tridimensional). Portanto, as orbitas irregulares, que
passeiam através das regioes onde os toros racionais sao destruidos, estao apri-
sionadas entre os toros irracionais remanescentes, e podem explorar uma regiao
de E que, enquanto 3-D, é restrita e desconectada das outras regides irregulares
na F (fig. (2.6)). Para mais graus de liberdade, entretanto, o toro nao estra-

tifica E. Para trés graus de liberdade o toro é tridimensional e a superficie de
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energia é H-dimensional. Entao as lacunas formam uma tnica regiao conectada,
e é concebivel, embora nao provado, que uma tinica 6rbita irregular pode cobri-la
totalmente. Os toros sao entao como linhas em trés dimensoes, como podemos
ver na figura (2.7). A possibilidade da assim chamada difusdo de Arnold das
orbitas irregulares significa que para N > 2 a existéncia de toros invariantes nao

¢ garantia de estabilidade do movimento [34].

’%. orbitas
irregulares

2
R

Figura 2.7: toro 3-D de um sistema com trés graus de liberdade.
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Caos Quantico

No final do século XIX e inicio do século XX estava claro que a Fisica precisava
ser completamente reformulada. Um ntmero crescente de fenémenos e obser-
vagoes nao era adequadamente, ou nem mesmo aproximadamente, descrito pela
Fisica Newtoniana e pelo Eletromagnetismo de Maxwell. Problemas geravam-se
especialmente na tentativa de fornecer uma explicacao para fenémenos envolvendo
particulas pequenas tais como elétrons e atomos e suas interagoes com campos
eletromagnéticos [41]. A Mecanica Quéantica surgiu para explicar fendmenos mi-
croscoOpicos para os quais a Mecanica Newtoniana nao fornecia resultados satis-
fatorios [42].

Por outro lado, em 1917, Einstein publicou um trabalho intitulado Sobre o teo-
rema qudantico de Sommerfeld e de Epstein [43], propondo uma generalizagao da
regra de quantizacao de Bohr, Sommerfeld e Epstein para sistemas multidimen-
sionais integraveis. Neste trabalho, Einstein nota que sistemas nao-integraveis
nao podem ser quantizados dessa maneira. Essa observacao indica pela primeira
vez a nao-trivialidade do limite semicléassico de sistemas caoticos, e pode ser con-

siderado como pioneiro da teoria de Caos Quéntico [44].
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3.1 Integrabilidade Quantica

Como nos sistemas Hamiltonianos classicos, ha um sentido de integrabilidade
nos sistemas quanticos. As simetrias também conduzem as grandezas conservadas
na Mecanica Quantica na forma de ntmeros quanticos, que sao os autovalores
do operador que geram a transformagao sob o qual o sistema é invariante (isto
é, o operador contraparte das quantidades conservadas classicamente). Para um
problema quéantico n-dimensional, se h& n operadores I associados com grandezas

conservadas que comutam aos pares,
[[j,[k] :[][k‘_[k[j = 0(Vj,k€ {1,,71/}) (31)

os n (simultaneamente) autovalores do operador especificam completamente o
estado do sistema bem como sua evolugao temporal. (Como um exemplo, estes
operadores sao convencionalmente H, L? e L, para o problema de forca cen-
tral/atomo de hidrogénio). Ter os comutadores dos operadores nulos, é seme-
lhante ao caso de involugao classico. Nao integrabilidade quantica ocorre quando
as simetrias sdo quebradas, conduzindo & perda de bons nimeros quanticos (con-
servados). Devido a néo-integrabilidade classica conduzir ao comportamento
cadtico, pode-se esperar que algo similar acontega para sistemas quanticos nao-
integraveis. Entretanto, como veremos a seguir, nao hé caos em sistemas quan-
ticos (pelo menos quando ha um limite classico sensivel e do ponto de vista de

defini¢ao de caos classico), mesmo na auséncia das simetrias [2].

3.2 Caos em sistemas quanticos

Uma das razoes para a dificuldade de se defenir o caos em sistemas quénticos
é que o caos esta geralmente definido em termos da separacao das trajetorias, ou

seja, sensibilidade exponencial as condigoes iniciais (trajetorias vizinhas separam-
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se exponencialmente uma das outras). Vamos considerar uma tentativa analoga
em sistemas quanticos. Uma medida de uma distdncia entre dois pacotes da
onda quanticos é o produto interno; ou seja, se temos dois estados quanticos |i1)
e |19), entdo podemos considerar (is|1)1) como uma medida de sua separagao.
Se considerarmos a evolucao dos dois estados sob um Hamiltoniano H, entao
podemos usar o fato que tal evolugao quantica é unitaria, significando que ha um

operador U(t,t,) tal que:

[0(8)) = UL, to)[¥(to)) (3.2)

Este é o operador evolucio temporal e satisfaz UTU = 1.

(Wa()|n (1)) = (¥a(0)|UT (X, 0)U(t,0)[41(0)) (3.3)
= <¢2(O)W1(0)> (3-4)

Assim, a sobreposicao é preservada pela evolugao, implicando que os pacotes
de onda nao se afastam. Pode-se concluir dai que nao ha caos na Mecéanica
Quantica. A conclusao esta certamente correta, mas o raciocinio é falho. A
razao ¢ que este mesmo argumento pode ser aplicado a integral de sobreposicao
de duas distribuigoes classicas no espaco da fase; a sobreposicao, neste caso, é
preservada em consequéncia do Teorema de Liouville [29], que indica que as areas
sao preservadas pela evolugao Hamiltoniana. O ponto é que as func¢oes de onda
nao sao exatamente comparaveis as trajetorias, assim que a definicao usual do
caos nao pode ser passada diretamente a Mecanica Quéantica [42].

Portanto, nesses termos, nao ha caos quantico, mas certamente ha caos cléas-
sico. Como fica entao o Principio da Correspondéncia? Esse principio, formulado
por Bohr em 1923 pode ser resumido na frase: “A teoria qudntica deve se apro-
ximar da cldssica assintoticamente no limite dos grandes nimeros qudnticos, ou

seja, quando h — 07, [45,46].
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O ponto central dessa aparente inconsisténcia é discutido por Berry [47] e
reside na nao-analiticidade do limite & — 0. Berry [47] toma como exemplo, um
sistema que nao apresenta caos, a interferéncia entre duas fontes de luz coerente
equidistantes do observador. A intensidade é dada pela superposicao de duas

ondas com momentos, ¥, com momento +p e e ¥_ com momento —p,

T, = et (3.5)
U = e v/ (3.6)
W, + T2 = 4c052(%) (3.7)

Ja aqui o limite semiclassico é patologico devido a existéncia de uma singulari-
dade essencial. O limite classico correto, onde a intensidade de duas fontes é o
dobro da intensidade de uma tnica fonte, s6 é obtida fazendo-se uma média sobre
um intervalo finito, correspondendo & impossibilidade de medidas com precisao

arbitraria:

q+Aq/2 pq
Ligssica = lim lim—/ 4 cos?(=-)dq (3.8)
Ag—0h—0 Aq Jq_ng/2 h
I 2h . pAq rq
- Al;rgo%%[2+2]fq81n(%)cos(%)] (3.9)
— 2 (3.10)

Deve-se notar que os limites A — 0 e Ag — 0 nao comutam. Um outro
caso muito importante é a nao comutatividade dos limites A — 0 e t — o0.
O estudo do espectro de energias esta ligado aos estados estacionarios e, nesse
caso, o limite ¢t — oo é inevitavel. Por outro lado, caos classico implica em

ergodicidade! e mistura® (mixing), propriedades que s6 podem ser verificadas

Hipotese ergddica: No decorrer do tempo o sistema explora toda a regidio do espaco de fase
energeticamente disponivel (a superficie de energia) e acaba por cobrir essa regido uniforme-
mente. Desta maneira, pode-se substituir médias temporais por médias sobre a superficie de
energia no espaco de fase. Esta hipdtese fundamenta a Fisica Estatistica, mas em geral ela é
falsa [34,48].

2sistemas misturantes sdo sistemas ergodicos. Escolhendo duas regides arbitrarias A e B
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num intervalo infinito de tempo. Ai parece residir a nao-trivialidade do Principio
da Correspondéncia, pois para fazer aflorar o caos classico a partir da dindmica
quantica, ambos os limites devem ser tomados simultaneamente [42].

A discussao acima sugere que Caos Quéantico deve ser encarado como um
estudo do limite semiclassico de sistemas cujos anélogos classicos sejam caoti-
cos. Em particular, deve-se buscar propriedades que sejam tipicas de sistemas
cadticos e que nao ocorram em sistemas integraveis. Uma dessas propriedades
¢ fornecida pela distribui¢ao dos primeiros vizinhos P(X) (NND?) dos niveis de
energia, dada na figura (3.1). A NND é definida considerando um dado con-
junto finito e ordenado de n niveis de energia F, = Fy = ... = E,, e X é a
distancia entre os niveis vizinhos. Tipicamente P(X) segue a distribui¢ao de
Poisson, P(X) = e X, no caso integravel e distribuigago GOE (Gaussian or-
togonal ensemble), P(X) = gXe_§X2, ou GUE (Gaussian unitary ensemble),

P(X) = %Xze_%XQ, da Teoria de Matrizes Aleatorias (RMT), no caso cadtico

[12,49].

3.3 Limite semiclassico

A integral de caminho de Feynman fornece um método ideal para se ir da
Mecéanica Quantica para o seu caso limite, a Mecanica Cléssica. Esta possibilidade
foi claramente vista por Dirac e Feynman. Eles também entenderam que a integral
de caminho era capaz de dar uma interpretacao sensivel aos principios variacionais
da Mecénica Cléssica [50,51].

A integral de caminho calcula a amplitude de probabilidade K(q",t";¢',t')
para uma particula sair de um posicao inicial em ¢’ no tempo t' e chegar na

posicao final em ¢” no tempo t”, onde ¢ pode ser um vetor em qualquer nimero

sobre a superficie de energia e, assumimos que inicialmente todos os pontos estdo em A. O
sistema é misturante se, evoluindo no tempo, a fracdo de pontos que estdao em A ou B no
limite ¢ — 400 serao iguais a fracao da area na superficie de energia ocupadas por A e B,
respectivamente [48].

3do inglés Nearst Neighbors Distribution [49].
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Figura 3.1: Previsoes teoricas das NND para sistemas integraveis (linha pon-
tilhada) e sistemas caoticos GOE (linha trago ponto) e GUE (linha tracejada)

de dimensdes [52]. Este propagador K é dado por uma integral sobre todos os

caminhos ¢(t) conectando os dois pontos finais no intervalo de tempo estipulado:

m N/2 .
I ( ) el 1) 11
Nl—I>noo 2miht / A / dan 1€ (3.11)

quando N — oo. O intervalo de tempo de t' a ¢’ é dividido em N passos de

comprimento 7 = (t”—t")/N. Os pontos intermediarios no caminho sdo chamados
de (g;,tj) com j = 0,1,..., N, onde (g,,t,) = (¢,t) e (qn,tn) = (¢",t"). E
importante notar que na equagao (3.11) é a Lagrangeana que aparece no expoente
do integrando e nao a Hamiltoniana. As velocidades sao expressas em termos de
diferencas finitas.

Se a integral da Lagrangeana sobre todas as trajetorias classicas entre dois
pontos finais é grande comparada com a constante de Planck, somente os cami-
nhos na sua vizinhanga irdo contribuir para a equagao (3.11), porque os outros
cancelam-se por interferéncia destrutiva [52].

A integral de caminho de Feynman dé informagoes basicas de como é o propa-
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gador K e é vélida para sistemas dependentes do tempo. Entretanto, o espectro
pode ser somente obtido para sistemas independentes do tempo, e a transicao
requer uma transformada de Fourier com relacao a variavel temporal t = ¢" — t'.

Obtém-se assim a funcao de Green:
"oy 1 oo " / ikt
Gd"d.E) = — dtK(q",t;q,0)e (3.12)
th Jo

que converge para valores complexos de F/ com uma parte imaginaria positiva. A
expansao em termos das autofungoes pode ser escrita da forma:

oi(q")¢5(q')

G ! /E
(¢",d,F) E- L,

(3.13)
onde H|¢; >= Ej|ip; >, sendo Ho operador Hamiltoniano quéntico especifico
do problema.

Em qualquer caso, o limite semiclassico (A — 0) na integral de caminho
requer que a primeira variacao seja nula, e portanto define as equacoes diferenciais
ordinérias para as trajetorias classicas. O limite classico da integral de caminho
exige a integracao sobre todos os desvios possiveis da menor ordem depois da
primeira, ou seja, da segunda variacao da integral sobre a Lagrangeana. As duas
caracteristicas fornecem a aproximacao semicléssica K. do propagador como uma
soma das trajetorias classicas entre os pontos finais dados:

K¢, ¢, t) = Z (27”%e[iR(Q”,t”;Q’,t')/h—ikﬂr/ﬂ (3.14)

traj.class.

onde R(q",t";¢,t') é a integral sobre a Lagrangeana ao longo de uma trajetoria
particular, e C' é o determinante da segunda derivada com relagao a ¢” e ¢’ de R.
Na aproximacao semiclassica para a funcao de Green G., é feita a transfor-

mada de Fourier substituindo a equagao (3.14) na equagao (3.12). O método de
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fase estacionaria parece ser compativel com o limite classico. Assim obtemos:

27 Vymmearasi "o il

traj.class

onde S(¢", ¢, F) ¢ a integral sobre pdq ao longo das trajetérias dadas pela energia
E. O termo Amw/2 representa a perda de fase e vem do numero de pontos con-
jugados ao longo da trajetéria na energia constante F, ou seja, quantas vezes as
trajetérias que comecam no mesmo lugar, mas em dire¢does um pouco diferentes,
cortam a trajetoria original.

Para calcular o trago da fun¢ao de Green g(FE), ou do propagador, os dois
pontos finais precisam ser idénticos, ou seja, ¢ = ¢’ = ¢, e a integragao sobre ¢ é

feita

g(E) = /qu(q,q,E) (3.16)

Na aproximacao classica G. ou K., as trajetorias classicas agora comecam
e terminam no mesmo ponto ¢q. Em geral, as trajetorias classicas tornam-se
circuitos fechados cujas tangentes (momentos) no inicio nao coincidem com as
tangentes (momentos) no final. Cada circuito contribui com uma integral para o

trago classico g.(F)

05(¢",¢, E N 95(¢", ¢, E)

0
_S(Q7 Q7 E) = [ 8(:2// 8(]/

dq ler=q=q =P" =¥ (3.17)

ou seja, com a mudanc¢a no momento. O argumento de fase estacionaria diz que
a contribuicao de um circuito fechado particular é grande quando o momento nao
muda, ou seja, a trajetoria fecha-se suavemente como se a particula continuasse
na Orbita periodica. O trago classico torna-se uma soma sobre todas as orbitas

periodicas em menor poténcia, de uma expansao em poténcias da constante de
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Capitulo 3. Caos Quantico 3.3. Limite semiclassico

Planck h.

0B) = 0B+ 5 S S TEAE s (n (N - ) ) 15

sendo que

A(E,n)

(3.19)

1
wh\/\Det(M;; —1)|

¢ a amplitude de estabilidade onde \/ |Det(Mp —1)| é a raiz do determinante
da matriz monodromia. FEla depende se os autovalores do mapa linear sao:
parabolico (integréavel), eliptico (localmente estavel) ou hiperbolico (instéavel); T
é o perfodo da 6rbita primitiva, S ¢ a agao classica dada por S(E) = [pdq e p é
o nimero de pontos conjugados, ou seja, ele conta o niumero de pontos ao longo
da trajetoria onde a aproximagao semiclassica nao pode ser aplicada. O primeiro
termo g,(F) vem das orbitas periodicas de comprimento zero, ¢ d4 um nimero
que vai aumentando suavemente de acordo com a lei de Weyl [53].

De uma forma geral a eq. (3.18) pode ser escrita como a soma de duas partes
9:(E) = go(E)+g"(E) (3.20)

ou seja, a soma de uma parte média da densidade de niveis mais uma parte flutu-
ante que depende da soma sobre todas as 6rbitas periddicas primitivas? (p) e suas
repeticoes® (n). Essencialmente a densidade de estados, no limite semiclassico,
¢ dada por uma parte média (densidade de estado classica) mais corregoes que
dependem de uma soma sobre todas as oOrbitas periddicas classicas, ou seja, a

parte flutuante somente depende de quantidades classicas.

4Uma orbita periodica primitiva é uma orbita que nio é um miltiplo de uma 6rbita periodica
mais curta.
5n voltas sobre a mesma 6rbita primitiva.
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Capitulo 4

Dinamica do Mapa

Em nosso trabalho usaremos o modelo simetrizado do mapa padrao de Chirikov
[4,23,54] para o estudo do time delay no capitulo 5 e da condutancia no capitulo
6. Antes, porém, achamos conveniente analisar a dindmica classica e quantica
deste sistema fechado e aberto de acordo com os aspectos tedricos que discuti-
mos nos capitulos anteriores, capitulo 2 e capitulo 3. Trataremos brevemente das
defini¢oes, para em seguida fazer os célculos dos pontos fixos, 6rbitas de periodo
1 e 2, bifurcagoes, estabilidade destes pontos fixos, quantizagao de mapa e ope-
rador evolucao temporal, que sao importantes para as anélises dos capitulos 5 e
6. Para uma revisao mais detalhada, o leitor pode consultar a bibliografia citada

ao longo do texto.

4.1 Sistema Fechado

4.1.1 Kicked rotator

Comecaremos com a descri¢ao do modelo. O sistema nao perturbado e fechado

é uma particula movendo-se ao longo de um circulo. A Hamiltoniana deste sis-
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Capitulo 4. Dinamica do Mapa 4.1. Sistema Fechado

tema ¢ dada por [33]:

J2
HO - Z (41)

onde J é o momento angular da particula e I seu momento de inércia. Este é
um sistema dinamico integravel onde J é uma constante de movimento, e o toro
no qual o movimento ocorre é unidimensional. Sao circulos com J constante,
conforme discutido na secao (2.6).

Agora supomos que o sistema seja perturbado por uma forga F externa, perio-
dica, aplicada em t = 0, 7,27, ..., de magnitude e direcao fixa. A forca é sempre
aplicada a uma distancia [ do pivo, e seu periodo é 7. Isto significa que entre os
chutes o momento angular J é constante, e a cada chute ele aumenta de acordo
com o torque aplicado. O torque neste caso é Flsinf) = ksinf, onde k pode
ser definido como um parametro de perturbacao. A Hamiltoniana perturbada
e explicitamente dependente do tempo que fornece as equagoes de movimento

corretas é:

2

H = %—l—ﬂacosﬁ §(t —nr) (4.2)

n=—oo

onde a variavel 6 é a coordenada angular da particula.
Por conveniéncia usa-se /7 = 1 e reescrevendo a Hamiltoniana (4.2) em

termos das variaveis reescaladas ¢ e p, onde:

7

q = o (4.3)
Jr
p = ol (4.4)

pode-se escrever a Hamiltoniana adimensional:

H = % + (2,;)2 cos (2mq) Z d(t—mn) (4.5)

n=—oo
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Usando as equagoes de Hamilton, as equagoes (2.1) e (2.2) e a equagao (4.5)

obtemos:

dp

dq
o (4.7)

Estas equagoes nos informam que p e conseqiientemente ¢ sao constantes entre
os chutes. Elas também fornecem a correta mudanca de p em cada chute. Além
disso, supoe-se que no tempo t = n o rotor chega em ¢ = ¢ com momento P41

dado através da integracao da equagao (4.6):

n-+e 0
. K.
/dp = lim %SID(QWQ) E d(t —n)dt

e—0
n—e n=-—oo

Diy1 — D¢ = % sin(2mq;)

K.
Pey1 = pt+%sm(27rqt) (4.8)

onde € é uma quantidade infinitesimal e a integracao da equagao (4.7) obtemos:

[ia = [ i

Gt+1 — Gt = DPt+1

Q41 = G+ Pt (4.9)

Desta forma, o mapa padrao de Chirikov é dado por:

Qi1 = G+ DPiv1 (mod 1)

K.
D1 = Pt Py sin(2mq;) (mod 1) (4.10)

onde (mod1) significa que o resto da divisao de g1 e pyy1 por 1 sdo os valores

assumidos por estas grandezas, isto é, {¢,p € [0,1)}.
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Portanto, classicamente, o mapa padrao descreve uma particula movendo-se
livcemente sobre um circulo sujeita a uma perturbacao periédica, em intervalos
7, com intensidade x. Dependendo do valor do parametro s, o regime de movi-
mento pode ser regular ou cadtico. Neste trabalho, porém, utilizamos uma versao
simetrizada do mapa padrao. Neste caso, representa-se o chute por uma funcao

delta simetrizada dada por:
1 1
8s(t) = 55(z&—e)+§5(zf+e) (4.11)

Repetindo os célculos de integragao das equagoes (4.7) e (4.6), com a funcao
delta simetrizada, a equagao (4.11), de forma analoga ao que foi feito anterior-
mente, obtemos a versao simetrizada do mapa padrao com o qual faremos todos

os calculos numéricos

K.
Qi1 = G +pr+ yy sin(27 q;) (mod 1)

K . .
Pis1 = pi+ E[SIH(QW q) +sin(27 g;11)]  (mod 1) (4.12)

A secao de Poincaré do mapa (4.12) pode ser visualizada na figura (4.1), na
qual mostramos algumas se¢oes para diferentes valores do parametro de pertur-
bacdo k. Lembrando da discussdo na segao (2.6), em sistemas com 1 grau de
liberdade a forma dos toros é um cilindro com {q,p € [0,1)}. Para x = 0 o
sistema é integravel e todas as trajetorias permanecem no toro unidimensional
no espaco de fase. Para x > 0 o sistema comega sua transi¢cao para o caos. Para
k suficientemente pequeno as curvas seguem suavemente. E aumentando k, as
curvas vao sendo quebradas de maneira como é descrito pelo teorema KAM na

segao (2.9).
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4.2 Pontos Fixos

Suponhamos que f(gq) seja uma funcao real e que ¢ pertenca ao dominio
desta fungao. A seqiiéncia de ntmeros q, f(q), f(f(q)), f(f(f(q))), ..., conhecida
como as iteradas de g, constituem o que chamamos de orbita do ponto q. Desta
maneira, se todos os pontos ¢, f(q), f?(q), f®(q), ..., f* Y (q) sdo distintos, eles
formam a orbita periodica de periodo-n ou ciclo-n de q. Sendo assim, os pontos
que se repetem a cada iterada sao ditos serem de periodo 1 e, usualmente sao
denominados de pontos fizos, os pontos que se repetem a cada duas iteradas sao
de periodo 2 e assim sucessivamente [38].

Analisando a equagao da coordenada de posigao ¢ do mapa (4.12), ou seja,
a primeira equacao do mapa e usando o fato que para as érbitas de periodo 1

temos:

dt+1 = 4t = Qo
Pt+1 = Pt = Do (4.13)
obtemos a seguinte relacao:
Do + f sin(2rq,) = 0 (modl) (4.14)
7

mas como a equagao acima é (modl) pode ser reescrita como
K.
Do + —sin(2mgq,) = I (4.15)
47
onde [ é qualquer nimero inteiro. Esta equacao pode ser escrita como:
[ — = sin(2rq,) (4.16)
o = [ — —sin(2mq, .
P . q

Analisando a equagao do momento p;y; do mapa (4.12), ou seja, a segunda
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equagao do mapa e substituindo as relagoes (4.13) obtemos a seguinte equagao:

ﬁ[sin(%rqt) +sin(27qi41)] = 0 (modl) (4.17)

. sin(2rg,) = 0 (modl); (4.18)
2T
mas como a equagao acima também é (modl) pode ser reescrita como

%sin(?wqo) = m (4.19)

sin(2mg,) = m— (4.20)

onde m é qualquer ntimero inteiro.
No entanto, sabemos que a fungao sin(f) assume somente valores entre —1 e

1. Portanto, agora, vamos estudar as solugoes possiveis para as duas equagoes

obtidas:
2
sin(2mq,) = m— (4.21)
K
po = l—ﬁsin(zwqo) (4.22)

4.2.1 Determinando os Pontos de periodo 1

Os pontos de periodo 1, para o mapa (4.12), podem ser determinados a partir
das solugoes reais possiveis para as equagoes (4.21) e (4.22).

1) Solugoes para k < 2m:

Neste caso, o lado direito da equagao (4.21) é sempre > 1 de maneira que as

tnicas solugbes possiveis sao para m = 0. Assim, temos que

sin(2wg,) = 0 (4.23)
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A condigao para que a equagao (4.23) seja satisfeita é que

2rq, = nmw n=0,2,4,... (4.24)

G = g n=0 (4.25)

Lembramos que {q,p € [0,1)} e da equagao (4.22) temos que

po = 1 1=0 (4.26)

Desta maneira, para todos os inteiros possiveis das equagoes (4.25) e (4.26),

obtemos os seguintes pontos fixos:

(¢o;Po) = (0,0)

(40, P0) = (35,0)

2) Solugoes para k = 2

Neste caso, a equacao (4.21) é sin(2mq,) = m de maneira que as solugbes
possiveis sao para m = —1,0, 1.

a. Param=0

sin(2wg,) = 0 (4.27)

que é a condigao (4.23) e de forma analoga ao que foi feito anteriormente para

determinar os pontos fixos obtém-se
(qoapo) = (07 0)
(QOapo) - (%7 0)

b. Para m = 1 temos que

sin(2mwg,) = 1 (4.28)
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Para satisfazer a equagao acima é necessério que

o g, = ng n=1,509,... (4.29)
G = L n=1 (4.30)
4
pois 0 < ¢, < 1 e da eq. (4.22) temos que
1
Do = l—§ =0 (4.31)

porque 0 < p, < 1. Entdo, para m = 1 obtemos (q,, p,) = (}1, %)

c. Param= -1

sin(2mrg,) = -1 (4.32)
que é satisfeita pela condicao
3
2T q, = n% n=1509,... (4.33)
3

E, a partir da equagao (4.22) obtemos:

1
P = 143 [=0 (4.35)
Entao, para m = —1 obtemos que (¢, po) = (%, %)

3) Solugoes para K > 27

Por exemplo k = 4m. Neste caso o lado direito da equacao

sin(2mq,) = % m=-2,-1,0,1,2 (4.36)

Aplicando o mesmo procedimento, encontramos os seguintes pontos fixos:
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K pontos fixos (¢o, Po)

< on 0,0)
2:0)
27 0,0)

(INJ[SUENTETNCI T
pI=oI= O
— N

NN |

Tabela 4.1: Tabela de pontos fixos da versao simetrizada do mapa padrao de
Chirikov.

Param =1 = (4o, Po) = (33, 3) © (4o 1) = (35, 3)
Param = =1 = (4o, po) = (33:3) € (4, P0) = (33 3)
Para m =2 = (q,,p,) = (3,0)

Para m = —2 = (¢o, po) = (2,0)

A tabela (4.1) segue com alguns dos pontos fixos encontrados, relevantes para

as analises que serao feiras nos capitulos 5 e 6.

4.3 Estabilidade das Orbitas

Na se¢ao (2.8) discutimos como se determina a estabilidade das érbitas. Agora,
faremos uso desta discussao para determinar a estabilidade dos pontos de periodo
1 e de periodo 2 da versao simetrizada do mapa padrao de Chirikov. Como vi-
mos, para determinar a estabilidade das orbitas calculamos o trago da matriz

Jacobiana.

4.3.1 Estabilidade das 6rbitas de periodo 1

De acordo com a discussao na segao (2.8), para orbitas de periodo 1, a matriz

Jacobiana pode ser escrita como:

O dq1
g0 Opo
J: q D

Op1 Op1
81]0 8100
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Como estamos interessados no traco da matriz Jacobiana, precisamos calcular

apenas a seguinte expressao:

- Y0 O (4.37)

9q,  Opo

A partir das equagoes da versao simetrizada do mapa padrao (4.12), pode-se

escrever:

K.
G = Qo+ po+ —sin(2mq,)
47

K
pP1 = P+ E[sin(%rql) + sin(27q,)] (4.38)

Substituindo as equagoes do mapa (4.38) em (4.37) obtemos:

8q1 K

= 14 = 2 4.
9, + ) cos(27 q,) (4.39)
Ip

=1 4.4
7 (4.40)

Dessa forma, obtemos que o trago das 6rbitas de periodo 1 é dado pela seguinte

expressao:
K
T = 2+ 3 cos(27 q,) (4.41)

Agora, podemos verificar a estabilidade dos pontos, inserindo-os na equagao

acima.
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4.3. Estabilidade das Orbitas

pontos (¢o, Do

)

(0,0)

+| 3

(1/2,0)

DO DO

NI O|=

(1/4,1/2)

(3/41/2)

no| o |

Tabela 4.2: Tabela com o trago de .J para pontos de periodo 1.

Pontos:

(Gorpo) = (0,0) = T =2 + g (4.42)
(90, Po) = (%, 0)=T=2- g (4.43)
(40 Po) = (%7 %) =T =2 (4.44)
(0, P0) = (Z, %) =T =2 (4.45)

Fizemos todos estes calculos para determinar a estabilidade dos pontos. Con-

forme discutiu-se na se¢do (2.8), para os casos onde —2 < T < 2 as Orbitas

sao elipticas, ou seja, linearmentes estéveis, enquanto que para as situagoes em

que T'< —2 ou T > 2 as orbitas sao hiperbdlicas, isto é, linearmente instaveis.

Portanto, podemos concluir que o ponto (0, 0) é linearmente instavel (6rbita hiper-

bolica) para qualquer k£ # 0. O ponto (1/2,0) serd um ponto eliptico para k # 0

e enquanto k < 8. Ja os pontos (1/4,1/2) e (3/4,1/2) sao parabdlicos. Através

da figura (4.3) podemos ver que nestes pontos, quando k = 27, ocorrem as bi-

furcagoes, que discutiremos na se¢ao (4.4), onde nasce uma o6rbita de periodo 1

estavel e outra instavel.

4.3.2 Estabilidade das 6rbitas de periodo 2

Para orbitas de periodo 2, podemos escrever que

9q2
990

p2
990

g2
Opo

Op2
9po
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Analogamente ao que foi feito na segao (4.3.1), vamos calcular o trago do deter-

minante do Jacobiano dado por:

- Y Op (4.46)

Jdq  Opo

Para fazer este calculo escreve-se g5 e py em funcao de ¢, e p,. Com ajuda das

equagoes dadas por (4.12) e (4.38) obtém-se:

K
@ = ¢ +p1+Esm(27TQ1)

K .. )
Py = p1+ E[Slﬂ(Q?TQQ) + sin(2mqy )] (4.47)

K. K. K.
G2 = Qo + 2po + 2— sin(27q,) + 2-— sin 27(q, + po + — sin(27q,))
47 47 47

K . k.
D2 = Po + 2— SIH(QW(QO + Do+ — Sln(Qqu)))
4m 4m
K
4m
sin 27(q, + po + 4£ sin(2mq,)))  (4.48)
T

—1—% sin(2mq,) + % sin(27(q, + 2p, + 2% sin 2mq,) + 2

Fazendo as derivadas indicadas na expressao (4.46) obtemos que:

T =2+ Kkcos(2m q,) + 2k cos(2m(qo + po + f sin(27g,)))
7r

2
—l—% cos(27m q,) cos(2m(qo + po + f sin(27q,)))
7r

K K
tR COS<27T(qO + 2po + ZE Sin<2ﬂ-<qo + Do + E Sin(Qqu)))))
—i—g cos(2m(q, + po + % sin(27q,))) cos 2m(q, + 2p, + 2%
sin 27 (g, + po + f sin(27q,))) (4.49)

7r

Agora, podemos verificar a estabilidade dos pontos de periodo 2, inserindo-os
na equagao (4.49). Na tabela (4.3) apresentamos os pontos de periodo 2 e seu

respectivo trago. Dependendo do valor do traco, pode-se classificar o ponto em
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pontos (o, Po) T
(0,0.5) —E 542
/‘LQ K
(05,05) | % 4+5+2

Tabela 4.3: Tabela com o trago de J para pontos de periodo 2.

questao como eliptico, hiperboélico ou parabdlico.

Pode-se notar através da tabela (4.3) que o valor do trago depende do parametro
de perturbacao . Desta forma, para alguns valores deste, o ponto fixo sera ins-
tavel, enquanto que para outros valores serd estavel ou ainda pode haver uma
mudanca de estabilidade quando o parametro é variado, caracterizando um tipo
de bifurcagao.

A determinacao das orbitas de periodo 2 é muito trabalhosa, pois nos leva a
calculos extensos. Apenas discutimos aqui um pouco sobre eles de forma ilustra-
tiva e nao é nossa inten¢ao consideré-los nas analises que serao feitas nos proximos
capitulos. A figura (4.4) ilustra as orbitas de periodo 2 da versao simetrizada do

mapa de Chirikov.

4.4 Bifurcacoes

Bifurcagao significa uma divisao em dois, quebrar, uma mudanca. Em sis-
temas dindmicos, o objeto da teoria de bifurcacao é estudar as mudancas que
mapas apresentam quando parametros variam. Estas mudancgas geralmente en-
volvem a estrutura dos pontos periodicos [38].

Segundo Berry et al [15], bifurcagbes sdo eventos criticos onde orbitas sao
criadas e destuidas por coalescéncia. Este processo é um fendmeno caracteristico
em sistemas nos quais o espago de fase é mized, isto é, no qual movimento regular
e cadtico coexistem, quando um parametro é mudado.

As bifurcagoes genéricas que ocorrem em sistemas conservativos bidimension-
ais, ou, equivalentemente, em mapas unidimensionais que preservam area, foram

classificados por Meyer [55]. Pode-se distinguir 5 casos qualitativamente diferen-
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4.4. Bifurcacoes
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Figura 4.2: Bifurcagoes genéricas. Adaptada de [53].

tes correspondendo a periodos de m-uplas com 1 < m < 5, conforme figura (4.2)

baseada na tabela apresentada em [53].

Semiclassicamente, a importancia destes eventos é que a amplitude de Gutz-

willer (equagao (3.18)), diverge para as oOrbitas envolvidas. A equagao (3.19)

vai a zero. Isto ocorre porque na deducgao da féormula traco as orbitas periodi-

cas, que aparecem como pontos estacionédrios na acao da integral de caminho,

sao assumidas isoladas. Obviamente, a aproximacao de fase estacionéria falha

quando eles coalescem, veja secao (5.5.2). A solugdo é entao fazer uma expan-

sao assintotica valida através dos processos de bifurcagao. O resultado disto é

substituir a divergéncia na amplitude por uma série de poténcias em torno da
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bifurcacao. Especialmente, cada bifurcagao tem expoente de amplitude e largura
caracteristicos [15|. Para fazer a uniformizagao ou expansao, é importante deter-
minar onde ocorrem estas bifurcagoes. Na figura (4.3) construimos o diagrama
de bifurcagoes da versao simetrizada do mapa de Chirikov, equagdo (4.12), para
as Orbitas periddicas de periodo 1, que corresponde ao primeiro caso da tabela
da figura (4.2).

No proximo capitulo estudaremos a influéncia das bifurcagoes nas estatisticas

de flutuagoes quanticas do time delay.

4.5 Quantizacao do mapa

A quantizacao de mapas preservando area foi considerada inicialmente para
o mapa padrao de Chirikov, dado pela equagao (4.10). Impondo-se a regra de

quantizagao [56]:
[¢,p] = ihess (4.50)

na Hamiltoniana (4.5), onde ¢ e p sdo os operadores de posicdo e momento,

respectivamente, h.rs ¢ a constante de Planck efetiva definida por:

ht
hoff = —— = 27h, 451
1= Gmyer 2 (4.51)

O operador Hamiltoniano quantico para este problema é:

hepy 02 K -
. __eff _
H = > 0 + )2 cos(2mq) 5 d(t —n) (4.52)

n=—oo

onde t é medida em unidades de tempo estroboscopico 7.
A fungao de onda v (t), para multiplos do tempo estroboscopico, ¢ dada por

¥(n) = F™p, em termos do operador Floquet (que nada mais é que o operador
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcagoes para as érbitas de periodo 1 do mapa (4.12).
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Figura 4.4: Diagrama de bifurcacoes para as orbitas de periodo 2 do mapa da
equagao (4.12).
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evolugao temporal):

i 1 4. ’
F = ¢ Fepy o dHE) (4.53)

Na representacao de Heisenberg sabemos que:
qt+1) = Flqt)F (4.54)
pt+1) = Fipit)F (4.55)

onde FI = F~! ¢ a inversa do operador de evolucao temporal F. O operador

Floquet tem autovetores ortonormais |u) e autovalores unimodulares e™%x:
Fluy = e ) (4.56)

onde € é a quase energia.

Na representagao de Schrédinger, uma funcao de onda evolui como:

Ylgt+n) = Y e (ul(t){glu) (4.57)

I

Devido a interagao da forca externa ser instantanea, pode-se fatorar o operador
Floquet no produto de operadores evolugao onde um corresponde a livre rotacao

e o outro a interagao:

F = B(Q)G() (4.58)

B(G) = e Ferr @zt (4.59)
. ]52

G(p) = e Mesr? (4.60)

A periodicidade da variavel angular d4 um conjunto discreto de autovalores
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de momento definidos por [56], [4]:

pin) = 2mhesn|n) n==1,42 ..., (4.61)

(qln) = e (4.62)

Na representracao do momento, o operador da rotacao livre G tem a forma

diagonal com os elementos da matriz:
Gw = €275 4.63
nn/ — € nn’ ( . )

e os elementos da matriz do operador de rotagao livre B sao dados em termos de

uma funcao de Bessel:

K

Brm’ — i Jn—n’ A o
Z ( (27)2Rey g )

(4.64)

Escolhendo um parametro especial 1/2mh.ss = N um ndmero inteiro, o ope-
rador de evolucao temporal reduz-se a uma matriz unitaria de dimensao N x N.
Esta rscolha é conhecida como condi¢ao de ressonancia. Neste espaco finito-

dimensional os estados bases de posigdo e momento sao os vetores |gm,) € |pm)

onde m =0,1,..., N — 1 que obedecem a:
. m
dlam) = H5lam) = (mh)|gm) (4.65)
. m
plom) = 5 lpm) = (mh)[pm) (4.66)

e que estao relacionados através da transformada de Fourier discreta:

1 on

(Gmlpn) = ﬁw”m (4.67)

O espago de fase cléssico consiste do toro {g € (0,1),p € (0, 1)}, com condi¢oes

de contorno periddicas nas diregoes ¢ e p. O nimero N é o numero de células de
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Planck (de area 2mhes¢) que estao contidas dentro do toro.
Para a versao simetrizada do mapa de Chirikov dado pela equagao (4.12), F
pode ser fatorado em produtos de operadores evolugao correspondendo & meia-

interagao, propagacao livre e meia-interagao [4]:

F=Q(QGK»R(q) (4.68)
onde:
Q@) = e oy s e rd (4.69)

(4.70)

Na representagao de coordenadas, a matriz dos elementos de F pode ser dada

por:
onde:
G 1 —i2]7\;nn/ (4 72)
nn/ — T =€ .
VN
Op = Gy vir R (4.73)
Hnn’ = 5nn’€7i;\rfn (474)

E, finalmente se obtém:

1 I (n—n/)2— Y £ [co5(2mg)+cos(2mq’
Foo— 5225 fcos(2m)-+eos(2m)]

ViN

(4.75)
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CONTACT GATE CONTACT
\ [

=
AlGats — o i el - ODEG

<« 2DEG

Figura 4.5: Visao lateral e perspectiva da estrutura de um ponto quantico. Adap-
tada de [6].

4.6 Sistema Aberto

Como discutimos no capitulo 1, nosso objetivo é estudar as propriedades es-
tatisticas do time delay e da condutdncia em pontos quanticos abertos, ou seja,
uma cavidade acoplada a dois reservatérios por meio de fios condutores'. Para
isso, usaremos o modelo da versao simetrizada do mapa de Chirikov. Até aqui,
falamos da dindmica do mapa fechado. Vamos discutir, agora, o mapa aberto.

O que queremos descrever, de fato, é um sistema, no qual os elétrons podem
entrar e sair do ponto quantico através dos pontos de contato (dreno e fonte), o
que caracteriza o sistema como aberto, figura (4.5), e que os diferem do jogo do
bilhar, sem cagapas, que é um sistema fechado, figuras (1.2) e (1.3). Para simular
o mapa aberto classico, tiras, também chamadas de faizas, sao inseridas no espago
de fase, dado pela equagao (4.12), para simular os fios condutores. Sendo assim,
particulas injetadas no sistema através da faixa 1 deixam o mesmo através da

faixa 2, conforme figuras (4.6) e (4.7).

Quanticamente, para modelar um par de M-modos de fios balisticos, impoe-

Lobserve a figura (6.2) na segao 6.4
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09t -
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08¢ -
mapa
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06F -
= 05F -
04F =
03F -
0.2tk faixa 2 n
01r faixa 1 7
0 = I
0 015 025 0.35 0.5 0.65 0.75 0.85 1
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Figura 4.6: Espaco de fase com duas aberturas centradas nos pontos que bifurcam.
Na faixa 1 pontos que escapam através da faixa 2 depois de uma (azul), duas
(vermelho), trés (verde) e quatro (magenta) iteradas do mapa (4.12). O interior
do mapa é a parte do espaco de fase fora das faixas.

1 T T

0.9

interior do
0.8 mapa

0.7

interior do
mapa

0.6

a 0.5

faixa 2

0.4

0.3
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Figura 4.7: Espago de fase com duas aberturas centradas nas orbitas isoladas.
Na faixa 1 pontos que escapam através da faixa 2 depois de uma (azul), duas
(vermelho), trés (verde) e quatro (magenta) iteradas do mapa (4.12). Note que
a faixa 1 é centrada em 0 e por isso é dividida em duas partes.
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se condigoes de contorno abertas em um subespago do Espago de Hilbert repre-
sentados pelos indices n, na coordenada de representacao. O subescrito m =
1,2,..., M identifica os modos e o superescrito @ = 1,2 identifica os fios condu-
tores. Uma matriz projecao P de dimensoes 2M x N descreve o acoplamento aos
fios balisticos. Seus elementos sao:

1 ,sen=men,,
Pon =

0 ,caso contrario.

Dessa maneira, fica definido uma matriz Q = I — PTP de dimensdes N x
N, que indica todos os modos que nao estao nos fios, onde I é uma matriz
identidade de dimensoes N x N. Particulas sao injetadas para o interior do
sistema pelos fios e, em cada iteragao, algumas delas deixam o sistema, enquanto
outras permanecem no interior do sistema. Eventualmente todas as particulas
deixam os fios depois de um numero suficiente de iteradas. Com esta figura em
mente, a matriz de espalhamento S de dimensoes 2M x 2M é formada via uma

série de espalhamentos

S(e) = PFPT+ PFQFPT + P(FQ)?FPT + ... (4.76)

onde F' = Ue® é a matriz evolucao temporal do sistema fechado dependente
da quase energia . O primeiro termo do lado direito da equacao acima esté
relacionado a transmissao e reflexao diretas da particula, ou seja, a particula sai
de um fio condutor e é transmitida diretamente para o outro fio condutor ou é
refletida diretamente de volta ao fio condutor no qual se encontrava. O segundo
termo, por sua vez, esta relacionado com a transmissao ou reflexao da particula

apos uma iterada com a cavidade e assim sucessivamente. A equacao (4.76) pode
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Figura 4.8: Sistema aberto: Faixas centradas nas bifurcagoes.
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Figura 4.9: Sistema aberto: Faixas centradas orbitas isoladas.

ser reescrita como:

FPT (4.77)

As figuras (4.8) e (4.9) ilustram as faixas centradas nas bifurcagdes e orbitas

isoladas, respectivamente, no diagrama ¢ X . Portanto, as configuracoes re-
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presentadas nas figuras (4.8) e (4.9) bloqueiam as bifurcagdes e érbitas isoladas,
respectivamente. Quando estudarmos a influéncia das bifurcac¢oes no time delay e
na conduténcia, nos proximos capitulos, é de extrema importancia ter esta figura
em mente: quando as faixas estao centradas nas oérbitas isoladas, temos somente

a contribuicao das bifurcagoes e vice-versa.
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Capitulo 5

Time Delay

Neste capitulo temos o objetivo de investigar a influéncia das bifurcacoes no
time delay, para sistemas abertos. Pode-se interpretéd-lo como sendo o tempo

tipico gasto por uma particula espalhada na regiao de interagao [64].

5.1 Eisenbud-Wigner T@me Delay

Eisenbud [57] e Wigner [58] introduziram o conceito de time delay, no espa-
lhamento quantico, no contexto de espalhamento de ondas esféricas de um tnico
canal. Obtém-se o time delay a partir da velocidade de grupo do pacote de
ondas esféricas, ou seja, essencialmente segue-se o pico de um pacote de onda.
Inicialmente, considera-se, por simplicidade, um centro espalhador de raio a, e
assume-se que a particula incidente comporta-se como uma particula livre fora
da esfera deste raio e um feixe incidente que é a superposicao de duas ondas
monocromaticas de energia A(v + ') e h(v — v'), na regido de interagdo. O
nimero de onda correspondente sera dado por k + k' e k — k'. Entdo a onda

incidente pode ser escrita como:
"0, = e—i(kz-‘,—k/)r—i(u—&-u')t i e—i(kz—k/)r—i(u—u’)t (5.1)
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onde ambos k' e v/ sdo infinitesimalmente pequenos, de maneira que a equacio
(5.1) é substituida por um pacote de ondas!, ou seja, ao invés da superposigao de
somente duas ondas monocromaticas utiliza-se um pacote de ondas. O centro do
pacote de ondas é um ponto onde as duas ondas esféricas da equagao (5.1) estao

em fase, portanto:
kr+ 20t = 0 (5.2)

Desde que ' /k' = dv/dk = v é a velocidade da particula, a particula incidente
move-se com velocidade v através do centro espalhador. Se 41 e n—n sdo os
deslocamentos de fase correspondentes aos valores de energia h(v+v') e h(v —1/'),

a onda emergente sera:
- o~ kK yr—i(v+v")t+2i(n+n ) X o ilk—k yr=i(v—")t+2i(n—n") (5.3)
As duas ondas na equagao (5.3) estao em fase, de maneira que
ok'r —2't+4n = 0 (5.4)

Rearranjando os termos algebricamente obtém-se

/ /

n 14
dn dv

O tempo gasto para chegar em r — 2dn/dk ¢ o mesmo que se gasta para
chegar em r quando nao ha interagao com o centro espalhador. Visto que n =0

e dn/dk = 0 quando ndo ha nenhuma interagdo, a equagao (5.6) mostra que a

lem vez da superposicao de somente duas ondas monocrométicas, pode-se usar um pacote

de ondas regular nesta consideracdo. Neste caso, 7, nas eq. (5.1) e (5.3) torna-se a coordenada
do centro de massa do pacote de ondas.
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interagao atrasa a onda por um tempo [59,60]:

At = 2018 _ o

dk dE (5.7)

que é o Fisenbud-Wigner time delay, onde E é a energia. Portanto, o time delay
¢ a diferenga entre o tempo gasto por uma onda espalhada e uma que se propaga

livremente.

5.2 Smith time delay

Smith [59] introduziu o conceito de tempo de residéncia de uma particula
em uma regiao espacial, e restringiu sua anélise ao espalhamento estacionario
reescrevendo o Fisenbud-Wigner time delay de somente um canal, para n canais,
como uma diferenca entre o tempo médio de residéncia de uma particula livre e
de uma que sofre interacao.

Na Mecénica Quantica, usando fun¢oes de onda estacionarias, o tempo médio
de residéncia numa regiao é a integral da densidade dividido pelo fluxo total
dentro (ou fora), e o tempo de vida ¢ definido como a diferenga entre a residéncia
com e sem interagao. Propriedades de transformacao requerem a construcao da
matriz tempo de vida ). Se as funcoes de onda 1); estao normalizadas para um
fluxo unitario que entra e sai de uma esfera em R — 00, os elementos da matriz
sao

= lim [/ Yapidr — R(v;')dij + Z Siwvy ST | (5.8)

R—o0
Av

onde Av indica uma média que é feita para eliminar os termos oscilantes para
R grandes, S;; ¢ um elemento da matriz de espalhamento unitaria S e v é a
velocidade no i-ésimo canal. A matriz () é Hermitiana e o elemento @); é tempo

médio de vida de uma interagao comegando no i-ésimo canal. Smith [59] provou
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que FEisenbud—Wigner time delay At e o tempo de vida Qy; sdo de fato idénticos.

2in(E)

Desta forma, se S = e , entao:

i _ st

=2h—
@= dE dE

(5.9)

@ e S contém, essencialmente, as mesmas informacoes de um ponto de vista
complementar. A prova fornecida por Smith [59] fornece a pista de que existe

uma relagao geral entre a matriz de espalhamento S e a matriz tempo de vida Q).

5.3 Wigner-Smith time delay

A equagao (5.9) pode ser escrita como:
dS ;

onde a soma acontece sobre M canais abertos indexados por c¢. Fazendo a média

sobre todos os autovalores de (), obtém-se o Wigner-Smith time delay

7(E) = —%Tr [ST( )dC{ES( )} (5.11)
T(FE) = —%d%lndetS( ) (5.12)

O formalismo de Friedel [61], que conecta o time delay e a densidade de esta-
dos, foi usado por Balian et al. [62] para obter uma expressao semiclassica para
o time delay. Esta expressao é idéntica a formula traco de Gutzwiller, equacao
(3.18). Ela é a soma de duas partes. A primeira parte da equagdo é suave,
representa a média (d(F)). A segunda parte é flutuante e depende das orbitas

periodicas, ou seja:

7(E) = “—d(E)~~—{d(E))+ d'(E)) (5.13)
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onde d(FE) ¢ a densidade de estados renormalizada.

5.4 Twime delay semiclassico para mapas

A teoria do time delay pode ser ilustrada usando-se mapas quanticos. Utilizam-
se mapas que atuam num espago de fase correspondente ao toro unitario. Sua
quantizacao é definida por um operador de evolugao temporal U, com dimensao

N x N, conforme vimos na secao (4.5), e ¢ dada pela expressao [63]:

Ugo = 1/ N minsi@ v, (5.14)
2

onde o inteiro N define a constante de Planck A =1/(27N) e S(Q'/N,Q/N) é a
funcao geratriz do mapa.

Estes mapas sao muito tteis, pois permitem simular fios balisticos numa
cavidade, sem maiores complicacoes matematicas. Para isso, removem-se faixas
verticais do espaco de fase e obtém-se o chamado mapa aberto como vimos na
segdo (4.6). A matriz de espalhamento correspondente S(¢) é uma matriz M-
dimensional, onde ¢ sao as quase-energias do mapa e M < N é o numero total
de posicoes especificadas na abertura. Ela é uma matriz unitaria que contém
informagoes sobre a transmissao e reflexao dos pontos ou canais nas aberturas e

é dada por:
S(e) = P-V(Q-P'P) VP (5.15)

onde P, é a matriz com dimensoes M x N que projeta os pontos nas aberturas
e PT ¢ a sua transposta. Temos entdo que P! P, ¢ uma matriz com dimensao

o

N x N. Definindo P; com dimensées (N — M) x N sendo a matriz que projeta
os pontos no interior do mapa e P! sua transposta. Os operadores projecao

7

satisfazem PT P, + PTP, = I onde I é a matriz identidade de ordem N x N. A
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matriz V' de dimensoes N x N esta relacionada com a matriz evolugao temporal

do mapa por V = e*“U. Portanto, como:
I-P'P, = P'P, (5.16)
sustituindo (5.16) em (5.15) obtemos:
S() = P[1-VP'P]'VPT (5.17)
Como VPI'P, =V, a equacio (5.17) pode ser reescrita:
S(e) = P[-V, ] 'VvPT (5.18)

A constante de Planck para mapas quanticos é dada por h = 1/27N e o time
delay dada pela equacao (5.12) pode ser escrito como:
i d

m(e) = —5r - n(det(S())) (5.19)

Keating et al [64] deduziram a equagdo do time delay em termos das oOrbitas
periodicas para mapas quanticos. Para tanto, utilizaram a identidade de Jacobi
para determinantes [65]. Sendo A uma matriz N x N dada em termos de matrizes

blocos auxiliares B,C,D e E e a inversa A~ dada em termos de W, X,Y e Z,

ou seja:

B C WX
A= Al =

D FE Y 7

onde B e W sao matrizes quadradas com mesma dimensao, a identidade de Jacobi

diz que:

det B = detZdetA (5.20)
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Podemos identificar as matrizes A, B e Z com as seguintes matrizes:

A = [1-U(1— PIP)e| tUe* (5.21)
B = P,AP'=5 (5.22)
7 = BA'PT (5.23)

Desta forma, a partir da identidade de Jacobi para determinantes e com (5.21),

(5.22) e (5.23) podemos escrever

det(Ue*)

et S det[l — U(1 — PTP,)e] et(P U™ 1 —UP; Pe™™P;)(5.24)
det(Ue™) .

detS = —" " 7 det(U'e7® —1 - o

’ det[l — Userd] (Uie ) (5.25)

Uma propriedade dos determinantes muito ttil é a seguinte:
det(Ufe™™® —1) = (=1)N"Mdet(1 — Uje ™) (5.26)

Desta maneira, podemos escrever:

~_ardet(1 — UJe‘ia)

det S = det(Ue*)(—1 : 5.27
e et(Ue”)(=1) det(1 = Uye®) (5.27)
Agora, podemos aplicar o logaritmo no determinante de S
. det(1 — Uleie)
In{det S} = In<det(Ue)(—1)""Y L 5.28

Como det(Ue®) = ¢V det(U), onde N é a dimensdo da matriz U, temos:

et(1 — Ujeie
In{det S} — 1n{eiNfdet(U)(—1)N—MddZ$1 _U(}ieis))} (5.29)
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In(det ) = In(e'¥®) + Indet U + (N — M) In(e™) + Indet(1 — U e™) +

—Indet(1 — U;e*)(5.30)
Como:

Indet(1—U;) = Inf(1—A)(1 = Ag)o(1 = \y)] (5.31)

- -3 %tr(Ui)” (5.32)

Agora podemos fazer a derivada em relagao a ¢ da expressao (5.30):

(et §) = iN + 2 iemt wiy - L oy (533)
— e = — r(U )" — — r(U; .
= LTy T Ty
e ne—ine o netine
=N +i tr(UN"™ + tr(U;)" 5.34
i +z; " r(U]) +%nz:1 - r(U;) (5.34)

Substituindo a expressao obtida (5.34) na equagao (5.19) obtemos:

i’N 1 i .
- _ - Nne—wme )" eine 5.35
T 27TN+27TN;tr(UZ) e +27TNZtr (5.35)
1 1 n _ine
To= oo+ %—N2Rezn:tr(Ui) e (5.36)
Portanto:
1 N mne n
7‘(8) = W(27T+ RGZG tTU) (537)

O resultado esta em concordancia com a eq. (5.13). O primeiro termo da
equagao (5.37) representa o tempo meédio gasto na regiao do espalhamento, (7(¢)).
Enquanto o segundo termo é a parte flutuante do time delay 7/'(g). Deve-se
notar que este termo é escrito em termos de U;, o operador evolucao temporal que

descreve o interior do mapa?. As poténcias do traco de U; estdo semiclassicamente

20 interior do mapa deve ser entendido como o espago de fase fora das faixas (ja que as
faixas simulam os fios condutores), veja as figuras (4.6) e (4.7).
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relacionadas as o¢rbitas periddicas que estao no interior do mapa aberto, ou seja,

orbitas periddicas aprisionadas na regiao de espalhamento.

5.5 Resultados numéricos

Com o intuito de ilustrar as idéias acima expostas, se fara uso da versao
simetrizada do mapa de Chirikov [23| dada pela equagao (4.12). O operador

evolugao temporal para mapas pode ser escrito como [63]:
UQ o = \/Ne—iﬂ'/4€27riNS(Q//N,Q/N) (538)
onde S(Q'/N,Q/N) ¢é a agao, que para o caso do mapa (4.12) é:

SW.a) = 36—~ opleos2ng) + cos(2na))  (5.39)

onde k € a intensidade do paradmetro de perturbagdoeq = Q/N;Q =0,1,..., N—
leqd =Q'/N;Q =0,1,...,N — 1 s@o as coordenadas de posicao.

Queremos investigar a influéncia das bifurcagoes no segundo momento do time
delay, utilizando (5.13) e (5.37) e a definigao para o segundo momento suavizado

por uma gaussiana de largura A

1 [ 2p2

M, = %/0 de (Tfl)Qe_” A (5.40)
1

Ms w5 ST trup e (5.41)

onde 7/! ¢ a parte flutuante do time delay. A suavizacdo permite explicitar a

contribuicao dos pontos fixos de menores periodos, isto €, menores n.
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5.5.1 Derivada da agao do mapa classico

Para a versao simetrizada do mapa de Chirikov, a acao dada pela equagao

(5.39) pode ser reescrita como:

W' —d7 " Jeos(2rq) + cos(2mq")] (5.42)

" /
S(q",q) ) 52

A primeira derivada da acgao, S’, é dada por:

8 aS(q//’q/) as(qlqu/)

it N — Yoo [ .
S'¢"d) = aqS [ aq" + oq lg=g=q =1" =P (5.43)
i8——( " — ’)+ﬁs' (27q") (5.44)

oq C=a) T gy ST '

a _ " / R . Vi
87° = (¢"—4q)+ ym sin(2mq") (5.45)
/ /! / a /! /

3(q,q)=a—q3(q,Q)=p —p' =0 (5.46)

A segunda derivada da agao, 8", é:

82S(q// q/) 02S(q// q/) a2S(q// q/)
"y I / — ’ — 2 ! ’ 19—t — 4
8 (q I q ) [ aq//Q 8q/aq// 8ql2 ]q =q'=q (5 7)
2 o /
8q’28 =1+ 3 cos(2mq") (5.48)
0? K "
8q”28 =1+ 3 cos(2mq”) (5.49)
82
9.9 §_ _9 .
8q’8q”8 (5.50)

A segunda derivada da acao vai a zero nas bifurcagoes.
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A terceira derivada da agao, 8", é obtida da seguinte expressao:

338((]”, q/) 338((]”, q/) 3838(q”, q/)

S (q >Q) = [ dq" +3 9 0q'" dq" g +
>’S(q", ¢

+—a(q/3 )]q//:q/:q (551)
’S(q",q) : p
T = —kmsin(2mq”) (5.52)

838(q//7 q/) 838((]", q/)

aq/aq//2 aq//aq/2 ( )
>’S(q",q) : /
—0r = —kmsin(2mq’) (5.54)

5.5.2 [Expansao de fase estacionaria

Para mapas pode-se mostrar que [63]:

1
/N o0 .
trU = (/=Y [ dge?™No 5.55
r e /_OO qe (5.55)

Para resolver a integral acima, utiliza-se a aproximagao de fase estacionéria,
que tem como idéia bésica levar em consideracao os pontos que mais contribuem
para o calculo da integral. Em média, como ela oscila muito rapidamente ela
é zero, exceto nas regioes onde nao hé variagao significativa da fase S, ou seja,
quando S for uma fase estacionéria [42]. Supoe-se, entdo, a existéncia da solucao
S(gqj), e se faz uma expansao em torno de S [66]:

S"(4))
2!

S/// (q])
3!

S(q) = S(q;) +S'(4;)(q — ¢5) + (¢—q;)* + (g—q;)* + ... (5.56)

onde, 8§’ é a primeira derivada, S” é a segunda derivada e " ¢é a terceira derivada,
calculadas na se¢ao 5.5.1. Para nosso calculo, inicialmente faz-se a expansao até a

segunda ordem. Na sec@o (5.5.1) vimos que 8'(¢", ¢')y7—=y—q = 0. Desta maneira,
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a integral dada pela equagao (5.55), pode pode ser reescrita como:

1
| N o » " 2
Uy = - E dae?™ iV (8(45)+5"(9;)(a-4;)7/2) 5.57
' J 7=0 /00 e ( )

Como S’(g;) € uma constante podemos escrever:

1 )
tr = HEZG%Z'NS’(%)/ dqe?™NS"(4:)(a-4;)*/2 (5.58)
i
§=0 —o9

Definindo a = miNS"(q;), temos uma integral do tipo:

N 1 . ) 00 5
ol — v 2miNS'(q5) / d a(g—q;) 5.59
r ./ i ;e | dge (5.59)

o0

1
N NS s

" _ 2miNS (qj)\/j .

rU \/ - JE_O e - (5.60)

Manipulando algebricamente, obtemos que:

1 eQﬂ'iNSj (a5)

U~y ——— (5.61)

j=0 V |S”(Qj)|

Nas bifurcacoes temos que S”(g;) = 0 e trU, equagao (5.61), diverge. A

solucgao, entao, é fazer a expansao de S até a terceira ordem. Desta forma:

1
N o ; ; 111 3

trlU = 4/ — E dge2™ NS (45) p2miN S} (¢5)(q—a;)"/6 5.62

' ! j=0 /—00 " ) J ( )

como S'(g;) € uma constante, e definindo a = 27iNS"(¢;)/6, resulta a integral:

1
N ) oo 3
ol — ] 3 2mst(qj)/ doea—a) 5.63
r - e qe ( )

=0 —o0
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U-E T T T T T T T
—o— S0
—— bif

Figura 5.1: Segundo momento versus k com A = 2.0, N = 597. A curva em verde
(cruzes) para as faixas centradas nas bifurcagdes e a curva em vermelho (circulos)
para as faixas centradas nas orbitas isoladas.

cuja solucao tem a forma:

IN < 2 mv/3[a'3 + (—a)'/3
t U — - 271'1N$j(qj)_ 564
r - JE:O e (5.64)

9 al/3(—a)'/3T(2/3)
Substituindo o valor de a e rearranjando a equagao acima, obtém-se:

1 1/3
N1/6 (6(27r)2) NS ()i
U~y e (2miNS;(ay)=i7%) (5.65)
= T(2/3) \8"(¢))

Para ver quais pontos periodicos que mais contribuem para o momento, equagao
(5.41), calcula-se |trU;|? para duas configuragoes distintas. Primeiro, duas faixas
serao colocadas no espaco de fase do mapa, de tal maneira que bloqueiam as
orbitas isoladas, que para o mapa (4.12) sao ¢ = 0 e ¢ = 0.5. Segundo, as

duas faixas serao inseridas no mapa de forma que bloqueiam as bifurcacoes, os
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In{ 44,)
do
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Figura 5.2: Logaritmo do segundo momento versus o logaritmo de N com A = 2.0,
k = 27 e faixas centradas nas bifurcagoes.
pontos ¢ = 0.25 e 0.75. O gréafico (5.1) ilustra o segundo momento My como
fungado de k que é o parametro de perturbagdo. A curva em vermelho (circu-
los) é obtida quando centramos as faixas nas o6rbitas isoladas e a curva em verde
(cruzes) quando centramos as faixas nas bifurca¢oes. Quando K = Ky = 27 a
contribuicao das bifurcagoes a My mostra-se dominante.

Na figura (5.2) temos o logaritmo do segundo momento My como funcao da
dimensao N do operador evolugao temporal U. Para observar a contribuicao das
orbitas isoladas ao My as faixas foram centradas nas bifurcagoes. No grafico
(5.3) centrou-se as faixas nas orbitas isoladas de maneira que se possa observar
a contribui¢ao das bifurcagoes ao My e tragou-se o logaritmo do segundo mo-
mento My como funcao da dimensao N do operador evolucao temporal U. O
grafico (5.2) mostra que a contribui¢ao das bifurcagoes cresce semiclassicamente

com N%2??  Este valor ¢ bem préximo ao valor tedrico estimado pela equacao
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In( #,)

_1 ; 1 1 1 1 1 1 1
E.E 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2 74
In{N)

Figura 5.3: Logaritmo do segundo momento versus o logaritmo de N com A =
2.0, k = 27 e faixas centradas nas orbitas isoladas. Grafico mostrando a inclinagao
da reta.

(5.61), N*/3. Por outro lado, as contribui¢oes das 6rbitas isoladas nao indicam
dependéncia com N, gréafico (5.3), o que também estd de acordo com célcumo
analitico, equacao (5.65). Estes graficos ilustram claramente como as bifurcagoes
das orbitas periddicas dominam as flutuagoes do time delay [64].

Outra anéalise que pode ser feita é a influéncia das bifurcacoes sobre a dis-
tribuicao dos proper delay times. Os autovalores 7y, 7s,..., 7Ty da matriz do
Wigner-Smith time delay () sao chamados de proper delay times. Uma cavidade
acoplada ao mundo exterior através de uma onda guia com M canais propagadores
a energia € ¢é caracterizada por M proper delay times. No limite semiclassico de
grandes M, o sistema ¢ descrito pela densidade P(7) dos delay times [67].

Os trabalhos [67,68] tém o objetivo de comparar P(7) para casos onde a

dinamica classica do sistema ¢ integravel ou cadtico. Estes mostraram que para
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T T T T T ISID
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Figura 5.4: Densidade versus T para as faixas centradas nas bifurcacoes (linha
cheia) e nas orbitas isoladas (linha tracejada) para k = 2.

o delay times classico que a distribuicao do delay time é diferente para os dois
casos: para o sistema integravel P.,s(7) = 777 tem uma cauda algébrica para
grandes T, enquanto que P,s(7) decay exponencialmente para grandes T se a
dinadmica do sistema for cadtica.

Porém, nenhum destes estudos tém se focado no efeito das bifurcagoes. Com
intuito de analisar se hé alguma influéncia das bifurcagoes, no grafico (5.4) temos
a densidade P(7) dos delay times em funcao dos delay times 7, para duas con-
figuragoes distintas, de forma anéloga ao que foi feito nos gréaficos anteriores.

No entanto, um outro tipo de analise deveré ser feita para respondermos a esta

questao e, como esta foge do escopo deste trabalho, seré feita futuramente.
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Capitulo 6

Condutancia

O objetivo deste capitulo é mostrar como se obtém a condutancia a par-
tir da féormula de Landauer, através da matriz de espalhamento. Em seguida,

apresentam-se os calculos numéricos da condutancia cléssica e quantica.

6.1 Consideracoes Iniciais

A condutéancia G de um condutor bidimensional retangular é dado pela ex-

pressao |7]:
o (6.1)

ou seja, a condutancia é diretamente proporcional a largura W e inversamente
proporcional ao comprimento L do condutor, e o é a condutividade, uma pro-
priedade do material.

Uma questao que intrigou os cientistas por um bom tempo foi: Quao pe-
quenas pode-se fazer as dimensoes W e L para que o condutor deixe de ter o
comportamento 6hmico?

Somente nos anos de 1980 foi possivel a fabricacao de pequenos condutores
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para pesquisar experimentalmente esta questao. Hoje existem os condutores
mesoscopicos, cujas dimensoes sao intermediarias entre as dimensoes microscopica
e macroscopica, isto é, eles sao muito maiores do que objetos microscopicos como
atomos, mas nao grandes suficientes para serem 6hmicos. Um condutor é 6hmico
quando suas dimensoes sao maiores do que cada uma das seguintes grandezas: 1)
comprimento de onda de de Broglie; 2) livre caminho médio; 3) comprimento de
relaxacao-fase, explicadas a seguir. Estas escalas de comprimento variam larga-
mente de material para material e sao também fortemente afetadas pela tempe-
ratura e campo magnético, por exemplo. Desta forma, o transporte mesoscopico
pode ser observado em condutores com dimensoes de poucos nanometros a mi-

crometros.

6.2 Comprimentos Caracteristicos

Conforme discutiu-se na se¢ao (6.1), um condutor possui comportamento dh-
mico se suas dimensoes sao muito maiores que certos comprimentos caracteristi-

cos, a saber [7] :

1. Comprimento de onda \: O numero de onda de Fermi é dado por:

Ky = \/2mng (6.2)

onde n, é a densidade de elétrons por unidade de area e o comprimento de

onda relacionado é entao:
2
ky

= \/27/ns (6.4)

Para uma densidade de elétrons de, por exemplo, 5 x 10"em™2, o com-

primento de onda de Fermi é aproximadamente 35nm. Em baixas tem-
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peraturas a corrente é carregada principalmente por elétrons que possuem
aproximadamente a energia de Fermi de maneira que o Ay ¢ um compri-
mento relevante. Elétrons com energia cinética menor tém comprimentos

de onda maiores e nao contribuem para a condutancia.

2. Livre caminho médio /: Um elétron em um cristal perfeito move-se como
se estivesse no vacuo, mas com uma massa diferente. Qualquer desvio da
perfeita cristalinidade, tais como impurezas, vibragoes da rede (fonons) ou
outros elétrons, conduz a colisdes que espalham o elétron de um estado
para outro e dessa forma mudam seu momento. O tempo de relaxacao do

momento 7, esta relacionado com o tempo de colisao 7. pela relagao:

1 1
— = —Qp, (6.5)

Tm Te

onde «,, varia de 0 a 1 e denota a efetividade de uma colisao individual

para mudar o momento.

Por defini¢ao o livre caminho médio | é a distancia que um elétron viaja antes
de seu momento inicial ser alterado. Portanto, sabendo-se a velocidade do

elétron e o tempo que ele gasta para percorrer esta distancia, temos que:

[ = VfTm (66)

onde vy é a velocidade de Fermi dada por

h
h

" am. 6.8
- ™ (6.8)

2

se vy — 3 x 107em/s e ny = 5 x 10"em ™ e assumindo que 7, = 100ps

obtém-se um livre caminho médio [ = 30um.
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3. Comprimento de relaxacao de fase [4: Em analogia com o tempo de

relaxagao do momento pode-se escrever:

1 1
— — —ay (6.9)

T¢ Te

onde o fator oy denota a efetividade de uma colisao individual para modi-
ficar a fase. A alteracao da fase é, no entanto, mais sutil do que a mudanca
do momento. Uma discussao cuidadosa é necessaria para definir qual a

efetividade do fator o, para diferentes tipos de processos de espalhamento.

Para calcular o comprimento de relaxacao de fase, multiplica-se o tempo de

relaxacao de fase 7, pela velocidade de Fermi vy, ou seja:

l¢ = UfT¢ (610)

Esta relacao vale para os casos onde 7,4 é da mesma ordem ou menor que
Tm, OU S€ja, T, ~ T, que é freqiientemente o caso para os semicondutores

com alta mobilidade.

Mas para semicondutores com baixa mobilidade ou filmes de metais poli-
cristalinos, por exemplo, 7, << 74. Depois de um tempo 7, a veloci-
dade dos elétrons é completamente randomizada, de modo que a trajetoria
eletronica sobre um comprimento de tempo 74 pode ser visualizada como
a soma de um numero de trajetérias curtas, cada uma de comprimento
~ UfTp,. Desde que as trajetorias individuais sao retilineas em diregoes
randomicas (6), a média da distancia ao quadrado percorrida pelos elétrons
em uma direcao especifica é obtida somando-se os quadrados de seus com-

primentos:

li = E(Ume)2<COS29> (6.11)
Tm
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onde

T do
(cos® ) = /_7T P cos® (6.12)
1
= = 6.13
; (6.13)
Tem-se entao que:
) U?TmT(b
Reconhecendo que o coeficiente de difusao seja dado por:
UJZch
D = (6.15)
2
tem-se que:
I3 = Dy (6.16)

6.3 Regimes de Transporte

Em um experimento mede-se a condutancia mais do que a condutividade. A

condutividade relaciona a densidade local ao campo elétrico [9]:
j = oE (6.17)

onde j ¢ a densidade de corrente e E é o campo elétrico aplicado. Enquanto a

condutancia G relaciona a corrente total a uma diferenca de potencial:

I = GV (6.18)
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o, g it
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Figura 6.1: Regimes de transporte a) difusivo, b) quase balistico e c¢) balistico.
Adaptada de [9].

Para um gas de elétrons bidimensional (2-DEG), a largura W e comprimento
L estao na diregao da corrente. Se para o momento pode-se negligenciar o efeito
da fase coerente, entao o escalonamento da equagao (6.1) fornece que ambos W
e L sao muito maiores do que o livre caminho médio [. Este é o regime de
transporte difusivo. Quando as dimensoes da amostra sao menores que o livre
caminho médio, temos o regime de transporte balistico. Além disso, existe um
regime intermediério entre estes dois, o regime quase balistico, caracterizado por
W <1 < L. Estes regimes podem ser visualizados na figura (6.1).

No nosso estudo, vamos nos concentrar somente no regime balistico. No trans-
porte balistico somente a condutancia tem papel importante, e nao a condutivi-

h ‘

tem papel central no estudo do transporte balistico, porque expressa a condutan-
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cia em termos de uma propriedade do nivel de Fermi da amostra, a probabilidade

de transmissao 7', onde e é a carga elementar e h a constante de Planck.

6.4 Condutancia e a Matriz Espalhamento

Segundo Jalabert [10,70] dentro da aproximagao de Landauer-Biittiker, no
regime de fase coerente a resisténcia nao esta relacionada a uma resistividade
intensiva do tipo definido nos livros padroes de matéria condensada (como, por
exemplo, uma interagao de elétron-féonon), mas obtém-se do espalhamento elastico
que estes elétrons sofrem ao atravessar a amostra mesoscopica entre os dispositivos
de medicao. Os dispositivos de medi¢ao sao macroscopicos e comportam-se como
reservatorios de elétrons. Sao caracterizados por um potencial eletroquimico u,
que nao varia ao ceder e ao receber elétrons. O papel dos reservatorios é crucial
porque tornam o sistema total infinito, e o espectro continuo. E somente nos
reservatorios que as fases do elétron sao assumidas aleatorias.

O experimento mais simples esta esquematizado na figura (6.2), onde a amostra
(cavidade) é conectada entre dois reservatorios, cujos os potenciais eletroquimi-
cos diferem pelo valor da tensao aplicada V', que é suposta ser muito pequena
(1 — po = €V << py). Os calculos estao baseados exclusivamente em expe-
rimentos ideais com duas sondas (ou seja, dois reservatorios). O exemplo das
multisondas nao apresenta questoes fundamentais novas, mas a descri¢ao tedrica
torna-se mais complicada, desde que uma matriz dos coeficientes da condutancia
deve ser introduzida. Estas condutancias sao expressas também em termos dos
coeficientes da transmissao, que podem ser tratados com a aproximagcao semicléas-
sica da mesma maneira como no caso das duas sondas.

A descrigao do espalhamento precisa de um conjunto de estados assintoticos.
Tal conjunto é fornecido pelos canais propagadores dos fios condutores que conec-

tam a amostra aos reservatorios. A amostra, os reservatorios e os fios condutores

94



Capitulo 6. Condutancia 6.4. Condutancia e a Matriz Espalhamento

{41 Hz2

Figura 6.2: Cavidade balistica tipica acoplada a dois reservatorios caracterizados
pelos potenciais quimicos p; e pus. Adaptada de [10].
sao os trés elementos chaves do transporte balistico.

Supondo que os fios condutores sao livres de desordem, com paredes rigidas
(de largura W) na direcao y e infinitos na dire¢ao x, seus autoestados com energia

¢ sao produtos das funcoes de onda das particulas em caixas:

Galy) = \/%sin (%) (6.20)

(a inteiro) na dire¢ao transversal e ondas planas propagando-se na diregao longi-
tudinal, com vetores de onda k, tal que:

o ((M)Q + kz) (6.21)

2m \ W? a

Os M momenta transversais que satisfazem esta relacio com k? > 0 definem
os 2M canais propagadores dos fios condutores com energia €. Os estados dos

fios incidentes (incoming) sao:

- 1 tkqx
A eal® = —75€da(y) (6.22)
Va
onde ¥ = (z,y) e a = 1,..., M o fator de normalizacao vi/? = (m/hk,)'/? &

escolhido de maneira que o fluxo incidente em cada canal seja unitario. O indice

1(2) corresponde aos canais propagadores do reservatorio da esquerda (direita)
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com momenta longitudinal k,(—k,), e k, explicitamente positivo. Os estados
dos fios emergentes (outgoing) sao definidos do mesmo modo da equagao (6.22),
entretanto com + do expoente invertido. A ordem de tempo dos estados dos fios
emergentes e incidentes é obtida dando uma parte imaginaria positiva (negativa)
infinitesimal ao &,.

Os estados espalhados correspondendo a um elétron incidente no fio 1(2) com

a energia ¢, no nivel a sdo dados, nas regioes assintoticas, por [10]:

wg_e)a(fj + Zb 1 Tba%ab(j se x <0
Zb 1tba¢é—z)b( ) ,8€ T > 0

! + 5
+ {)\iltba@g e)b(r) ,5€ T < 0
\II<7:‘)2,E,CL = (=) +)
(102,5,a(r) + Zb 1 T.baQOQab(“) ,5€ T >0
A matriz de espalhamento S de dimensoes 2M x 2M, relacionando o fluxo

incidente e o fluxo emergente, pode ser escrita em termos das matrizes reflexao

r(r'") e transmissdo ¢(t') da esquerda (direita) como:

A conservacao de corrente implica que o fluxo incidente deve ser igual ao
fluxo emergente, e conseqiientemente S é unitério (SST = I). Em termos da
transmissao total os coeficientes de transmissao (T = >, [t5a|*) e reflexdo (R =
> ap|70al?); & condigao de unitaridade é expressa como T + R = M. Também,
a unitaridade dita que T = T ¢ R = R'. Além disso, na auséncia do campo
magnético, o invariancia de reversao temporal diz que S é simétrica (S = S7T).
As cavidades com simetrias geométricas (“up-down” ou “right-left”) sao descritas

por matrizes de espalhamento com uma estrutura de bloco. O conjunto \Ilg(g))w(F)
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constitui uma base ortogonal (mas nao ortonormal)

,€ ,a fUa

/o 2 /
[ ) = 60k ) (6:23)

Usando a decomposicao espectral da funcao de Green retardada nesta base
e levando em conta as propriedades analiticas das amplitudes de transmissao
no plano complexo k, podemos relacionar a funcao de Green as amplitudes de
espalhamento. Alternativamente, a teoria formal do espalhamento (Lippmann-

Schinger) pode ser adaptada as ondas-guias e obtemos [10]:

t = (o) e k) [y [ dyoi))on)G 7 )
» Su
(6.24)

Tpg = —Ogpe2ho™ +z’h(vavb)1/26i(kbx/+k”‘”)/ dy’/ dydy(y') daly)

G(F, 7" E) (6.25)

onde as integracoes ocorrem nas segoes transversais transversais S, no fio esquerdo
S, no fio direito (esquerdo) para as amplitudes de transmissao (reflexao). Os
observaveis fisicos sdo obtidos dos coeficientes da transmissao e de reflexao (Ty, =
[tval?) € (Rpa = |7pa|®) entre os niveis, que, por conservagao de corrente, nao
dependem da escolha das segoes de choque transversais. Usa-se esta liberdade
para fazer S, e S, na entrada e na saida da cavidade (ou ambos na entrada para
a equagao (6.25)), e omite-se as dependéncias de = e de ' doravante.

A interpretacao intuitiva das equagoes acima, como uma particula que entra
na cavidade no nivel a, propagando-se no interior (através da fun¢do de Green),

e saindo no nivel b, é completamente direta. Expressar as amplitudes de espa-
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lhamento em termos das funcoes de Green é extremamente tutil para calculos
analiticos e numéricos. A teoria da perturbacao diagramética, bem como as ex-
pansoes semiclassicas, sao construidas a partir das funcoes de Green.

Vamos apresentar, agora, o argumento de contagem padrao para relacionar a
condutancia com espalhamento. Para isso, supoe-se que o reservatorio esquerdo
tem um potencial eletroquimico p; ligeiramente maior do que o reservatorio da
direita de maneira que p; — o = eV.

No intervalo de energia eV entre p; e us, elétrons sao injetados nos estados
indo para a direita que emergem do reservatoério 1, mas nenhum é injetado nos
estados indo para a esquerda que emergem do reservatorio 2. Conseqiientemente,
temos uma corrente liquida indo para a direita proporcional ao niimero de estados

no intervalo py — po, dado por

dn M
a T, 2
e GV; . (6.26)

M
I = gseZva
a=1
62 M
I = g+ > T |V (6.27)

a,b=1

onde M é o ntumero de canais propagadores com energia ji;, o fator g, = 2 leva
em conta a degenerescéncia do spin, Zé\il Ty, € a probabilidade de transmissao de
a para b, dn,/de densidade de estados quase unidimensional (que para particulas
nao interagentes satisfaz dn,/de = 1/hv,). Entao, a condutancia de duas sondas
é proporcional ao coeficiente total da transmissao da microestrutura, e pode ser

escrita como:

I
G = — 6.28
> (6.28)
62 M 62
= — T =g,—T 2
gsh agl ba gsh (6 9)
62
G = gsﬁtr(zﬁﬂ) (6.30)
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onde tr é o traco da matriz (7).

6.5 Distribuicoes de Comprimentos e areas

A partir de argumentos analiticos e numéricos, tém-se encontrado que a dis-

tribuicao de areas © para orbitas longas tem uma forma universal:
N(©) = ¢ l® (6.31)

conforme figura (6.3), para bilhares caodticos simples [10, 70, 71|, onde o tnico
pardmetro que caracteriza o espaco de fase classico é a,;, que pode ser interpretado
como o inverso da area fechada tipica por uma trajetéria espalhada.

A origem desta forma universal pode ser entendida qualitativamente dos

seguintes argumentos [70]:

1. o nimero de 6rbitas que sobram na regiao de espalhamento, suficientemente
longas para cobrir uma distancia L, decai exponencialmente com L. Apro-
ximadamente a razao é que, para oOrbitas cadticas longas, a probabilidade
de escapar toda vez que bate na parede é uma constante p < 1, dada apro-
ximadamente pela razao do tamanho da abertura pelo perimetro do bilhar
e nao esta correlacionado com o batida anterior. Desta maneira, depois
de n choques com a parede P(n) ~ e " ¢ se d é o comprimento médio
tranversal entre as batidas, P(L) ~ e~ (H/dr — ¢=val onde vy = v/v, e
v ¢ a taxa de escape que pode ser interpretada como o tempo tipico gasto
pelas particulas na regiao de espalhamento [10] e v é a velocidade constante

das particulas espalhadas.

O aparecimento de uma escala tinica nao é surprendente desde que no espa-
lhamento cadtico a particula se move ergodicamente sobre toda a superficie

de energia, quando na regiao de espalhamento. O valor da taxa do es-
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cape pode ser estimado dos argumentos gerais da ergodicidade no caso de
cavidades cadticas com aberturas pequenas, em que a trajetoria tipica bate
muitas vezes antes que escape. Supondo que a distribui¢ao instantanea das
trajetorias é uniforme na superficie da energia, a taxa do escape é dada
simplesmente por v = F/A, onde F é o fluxo através das aberturas (igual
ao tamanho das aberturas vezes v/m, o fator 7 vem da integragao sobre os
angulos de iniciais), A é a drea do dominio do espalhamento bidimensional.
No caso de aberturas pequenas, esta simples estimativa reproduz consid-
eralvelmente bem a taxa de escape obtida da determinagao numérica da

probabilidade de sobrevivéncia usando trajetérias classicas.

O interesse na taxa de escape ¢ devido ao fato de que as escalas de energia

das flutuagoes de condutéancia é dada por esta grandeza classica.

2. Além do mais, estas flutuagoes em funcao do campo magnético sao go-
vernadas pela distribuicao da area. Trajetorias espalhadas sao abertas, e
conseqiientemente nao tém uma area bem definida. E definida uma drea
efetiva de uma trajetoria s, a partir da circulagao do potencial vetor ao longo
do caminho Cs. Assumindo um campo magnético perpendicular B = Bz

gerado por um potencial vetor /T, pode-se definir a area efetiva:

2w ——
0O, = — [ Adr (6.32)
B Je.

Explorando as propriedades ergédicas da dinamica cadtica no dominio do
espalhamento e assumindo que a area é acumulada no modelo do caminhante
aleatorio (random walk), o parametro a,; pode estar relacionado a taxa do escape
e a escala tipica do comprimento da cavidade.

No caso integravel, a particula move-se somente sobre parte da superficie

de energia, consistente com a quantidade conservada. Conseqiientemente, nao

h& mais uma tunica escala. Uma caracteristica genérica dos bilhares regulares
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Figura 6.3: Distribuigoes classicas de comprimentos [a),c)]| e areas efetivas |b),d)]
para o bilhar stadium (caodtico) e o bilhar retangular (integravel). Adaptada
de [70].

é a existéncia de familias de trajetorias que visitam lugares do espago de fase
diferentes no tempo. Nestas situacoes, com escalas miltiplas, espera-se observar
as distribuicoes da lei de poténcia. Entretanto, para cavidades integraveis o
conceito de distribuigao nao é completamente rigoroso, desde que a probabilidade

de sobrevivéncia depende das condigoes iniciais escolhidas para as trajetorias.

6.6 Calculo numeérico

O entendimento de transporte quantico deve-se grandemente & aproximacgao
de Landauer-Biittiker que vé a condutancia como um problema de espalhamento.
A interpretacao das medidas de conduténcia no regime balistico de um ponto
de vista de Caos Quéantico envolvera o estudo de sistemas abertos da Mecéanica

Quantica e Mecanica Classica [10].
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Capitulo 6. Condutancia 6.6. Calculo numérico

Neste trabalho faremos uso de um modelo matemaético, discutido no capitulo
4 para estudar a condutéancia. Mapas com aberturas tém sido propostos para
simular as propriedades de transporte desses sistemas. A analogia com mapas
abertos torna os sistemas fisicos reais matematicamente tratéveis. A seguir, ve-

remos como obtemos a condutancia quantica e classica a partir deste modelo.

Condutancia classica

Para fazer os calculos numéricos, utilizam-se a equagao (4.12) que define o
mapa classico da versao simetrizada do mapa de Chirikov e inserem-se faixas
verticais no espago de fase, conforme se¢ao 4.6. Para obter a condutéancia classica,
determina-se a probabilidade de uma particula injetada na faixa 1 escapar através

da faixa 2.

Condutancia quantica

Para fazer o calculo da conduténcia quéntica, utiliza-se a matriz de espa-
lhamento S, equagao (4.77), que depende do operador evolugao temporal. Da
expressao (6.30) vemos que a condutancia quantica depende, essencialmente, do

calculo do trago da matriz (¢t'), onde ¢ é uma matriz subloco de S.

Nas figuras (6.4), (6.5) as faixas estao centradas nas orbitas isoladas (pontos
g = 0eq = 0.5). Neste caso, temos somente contribui¢ao das oérbitas perio-
dicas que bifurcam para a transmissao (7') e reflexdo (R) classica e quéntica,
respectivamente. Os graficos sao tipicos de curvas de transmissao e reflexao. A
soma de '+ R = 1. Quando 7" aumenta, R diminui e vice-versa. 7' (R) comega
pequeno (grande) e vai crescendo (decrescendo) até aproximadamente k = 27
quando ocorrem as bifurcacoes das érbitas periddicas. A partir deste ponto 7" e
R permanecem com valores em torno de 0.5.

Nas figuras (6.6), (6.7) as faixas estdo centradas nas bifurcagbes (pontos

g =0.25 e ¢ = 0.75). Neste caso, temos somente contribui¢ao das érbitas perio-
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Figura 6.4: Transmissao (linha cheia) e reflexao (linha tracejada) para as faixas
centradas nas orbitas isoladas para o mapa classico. Quando k = 27 ocorrem as
bifurcagoes.
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Figura 6.5: Transmissao (linha cheia) e reflexdo (linha tracejada) quéantica para
as faixas centradas nas oOrbitas isoladas para N = 997 e 2M = 198. Quando

Kk = 21 ocorrem as bifurcagoes.
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Figura 6.6: Transmissao (linha cheia) e reflexao (linha tracejada) para as faixas
centradas nas bifurcagoes para o mapa classico. Quando x = 27 ocorrem as
bifurcacgoes.
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Figura 6.7: Transmiss@o (linha cheia) e reflexdo (linha tracejada) quantica para
as faixas centradas nas bifurcagoes para N = 997 e 2M = 198. Quando x = 27

ocorrem as bifurcagoes.
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Figura 6.8: Condutancia classica (linha tracejada) e quantica (linha cheia) para as
faixas centradas nas orbitas isoladas (linha vermelha) e bifurcacoes (linha azul).
Quando k = 27 ocorrem as bifurcagoes.

dicas isoladas para a transmissao e reflexao classica e quantica, respectivamente.
Os valores de T' e R permanecem em torno de 0.5, independentemente do valor de
k. Vale a pena ressaltar, que nestes dois graficos mesmo quando ocorrem as bifur-
cagoes, em k = 2w, somente as Orbitas isoladas contribuem, porque bloqueamos
as bifurca¢des com as faixas.

No grafico (6.8) temos a conduténcia para as duas configuragoes (faixas cen-
tradas nas orbitas isoladas e faixas centradas nas bifurcagoes) para o caso classico
e quantico. Estas s@o as mesmas curvas de transmissao dos gréaficos anteriores,
mas para visualizarmos melhor o que acontece com a condutancia, as colocamos
na mesma figura. Pode-se ver claramente que quando hé a contribuicao das bifur-

cagoes, a condutancia cresce até k = 27, onde ocorrem as bifurcagoes. Enquanto
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que para as curvas da condutancia em que somente as 6rbitas isoladas contribuem
seu valor permanece em torno de 0.5. Portanto, estes graficos apontam uma in-

fluéncia das bifurcacoes na condutéancia.

6.7 Consideracoes finais

A condutéancia para sistemas abertos é um problema para o qual ainda ha
intimeras questoes nao respondidas. Muitas pesquisas tém sido feitas para abor-
dar estas questoes [8-10,22,70,72-75|. Desta maneira, o que discutimos até aqui,
serve de base para estudarmos o problema da condutancia em sistemas abertos,
em particular em heteroestruturas semicondutoras (GaAs/AlGaAs), para o qual
espalhamentos relacionados a desordens podem ser negligenciados em compara-
¢ao ao espalhamento devido as caracteristicas geométricas ao longo do condutor.
O objetivo é, posteriormente, fazer uma revisao mais detalhada deste assunto e
analisar as flutuacoes universais da condutancia de maneira similar ao que foi
feito no capitulo 5, onde apresentamos a dedugao [64] do time delay em termos
das orbitas periddicas, veja a equagao (5.37). Os graficos apresentadas apontam
que a condutancia também é sensivel as trajetorias periddicas classicas, no limite
semicléssico. No entanto, nao podemos concluir nada, porque para a condutancia
ainda nao se tem uma teoria semiclassica. O objetivo é investigar a possibilidade
de obté-la. A aplicagdo de métodos semicléssicos a problemas quanticos é inte-
ressante, antes de mais nada, como um meio de associar propriedades quanticas a
caracteriticas especificas da dinamica classica do sistema, as trajetorias periodi-
cas classicas. Com as trajetorias periodicas classicas, além do resultado do time
delay, se obteve a dedugao da formula traco de Gutzwiller (que atualmente é a

tnica maneira de se quantizar sistemas fisicos que sao classicamente cadticos).
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Conclusao

Nesta dissertacao estudamos as propriedades de transporte em nanocavi-
dades. Propriedades de transporte em nanocavidades balisticas bidimensionais
em regime de baixa densidade eletronica e baixas temperaturas, como é o caso
do gés de elétrons bidimensional (2-DEG), tém sido objetos de estudo desde os
primérdios da década de 90. Hoje, a maioria dos estudos nesta area baseia-se em
modelos de mapas, como por exemplo, o mapa do gato [63] e o mapa padrao de
Chirikov [4], com aberturas para simular as propriedades de transporte desses sis-
temas. Estes mapas, quando abertos, podem modelar o comportamento de uma
cavidade balistica acoplada a reservatorios de elétrons, no limite semiclassico,
tornando os sistemas fisicos reais matematicamente tratéveis.

No capitulo 4 apresentamos e estudamos a versao simetrizada do mapa de
Chirikov, usado neste trabalho para estudar as flutuacoes universais do time

delay, no capitulo 5, e da condutéancia, no capitulo 6. O mapa classico é dado por

K
Qiv1 = G+ p+ In sin(27 q;) (mod 1)

K. .
Pie1 = pi+ E[SIH(QW q) +sin(2m q;11)]  (mod 1) (7.1)

cuja forma dos toros ¢ cilindrica com {¢,p € [0,1)}. Para x = 0 o sistema ¢
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integravel e todas as trajetorias permanecem no toro unidimensional no espago
de fase. Para x > 0 o sistema comeca sua transi¢ao para o caos. Para x suficien-
temente pequeno as curvas seguem suavemente. E aumentando x, as curvas vao
sendo quebradas de maneira como é descrito pelo teorema KAM (2.9). Os pon-
tos fixos de periodo 1 e sua estabilidade, relevantes para nossas anélises, foram
determinados. As tabelas (4.1) e (4.2) contém os pontos fixos e sua estabilidade,
respectivamente.

O operador evolugao temporal para este mapa é obtido da quantizacao do

mapa classico, equagao (7.1) e é dado por [4]:

1 I (n—n/)2— N £ eo5(2mg)+cos(2mq’
Fori = o % (=g i cos(2ma) eos(2mq )]

ViN

(7.2)

No capitulo 5 estudamos o time delay e as flutuacoes universais do time delay
com base na versao simetrizada do mapa padrao de Chirikov, que exibe dinamica
que vai de regular a cadtica, podendo apresentar regioes regulares dentro de um
mar de caos, dependendo do valor do parametro de perturbagao x, no limite clas-
sico. Vimos que as flutuagoes do time delay tém uma distribui¢ao nao-Gaussiana
e segundo momento tem uma lei de poténcia dependente de um parametro semi-
classico, com expoente fracional. No limite semicléssico, este expoente é obtido
das orbitas periodicas que bifurcam e permanecem aprisionadas no sistema. Apre-

sentamos a dedugao do time delay em termos das orbitas periodicas [64]:

1 N 1 - ine n
7'(6) = W <% + ;Re;e t?“Ui ) (73)

No capitulo 6 iniciamos o estudo da condutancia. A aproximacao de Landauer-
Biittiker [9] vé a condutancia como um problema de espalhamento. A interpre-
tacao das medidas de condutancia no regime balistico, de um ponto de vista de
Caos Quantico, envolve o estudo de sistemas abertos da Mecanica Quantica e

Mecénica Classica. A condutéancia quéntica é obtida através da matriz de espa-
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lhamento S do mapa e ¢ dada por:

2

G = ﬁTr(ttT) (7.4)

Calculamos numericamente a condutancia quéantica e classica. Os graficos
apresentados, apontam que a condutancia também é sensivel as trajetorias pe-
riédicas cléassicas, no limite semicléssico. No entanto, nada podemos concluir,
porque para a condutancia ainda nao se tem uma teoria semiclassica. O objetivo
é investigar a possibilidade de obté-la. A aplicacao de métodos semicléssicos a
problemas quanticos é interessante, antes de mais nada, como um meio de asso-
ciar propriedades quéanticas & caracteriticas especificas da dindmica classica do
sistema, as trajetorias periddicas classicas. Com as trajetorias periddicas classi-
cas, além do resultado do time delay, foram obtidos resultados como deducao da
formula trago de Gutzwiller (que atualmente é a tnica maneira de se quantizar
sistemas fisicos que s@o classicamente cadticos).

Desta forma, um dos trabalhos futuros serda o de investigar uma maneira
de escrever a condutancia em termos de trajetoérias periddicas e o outro seréd
inverstigar o efeito das bifurca¢oes na densidade P(7) dos proper delay times,

como discutido na segao (5.5).
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