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Apresentamos as caracteristicas de algoritmos para obter a
solugdo de sistemas de equagdes lineares, utilizando computadores com
arquitetura paralela e explorando o0s recursos de paralelismo neles
embutidos. Sdo descritos os modelos de computadores paralelos e os

procedimentos para a criacao de algoritmos paralelos.
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Introducéo

Constantemente, no mundo real, surge a necessidade de
resolvermos equacoes diferenciais parciais. Como a maior parte destas
equacdes ndo possui solugdo analitica exata, precisamos resolvé-las
numericamente através de aproximagtes. Na discretizagéo feita para
resolvermos estas equagdes, surgem sistemas de equacdes lineares. Estes
séo, em geral, de grande porte (maiores do que 1000 x 1000), se
desejarmos obter uma solug@o proxima da exata (ou dentro de certa
exatiddo admissivel).

Ao tentarmos resolver, portanto, uma equacdo diferencial parcial
numericamente, devemos ndo SO nos preocuparmos com a solugdo
propriamente dita, mas também com o tempo necessério para obté-la. A
resolucdo de tais sistemas de equacdes lineares demanda um tempo
consideravel, e muitas vezes torna-se impraticavel obter a solugdo. De
alguma maneira, devemos reduzir o tempo de execugdo do algoritmo
utilizado.

Pode-se refinar o algoritmo, procurande otimiza-lo ao maximo,
mas a execucdo do mesmo em um computador seqiencial ainda assim nao
permitiria obtermos a solugdo desejada em um tempo razoavel. A efetiva
redugdo de tempo necessaria @ alcangada mediante o uso de algoritmos
paralelos e de computadores com arquitetura paralela, os quais permitem

que mais de uma operacdo seja executada em um mesmo periodo de tempo.



Vi,

Apresentaremos no capitulo | os conceitos de computadores
paralelos existentes, oferecendo uma descrigdo dos modelos abstratos,
segundo a classificagdo de Flynn, e as medidas de eficiéncia utilizadas
para medir o desempenho de algoritmos paralelos. Serdo discutidos
também os problemas que podem influir no desempenho destes algoritmos.

No capitulo I, serdo discutidos os metodos de desenvolvimento de
algoritmos paralelos, bem como algumas de suas aplicagdes.

No capitulo 111, apresentaremos os algoritmos para a resolugdo de
sistemas de equagles lineares, para sistemas triangulares densos e

tridiagonais.



CAPITULD |

Neste capitulo, descreveremos tipos de computadores que s@o
utilizados na execugdo de algoritmos de processamento paralelo para a
resolugdo de sistemas lineares. Consideraremos, também, para melhor
compreensdo dos métodos numéricos a serem vistos, quais as vantagens e
as possiveis dificuldades que podem acontecer quando de sua utilizac8o.

Para que um algoritmo seja util, devemos ter disponivel um
processador que possa ler, entender e executar as instrugdes que compdem
este algoritmo. Um computador @ um processador de proposito geral gue
pode executar diferentes tipos de algoritmos.

Os computadores podem ser do tipo cequencial ou paralelo,
segundo os passos de um algoritmo sejam executados sequencialmente, um
de cada vez, ou por um certo numero de processadores que permite
executar porgdes de um algoritmo de maneira simulténea.

Existem algumas caracteristicas que nos permitem fazer uma
distingdo entre os computadores e optar por um tipo ou outro. 580 elas: a
velocidade de execucdo de operacdes, a capacidade de executar o algoritmo
de forma confiavel, a capacidade de armazenamento de dados e 0 custo de

executar as operagoes.

1.1 ClassificagOes de Computadores

Existem vérias classificagOes possiveis para as diferentes
arquiteturas de computadores (Flynn 1966, Feng 1972, Handler 1977).
Usaremos aqui a estabelecida por Flynn, a qual e suficiente aos nossos
propositos. Esta classificag@o & feita com base nos sequintes parametros:

- fluxo ("stream”) de instrucdes

- fluxo de operandos.
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Os fluxos de instrugdes ou de operandos podem ser simples:
{Sl-"single instruction stream” ou SD-" single data stream” ) ou multiplos:
(MI-"multiple instruction stream” ou MD-"multiple data stream”). Fazendo
a combinacdo destes quatro atributos e utilizando os simbolos acima,

obtemos os sequintes tipos de computadores de acordo com Fiynn:

-SISD: {instrugdo unica, dado Unico). Uma dnica instrucdo opera

sobre um Unico dado.

-SIMD: (instrugdo Unica, dados mualtiplos). Todos os
processadores interpretam uma (nica instrucdo e executam-na sobre

diferentes dados.

-MISD (maltiplas instrugdies, dado Gnico). E um tipo semelhante

a0 SISD, pois diferentes instrugdes operam sobre o mesmo dado.

-MIMD (multiplas instrugdes, multiplos dados). Todos o0s
processadores trabalham com instrucdes diferentes e em diferentes dados.
0 numero de processadores em geral & pegueno pela complexidade

resultante deste tipo de computador.

Nos deteremos aqui no estudo de computadores das classes

SIMD e MIMD, que sdo os que operam sobre diversos dados ao mesmo tempo.

Yejamos com mais detalhes como & a organizacéo de cada um
destes tipos de computador, ressaltando que o que sera mais utilizado aqui
serao os da classe SIMD, pois:

- Os computadores de classe 51SD sdo seqienciais;

- Ndo existem implementactes de computadores MISD;
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- Os da classe MIMD necessitam de um estudo muito mais
aprofundado, sendo a implementacdo de algoritmos bem mais complexa se
desejarmos utilizé-lo de maneira eficiente {mantendo os processadores

“ocupados” a maior parte do tempo) .

COMPUTADOR SISD

Ds computadores SISD apresentam uma unidade de controle
(responséavel pela decodificacdo da instruc@o), uma unidade processadora
{responsavel pelo processamento da instrucdo) e um madulo de memdria. A
grande maioria dos computadores SISD utiliza o recurso de "pipelining”. As
instrucdes sdo executadas pela unidade processadora de forma segiencial,
mas as fases de decodificag8o e execugdo das instrugdes podem ser

sobrepostas no tempo.

UC ——»{ UP [4—» MM

Figura 1 - Modelo de computador SISD

PIPELINING

0 recurso de “pipelining” €& utilizado para acelerar o
processamento das instrugfes, e & uma maneira econdmica de se obter
paralelismo temporal (execugdo concorrente de diferentes tarefas ao longo
do tempo). O “pipelining” @ inspirado em uma linha de montagem em uma
indastria: um produto (a instrugdo) tem suas diferentes pecgas

(sub-instrug@es) montadas (executadas) em diferentes estagios.
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Assim que um estagio termina de operar sobre sua pega, ela @
transferida para o estagio seguinte. 0 estagio livre estd entdo apto a
repetir seus procedimentos sobre uma nova pega. Ao longo do tempo, este
processo permite que inumeros produtos sejam produzidos.

Podemos ter pipelines de instrucdes, de operacdes aritmeticas
e ainda outras subdivisoes. Usualmente, uma instrugdo a ser executada
pode ser dividida nos seguintes passos:

a. "Fetch” (busca) da instrucdo

b. Decodificacdo da instrucéo

c. "Fetch” do operando

d. Execugdo 16gica e/ou aritmeética

e. Armazenamento do resultado

A propria execugdo aritmética/1dgica pode ser decomposta em

outras operagdes elementares. Por exemplo, podemos ter:

a. admissd@o dos operandos 8 ALU

b. controle do sinal

c. comparagao de expoentes

d. "shift” para alinhar os operandos

e. adicdo

f. contagem do numero de zeros antes do primeiro digito
significativo

g. "shift” para normalizar o resultado

Num computador ndo-pipeline todos o0s passos precisam ser
completados antes que a proxima instrugdo ou operando possa ser avaliada.
Num computador “pipeline”, instrugdes sucessivas (ou, no caso
da instrucdo ser a mesma: operandos sucessivos) sao executadas de forma

sobreposta.



0 seguinte esquema ilustra como ocorre o pipeline para

instrucoes (In).
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Figura 3 - Execucao das instrugbes em computador ndo-"pipeline”

Rt A

£, L |G| L| L5
L |G| %| %
L|L %
Id

L
oL

N
o
N

5
1 2 3 4 5 6 7 8  Tempo

Figura 4 - Execug@o das instrucies em computador “pipeline”



No computador ndo-pipeline sdo necessarios 4 ciclos de
processador (no caso do exemplo citado ) para completar uma instruc8o.
Num computador pipeline, uma vez que o pipeline esteja preenchido,
teremos um resultado em cada ciclo.

Devido a esta sobreposicdo de instrugbes e execugles
aritmeticas, podemos ver que as maquinas pipeline s@o melhor
aproveitadas se forem utilizadas para executar a mesma operagdo
repetidas vezes. Dai, sdo computadores adequados para o processamento
vetorial, onde seguidamente devemos realizar a mesma operagdo em

diversas componentes.

COMPUTADOR SIMD

S3o0 computadores que executam a mesma instrugdo sobre
diversos dados ao mesmo tempo. Podem ser incluidos nesta classe os
“vector processors” (CDC Cyber-205, Cray Y-MP/216) e os “array
processors” (Bell Laboratories PEPE, Goodyear Aerospace STARAN).

Em geral, a estrutura de um computador SIMD é dada pelo
sequinte esquema, no qual temos um certo numero de unidades
processadoras, todas ligadas a uma unica unidade de controle, o que fara
com que uma unica instrucdo seja interpretada a cada tempo e dai
irradiade a estas unidades que executardo a mesma instrugdo sobre

diferentes dados.



Figura 3 - Modeln de computador SIMD

E variavel, entre os autores, a inclusdo de computadores
“pipeline” nesta classe. Eles ndo possuem diversos processadores, mas
apenas um mais elaborado que & o que chamamos de pipeline. Realmente,
se considerarmos que a mesma operacéo deve ser executada sobre diversos

dados ao mesmo tempo, 0s pipeline escalares ndo poderiam estar aqui.

Mo entanto, podemos pensar neles como computadores
paralelos, se considerarmos que mais de uma operacao (ou sub-operacdo ) @
executada simultaneamente. Além disso, algoritmos paralelos s&o
igualmente adequados para todas as maquinas desta classe. Ou seja,
podemos estudar algoritmos para computadores SIMD em geral, e aplicar os
resultados em array computers, pipeline computers ou outro desta classe,
jd que séo todos computadores voltados ao processamento vetorial

(processamento que ocorre sobre um conjunto de dados).
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Para obter uma maior eficiéncia, talvez seja necessario

levarmos em conta as caracteristicas particulares de cada maquina e fazer
algumas modificagdes no programa, mas o estudo genérico @ de grande

ajuda para sabermos como efetuar estas modificagdes.

"Vector processors”

Os "vector processors” sdo computadores que dispdem de uma

ou mais unidades chamadas “vector facilities”. Uma "vector facility” & uma
ALU cujos operandos s@o vetores (conjuntos de dados, sejam eles valores
numéricos ou ldgicos). 0s registradores da ALU {chamados de "vector
registrers”) normalmente armazenam um maximo de 256 elementos. Uma
“vector facility” oferece operagdes aritméticas, tais como adigdo entre
dois vetores, multiplicagdo entre dois vetores, adigcdo, multiplicacdo e
divis@o entre um vetor e um valor escalar, soma dos elementos de um vetor
e outras ja embutidas.

Os computadores dotados de "vector facilities” apresentam
também uma ALU escalar, a qual & responsavel por efetuar as operacdes
aritmeéticas e logicas entre dados escalares. Exemplos destes
computadores sdo o IBM-3090/VF, DEC 9000/440VP, Cray Y-MP/216 e CDC
Cyber-205.



"Array computers”

"Array_computers”®, também chamados de “Array_processors”

sdo exemplos tipicos de computadores da classe SIMD. Eles possuem
unidades ldgico-aritméticas mdltiplas que operam de forma sincronizada.
Estas unidades, chamadas de Elementos de Processamento (" Processing
Elements “-PE) s@o constituidas de uma ALU com registradores e uma
memoria local. Todas as unidades executam a mesma fung@o ao mesmo
tempo e ndo possuem capacidade de decodificar instrugdes, necessitando
de uma unidade de controle que se encarregue das tarefas de "fetch” e
decodificagc8o da instrucBo. Tal unidade de controle & responsavel por

informar aos PEs qual instrug8o devem executar.

Os "array processors” sdo equipamentos que devem ser ligados a
um “front end” (usualmente, um computador do tipo SISD), uma vez que eles
ngo dispdem de recursos de |/0 e, normalmente, apresentam uma
capacidade reduzida de memoria. Cabe ao “front end”, portanto, enviar a
unidade de controle do “"array processor” as instrucfes que devem ser
executadas neste e receber os resultados gerados no "array processor”, 0s

quais sdo, entdo, armazenados em algum dispositivo do “front end”.

COMPUTADOR MISD

0s_computadores MISD sdo compostos de maltiplas unidades

processadoras, organizadas como em um linha de montagem ("pipe”), cada
qual executando diferentes instrugdes sobre 0 mesmo conjunto de dados ou
seus derivados. Os resultados gerados por um processador passam a ser 0s

dados sobre 0s quais o proximo processador do "pipe” iré executar.
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]

Figura 4 - Modelo de computador MISD

Esta estrutura tem recebido muito pouca atencdo e tem sido
classificada como impraticavel por alguns. Alguns autores argumentam que

08 computadores MISD s@on equivalentes aos SISD. N&o existem

computadores MISD no mercado.

Computadores MIMD

S8o0 maquinas que possuem processadores independentes, cada
um com sua prdpria unidade de controle. Podem executar diferentes
operacdes sobre diferentes dados ao mesmo tempo. 0s processadores
dividem o acesso a modulos de memoria comuns, a canais de 1/0 e outros
periféricos. Pela complexidade de sua organizagéo, os computadores desta
classe possuem até agora, poucos processadores em relacdo aos da classe
SIMD: 4 e 6 usualmente. Excegdo neste caso @ a "Connection Machine”, com

65536 processadores.
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Figura 5 - Modelo de computador MIMD

0 desenvolvimento de algoritmos para implementacdo neste
tipo de maguina também é bastante complexo, exigindo grande cuidado na
manipulacdo de dados e no uso dos processadores para ndo deixa-los

ociosos por muito tempo.
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1.2 Medidas de Eficiéncia

Quando pensamos em computadores paralelos que possuem P
processadores, temos a idéia de que os programas a serem executados
neles rodardo P vezes mais rapido do que se fossem executados em
computadores sequenciais que possuem apenas um processador. No entanto,
yemos que isso ndo acontece e a velocidade @ realmente bem menor.

Entre outros motivos,isto pode ocorrer por problemas de
comunicacdo e transferéncia de dados entre memoria e processadores- o
que ocasiona que 0s processadores fiquem parados esperando informacoes-
e também porque, em geral, ndo podemos implementar diretamente um
programa sequencial em computadores com mais de um processador.

Por vezes, a adaptac@o pode ocorrer diretamente, mas na maior
parte dos casos isto ndo ocorre, podendo, além disso, serem algoritmos que
ndo exploram eficientemente a concorréncia natural existente no problema.

Devemos, entdo, procurar medir a eficiéncia com a qual um
problema e resolvido de alguma maneira. Pelo comentario feito acima,
yemos que podemos esperar, no maximo, que um programa rode P vezes
mais rapido num computador com P processadores do que num que possua

um unico processador.

Uma medida comumente usada @ a razdo de “speed-up”

(acelerac@o) definida da seguinte forma:

Raz8o de "speed-up” =_Tempo de célculo num computador serial —

Tempo de calculo num computador paralelo Tp
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Para obtermos uma comparagdo mais justa entre os algoritmos
para um determinado problema, utilizamos os melhores algoritmos para
cada caso. Ou seja, sd@o aqueles algoritmos que levam o menor tempo para
serem executados. Por esta expresséo dada para a "speed-up”, pode-se
verificar o mesmo que ja foi dito acima: ela serda sempre menor ou, ho

méaximo, iqual a P {(considerando um computador com P processadores ).

S=T1L<T1

1
-

(pois Tp 2 T1/F)
Tp Ti/P

Esta expressdo nos diz quao mais rapido um problema pode ser
resolvidd num computador paralelo do que num computador sequencial.
Como uma speed-up igual a P & raramente alcangada, temos que um
problema que tenha uma speed-up da ordem de kP, onde k & proximo de 1,
mas estritamente menor do que 1 pode ser considerado um problema
adequado a resolugdo em computadores paralelos.

Se a "speed-up” de um determinado problema n&o for
proporcional a P e crescer como alguma funcdo menor, o problema néo é
plenamente adequado para a resolugdo em paralelo. Temos, ent8o, que
quanto mais prozima de funcdo f(P) = P estiver a expresséo da speed-up,
melhor ela sera. Ou seja, as melhores speed-up serdo aquelas cuja func@o
for linear em P. Elas sao alcangadas em problemas que possuem uma
natureza iterativa, tais como sistemas de equagdes lineares e outros

vetoriais-matriciais.

Razdes da forma kP/log,P n&o sdo tdo boas, mas ainda assim ,

os problemas que tem estas expressies como suas “speed-up”, s&o

problemas adequados para computadores paralelos. Problemas que tenham

uma speed-up da ordem de klog,P s&o problemas ndo muito adequados &
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resolucdo em paralelo, pois quando dobramos o nimero de processadores, o
ganho na velocidade & muito pequeno, sendo entdo mais adequados para
computadores seqiienciais ou com pequeno paralelismo [Stone 1973a). Para
termos uma medida de qudo bem este computador paralelo estd sendo

utilizado temos a sequinte razéo chamada de razao de eficiéncia.

Razdo de Eficiéncia: E= S
P

Como S< P, temos que E < 1 e em geral, como S & estritamente menor do
que P ,teremos que E sera um numero proximo de 1, mas estritamente
menor do que 1. Este indice nos diz se 8 maquina estad sendo bem ocupada
ou ndo. Quanto mais proximo de 1, mais bem utilizados est8o sendo os

processadores, mais “ocupados” eles estao.

Em geral, & dificil sabermos qual & este tempo de execugdo
num computador paralelo. Para podermos ter esta medida, utilizamos,
entdo, a nogdo de unidades de tempo ("time unit steps”) e de forma
idealizada supomos que exatamente uma operagdo aritmétice pode ser

executada em cada unidade de tempo.

Podemos, ainda definir a seguinte medida que serve para

compararmos dois algoritmos paralelos para um dado problema:

p= S ,onde Cp =P Tp mede 0 "custo” do algoritmo

Cp

Temos que Fp =5F P Tp = Ef Tp <1/ Tp < 1. Portanto, FIJ e uma

medida tanto de aceleragdo (speed-up) como de eficiéncia e dai, um

algoritmo paralelo pode ser considerado mais eficiente se maximizar Fp.
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Vejamos num exemplo simples como estes indices se
comportam. Suponhamos que queremos efetuar uma soma de dezesseis
numeros. Num computador segiencial, que possui um unico processador

precisamos fazer quinze adigoes. Utilizando o tempo para efetuarmos uma

adicdo como unidade de tempo, temos que T1 = 15. Se tivermos 2

processadores, podemos particionar a soma inicial em duas somas,cada

uma a ser executada em um processador ao mesmo tempo :

AI-':&""ﬁZ**'ﬂB .5.2:&9*'310'**&16

e em sequida efetuar

Art Ay

No 19 estagio necessitamos de 7 unidades de tempo e no 22 mais uma,
dando um total de 8 unidades de tempo para efetuarmos esta soma

utilizando 2 processadores. Temos, portanto,
Tz = a

E=SF2=15716=003715
Se tivermos 3 processadores podemos partir a soma em 3 partes:

A}=61+62++&5 A2336+a?++310 A3:811+612++315
E em seguida efetuar:

B|:A1+A2 822A3+alﬁ
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Mo 12 passo, s8o necessarias 4 unidades de tempo, no 22 e no 32 , uma
unidade de tempo em cada um. S@o necessarias, no total, 6 unidades de

tempo e temos, portanto, os sequintes indices:
T3 i 6
S=T; /Tz=15/6=235

E=8/3: 187182 0,8333

Para o caso de termos 4 e 8 processadores, podemos repartir a soma em 4
e 8 sub-somas respectivamente, ficando uma a cargo de cada processador.

A soma e, entdo, efetuada sequndo os seguintes esquemas:

ParaP = 4

ﬁ\l:ﬁ‘*ﬂz*ﬂs*ﬁ“ Azzﬁs*ﬁﬁ*'ﬁ?*ﬁa

Az=8g*+81p* 8y +8y; Ay=0z*ta4t a5t

E em seguida:

Bi=A 1+ A, By=Az+ A,

CI:B-l"'BZ :A

S&o, portanto, necessérias um total de T4 £3% | #1420
unidades de tempo e dai, os indices sdo 0s sequintes:

T4=3

S=Ty /Ty=15/5=30

E=§f4:10720=0.75



Para P = 8, as operacdes s@o as seguintes:

1

A1 :a‘1+ﬂz .‘5.2:&3"'34_" A?:ﬁ13+ﬂl4 A8:815+616
B~I=A‘+A2 BZ=A3+A4 83=A5+A6 84:A?+A8
Lp=bg+By  Lo=hgthy
D-I:EI"'EZ :A

Temos aqui, um total de T6 = 1 + 1 + 1 + | = 4 unidades de

tempo necessérias para o calculo de A. 0s indices para P = 6 sdo:
TB =4

5=1574=3,75

E= 15/ 32=0,4686 = 0,47

Fazendo um quadro comparativo destes valores para podermos

examinar melhor a relagdo entre os indices calculados, temos:

N2 de Proc.

@ L W N

p

H G o O WU

1,88
25

3,75

0,94
0,83
0,75
0,47

13
16
18
20
32

FpT,=SE

1,76
2,08
2,25
1,76
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~Ao aumentarmos o numero de processadores, verificamos, como
seria de se esperar, que S (speed-up ) aumenta enquanto que E diminui.
F.T1, contudo, atinge um maximo quando P = 4 o gue indica que a escolha
otima para o nimero de processadores nesta aplicagio € P = 4 As
diferengas, aqui, se devem também ao fato de que os algoritmos nd@o séo
exatamente 0s mesmos para os diferentes P vistos. Para uma maior
discussdo a respeito dos indices de “speed-up” e de eficiéncia, ver Eager et

al. [1969].

Para a analise de algoritmaos paralelos & importante que, além
destas medidas de eficiéncia, estudemos, também, a estabilidade do
problema e gque seja feita uma analise de erros. No entanto, o estudo destes
aspectos ainda n@o & muito explorado, existindo poucos trabalhos a

respeito.

Como vimos acima, geralmente os limites minimos de tempo
estabelecidos para a execugdo de um programa, ndo sdo obedecidos. Isto se
deve, entre outros motivos, a problemas de comunicacdo entre os
processadores. Este & um dos problemas que temos que nos defrontar
quando lidamos com a computacdo paralela. Existem outros que veremos a

sequir.

Organizagdo dos dados

A organizagdo dos dados na memoria do computador & um fator
muito importante para um bom desempenho na execugdo de um programa.
Como num computador paralelo o acesso de cada processador a certas

porgcies de memdria & bastante dificil , dependendo da méquina que
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estamos utilizando, devemos ter em mente o que desejamos fazer para
organizarmos 0s dados de maneira eficiente. O problema aqui acontece
porgue as memorias sdo compartilhadas entre o0s processadores (ou
unidades légico-aritmeéticas ) e a capacidade de comunicag@o entre os
processadores @ limitada por fatores fisicos, tais como o nimero de
caminhos existentes para que exista uma comunicagdo de n x n
processadores, a dissipagdo de calor e o grau de integragdo dos circuitos. O
acesso aos dados que estdo sob "responsabilidade” ( na memoria local) dos
outros processadores nao e direto, sendo possivel que estes dados
percorram um longo caminho até chegarem ao processador desejado. Isto
pode ocasionar um grande tempo de espera durante o qual os processadores
ficam parados, prejudicando a performance do algoritmo. Por vezes, é
necessario mesmo que 0s dados sejam reorganizados ao longo da execugdo
do programa.

Vejamos, atraves de um exemplo simples que & o de
armazenamento dos elementos de uma matriz, como podem ocorrer
problemas em algo que antes ndo acontecia quando liddvamos com
computadores sequenciais.

Consideremos um computador que possui 3 processadores, cada
um possuindo uma certa por¢cdo de memdria propria. Suponhamos que uma
matriz 3x3 & armazenada segundo a sua ordem “natural” de acordo com o

esquema seguinte:

proces. Pl P2 P3

811 812 913
821 822 973

931 939 833

Desta maneira, temos que cada processador terd acesso a uma
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das colunas da matriz. O processador P1 teré acesso aos elementos da 12

coluna: 8y, 8y € @z, 0 processador P2 aos elementos da 22 colunae P3

aos elementos da 32 coluna. Sendo assim, quando da execugdo de um
programa, podemos ter acesso simulténeo (cada elemento a cargo de um
processador) aos elementos de uma linha, aos elementos das diagonais,
mas néo aos elementos de uma mesma coluna, pois cada coluna da matriz
esta restrita a8 um processador e 0s outros processadores nao tem acesso
aquela a qual ndo estdo designados (pelo menos nfo imediatamente).
Armazenar estes elementos na forma da matriz transposta, ndo soluciona o
problema, pois dai nfo teremos acesso simulténeo aos elementos das
linhas da matriz original. Pode-se observar, no entanto, que o seqguinte
esquema de armazenamento permite processamento paralelo entre as

linhas, colunas e diagonais da matriz A.

P1 P2 p3

923 821 822

832 833 831

Por exemplo, o acesso & 12 coluna & possivel, j& que 8y esta

disponivel em P1, a5, disponivel em P2 e az esta disponivel em P3.

Da mesma forma, podemos acessar 0s elementos da 22 coluna

simultaneamente j& que al2 esta disponivel em P2, a5, em P3 e az, em

P1. Os elementos das linhas tem claramente acesso simulténeo e os da

diagonal est@o disponiveis, respectivamente, aos processadores P1, P3 e
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P2.

Este processo de armazenamento pode ser generalizado, de
certa forma, para matrizes com dimensdes maiores, de modo que possa
haver acesso simultaneo a linhas, colunas e diagonal. Tentando repetir este
esquema para uma matriz de dimensdo 4, em uma méaquina com 4
processadores verificamos que temos acesso a linhas e colunas mas ndo a
diagonais.

P1 P2 P3 P4

att al2 al3 ald

a24 a2l a22 a23

al33 a34 a3l a32

a42 a43 ad4 a41

Pode-se mostrar que ndo hd maneira de armazenarmos o0s
elementos de uma matriz nxn, quando n for par e o nimero de unidades de
memc‘)‘ria {neste caso, as colunas) for igual a n, sem que haja conflito no
acesso a linhas, colunas ou diagonais.

Se, no entanto, houver um ndmero maior de unidades de
armazenamento do que a dimensdo da matriz, & possivel efetuarmos
processamento paralelo em qualquer uma destas linhas citadas. Seja m, o
numero de unidades de memoria disponiveis. Se m for iqual a 5, podemos

armazenar a matriz 4x4 anterior da seguinte forma:

Pi P2 P3 P4 PS

911 942 943 914

824 B 822 823
932 933 834 931
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0 esquema acima obedece ao esquema geral que € o seguinte:

a. Fixa-se 8, em sua posi¢ao "natural”;

b. Elementos que estdo na mesma coluna da matriz original e em

linhas sucessivas s@o armazenados duas unidades & direita de seu

predecessor (por ex., como G estéd comP1, 851 ficara com P3, 831 COM
PS, a8, com P2- ver G1timo item);

c. Elementos que estdo na mesma linha original, continuam na

mesma linha, colocados sempre uma unidade a direita do anterior (como

normalmente: a,, Sseque a,,, 8,z Seque a,, e 8ssim por diante);

d. Uma vez esgotadas as unidades de memdria, 0 processo e

recomecado com a porg8o de memdria referente ao 12 processador (se azy
esta em PS, duas unidades & direita comegando em P1, serd P2; como 8,5

estd em P4, 83, ficaemP1).

Formalmente a nova posigdo (i',j') & dada pela seguinte
transformacao:

"=

j'=j+2(i-1) modS, onde(i,j)éa posicdo iniciale5éo
numero de unidades de memaria.

Este tipo de armazenamento & conhecido como “skewed
storage”. Kuck [1974] descreve esta maneira de armazenar elementos de
uma matriz de modo a permitir que haja acesso a linhas, colunas e

diagonal.

Um exemplo simples do problema de armazenamento de uma
matriz & quando precisamos calcular o produto de duas matrizes A e B.

Para podermos efetuar este calculo necessitamos calcular o produto



23
yetorial entre linhas de A e colunas de B. Se estivermos utilizando um
computador cuja organizago & semelhante ao exemplo acima, o tipo de
armazenamento dado acima resolve o problema. Se néo for necessério o
célculo de BA, talvez a simples transposigdo da matriz B seja suficiente.

Em todo o caso, o importante aqui, & notarmos que algo que ndo nos

preocupava quando tratdvamos de processamenio sequencial agora pode

atingir uma importancia consideravel.

Outros aspectos que devem ser levadas em consideracdo quando

estamos tratando de construir ou implementar algoritmos paralelos sdo

0s seguintes:

a. Nem sempre algoritmos segienciais eficientes se tornam
algoritmos paralelos eficientes. As vezes o inverso acontece e temos
algoritmos que ndo se mostravam muito bons em seu formato seqiencial se
transformarem em algoritmos realmente eficientes quando tratados em
processamento paralelo. Um exemplo deste caso sdo os algoritmos de

ordenamento [Traub 1973].

b. Muitas vezes algoritmos que @ primeira vista parecem ser
inerentemente seqilenciais podem, na verdade, estar escondendo um grande
paralelismo que aparece apds algumas pequenas manipulagdes no algoritmo
original. Vejamos mais claramente o que ocorre neste caso através de um

exemplo:

Consideremos o problema de recorréncia :
}':I = ﬂl
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Queremos calcular x; parai=2,3,.,n

A primeira idéia que temos & calcular estes produtos

sequencialmente:

Ky = anxn_l =4, .. 6261

Observando a 39 coluna vemos que cada % & dado pelo produto
Ri= 1 |j=i' 8, . Ao inves de calcularmos estes produtos um apds o outro como
indicado, podemos calcular os produtos de dois em dois como mostra o
esquema abaixo para g

12 passo: calcula-se os produtos g8y 8g8g 8,483 8,8,

29 passo: utilizando os produtos calculados anteriormente,
calculamos ag a8, 8.8 € 8,8z 8,8,

32 passo: utilizando os produtos do passo anterior, calculamos

g ﬁ? 86&5 84 63 8,84

Este tipo de transformacfo € um modo comum de obtermos
algoritmos paralelos a partir de algoritmos sequenciais. Yeremos mais

adiante outros exemplos desta técnica.

c. Programas paralelos podem exibir comportamentos
numéricos diferentes de suas versdes seqienciais. Exemplos tipicos

desses programas sdo os de calculo de zeros de fungdes.
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Por exemplo, o algoritmo de Newton {em sua versao sequencial),
Xi+1 = Ri = f(x]) It (Xl)
tem sua versao paralela expressa por
xi+1 = Ki o f[x]) gy (Xj), 15 i,
onde j, i e i+1 indicam iteragdes. O paralelismo & obtido através de dois
processos independentes: um (A) avalia a derivada da fungcéo em um ponto

xj, e 0 outro (B) calcula 0 novo valor de X {%;, ), 0 qual @ transmitido ao

processo A.

A df= (%))}
B:{x:=x+f(x)/df}

Como o processo A @ mais rapido do que B (pois o nimero de
operagdes efetuadas em B & maior do que em A), o resultado & que B utiliza
valores da derivada calculados sobre pontos X gerados em iteracdes
antigas (dai j <1). Isto causa erros de arredondamento que influem no
resultado final, e que ndo ocorrem no algoritmo segiencial. A existéncia
destes erros ndo implica em se dizer que o algoritmo paralelo oferece um
resultado de qualidade inferior, em relagdo ao algoritmo sequencial;
muitas vezes, o0 resultado fornecido pelo primeirc & melhor,
principalmente se a fungdo f apresenta oscilagBes bruscas. [Bojanczyk
1984, da Cunha 1989].



26

CAPITULO 11

PRINCIPIOS BASICOS NA
CONSTRUGAO DE ALGORITMOS PARALELOS

A tendéncia inicial na construgdo de algoritmos paralelos @ a de
ajustar os algoritmos sequenciais conhecidos de modo que possa ser
executado de modo eficiente em um computador paralelo. Muitas vezes, 0s
algoritmos tem embutidos nos seus passos o paralelismo, podendo ser
desdobrados e executados de maneira independente ou reformulados de

maneira tal que apresentem um paralelismo iterativo.

2.1 Principio de "Recursive Doubling”

Uma maneira de obtermos algoritmos paralelos é a mesma idéia
do exemplo dado anteriormente, para mostrarmos que algoritmos
aparentemente seqienciais tem, na realidade, um paralelismo embutido.
Esta técnica & conhecida como “recursive doubling” (duplicacdo recursiva)
e consiste em dividirmos o problema inicial em duas partes independentes,
de modo que cada uma possua a mesma complexidade da outra. Além disso,
estas duas partes devem possuir o mesmo tipo de operacdes de forma que
possam ser executadas simultaneamente em um computador do tipo SIMD.

Estas duas partes sdo, por sua vez, "quebradas” em problemas
menores que em seguida sdo também partidos e assim recursivamente, atée
gue ndo possamos mais dividir o problema por limitagdes no ndmero de
processadores, porque o problema em si ndo pode mais ser particionado ou
por algum outro motivo. Este processo & utilizado sobretudo quando temos
uma seqiéncia de operagdes associativas que podem, como o nome, diz ser
associadas livremente e, com isto serem ‘“repartidas”™ entre o0s

processadores.
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Exemplos de operacdes deste tipo s8o a adigdo, multiplicacdo
(inclusive de matrizes) e a obtencdo dos valores maxzimo e minimo de um
conjunto de valores entre outras. Como este & um principio geral para a
construgdo de algoritmos, vamos repeti-lo agqui de forma mais
esquematica.

Considerando a operacdo associativa como sendo uma adi¢do
entre 8 niumeros, vejamos como ficam 0s passos 8 serem executados. (Se o
nimero de parcelas ndo for poténcia de 2, devemos efetuar certas
adaptagdes imediatas ao algoritmo-ver abaixo).

Em um computador sequencial uma soma de 8 numeros envolve 7
adigdes e portanto 7 passos (7 unidades de tempo se considerarmos que
cada adicdo leva uma unidade de tempo para ser executada) j& que as
operacdes sdo feitas uma apds a outra. Em um computador paralelo este

tempo pode ser bastante reduzido {ignorando os tempos de comunicagdo, se

necessario).

8
8. Seja a soma Z 8; Utilizendo 4 processadores podemos fazer:

0

[n] =
12 passo: 8y * 8, 8z *+ 8, g *+ &g 8, *+ ag
29 passo: . +
32 passo: +
(2.1}
Aqui, obviamente o nimero de operacdes (7) foi o0 mesmo obtido
para processamento em um computador sequencial. No entanto, o nimero A
total de operacdes ndo & tdo importante, pois podemos executar vériag,/""
~

delas simultaneamente. »
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0 numero de operacdes por passo e relevante, mas se
considerarmos que o mesmo grupo de operagdes e executado a cada passo
tanto num tipo de processamento quanto no outro, basta considerarmos o
nimero de passos num caso e outro para termos de comparagdo. 0 mais
importante neste caso & o nimero de passos necessarios ao calculo da
expressdo, pois podemos considerar cada passo como sendo executado em

uma unidade de tempo. Neste caso, o nimero de passos foi 3, ou seja,

T,=3 . Temos, portantoque S, =T, /T4,=7/3eE,=5,/4=7/12

Yejamos comao fica, em geral, para o nimero de parcelas igual a
n. Para facilitar a escrita, consideremos n como uma poténcia de 2, por

exemplo, n= 2 K utilizando n /2 processadores podemos calcular.

12 passo: a; + 8, L n—3 * an-z -1 T By
\/ \ / \/
7 \ / /
('I} a (1) ar a
(n#2)- 1 /2"

. N /
VARV

i2 passo: gy | 8,51
\'\,_ 4 & %R \ /
\ / ¥
(p-1)2 passo: 8 (”‘K 8 ou-1 -1} 2 g, (u-1)
\\\ /"
12 passo: 8, /o1 () - 8, () (2.2)

Foram necessarios p passos, pois no ultimo passo deveriamos
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ter somente a, e pela formula do termo geral temos que este indice (1)

deve ser igual a n / 72 , onde k & o passo que estamos considerando.
Devemos ter, entdo, 1 = n/ 2K ,ouseja, n= 2K e portanto, k = p = Togy n.

No caso em que n ndo é poténcia de 2 devemos fazer algumas
adaptacOes diretas no algoritmo. Ndo podemos mais considerar que sempre
teremos um numero par de parcelas em cada passo e por isto, para termos
um algoritmo semelhante ao anterior, onde particionamos a expresséo o
méximo possivel, devemos ter [n/2] processadores (a expresséo [x]
significa que estamos tomando o menor inteiro maior ou igual a x). Além
disso, o numero de passos calculado da maneira anterior pode néo dar

inteiro e por este motivo o nimero de passos serd dado aqui por [1og, n] .

Pela andlise feita acima, como utilizamos a partigdo maxima do problema,

notamos que o menor numero de passos para resolver um problema deste

tipo serd dado por I'logzn]. Qualquer outro tipo de implementagéo

necessitara de um nimero de passos T 2 [log,n].

Outra solucdo para o caso em que o nimero de elementos ndo é
uma poténcia de 2 consiste em se agregar tantos zeros quantos faltarem,

até que o nimero de elementos seja uma poténcia de 2.

b. Um exemplo mais interessante de aplicacdo do mesmo principio & quando
temos certos problemas de recorréncia. Aparentemente nestes problemas
ndo encontramos operacdes associativas, mas apds alguma modificacdo na

formulacdo do problema ele pode ser tratado como o exemplo anterior.
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Sejam dados 8, b, parai= |

Queremos calcular x, parai=2,.n.

Com esta representacdo do problema n@o podemos aplicar a
tecnica de “recursive doubling” diretamente, pois n3o ha uma operacdo
associativa claramente mostrada ai. No entanto, podemos escrever o
problema acima na forma vetorial-matricial, sendo possivel, ent8o, usar
este método.

As operacOes acima se transformam em:

i 1 1

(2.3)

Colocado o problema no formato acima podemos calcular X, em
1092 n passos, onde em cada passo calculamos o produto de matrizes 2 x 2
{pois *n = Anxn_‘ =An BAp_t ¥0 = . = A Ap_ Ay KI). A speed-up neste
caso & da ordem de n / log , n o que torna o problema adequado para

resolugcdo em paralelo. Para mais detalhes deste algoritmo ver no final

deste capitulo.
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Além desta técnica temos a "cyclic odd-even reduction” que
permite que passemos de um algoritmo serial para paralelo. Esta técnica,
apesar de diferente da técnica anterior ("recursive doubling”), possui uma
"speed-up” de mesma ordem e parece ser aplicada aos mesmo tipo de
problema da anterior [Stone 1973b]. Heller [1978] descreve este método

para a solucdo de um sistema de equagdes lineares triangular.

2.2 Principio da formulacéo vetorial

Iniciamos esta se¢@o falando de uma técnica que & bastante
direta a partir do algoritmo seqiiencial exisiente e por ser um método
bastante utilizado. No entanto, talvez devéssemos ter citado antes uma
maneira muito mais imediata de termos algoritmos paralelos. Esta
maneira ndo modifica o algoritmo em nada, ela apenas tenta ver no
algoritmo que possuimos as operacdes vetoriais existentes nele. Ou seja,
concentra-se em verificar operagfes que podem ser executadas
simultaneamente para diversos dados. Vejamos como no algoritmo de
Gauss, as operagdes sdo inerentemente vetoriais.

Consideremos o algoritmo de Gauss para resolugdo de um
sistema linear triangular Ax = b. Usualmente partimos da matriz
aumentada [A : b] e através de multiplicacdes, divisfes e subtracfes
procuramos chegar na matriz [ | : x ] , onde x serad a solug@o do problema.
Isto pode ser feito, pois quando executamos operagdes elementares em

todo o sistema ele néo se altera.
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Seja o sistema Ax=b:

a 0 0 0
" 0 o Y
82] 622 0 e 0 0 x2 b2
a a a . -
31 %32 a3 0 % Us
a a a a a ¥ b
ni n2 n3 nn-1 nn n n

A primeira operacdo que devemos fazer @ dividir a primeira

linha por a,, (no caso, dividir by, por a;, ). Em seguida, devemos eliminar
a,, . Para isto, devemos dividir a 12 linha por a;, , multiplicar por a,,

i a1y i * -
e subtrair este resultado da 22 linha. Ou seja, 1," =1, - @,y 11/ 8,

Aqui, como ja sabemos que a,," deve ser 0 e que &,, nhdo se
modifica, pois a;, & igual & 0, as operages acima devem ser realizadas
apenas para o elemento b, dovetorb: b, = b, -(a, /8, )*b Da
mesma maneira, para eliminarmos a5, devemos fazer

Pelo mesmo motivo de antes, efetuamos estas operagdes
apenas sobre b3 ja que os outros elementos sdo nulos ou ndoc se
modificam. Temos entdo: bz" = by -(az /8, )*b,.

Em geral devemos ter: 1;'=1;, - a,, 1,/8,, e estescalculos
sendo efetuados apenas para Df

b =b; (& /a8y, )*b,
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As operagdes acima talvez sejam mais claramente visualizadas

através da representacdo matricial deste algoritmo.

0 que foi descrito equivale a multiplicarmos a matriz [A:b]

inicial pela matriz : .

A(T) _

L.

obtendo-se , A(” b =

178, ©
-aZIJ’a” 1
_631 .-"GH 0
Dijﬁ“

by -8y by/ayy

bz -azby/ay,

[

bn = 8p1by/ay

E em geral, para eliminarmos os elementos abaixo do elemento

85 multiplicamos por:

Al) _

0 0
1 /8 0
Bip1if 8 ]

"8,/ O

1
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Chamando cada matriz acima de A (i) temos que a soluclo ¥
serd dada por:

Q= A':I"l) ,_s,.(n—l)”_A(?)A(I) b,

pois as operagdes indicadas podem ser efetuadas apenas sobre os
elementos do vetor b.

0 que deve ser calculado, enfdo, sdo os vetores:

D(i} " A(i) b':i"” - h](i-l)
p,{i=1)
'31+1('"”‘31+1,1 0,01, 8,
i i-1
i b - gy ¢ b1 oy ]

onde D(O) =be b(") = ¥ e a solugdo do sistema.

Se formos executar este algoritmo sequencialmente, como o
quociente bi("‘) /7 855 @ utilizado em varios cdlculos , devemos ter este
resultado calculado antes e armazenado. Para a primeira coluna s&o

necessarias, portanto, 1 divisgo + (1 multiplicacdo + 1 subtracdo) *(n -1)

[n2 de linhas sobre as quais devem ser efetuadas estas operacdes], ou seja,
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para a 12 coluna:1 + 2 * (n-1) operacdes

paraa 22 coluna:l + 2 * (n-2)
para a i2 coluna : 1 + 2 * {n-i)

No total sdo necessarias, portanto
N+2%(1+2+ +n-1)=n+2*n{n-1)/2 =n +n? -n = n?
operagdes aritméticas [n divisBes, n{n-1)/2 multiplicagbes e n(n-1)/2

subtracgoes).

Pela representagdo matricial deste algoritmo pode-se ver
claramente que e um algoritmo inerentemente vetorial. Para um sistema de
dimens@o n , se possuirmos n processadores disponiveis, poderemos
efetuar os calculos indicados no produto all) b em 3 passos segundo o
esquema apresentado por Schendel [1984]. Alem desta maneira existe outra
bastante semelhante, que proporemos aqui, mas que pode ser executada
utilizando apenas n-1 processadores.

Utilizando o primeiro esquema em que supomos a existéncia de

n processadores, ndo & necessario calcularmos o quociente D,z‘an

primeiramente, pois de qualquer maneira usaremos um passo para este

a

*

calculo. Como na matriz A inicial ja temos os elementos @y, 854, .. , 8,4

como um vetor natural, dividimos todos os elementos por 8y {com

excecfo do 12 que devemos substituir por 1 e dai fazer a divisfo),

multiplicamos o resultado por by e subtraimos este (1timo resultado do

vetor (0, b2, bn) L como sequndo esquema 0 qual apresentamos a sequir,

calculamos num primeiro passo, como no processo sequencial, o quociente

by/ayy (que & uma operacdo escalar). Em sequida, calculamos os produtos
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81 bﬂa, { com excecdo de i =1 (o processador 1 deve ser alocado para 0s
calculos envolvendo a5y e os processadores seguintes ficam responsaveis
pelos elementos @z, 844, am). Feito isto, subtraimos o resultado
componente a componente do vetor (hz,...,bn). Mo final atribui-se & primeira
posico do vetor solugdo o valor by/s;,. De qualguer maneirs s&o

necessarios 3 passos para estes calculos. No primeiro caso, atribuimos 1
ao 12 elemento de ') e 0 80 12 elemento de b (3 passos e duas operacoes

de atribui¢c8o - n processadores). No 22 caso calculamos o escalar hlfal {2

operando sobre n-1 elementos (3 passos e n-1 processadores). A utilizagdo
de um algoritmo ou outro ira depender da maquina que se utilizar. Se o uso
de um processador a menos e importante ou ndo, se uma operacdo escalar é
mais rapida do que uma vetorial, se o processo de "shift” & facil de ser
realizado, se o bloqueamento de processadores e algo trivial e se

operacdes de atribuigdo sdo rapidas. 0Os algoritmos séo dados por:

Algoritmo 1:

a. atribui-se 1 & primeira posicéo do vetor (a, 1,312,...,am}t obtendo:
all) (1.312,...,6m)t

b.(12 passo): divide-se vetor a“) poraq obtendo-se:
all)- (1781 1.815/811.-815/8] 1)t

c.{22 passo): multiplica-se o vetor acima por b

1y t
OREICLIRT ILIPYCIRWILINVLITY
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d.atribui-se 0 & 12 posigcdo do vetor b : (0,b5,..,b,} ou blogueia-se

processador 1 (verificar qual a melhor forma para o computador que se

esta utilizando)

e.(32 passo): subtrai-se do vetor {0,b,,...,b,) 0 vetor a1 gbtendo-se:
(by/ay1, by - byaypfayy,.b, -~ byay,/ay ])l

Para este algoritmo séo necessarios, portanto, n processadores e 3 passos

(se ndo contarmos as operacdes de atribuicdo). Esquematicamente, o

algoritmo tem a seguinte forma (considerando n=4, para fins de

simplificacdo):
1. Calculo de Al Vb

Processador

1 2 3 4
(178by Cogq/agbyr by (agy/aghy+bz  (agq/ag b+ by

IR/

1 | i 1
b I( ) b 2( ) b3( ) (1)
Foram necessarios 3 passos ou 3 unidades de tempo:

-uma divisdo (por a )
-uma multiplicacdo (por by)

-uma adigdo
utilizando n processadores.
Num 22 estagio, a matriz que deve ser utilizada para eliminacéo

dos elementos da 29 coluna de A & a seguinte:
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.
1 0 0 0
1/ 8,55 0 0
2)_ | .
al2) 5.9 1 0
para obter 0(2): A(z)b(” gbyfayy = b](”
1
_ 1 1
n 53,2 ." 322 }Dz( )+b3( :I
L 1 |

Processador 2 3 4

bzfl)fﬁ?z (‘332.-'&22“32“)‘* h3“) ('ﬂ42f622)|32“)+ b4(”

IR

b, (2 b2 ye>

Novamente foram necessarios 3 passos e como b](z) = blm,

ndo precisamos calcular este valor, precisando de urn processador a menos

do que antes. Ou seja, utilizamos 3 processadores. Os passos sequintes

também n&o alterargo este valor, logo ja temos que x4 = by/ay. Da

mesma forma o valor de DQ(E) néo sera alterado e temos que Xp = DQ(Q) .

Logo, no préximo passo serdo necessérios apenas 2 processadores.
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Para o calculo de A(3) b(z) 0 esquema e semelhante aos anteriores:

3 4
“/833)[!3(2) (—8431"333)‘33(2)* D4(2)
b3(3) D4(3)

E finalmente para o calculo de A(4)b3 temos:

4

b4

Em cada estagio, com excegdo do ultimo, foram necessarias 3
unidades de tempo. No Gltimo apenas 2 sdo necessarias, 10go, o algoritmo
todo pode ser executado em 3{4-1) + 2 =9 + 2 = 11 unidades de tempo. Para

n geral precisamos de 3(n-1) + 2 = 3n - 1 unidades de tempo.

Algoritmo 2

a.(12 passo) Calcula-se o escalar by/a,
b.(22 passo) Alocando o processador 1 para os calcules envolvendo 8,1 €0S
sequintes para os elementos azy, 844,.., 8¢ efetuamos:

ﬂ(”=(blf".ﬂlI)(521,83l,...,3nl) -~
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c.(32 passo) Subtrai-se o vetor a“) do vetor b

d. Atribui-se by/aq g variavel x4

0 esquema para este algoritmo & semelhante ao anterior. A

diferenca & que calculamos by/a( em um 12 passo e 0s processadores sao

alocados diferente.

12 passo: processador escalar: b, fﬂI | (=% 1}

Processador ] 2 >

“azl(b f“lﬂll)"' b2 ‘ﬂsl(b fﬂll)+ b3 _34](0 fﬂ1-|)'* D4

VY

29 estagio: calculo de al2)p(1)
12 passo:calcula DQ(”faﬂ (= %)
Processador 2 3

-8z, (h2(1)f322) + bt ) ~a 40 DQ(”'&’QQ )+ b4“)

X

b3(2) D4(2:'
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~Céalculo de A(2)
12 passo: b3(2)f333
3
2 4 i 2
-843( b5 D/ags 1 b2

e

No processamento paralelo do 12 algoritmo em que possuimos n
processadores, podemos executar este algoritmo em 3(n-1) + 2 = 3n -1
unidades de tempo, pois cada passo {com excecdo do Gltimo, que precisa de
apenas 2) requer 3 unidades de tempo e temos n-1 destes passos. Logo o
numero de unidades de tempo foi reduzido de n? no caso sequencial para

3n - 1 no caso paralelo. No 22 algoritmo sdo necessarios n-1 processadores
e 0 mesmo numero de passos do 12 algoritmo (3 nos primeiros estagios e 2
no Ultimo), no entanto um destes passos & uma operagdo escalar e sdo

necessérias menor nimero de operacoes de atribuic8o.

Se nfo possuimos n processadores e temos disponivel apenas
um numero k de processadores que & menor do que n, ent8o cada passo
executado num computador com n processadores passara a ser [n/k |
passos num computador com k processadores (ou: a cada n passos de um
algoritmo executado em um computador serial correspondem [n/k] passos

em um computador com k processadores ).
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No caso deste algoritmo, temos que o nimero de passos € O(n) e

sua speed-up, portanto, é S, = n2/3n=n/3eaeficiéncia En=(n/3)/n

= 1/ 3. Com k processadores, o0 numero de passos passa a ser [nsz'l {pois
sdo n? passos seqilenciais) , a speed-up & 0( n2/(n2/k) =0 (k) e a

eficiéncia E, = 0(k/k) = 0(1).

2.3 Principio de Iteracdo Vetorial (22 Principio)*

Um outro meétodo de obtermos algoritmos paralelos & o
chamado método de iteracdo vetorial. Este consiste ern transformarmos um
algoritmo sequencial direto em um algoritmo paralelo iterativo.
Consideremos coro exemplo um método para decompor uma matriz

tridiagonal A.

SejaA= | dl fl

e2 d2 f2 O
e3 d3 f3

en-1 dn-1 fn-1

en dn
Queremos que A = LU, onde
1 1 uy fy
my 1 0 0
L= U=
0 0 Un-1 fn-i
m, | | | u, {




43

Efetuando o produto e comparando os coeficientes, vemos que

as sequintes relagdes devem ser satisfeitas:

d.i = mlf'_i + U] i: 2, ...,l'l
Logo, devemos ter: w=d-mf;_y =d,- eifi_Is’ui_1

(ja que m, = e;/u,_,)

Podemos, portanto, calcular os u; a partir da relacdo (2.4)

acima. Feito isto, os m; podem ser calculados em paralelo pela relagdo

(2.5) dada anteriormente:

mj = e / Ui parai=2,..n

0 célculo dos u; & um procedimento seqiencial j& que

precisamos de u;_, para o calculo de u;. Para podermos fazer este célculo

em paralelo transformamos a expressdo (2.4) em um procedimento

iterativo;

1 1

uitj) = = G fi" ‘fui"1(j_1} SR L R

Desta maneira, tendo calculado os ui(j'”, ternos disponiveis

todos os elementos para calcular os u-(j) e podemos, portanto, fazé-lo em

1
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paralelo, calculando todos o0s u; ao mesmo tempo, se tivermos n

processadores disponiveis . Isto valerad a pena ser feito se o computador
que possuimos for capaz de executar uma operagdo vetorial sobre um vetor
de n componentes bem mais rapidamente do que n operagdes escalares.
Além disso, o numero de iteragdes necessérias deve ser bastante menor do

que n {pois no processo serial precisavamos de n-1 passos para calcular os

u,-).

Uma outra maneira de calcularmos os U e atraves da aplicacéo
da técnica de "recursive doubling”. A expressao que tinhamos para uj era a
sequinte: u, =d,

u] = d] = e.'fi_l;u]_? i=2,...,n

Definimos agora

Voltando & expressdo {2.4) que tinhamos anteriormente para Uj
e substituindo (2.6) calculado para i-1 em (2.4), obtemos:
U=/ Gy =di- ey 95 270

e portanto: 0; =d;6;_¢ - &f_{ G_» 1 82,
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Esta recorréncia pode ser expressa, como antes (2.3), na forma

vetorial-matricial da seguinte maneira:

Q=19 |=|9  ~&fj—y| | Q-1|=Djlj-y  parai=2..n

Q1| | ! 0 0i-2

Temos, entéo,

Eli = Di Di""" 02 Q] parai=2,._..n

Novamente temos que Q, pode ser calculado pela técnica de
‘recursive doubling” em log, n passos. Para conseguirmos todos os g;
simultaneamente, devemos utilizar n processadores e agrupar o0s

elementos a serem calculados de modo diferente ao que fizemos

anteriormente ( (2.1) e (2.2) ). Obtendo os g; & partir do célculo acima, os

u;j sdo calculados a partir da expressdo u; = q; / g;_y em um Gnico passo se
tivermos n processadores, em contraste com o modo segiencial onde séo
necessarias n-1 divisdes ou 0(n) passos. Logo, a speed-up deste algoritmo

e 0(10g2 n / n) que é tipica da técnica "recursive doubling”. Stone [1973b]

detalha como chegamos nas expressbes para “recursive doubling”, assim

como analisando as propriedades dos Qj, desenvolve uma maneira mais

otimizada para o seu calculo, ressaltando que o mesmo algoritmo pode ser
utilizado para resolver problemas de recorréncia de ordem maior.
Mostraremos o modo de agrupar as matrizes a serem calculadas atraves de

um exemplo, onde n = 8 ( Lambiotte e Voigt [1975] ).
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Consideremos um computador vetorial com & posigdes ou um

“array processor” com 8 processadores. Para 0o caso de um computador

"pipeline” ver [Lambiotte e Voigt 1975]. Sejam Dy, Dy,..,.Dg s matrizes

envolvidas no célculo do produto. Para fins de representacéo, consideremos

o vetor formado por estas matrizes. 0 seguinte esquema mostra como

serdo feitos os célculos. As posigdes em branco que aparecem nos vetores

indicam que a operagdo correspondente aquela posic@o ja estd concluida,

bastando repetir o resultado anterior.

LI

Ba By iy
%5 B2 DLep
B I5= Mg
D5 Dy Dga
Dg'\P5i ' Dgs
D7 Dg D76
R Py, Do

Dy
D2y

Dy
Doy
D324

= Dyz01

D5432
De543
D7654
D765

Dy Dy

D2 D2y |
D3 D32y |
D4z21 = Dy3) |
D432 Dy !054321f
Dgsaz D21 | | Dgs 21
D7654 D321 |D76.21

Pg765_ Daz2 !Ds?mzﬂ

Podemos ver pelo esquema acima que obtivemos todos os produtos Qi

i=1,..,.8emlog, G = 3 passos, onde em cada passo calculamos n=8 produtos

de matrizes. Observa-se também, que de uma iteragdo para outra o numero

de resultados obtidos & duplicado. Alem disso, em cada iteracdo os

resultados que obtivemos na iteragdo anterior s&o multiplicados pelo

mesmo vetor deslocado duas unidades abaixo. Este mesmo esquema pode

ser utilizado para um n qualquer.

Para maiores informagdes sobre problemas de recorréncia e sua

resolugdo ver Schendel [1984] e Kogge [1974].
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CAPITULD Il

ALGORITMOS PARALELOS PARA RESOLUGAO DE
SISTEMAS LINEARES

No capitulo anterior tratamos de algumas maneiras para
convertermos algoritmos sequenciais em algoritmos paralelos. Yimos
como 0 algoritmo de eliminagdo de Gauss & inerentemente paralelo e &, por
isso, diretamente adaptéavel ao processamento em paralelo. Constatamos,
também, que o numero de passos & da ordem de n em contraste com o
algoritmo sequencial que tem D(n‘?) operacoes. Neste capitulo veremos
como a partir da mesma ideia (eliminacéo de Gauss) podemos desenvolver

um outro algoritmo o qual foi apresentado por Sameh e Brent [1977].

Sistemas Lineares Trianqulares Densos

Suponhamos que temos um sistema linear Lx = b, onde L & uma

matriz triangular inferior de ordem n.
Como ja vimos antes, se definimos M; como as matrizes abaixo,

(‘ = ‘,2,...,") r

“liv1,i N !

=~ Thi 71y
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temos que a solugdo ¥ serd dada por :
X = "n "n_"...nih
Aqui, ao invés de calcularmos diretamente a solugdo como

antes, simplesmente "traduzindo” de uma linguagem seqliencial para uma

vetorial, utilizaremos o principio de "recursive doubling” para o calculo do
produto acima. Ou seja, poderemos calcular o produto das matrizes M;
acima em [1092 n| passos, onde em cada passo calculamos o produto de
matrizes duas a duas. Calculamos no 12 passo, por exemplo, as matrizes:
Mp-1Mp-2 » Mp-3Mh-g4 » . MzMy e o vetor Myb. Em um altimo passo,
calculamos o produto de Mn pelo produto das matrizes restantes, o que

equivale a uma multiplicacdo de 1/ ]nn por um vetor nxl, como veremos

adiante.
Temos o seguinte esquema para o calculo destas matrizes:

12 passo: calcula-se os produtos:

Mh-1Mh-2 Mp-3Mh-a Mp-stn-g -~ Mallg gty Mty Myb

(1) (1) MSU} Mz(l) ﬁ‘“} b“)

1
Mys2.2 " Moo 3

Mnfz-i

' [
M2y Memyrz? Mgyt Mgt 00 m (1 D)

0 Gltimo indice & dado por n/2 -1 , pois temos n elementos
reunidos de 2 em 2. Como temos n/2 pares e o par Mb ndo & uma matriz
Mi“)' temos que tirar este par dos n/2 pares, ficando, portanto, com n/2 -

! novos elementos. 0 mesmo raciocinio pode ser utilizado para

encontrarmos os proximos indices.



22 passoM, ,, ‘2

32 passo:

i2 passo:

(p-1)2 passo:

M2 passo:
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V4
- 2(2) MI{Z} p{2)
) $ & 5
Mn!S-I(a’ b( )
Mgl g™ . . . @ bt
”nxzﬂ“‘-1(”")=”1(”"} plu-13

b{ﬂ)

(onde 2= n e dai, p = logy n )

Num passo seguinte precisamos calcular Mg b (u 0 que

P

equivale a multiplicarmos o ultimo elemento do vetor pli) por 1/1,,. (Ja

que M, = diag (1, 1,..

Afpn) )

Observando 0s passos acima e para melhor descrevermos o

algoritmo, definimos:

Mi(m = Jpara i=1,2,.n1
b (0) b
S; = 2j JOEr8 1 =01, u:lugz n

]

mi{j+1) g Mg (3) Mzi{j) , paraj=0,1,., n-2(pois j+1cpu-1)

i=1,2,..n__ -1 (ien/2i*1-1)

S]"’l

b (j+1) M, (j) ptid ; para ] =0,
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Como as matrizes M; envolvidas nos célculos sdo matrizes néo

densas, podemos nos valer das propriedades destas matrizes para
obtermos os produtos sem termos que calcular da forma geral. Para isto,
vejamos de que tipo sdo0 estas matrizes e se todas elas possuem formatos

semelhantes.

A matriz I‘11(0}, por exemplo, tem o formato abaixo:
| 1114,

M, 00 < 10

s/ e
|

|
|l 1

E assim, todas as matrizes Mim) como sdo as proprias

matrizes I; , elas tem o formato dado por {(3.1) . As matrizes M; () 580 o

produto de duas matrizes calculadas anteriormente :

Mi(j:‘ = MQM(J"” Hm(j“” e dai, podemos mostrar por indugdo que todas

as matrizes Mi(j} tem o seguinte formato:

19 o 0 :
Mi(j:' e 0 Li{j) 0 ' (3.2)
|
0 Si(j) 1‘(]:‘

onde li(j) 2 I'i(j) sdo matrizes identidade de ordem
q](]) = ]S] -le

ri(j) =n+1-(i+ l)sj, respectivamente e
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Li(j) e uma matriz triangular inferior de ordem Sy = 2}

(consequentemente, Si(j) tem ordem ri(j) b3 sj ).

Podemos ver claramente que as matrizes Ni(O) tem este
formato. Para estas matrizes, j = 0 e portanto s = 20 - 1. Logo, Li(j) tem
ordem 1 e é dada por Li{j) =1/ lij Sim & formada pelos elementos que

x : 2 3 E t
estdo abaixo de mii e portanto, §; = lm}i ‘”ii 1i+2,i”ii lmﬂﬁ) :
As matrizes identidade temordemi-ten+1-(i+ 1) =n-i (ou, n-{-1)

-1 =n- i), respectivamente.

Para facilitarmos a demonstragdo, que e feita por inducéo,

particiohamos a matriz Sl-(j:' da sequinte forma:
(i) | (j) ﬁ
S - u; (3.3)

-2

| Vi(]) 1':1,2,...,m*s]

onde Ui(j) & uma matriz quadrada de ordem 8.

Como a forma dada para Mi(j) e valida para j=0, provemos que &

valida para 2 < j+1 < p-1 , supondo que vale para j.

Temos que I"Ii(j*”satisfaz a seguinte relaco:

0 < g, D ()
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Dai, esquematicamente, temos:

-"21+1(j]l 0 0 ”12,-':1']| 0 0 1

MU= o Loy B 0o Ly o |

L Soiett? g0 soi) "zi(j)J

- r|2].(J') 0 0 0 "I T |2]_(j) 0 o 0

0 g 0 0 0 in(j) 0o 0

0 ) L?_,]-”(j) 0 0 UQi(j) sy B
B 0 Spiatt) 1) 0 vyl 0 1y, W)

Podemos particionar assim, havendo correspondéncia entre as partigdes |
pois:

; (j) ; 20 (9 A o B o '
lpisg) tem dimenso (2i+1)s; -1 = 2is; 1+sj_d|mlgi(])+sj

~dim 1'p; ) = net - (2i+1)s;

-dim I'gg, = net - (214205 = et - i )s =5 = dim 1) -

ou seja: -dim |-21(j) = dim I'21+1(j) * 8

A multiplicacdo destas matrizes pode ser efetuada como se os
blocos que a formam fossem elementos, pois as dimensdes dos
"blocos-elementos” a serem multiplicados sfo compativeis. Por exemplo,
dim Ig; = 2) = dim Ly, (1) e dim Lp;, 7 = 5 =21 = dim UV e podemos,
portanto multiplicar Isj por LZi(j) e LQMU) por Uzi(j) . Da mesma
maneira, as matrizes Sziﬂ':j) " Vgi(j) tem dimens@o n+1-(2i+2) Sj b sj e
Fois ,(j) & uma matriz quadrada de dimensdo n+1- (2i+2) 8§
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Permitindo que as multiplicagdes S, 7 U0 | 10, 00 v, 00

521‘+1(]} Igj sejam efetuadas (lembrando que para multiplicarmos duas

matrizes A e B, devemos ter n? de colunas de A = n2 de linhas de B e
obtemos uma matriz C que satisfaz: n2 de linhas de C= n2 de linhas de A e

n2 de colunas de C = n2 de colunas de B )

Visto isto, obtemos {reescrevemos as matrizes MZi(j) e N2i+1(j)

para maior clareza na obtencgdo do produto):

I -

Ged_ ! (i)
M el 121(1) 0 0 0 l5; 7o 0 0
0 0 Lois1 Do 0 UQi(j) i 0
0 0 SQM(]J rﬁﬂt])ﬂo Vz‘(]) 0 I.QM(J)
J'zi(j) |0 0 | 0 21231
0 | LQI(]) 0 | 0 2j
0 | L21+1(j) Uzim 1_21”(]) | 0 2]
2i2)-1= 2is -1 2=s 2] n-2.2)-2i2)+1 1+ 123

i5j+|"| n+]-(i+1)‘23+1 = n+1-(i+1)sj+|
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2 ]{Ii(j”) 0 0

-0 Li(j+1) 0

0 Si(j*'” I.itj”)
onde

1,00 2 1, () & uma matriz identidade de dim = 2i2] -1= i23*1-1

: r _
LU o1y, 0 0 (3.4)

— ;
Loist P U LW

e novamente, uma matriz trianguler, pois in(j) g in”(j) sado matrizes

triangulares e tem dimenséo:

dim L‘(]"'l) =dim [_2.'(]) + dim L2]+1(]) = Sj + Sj = 251 = Sj_'_]

-

_Si(jﬂ) = 52],+1(]) UZi(]) + -,;21(]:' 521*‘ I(J) (35)

L -

dim 0% = (s + 57) % (01 - (2iv1+1)s)) = 255 % (n+1 - (i+1)2s))
o S]"'l b (n+l - (]+1)9]+1
_l-i(j‘*l): i'21_+ (])

1

& uma matriz identidade de dimensgo n+1 - (i+1)s, |
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(dimensdo de I‘Qi”':j) =n+l - (2i+2)sj =il A+ 126 =
=+l - (i+1)22) = et - (ie1)20% 0

=n+1 "(i+1)sj )

Com isto, provamos que as matrizes H]-(j) tem todas a forma

(3.2) citada com as respectivas dimensfes sendo satisfeitas. As

expressdes dadas sdo validaspara: j=0,1, .., p-2

) 5= ],2,...,(“!3}_,_1) -1

Se particionamos o vetor b e posteriormente os vetores D(l)

com dimensdes compativeis as das matrizes M]'IJ) podemos efetuar as

multiplicagtes por blocos, como fizemos antes.

Ou seia, particionamos os vetores b(]) em vetores de comprimento sj—l, s]-

en—(sj—l)-sj:n+1-29j , obtendo:

g, 2o
| .
g -y

e COmo as N1(j:' tem o seguinte formato:

T 0
0 L, 0
0 s, In+ 1-2s.

" J

temos que & expressdo para bU* 1 & a sequinte:



M. ]
o |
b(j+”: Mi(j) h(]) = | thj) 92(]) | (3.7)
5, (1) g, ) + g5

4
-

paraj=0,1, ., p-1

Seguindo as operagdes indicadas anteriormente para a
resolucdo do sistema linear Lx = b , onde L & uma matriz triangular
inferior de dimensao n, obtemaos o sequinte algoritmo, onde calculamos as

matrizes Mi(j) e no final o vetor bM*1) - M bt que & a solucia da

sistema.

Algoritmo para resolugdo de Lx = b, com L triangular inferior

-

-

[ 7
0
5,0 - TSREANY

Tie2i /i

=1z 1

i

n,i

bl = b
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[2]- Repetir os sequintes procedimentos para j = 0,1, .., u-2 (pu = log,)n )
-5 = 2)
s] =2
- Particionar Si(j} como em (3.3)

b2 como em (3.6)

-Calcular Li(j”}como em (3.4)
Si':j*‘)cotno em (3.5) (para i:!,?,...,nfs]-+1 =1

b3 como em (3.7)

[3] - Particionar b1} camo em (3.6) (Su_1 = 2k 1y

- Calcular bV através de (3.7)

[4] - A solucdo % e dada por uma multiplicacéo de M, por pi) ,0U seja,

X = ‘-bl':”:'

DQ(H)

Dn-Q{u)

Dﬂ'1(u)

Dn(ﬂ)f]nn

{pois My, Ji 0

0 |
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Tendo obtido o algoritmo, vejamos quantos processadores e

quantas etapas s8o necessarios para executd-lo. Primeiramente, para

formar cada matriz M]- necessitamos efetuar divisdes e subtracies. Se

possuirmos o numero de processadores que precisarmos para operar sobre
todos os elementos simultaneamente, estas operacdes podem ser

executadas em dois passos. Para que isto seja possivel, precisamos de

-n processadores para a matriz I"II {pois devernos operar sobre os n
elementos da 19 coluna )

-n-1 processadores para a matriz M2 {pois sf0 n-2 elementos ndo nulos

na 22 coluna)

-n-i+1 processadores para a matriz M (j& que os elementos ndo-nulos

da coluna i sdo os abaixo da posigdo (i,i) incluindo este)

n n n

Se tivermos, portanto, b (n=i#l) = 2 ne) a2is nin+1} - nin+1) /2 =
=1 i=1 i=1

= n(n+1)/2 processadores, poderemos

obter todas as matrizes M; ao mesmo tempo.

Para resolver o sistema LxX = b precisamos, ainda, calcular as

matrizes Hi{j) . Em cada uma destas matrizes, aparecem, como vimos
antes, os sequintes produtos: inﬂ(j) Uzi(j) s 52i+1(j) UQi(j) e nos
vetores b(i) , 0s produtos L I(j) gg(j) e 51(1} 92(]'3" As matrizes LQiﬂ(j)
e Uzi(j) sdo matrizes quadradas de dimenséo s = 2-‘ e as matrizes 52i+1(j)

e Sl(j) tem dimensdes (n+1) - (2i+2)s x s e n+1- 25 ¥ s respectivamente.
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Logo, para calcular

L21+]{j) Ugi':j) devemos calcular s2 produtos internos
de comprimentos 1,2,..., s
para 821+1(j) Um(j) devemos calcular s . (n+1-(2i+2)s)

produtos internos de comprimento s e, finalmente, para o célculo dos

vetores

Ly (j) ngj} sd0 necessarios s produtos internos de
comprimento s e para

Sl(j} 92(]') sfo necessarios n+1-(2i+2)s produtos

internos de comprimento s.

Em todos os produtos acima, vimos ser necessério o cdlculo de
produtos internos de vetores de comprimento s. Possuindo um computador

com no minimo s processadores, podemos calcular cada um destes produtos
internosem 1 + log2 gs=1+ Iog2 23 = | + j passos , sendo que um passo &
necessario para o produto de elementos correspondentes e 109, s passos
s@0 necessarios para a adicdo destes produtos por "recursive doubling” .
Para as somas 52]-”(]-) Uzi(j} + Vzi(j) e 51(1) gQ':j:' + g3(j)

mais um passo & suficiente (desde que possuamos o nimero de
processadores necesssarios para efetuar esta soma, como sera visto em
sequida). Portanto, para cada etapa (j+1) s@o necessérios um total de

1+j+1 = 2+ j passos, sendo que no final ainda devemos calcular o produto

Mnb(”) ( para o qual mais um passo € suficiente ).
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Logo, o tempo total necessario para calcularmos a solugdo do
sistema sera dado por:
u-1 p-1
t=2+1+2 (2+)=3+2n+2 j=3+2u+pip-1)/2=
j=0 j=0
=3+ p{p+3)/2
onde os dois primeiras passos sao relativos ao célculo das M e o 32 se

refere ao calculo do produto fina) Mnb(”) .

Para que o numero de passos seja realmente este, devemos ser
capazes de executar todas as operacles necessarias em cada passo
simultaneamente, precisando, para isto, saber quantos processadores séo

necessarios.
Comecemaos a analise, verificando o que ocorre no produto
1) _m G G
M = Mgy Mgt
Para este produto, devemos calcular os produtos Lzm(j)uzi‘:j) e
521+ 1 (j)UQi(j) , 0 que pode ser feito simultaneamente.
Para o célculo de L2i+1(ﬂu2i(i) devemos efetuar produtos

internos entre pares de vetores. Para formar cada coluna, § destes

produtos internos sdo necessarios ja que o numero de linhas de in”(]} e

igual @ s e como L21+1(j) e triangular inferior, 0 tamanho destes vetores

sera 1, 2,..,s.
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Logo, para que o calculo de todos os elementos de uma coluna possa ser

feito simultaneamente, devemos ter um total de

]
2 k=s(s+1)/2 processadores para cada coluna
k=1

e portanto um total de s2(s + 1)/2 processadores para o produto todo (por

haver s colunas).

Calcular 521+|{1)U21(j) envolve srzmm produtos internos entre

vetores de comprimento s. Como para cada produto interno necessitamos

de s processadores, devemos ter um total de szrzm(j) = szri(j*”

processadores para todo o produto.

Portanto, para calcularmos o0s dois produtos entre matrizes

simultaneamente, devemos ter um total de

1 = 254112 + s2 04 1) 2 §2(s41)/2 + (e 1) - (1+1)28) =

:%32[9+l+2n+2—4i3—4s]= %52[2n+3-35—4is]=

=3s2(2n + 3) - 353(4i + 3)  processadores.

Obtidos estes produtos, precisamos ainda calcular a soma

821+](1)U2i(j) ¥ Vzi(j) que pode ser feita em um Unico passo se
possuirmos srzi”(j:' = sri(j”) processadores ou seja,

=g [n+1 - 2s(i+1) ] =s(n+1) - 292(i+1) processadores.
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Logo, para obtermos M]-EJ*':' deveremos ter um nimero de processadores

gue comporte as duas etapas acima, ou seja, deveremos ter
T=MAX[7, 0" ]=9".

Para isto, lembremos que s = Qj que jvariade Oa p-2 equeivariade 1 a

n/2s - 1. Dai, temos que
7 = 22122 + 3) - 4(2)3 (4i+3) =
- 3221(2n+3) - £23)(4i+3) -
= 2217 1(2n+3) - 2317 1(4i+3)

7 = 2l(n+1) - 22215+ 1) =
= 2l(ne 1) - 2204 (i)

Para termos um estagio completo falta calcularmos b(j*“”.
como bU*1) - M,(j)b(j:‘ e pelo que foi visto anteriormente para
simplificarmos este cdlculo devemos calcular os seguintes subprodutos:
Ll{j)gz(j) es (j)gz(j). LI(j) tem dimensdo s e Sl(j) tem dimensdo n+1-2s
x s ,logo devemos calcular produtos internos de vetores de ordem 1,2,...s
no 12 caso e vetores de ordem s no 22 caso, sendo que no 22, n+1-2s

produtos internos devem ser calculados.

Precisamos, portanto, de um total de
Tig = 219 k+s(n+1-25) = s(s+1)/2 + sn + 5 - 282 =
=s2/2+s/2+sn+5-282 =s(1/2+n+ 1) - (3/2)s2 =
= s(n+3/2) - (3/2)s? =
= 2s(2n + 3) - 3/2 52 processadores  (pois para a soma
Sl':j)gz':j) + g3{j:' precisamos apenas de n +1 - 2s processadores que @

menor que o himero de processadores dadao acima).
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Temos, portanto, completo o numero de processadores para cada

estagio j+1 que € a soma do numero de processadores necesséarios para o
calculo de Hi(JH) com 0 numero de processadores necessarios para o

calculo de bJ* 1), ou seja, para cada estagio j+1 sdo necessarios um total

de n(28)-1  nA(2)-1

g0 D23 5 0 0.3 32ne3)62 -3(dke3)s5=
k=0 k=0

= 3(2n+3)s2n/2s - %453 2 k- $13s%n/2s =

)

s+3/4sn- 5‘433m‘29 (n/2s -1} —.%352n =

=5(3n?+3/4n) - 3s2n (n/2s -1) - 3/4 52n =

:%n

=3/28% -3 (5n+12)s%+ 2 (n2+ 7n+ 6)s

Como o numero de processadores deve ser suficiente para todos os

estagios, devemos ter que o algoritmo todo necessita de

m= MAX [#U*D n(ne1)/2) processadores.

0<jep-2

Pars n: 16, este maximo & stingido para s = n/8 (j=log, s =

=10g,n/8 = 10g,n - 10g,8 = u - 3) e & dado por 7t*1) calculado neste valor:

1 =3 (n/8)° -3(5n+12)(n/8)* + 3(n®> + 7n + 6)n/B =
2

=3 n°/512 - $(Sn+12)n?/64 + 1/32 (n® + 7n% + 6n)
2

=(n3/32) (3/2.16 - 5/4.2 + 1) - n*(3/64 - 7/32) + 3n/16 =
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7 =(n?/32) (15/32) - n*(-11/64) + 3n/ 16 =

= 15n°/1024 + 11n%/64 +3n/16 =

=n/64(15n%/ 16 + 11in+ 12)

Du seja, 7= n’/68 + o{n®) processadores sdo necessarios (pois 15/16 =

1/ 1.0667 edai, 1S/ 16 .64=1/1,0667 64==1/68,2667=1/68).

Temos, portanto, que o algoritmo dado soluciona o sistema

triangular Lx = b , onde L tem ordem n, em T = 3 + p{p+3)/2 = 3 + 10gon
(1ogon +3 )/2

T = %(logz n)2 + (3!2)!0;,2 n+3 passos

e necessita de um nimero de processadores da ordem de:

17 = (15/1024) n? + 0(n?).

Analise de erro

Para que um algoritmo seja eficiente devemos saber como ele se
comporta em relagdo aos erros, se a solugdo que o algoritmo da é razoavel
ou se erros de agrredondamento afetam de tal forma os resultados que a
resposta obtida estd muito distante de real solucdo do problema.

Sameh e Brent [1977] fazem uma anélise cuidadosa do erro
cometido 8o calcularmos a solugdo de Lx = b, onde L @ triangular inferior e

o0 algoritmo é o dado acima.

Como utilizamos em todo algoritmo o célculo de produtos internos,

vejamos qual o erro cometido neste tipo de operacgo.
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Sejam a=(a;,8,,..,8,) e b=(by,by, .., b, ) dois velores de
ordem n. Podemos calcular o produto ab! em (1 » mg2 n) passos e teremos
que o calculo em ponto flutuante satisfara:
If1(abl) - abl] « (1+log, n) £ |al IbYl , onde £ & a unidade de

arredondamento de maquina.

Esta afirmac8o pode ser demonstrada facilmente, considerando os
calculos envolvidos no produto interno de dois vetores que nada mais séo
do que multiplicagbes e adigbes. Como j& vimos anteriormente, para

obtermos o produto interno entre dois vetores, executamos num primeiro

passo as n multiplicacfes entre componentes correspondentes : a;b; para
i=1,..,n. Obtidos estes resultados, efetuamos a soma ayby + Goby + ..+

anbn por “recursion doubling” , somando estes elementos (e as somas
posteriores) de dois em dois, o que pode ser feito em l0g, n passos. Sameh

e Brent [1977] demonstram esta afimacdo e a utilizam para estabelecer
limites nas "matrizes erro” IEi(j+1)I e no "vetor erro” Ie(j*'”}, 0s quais séo
definidos por:
N = 1M, 9D N0, N + 6,000 21,2, (7234 -
neU* ™ = net, O) nepliy + 041 j=0,1,..,1-1

4

onde |M| indica a matriz cujos elementos sdo os modulos dos elementos da

matriz original. Utilizando estes limites dados e supondo que lILll,, < 1
obtemos os seguintes limites para as normas de Ei(j”:’ e eli*1).
e e Gedre2pe L2

Ne* D e (20042 LM % 1L
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Apos algumas consideragfes sobre o formato de Ei(j“"”, com 0 que

ocorre no produto de matrizes ﬂ(Mi(j)) e no calculo de ﬂ(b(j)) obtemos

uma relacdo satisfeita pela solugdo calculada %, a qual juntamente com
resultados anteriores permite concluir que existe uma matriz perturbacgo
&L tal que

(L+ 8L)x"=b
onde

&Ll <o el L2 (%)

com o g = 3n“logyn + O(nlog,n)

Se retirarmos a hipotese || L |l < 1 (**) fica:

&L 1< ocpex® (LN LIL onde k(L) & o condicionamento
damatrizL { k(L) =lL0NL™" 1D,
Obtemos que o erro relativa na solugdo X (f1{x) = x™) & limitado por:

s~ ==l /70xllcaex UL

Os limites acima ndo sdo muito favoraveis ja que em suas expressies
aparecem os valores k” e k® que podem ser bastante grandes. Além dissao,
o erro da solugdo do sistema calculada seqiencialmente satisfaz a relaco
Il &L I < nell LI (wilkinson [1963])
que pode ser bem menor do que a expressdo dada para o algoritmo paralelo
j& que ndo envolve o numero de condicionamento da matrizL e || L || aparece
com poténcia 1. Isto poderia nos levar a acreditar que a solucdo paralela @
inferior 8 solug8o seqiencial, no entanto, experimentos realizados por
Sameh e Brent[1977) mostram que ndo & sempre este o caso, sendo que em
muitas ocasides os erros cometidos possuiam & mesma magnitude em

ambos 08 casos.
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Pode-se encontar exemplos em que o resultado paralelo & menos
exato que o seqiencial, no entanto os outros casos em que isto ndo ocorre
nos mostra que os limites estabelecidos podem ser bastante pessimistas.
A analise formal de erros & importante para termos uma idéia do que
podemos obter, mas devemos sempre que possivel testar os resultados
obtidos com esta analise através da experimentagfo. Além disso, se
através desta anadlise {(que por vezes & bastante dificil de se fazer)
constatarmos, como foi este o caso, que o erro cometido pode ser bastante
grande, devemos wutilizar a precisdo-dupla para calcularmos e
armazenarmos o0s produtos internos necessarios. Este procedimento pode
reduzir bastante os erros que poderiam ser cometidos e tornar estavel o

algoritmo.

Sistemas lineares tridiagonais e tridiagonais por blocos

Sistemas de equagbes lineares tridiagonais ou tridiagonais por

blocos aparecem seguidamente nas aplicagles e por terem banda pequena
ndo e adequado resolvé-los com os metodos existentes para matrizes
banda, necessitando de algoritmos especiais para eles,

Os sistemas tridiagonais aparecem, por exemplo, na solugdo
numeérica de equacfes diferenciais parciais. Em particular, quando
discretizamos uma equacdo diferencial parcial eliptica através de
diferencas finitas, verificamos que o tipo de matriz que surge, €

justamente a que estamos considerando aqui.
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Consideremos, portanto, @ equagao de Laplace :

AU=u,, +U,, =0

XX ©Yyy "
com condices de fronteira: u(x,u) = g{x,y) 7({x,y) € fronteira de G

Estamos interessados aqui, em encontrar uma fungdo u que
satisfaca as equagies acima e que pertencaa C2. G é a regiao de definigao
da funcdo e serd tomada aqui como um quadrante unitério em R? |
Tomamos este quadrante e formamos uma rede dividindo-no por linhas
paralelas aos eixos com igual distéancia entre elas (tantas quanias
necessarias para obter as aproximacOes desejadas). Aplica-se sobre este
reticulado um método de diferencas finitas, o que permitird transformar o
problema continuo inicial em um problema discreto passivel de ser
resolvido numericamente. Este método dara portanto uma aproximacéo dos

valores da fungdo u nos nodos deste reticulado.

Transformamos a equagao Uy + UUU = 0 , utilizando as seguintes

aproximacoes para cada uma das derivadas parciais acima (Yer Birkhoff e

Fried [1979] para maiores detalhes) :

h? g (%,4) 2 ulx-h, y) - 2u(x,y) + u(x+h, y)

h? ugu(x,g) = u(x, y-h) - 2ulz,y) + ulx, y+h) ,

onde h & o comprimento de cada divisao do reticulado.

Substituindo estas expressies na equacdo diferencial, obtemos
uma discretizac@o do problema, cuja solucdo e uma aproximacdo para a

solucdo u do problema continuo.
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Temos, entdo, que a equacdo diferencial inicial & transformada na

seguinte expressdo ( u foi substituido por v que & a sua aproximacao):
4v(x,y) - v(x-h,y) - v(x+h,y) - v(x,y-h) - v{x,y+h) = 0

Além disso, como queremos que v Seja uma aproximacao para u e u = g na
fronteira de G, devemos ter v = g na fronteira. Com isto, temos os valores
de v nos nodos de fronteira, faltando calcular nos nodos interiores. Pela
expressdo dada para v , verificamos que o valor em cada nodo interior
depende do valor dos gquatro nodos que o circundam. Mumerando 0s nodos de
acordo com as linhas e colunas nas quais eles ge encontram, obtemos para
cada nodo uma expressao e o conjunto destas expressdes pode ser escrito

na forma de um sistema de equagdes lineares com incognitav: Av = b

Vejamos como exemplo, um reticulado dividido por 3 linhas
interiores (verticais e horizontais) o que nos dé 9 nodos interiores para os

quais precisamos calcular v e numerados da seguinte maneira (ver

desenho) :

4 40 41 42 43 44
3 30 31 32 33 34
2 20 21 22 23 24
1 10 11 12 13 14

00 01 02 03 04
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Em termos de indices, a expresséo dada para v fica:

A¥ij 7 Yi-1,5 7 Viet,j " Vi a1 Vi1 =0
Dai, temos:

4v1y Yoy V21 V12 V10=0

4vy9 =Yg ~¥22 " Vi3~ Y1 =0

4v13- V93" V23 V14 ¥12=0

d¥gy =¥y =¥31 ~¥ag “Vgg ¥V

4“22"‘?’]2"‘!32"?#3_\121 =0

4¥33~ Vo3~ Va3~ V34~ V32=0

Como v = gjj (= g{x;,u;) ) parai=0ou j=0 temos que as equacdes acima

nos dao o sequinte sistema:

Ay =D

onde b & formado por somas dos elementos vjj para i=0 ou j=0

v € formado pelas incognitas vij para RETE

t
v={v{1.%12.%13.921,-¥32."33)
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e A e amatriz abaixo:

4 -1 0o -1 o 0o o 0 o0 ?

4 4 -1 0 -t 0 o0 o 0|

6 -1 4 o0 0 -1 0 0 0|

-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O

A= 10 -1 4 -1 0 -1 0

De modo geral, se formamos um reticulado com n linhas
verticais e n linhas horizontais, teremos n® nodos interiores. Se
escrevemos as n? expressoes para estes nodos, obtemos um sistema do
mesmo tipo Av = b, onde v & dado pelo vetor :

) t
Y= Y2 Yinver V20 Yt L V!

e A tem o formato geral abaixo:

% -1 o L0
-1 % -1 0.0
0 -1 X -l .0
A= 0
0 K -
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onde ¥ & dado por:

Observamos, com isto, que a matriz A obtida & uma matriz tridiagonal por
blocos e os blocos X que a formam sdo também matrizes tridiagonais.
Portanto, se tivermos algoritmos especialmente desenvolvidos para
matrizes deste tipo (tridiagonais), poderemos solucionar a equag@o de
Laplace, obtendo uma aproximacdo para a solugdo através do método

descrito acima.

Existem diversos meétodos desenvolvidos para resolver
sistemas Ax = b, onde A & uma matriz tridiagonal. Stone [1973] apresenta
um meétodo que utiliza a técnica de “recursive doubling” o qual ja foi

discutido em parte no capitulo 2 e que apresenta um numero de passos da

ordem de log, n se utilizarmos n processadores (n & a dimens&o do

sistema). Para maiores detalhes ver a referéncia citada. Stone [1975]
compara o0s algoritmos: “cyclic odd-even reduction” (reducéo ciclica
par-impar), “recursive doubling” e algoritmo de Buneman fazendo 8

contagem das operacdes aritmeticas envolvidas em cada um.



73

Todos os algoritmos podem ser resolvidos em um numerc de

passos da ordem de logyn, por isso aqui e importante contar o nimero de

operagies em cada passo para que esta comparsc@o possa ser feita. Wang
[1981] apresenta um outro método chamado de método da particdo. Ele
apresenta um numero de operagdes vetoriais um pouco maior do que o0s
métodos citados acima, no entanto, o nimero de operacOes escalares &
bem menor do que o utilizado no “recursive doubling” e bastante
semelhante ao de redugdo ciclica. Por este motivo, a contagem do numero
de operacOes ndo permite que tiremos conclusdes definitivas e para
podermos comparar os dois algoritmos & necessaério que fagamos uma
analise do problema de organizag@o e manipulagfo de dados em especial
quando sistemas de grandes dimensdes est&o sendo considerados. Wang
descreve também, ocasifes em gque o seu método é preferivel aos demais.
Além destes, temos Traub [1973] que apresenta uma solucéo iterativa para
0 sistema tridiagonal baseado no algoritmo de decomposicdo LR e de Gauss
sequencial desenvolvido especialmente para sistemas deste tipo. Este
meétodo serd apresentado a sequir. Descreveremos o algoritmo de Gauss em
forma matricial, utilizando a decomposicéo da matriz & em A = LR, onde L
e triangular inferior e R triangular superior e a partir desta decomposicdo
calcular a solugdo x. Partimos do algoritmo seglencial existente e o
transformamos para processamento em paralelo através do método de
iteragdo vetorial (cap. I1). Yeremos inicialmente como s&o os algoritmos
de Gauss e de decomposicdo LR sequenciais na forma matricial. Em

sequida, veremos como s8o transformados para tratamento em paralelo.
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Algoritmo para decomposigdo LR seqiencial

—

Partindo de A, matriz tridiagonal, desejamos decompd-la em A
= LR, onde L & matriz triangular inferior e R & triangular superior. Podemos

considerar A com diagonal unitaria (se assim n@o for podemos

pré-multiplicé-la por D = diag( a, 1"‘ Y ann—1 ).
Temos que A € imediatamente decomposta em A = AL + |+ AR e,

querendo que A = LR temos A = AL+ 1+Ap=LR
[
SE“UBA:| ] ﬁ]2

l 62] 1 623
| 0 832
00 . 8p-tn-2 1 8p-1p
i 8nn-1 !
Temos que
AL:TO."
0 0 . 0
_ n-1 0
AR :E 0 8]2
.. 00
0 0 8n-1n
0 0
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Como L deve ser triangular inferior e R iriangular superior,

podemos ter (a fim de facilitar os célculos):

L'—'AL*'D

Rz=l+J

Onde : D @ matriz diagonal,

“""L e | sdo como acima e

J tem a mesma estrutura de 'E"R* ou seja, tem termos apenas na

superdiagonal.

Teremos entéa

AzLR= (AL"‘D) (1+J) = AL + ALJ +D+DJ
Como nas matrizes acima temos que A J e D sdo diagonsis, DJ tem a

mesma estrutura de J, e lembrando que A = A + | + Ap, devemos ter:

(1) AJ+D=1

(2) DJ=Ag

De (1) temos :
':1") D: I = ALJ

Substituindo em (2) obtemos

(2) (1- A = Ap
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Dai, para resolver o sistema Au = v temos

Au = LRu = (A +D) (I+J)u = v

Chamando (I + J)u = f 0 sistema acima fica

(3) Au=(A+D)f =v

Substituindo D por sua expressado em (1') transformamos (3) em

(G Au={A+I-A N T=v ou

(A Au=(1+AU-INTf=v

Para facilitar a escrita de indices reescrevamos A, L e R como

abaixo:

1 Sy 0
12 1 32
A= 0tz 53
tp-1 1 Sm-1
0 ty, |
4y o I
t, dy O
L = 0 tz3 d3 O
0 tm-l dm—l 0
0ty d
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Ja que L tem os elementos da subdiagonal iquais ao de A

il i
BI 0
1 92 0
R = 0 1 ez 0
1 €m-1

A decomposicdo LR descrita antes nos diz que :

(2') (I = AL-J) d = AR

Escrevendo estas matrizes e efetuando os caélculos indicados nas

expressies acima, obtemos em termos de componentes as seguintes

relagdes

de (1°):

(5) dy = 1

(6) = tkek_l = Uk k=2,...m

de (2):

(8) (l—tkek_])ekzsk ou dk ek':sk e dai:
(9) By = Sy / dk K=2 -l

onde dk ¥ tkek_] k=2,..m
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Algoritmo de Gauss sequencial

Tendo obtido a decomposicdo LR podemos utilizé-la para

calcular a solugdo u do sistema Au=v.

Tinhamos a seguinte equagdo:

Para obtermos o valor de u devemos calcular a solugdo dos

sistemas:
(4) (1 *AL(l-J))f:V
(5) (l+J)u="1

Obtidas as componentes de J atraves da expressdo (27,
calculamos em seguida as componentes de f através de (4) e dai estamos
aptos a obter os valores de u.

De (7) e (9) tinhamos que as componentes de J eram dadas por:

(g) ek:Ska "tk-ﬁk_j) k:?,...,m—i
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A partir da expresséo (4) obtemos os sequintes valores para as

componentes de f:

(10) f1:v1

(11) fk = (\"k - tkfk_l}f(] = tkek_ﬂ Kz 2,...,m

( pois i—ALJ = dlﬁg “, 1_1291,... l'tkek_I,...,1"tmem_]} e dﬂl’,

o I ]

[t, 1-tse, 0 II7,)]
(FAJ+ADf= [0 ts I-tze, 5 llf<] =

[ , . I ]

[ ty T-teep If ]

[

[ tm =tnem-1 M)

Ty =vp fy + 1-teeyfy = vy s e em geral tpf_ + I-tpe,_(fp = v :

I'tkek_ 1 fk = ('\’k = tkfk_t) /( I—tkek_i) )

E finalmente de (5) obtemos as componentes Up:
(12) u

(13) Uk 5 fk i Ekuk+-| K==, 02 ... ]
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Pelas expressies obtidas para ey , f, e u,, verifica-se

claramente que este & um algoritmo inerentemente sequencial, pois a
obtengdo de um valor depende dos k-1 anteriores. Resta saber como

adaptar este algoritmo ao caso paralelo.

Algoritmo LR paralelo

st N,

0 algoritmo seglencial existente & convertido em
paralelo através do método de iteracdo vetorial visto em (2.3). A técnica
consiste em transformarmos as expressdes que possuimos em expressoes
iterativas, permitindo que uma iteracdo seja calculada em paralelo.
Partimos da expresséo (2) e supondo J0) conhecido, modificamos (27)

para:

(1- a0 2 an iz 2, M

onde M indica o ndmero da iteracdo a partir da qual nfo héd mudancas a

exatiddo desejada.
Tendo obtido J(m , calculamos a matriz D a partir de (17},

modificando-na para:

(14) D=1-aJM,
Escrevendo os elementos ndo-nulos de J) como ekm 3

obtemos as sequintes expresses para J em termos de componentes:
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Suponhamos ek(O) dados para k=2,...m-1 , temos por

adaptagdo direta as expressdes (7),(8),(9) encontradas anteriormente:

(i)

ey’ =8y i=0,1,...M
ek(i) 28 (1 - tkek_l{i“” ) i=1,2,.M
k=251
e dy=1
dy = 1- tee, k=2,3,..,m

Algoritmo de Gauss paralelo

Sejam dados JO) ; f0) ¢ (O), Adaptando as expressfes ja

vistas 8 forma iterativa, temos como no algoritmo LR:

(1- A0l 2 a0 i=1.2, .M

Obtido J(”} estamos aptos a obter os fm atraves de:

(- Ay oy p (071D 4oy N

Finalmente, obtido f(N), podemos calcular u(i) utilizando a

expressao:

uli) - (N _ (P G- 1y i=1,2,.P

onde N e P s80 os nimeros de iteracdes necessarias para obtermos as

exatidoes de f e u desejadas.
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Este algoritmo pode ser calculado em paralelo, pois uma vez

obtidas as componentes de .J(i"l), as componentes de .Jm podemn ser

calculadas simultaneamente.

Traub demonstra que estabelecidas certas condigdes para a
norma de Ap e A (Il A Il + Il Ag Il < 1), o algoritmo de Gauss esta bem

definido e estabelece limites para as normas de .J':") ! fm -fe u(i) -U 0s
quais dependem apenas dos erros iniciais, da condicdo estabelecida acima
e da exatiddo desejada. Ele mostra que podemos escolher os valores de P, M

e N de modo que a cada iteragfo tenhamos uma reducdo na norma dos erros
cometidos.
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Consideracoes finais

Muitos algoritmos mais poderiam ter cido citados e uma analise
mais pormenorizada de alguns itens ter sido feita. No entanto, estes
detalhes podem ser encontrados nas referéncias citadas. Por exemplo,
algoritmos pra matrizes triangulares em geral sdo encontrados em [2],
[20], [21], [10] e [19], sendo que estes dois dltimos fazem uma revisao
bibliogréfice sobre a resolugdo de sistemas lineares em computadores
paralelos. Algoritmos para sistemas tridiagonais sdo encontrados em [17],
[21], [23], [24], [25] e [26] e algoritmos para resolucdo de sistemas do tipo
banda podem ser vistos em [4], [18] e [21].

Ndo foi muito abordado também o problema de estabilidade dos
algoritmos por haver pouca literatura & respeito, assim como o problema
de comunicacdo entre os processadores e transferéncia de dados que por
serem assuntos mais complexos e demorados talvez tenha mais sentido
estuda-los de maneira pratica com a real implementac3o dos algoritmos.
Por ndo ter sido possivel esta implementacdo por falta de equipamento
também ndo consideramos problemas de programagao. Alguma discussao
sobre este assunto em computadores da classe MIMD, pode ser encontrada
em Karp [1987] . Problemas de armazenamento de matrizes, assim como o
algoritmo de Gauss para estas diversas formas de acesso aos elementos
da matriz podem ser vistos com mais detalhes no artigo de Dongarra et al
[1984]. Heller [1978] e mais recentemente Ortega e Yoigt [1985] fazem
uma ampla revisdo de literatura a respeito dos assuntos tratados, desde
uma descrigdo breve dos tipos de computadores existentes, passando
pelos diversos métodos para resolugdo de sistemas lineares de acordo
com 0s diferentes tipos de matrizes existentes até a solugdo de equaces
diferenciais parciais que acreditamos ser a maior aplicacdo para o estudo

da resolucdo de sistemas lineares.
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Este estudo foi apenas o comego de um campo que ainda & muito
vasto. Esperamos com este trabalho incentivar mais pessoas ao estudo de
um assunto que ainda estd no inicio em nosso pais e que demonstra desde
ja ser de grande importancia para a resolucdo de problemas praticos
reais. Muito ainda deve ser feito, e so se conseguira ter uma idéia precisa
quando tivermos acesso a computadores paralelos e neles implementemos
os algoritmos estudados, de modo que, na pratica, verifiquemos o que

ocorre com eles, podendo compara-los com o processamento seqiencial.
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