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RES UMO 

Neste trabalho demonstra-se que para uma classe grande de bilhares com 
fronteiras de curvatura positiva, negativa ou nu la , a região de Pesin 

tem medida um. Também demonstra - se que a condição de Wojtkowski para 
curvas focalizadoras não é necessária para ter região de Pesin de medi 

da um; mais precisamente, encon tram- se condições abertas para curvas 
C4 focalizad oras distintas das dadas por Wojtkowski. As demonstrações 

aqui apresentadas tornam-se bem mais simples que as dos trabalhos até 
aqui exis tentes pois uti lizamos procedimentos desenvolvidos por 

Lewowicz sobre o comport amento assintótico de certas formas quadráti
cas . 



ABSTRACT 

We prove that for a large cla ss of bil l iards with boundaries of 

pos iti ve, negative or null curvature the region of Pesin has measure 

one . We also prov e that Wojtkows ki's condition on focal curves is 
not nece ssar y for Pes i n 's region of measu re one; more pr ecisely , 

we give open conditions for c4 focal curves which are distinct from 
thos e of Wojtkowski . The proo fs presented herein are much simple r 

than the previously existing one s since we use Lewowicz ' s resu lts 

on assym ptotic behaviour of certain quadratic forms . 
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B I L ll 1\ 1Z E S c o }I R E c: r X o O E 1.' E S I N 

·r N T R O· D U Ç A O 

Na b n s 0 <.1 o c s t u d o <.1 a s p r o p r i ~ d a d c ~· <' s t 11 t: f r; L i c a ::; c! o s 
G i s t e tn a s d :!. n i.l m i c o s e .z t á a h i p ó t c s c d e 13 o 1 t z m n n n r c s p e :i L c. à c r [; o d i c i -
dade do mo d el o ( de Bo ltz ruann-Gibbs) dos gases . O model o mni s simples 
d o s e a s 2 ;:; i d c (] i 5 c o i1 ~· i s t c e m b o .!. él s l' í ~ i (~ i l s c o n ::'i d <l .:; ~ m u i:õ a c :: ;, ;.: a p él ·

ralelepf pcda , batendo cl5sticnme~te. 
A p r o v a <.1 c• S 1 na i ( S 1 ) , o 11 l i n c i ~~ d <.l e m . J 9 6 3 , l! o c a s o 111 ;J i s 

..... - ...... _ .. ... .... · · _ .. . .... ·-.. - -..,

1 

simples dcst:l J, ipo lese, ' é fe :i t.J no plano c 
com· du as ~ ol .:1s : represcnta-~c umc1 cnlxn qu a 

· d ~ arla pelo toro {(x , y ) mod ll to m:•-se uma dns 
bolas fixa e o mov imento ~a outra, batendo 
contra ela .c om. a . propr::i ccln dc " o flng uJ. o de 
incidência -é igu al a o âneclo de? rcflexfio", 
é o s i s t e ma d i n :1m i c o c s t li d n d o ( f i g . 1 ) . 

l Fig. 1. I ___ · I 

Arn old (A J) diz qu e " c.:sta pro v it serve 
como medida da mad ur<1z dcstn tcorí<J ". !lia 
me s ma o b r a d e A r n o 1 d c n c o m t r <t m - s c o u t r D s 
r c f e r ê'n c i n s h i s t ó r i c as sob r c c r. t ~~ s as u n t os . 

O mesm o Arnold , usan do i dcias j5 co 
nhec i das por G. Ihrkhoff ((P-1), c h VI . C•) c 

Kryl0v, deu ui:Ja intc rprctaç'üo intuitivd d<1 relação ent u~ os bilhares 
p .1 a n o s e o s f 1 1.! x o s g c c d 6 !j i c o s c m s u p e r 1 í c i l' s • O c :; t u c <> d c ~ t: 0 s f J u ;, ú s 
f o i a or igem da u t: i 1 i z <1 ç 5 o das f o 1 h c a..; õ cu t t· a n s v c r s " i s p ét r a d 0 r.t o r. :;
t.r a r . p ro p r i c c! <1 d c s c s ta t í :3 t i c~~ s <.1 os s i s te m a~: d i n J tu i c o~ . I s r: o f o i f c i t o 

· p e 1 a p r i me i r a v e z por H o p f e. Il e d 1 u n d , .:! m s c p a r a d o ( 1 9 3 9 ) t' u t i 1 i z <1 cl o 
p rovei tosamente por Anosov e Sinai (ver, por exemplo (AJ )) nos anos 
60 para es tudar os n omeados sistemas de 1\noso v (C -Sistemas , na n omen 
clat ura oov i~tic n ) e pr oble mas coneXO$ . 
~--.:.... ____ _ 

Fig. 2 

Fig. 3 

Fig. /, 

-l 
I 
I 
I 
i 
l 

O mo v i m c; n t o . d a b o l a <1 c b i ll1 ~ 1· c 1:1 u 

ma mes <l plana ) i mi t2<.la por un:3 cl:i psc pede 
s c r c o n s i d c r a d o c o mo o 1 i rt i t 0 d o f 1 u >: o g <" ~ 
d6sico na super fície de um elips o:i ~C' , quhn 
d o um c i x o t c n cl c <.1 z e r o ( f .i g . ?. ) • A~; r. t~ o (I é sI 
c as do e 1 i p s o ide t r a n f o 1· m n m- s c· n ~~ s t r <l 5 l' L o 
r·ias do bilhar, a e lip s e pode ser con~idcr~ 
da como tendo du u s fac0~ e os b~lc~c ntO $ 

c o m a f r o n te i r a c o mo o p :1 s s '! g c m d él í~ c: o c! ~ s _j_ 

c a c! c um(\ f n c c p n r ,, a ou L L'<! • n n m c :. r.1 : 1 u~<t n c>~

r a o h i 1 h a r t ó r j c o p o d <' s e r c o n !.: i d c.: t· ü .l o 
como o limite do s f l uxo~ geodé ~~jcor- e m ut·.,, 
s u p c r f i c i e s u a v c . E s L n r (• ~; u 1 t <1 d e c o n s i cl e -
r a r o t o r o c o 111 o h u r a c: o d a b o ] n [ j x 0 c u tõ: o 
um a . s u p e 1· f i . c :i c d c d u a s r :1 c c ~; , p a c s a n d o·- :. c 
c\ c u r.1 D d c.: l a s n o u t: r a fH' 1 o h o r d o d o b ti r a c c 
( f i r. . 3 ) . E s t a s u p ~~ r f i c i c ô h o m c o 111 <H f a <l u r; ;1 

c s f c r a c o m d u n !; <t 1 c; as ( f 1 g . I; ) • 

O e 1 i p ! ; 0 i cl c t c rn c u t· v a t: u r a L o t :1 J 
/11'( , c n e s f e !.' , , c o til d ll :\ s i\ J r; () ~: - lt T( ( T (: o l.' • 

d c G a u s s - l3 o n c t ) . N CJ s c .:1 :; o ;; <' 111 c o n s 1 d c r .:t ç à o 
a 1> c u r v n.. t u r D ~ n c u1:1 u 1 a ta - s 1.! n 11 f; f r o n L <' j 1 .. 1 ~ 
(c 1 i p s C! c b o 1· cl o do buraco , r e!; p l' c ti v :ti!: c· n Lt·) 
q li :1 n do p o s s a -s e <1 o 1 L nd t 0 • 1' o r l'· 111 p <.' d c· -:; ~~ 
i n t u I. r - n :!'o · f. o b v j •• m c.: n t c: l l tH .:l d .::· 111 o n :> r r n <; 71 o
Cf u c os c o 111 por t ;t tll r · n t o:; (' ~: L P c .Í :; l j c o~; d Cl r: I • i -
1 h ; 1 1· <' s c o:..; r J 11 >: P :; ~. ft o :, , . 111 v .1 h <t n r l~ ~: : ;1 d t --

mo n !; L l" (I c; 'X o d <J I ' }'f: o l ! j c i d ;] d l' d o :; f .I \1 >: () :; r. l' (o- . 

-- .. - --.. ---.. ·--·- - ·--- . .... .... - ...... . .. _ dÓ!.ijcos em V<ll'.Í(·r):!d C:S d e c· ut·v ~l tur;t nv!:;•l i-
v :i d v :; v 11 v o 1 v (: 111 :t ~. 1 (: c 11 .i c í l : : q u I' r: :lo u 1 J .J I ,. .1 -
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da s n <i d c lll o n :; t t· éJ ç ;í o da 11 pro p r i e da de n e r e ú ti :f c ;1 s d o~: b j 1 h a r e s t: ó r i c os . 
A t> i t u ação cu! q u c o :. b i 1 h .:t t c s t c m f l. o n l. c i r~ ~; c o 111 c: u r v., t u r :.1 p os i -· 

· tiv a a pr: es c nta -sc m;-1is t:umpljc.:tJo. De f;.11 o, oc: tra lull hos pioneir os clt' 

B i r k h o f f p c r m i U a m c o n j e t u 1· a r <t n ã o c r g o d i c J. J él d c d o h i 1 h a r p 10 n. o c u -
j a f r o ll t c i r a 0 u r.: ; t c li r v •1 :.; u :t v c d c cu 1: v a r u t· 0 p os i t i v .1 • O .s i s t c m <1 d i P !J -
m i c o na c 1 i p s c ~ n ii' o e r c G d i c o ( V e r ( C 1 ) C I 1 3 3 ) • B u n j 111 o v i c h ( B 2 ) , ( 13 3 ) 
c o UI o s rn e B 01 o s m é 1: o d o !.: d c S i n a 1 UI o s t r o u q li c o s b i 1 h <I r e s q u C' p o s s tH' m 

_algum urco de circumf crcn c ia c omo par te da fronte ira, as partes foca-
- --- - --- - -· · - · l izadoras - arcos de ci rcu mf er e>nc ia- sufi

C
-------
_· _____ _) 

cie n tcmentt~ SCp;;tr<tdOS C SC!Il ar c os de cur\'.1 -
tura negativa (o st adium - fig . 5- , po r c xcm
p 1 o ) s ~o 13 e r .11 o u i 1 1 i . S i n <:1 i ( c B u n i m o v i c h ) u -
ti1:f.z a a s pro pr i cc.la dc s da s "fr c nte> s d e on
c! a " · p à r a c o n s t r u i r p e 1 o m é t o d o d n s n p r o i : i -

Fig . 5 m <.1 ç o e s s u c e s si v as .:t s f i b r .:1 s c v n L r D t: o r n::; c 
---·-··---·--·--- -· cxpf.lnso r.:1 s. do s i stema . " A s· p r ovns destes r t~ 

s u 1 t a d o s r c q .; c r c m c c o t e na s d e pá g i na s c c o n t c u; u m n t c o r i ét g c n c t· a J. i z a:: 
da d os C-si s t: ('lll i1S con f oll1e~l çõ c ~.; d c sc ontinu ns ·· (Arnolcl-Av (> z(A2)clt 3). 
Ta mbé w eles u so~:cw o estudo dcta lh .::td o das cu rv as de dis contjnuidad c 
da tr.ansform.:.Jçi.\o elo bilhar pa ra con sfruir pilt- ci ç'Ões ele Narkov e obt~r 
propri e d ades d oG g a s~s de Lo r cntz ( B4 ) ( B5) . 

N c s t c t r a b a J h o d e mo n s t r a - s e q u e p a r a u ma c 1 a s e. g 1· a n d c 
·de bilhare s c om f ron t eiras de curvat ur a po s itiva, nt~gativa : ou n u la, 
a r q. g i :r o de P c s i n tem me dida 1 • A r e g i ã o ·d c P e s~i n é , grosso mo d o , o 
c o n j u n t o dos p o n t o r;; o n d e c x i s t c. um a d i r e ç ão d e ex p a n s õ c s c ou t r f.l d c 
c o n t r a c,; 5 c s , a s l; i n !: ó t i c a s , ma s s e m ex i g i r n e n l1 um <1 c 1 a s s e d c u n i
fo r widad e como na hip c rbolici d ad·e . Ver def. Cap . 2.11. 

O c s t u do d a r e g i ã o d c P c s j_ n · d os b i 1 h a r c s p 1 a nos é o 
objeto de um art i go de Wojtk o wsk i (Wl) ond e u sa o mé to do dos c on os. 
N c s t c t r ~ b a 1 h o d c mo n .s t r .:1 - s e q u e a c o n d i ç tí o o b t i d n p o r \l o j 1. 1: o \·n k j 

p a r n c u r v <1 s f o c a l i 2 a c! o r a ~; n ã o é .n c c e s s a r i a . p a r a t e r r e r. i ã o c.l e 1' c s i n 
d~ mQdida um . Muis precisamante , en co ntra m- s e condiç 5c s abertas pa ra 
CU~V<I S c4 f ocalizndora s , dis tin ta s d a s dada§ e m (Wl). 

· A!> d em on s traç ões · aq ui a p resentadas tornam-s e b em ma i s 
s imp l es qu e n os trabalhos a ntes r efe ridos po i s uril izam-se proc ed)
ruentos des c nvolv~d os por J orge Lewo ~.Jic z que trazem n .o co mportame n 
to assin t ótico de cer tas formas quadr5Lic:as ·a pr.escnç.a da s folhc[l -
ç ~c ~ c _s t á v e. i s c i n e s t D v c i s • E s t a s f o 1 h E! n ç õ c f; n ff o s f( o em g c r a l UII l. 
f or mes em ~6mprimcnto e n o Bngulo q ue f o r mam entre si , ma s sua cxis
t c n c i a é "d c t e c ta da '' por dito c o 01 p or L ame n t o as si n t ótico c p c~ l··m i L c 
apl:i.car a te or íé.l d e J>e ~ in . Ver (P4) p .5 8 , 6 1 -2 , 71- 3 . 

No -p ri me iro capítulo des t e trabalho ex po êm - 5c 0s 

1: e :-: u 1 t:. a d o s f u n d n m c ~~ t .:1 i ~ d <t t c o r í .::1 d C! b i 1 l u1 r e s n c s c !> s [i t· i o :. p <t r a " 
c o n s t r u ç rr o d a 1u c d i d a i n v a r i a n t c e .:1 p r o v a d c q u e a s s i n !~ u J ét r i d a d c ~: 

·da f u n ç ã o d o b i J h .1 r t em OH! d i c1 a nu L1 . Ta m h c 111 d n m- r; c p r o v a s d e p r o p r j . c· 
dad cs dos fren te~ de onda pl a n a . 

No segundo c:~pitulo se dPfincm c ·ap rP scn tam propricd:~ 
d e s i m p o r t a 1 . ·~ c s d a s . f o l. m <.! ~ d c L i. a p u n o v , c c o n s t r u c m - s c il 1 t; u m a s f o r -
tn a s q u e p c t :u j t c m c o n c lu i r o r c s u 1 t <:1 d o p r i n c i p a 1 d c s t c t r a h~ ]. ), o ; 
c e r t o s b i 1 h él i ; c s L c m reg J 11 o cl 0. P c s i n d c 111 e d i d a l . 

No t C! r c c j_ r o c él p f t u 1 o s c d [Í o c :: em p 1 o s d c b j J h n r c ~; q \I l ' 
c u m p r cru a s c o n cl i ç 0 c s cl a !> f o r ma s a n t c s r l: f c 1.· i d a s . 

D c r.1 o ~; t r a c; Õ c ! ; c! c r c s u 1 t a d o s r, c: t- <l i s s J o d a J a s no a n e x o . 
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1 . D I L 11 A R E S 

A ·c x p o s i . ç ã o d a s d u a s p r i m e i r a s s \.' ç õ e s d c s t e c a i> i t u 1 o s c eu c c 1 

1 in h a s g c r a i s o ~1 , c h G , do 1 i v r o d c C o r n f c 1 d , F o m i n c Si n a i ( C 1 ) . 

(A ) . Sejam , Qo uma Vi.lr i edadc ri cm n n n:!.a n a c""' de d i mcn~;ão d, 

j=.J. , 2 , • •• N , - coo funçocs . 1 :f i ~N 

é dita u ma ·v ;lr i e di1dc r icm nnni:Jna c omp n ct a c o m frontei. r a su a v e p o : 

partes se : 

(i) Q é c ompacta 

( ii ) f~ 1 ( 0) não cont em pontos c riticas das funçoes f i e é , por 

t a n t o , u ma var ie dade de co d i me n são 1 , 1 Si~ N . 

( iii) gr ad f., g ra d 
l 

q <: f~ 1 
(o) n í j 1 

(O') , 

I . 

f s~o l inearme n te independen t es 
. j 

em 

i~ j. 

E obv i o q u e s e Q é U Wél região" l imi t a da po r a l gum a ~ 

partes das cur va s f 1 =0 . 

S eja agora aQ. == f ~ 1 (0 ) n Q 
1 1 

1 ~i~N, oQ= U N aQ
1 
.• i ::: 1 

C o m p o n e n t e s r c-~ u 1 a r e s d a f r o n t c i r n s ã o o s c o n j u n t o s 

ôQ. ::: 3 Q . " u <}Q . 
.l. 1. jt-i. . J 

Ca da componente r egula~ 6 uma subvari~dad e abe rto c-de codi-

mcnsão 1. o .• po u t os q EU "" sao o s ponr o s regúl<!rc·s d e fron-
i 

t c i r .a c m c o n 1: l ' a p o s i ç ~o a o s p o n t o s s i ngu l<nc::: . 
. -· 

S (; C ; -1. O ) c T Q c o e s p é1 ç o t a n r, e n t e n f . ( c 111 q q 1 
q E UuéT., 

. 1 
1 

n ( q ) E 'f q Q é o v c c t: o r n o r m n J. u n i t a r i o a G q , di.riE;ido para de n tro 

de Q . Se l-1
0 

é o fi L r<~ d o tangcnLe u nitnri.o a Q
0

, . os 

x =(q , v) q E Q ' v E- s c.l-l ( c5 fC!rél de di ul c ro:.;Õo d -1 ). o . 

p o n tos ele H sno 
o 

S c 11' ; H 
0 
~ Q 

0 
· ·(; a pro j c ç ã o c <1 nó n i c .1 Tí ( q , v) :-:: q , s 0 j n N = if-l ( Q) 

Co m as condi ç õe s d él dcfini ç~o inicinl , 11 (: umn vnr.leJndc de d i me n -

,v 
s a o 2 d - 1 d o m c :; mo t i p o q u c Q c o m a s f J' o n t e i r. a !.: s a t' i s f u c c.· n d o 

o l1 1:: 11 -
1 

( a Q) ; a M i :::: T( -
1 

( é)Q i ) é um a c o m p o ll e I) t l~ r c cu l (l l ' da 

"-' 

f r on t c 1. r H éHl =-~ U êHli. 
i 



Em Q 
0 

a m (; t 1.· l c :1 r 1 c n1 il n n i a n a i n cl u z u m c 1 c m c n t o d c v o 1 um c d v i a 

a u t i 1 i z 0 ç ã o cl iJ f o r 1n 0 d c v o 1 um(.: cu nó n .l.c 'a \" tal q li c ll a p 1 i c a ç rr o ti - 11-

nca r ált er n <. ... 'l \.J = vT v e ri f i ca uCJ( v 1 , • . • , v<l_ 1 .-n(Í']))::l 
q q Qo 

ond e l v
1

, v 2 , ... ,vd_ 1 , -n(q)) ~ umo b us c or t o no r ma l posit i va ment e 

orieu t ada de ( H ) • 
o q 

s c q C:: ê)Q , fa z - se a c 1 ci ç ff o de mod o qu e 

t v 1 , v 2 , . . . , vd-l\ sej a uma base ortonot·ma1 positivament e o rie ntada 

de ~q para 4uc d?{ se j a o elemento de v ol~rne i n du c i J o p e l a m6 t rica 

r i em a n n i a n i.l v j n ,,, 1 t .:1 1 q u c ( "' i ) q ( v 1 , . . . , v d .. -~- ) ::: 1 . V c r i f i c a - s c 

n ( q ) 1\ ( t·l i ) ""+ '' . N o c a s o c m <1 u c a v n r i c d a d c é c o rn h o r J c o r i e n -q - q 

t á v cl , t c m-·s e n ( q ) '' ( t., . ) "' - w • 
1 ,q q 

Então define-:::c ,1 mccl.id:..~ )A em H
0 

por df\"' d ~ (q)d ) q on d e 1q 
. . d - 1 1Í - 1 

6 a medida de Lebesgue n a esfera S = (x ). Ezsa dcf iniç ~o de v e -

se inte r p re t a r as sim: se A C Ho E u m bo r e1 cano 

{. . ( d1 ( x ) 
)A(A) = ) q d ~(q))A() S d-:-1(q) q 

o . 

E s t a d c [ i n i ç 'J <) é a n á 1 o ~ :J. a d a m c d i d <I d c L i o u v i ll c p a r n f l u x o s 

g e o d é s i c o s c h a 1 m i 1 t o n i a n o s . N a t u r a 1 r.1 c n t c )"' d C> n o t a t a m b é m a 
. . "' 

r estr .1. ç ao 

d e s s a m e d i d a a H , q u c c o· n s i d c r a- s c no r ma 1 i z a d a ; )I (l i) = 1 

C o m as (, l> se r v a ç o e s a n t c r i o r e s d \) :.: d ? i ( x ) d 1 q. f ( 11 ( q ) , x ) I , 

x E. i1 M . d c f i n e um a m c. d j cl a em 
~ 

'o H o nd e , , p 1· o d u L o in t erno é à c f i ui d o 

p or a me t: r i c a r i em a n n i a na : ( n ( q ) , x ) == ( n ( q ) , v ) , x ~ ( q , v ) . O s d e t a 1 h e s c! c 

compatibili<wçâ'o das medidas são ncccs!.:ftrios, em pr j111 c i ro lu~ar , JHil'él 

1 . ""' n ap 1cvçao d o Lcorcm.:t d~t djv c rr,c tJcia n o Toorcmn 1 . 

( B ). O bi l h ar co mo si s t cmn d i n J rn ico . 

Se j a N . . o c o n j u n t: o d o !.i p o n t o !; 
~] 

i n t e r i o r c s >: E N t a 1 q u c o s c g -

mento da r;c:od{o~; ica em Q(t!m realidade geodé!:icp em Q
0

, r cstrlnc i da a 

Q) con s t ruída n;;, di r cç/ío x= ( q ,v) i n t e r t: c· c t· a oQ e m Em 

v i r t u d e d a s d t' f :L n i t:; Õ c s d <:: e c o cl é s i c n e v 11 r i e d a cl e r i (: 111 o n n i <1 n Ll c o 11\ f r o n-

t e ira Stl c'l V e !JOr ~~i\ r t e s , pode-se !;.; u r) o r n u c N 
t ., i j um a s u b v o r i c d n d e c! e 

codimcnsao Es t<t é !õ i L l lil ç 3' o no s b i l lw r f' s C OI 

r c t <• B) ou tórjc-o 



I I 

5. 

S c x E i n t l•l '\ U N . . , 
i•lj l.J 

o p o n to f i 11 ;t 1 do se~ 01 e n L o da ~e o d é r;..!_ 

ca é um po n t o rctuln r da f t·onlcir;.t dQ . Seja !~ a mlul m.::t distanci.::t (ou 

t e ID p O p O i ::; . C O n S i d C r a - S C O lll O V :i Ol (' 11 L O !i O b l.' C il f,'~ O d ~ S j C ;t C O 111 'J C 1 O C i d .:l d e 

unitaria) em que isso !iucc dc. O!JscrVt!-sc que se x E éJN,(n(q),x) <O=> 

s (! y G o v(' t o r t: a n g e 11 t c o h t i. do <l p a r t J r d c X r o t' t t' <1 ~ 1 ação r <1 r a-

. 1 c 1 a a o 1 o n g o cl .:1 g c o d é s J. c n , c n t ã o y ' C: o. r 0 f l e t i d o d c y c m q = 1'( ( y ) d e 

acordo a lei o 5 n g u 1 o de in c i. de n c i a . é igual u o á n e ul o d c r e f 1 c x ã o" , 

ou scjn y'=y-2(n(q),y) n(q) . Se (n.(q),y) = O, y ' se rií dit·igido para 
. .... 

dentro de Q. 
r---------·· . . 

·.! Se y ' r/.' Nij' Sc.'f.ll<:--sc a trajctoria ela 

' 
mesma mnneira tOiilétndo· j seemt'nto de geodé-

si c a pó r y ' , ::; e n d ' I :;; eu ou t r o c x t r c mo a s c-

e11inte intcrscç7ío c.om a frontc•ira . Ver fig . 

2 6 p:1r .::t Q o: ){ 
o 

·Fig. 6 : 

'------·------ - -- __ ___ j_ 

Em H está dcfinidn umé1 involução n<:~tur a l 

I tal que se X"'(q,v)E H, Ix = (q .,-v). Um.J con ;, truç:uo scmt:>Jhantc ã qu0 

se fiz par.él s ~O pode-se fRzet· no sentido contr{Lr io·. 

Se Q
0 

é qualquc!r vat·j_édadc podcría sucede r que é: r,codésicD por 

X 1 OU y 1 o u . . . , n ?í o i n L e r c 0 p t <1 r :1 Q ( c >: c m l' ] (i ~; s i m r 1 c s p o d c In- s c Ül o s -

trnr em um hip c rl:uloiclc de uma foJha); nf' t: !;:t !.; Ílu <s çilo r.HlÍS ger .1J só 

c o n s i.d c t· a m- se os c a s os c L'l q u c i c s o :; 11 c c cl c t· 111 c o n j u n t o" d c )"' - m c d ida 

nuln . 

sc~jD ago ra N 
l o conjunto 

CO\ nlgumu c L '' p a d<l con s truçfto 

ch 6, le1nrna 3). 

para 0 ,. -· 

dos X E H 

anL c.', rior . 

que: t • r; L a m con!: iclos em u N. 
:if:j 

l 

Prova - c.c f a c i J 1:;c n r c qu e 

1 (~ vil 

H o conjun t o elos x 2 

infi11it'ns t • (! f 1 C X Õ (! !1 

tem 11 o f i 11 i to . Pro v~~- s c t. a m b c m CJ u e ;~c N ,, ) "' O . v c 1· L • • • .t. . • c o 111 e n <t 1 .l o ;, q u c s 1 -

g u c lll fi d c mo~; t r n ç 7i' o do t: c o r e nr <Í 1 . Se · r:l ' '" N'\ ( N 
1 

U ·N 
2 

) d c f i n c - s e o g r u-

.i 

l!lll 

P.O <1 um pariíu:l! tl'o de tl·a n!':fo t·m :tçÕcc {Tt} r·m !-l ' f:tCC'1lCio Ttx ir,u.l] 

ll o v c· t o r t <1 11 [: <' n r. c: o I> t i d <J p c l ;1 t r a !; J a r; 7í v d l! >: él o 1 0 n [: o d a t r a j c· l o r· i :t , 



I 

! 

t 

1 
j 
. 1 
j 
i 

. í 
' ! 
! 
' 

I • 

( G 

uma uit; t;)llC i a ( t e-m p o) .. 
'- ) -ot=- <L <c<> Se t 6 o mom e nt o em qu e n f ro n -

t e i r a C ol c ooço d o , 
t r, . 

t o m t1 - ~; c T x "' 1 i 111 'l' · · x • S c n e s t a ú 1 t i m a G i t u a -
1:'-o ~ + 

ç ã o i d 'c n t :i. f i c. a m o s y ( t a 1 . q u c T( ( y ) "' CJ E a Q ) c o m y ' a n t e s r c f c r i d o , r c -

1 l . 1·t ' 1 · ·rt ' s u. tam 1m x , . 1m · x semp r e 
t '-t. ~;- • ~·-l+ 

ident i fic.adot; , O c o n junto obt i d o 

a p ar tir de N ' por tal idc n tj fic:açã o scr.'í nome ad o também N ' . 

O g rupo de t: r:1nsforrnaç-o<'~ {Tt} é o bj J h nr cru Q . P o de- se n omear 

ha c o nfu sio ' c ntrc a dinâ mic a c a ge o me t ri a do p roblema ) . 

O b il h ar {Tt} es t á dire t a men te r e l aciona d o com a tr a nsfo rm ação 

T do c onjunt ·o N
1 

== { x é ê> N_: (n(q ) , x·) >O, q= 1Í(x)} d e f i ni d a. d a seg u in -

te ma n e i ra : consi d e r a - se o segmen t o de gcod6sica na direç a o x E Nl 

c. o m o r i g c 111 C: ~I q = rr (X) E o Q , p o n t: o f in él 1 e OI a p r j UI e i r a i n t e r c e sir o c o m 

a frontei n1 , e rcfléta- se o v e t o r ta n g e n t e no finHl d o se g me nto . o · 

ve t o r r e~ultante é 'fx . S e x está no co n junt O· em que Tt e s t á dcf i-

..--- ----·--·-- - - -------··-· 

Fig. '/ 

I 

l_- --
Fig. 8 

nido , entao o com -

p rirncnto do segm en to de geo d6 s ic a (F ig . 7) . 

Ob ser ve-s e q ue se Tx~. I-! 1 , T pod e se r 

n~o co ntin u a e m x . ·o es tudo dos ponto s como 

o x d a fie . 8 6 fundamental n os m c todo~ d e 

Sinai pa1:a bilh é!rcs dispe r sares . Has se 

Tx E M1 , T cstfi defi n ida c 6'co n t inua Pm 

u 1n <I v i z i n h a n ~~a A C êl N d c x • 

O r e s \1 1 L a d o !~ c f'. u i n L c é a c h a v c fh!l r é1 m o s -

t T res L r a r a i n v a r i i! n c i <I d c }-J' · e v s ob T c 

pectivamentc . Su n d emonstraç~o p ermite en-

t c· n c! e l~ o s i c n i . f j c <1 d o cl e ~ , c t r a b a l h a r c m l·l 
1 

P t· (' v i a n1 e 1. L c· ·é u t: i l l: ç c o t" d <I r um n v c r s '}o d o t c o r c· ma d n d i v c r g ê n c i a 

u 1a a v <J r i c d a <1 c r i l' 111 an n i <I 11 o , 1-1 a f ó r 111 o d e v o 1 um c r j <.· m n n n i a u n c a n 6 n i c u 

em V,\.: il f Ol.' m;t d(! volutuC' <:: 111 V , No c a111p0 \'t· to t: inl dos V<~torcn uni -

a supor-

t e c u 111 p ;1 c t CJ • l·: n t 7i' o ( ( d :i v >: ) ,,, .- ( ( N , X ) 1! . O 1. c· o 1· e m fl d ;1 d j v c r li ê n c j ; 1 lv ,,. 1 av 

lll e d i d a nu :1 <t , n 11 L' - ' :1 1 "' • 1 . 
· 1 '· : !; u <I 1; ;, o 1.1 L ~ i. :: .1 cL1 n n d f' lll o~: t: r 11 ç 7í o r.(' r.. 1d 11 t <.' • 
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Teor ema I Se A 6 um aberto de H
1 

t<:1l qu e T(/\ ) C N
1

, e ntão a rcs-· 

triç:.Ío d e T <:lA preserv ;:t é\ Jl!edicl;~ 

Prova: Umi d em o ns tr açao direta p a ra Q ~ R2 foi dada por Bir
o 

khof f em 1927 ((lll)ch8). Sejam C qua lC)ucr borcJ.cnno de A , 

X o campo geodésico Clll TQ . o, ou seja o ca mpo cujo fluxo o fluxo 

geodé s ico ('6 (t), ~· (t))€ }f ond e ~ é a ccod& !>ica de Qo por 
X X O X 

-··~-----· · ~---·---··--·l x "'.( q, ~) E ~!. R.l = { ( 'tx ( t) , ~ ' x ( t): x= ( q, v 1 ) € C} 

/dada 

. , ......... 
I T \ 

/\ o I 
, ~ \ I 

~~;;:;!~~-- )·~ 
,' \V' 

. I 

/~ Q 

Fig. 9 

Sejam agora N~"' t x E: 

com v
1

E T Q fixo, define ur;Ja subvarie-
q. o 

dade de Mi difcomdrfa a 

escreve~: em ·ca da . ponto (Jx(t) , l'x(t)) 

de H , X==((í ' . (t),O) e, em partJcular, se 
X 

se 

Qo = Rd, O''x(t):.:: "1;/ = (vl,o) 

onde a indica a s d-1 coordcna~as nos veto-

r e s 1 • ·i . q u c c o m u 111 n b a s e d e T R 
1 

f o r ma m 

um a b as e d c 'OI . 

oH: (n(q) ,x) < O\ c <' ~ r <1 n s f o r rrr <1 ç a o T :l-11 Hl 
por. T x= lim~ 

Tf( x )-E" 
então V -"'R () 

1 N é um "t ttbo de fluxo s 
E.-• o X 

geodésicos" limitado por C, T-(C) é um n superficie·ciJíndrica paralc-

·la a X onde (N,X) =O ( v er Fig. 8) . Como os flu~os geod6sicos preservam 

a medida ger2da p or w de M, o tcorcmn de Liouvi l l ·c permite concluir 

q u e d i v \v X '=' O ( c f . . H a fi é ( N l ) I • 3 ) • E n t ã o ( ( - N ' X ) H'-' I . ( N , X ) \L 
)C }T-(C) 

Este result a do indica (1 ieuald a dc dos f luxo s ~Lravcc de C e T-(C). 
.~-

Has N=-n(q) e temos demostrndo }cctv ( _ (-n(q),X)H onde X 
Lr (c) 

pode ser inL0rpr e tado co mo o vetor tangente d as· t: 1· a :i c t: o r i a~ de b i 1 !1 a r 

"" em aM , sem refletir: 

P D r a t c r m i n é1r , s e j n r a r e s t r i ~~ ?í o d c v a J.ll c· S : M 
1 

--'> N J d c f i. -

n ida por S y = y- 2 ( n ( q ) , y) n ( q ) , q '"' 1T ( y ) . l' a r a y f j x o (' [..: t <.1 t: r n n s f o r n1 a c;.?: o 

é i !; o m G t r i c <1 d c v- c m v c T "" S T - En tno: 

( d v 
JT (C) 

o que ter mi na a prov n do teorema. 

U,~Gi .. 
SISrEMA ~ IIIBUOTI:CA~ 
['1.JLIGTE<A SElORIA L Df MA ruAAt~ 



a· 

A pro v a da i n v n r i [i n c i ~1 d Q fl s o b \T t} r> e g \.1 e- :;; c !> i 111 tn u 1 t a d i f i c u l -

da de d c s t c t c o r c 111 a , ma !; . n 7l o é n c c c s a r i a par i.l e s t e t ~a b a llt o . 

Para assceurar o bom com por tamento de T restringa -s e ar,ora o con-

junto N
1

. Se N
3 

é o conjunto dos x E l-1
1 

ta i s que Tx não é de fi -

nido, cntao N 
3 é u n i J o J e lt m a u 111 c r o fiuito de subv ;_tr icdadcs de co-

Se N1• é o conjunto dos x ~ H
1 

tais . qu e 

Tkx E .N
3 

. para algum k E Z , então v(N 4 )=0. Pode-se po s tular que o 

. k . 
. c o n j u n t o N 

5 
d o s x E. N 

1 
t a i s q u e T x e .M 1 p a r u ·a 1 g um ·. k € Z t e m 

·.--.--1 tambem \)- med i da -n u l a. Esta é de fato a si-

.. 

I 
I 

tuaç~o no s bil h a res planos que estudam-se 

em d etal h e neste trabolho(Fig . 10)·. 
I I 

I Ass.im, aplicando o teorema · l no conjunto 

\)(H) =l tal que T : ll -~H é ut<.'nsuravcl , bije-

ti v a, continu a c p r c6e r va a medida 

Entio po d e-se a pli ca r o teorema de reco-

I . I 
I Fig. 10 . rrên ci a de Poincaré p;:n 'a -concluir que 

L ______________ , .. 1 1 i m L ~:~f ( ~Jç x) ~ + co \)- q • t. x E H • 

Ef etivnrncntc : f (x) >O I> - q • t . x E H =::> s e A ru "" { x E H : f ( >: ) ) l I m ) m = 1 , 2 , 

cumpr e -se \) f ' ' 1( c , \ y : r · y "'" A p :J 1· él 
rn 

in f initos kE N\)""v(/\ ) .=> 
m 

li c:;- n-lf ( "'k . 
• _. OJ "- k :: Ü J. X ~ "" + Q) I) - q • I. • X A c .:1 con cl u ~:;:";o f i nal !;<li m 

de qu e: H to; O con ju nto d e: v-medida. nula qu e n â'o cumpre 

essa c o n d i ç ã o é o c o t· r <' ~; p o n J c n t c r a r ,, 1' , pnro po t· é m 

e s ta é a b<t~c uél d ('ll\onr:tr.,(ã'o q ue )-t(U2 ) '-' 0 (Cf . (Cl) , ch 6 1 Lcmn:n 2). 

No ta : 1\ t r n n s f o r m i1 ç 2í' o T d <·f i n i da '.J c s t c t r a b éll h o , s c-cu i 11 cl o ( C 1 ) é n 

i n v c r r. 41 c! :t t r ;) n ~ :: o r IJl i1 ç ã o d o s :t r t i e o ~; i n j c li' j_ s u (' s i. ll il i ' )\ li n i 111 (l v i ( !t ' 

Gal J. avot t i , . ·c t c • , m n ~; (: a . me s nt í.l d os .:t ;· t i c os mais r e c c n t c s d c 

S i n a i - }J u n i m o v i . c h . 1\ 1 c o ~; c m c l h <.J n t c !3 u c c c! c c o m o c o n j u n t o <' m q u t: T 

<I t ú él . e p o r é m c o m o !; i e n o d (;! c o s e n [! s c c li i n t <! s e ç ã o • 



ill · Bil i1 Ul"é!>. p lanor. 

A s c g u i r n c ~.; t e t r a b a 1 h o Q = l\ 2 , c a s e e o d é ::; i c .:1 ~~ sã ó r c t n :> • A s 
. o 

COwpo ncnte~ rccul<tlCS da f ronteira S DO CUrV3~ aQ
1 

q~e C O~S i dc-

r a m ·- s e p a r a 1.1 c t r i z a d a s p o r O: ( s ) ( s c o m p r i m e n t o d c n r c o ) cl c mo d o (j u c 

n = io<'(s) seja a norma l dirigida para o interior do bil l1 a r Q . 

S " d t k k • I _. d f i i "' cJ • ) k o ( I . < o ) e o< ===d-:"" n "' ,1o<. c 1.1 e n ça o a curvatura com si n <r . , > ,.: 
:., 

i n d i c a q u c c u r v a c n o r m <1 l e s t n m n o n: e s mo ( c! i s t l n t o s ) s c 1:1 i p 1 a n o r c s -

· peito a Cl{ '. (Ver 1 1 ) . Rcsu1t~m assim partes da frdnteira BQ+ , 
~--:.~····-·;. ~.-.- . . .. --· . ·- - -·-·- · 

I '" I 

- o . . 
3Q ~ ao rcspectivpmente compone nt es r e . -
g u 1 a r e s c o m c u r 'Z·a t u r a p o s i t i v a . ( p a r t e s f o-

I~· 1 calizad or a.s ).) c urvatura negativ a (p .:trtcs 

I ,. 

~-
R ) O -~--

. 'c<t 

F ig. 11 

disper s aras ) e nula (pa rt es n e utras } da 

I 
front ei ra. 

Nota: Nov amente esta nomcnclnturn é a opos-

' til d o s t r .1 b a 1 h o s c 1 a s s i c o s s o h r c ld 1 h J r c s ; 
• • •• .J 

os bi lhares di spG rsor es de Sinai-13unimo vic h r: e!Tl curv .'lt ul' l\ p üsitivn . 

O·sistcma ele coordcné1das 1Httural em x=(q,v),.. ~M'. c' (" "')c ort A--= V l : "' , 'V I 1.1' 

o ángu1o de · n(q) c om v medido no sentido antihornrio. Assim , par:1 

- Tf/ 2 < ~ < rf/2 , coG$ >o·. 

E c l aro que as discontinuidade s de T em H 
l V('lll do s b a t i n: c n L o :. , 

ta n g e n L c s a Õ C; i no c a; o d i. s p c r s o r ; v ( N 5 ) - O • P o r i i; s o c o n s i d c 1· a[; c: 

H n N4 .= H() N5 = ~ . . Ainda rnRi.S , 'dem o n s tra -s e q ue T :II --9 Jl Tf(x)=Tx 
' X 

E um d ifeoffio rfismo de orde m uno menor que a ij . (( Kl ), Part V , Th ~ .J) . 

... 

C o n s i d c r <1 ·- s e a c o t: a l i nw 

_:_ _ _ :---·-- - ·-·------ =- ---"'-:-- l 

I 
I 

. fi g. 12 . 

L ___ . ------·-~·-·--__j 

" f r ente de onda ·· que sn i de um nrco 

l> :t t e c m o Q . • ll1n :1 f r c· n t c 
J 

de o ll d il [: d <.1 d o 

uma curva ( o<( s ),v(s)) conLicla e m N
1

, 

ÕQ.c 
) 

por 

onde v é o vetor dn fr c. ntc , c se u er.tndo ;1-

p õ s o b a t i'm c n t o c 111 o Q . é ('~ (O' ( !: ) , ,,, (o- ( $ ) ) • 
. . J 

O t_t s c j a T ( o( , v ) .., ( lS , \.J ) • cl c· :.; j g n n r fl i n d j ~: t i 11 -

tél men tc D dcriV<ld<t r c:;pcito n r. Otl cr ( com-

priwcnto de <Jr:co ele• o). Ver fie. 12. 

Uf:tGS 
SISTtMA ~ IIBLIOTECAS 
atWtHECA SETORIAL .O.E MA TEMATKA . 
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No qut• sceuc nl:! st c capftulo todos o s calculas es t am referidos á 

I . 

Fig. 13 

'---- - - -·-----· 

.... l 
I 

f ig. 13. Se (1 c <f _, 
sao os res pc.:-

tiv os âneulos com. a s ·no rmales das 

f re ntes que saem d e oQi e ap6s 

bat e r em JQ., te m- se 
J . 

v(s) "' i D{' ( s) e i O ( s ) 

lv(s)::: i 'i{' ( a- (~;)) e iJ(cr(s)) 

(1} ~(a( s ))=~(s)+~(s)i~ '( s ) e iO( s ) 

o nd e f(s) é o tempo ( comprime n to ) 

en t re um batim e nto e outro. Também . 

D e r i v a n d o 1: c s~p e i t o a . s , c u s a n d o 

as defin~çEes das curvaturas k
0

, 

kl em aQi~ aqj respectivamen te 

resulta 

i t:.{" <ei0 - G ' ~' c iB "'-CJ ' i. 'l5 " e-i& _ cr' J ' ~'e-id- . 

{k o+ G' )o<.'eit1 = <Y' (-kl+ó') '6 ' ~-i&. 
. 1e 10 

Ck 0+ O')c~.' e = -cr ' C-k 1 +cr') o<'e 

'(3) k
0
+d0 "' (k 1 _ t~J) d CT 

d $ . d<T d $ 

( *) 

De riv a n do ag or a ( 1 ) , mu l tiplicando cscala rm cnte po r 

tem - se 

('")Outra mi.lnt' jra ::lc pl'OV.Jt' e:.;ta fórmuLt é <t!;[.;im : 

Em 1. u g a r d c t o m a r o â n t: 11 1 o @ d a f r c n l' c: s <t 1 j l~ n 1: c r c ~· p e i t o ii n o r ma ) , 

toma-se ~ r espeito n um eixo fi xo: t em-se 

==> k + Ü ' "'~p o 
df. -~ +d~ cQ 
dt; d::; d s ds 

( 3) 

.fJ+ ( 1f -E )+( .I[_+~) ,.. TÍ ~ 
. 2 

ciPJ cl E +cl&_ r= o 
<l<í dCí der 



/ 

I 

I 
I 

( 4) - a'c os&•cosO - f(k 0+ 9 ') 

e us a ndo (3) 

( 5 ) c o s $ = ~: l { ( k 1 - ~ ; ) -· c o ~ ~] 
Estas fo~wulas corre~pondcm ao lema 2 . 3 de Sinai(Sl) corrigida em 

lema 3 de (B 2) e são fundametais pa ra a construção d a s fibras contra-

to ra s e di s persaras I no ca s o e rgodico. Ma is p recis amen te, d e (3) e (~) 

resulta: 

( ó ) 1 . i!~ ~ + 1 

c o s J der c o s ~ -f+ _ _ ___ l 

1 (ko + dl)) 
Cõs e rs 

que per m :i: t c d e du c i r i ni e d i.« t é\ m c n te , se · ·k <: O ( b' i 1 h a r e. s disper s o r e s ) : 

d<3<_o (frente 
d's ' 
e (-:k) . / 

m~n ~ 

decrescente)=>~&- ,fO(im a gen 
. d<T 

- dJ ~ (-k) max + 1 

d~ fmin 

Na mesma si tu «ç 'Ro, (4) permite de d ucir 

do- cosJ. 1; 1 + f (-k) "' À o (d ef ) -----
d s c os& 

min min 

Eri.t a Õ, se r T-1r , .. . -T-kr é uma 

d a frente decresce~te· ) 

11 

s eqüência de curvétS 

v.es -kr tais que T 
. - i 

é decrescen te (po rém T r é d e cr e scent e pa r.a 

todo O~ i!; k, e definem-se o s compri men tos d o · ~r co /J.C Hf 

s(6 ) = t.\ 
~~~i J.J(f.,) 

p(á)~ ( c osO ds , 
) L. . 

resul t a r<T-ir > 

,\- ( :!.'- 1 ) 

d s 

s(T-ir )~- __ o_· ____ _ 
s c r > 

\ ·-1 
"o 

sua-

Segue da limitaçiío un iforme d a der ivada -d~ /der qu e o comprimen-

to e u c 1 i d j_ él n ( J d c jj. n o ( !>, 8 )-plano é equivalente ao s-comprimcnto 

( p ro jeçrro sobre o eixo s). E resulta natural buscar u ma fibra 

expa~s ora como uma c urva um a s eqUência de 

fibras dec~euccntcs . 

A N conr.truç·.ao f:l b l: él crn x pol: ,1proximações f, li c c s s i v ,, ~: 

( H e t o d o ll;HI ilnt ;.tr d - P c r r- o n ) • S c r ~ ( y ) é 11 • 1-> o J 11 ç ;í o d c.• c! 0 "' k ( s ) 

d s 
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nu ru c e r t o i n t c r v a lo , ( u :;? n d o ( * ) o b G c r v a- s e q u c c o 1· t" e s p o n d c a u mo 

frent e refletida· plana) , .:1 CUl" VI.l 

q u e c u m p r c a c o n d i ç ã o d c t c r s u a s i t c r a d : !> p a r a t r ú s d c c r c s c e n t e .!.i 

(por ser iteradas para frente de 

Na· me s ma f o r m <I c o n s t r u c m- s c c u r v u s " p r c- c o n t r a t o r a s " • 

As complex.idadcs d;:~ dcruonstrnção sur g em quando cstt•da-sc a su a ve-

da d c d e s s a s c u r · v a s , · s e u s c o m p r i m c n t o s q u .:1 n d o x a p r o x i ma - s c a s c u r v a s 

de discont i n~ i dade de T, õ obviamente, quando utiliza -se a cxistcncin 

de e s ta s fib r as locales p ara deduzir propicdad es crr,6dicas. 

O propósito dos comentarias que scguc;;1 á fórmul.:1. (5) é dar uma 

explic ação "intuiti v a " de su a i mportância . Neste trabalho as fórmu-

la s · (3) e ( 5) u sam-se 

capítulo.· 

em um contexto muito mni s for ma l 
a 

no seguinte 



lJ 

2. F O R H A S Q U A D R A T I C A S E H H I L 11 A R E S 

(A) . Dada uma variedade M, B : TH ~R uma forma quadratica em M se 

I3x==I3'1' M é uma 
X 

forma quadrjtica no sentido alg6brico. 

B é não degenerada se a llla triz associada a n 
X 

para cada x t M 

n~o tem valores propios nulos e tem valores propios negativos c posi-

ti vos. B é positiva (E> O) se I3 v> O para todo v ET M, v:fO e todo 
· X · . X 

X E !1. 

Se f é um difeomorfismo e B uma forma qu~dr&tica em M, denota-se 

por f#B ("pull - back" de B por f) à forma quadrática definida por 

(i~B)xu ::: Bf(x) (fxu) para todo u E Tx!-L 

Normalmente não. se escrevem os pontos de H onde aplicam-se as 
I 

forma~ ou os operadores derivadas . 
, 

' 
Lel.J.owi c z (Ll) provou que se f é um cr-difcomorfismo, r ~ 1 em 

um a v a r i e da de ~o m p a c ta l-I , c n t ã o f é Anos o v s e e s o tu e n te s e ex i s t ~ 

uma forma quad:ática contínua ""' nao degenerada, B TM --> R tal que 
.. 

f"# I3 - B ) O • A i n,d a ma i s , n o m c s m o t r a b a 1 h o é d c mo s t r a d o q u e a e x i s t ê n -

cia de uma função (de Liapunov) V:NxH ->R continua c que cumpre cer-

tas condiç~es relacionada s com a hip c rbolicid~d~ de f 

(V(x,expxv) <O, v 12.. Sx , por e:<emplo), t a ] que para algum a> O, 

Vcx,y)•V( f (x) , f(y)) V(x,y) >O se x,y E H c O<dist(x,y)~a, é 

suficiente para que f seja topoloeic<:~mentc cst5vcl. (Outrns 

a p 1 i c a ç Õ c s d o me s 111 o m é t: o d o e ru ( L 2 ) , ( L t, ) ) . 

Em um sentido laxo as formas de Liapun ov - . S.:JO OS primeiros termos 

do desenvolvimento d e Taylor das ~unçacs de _Liapunov : 

-1 -2 
V(x,y)=Bx(expx y-x)+b(x,y) com b(x,y) \ly -x 11 -O se y -to x 

é a di f c 1: c n ç. .:1 cl c ti ma f u n c; ã o de L i a puno v · q u c p c r m i t c de no s t r a r a c s ta-

bflidadc cstruc tur,1l tio dift>omorfismo de Anosov f. 

O problcm.J nos bilhares é que ri .npli. caçâ'o T· induzida pelas succ-

6 s i_ v n s h <J t i d <1 ~; • :;:o ~ s t fi d e f in j_ d <l n c m 6 c o n l" i nu" c 1n t: o d <1 um a v <1 r j_ c d <1 d c 

c o m p a c t n • P o r j ~; t o é n c c e ~' s a r i o t r u b a 1. h '' i- c o m c. o n j u n t: o s m .:1 i. s e c r <I i s , 

dnndo rcsult<:~do::; lil<l i s frt\C.OS do 110 c a r. o c() llt p [I c t o , lll i.l !l 

r c 1 a c i o n <l d o:; c o m p ro p r :i ('da cl t• !.~ (' t• g ó d j_ c ;1 s d :1 

_, 

~~'-' ;, -< l 

C:JJ..:v ~(/\ Sf10R!1\l. í:. ~~'A, u· ,}; ... { 
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No caso t,, ; difeoll!orfi~;rnos em que nií o se tem lll.perbolicidadc LcHo-

\-1 i c. z c L i ma c: ~ S á ( L 3 ) c o n s i d c r a m f u n ç Õ c s d e L i a p u n o v c o m t c r mo s q u a ·• 

dr5ticos ~egcncrados em conjuntos de medida nula para provar que f 6 

Bernouilli, v i a o estudo da r egião de Pesin. A rnotivaçZío principal 

desta Tesis foi aplic<.1r um rcsultodo de s se tipo aos h ilh:ncs e tcn-

tar obter algumas co~diç5es abe rt as qu e aseguraram propriedades er-

f>Ódicas em bilhares focalizadores.. 

H_, H difeomorfismo se existem 

números .>.
1 

(x) > .-\2 (x) > 

T M "" E (x) X. 1 E (x) tais que 
m 

1 
-lo" n o 

& E 2 (x) $ . .. $ 

\l(fn)xvll =Àj(x) para to do O~vEE.(>.í) c todo l~j~m . J 

Demonstra-se que para cada x · os nu me res ( _cx e..5:c~tcs de Liapunov) 

e a dcscomposição em espaços próprios êc f si:(o ú n icos . 

Os eledec (OJ) deconstrou o nomeado teorema mulLiplicativo erg6-

di~o, um rcs ~ lt ado mais ccral que o scguint~. 

Te 0_!"3_~~~g~~ d t:J. e c ) • S c j a rn : X v a r i e d a d c c o m p a c t a c o n p r o b a b i l i d a d e v , 

Y C X, 
~()') 

f:Y_.X, f prcserv.:~ i>, z:o: n frY, f difeomor-v(Y)==l 
r o:: - co 

f i s mo s o b r c Z , l o g + li ( f 1 ) 'I\ E L 1 ( Z , \> ) o n d c l o g + s "' m a x { 1 o e s , O } . 

EntiTo o conjuutd dos pontos regulares de f tem ~- medida um. 

A . c o n d i ç ã o s o b r e 11 f ' 1\ é n c c c s s a r i ét p a r a H p J i c a r o t c o r c m a d c 

Birkhoff-·Khinchin. 

A r e e_ i ã o . d c P t.: s i :1 c1 c f ( L: ( f ) ) é o c o n j u n t o d o s p o n t o s r c e u 1 a r e:, fi 

que nao tSrn e~poentcs de Liapunov nulos. 

Scjn agora M com urna m6trica ricmanniana c ~ gerada por uma forma 

de volume 

l-1 s ( x ) = { y C: H : 1 i m d ( f n ( x ) , f n ( y. ) ) .., O ) , 
n-• +oo 

\i u ( x ) "' { y E H l i 111 cl (f - n ( x ) , f - n ( y ) ) "' 0 ,-, 
n·-t +oo 

os c o n junto~; c s t (t v c 1 e in s t fi v<' 1 par n x . P n r: ét ta da ponto r eg u 1 ~~r , f; l' j : tm 

E !; ( X ) ~' (1) E i ( X ) 

)\ .(>:)(G . 
J 

E 0 (x)~ <D E·(x) 

)..j ( >: ) > 3 
Se ;.<E L:(f) T i• i;: i~:, (X) (I) [ u (X ) 

X 

t 
i 

I 
l 

.ÍI 

!I 
lJ 

' 
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T c o r em a ( P (! s .l n ( l' 1 ) l_ . N ;l :; c o n d 1 ç 0 e :; d o c n u 11 c i a d o d c <-1 c i ma c d (· f J. n i. -

ç Ões 
2 po stcriorcr, c fEC 

Se "(L.:(f)) >O en to.o exi:>tc m borc)ea no s di.s junto~L.~~, 

m=l, •• • l~k~k que cobrem q . t . L.(f) c tais que m 

a ) f ( ~ ~ ) == L.. ~ ·rl l~k~k -1 , 
m f(:?:~ ):.;L_~ 

m 
b ) x , y E L ~ i u1 p 1 i. c a H!; ( x ) r'! \.J u ( y ) C L ~~ 

c ) pa r a t o d o x ~L. ~: q • t . p o n t o .d e \·1 s ( x ) ( ou \·1 u ( x ) ) 
. '" 

d) f é ergodica e m U.L 1

1
n para todo m ~ 1 

k < . 

e) f km 
IL:m 

k 

é llernÓ u illi p ara todo m~ 1 

pertence a ::C~ 

· Sobre 'todos estas teot·cmas e de'f i"n içÕcc.; pode-se consultar, além 

d'os arti gos originais cit ados, o l iv r o d e Haüé , ·ca p IV (Hl) 
I 

A dcmostr aç~o do teorema seg u in t e (f eita n o a n ex o de~te trabal ho) 

es ta sugerid a no artig o citado d~ Lcwowicz c Lima de Si. 

Te o r c ma 2 • S e j a m , f : H ~ H , C r - d i f e o tn o r f i s 1:1 ~ s , r ~ 1 , v me d i d a i n v a -

. .. 

ri ante soL f ; ll"=li '\. K H r'dd t 
1 , 1 _va ~c a c compac a 

t <.1 i s •J u e + log 

de dimensao 2 , 

S ejam, B : Til
1 

->R u ma formn qu ad r ii tica limi.L:lCia em TII
1

, conti

nua c n~~ dcgencr~da em TH tal que Px=(f~ H-ll)x~ definida po-

s itiv<l p .'Ca L o~o xEH, c 

s "' ~ 
{u E .T 

X 
I! : 

11 / 
JJ((f )'u) ..... O , n~O 

u = {u E T li : 
X X 

En tão v( !:(f )) =l, e os cspnços p r ó p r i o s d c f · c 111 x s i) o u 
X 

c s . 
X 

O te orema de Pcsin destaca a importnncja d c ~tc teo re ma pois p r o -

v a a h i p c t· b o 1 i c i J a d c n ã o u n i f o r m c d o s i s t c m a c a s C' e 11 r a <1 d c s c o m p o s i -

ç ã o d c H c m· um c o n ju n t o n um <.:: r n b 1 c d c c o m r o n c n t c.: s c 1· g ó di c n s p n r a f . O 

e s t u d o d o n ú m !~ r o ti c c o 111 p o 1 t c n t c s c r g ó d i c<! !": e cl o n t i p os d e u n i [ o r 111 i d n -

d e q u c p o s s c m . v c r. j f i c a r o s c o n j u n t o t: c: 1.; l 6 v e: l c 1 n e !) t ú v c 1 é o c n 1:1 i n h o 

n n t u 1.· n 1 p n r <.1 :1 r 1· o f u n d a 1.· o c. o n h c c j m c n t o · c\ :1 f: p r 0 r r j c d a d c s c r r. ó d i c a s . 

O b s c r v c·-!, 0. ta ;u b (· n q 11 c o c o 111 por t n me: n to " !i:: :i 11 t ó l. i c o d c B ( d c f in; ç 7! o 
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de T) nssoc!Ddov pe lo t~o r cma d e Pcsin a os con junt os est 6 vel e in~s -

tavel q.t.xE: H . 

"" ~:cçao C do <.:<tpí tulo anterior most:rél qu e p ara a pli ca r o 

Teore ma 2 só deucrn-se con s truir formas B com as propriedades i nd ica-

das . Ou r;cja formas ·que p.:~ra as curv<.~s fronteira d os b il lu.lrC's que se 

i n d i c a rn , c f a t r a n s f o r m :1 ç i( o T : I! ~ 11 H=N
1 

'- K , J(K)=O , estam nas 

. -' 
c ond 1çoes do teor em a • 

. Para .defini r uma. for ma B em TH · dcbcm - se considerar curvas 

(o<( s (t)), v(s(t))) em H tais que pa ra t=O" passa m por x E. ll, e a cada 
. 

veto r tangente u = (o<. , v)l t==O( . d cr:iv~d a re sp~i to a t) f ace r-le co -

~respond e r o nGmc~o B u. 
X 

curvas a co n sidera r rão co mo as d a se -

çio C cap 1, excepto qu e o comprim e nto de are? s na fronteira do bi -

lhar depende do rarámetro t para assim poder ger.::~r todD s as curvas 

difcrcnciaveis en 11 por x . 

E m p r i me i r o 1 u g a r c o n si d c~ r <1m - s c b i 1 h a r c.s c o m c o m p o 11 c n t c s r c· g u 1 a -

res da f r..ontcira de curvatura negativa ou nula (bilhares quasi-di s-

pcrsores) . O a n ali s e de ste c aso ê u til pois permit i e n tender melhor o 

·caso scguint~, mvis geral. 

S c · B u ·= · ( ~ , i v ) (v , i v 
0

) r c sul t n 
X O O O 

-u • i00 ) ( • • .. i0o Á • it30 1 il3o ) 
v u = (o<.' s -o~' c s 1 c'. • c - \7 s c.{ 1 c - ()(, c = x o o' o · o o o o ' o 

·2 • o o N ~ - s c o s · ( k + · ' ) . E s t a ü >; JH. c !:1 s a o p o cJ c t· e s u l t <1 r m a i s . . .. o . o o . o clara 

no c a s o d e s c c s c r <.' v c r u :l 1 i n ~ l i a g c m <.1 o ( t-: ) cl o c él p f t u l o · 1 , p o i s t c m- s e 

~ ( ~~) 2 cost3 0 ::) r~ ·- -cosD0 ds d ~ o nel e { ~{ l. ~~} é lllll .::l b a 
dt (.1 s (ft dt dt ...... 

se do espaço L<~n ge nte C: li <I ll d 0 par<J mc tr:iza-sc a superfície a H ., por 
. 1 

( s , ~ ) • i\ s s i m c o n ~; L d c r <HI:l a n il o d c g e n e r él ç i1 o d a f o r m n r e ~ 11 1 t a c v i d e n t c 

pois é do t i po 

[ 
· 2 ?) n 

( X J. + X ') ) - · ( X l - X 2 ) •. C O OI V <l 1 O t" C B p l.' Ó p r j O S 2 1 

c: v c t o r c s p r ú p r i o s ( 1 , - 1 ) , ( 1 , 1 ) r <; !? p c c t i \'a m c 11 1." e • 

l' Úrn c<J]cu.l aJ· ('l'tFJ;) t 1 ~ 11.1 . (T' u) dc v c - !; c Hp1ic:lr C no vetor 
>; . >: X . 

ta n g ent e c 111 T >: il c u r v <1 ( ~ ( CT ( !: ( r ) ) , H ( tT ( s ( l.) ) ) "' T (o<. ( :.; ( t ) ) , v ( s ( L ) ) ) • 
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.... 

P , 'l':Vfll OJ:' l! lll tem a mesma forma que 8, tn 0 s <.l p ~~ r c c e u d c r i v n ti a o- 1 do com-

· pri~c nto de arco na i maccm, em cada derivad a du dcflniç ~o de B: 

(T:fl:B)xu = -(s
0

cr 1 ~) 2 cosQ·0 (k 1+J-1 
0

) . Asr.im, ~em e!>crcver os sub in<.li~cs 

e usando (3) e (5) do c ap . 1, 

P x u = c r#n - B ) x u ::: -5 2[ c:r I 2 
c os J c k 1 + J I ) -c os o c k 

0 
+ o I )] 

c• ( s cr' ) 2 
[ - 2 k 

1 
c o fJ J + f ( k 

1 
- & 1 

) 
2

) q u c é d e f i n i d a p o 5 i t i v n p a r a b o r d c s 

dispersares ou neutros (k ~ .O) a menos de conjuntos de "-medida nula 

em li. · 

Nota: Se k
1

r.:. O, só cumpre-se Px ~O. Nas isto · é s uf icie nte se quasi 

toda trajetoria bate em com p on e n tes n~o neutras en tempo finito; ou 

seja , para quasi todo x€H exi ste kEN t al que pertence a 

·uma componente n~0 neutra. Esta hip6t c se permite aplicar uma 
I 

levemente mod~ficada do teorema. 2, (Px>O "ev e ntualmente "). 

Esta nota i vãlida nas seçtes D e E deste capítulo . 

,._ 
versa o 

No caso geral dos b i lha r es COtn compone n te s regulares da 

fron teira com qualquer cu r vatura c2 veram-s e dois tipos de formas. 

Em pr imeiro l ugar , se ja (s em escrever oG s u hindicrrs ) 

Utilizando· os calculas anterior es 

.2 e 2 . 2 r:. 0 . 2 11 I) 
13 u = fs (k + 1

) -2s coso ( k +· ' )=s (k +(1 ' ) f(k +~;~ 1 )-2cosl7 
X O . O O O 

.-· Novathcnt.C> , nn lcneuaeem de (''<) do Cap 1 tem-se 

2costJ ~ dr> 
d t d t 

ou ncja ucn forma do ti p o 

com valores própri os e 

respcctiv<~mcn lc . Obsc~rvc-sc que 

v etores 

estnr. n ~ o n?ío as direções e9tá v ci!; c incs t.:ivcis , pois elas ve m d:~<l.:ts 

por o c o tn p o 1· t: <1nt c n L o as si n t ó t: i c o d c H ( v c r d c f .i n i ,. o c s d c s , u ) . 
'> X X 

As tn c s t11;1 .s c o n c1 i ç. o c r; q u c n n t c s p c ,. m :L t c m c ! ; c r c v c t: 

tr.DnscurrjcJo T 
>: 

(! 1'2 . 
X 

U t: i 1 i. z 0 n c! o 11 o v c n: c n te (3) c ( 5) do 

c L p f tu 1 o 1 , t' e ;. lt J t n 

$C ).; 1 •: Ü 1 J' ;: 1; "' ( !J.~) '} ( f J +f ) :::::) )'X > 0 
dL 

:!"<! 
• c 
'· . 

~; 

r 
,I 
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S e k 
1 
< O , o d 1 ~ c r i 111 i 11 a n L c: d o t c r! H o [ . • • ) c m ( 1 ) , c o 111 o e x p r c ~ ~; ií o 

·de g r au em &' 6 do r;igno de 

k ( f - f ) 2 - ( f + f ) [ k I. ( f + f ) - ,, k 1 c o c & ) "" - t, k 1
2 

f f 1 + ,, k 1 ( ~ 1 :1- f ) c o s 6 < o 
1 1 . ' 1 . 1 1 

S c k 
1 
> O , b u s c a 111 - s e c o n d i ç Õ l'~ s na d i s t .1 n c i a f c n t r c o s '' ll t e me n t o s 

nll frontc irn para que (1) S<.' j.l positivo . Ver lluuimovich ( B3),pp 2 96 

c 302; WojLkowski (Wl) . Se L1 E o tempo que a trajetoria est5 no ____ ., _____ _______ -- ----· ·-- ·-·· 
I c 1 r c u 1 o o s c u 1 a t r i z d c r <• d i o R 

1 
"" 1 I k 

1 
a n t c s 

(ou d ep ois) do batemcnto, ob s erve- s e na 

fig~ra 1'• · q ut~ c o s J = LJ.kl, e o estudo do 
2 

s! gno do di scriminan te a nterior c onduce 

2 ( . ) . a 2k
1 

-2ff
1

+L
1
(f

1
+ f) <O. Ou seja que 

se a tra jctori a bate em u ma componente 
• ti . 

l flg . 1~ 
·--·-~·- -···- .. . 

f o c a l i-z a d o r a , P >O se 
X 

( E) • Se j a azor a 

k ~ O, L= O 

• 7. • • 
I3 ll"'L(v, iv) ' + 2( <>< , iv)(v, 

X 
i v) onde ~ para 

k> O, .L é ;:, temp o qu e a traj c t ori a esta no c f rculo oscu1atriz ::~n-

t e s (ou depoi~) do batimento . 

Nomino-sc circula de s e micurva t ur a ao cfr~ulo que tem r ad i o mitad 

q 1.1c o circulo c s cul<1 t: riz, centro d e>ntro da s u pe r fície do bilhar , tan-

gente ~ cu1· va . 

Os a'lculo s anterior e s permitem obter 

Bxu = s2
(k 0+!:)') ( L(k

0
+e 1 )- 2cos0] e 

( f:ti: B)xu = ( s o- 1 
)

2
Ck 1+J- 1

) [ L
1 

( k
1

+J.-1 )-2 cos &] 

U:.;and o ( 3 ) c ( 5) do cap. 1., tem-se p u = 
X 

( s cr 1 
) 

2 
{ ( k 1 + ~ 1 

) (L 1 ( k 1 + & 1 
) - 2 c o ~; ó- - ( k 

1 
-- .1r' ) L ( k 

1
- ó- 1 

) - /. ( f ( k 
1

- -!-' ) -c o s 6-))} 

"' ~s<r 1 )?.[~12 CJ. 1 -L+ 2 f ) +2 k 1 -!.- 1 ( L1 + L--?f)+ki(1.
1

-L+2f)·-td,
1

cos& ) 

P n r ~ k 1 ~ O <t f o nu a (: p o~ :i L j v <1 : ; c 2 f .. L > O q li c t 111 p 11 c a q 11 <' tt s c o m-

p o n e n L: t! !.~ d .:t f 1· o n t: c l r .:t s i1 o ":; u f i. c i c n t c 111 e n t <! [;c p <l r :1 d <1 ~; " : n s com p o 11 c n t c :; 

r o c t i l í 11 c él :; o 11 cl J s p e r :; o nt s n Zi o l ê 111 i n t C' r :; c ç :1 o c o 111 o ~; c í r c- 11 J o s d c s t:> -

11d c u r v <1 t u r 11 t; c k ') O • S <' · k ~ O n :1 o [l c o n d 1 ç u o il d i c :1 o 11 .:11 . 
o o 

r a l' a k l > (, d (' v(' :; (• )' 11 ( ' t'. a t ! v o o d j : ; (')'i. ml l1 ;li) t· (! cio )1 () l i I) o nd (l d (• 

2t.i~ p,l:flu em J 1
: 

( /d., L l - 8 J. ) f ) 1·.}-l ld: l c ll r: Ó ( 1. 1 - J. + 1 t' ) "'i; i-1.1 ( ~L- /1 f ·1-l. J ·I<? f. -I.) .<. O t~ c· J. ·I L l < 2 f . 
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3. C O N D I C 6 E S N A S F R O N T E I R A S · E I:: X E N P I. O S ---- --------- --· ----

• Analisam-se aq ui, por se parado os caso n da s seç~c s D c E do copi-

tulo a nterior . 

No caso Ja • 2 . ( • fo r ma n u=f(v,iv) +2(c:><. , iv) v ,iv) 
X 

n s condições do 

t eo r ema 2 ver ificam- s e sempre s e ~(Tx) p ertenc e ~ uma co mp on en t e neu-

tra ou di s persara. S e ~(Tx) p~ rt~nce a uma componen t e foca l izadora u-

ma condiç~o suficiente p a ra es~ar nas· condiç~cs do teorema 2 i 

Neste.· caso , s e as t r a j e to r i as v e r i f i c a m 

( 2 )· L l < f , f l 

tem-se (se, por ex e mplo c 

assim (1) cumpre-se com apenas supor que os circules osculatrices de 

c a da componente [oca liz adora não cort a m outra componente . Porém o 

ângul o interior de contato de duas co mponen te s focali z adoras deve s e r 

m~i or ~ue ~ .O Sngulo de ~ontato e ntr e c ornpo~ en tes disper s aras o neu-

(ra s com f ocal iz a dor a s d e ve ser ~a i or o i gual a W .. 
Mas ( 2 ) nao verifica- s e em g er a l se os ba tcm c nto s sao numa mesma 

... . ·- ····-- ·-·· --··· _·: ... . ··- . . -- ----:·-, component e focali ~ aJora e a trajetoria é 

I 
I 
l 
I . : 

I 
I 
I 
I 
l 
·I 
I 
I 

I 
l r as an te . ( Rec ord a r que se .k (s) é monótona o 

circulo osculatriz c or ta à curva). Ent ão 

consider a -se a curvA em um entorno do ponto 
I . 
\ de ba tcrnento , par nmc L r ~zada por 

õ(A) = r(A) 'á' (O) c i /\ r(O) = O 

• .. 21· ... 3 /( f
1 

= r (A) =r(O )A+r(O)A 2+ r( O) A •+ . . . 

.. ' ... . 3 I 
f = - r (- A) = r(O)/,-r(O)A~/2+r(O)A 6+ . 

Fig. 1 !5 
I • ?. 1 L___ --------- A-·á = 1TJ2, Ll "-'2R!;('ll/, :- k(õ) CII-/\" /G+ . . ) 

(1) es cr e v e-se ~ EcnA (r(A )-r ( -·A) )<::-2r(A)r(-A). 
1 

A con d içno 

Se a c urv a G Rim 6 tr1ca, r(A ) =-r(-A); obtcm -nc a c ondiç~o s im p les 

(3) ccn A< t·( A)k( O) 
2 --

No ca s o ge r nl , usnnc1o o<. d cs cnvolv i m clll:o ~~ 



· ?. 0 

2 r ( O ) A 2 +A '• ( - ij _qJ i· i:~(_QJ ) 
kl o 3 k l 

Como r (O) ::: 2/k1 (para as rc1aç5cs cntr~ as d erivadas de r 

e as derivadas de k, v er apGndice), para A pequena te m-se 

r2(0) / 2 + r(O) 4 c... -3k _3 __ _ 
1 . k J 

3kk < 2k2 

·S u s t i t u e n d o p 9 r a s d c r i v n c.l a s r c s p e i t o a · s 

(4) 2 d 2 c R. 1 1 3 ) > .
0 

. 
3kk "< '•k' ~ 

onde R=l/k 6 o r adi o de curvatura. 

·Observe-se ,qu e (3) é um a condição vál i da em um ponto, P.a ra as 

t r a j ç to r i as q u c vem de q u a 1 que r ponto da m C·S ma c o m p'b n c n te f o c a 1 i z a do-

ra, mas sendo (1) uma c ondição aberta, sua · valid a dc é em aleum entor-

no do ponto parn t:rajetor ias compridas (cf.(2)). Emq uanto (4) é uma 

con d i ção abe rt a valida 4 
em cur va s C , ID.:lS s ó garante a po sitiv itl<td e 

de· P · . x para trajet o ria s pe rtas da tan ge nte que é a situação mais 

dificil de elucid a r. Ass i m, curvas que verific a m com simult a n e idade 

,, 
as c oridiç3as (3) e (4) d a m f a míl i as C . aber ta~ que cump re m (1) para 

batime ntos sucesf. i v as n a me s ma co mponent e focal iz adora . 

r(A) ::: A, - A0 < A < Ao> O, que t em 

e v e r i f ica (3) 2 (4). 

- (03-40 - ------ ' 
co ?.+1)3 

No 

k"(A)= 3 04+1707. - 4 
(02+1 ) 9/2 

da fie 16 caso d a cljp:.e 

2a 2 ht g 11 
r (A):: ----.--....------

2 2 2 
-~<A( _Tf_ 

(b +a tg A)co B A 2 2 

k (o) ""-b--:-
2 

c 3 condiçio (3) c cquivalcntr 

a 

ti c c ao eixo ~alor . Se nco ra purum e triza-se 

a c 1 i p ~~ ~ n ll f o r 11! <1 11 !; u a 1 x "" él c o s t y :: In; C' n t . 



o~ 

.' ' , . .. ..• 
f' 

c <,:nt 
I 

J 

rc::;1.d.· t.u k ( t )•= nb ·-- , 
DJ/2 

21 

C Rl/:1 
1 

d 2;~_l/3 · 2 2· 2 L, 2 1, . 2 2 2 2 (u - - b- )( \.J cos t-a scn t+(b -a ) s e~ tc o s t ) 
.c2 

2 ds 

"' 
D2 

Cj co nstant e s reai s 2 2 2 2 
D a o s e u t + b co s t 

As sim (4) cu mp r e -se p a ra b 2 > a 2 se b 2 ~(b 2 ·1a 2 )sen 2 t·<, O ou 

2 b
2 

seja s en t) qu e c orrc sp oncle, 
b2+a 2 

no prim c i~o quadr a nte, a parte da curva 

F ig. 17 
I 

j 

s ob r e ma r c a cl a na f i.B . 16. 

E s t as c o n si de r a ç Õ c s p e. r n. :l ·t e n c o n s t r ui r 

bilha r es' c om rcg!ao de Pesin ele med id a u rr. , 

como na figu~a 17, ond e s ~arte curva é do 

tipo do s exemplos ante r iores . 

(B). Se Bxu = L(~,i \·) 2 + 2(~,iv) ( v,iv), c ondiçÕes suficien t es pélra 

q ue s eja va l ido o teorema · 2 f dr e m d a d ~ ~ pu ra os casos de co mpone nt es 

n eu tras c d ispersaras. No . cnso fo ca li z ad or u condiç~o 

(5) L+L1<.2f é v erif ic ad é1 quand o o s ha t im citto s são .e nlr c componentes 

nio neutr as di st i n téls (k0 , k 1 ~ o ) s e os circulas de scmicu rv a tur a 

(V 

sa o disjunto s . 

QuAn do os ba ti me ntos sn o em u ma mesma com p o nente fo c aliza d o r a . 

~ ( s ) ll c o n d i c; a o ( 5 ) 6 c q u i v a 1 c n t c ( ( i·ll ) , T 11 e o r . 3 ) a 

(6) 2k ' 2< kk " P. 

Efetivamente, se o sistema de c oordenada s Oxy ~ como na fig . 18 (a 
. _:.__ · ___ - ------,--- -·- - -----

I 
I ,. 
I 
I rig . 1a 

l 
I 
•i 

I . 
I 
I 

' I L_··--··--·._ .. ____ ._ ...... . .. ... ·--·-- · - -- j 

t e m y(s) ~O e cc A é o Jll!julo do eixo 

Ox com ~ '( s) :~ (,...os A , scn A) 

lsl ·· jsl !si f= x ' ( s ) d $ = co ~Afl~:-: _d e ~~ A 

s s s o o o 

H( s ) d~:=-: 

d~ 
-cl!;"' 
dA 

/ 



') ') ..... 

"" R ( s .l ) s c nA ( .r, 
1 

) - ·R ( :..; ) :; c nA ( :> ) - ~ !> ~- s r~ u A ( !j ) i<. ' ( (.; ) d s 
. . o o ) 

. . . I S , 

o 

Nas A(s )+0 
o 

l Í = 
2

, A(s ) --.~ 
1 

f:• ( T ·' · "J ) .. '"1 . ... . 
J 1 s 1 

-2_ - J ··. s ::! n A ( :> ) R ' ( s ) cl s 

.... 
"' O. 

f ·- L+Ll 
2 I 

s 1 
- .. -y ' ~s)R'(s)ds:o: 

"' .o 

I G 
a - y ( s ) R ' ( s · ) + y ( s ) R ' ( s ) + i _1 

y ( s ) ~t ' . ( s ) c1 s "' 
1 1 o o ~ 

s o 

( sl ( )R " ( )d A • n"( !=: .) , (') ~?C '~L· ..~..-
0 'J S S. S , aS S ~ ffi , S e LI. - -.., ·• :=;1 ·• n • • • }J )_ • 

ls 
o 

Inversam e n t e, se R"($) > o !? í! ;: a algu!.J r; ) s ~· : :· s 
o' 

mente perto s de s • Tem·- se 2f < L-1-T 
t . '1 . 

. "' 

(. 

!; .l 

A expressao ·( 6 ) tem él. v nntns;em d~ $C:~ f> i c I)~ 1 '-~ ... f: u ...... . 

suficiente-

E verif icad a por 

q u a lquer arco de epicicloide , hipoci~loide ~ ~ i clo idc. Em pa r ticu l a r 

po r a ca r dio ~J e ~(A ) ;!+cos A • 

... No c aso da elipse x =8: cor.t, 

R " (c) 
2 2 . 

~ J (a - b ) CJS 2t <O 
'} ') 

quando b .. > :"''· sccor.2t>O 

nl f 2 o IJ 3 Tf I '• < t < 5 ·f\ I 4 

que 6 uma par te da eli ps e disjunt~ c om a jn~ic~da na ~ cç~o an t erior . 

(C). Em luear de T po'd c-s c consid er a r. a tr a :l Cf 0 ":'ma ç uo S : ll ~H • 
o o 

H0 é o co njun t:o dos X"'(q, v) E li ta is ~uc t! C: (X\ of'dc (}Q:t é uma 

c o tu p o n c n t ..! n ã o ·n c u t r a ( k i = O ) d e Q ; S x ,..._ y o 1 ~. c v = ·:·.' 1-: >: c o D k m í n i nt o 

t a. 1 que Tkx €. t.J
0

• Is~. o tem r .r..J • t I t . t r. - ~ • s c n : .c ._, o ~~ c q u é.1 s 1 o c <. · ;: a J c: · o J.. a p a s s a 

por H 
o e m tempo f in i to q u c é um a h i 1' o t ,_. ~. c: <l d i c :tonal v t' 1· i f i cada c m 

t o d o s o s · c x C' m p 1 o s s i m 9 1 c s q u c i n t e r. c s a m . A ~ r; :L ::~ , r. tl p o n d o q u e f é à 

d is tanc ia e ntre o G bate mcn tos em du as com r oncntcs niio nc utré.t S , ir,nc -

r a n d o o s b a t c m e n t o s c m c o m p o n c n t c s r e c t :l l í ri c a s , a c c o n <l i ç õ c !õ ( 1) c 

, 
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r·--------· -.-____ .. -- ------l ( 5 ) p a t:- c c<~ m f; e~ ui r :; v n do :; lJ f i c i c n t c s p ;t r~~ 

qu~ o::; b J.lha rcs tenll::tm região de Pcsin tlo 

m c d i c1 a u m • H n ::; .:1 g o r a p o d e m -- s c j u n t .1 r u m .:.1 

c omponente foc a lizoJor 3 com u ma n eut ra com 

aneulo interior mai~H- que Tf/2. Esta condi -

ç~o 6 ne ccs s3t:-ia p ara ev itar que S trnn~fo r 
. .Fig. 19 _j 

.~-----·--··---... ·--~-.. --. ·---- 1n e· p o 1:1 t o s cl c .u m .:l c o m p o n c n l c f o c .:t 1 1 z a d o r ~~ c m 

I 
pontos ccrc.::tno s da mcsm<1 componente a pós bntcr núma componente ncu-

tra. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I .. ... ·- . ,. . 

I 
I 
I 
I 
I 



C O N C L U S O E S Nc!3te trnbalho clcmon ctr3-sc a cxistcnci:l de 

d O i. S t i p O ~ d C b Í l h ~~ r. C !I C ü Ul 1" C g i nO d C p e S i. n d C !li e d i. d O U IH 1 C O OI C O 11 d i-

ç õ c s a b c r t a s n a s c ~~ r v a t u r a s o q u c p e r m i t e -::- c .3 1 i z a r p e q u C! n a s m o d i f i -

CélÇÕC S C manter a~; propriedades Cr[;ÓdiCéiS . 

? 
As componcnt0S c~ da fronteirn podem ser d e qualquer forma, com 

as seguintes condiçüe·s sufici ent es adicionalc~~ (uâ'o obt:Je atoriamcn te 

necessárias ). 

1 . No caso A des te ca pitu lo os c omp onente~ focalizéldoras cumprem ( 1 ) 

(com as obscrva ç5es das express~es ( 3 ) c O
,, 
•' tipos de curva 

c4 q ue sirvcm) , o~ circules oscula~riccs das c om ponente s f ocal{za -

dor. os não " têm in r.: erseçilo co m outras comp onentes 
~ 

na o ad jacentes, as 

c·o m p o n e n t c s foca l iza do ras formam iingul o interior >1"f 
' comp o nentes f o-

I 

c n J. i z a d o r a s e d i spersaras formam .ângulo interior ~iT; c ompo ne ntes f o-

calizadoras e neutras suf ici e nt cm~nte c ompr i das formam ~ng u lo in te -

ri o r > ll/?.. 

2 . No c.?.so ll, 4 
as componentes focal i zadoras C _ cumprem (6), os ci r-

c.u 1 o s d e !:: c m i c u r v a t u r a d c c o m p o n c n t e s f o c a l i z <1 d o r a s sã o d i s j u n t c s , a s 

componentes c.om k~ o nno co rtam os cfrc ulo s el e scmic urv a tura das c om-

~oncntes foc~lizador3s; as condiç~cs para com~onentcs él dj a c cn tcs 

as me sma s CjlÍC' em 1 . 

Os l>illl<.lrc_. do Lip o 2 r,;?ío o!; csttiCJ<,cJo~ por \loj tk O\,.sk), nws o ;.Hn-

p 1 i t u d e d tJ c 1 <1 ~. :; c 1 d c m o 11 s L r a q u c s u 0 c u n j e t u r a d c q u c · " t i p i c a 11 y " a 

co ndi ção ( G) "é; em alcuru sentido um a c ondiç~o ~eccss5ria 
...., 

parn a Tli1ü 

anu.lação dos C>:pOC I\ l(;S de I.i.:l p unov" nno l! ccrt.;t . 



A P E i'/ D I C E 

. 
k(O) 

k(O) 

d !;= 

2 d s 

dA 2 

. 
k(O) 

- iA c<.::: o< (A)"'r(A)c 
r(O)==O 

d c r. i v a d i1 1· c s p c l t o o o â n g u 1 o A 

2 ·2 '3/2 -( r +r ) 

• 3 •• 
-3 r (O)r(O) 

• 5 ·r (O ) 

kCOl { skcoJ = 
: 8 k 3 (0) 

v ? • ? r-(A)+r - (A) 

. ... 
r r + J:: t• 

(r.2+;2) l /2 

= 3~<..?~ 

k(O) 

dA 

> 

.2:..0.. + 

k/. (0) 

et:\ 

i·(O) . :: 2 

k(O) 

r: co) c 
fi!~( O) 

' 3k: 2 co ) 

16k
2

CO)) 
.. 

==:> ·r. ( o ) ,.:~~-Ql 
L; ? 

k (o ) . k"-(O) 

.!\.=0, k > o, ds i-( o) = 
dA 

A~= O, k> o 2 
CU\ c! s 

. 2 
dA 

.. 
k (o) ·-

4 k " (O) 

a 
21~ 2 (0) 7. + -- --- -

k(O) k 3 (0) 

~-0( o) 
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A N F. X O 

A s d c t:l o ! I ~ t r a ç õ L! s d o s d o 1 5 J. c lll él s :; c g u i n t c s e s t ã o s u e e t• i -

das em (L3) . 

L e m a 1 S c j a m : f : H -~ H C r - d i f c o mo r f i $ 111 o 1 r 3- 1 ; v rn e d i d a i n v o r i n n t c 

s o h f 1° H= H 1" K I l' i d d I d . y 2 " a1 var c a c compactn te . ~mensao ; v(K)=O; 

E : Tll
1

- ,.R umn f orm a quad rática limitada em Tll continua c 1 I 

n ão d c e c n c r <.1 d a c m T ll ta 1 q li ,C P ~ ( f~B-n ) 6 definida posi-
:x: )C 

ti.v a para t od o xE H . 

Ent.:lo \)-q.t.x · H 

S"' {u E- T H:B((fn) ' u)<:. O , 
X X 

n ::;. .O\ 

U X = ~ u E- T x li : 13 ( (f n) 1 u) > O 1 n ~ o) 

são subespaços lineares unidimensionais de T H que depen dem 
, X 

continu ame nte de x, e 

P r ova: Para n>O , s e ja Co mo 

-1 
l' > O Jj f n - 1 ( . ) ( (f ) ' t,· ) < 13 f n ( . ) '" n <. O e él r 1 i c ~~ n d o i s s o >: ' >... n _ x t 

-n -n 
m C· s m o . r c i t 0 r a ê a m e n t: c 13 ( ( f ) 1 t.J ) < O . H a s ( f · ) 1 1-1 t c m p a r c i a 1 
. x · n n 

convcreen tc a lv E T li com ( f 11 j_)'.w converge nte a (f 0
i)'wc:> 

ro x n
1 

Se 13((fN) 'H00 ) 3 O para a l g um N?. O serf.:1 B((f 11 j)''"ro ) >O p<HR 

n . > N e a m c• s m a ·J e s i g u a 1 d n cl c s c r ). a v il l i. d a p a r a o s H d e a l g u m c n t o r 
.) 

no de ( f n j) 1 H
00

; abs ur do . Assim B((fn ) 1 1·1= ) <(. O 

() m c s m o é v a 1 i d o n a r a o s m ú 1 t i !l J. o s d c vl c v 
. . n pois 

H00 E S . x . 
\2 

B (~v) = /\ B(v) ; 

por tunto S conter:! u m subespaço 
X 

1-clj u1ensi-Jnal . Idem pa ra U . 
X 

Sejam i1(:0l"él u,v E S vetores 
X 

1. i . c D C 11 compac to to 1 q uc 

para Utnél s c· q i. i ê n c i a Cl.'Cf.CC.~nle D existe JHl r ;1 

q . t . x<:- ll poj:. se L C F 
"1' abe r t o, KC L, 0( L)> O, vCly Ell : f 11 (y)E H' .. L 

p <tl.'n j_ u finiL<·~~ n -:;. o)J ''" l.l(ll'-.L) 'p elo teOJ'('tn.:1 d0 rccorrG ncia ele Poincn-· 

r(: • . 

Ent';J' o \l :i rn l1Cf
11

k ) 'u ll =0 . \ _,,0 E f c t i v ;,t m (: 1 t 1 t' c o m n P > O c x i !> t c m b . ..:: 

por 0er D COIJl{)i!CtO 



. 27 

b, c p od C'rn !; er ·e !;colhidos de tal modo que <t relaç'no a nt 0. rlor $Cja v2-

n k 
1. ida p a 1.· .:1 w:: ( f ) ' u , u G 'f I I y::: 

y 

n c c f m ) ' u ) - n c li ) == :~ ~~: ~ P c c f i ) ' u ) ~ 

nN~m-l 6 n N+l e se \l(fnk) ' ull --;;4 p.:1 ra 

m-;. ·HX> , u ma c o n t r a d i c; ã o . Idem par.:1 v. D.:ti scg 1.1e q u e 
ll 

( l ) 1 :L m jl(f k)'(À u + ;-~;.v) 11 
k___.,·H.O = o >J· ' E . 1'1 ' ;~ R. 

Isto implica 8 (( f 0 )'( Àu +pv ) ) < O j.l.:ll.'il t o do n ~O po i s s e exi ste um 

1\ . 
c o m lJ ( ( '[ ) 1 (À li +/\v) ) ~ O t cru - :; c par a n k ~ N 

nk N · · 
B~( f · )'(Àu+fv ))"> B((f ) ' (À.u+)'\v) ) ~ o ·, uma 

. ...... 
c o n t r a d i ç :1 o com ( 1 ) . 

l-las então, todo o subc sp~ço g er a do por u , v cstarí<:! em S 
X 

S =T H · nbs'u rd o. O que im pl i c a qu e S x e U:x são unidl. ntcnsionnis. >: • X > 

Como f fa z cre sc er os va l or e s d e 8, tem- se que s ·ou ={o t 
X X X I • 

Pnra d c du cir a conti n u idade d e S x respeito a x , seja u
0

E S 

N 

u n~ u e Txl!. Pela continuidade de B e a po~i.tev id a d~ de P (mesmo s 

a rgumentos que p ar a · \.J= ) r c!> u 1 ta 

No l e ma segui n te n cc c s sita-sç u s ar o t eo r em a mu lt i pl i cativo ergõ-

dico de Os 0d el ec que assegu ra a cx is tEncja do s expoentes de Liapunov 

C do s e S pL! Ç O !> prÓp ri os 1) - q . t. ponto ; pOl.' isso apnrc c c a cond_içno en 

lo g \\ f ' x \\ que é em r e alid :1c! c uma rcstri ç?í o do comp o rt.:tmcnto d e f 

pert o de K . 

Le ma 2 

Pr o v a 

o nde + J O(; S " I!HlX t 0 , log!> ) . EntJo, s c. J~ ô :1 r e c i 3' o' d c r c si n 

p a r i'l f , !) ( i\ ) = l e os c s p a ç os p r o p r i os d c f c m x s 2 o U x , S x . 

S C\ j «m U , S c o m o n o 1 c n. a a n t c r i o r r<' r n t o d o x E ll c D C ll 
X X 

compaci.o . r x i ! : L c <1 > O t a 1 q u c P ( u ) > n B ( t1 ) p a r a t o d o u ~ U 
X 

xE D po :l !> c <l [; o c C• n L r n r j o , x , t' x j s ti r :L a un, [lu 11 = l 
ll 

c ou: 

c pn rn um p o n to de ncumulaçio u de u · re!:ul -n-

t n t ' J: :t 1' ( u ) =- O ; <.t b ~~ u r c! o . /\ c o 1~1 p n c i <l a d c <I s s c g u r :r q u c a s c r v c V :x E )) . 

1' o 1·l: 1n B ( i 1 
( u ) ) " n ( t1 ) + l' ( u ) > ( 1 + <J ) B u e 

llk 
;,c f: ( >:)E D p i.l r:a um Lt r;c -

q i.i ê u t. i :t c 1· e $ c c n L e { n k) · r c ~: u J. t n 

l'1 k ·l · l · n 1. n +1 
}J ( ( f ) I ti ) > ( ] ·l :! ) J;, ( ( f ' ) I li ) > ( J + .:1 ) H ( ( f l; - J. ) I ll ) > 

> ( .l + /) ) 2 lJ ( f I) k -- J ) ' ) 
\f • • 

I· 
>(.l+n)' B(u) 



213 . 

(O p o ~;~o c m q u c o f a L o r ( l ·I a ) n ir o mu d <t d L! c x p o c n t c p o d c r f a n 3" o· c x i s
N 

te ,. se nk-nk--l""'l ) . A~!;im B((f
11

) 'u) > (l+a) 
0
B(u) ' onde 

Nn "'card { j : fj(>,)E D, O :f: :\ ~ n.:..l) ~ n . 

Por ser l3 limi tada exi:-te b> O tal que lll(w)! ~ b !\HI\2 4\vE TH 
N 

11 l 11 n 112 J n (b = max t I B(u) l \l u :=J. 1 ). Por tanto (f: )'u ~b(l+o) B(u) 

par::t todo n ~O <2 , em conscyilôn c ia, como ( ~(bu. ) ) J./n --1 j 111 1 ' 

(2) l im 1 .log 1\(fn) 'ui\ 
. 11 

l . . N. 
~ _:._J.og (l+a)~ __.!} 

2 n 

Ent5o, cc., .l siclc.:r.:lndo <1 funçã o cnractct:Í!>Lica x
0 

c aplican do o 

t e o r c nw cj e n i 1: k h o I f- K h i n c h in , r e s u 1 to .q 11 e c x,i s te tl - q . t . p o nto 

lJ com 

.· 1 n-1 j 
:::: l 1 tu -- ~ . O X D ( f ( ">: ) ) 

n - J = 
N ·c y) 

"" J.im n · c como 

n-.. +o_, n -> +c:> n 

t emo~~ qu e. 

,, (-lJ· ) .... ·' ( 1)) . o , v <. l v '/ v . p o l. s :=.. .\, D "' 

N., (:':) 
l i til .......1.---·· é 

n 

, 
positivo em 

As o ra, s e v~~v 1+v 2 , vi G Ei(x ) e ~:p a ços pr óv rí o s de f no ponto 

t cgula r x, associndo n expocn~c \i(x) ,À1 (x)> ~2 (x) (Ver Cap 2 . 8), 

J.im ~lo g !l(f 11 ) ' vll lim ~lor:, 2\\(fn)'v 1!í::.~ À
1

(x) . 

n -~ -!-~).:> 

Desta in equélç'iio c(?.) deducc-sc que o m<tjor e :xpo cnt.c de Liapunv v é 

positivo em D . Con'o D pode: ser t onté.tdo de t11cdida t3'6 p r o xima a 1 é omo 

se quiser, rc su ltn que o mnior ex p oe nte de Liapunov 6 positivo p a r a 

um conj u nt:o de medi d a 1 . O mesmo . ~ . 
r<lCl. OC:L OJ.O é v a 1 ü l o par<~ rl cm onstr -1r 

a n c r; .:-t t. i v j d a .: ~· cl o 1:1 c n o r c >: p o c n t c d e L i n p u n o,. O --: q . t: • p • 

de T H S coi ncide com a r esu ltant e 
X X 

ela defi. n i.c;i'ío do :; c' x pocn!e ~ de L i ~tputto v p os.i. Li vo c Hcgat jv o, rcspcct i-

vamcntc , pois ~ (: \. r.: ); ('" ) 
' 1;:: ~ 2 .. 

l i m I .J O!j 1\( f li) I \·! li" o 
n 

· n n 
l.i.m lo e, li (f ) ' "'' 11 -· --oo =i 1 im ll(f ) ' \·.rll "'Ü 

n-~ +co l i -I> ·I· o:> !1 -~ ·I· <.10 
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