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ABSTRACT 

Th e inverse of Drazin is developed for rings and 

then restricl to the case o f equare matrices over complex 

ficld and over finite fields or congruencc rings . Applic~ 

tions to singular differe ntial and diference equation and 

cryptography are considered in this wo rk . 



RESUMO 

A inversa de Drazin é apre s entada, sendo primei

ramente estudada sobre anéis comutativos e após , est a no

ção é particularizada para o caso de matrizes quadradas 

definidas sobre o corpo dos complexos e sobre os anéis 

Zt. Também são vistas aplicaç6es da inver sa de Dra zin e m 

Equaç6es Diferenciais e em D iferenciaç~o Matriciais com 

coeficientes sin gulares e em Criptografia . 
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INTRODUÇÃO: 

No capítulo I, "A inversa de Drazin, em anéis", 

a inversa de Drazin é apresentada e é feito um estudo de 

suas proprie dades em um anel qualquer, como sua uni cidade 

quando existir . 

Além disto , é feita uma rápida comparaçao com a 

n-regularidade de Azumaya. 

No c a pítulo II, "A i nversa matricial d e Draz in ", 

a noçao de inversa de Drazin e particularizad a para o 

anel das ma~r i zes quadr a das n x n definidas sobre o cor-

po dos complexos. Para e s te anel , é ga rantida a existên-

cia da inversa de Dr az i n para qualquer elemento A, isto é , 

existe uma ~nica matriz A0 tal que: 

AD A = A AD 

AD A AD = AD 

Am+ 1 AD = Am 
I para algum m > o 

No capítulo III, "A i nver s a matricial de Drazin 

em coroas e anéis finitos", c feita uma extensão do es-

tudo da inversa de Dra z in para corpos e a néi s fini tos , vi

san do apllcaç6es em crip tografia . 

Nos capítu l os IV e IV são feitas aplicaç6es da 

inversa de Drazin em sistemas de equaç6es diferenciais ma

tr iciais, cod i f i c aç ão e decodificação criptográf ica . 



CAPITULO I 
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I - INVERSAS DE DRAZIN EM ANEIS 

I. I - INTRODUÇÃO 

'' As Gnicas álgebra s c o m divisão sobre o corpo 

dos n6meros reais sao a me nos de isomorfismos, o próprio 

corpo dos números rea is, o corpo dos números complexos e 

os quartenio s reais" (1) . 

Este clássico t eorema de Frobenius , e sta belece 

que não existe outro sistema hipercomplexo al~m dos re-

ais e dos complexos, que possua simultaneamente as propri~ 

dade s de comutatividade e inversibilida de d e elementos nao 

nulos . Pa r a exemplificar este problema , basta tomar o ca -

so do conjunto Mn (conjunto de todas as matrizes quadradas 

nxn definidas sobre o corpo dos complexos); Em geral, ne~ 

te Sistema temos que AB f. BA, um elemento na o nulo pode 

nao possuir i nverso multiplicativo e al~m disto, pode ocor 

rer que existam A , n elementos nao nulos de Mn tais que 

A B = O mesmo que B A f O. 

Muitos problemas inter essantes recaem e m equa -

çoes do tipo Ax ' + Bx = f , com A,B E Mn, portanto e neces-

sário que sua solução possa ser encontrada , mesmo - 1 que A 

nao exista. Para tanto, iremos desenvolver um e s tud o so-

bre a inversa de Drazin , que possibilitará resolver muitos 

problemas no caso d e ma t r izes s ingulare s. 
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1,2 PROPRIEDADES E DE FINI CÕES: 
J 

A segui r, introduziremos o conceito de inversa 

de Drazin (3), propriedades relativas a unicidade e rela-

çoes com a n - regularidade de Azumaya (2) . 

DE F I N I CAO I I 2 I 1 

Dado um anel as s ociativo R e x E R e ntio , x po ~ 

sui inversa de Draz i n em R, se existe c c R, tal que : 

i ) ex = XC 

i i) rn m+l 
X - X c a l gum m c JN* 

iii) 2 
c -- c X 

TEOREMA l .2 .1 

Se ja R um anel a ssociativo . Se x E R, entâo x 

possui no mã ximo uma inversa de Drazin , e al~m disto, se 

esta inversa d e Drazin existe, ela comuta com todos os e -

lementos que comutam com x. 

PROVA: 

Sejam R anel assoc i at ivo e x c R. Vamo s s u por 

que c 1 , c 2 seJam duas invers~s ds Drazin de x . 

Assim t ernos : 

Ex is t.cm m L IN* , n c m* tais L!Ue: 

m m+l 2 c
1

x = xc
1 

X X cl cl :::; c l X 

n xn+lc 2 c 2x = xc 2 X = c = c2 X 
2 2 

Vamos supor quo m > n assim 3 r E 1N * tal que 

m = r + n 



A) cl 

B) 
c l 

c 2 
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E assim : 

m+l = x c
1 

= m r+n 
X = X 

r+n+l 

r = X 
n 

X 

m+l = xr xn+l c 
2 ·- X C 

2 
= x c

2 

Isto e : 

m+l m = X 
m+l c X 

= 

= 

= X 2 

Por outro lado : 

2 2 
cl X = xc1 

2 2 
c 2 X = x c

2 

Vamo~ agora mo strar que c. 
1. 

n+l n = c. X I 
1. 

= 

n s JN. 

u sando i ndução t emos : 

C) 

par a k = 1 

2 
c = c. x por B 

i 1. 

v a mos s upor válido para n < k, n s m 

Vamos provar que vale para n = k + 1 

(k+l)+l (k+l) k 2 k k k 
C . X = C. C. X X = C. C. X = 

1. l 1. 1. 1. 

k+l k 
C . X = C . 

1. l 

pela hipótese de indução ; e e m particul ar obterros : 

m 
X 

Ass i m, por A e C 

X C = 
2 

Assim p r ovamos que x E R possui no máx imo uma 

inversa de Drazin. Vamos supor agora que : 

x E E ] c E R, c i nversa de Dra z in de x 
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Se ja y e R tq. xy = yx 

Ass j_m: 

rn m (xm+l c) __ c xm+l m c x y = cyx = c y yc = x y c 

de onde por induç~o obtemos : 

e portanto: 

m+l m m m+l cy=c x y=x yc 
m m+l yx c = 

m+l m = y c x = yc 

= 

C . Q. D. 

Este teorema nos d~z que a i nversa de Drazin, se 

d existe é única e por tanto podemos notá- la por x 

disto quando x e inversível temos que x-l = à 
X r 

satisfaz i , ii, iii exi gidos pela definiçâo 1 . 

COROLÁRIO 1.2.1.1 

po is 

Além 

- 1 
X 

Se x
1

, x
2

, ... 

c iativo R, tais que xf, 
.. j sao elemen t os de um anel asso-

d d 
X2 f • • • I Xj 

(s , t = 1 ,2 , . . . j e s ;f t) , então : 

PRO VA : 

possui i nve rsa de Drazin, com : 

d 
X. 

J 

Sem perda de generalidade, suponhamos j = 2 . 

Seja x1 = u e x 2 = v , com u . v = O v . u 



mos que 
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Isto c u e v comutam; Assim pelo teorema 1 t e -

u , u d v, v d comutam . 

i) (u d + vd) (u + v) udu + d 
+ d + 

d 
= u v v u v v 

d + d + d d = u u v u uv + v v 

(u v) (u d d 
= + + v ) 

ii) 
d 2 d d d d d 2 = ( (u ) + u v + v u + (v ) ) (u+v) 

= (ud) 2 u + (vd) 2 v= u +v 

iii) Escolhendo m suficie ntemente grande temo sque : 

Logo: 

m m+l d m m+l d 
u = u u e v = v v 

d 
u + 

m+l 
v d 

v = um + vm = (u+v)m 

Assim vemos que (ud + vd) satisfaz a s p r oprieda-

des da definição 1 para o elemento u + v E R; assim pela 

unicidade da inversa de Drazin, q uando existe ternos 

DEF INICAO I .2.2 
) 

Chamamos de "índice de x" e notamos por 

ao menor i nleiro positivo ttil q ue rn m+l 
X = X 

d 
X 

que : 

C . Q. D. 

ind(x) 

OBS : Convenciona-se q~e quando a inversa de Drazin de um 
elemento x E R nao existe, entâo ind(x) = ~. 



1 3 

TEOREMA l .2 .2 

Se j a X E: R, a nel ass ociat ivo t a l que X 
d e xista, 

seja k E: JN* e ntã o " "-
k 

(xk) d possui inversa de Drazin = 

(xd)k e ind(xk) == q e: JN *I tal que o < kq - ind(x) < k . -

PROVA: 

Por i ) d a def inição l e indução ternos q ue: 

k ( d )k - ( d)k k X X - X X 

Tamb~m po r indução, por ii ) e ii i) da definição 

1 respectivamente t ernos que : 

d d . 1 . 
x = (x )J + xJ, para j = 1, 2 , . .. 

Logo , corno ko ~ ind (x) ternos 

(xd)k kq - ind(x) ind( x) = X X 

kq - ind(x) i nd(x ) +k (xd) k = X X 

== (xk)q+l (xd) k 

e 

e 

ind(x ) < q . 

Finalmente , se ind(xk) < q teriamos : 

e por t anto 

xk(q-1) = xkq + (k-1) - (k - 1 ) (xd) k = 

= xk(q-1 )+1 (xk- 1 (xd)k) = xk(q- l)+l xd 



14 

isto é , pela definição de ind(x) t e ría mos que: 

k (q - 1) ~ ind(x) 

o que c ontradiria nossa definição de q . 

C.Q. D. 

TEOREMA l .2 .3 

Dado um elemento x de um anel associativo, e n 

t ã o se x pos sui inve rsa de Dra zin xd, temos que xd também 

possui inversa de Drazin (xd)d , e ind(xd ) = 1 , logo (xd}d= 

2 d 
X X . 

PROVA! 

Seja x € R a nel , tq xd e xista. 

Seja f 
2 d = X X 

Vamos mostrar que f 
d d = (X ) • 

i) xdf d 2 d d d 2 d d f d = X X X = X X X X =X X X = X 

i i) f 
2 d x 2 (xd)2 2 d d d 2 = X X = X = X X X X = f x(x ) x 

2 d d = f 2 xd = f X X X 

iii) (xd) 2 f= (xd) 2 x 2 xd = (xd) 2 x x xd = 

d d d 2 d = X X ~ = (X ) X = X 

logo: 

(xd)m = (xd ) m- 1 xd = (xd)m-1 (xd)2 f= 

= (xd) m+l f 
logo t emo s pelas definiç6es 

f = (xd)d e ind (xd) = 1 

para m > 1 
1 e 2 que : -

C . Q.D. 
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COROLÁRIO !.2.3.1 

Dado um elemento x de um anel associ a t ivo R, en-

- d)d d tao (x = x se e somente se x possui inversa e Drazin e 

ind(x) = l, nes te caso , para y e R ; xy = yx se e s omente 

d d se x y = yx 

PROVA: 

Se (xd) d = x pelo teorema anterior temos 

ind((xd)d) = l e portanto ind(x) = 1. 

Vamos supor que xd existe e que ind(x) = 1 dai 

como : 

2 d x = x x , pelo teorema anterior temos 

d d 2 d 
(X ) = f = X X = X 

C.Q . D. 

COROLÁRIO 1,2,3 .2 

Dado um elemento x E R anel associativo tal q ue 

e xista , e ntão k 
X ' pa r a k e JN e k > ind (x) . 

PROVA : 

Seja x E R tal que xd exista. 

Pelo teorema 1,2,2 temos q ue e x i s te (xk)d = (xd) k, 

a ssim pelo t e o rema 1,2,3 ind((xk)d) = 1 e po rtanto pelo co 

rolário 2,2,3,1 temos q ue ((xk) d )d = xk . 

C.Q.D. 
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COROLÁRIO I ,2 ,3.3 

Dado x e: R anel a s sociativo , tal que xd exista 

então 
d = X 

PROVA: 

Pelo teorema 1 . 2.3, como xd e xiste, t emos que 

(xd) d existe e ind(xd) = 1 assim pel o corolário 

( (xd) d) d :;:; xd 

1.2 . 3 . 1 

C.Q.D . 

Agora faremos um breve estudo sobre TI - regular~ 

dade seguindo Azumaya (2) e assim mo s t raremos que a n - re 

gu larida d e à direita implica na exi stência da i nversa de 

Dr azin . 

DEF! NI CAO I ,2 .3 
J 

Seja R um ane l a ssociativo , dizemos que x € R, e 

f ortemente 'ir - regular em R s e e xistem a € R, b c R e 

p c JN * ' q e: JN* t a is que : 

1) 
p 

X = X 
P+l a 

2) xq :;:; bxq+l 
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TEOREMA I .2 .4 

Dado um elemento x E R anel associativo, então 

xd existe se e somente se x é fortemente TI - r egular . 

PROVA: 

Vamos supor que d 
X existe ; assim para qualquer 

m > ind(x) t emos : 

m rn+l d 
X == X X e d 

X X == X X 
d 

logo: 

Existem a :: b = X e p = q = rn tais que 

P P+l 
X == X q e 

Vamos supor agor a que x e fortemente TI - regular, 

assim existem a , b c R e p , q E: JN * t ai s que : 

= X 
P+l . a e 

seja rn = rnax (p I q) e c = X 
rn a rn+l 

daí : 

rn+l ffi bx rn+l 
X a = X = 

e 

m rn+l m x .a = b . x . a = bx 

ass im por indução t ernos que 

para k = 1,2, . . . 

escolhendo c rn m+l = x a 
rn+l rn = b x temos as 

priedades : 

i) rn rn+l rn+l rn rn rn brn XC = X X a = X a a = X a :: 

== bm+l X 
rn+l = brn-+l rn 

X X = c X 

pro-

rn 
X = 
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ii) Por induçã o temos que 

xm+k ak ::= xm 

iii ) Por i e ii acima: 

2 m+l m+l m+l m+l c m = cxc = ex a = x c a = 

m m+l = x a ::= c 

Assim pela definição 1 . 2.1 e pelo t eorema 1.2.1 

d 
temos que c = x 

C . Q. D. 

Pela p rov a do t eor ema anterior temos que ind (x) 

< max (p 1 q) 1 al~m disto tamb~m e f~cil mostrar que ind(x ) 

< min (p , q) 1 pois se p < q temos que : 

as si.m 1 

Para maiores informações sobre TI - r e gularidade , 

ver Azumaya (2) . 

CORO LÁRIO 1.2. 4 ,1 

Seja R uma álgebra de dimensão f inita . Então pa 

d d . d d 1 r a um a o x E R, ex1s te x e x pertence a uma s uba ge -

bra gerada por x . 
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PROVA: 

Seja k = dirn(R), desta forma temos que 

tes, dai, para j < k+l, xj pode ser escrito corno urna com 

- 1 d j+l j+2 binaçao inear o x , x , . .. , 

k+l 
E 

i =j+l 

i 
a. x 

l 
= 

k- j 
~ 

i==O 

isto e : 

j+l 
X 

Assim x é forte mente n - regular com a = b na 

definição de fortemente n - regular c orno um polinômio em 

x e assim pelo teorema 1 . 2.4 xd existe . 

C . Q.D . 

Mais geralmente , este resultado vale para todos 

os anéis algébricos , nos quais por definição a cada elemen 

to x corrcsponde um inte i ro j(x) tal que xj(x) e combina 

çao linear de xj(x ) +l e potências maiores . 

Da definição e da unicidade ternos que tornar a in 

ver sa de Drazin, quando existir,de um elemento comuta com 

t odo homomorfi smo e anti - homomor f ismo contidos no anel . Em 

parti cular , numa á l gebra ma t ricial sobre o corpo dos com 

plexos, a inversa de Drazin de um conjugado (ou transposto) 

de uma matriz dada é o complexo conjugado (ou transposto) 

d~ inversa de orazin . Assim, a inversa de Drazin de urna 

ma triz x d ada, é reéll (simétrica hermiteana , etc ... ) qu~ 

do x o for. Pode-se também mostrar usando iii) e o coro 
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lário 1.2.4.1 que a propriedude de ter todos os autovalo-

res reais e não negativos é preservada . 

1,3 CONDICÕES SUFICIENTES PARA A PSEUDO-INVERSIBILIDADE EM 
J 

ANÉ IS, 

Seguindo Azumaya (2) podemos defini r : 

DE FI NICAO }, 3,1 
J 

Seja R um anel associativo. Di zemos que x r. R 

é TI - regular ã direita se existem p inteiro positivo e 

. P P+l 
a s R tals que x = x a . 

DEFINICAO I ,3,2 
I 

Chamamos de indice de x ã direita em R nnc l asso 
p 

ciativo e notamos por r(x) ao menor in teiro p tal que x = 
P+l - x .a, para a r. R; Dizemos q ue r(x) = ~ se x nao e 

TI - regular ã direita. 

Da mesma forma podemos definir: 

DEFINICÃO 1,3 ,3 
J 

Seja R um anel assoc i a tivo , dizemos que x E R 

e TI - regular ã esquerda se exi stem q inteiro positivo e 

b € R tais que : xq = bxq +l. 
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DEFI NI CAO 1.3,4 
J 

Seja R um anel associativo, chamamos de indice ã 

e squerda em R e notamos por l (x) ao menor inteiro q tal 

que xq == bxq+l , para b c R; Dizemos que l( x) = 'X> quando 

x não é TI - regular à esquerda . 

Obviament e, pe l o teorema 4 t ernos que ind(x) e fi 

nito se e somente s e r(x) e l(x) sao finito s e seguindo a 

demons tração deste mesmo teorema ternos que se ind(x) < oo 

então ind(x) = l(x) = r(x) . Observamo s também que apesar 

não existir inversa de Drazin de um elemento x E R, pQ 

de acontecer de l(x) < oo e r(x) < oo 

DEFI NI CAO I ,3,5 
J 

Seja T um subconjunto de um dne l associativo R, 

assim definimos : 

i(T) = s u p ind(x), X e: T 

r(T) = s u p r(x) f X E T 

l(T) = sup l(x) f X E T 

Onde o supremo tem conversao na tural para valo-

res infinitos; isto é , i(T) = oo sempre q ue ind(x) < oo 

Vx s T, mas e stes va lore s são ilirnitados, ou quando i(x) = 0:' 

para algum x E Tf observações similares valem para r(T) e 

1 ( T) • 

Notemos t ambém q ue r (T) < i(T) e tambfirn que as 

def inições d e ind (x), l(x) e r(x) são c o nsistentes c om o 
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conceito de índice de um dado elemento nilpot ente de um 

anel , isto e , cadn elemento x nilpotcnte, possui inversa 

de Drazin d 
x = O e portanto ind(x) = r(x) = l(x) < 00 

e satisfaz : 

xind (x ) = 0 com ind(x )-1 0 X f; 

l· nd(x) = xind(x)+k (caso contrário , como x · (*) pa-

i (x )-1 
ra algum k grande s e x = O teríamos que (*) vale 

para ind(x)-1 o que seria urna contradição) . 

Seja N(R) = {x E R/x ª n i lpotente}, assim obser 

vamos que : 

i(N) = r(N) = l(N) possivelmente infinitos , a -

gora s e i(N) < oo ter íamos expr essa a con dição dos ele-

men tes ni l potent es terem índice limitado . 

TEORE~1A I I 3 I 1 

Seja R um anel associativo , cujos elementos nil 

potentes tem índice 1 irni ta do (i ( N) < '" ) • Então cada e-

lemen to x TI - regular à direita de R possui inversa de 

Drazin , com ind(x) = r(x) = l(x) < i(N). 

PROVA: 

Seja x c R TI - regular a direita . 

Da i existem p inteiro positivo e q E R taisque 

P P+l 
X = X .a 

Pelo teorema 1 . 2 . 4 basta-nos mostra r que exis -

t em q inteiro positivo e b c R tais que xq = b . xg+l 

Por indução temos; P P+k k 
x = x . a , k = 1 , 2 .. . 

e ass im , 
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p 
(x - P+k k) x .a P+k 

X = o 

para k = 1,2 , . . . 

e tambê m, cada um dos 2t monõmios da expressao 

(xp _ akv _P+k )t , P+k d . possue m x como fator pel a ireita, e 

a ssim tomando- se p . t > p+k temos que para cada k ; 

para t s uficientemente grande. 

Como i(N) < ao temos que : 

e assim 

i (N) P RxP+k 
X S , k = l , 2 , . . . 

Agor a escolhendo k = ( i (N) - 1) p+l c hegamos ao 

desejado , isto e: 

q q +l 
b s R tal que x = b x onde q = i(N ) p e 

as sim de i) e ii) da 2 d m definição 1 . 2 . 1 te.rros que (x - x x ) = 

o para algum m, de onde concluimos que 

(x 2 xd)i(N) o a ssim i) - X = e por 

i (N) = i(N)+l y , onde y e um polinômio em X X . 
d x e x , adequado com co e f ic i e ntes intei ros e sem t e rmos 

constantes e l ogo, por i) e pela prova do t eorema 4 con 

clu imo s que i nd(x) < i(N) . 

C . Q .D . 

OBS . : Na de~onstrüção ac ima f oi expl ici tada a rep resenta-
- d P P+l 

Çél.O X = X • a 
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COROLÁR IO 1. 3.1. 1 

Seja R um anel associativo cujos elementos nilp~ 

tentes tem í ndice l imitado. Então , se c a da elemento de R 

e n - regular ã direita , R deve ser l i mitadamente rr - re 

gu lar ã direita , isto ~ r(R) ~ f i nito e r(R) = i(R) = i(N) 

< 00 

PROVA: 

Do teorema 1 . 3.1 segue qu e 

i(R ) ~ i (N), assim 

r(R ) < i (R) = i(N) < r (R) 

C.Q.D. 

Nota : Azumay a (2 ) mos t r a q ue a hipó tese do corolário 1. 3 . 1. 1 
de n r egula rida de ã dire ita po de s e r subs t i tuí 
da por n r egul aridade . 



CAPITULO I I 
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li - A INVERSA MATRICIAL DE DRAZIN 

2.1 INTRODUÇÃO 

Neste capítulo será explorado o conceito de in-

versa de Drazin para o caso particular da Álgebra das ma-

trizes quadradas n x n definidas sobre o corpo dos c ornple -

xos Mn . O fato de Mn possui r divisores do ze ro, ou seja 

de n~o possuir inversa multiplicativa para todos os seus 

elementos distintos de zero, faz da inver sa de Drazin uma 

fonte de e s tudo bastante interessante. Em particular, ela 

é de grande utilidade na resolução de equações diferenciais 

(ou em diferenças ) matriciais com coeficiêntes sigulares . 

'I'ambém será visto que a inversa matricial de 

Drazin de uma matr iz quadrada A, pode ser expressa c omo um 

polinômio em A, cujos coeficientes podem ser calculados em 

termos dos a utovalores de A, ou a través d a forma canônica 

de Jordan, pela qual poàemos encontrar uma matriz nao sin 

gular T, tal que para qualquer A E M ; 
n 

-1 
T ( 1 ) 

onde C é inversível e C E Ms e N é nilpotente e N E r.\ O!! 

de s= dim (R(Ak)), t= dim(N(Ak )) e n= s+t 

~lém disto será mostrado que 

-1 
T ( ~) 

e a inve r sa de Drazin de h. Observa-se também que se A c 

inversível o bloco N a usentar-se-á d e (1) e portanto AD=A-1 
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e se A é nilpotente o bloco C ause ntar-s e - á de (1) e poE 

D tanto A =0 . 

2.2 DEF INIÇÕES E PROPRIEDADES ALGÉBRICAS 

Se A e uma matriz c omple xa n x n , e conhecido 

que e x iste um inteiro não negat ivo m tal que ~=R(~)+N(Am) , 

ou eq u ivalentemente , posto (Am+ 1 )= posto (Am), onde R e N 

denotam respectivamen te imagem e núcle o. o menor inteiro 

com esta propriedade e chamado de índice da matriz A e 

será notado por K= ind(A) . Quando K= O temos que A e -na o 

singular . 

Como já é conhecido pelo capítulo anterior que 

a inversa de Drazin quando existe é única, podemo s defi-

nir: 

DEFINIÇÃO 2.2 .1 

Seja A E M com K= ind(A). Uma matriz A0 c om as n 

propr iedades : 

i ) AD A AD= AD 

ii ) A AD = AD A 

iii ) AK+1 AD= AK 

Será dita a inversa de Drazin de A. 

A e x istência da inversa matricial de Draz i n e 

conseqüência de uma das variaçõe s mais simples do teore-

ma de Jordan. 
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TEOREMA 2.2.1 

Sejam As Mn e ind(A)= k > O, então existe uma 

matriz T nao singular t a l que: 

A= T 

onde C e inversível e N nilpotente de índice K. 

PROVA : 

Seja A uma transformação line ar induzida sobre 

cn e I<= i nd(A) 

se r = posto (AK) então dim(N(AK )) = n- r 

sejam 

como 

K base para R (A ) 

K V 
1

, V 2 , •• • , Vn uma base para N(A) r+ r+ 

Como R(AK) e N(AK) são subespaços invariantes de 

A e AK(N (AI<))= O, tomando 

T= [V 1 , v2 , •• • , Vn) temos o teorema . 

C.Q . D. 

Utilizando a definição de inversa de Drazin e 

a forma canônica para A será e ncontrada agora, a forma 



da inversa de Drazin A0 . 

Seja A= T 

com T E M nao singular 
n 

A E: Mn 
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-1 
T 

C matri z quadrada nao singula r. 

N ma t r iz nilpot e nte de ordem K. 

onde A . . (i= 1,2; j= 1,2) s a o matrizes q u adradas onde C 
1] 

e A 11 t em as me smas dimensões . Pa ra que AD . s e Ja a 

de Drazin da matriz A, devemos t e r que 

Ak+1 AD= AK, logo : 

l:k+1 :] 
. [A11 A12] -1 

r_:K :] T-1 T T - T 

A21 A2 2 

e assim , concluímos que 

e 

usando a comutati vidade e ntre A e A0 temo s que 

'1' 
rc o] 
lo N 

AD . Ak+ 1= AK, isto é A
21

= O 

Finalmente, como A0 A A0 = A
0

, t emos 

r - 1 jC 

lo 
logo: 

( 3) 2 
N . (A22) = 

k 2 
N (A22 ) = 

k-1 mul t iplicando por N : 

k-1 N A 

i nversa 
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k - 1 O-- Nk-1 (A22) 2 (4 ) o = N h 22 isto e . 

k-2 da mesma forma, multiplicando (3) por N 

por 4 

usando o mesmo raciocínio sucessivamente , temos : 

c portant o 

-1 T 

que satisfaz a definição 2 . 2.1. Corno M e um anel n a sso-

ciativo , dec o r re do teorema d o c apítu lo I e da construção 

acima que A0 existe e ê 6nica . Alãrn disto A0 

-1 com A quando ind(A)= O. 

Temos assim as propriedades : 

i) A P+ 1 AD= Ap se p ·' - ind (A) . p in te i ro 

i i) Se A e na o singular AD - 1 
- A 

iii) H(A0
)= R (AK ) 

i v) D N(A ) = N(AK) 

v) A . AD= AD A= PR (AK) N(AI<) . 

vi) (I - A AD)= (I -· AD A)== PN(AK) R(A1{) . 

ond e K= ind (A) 

co i ncide 

na o negat . 
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TEOREMA 2.2 .2 

Sejam A c Mn tal que ind (A) = K, p i nteiro nao ne 

gativo e X elemento de Mn tal que XAX= X, AX= XA e 

AP+ 1 X= X, e n tão p ~ K e X= A0 

PRO VA : 

Se Ap+ 1 X= Ap e n tão R (Ap+ 1 ) C R (Ap ) 

seja r c R(AP ) isto é ; e x iste y tal que Ap Y= r 

ou AP+1 XY= r, i s t o é r E R (AP +1 ) 

l ogo AP+ 1 X= Ap e R (~p )= R (AP+ 1 ) e assim so podemos 

ter q ue p ~ k . 

Ago r a, se j a p = k + i com i > O 

AK= AP-i = A-i Ap = A- i p+1 P-i +1 K+1 A X= A X= A X e a s-

sim X s ati sfaz a def i n i ção de A0 , logo p e l a e xis tência e 

unicidade de A0 já prova das tem que X= AD 

C . Q. D. 

DEFINI ÇÃO 2. 2 .2 

Se ja A c M , chamamos de " CENTRO DE A" e notan 

mos por CA , ao produto 
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DEFINIÇÃO 2 .2 .3 

Seja A e: Mn' chamamos de " PARTE NILPOTENTE DE A" 

e notamos por NA ' a expressao : 

D 
N =A- C = (I - A ~ )A A A 

DEFI NIÇÃO 2,2, 4 

A decomposiçã o A= CA + NA e dita decomposição 

"CENTRO N I LPOTENTE DE A" . 

Agora em termo s da representação c a nô n ica de A, 

serao encontrada s a s formas de CA e NA como j á foi f e ito 

D para A Isto é, sabemos que existem T , C matrizes i nver-

síveis e N matriz nilpotente tais que: 

A 

assim, 

e 

e 

NA" A - CA" T [: :]T- l, NA nilpotente de 

í ndice K= ind (A) 

TEOREMA 2.2.3 

Seja A s Mn' A possui decomposição única na fo~ 

ma A= X + Y onde XY = YX = O ind (X) ~ 1 e Y n ilpotente 

de índice K= ind (A) . Mais a i nda, neste caso X= C A e Y= N~ . 



PROVA: 

Seja 
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A = T 
-1 

T 

sejam X, Y tais que A= X + Y, XY= YX= O, ind(X) < 1 e 

Y nilpotente com índice K= ind(A). 

se ind(X)= O então X é inversível , logo Y =O e A e 

inve rsível. 

- se i n d(X)= 1 

vamos escrever X e Y em sua forma canônica 

X= p e 

como ind (X)= 1 + N1= O 

como Y é nilpotente C2= O 

Assim temos que XY = YX = 
e A= X + y + c, = c e N2 

logo 

X = CA e y = 

COROLÁRIO 2.2.3.1 

Y= p 

o 

= N 

NA 

-1 p 

Seja A c M, pinteiro positivo, assim: n 

se p > ind(A) e n t ão 

C . Q. D. 
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LEMA 2.2.1 

Se j a A c Mn vale m a s afirmaçõe s 

iii ) i nd (A0 )= i nd(CA)= se ind (A ) ~ 1 

e o s e ind (A) = o 

i v) CA A AD = A A
0 c -A- CA 

v ) (AD) D = CA 

vi) A= CA s e ind (A) < - 1 

vi i) (( AD)D ) D= AD 

vi i i) AD= (C ) D CA CA 
D 

CA CA i = A 

ix) (AD ) T= (AT )D 

x ) (I - A AD) D= I - A AD 

xi) A0 (I - A A0 ) = (I - A A0 ) AD= o 

xii) (a A) D= a - 1 AD se a - 1 exist e 

x iii) ( I - A AD ) r = I - A AD para r = 1 I 2 I 3 I • • • 

üBS . : Para demo n s t r ar qualquer das proprie dades a c i ma ba s 
ta fazer as con t a s u sand o a f o rma canônica , e em 
xiii ) usand o i ndução . 

2.3 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DA INVERSA DE DRAZIN 

Neste item , a notação a (A) s erá u sad a c orno sen 

d o o e spectro da matriz A, isto é : 
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() (A)= { w/w e autovalor de A} 

Da álgebra Linear, sabemos que se A e uma ma-

triz na o singular valem as propriedades : 

1) w E: () (A) se e somente se w -1 
e: () (A) . 

2) X e autovetor associado a w de A se e so 

mente se X e autovetor associado a w -1 de 
-1 

A • 

3) Se A e: Mn e X e um vetor nao nulo , tal que 

existe p inteiro positivo e w e: () (A) escalar, para o 

qual (A - wi)P X = o e {A - wi)P-1 X ~ o I então X e di·-

to autovalor generalizado de A de grau p. 

4) X é autovalor generalizado de grau p de A 

associado à w e: a (A) se e somente se x-1 é autovalor 

generalizado de grau p de A- 1 associado a w- 1 c a (A- 1 ) . 

Nesta seçao, serão vistas algumas situações s e 

melhantes a estas para a inversa de Drazin A0 . 

TEOREMA 2.3.1 

Sejam A e: Mn ' k= ind (A) 1 w f. o 

i ) w E ;) (A) se e somente se w 
-1 

t: ;) (AD) 

i i) X e autove tor generalizado d e A de g r au 

p associado a w s ó (A) se e somente se 

X é autovetor generalizado de A0 de grau 

p associado a - 1 D w ~::: a (A > 

iii) X e autove tor generalizado de A associado 

a w = O s e e somente se X E N(AK) = N (A0 ) 
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PROVA : 

Se ind (A) = O então A e inversível , logo vale o 

teorema . 

Se ind (A) > O 

[
co Nol T-1 Seja A= T J e 

com T,C inversíveis , N nilpotente , X autovetor general~ 

zado de A de grau p associado a w 1 O 

Assim 

(A -
p 

wi) X= O e 

isto é 

[ T [: :] T-1 _ T [w: :I] T-1 r T [:~] " O 

[ T [C - w: : - \<l] T-1 r T [~~] " 0 

[
(C - wi): u1 ] = 

0 
(N - wi ) u

2 

-F o 

e isto ocorre se e somente s e u1 e a utove tor generaliza

do de grau p para c e u2 = o. 

Como C é inversível e 

AD = T [CO 00] T - 1, temos o teor e ma 

C. Q. D. 



37 

COROLÁRIO 2.3.1.1 

Seja A E Mn com K= ind (A), se X e autovetor 

generalizado de A correspondente a w F O, então X € R (AK) 

PROVA: 

Para X € R(AK) de v e existir Y Tq: 

AK y = X 

pelo teorema anterior temos que X" T [:1] 

logo, existe 

C.Q.D. 

2.4 REPRESENTAÇÃO DE AD COMO UM POLINÔMIO 

Sabe-se , da teoria das matrizes que se A e nao 

- -1 singular entao A pode ser expresso como um polinômio 

- . D . d em A. Agora sera v1sto que A possu1 uma proprie ade se-

melhante. 

TEOREMA 2.4.1 

então existe um polinômio p(x) tal 

D que A = p(A) 
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PROVA : 

Seja A= T [: :] T-1 , T, c inversíveis e N 

nilpotente de índice K 

c e nao singular , l ogo existe q (x) polinômio tal que 

c- 1 = q (C) 

Seja p (x)= xk(q(x))k+ 1 , assim: 

p(A)= AK(q(A))K+1 [:k :] [:(C) o r·1 
= T T 

q(N) 

p (A) = T 
[ ck I : I c I I k + 

1 
:] T-1 = T [:-1 :] - 1 

T = AD 

C . Q. D. 

Observa-se que o polinômio construido acima e , 

em geral , de grau ma is elevado que o necessário . Será cons 

truído agora um polinômio de grau menor, que da 

f o rma e xp r e ssa A0 e m termos de A. 

TEORE tv\A 2 . 4. 2 

me sma 

Seja A c Mn , s ejam w0 , w1 , ... , wt os auto

valores distintos de A com w0 = O. Seja mi a multipli

cidade algª brica do a ut ovalor wi (i = 1 , 2 , ... , t) e 

m= n- m0 = m1 + m2 + ... mt . 

Seja p (x) um po l inômi o de grau n - 1 tal que 



39 

m p(x ) = x (r 0 + r 1x + ••• + rm_ 1 
m-1) 

X I cujos coeficientes 

ri sao as únicas soluções do sistema m x m de equações 

l inear es. 

(OBS. : (.)(i) notará a iézima derivado com respeito 

X •) 

1 
w. 

l. 

= p (\v . ) 
l. 

-=-l__ 2 = 
(w.) 

l. 

m . -1 
(-1) 1. (m.- 1 )! 

l. 

desta forma p(A)= AD 

PROVA: 

i= 1 , 2 , . . . , t 

(m.--1 ) 
= p J. ( w i) 

a 

Seja A• T [: :] T-
1 

esc rita em f orma de Jordan 

com J, N matrize s banda diagonais . 

Assim J= diag . (B 1 , .. . ' B ) 
r 

onde cada B . é uma forma de Jordan corre spondente aos 
J 

autovalores não nulos , com we ~ O, isto é : 
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"'e 1 o o o o 

o w e 1 o o o 

B.= (1) 
J 

o o o o We 1 

lo o o .... .. . o we S X S 

com s < me 

E cada Nj uma matriz banda de Jordan corres-

pendente a um auto-valor nulo , isto e cada N. tem a for 
J 

ma d e ( 1) com w = O. De sta forma J é nã o singular e e 

N E M e nilpotente de indice K= ind (A) < ffio 
mo 

e agora , 

[

po(J) 
p (A) = T 

o] - 1 T 
o 

pois Nmo = O implic a que p (N)= O 

como 

p(J)=diag (p(B
1

) , • •• p(Br)) 

basta mostrar -1 que p (B. ) = B. 
J J 

para cada J. 
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De (1) temos que : 

o 

o 

P ' (w ) e 
-~ 

o 

- 1 
- -2 
we 

o' 1 ' -- - 1 
' ,fvl ' ',e ', w 2 ',e 

' ' ' ' ' ' ' 

' ' 

' ' 

' ' 

' ' 

' ' 

' ' ' 

' ' ' 

' ' ' 

' ' 

' ' 

' ' 

' 

' 

' ' ' ' 

' ' ' ' 
' ' 

' 

' ' 

' ' 

' ' 

o • • . . . . • • . .. .. . . .. . .. . ',o 

D assi m p(A) = A 

' 

{ s -1) (w) 
p e 

' ' 

( s-1) 

p ' {we ) 
1 ! 

' -1 '--
' 'r 1 2 
~e 

' ' ' ', 1 ,--
~ve 

= 

S X S 

= {B.) -l 
J 

C . Q.D. 
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Exemplo 1 : 

onde 
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o teorema acima pode ser usado com eficiência 

de AD se m e grande e m relação a n. 

2 4 6 5 

1 4 5 4 

o -1 - 1 o 

-1 -2 - 3 - 3 

a (A) = {0 ,0 , 1,1 } isto e mo = 2 m, = 2 

m m-1 p(x)= x (a 0 + a 1x + ••• + am_ 1 x ) e 

P (a.)= 
1 

p ( 1) = 

p ' (1)= 

1 
a. 

1 

1= ao 

- 1 = 

+ 

p '(a.)= 
1 

a, 

2a0 + 3a1 

, i sto e: 

isto e ao = 4 e a , = - 3 

e 3 -1 2 2 

2 3 3 

-1 o -1 -1 

-1 o -1 -1 

Sabe- se que para cada matriz A c !'1n existem dois 

polinômios de especial importância , o característico e o 

minima l . Se ja m(x) o polinômio minimal de A , isto é : 

d 
m (x)= x + ad-l 

d-1 
X 

Se a 0 = O então A e singular, logo det(A ) = O 
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se e somente se ao = o e m m (x) , assim, se ao .;. o 

- 1 -1 (Ad-1 A = + 
ao ad-1 

Ad- 2 + + a 2A + a 
1 
I) 

Agora se det(A)= o I isto e ao= o temos: 

DEFINIÇÃO 2.4 .1 

Chama-se índice d o autovalor nulo ao menor nu-

mero i tal que: 

TEOREMA 2 .4.3 

e a. f. O 
l 

e m(x ) = xs +a 
1 s -

s - 1 
X 

i 
+ a.x , 

1 

com a. f. O e o polinômio minimal de A, e ntão i= ind(A). 
l 

PROVA: 

[co Nol T-1 Seja A= T d 

com T , C inve rsívei s e N nilpotente de Índice K m(A)= O, 

logo: 

isto e 

:s] - 1 T + ... + a. T 
l 

-1 T 

O= Ns i · s-1 s -1-i + ... +ai N =Nl(N + a
5

_ 1 N + . . . + a 1I) 

como (Ns-1 + Ns-1-i .. a + + a I) e invers1vel so pod_e s - 1 · · · 1 

mos ter que Ni = O isto e i > K. Se i > K então 
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seja rn (x) = Ai q (A) assim A dm (x) = A0 A i q (A) corno m(x) = O 

então 

0= Ai-1 q(A) i - 1 logo existe r(x)= x q(x) t al 

que r(A) = O e grau(r(x) ) < grau(m(x)) o que é uma c on-

tradição, logo K = i . 

C . Q. D. 

COROLÁRIO 2.4 .3.1 

Seja A € Mn , K= ind(A) e rn0 a multiplicidade 

algébrica do autovalor nulo. 

Neste c aso rn 0 L K 

PROVA: 
k s -k Seja rn(x)= x (x + as_ 1 

s - 1- k 
x + ••• + ak + 1 x + ak) 

o polinômio minimal descrito no teorema a nterior com ak =O . 

Como m(x) divide p(x) s6 podemos ter que m0 L k . 

C . Q.D. 

Pode - se notar que calcular A0 atravé s do te o -

r e ma 2 . 4 . 2 e uma tarefa difícil , pois é n ecessário en -

centrar todo s os autovalores de A e suas multiplicidades , 

por ém muitas ve z e s poder- se-á c a lcular os coef i cientes do 

polinômio caracte rístico de A mais facilmente sem utili-

zar s eus autovalures. 
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TEOREMA 2.4,4 

Seja A e M e K= ind(A) 1 escrevendo uma equa
n 

çao característica como 

n-1-mo mo 
x + ••• + B 

1
x + B ) = x q(x) 

mo + mo 
0= xm (xn-m o + B 

o n-1 

com B J. O e m r 
o 

n-m o -2 ) x + ••• + Bm + 1 1 

o 

se m0 < n; e r (x) = O se m0 = nl então 

AD = Ae (r(A))e+ 1 para cada inteiro e ~ k . 

PROVA : 

Se m0 = n então A e nilpotente, logo A0 = O 

o m -1 
multiplicando a mbos os lados por (A ) ·v 

temos: 

Ü= (AD)m O -1 AmOq(A)= (AD)m o -2 

= = AD q(A) 

a ssim 

A AD r (A) = AAD -1 (An-m0 -1 
Bm + 1 ) ) = 8mo 

+ . .. + 
o 

AD -1 n-m 0 8 A 13 ) +I)= = 
13m o 

(A + . .. + + 
mo +1 mo 

AD -1 q(A) I)= AD = .B + 
mo 

isto e A0 = A A0 r (A) e portanto : 

C . Q . D. 
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Sabe- se que o índice de uma matriz jamais pod~ 

ra exceder sua dimensão nem o número m0 do corolário 2.4 . 3.1, 

logo teremos assim: 

COROLÁRIO 2.4 .4.1 

Seja A E: M; A0 = An(r(A))n+ 1= Amo(r(l\ ) )mo + 1 
n 

o nde r {x) e o polinômio descrito no teorema 2.4 . 4. 

Para A E: Mn o s c oeficientes da equaçao carac-

terística de A podem 

ser calculados recursivamente como : 

(2) f) ·= n- J onde : 

( 3) S 0 = I S.= A S + .~ I 
J j-1 ' n-j 

+ • • • + 

Este algorítmo poderá ser usado para ob t er a 

matri z r(A) , como está mostrado no teorema abaixo. 

TEOREMA 2.4.5 

Seja A r. Mn e r(x ) como no teorema 2.4.4. 

Se n = m0 e ntão D A = O, se n > m0 então 

r(A)= 1 -s-
IDo 

s - 1 , n-m 0 
onde S 

mo 
e 

sao c a lculados como em (2) e (3 ) . Então 

1 > i nd (A) 

_ [ s-.LJ 1+ 1 

[ m~ J 

1+1 
s 

n-mu -1 
para cada 
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2. 5 AD COMO UM LIMI TE 

Nesta seção será mostrado como a inversa de 

Dr azin e o índice da matriz q u adrada podem ser caracteri za 

dos em t ermos de um limite . 

DE FIN IÇÃO 2. 5.1 

Sejam : A E: Nn : CA= A AD A 

e n tão definimo s p o r o inteiro s m > -1 

AD se m= - 1 

CA 
(m) Am+1 AD A AD se In= o = ·-

C m 
A se m ~ 1 

Jo s e m= -1 

NA 
(ml 

A AD o = ·LI - se m --
N m se rn > 1 A 

TEOREMA 2 .5.1 

Seja A c M e ind(A ) = K, para 1 ~ k i n t e iro n 

A0 = lim (A1 +1 + zi)- 1 Al 
z-+0 

Para c a da 1 c JN 

lim (A1 + 1 + z i ) _ , C (1) 
A 

z-)-0 
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PROVA: 

Se k = o então det(A) # O logo vale o r esul-

tado . 

Se k > Ü I e para qualquer 1 > k 

p [:1+1 + z i o r ~1 o J -1 (Al+1 + z i)-1 A1 = Nl+1 1 p 
+ z i N 

"P[c1+1 
- 1 cl :] p-1 + zi) 

o 

corno C e i nversível 

Para 1 inteiro pos i tivo, ternos : 

(Al+1 + zi)-1 1 [ cl+1 + zi o J ~1 ~ - 1 
CA = p 

O Nl+1 
p 

+ZI 0 

[c1+1 -1 cl ol P-1 
+ zi ) 

= p 
o OJ 

logo como C e inversíve l 

COLORÁRIO 2.5 .1.1. 

Seja A t: M n 
A0 = lim (A11 + 1 + zi )-1 An 

z ->- 0 

C.Q.D . 
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PROVA: 

Como n > ind (A) pelo teorema 2.5.1, vale o co-

rolário . 

C.Q.D . 

LEMA 2 .5.2 

Se A E Mn ã uma matriz singular, ent~o para um 

inteiro positivo p, temos que: 

ind(AP)= 1 se e somente se p ~ ind(A) . Equiva-

lentemente temos que o menor i nte iro positivo l para o 

qual ind(A1 )= 1 é o índice de A. 

PROVA: 

Seja A s Mn' escrita em sua forma canônica, is 

to e A= T [~ ~] T - 1 com T, c inversíveis e N nilpotente 

de índice K= ind(A). Vamos s upor p < ind (A) 

Se N= O então ind(A ) = isto é p= O 

Contradição 

Se N ~ O 

AP= T [:p o l -1 e NP ~ O pois p < ind(A) p T 
N 

logo ind Ap .; 1 

isto e ind(A0 )= 1 então p > - ind(A) 



T . fcoP 
AD= L 
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f c NO] T-1 Suposiçâo p > ind(A) e A= T ~ 

logo ind (AP)= 1 

LEMA 2.5 .3 

C.Q.D . 

Se N E Mn e nilpotente e ind (N) = K, e rn, p sao 

inteiros não negativos , e ntão: 

lirn 

z ->-0 

m - 1 z (N + zi) 
p 

N 

existe se e somente se m + p 2 K · 

Quando este limite existe ternos : 

lirn 
z-+0 

PROVA : 

lim z 
z+O 

isto e 

{

o se rn = o 

(-1 )m-1 Nm+p-1 

Se N = O então K = 1 e 

fim m-1 oP :+0 = 

m- 1 0P lirn z 
z-+0 

m-1 z I se p= o 

se p > 1 -

existe para K= 1 

se rn > O 

e m > 1 

se e somente se 
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k-1 i 
Se N ~O e ntão K > 1 e (N + zi)- 1= L: (-1)i~ 

i=O zl+1 

Assim: 

z 

Se m + p ~ k 

+ •• • + 
(-1 )k-1 Np+k-1 

k-m z 

• • • + 

então o limite existe pelo des-

crito acima . Se o limite existe então pelos cálculos acima 

d Nm+p __ O evemos ter q ue 

l ogo m + p -~ k 

C.Q.D. 

TEOREMA 2.5 , 4 

Sejam A E M e ind(A)= K, m,p inteiros, sao ne 
n 

gativos, o limite: 

( 4) 

( 5 ) 

lim 
z -+0 

m + 

lim 
z +O 

m - 1 p z (A + zi) A existe s e e somen t e se 

p ~ k e neste caso o valor do limite e 

) - 1 to AP s e m = o 
zm(A + zi Ap = 

( _ 1) m-1 (I-AAD) 1\m+p-1 

dado por 

se m > O 
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PROVA : 

Se k = O e imediato 

Se k ~ 1 

Seja A= T [: :] 
-1 

T c om P,C inversíveis e 

N nilpotente d e índice k 

então : 

( 6 ) 

-como C e nao singular , 

( 7) lim 
z-+-0 

m ·--1 
z (C+zi) 

ass im o limite desejado existe se e somente se 

lim 
z-+-0 

m -1 
z (N+zl) NP existe 

pelo l ema anterior temos que este limite existe se e so-

mente sem + p > k e a expressao 5 é obtida de 6,7 e do 

lema anterior . 

COROLÁRIO 2.5.4.1 

Seja A € M , equivalem-se : n 

i) ind(A) = I< 

C.Q.D. 

i i ) K é o menor inteiro nao negativo tal que 



lim 
z+O 
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-1 K (A + zi ) A'existe 

iii) k é o menor inteiro n a o negativo tal que 

lim zk(A + ZI)-1 existe 
z+O 

i v ) se ind (A)= k e ntão l im (A+zi)-1Ak=(AA0 )Ak-1= 
z+O 

c (k- 1) 
A 

v) Quando k >O lim zk(A+zi)- 1= (-1 )k- 1 (I-AA0 )Ak- 1= 
z+O 

N {k-1 ) 
A 

COROLÁRIO 2.5.4 .2 

Sejam A E M e 1 inteiro tal que 1 ~ ind{A) >O, n 

então lim (A+ zi)-1 {A1 + z 1 I)~ 1 = Al-1 

z->-0 

TEOREMA 2.5.5 

Seja A E Mn ; O me nor inteiro nao negativo tal 

que 

(8) lim (Al+l + zi)-1 A1 existe e o indice A. 
z->-0 

PROVA: 

Se ind(A)= O a exist~ncia de (8) e clara . 

Se ind (A)= k > 1 

Seja A=T[~ ~] T-
1 

com T , C inversíveis e 

N nilpotente de indice K. 
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como c e inversível lim <c1 +1 + z:i) __ , c1 existe , 
z-rO 

agora 

- = z 

1 que possui limite se e somente se N = O, 

isto ~ 1 > ind(A) 

2.6 A INVERSA DE DRAZIN COMO UM GRADIENT E 

C . Q. D. 

Recentemente Gabriel e Hartwig (8} caracteriza-

ram a inversa de Drazin de uma matriz quadrada A como o 

gradiente matr icial do algorítmo de uma funçio exponen-

cial, explorando para tanto , uma expressao dos coefi-

cientes da matriz adjunta adj(wi- A) . Osresultados mais 

simples serão enunciados a seguir . 

Sabe- se q ue para uma matriz inversível A a fór-

mula de Cayley é : 

A-1 = adj(A} 

11\ I 
pode ser escrita na forma convenie nte : 



(adj (A) )T = 

onde 

Vx f(x) = 
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X= [X .. ) nxn 
1.) 

( 1 ) 

De fato , se A possui determinante [A! e cofato-

res A .. , então. 
l.J 

onde os componentes a.. da matr i z A sao consideradas co 
1.) 

mo variáveis independentes, logo 

adj(A)T __,.__ 

IAI 

A generalização de (1) para a inversa de 

Drazin e da forma 

para uma função apropriada W(x) . Esta estabelecido em 

( 8 ) que a matriz potencial W (x) pode ser expressa na 

f orma : 
2 

xk xkxk-1 . . .... . .... 
.., 

xkxO 

xk 1-1 xk, 
' ' ... ... 1 ... .... 

:·! (x) = .... ... o ... .... 
xk .... .... ..... .... .... ..... 

..... ..... .... 
' .... 

(k+ 1) (k+ 1) x2k x2k-1 .... ~ .... .. ...... 'X X k 
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onde os xk sao coeficient.es de polinômio carac terístico de 

wi - x, isto e, 

n-k w + • • • + w ] k ... w [\ ( w) 

com xk # O para k > O 

Tamb~m e conveniente salientar que os autores 

constroem outros :·J (x ) , de função potenciais para os "coe-

ficientes adjuntos" x . da matriz 
J 

n-1 adj(wi- X)= x0 + x1w + • • • +I w 

2.7 DO IS ALGORÍTMOS PARA O CÁLCULO DE AD 

ALGORÍTMO 2.7 . .1 

Computaç ão de A
0 

onde A E Mn e ind(A)= K 

I) Seja p inteiro tal que p > k 

(Podemos tornar p= n se nenhum valor menor puder 

determinado) 

Se Ap= o e n ·tão A e nilpotente logo AD= o. 

Vamos supor que Ap # o 

ser 

II) Reduz-se Ap por l inhas ã sua f orma hermiteana escalona 

da HAP. (Ver observação 1) . A seqüência da redução não 

precisa ser armazenada . 
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I I I) Notando a pos i ç ã o na diagonal princ i pal dos e lemen-

tos não nulos em HAP selec iona -se as colunas dis

tintas de AP que chama- se de v
1 , v2 . .. Vr (Esta e 

u ma bas e para R(Ak)) . 

IV) Forma-se a matr iz I - HAP e armazena-se suas colu

nas não nulas. Chamare mos estes e l emento s de v 
r+ 1 ' 

Vr+ 2 .. . , Vn . (Esta ã uma base para N(AK)). 

V) Constroi- se a ma triz nao singular 

VI) 

VII) 

- 1 Computa - se P 

v r+1 

-1 Forma- s e o produto P AP , que sera da forma 

- 1 p C n a o singular 

N n ilpotente 

VII I) Computa-se c-1 

IX) Compu t a - se AD, como AD = p [:-

1 

:] p - 1 

Exemplo 2 . 7.1 

l2 O OJ 
Seja A = -1 1 1 

-1 - 1 -1 

D vamos e ncontrar A pelo algoritmo acima . 

I) Corno nao é conhecido ind(A) seja p= 3 

8 o o 

1\3 = - 8 o o 

o o o 
3 

~ o logo A passo II 



II) 1 o o 

HA3 = o o o 

o o o 

III) elementos na o 

luna de A3 e 

8 

v 1 = - 8 

o 

IV) I .. HAP = o 

o 

o 

suas 2'ii e 3<? 

V2= [: 
V) Assim p = 

VI) -1 f; /8 
p = 

~ 
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nulos da diagonal a 11 = 1 , logo a 1~ co 

t omado como a base de R(AK) isto é : 

o o 

1 o 

o 1 

colunas na o sao nulas, logo: 

o 

V3= o sao base para N(l\k) 

1 

- 8 o o 

- 8 1 o 

o o 1 

o o 

1 o 

o 1 

-1 I VII) p à p = 2 I o o 
J - - -~ -- - - --- - -

0 I 1 1 
I 
I 

o : - 1 -1 
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VI I I ) C= 2 assim -1 1/2 c = 

IX ) AD p 1/2 o o - 1 1/2 o o = p = 

o o o - 1/2 o o 

o o o o o o 

ALGORITMO 2 .7 .2 

I) Faça s 0 = I recursiva mente compute 

S . = A s + b n-j I ; b 
n - j = - 1 Tr ( A s . 1 ) f 

J j --1 j J -

até algum st = o com 8 t - 1 f. o . 

II) Seja u um nGmero tal que b ~ O e b = b = n- u n-u- 1 n-u-2 

= b = O (note que n-u = m0 a mu l t iplicidade a l-
n-t-1 

gébrica do autovalor zero ) . 

III) Seja .t = n - u 

D IV) Compute A corno : 

.t+ 1 e comput.e S 
n-m0- 1 

Note que nem todo Sj computado deve ser armaze-

nado . Se bn- j I O, e n tão S . 
2 

pode ser esquecido . 
J --

lém disto S . 1 J-
precisa ser a rma zenado até o próximo 

A-

b 

nao zero aparecer. Note também que este algoritmo produz 

o valor da multiplicidade algébrica do auto valor zero d e 

A . 
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EXEMPLO 2 . 7.2 

Seja 

-10 -8 6 -3 

1 2 -1 0 8 -4 

A = 1 -1 +1 o 

-2 2 -2 2 

Vamos usar o a l gorítmo acima para computar Ao . 

I) so = I b3 = -Tr (AS
0

) = - Tr (A ) = -3 

7 -8 6 -3 

12 - 13 8 -4 

s, = A s - 3I= 
- 2 o o 1 - 1 

-2 2 -2 --1 J '-

-14 1 2 ·- 1 o 5 l 
-20 18 -16 8 

A s, ;:: 

-4 4 -4 b2 -· 1 Tr (AS 1)=2 1 -2 

4 -·4 4 -4 

-12 12 -10 5 

-20 20 -1 6 8 

-4 4 -2 1 

4 -4 4 -2 
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-4 - 4 4 -2 

8 - 8 8 -4 

A s 2 = 4 -4 4 - 2 i b1 = =l_ Tr(A s 2)=0 
3 

o o o o 

o o o o 

o o o o 

o o o o 

o o o o 

Assim t = 4 no exemplo , e a mul t iplicidade alg~ 

brica do auto valor zero e m0 = 2 

II) Seja u = 2 

III) Seja .e :: 2 

IV) D 
1 A2 s 3 -1 A2 Compute A = = 

b3 1 --
8 

2 

como segue. Como s
2 = A s

1 + b2 I temos que A s2 

= A2 s3 
1 + b2 A s2 

1 
. 

A2 s3 
1 

::: [ (A s2) s, - b2 (A S 
1 

) ) s1 . 

A s
2 

e A s
1 

já foram computados somente 

multiplicações matriciais serao necessá r ias . 

s3 
1 

s 2 
1 = 

duas 
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Agora: 

-12 12 -12 6 

(A s
2

) s, -24 24 - 24 12 = 

-12 1 2 -1 2 6 

o o o o 



CAPITULO I li 
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111 - A INVERSA MATRICIAL DE DRAZIN EM CORPOS E 
ANÉIS FINITOS: 

3.1 INTRODUCAO 
) 

Neste c apítulo , iremos estudar a inversa de Dra-

zin de matrize s quadradas defin i das sobre Zt. Os casos 

ma is importantes para as apl icações dadas no capí t u lo 5 são 

como já s a bemos dos capítulos anteriores a inver 

sa de Drazin de uma ma t riz q ua drada A ~ a Gnica matriz qu~ 

D drada, notada por A que satisfaz simultaneamente a s três 

equa çoes : 

i) AK+l AD = Ak 
I para algum k > o 

i i) AD A AD = l\.0 

iii) A A0 = li. DA 

Al~m disto , tamb~m já foi mostrado no capítulo 

2 que a i nversa de Drazin , A0
, de uma matriz q uadrada so-

bre IT, pode ser expressa como : 

(q(A)] k+l 

onde f(x) e um pol in6mio tal q ue C-l = q(C) e 

A = T [: :] 
e N nilpotente . 

-1 
T com T e C inversíveis 

No caso de corpos e an~i s finitos , sera demons-

trado o mesmo r esultado por caminho dife rente . 
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3.2 DEFHUCÕES : 

DEFrNICÃO 3.2 .1 

y é dita uma (1k, 5 ) inv8r:sa de A s e Ak Y A= Ak 

e AY = YA. 

LH1A 3.2 .1 

Se y e uma (1 1 , 5) inversa da matriz quadrada 

A, Ent~o X = A1 Y1 +1 é urna inversa de Drazin para A. 

PROVA: 

Seja Y uma (1 1 , 5) inversa de A. 

Assim: 

A1 ~ 1 y = Al e AY = YA 

logo, s e X = A1 Y1
+

1 ternos, 

C.Q.D. 

Sabemos que 1~ I - AI =O e a equaçao caracte-

rlstica para A mat riz quadrada nxn , logo: 

onde 

+ • • • + an_1 À+ an =O 

i 
a i = (--1) cr i e cr i e a soma dos menores 
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principais de ordem i, assim , temos que: 

1 ) 

existe. 

· +- O t 1 O ( )-1 exJ·.s -Exls~c r > a q ue an - r '- , an-r 

= 

logo : 

a n - r+2 = ... = an = o 

pois 

2) Se r=n ~ AD =O pois , como a 0 = 1 A 0.) =O, logo 

An = O e po rtanto A e nilpotente. 

3 ) Se o < r < n temos que: 

Àn + a, À 
n - 1 

+ a 2 
Àn-2 + . . . + a n - r 

À r = o 
-1 >.n Àn- 1 Àr+1 ] Àr = O (an-r) + a, + ... + a + n- (r+ 1) 

r r+1 ( )-1 (, n-r-1 + a, ,n- r-2 + • •• + À- = À [ - an- r A A 

a ) ] daí fazendo n-r-1 

q ( À) = - (a )-1 
n-r 

n - r - 1 
(À + • •• +a 1) n - r - temos 

que : 

Al é m disto q (~ ) é uma (1r,5) inversa de A, pois : 

ii) A. q (l\) = q(A). A 

logo pelo lemn 3 .2.1, só podemos ter que : 

X= Ar (q(A))r+l e uma inve r sa de Drazin de A, 

e assim , pela unicidade da inversa de Drazin temos que : 

AD =Ar {q(A))r +1 

Observamo s que na fórmul a a c ima , as potências 

maiores que n-1 podem ser substi t u ídas utilizando o f a to 

q ue: 
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An n-1 r 
0 + a1 A + .• • +a A = n-r 

Exemplo 1: Va mos encontrar a inversa de Drazin da Matriz 

h defin ida sobre o anel z26 . 

9 8 15 19 

A 
8 7 o 1 1 = 

15 o 8 

19 11 1 14 

Primeiramente vamos calcular os menores princi-

pais de A: 

a, = 9+7+8+14 = 12 (mod 26 ) 

[: : J [9 1: J [ 1: 19 J 
+ [: 

02 = + + 
15 1 4 

8 

:J + 

+ [1: 11 J + [ 1 ~ J = 
+ 15 (rrod 26) 

14 1 

9 8 15 9 8 19 

G ::: 
8 7 o + 8 + 3 7 1 1 

15 o 8 1 9 1 1 14 

9 1 5 

1 ~ l 7 o 11 l 
1 5 8 + o 8 

1: J = 
1 9 1 1 4 ., 1 1 

3 + O + 3 + 17 _ 23 (mod 26 ) 

A = o 

assim 
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al = - o = -12 - 14 (mod 26) 
1 

a2 = 02 - 15 (mod 26} 

a3 = -o 3 = -23 - 3 (mod 26) 

a4 = 0 4 = o 

e portanto: 

A4 + 1 4 A3 + 15 A
2 

+ 3 Ã ~ O 

3-
1 n (A3 + 14 A

2 
15 A} +A= O 

-·9 A 
2 

17 A
2 

(A 2 + 

(A2 + 

(1 7 A
2 

14 l\ 

14 A 

+ 4 

+ 15 I} = A 

+ 15 I } = A 

A + 21 I ) = A 

e · portan to temos por i) que : 

q(A} = 17A
2 + 4 A + 21 I para r = 1 

As sim , 

Ao 2 ( 17 A2 4 A 21 I)2 = A q ( A) = A + + = 

= 3A
5 + 6A

4 
+ 2A3 

+ 151\
2 

+ 25A} 

= 3(251\ 3 + 25A
2 

+ 16A) + 6(12A3 + 11A
2 

+ 2A3 + 121\2 
+ 25A - 19A3 + 21\2 + 3A 

a ssim 

í 
19 6 19 9 

AD 6 18 17 8 = 
12 17 17 23 

L 9 8 2 3 19 

Para simpli fic a r o s cál culos , no fim deste c apí tulo , 

tabela que lista as inversas de Drazin das matrizes 

dradas na o inver s íveis e -na o nilpotcntes de o rdem 

+ 23A} 

uma 

qua-

menor 

ou igual à 5 em termos de seus coeficientes da equação ca 
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Observações : 

l) 
- 1 

Quan do a n 

Exemplo : 
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existe e ntão A- l - 1 existe e A 

Se 6 (A) = A2 + 2A + 3I ~ a = 3 n 
- 1 

e a = 9 n 

Como A- l ~ o d t r s o po emos e r q u e : 

A + 21 + 3A-l = O 

9A + 1 81 + A- l = O 

- 1 
A-= 17A + 8I 

2) Se uma matriz q uadr ada A, sat isfaz uma equaçao M(A)= O 

de grau menor que n, então A0 pode ser calculado , usando 

M(A) = O. 

3.3 AD NUM ANEL GERAL ZT' 

Para encontra r mos a i nversa de Drazin num anel 

Zt qualquer , iremos necessitar do Teorema d o resto Chi

nês , aqui enunci~do , o qual es t á demons t rado e m Tim Ander-

son [ 5] . 

TEOREMA 3.3.1 (TEOREMA DO RESTO CH INÊS) 

Sejam m1 , m2 , . .. mw inteiros 2 a 2 primos entre 

si . Assim o sistema de congruênc ias x - c
1 

(mod m1) i • •• • i 

x ~ c w (mod mw) possui solução x dada por: 
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X = (r-tlxlcl + M2 x2C2 + . .. + M X c ... ) (rnod M) w w 

onde M. 
l = M M = rn1 . m"' ' ... ,rn e X . /- w l 

e a solução 

rn. 
l 

da congru~ncia M. x. - 1 (mod m. ). 
l l l 

Vamos agor a encontrar a i nversa de Drazin de urna 

matriz quadra da A definido sobre Z t . P a r a isto , vamos 

primeiramente considerar o c a s o par ticular , o nde t = p1 .p2 , 

. .. ,p com p. =f p . para i 1 j . Sa bemos q u e 
w l J 

6 ( À) - Àn + a l À 
n -1 

+ + a n - r 
À r + 

r - l À a n-r+1 À + + a n-1 a 
n 

com 6 (A) -- O. 

Frequentemente , t eremos que o último c o eficie nte 

n a o nulo d es te pol i n ômio ã não i nversivel em z t e nestes 

c a sos iremos con s i d e rar a s cong ruências simultânea s 

6 (A) _ O (mod p
1

) 

6 (A) _ O (rnod p
2

) 

obt e ndo - se as s i m AD ~ AD (rnod pi) , e d esta forma a pl i c ando 

o t eorema àc resto Chinês cheg~rnos a AD (rnod t) . 
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EXEMPLO 3,3, 1 

Vamos encontrar AD, sabendo que ó(A) = A3 + 3A2+ 

14A e sua equação característica e t= 26 = 13 . 2 

MDC ( 14 I 2 6 ) f 1 logo nao exis t e 
_, 

( 14 ) ~ ( mod 2 6) 

Assim , v nmos considerar as congruências simu1tâ-

neas . 

A3 + 3A
2 

+ A = o (mod 26) 

A3 + 3A
2 = o (mod 2) 

pela tabela 1 do apêndice encontramos : 

AD = 3A
2 

+ 8A (mod 13) 

AD = .A2 (mod 2) 

Agora , aplicando o teorema do resto chinês, usan -

do os coeficientes do A 2 corno X c os d e A como y temos: 

X - 1 (mod 2) e .X - 3 (mod 13) 

y - o (rnod 2) e y - 8 (mod 13) 

fazendo m1 = 2 e m2 = 13 MDC (2 , 1 3) = 1 e t-1 = m1 .m2 = 26 

temos M1 = M = 13 r-12 = M = 2 

m1 m2 

M1 x1 - 2(mod 2) -+ 13x
1 - l(mod 2) 

-+ x1 - 1(mod 2) 

M2 x2 1(mod 13) - ? 2x2 - 1(mod 13) 

-+ x2 - 7(mod 13) 

M1 y1 - l(mod 2) -> 
YJ. - 1(mod 2) 

l-12 y2 
- 1{mod 13) y 2 7(mod 13) .:: -

e por-tanto 



72 

X - Ml cl xl + t-12 c2 x2 :::: 13.1 . 1 . +2 . 3.7 = 

X -·- 3 (rnod 2 6) 

e · 

y - t>11 c3 y1 + M2 c4 y2 = 2.7.8 -= 112 

y - 8 (rnod 26) 

e assim ternos que 

AD 
') 

= 3A- + 8A (mod 26) 

Nota: Para t = 26 obtem- se a regra prática : 
Se ~ ~ Cl (mod ~) ~ X ~ c 2 (mod 13) 
entao a soluçao e dada por: 
x :: (C 2 + 13) (rnod 2 6) se Cl + c2 é Ímpar. 

x = c 2 (mod 26) se c 1 +c2 é par. 

Vamos agoru considerar o caso geral isto 

55 

e : 

t 
h 

n 
11

2 
h onde pelo = p1 1 . . . .. . Pw vl , menos 

-· 2 

um dos h. 
~ 

e maior ou igual a 2 c com pi :f p . para j_ :f j . 
J 

Corno no caso anterior consideraremos as congrue~ 

cias simultâneas. 

6 (A) :: O 
h 

(mod p
1 

1) , ... , 6 ( A) -
h O (mod p w) 

w 

e deste modo obteremos : 

D 
A ( d h . ) mo pi ~ (l = 1 , . .. w) 

Agora, usando-se o lema combinam-se estas con-

D 
gruência s para encontrarmos A e m Obviamente nos 

so problema aparecerá ao calcularmos A
0 

s e A e stá em 

com h ~ 2, para resolve-lo , iremos con siderar sua 

çao caractcristica . 

An + a "n--1 + + Ak + Ak.-1 + 1- A I 
n-1 l\ • • • ak. · ~-1 · · · - al - + ao 

(mod ph) com p primo e h > 2. 

z h 
p 

equa-

o 
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1 ) Se a 0 , a . .. . a 1 sao múltiplos de p então : 
.L n -

n n - 1 
A = p ( Cl 0 A - + . . . + Cl l I ) n-_ 

elevando tudo a h ternos: 

Anh :.:: O (mod ph) , isto é A e nilpot ent e e po~ 
o ph) tanto A ~ O (mo d 

2) Se existe i e: JN tal que -a . 
l 

na o e múltiplo de p , 

t o e existe k tal q ue (ak ) 
- 1 e xiste e ak-1 ' ak- 2' . . . 

sao mú ltiplos de p . As s im : 

An n-1 k 
+ a n-l A + . . . akA = 

e porta nto 

(An n - 1 akAk)h -~ 0 +a 
1 

A + . . . + 
n-

h Akh (I y A y l\. v An-k) h O 
~ + O + 1 2 + · · · + 'n-k-1 -

Akh (I - AQ (A)) ~ O (mod ph) 

onde 

Q{A) = - ( y o 
n-k - 1 

+ yl A+ . . . + Yn-k - 1 A ) 

e assim 

isto e 

Akh = Akh+l Q (A) 

além disto 

is -

ao 

AQ(A) = Q(A)A, e porta nto Q{A) é uma (lk, S)in 

versa de A e ass i m pelo lema 3.2.1 temos que: 
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EXEMPLO 3.3.2 

Seja o anel Z72 e A2 - A + 6I _ (mod 72) 

A 
. D 

ss~m A 

72 ::: 8 . 9 ::: 23 . 32, 

::: ? 

isto e pl 

p2 

::: 2 

·-- 3 

hl ·- 3 

h2 - 2 

A
2 

+ 7A + 6I:: O (mod 8) , e 7 não é multiplode 

2 logo, iremos aplicar o caso 2 . 

A2 + 7A = 2I (mod 8) 

(A2 + 7A) 3 _ O (mod 8) 

(A(A+7I)) 3 - O (mod 8) 

A3 (A+7I) 3 - O (mod 8) 

desenvolvendo 

A
3 

(A
3 

+ SA
2 

+ 3A + 7I) ~ O (mod 8) 

A3 (I + 7-1 A3 -1 2 -1 + 7 • 5 . li. + 7 . 3 .A) _ O (mod 8) 

A3 ( I - A (A2 + SA + 3I) - o (mod 8) 

"'·3 ::::; l\4 (A2 + 5A + 3 I) 

assim 

Q(A) = A2 + SA + 3I mas , A2 = A + 2I, logo : 

Q(A) ::: 6A + SI e portanto, 

AD = A3 (6A + 5I) 4 

Ao = A3 pois Q2 = 4A2 
+ 4A + I e assim Q4 == I 

Ao = A3 - A2 + 2A :::: 3A + 2I (rnod 8) 
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A2 - A + 6I ~ O (mod 9) 

2 
A + 8A + 6I ~ O (mod 9 ) 

8 n ã o é múltiplo de 9 lo9o aplicar emos o caso 2 . 

assiw 

mas A 2 = 

Isto e: 

? 
A~ + 8A - 3I (mod 9) 

(A2 + 8 ,2 A, - o (mod 9) 

l\ 
2 

(A + 81) 2 
- o (mod 9) 

l\2 (i\2 + 7A + I ) - o (mod 9) 

A2 (I + A(A + 7 I) ) o (mod a ' - ::-, 

A2 (I - 1\. (8A + 2 I) ) - o (moà 9} 

(mod 9 ) 

Q(J\) = 8A r 2 1 

_o 
1\ -. l\2 (8A + 2I) 3 

l\D 2 ( 81\3 ·- '\ + 61\2 + 6A + 8I) 

A + 3 I , logo 

AD ·- 1\ 
2 (8(A2 

+ 3A ) + 6A
2 

+ 6A + 

rP = A 
2 (Sl\2 + 31\ + 81) 

i\ o = l\2 (5 (A + 31) + 31\ 

A 
D 

8A 3 + 5!\2 

D 2 
3 A) 5A2 

l\ :;; 8(A + + 

AD = 4A2 + 6A 

A D - ,\ + 3 I (mod 9) 

Ao _ 3A + 2I (mod 8) 

AD - A + 31 (mod 9) 

+ 8 I ) 

8 I) 

Agor é.t, usand(.J o i:t:: oruma do r e ste chinê s da mesma forma q ue 

no exemplo 3.3 . 1 ob te reffios 

D 
l\ - 1 9A + 66I (rnod 72) 
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3.4 . APENDICE 

TABELA DAS INVERSAS DE DRAZIN DE MATRIZES QUADRADAS SIN GU
LARES E NÃO NILPOTENTES AT~ ORDEM 5 EM TERMOS DO S COEFICl 
ENTES DA EQUAC AO CARACTERIST ICA. , 

ORDEM 2 
2 . l A

2 
+ aA = O 

ORDEM 3 

3. 1 A
3 

+ aA
2 = O 

3 .2 
3 2 

A +al\ +bA == O 

ORDEM 4 
-1.1 

4 . 2 

4 . 3 

1'1.'
1 + a A3 = O 

A4 + a 1'1.
3 + b A

2 = O 

4 3 2 
A +a A +b A +cA = O 

ORDEM 5 
5 . 1 A

5
+aA

4
=0 

- 2 5 4 b3 o ~ . A + a A + A = 

AD = a- 3 A3 

AD = b-2 [ a A2 + (a2- b) A] 

AD = a -4 A3 

A D = [ (a 
2 

- b) A 
3 + (a 

3 
- 2ab) A 

21 

AD = c - 2 [b J\
3 + {ab-c) A2 + (b2 -ac) A] 

AD ::= - a-5 A4 

AD = b - 4 ((a3-2ab) A4+(a4- 3a2b+b2)A3] 

5 . 3 
5 4 3 2 D - 3 2 4 2 2 3 A + a A + b A + cA =O A =c ((ac-b) A + (a c- ab +bc)A + 

5 . 4 
s 4 3 2 

1\ + a 1\ + b l\ + cl\ + 

-1 dA= o 

+ (/abc- b3-c2
)A

2
] 

A0 =d- 2 [(cl\4 + !,uc-d ) 1\) + 

2 + (bc-ad) A + 

2 + (c - bd) A] 
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TABELA DAS I NVE RSAS EM z26 E Z 13 

X l I 3 
lS i ~=~-~t23J~ 

7 I 23 I ll I 5 17 I 25 

em Z13 = 

i I I L ' 
X 1 2 3 4 5 : l~t~ -:f,--~:-j- ;~-~--1 

1 7 9 lO 11 X 



CAPITULO IV 
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IV - EQUACOES DIFERENCIAIS MATR ICIAIS ORDINARIAS 

4.1 INTRODUÇÃO 

A solução da equaçao diferencial matricial . 

1 ) Ax + Bx = f(t), x(O) = x 0 

é obtida através de fórmula de v a riação dos par~ 

metros quando A e urna matriz não singular; ma i s precisa -

mente: 

2) 

onde 

3) 

4) 

X ( 0) 

e a s olução da equaç:o homogênea associada , e 

I t 
o e 

-1 
-A B{t - s)f (s)ds 

e uma solução particular de 4 ) aue satisfaz x (O) =0. 
- p 

Se A é urna matriz singular, as fórmulas 3) c 4) 

nao podem ser util~zada s . Mais que isto , o problema ini-

cial 1) pode ser inconsistente (sem soluç6es ), ou consis-

tente (com soluç6es) , mas sem unicidade. 

Corno e xemplo pode mos c itar : 

Seja 

O problema de valor inicia l Ax ' + Bx = O, x(O) = 

= [1,1]T clarctrnente não tem solução. 
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r o 1 n [~ 
•j 

~ J 
Agor a , se A - o o e 13 = o 

o o o 

com x ( O) = [ 1, 1,1] 
T 

na o e d i f í cil verificar que o proble-

ma de valor inicial Ax ' + Bx = o, X ( 0 ) = c pOS SUJ. infini-

t as soluções . Note que nos dois exemplos é.lCima. até temo s 

que AB = BA . 

o n o s so estudo r e stringir-se- á ao caso e m que se 

1 ) possuir soluçõe s e las são 6nica s, propri e dade esta que 

será r efe rida corno s o l fivel ou t rat ável . Estabeleceremos 

uma condição equiv a l ent e d e solubilidade , para dali deter-

minar a val i d a d e d a s fórmula s 3) e 4 ) c o m modif icações 

apropr ia~as . I sto se rá feito c o m o auxilio da inver sa de 

D~a zi~- Este estudo div id i r-se-á e m duas etapas , a prime~ 

ra onJe con s ideramos o caso ond e os coef icient e s matrici-

a is A e B comutam e a s egunda: o cas o g eral . 

4 .2 A EQUAÇÃO AX ' + Bx = F( T) QUANDO AB = BA 

Con s ide r a mos a equaç~o homog~nea matric ial. 

1) Ax' + Bx = O AB = BA 

e a d e composição centro ni l potent e d e A (dada n o cap.ítulo 2 ) 

2) 

onde 

c 

,...,-1 
.1. 
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e o N 
A 

é nilpotente de 

Indice k = i nd(A). Em 2 ), C e invcrsivel e N ~ nilpote~ 

te de ordem k . 

Agora, considerando 

3) e = (I - A0 A)x 

e mu ltiplicando 1) por A
0 respectivamente, 

obtemos o "desacoplamento" : 

4 ) 

5) 

devido a : 

D D D 
NA x 1 = NA A Ax = A{I - A A)A Ax = O, 

e as matrizes envolvidas comutarem , 

É claro que a existência ou unicidade da solução 

do problema inicial , 

6) Ax' + Bx = O, x ( O) = x 0 , AB = BA 

depende rá essencialmente da análise da equação 5 ) , pois p~ 

ra c a da sol ução x 2 de 5 ), quando existir, obtemos facilme~ 

tu a solução x 1 de 4) . Em particular , c o mo x 2 = O ~ solu 

çao , obtemos que 

7) 
D 

X(t} -A Bt ~~ D = e .'-1.1"1. q 

e a solução d e 1} para cada vetor q. Além disto, 6) e 

c onsiste nte semp .. :e D que x 0 = l\ Aq para algum vetor q . 
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Observamos que a solução 7) 

e que a procura de s oluç6es analiticas 

X ( t) = L 
m=0 

c t!Tl m-
m! 

e analí t ica em 

para a equaçao 'I) , equiva le a s olução de e quaçoes em dife 

renças. 

8) AC _ + BC = O 
m+ 1 m 

utilizando o desacoplamento anterior, o u s e ja 

u 
m 

e v 
m 

obtemos o sistema equivalente a 8) 

8') 

8 I I ) 

u 
m+ 1 

+ = 

NA v + Bv = O m+1 m 

D -A nv 
m 

Como u = O sati s faz 8' ' }, decorre que 
m 

9) 

onde 

9 I) D 
u 0 = A Aq 

para. algum vet-or q. 

"' 
:-dt) ·- >~ 

:U= Ü 

coincide com 7 ). 

Assim : 

u tm --m 
m! 

-:;:, 

~-

m=O 
( - l\DB ) m tm AD Aq = 

m! 

O s egu inte lema sera frequentemente utilizddo. 
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LEMA 4. 2 .1 

Sejam A e B matrizes que comutam e que N (A) n 
N~B) ={0}. Considerando A em sua forma centro- nilpotente, 

então 

1 o ) B = T 
- 1 T 

onde s
2 

~ inversível e de dimensão igual a parte nilpote n

te de A, isto é N. Al é m d i sto 

11 ) 

PROVA 

Escrevamos B = T -1 
T 

com B1 e B2 de me sma dime ns5.o d e c e N respec tivame~ 

t e . Como A e B comutam , t emos que AjB = BAj para c a da 

i nteiro j > o. Portanto CjB = B
1
cj, CjG = G Nj - 1 1 1 

Faz endo j igual ao í ndice de A e utilizando o 

fato que C é inversível , de corre que G1 = G2 = O. 

Se B2 não f o s s e inversível, teríamos que B2 v =O 

p~ra alqum v não nulo. Sendo N nilpotente , e xiste um 

- Nm v O m-1 ~ inte iro m nao negativo ta l que = , N v ~ O e 

B
2 

(Nm-1 ) v;lNm-· 1 (B 2 v ) =O . Por outro lado , 

x = T [ :m-1 v J ser ia nao nulo , com Ax = Bx = O. Por 

h lpótese isto nao pode ocorrer , logo B2 e inversíve l . 

Te mos ainda que : 
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T 

C . Q.D. 

TEOREMA 4 .2. 1 

Supo nha que AB=BA e que N (A) n N (B) = { o } I en 

tão : 

1) Qualquer s olução da equaçao Ax ' + Bx = O, e d a f o rma : 

12) x(t) = e-AD BtAD Aq 

2) Qualquer s o lução da equaçao AC 1 + BC = O é a forma : 
m+ m 

1 J ) 

PROVA : 

c m 
D m = (-A B) co I 

D c0 = A Aq , par a algum vetor q . 

É suficiente estabelec er que as e quaçoe s 5 ) e 

8 ' ' ) poss uem s omente a solução n u la . Para tanto vamos mu l 

k-1 .. tjplica r 5) por Nl\ onde k e o J.ndic e da matriz A . 

.. k- 1 De corre da l que BNA x 2 = O. 



portanto 

k-1 1 

NA x2 = 

85 

Fazendo x 2 = T 
[ Vu J 

o b t emos : 
o 

B Nk -1 
2 

Sendo B2 inversível , 

k - 1 
NA x 2 = O. 

Agora multiplicando 

k - 1 deco rre que N v = O 

5 ) por k - 2 
NA f e 

o f obtemos BNA 
k - 2 o. Utilizando que x2 = 

k - 2 k - 2 

e 

como 

o arg~ 

mento a n terior , segue-se que NA v = o e que NA x2 = o. 

Seguindo do mesmo modo , chegamos i v = O e Bx 2 = O. 

t anto , t emo s x 2 = T 

Porém , 

[ u 
o J com B1u = O 

implica que 

O=T [: :] [:]='f [:J 

Por-

isto e , u = O pois T e nao singular , conse-

quentemente , devemos ter x 2 = O. 

A mesma demonstração é feita para a segunda par-

te do teorema (equação em diferenças ) . 

C . Q. D. 
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Campbell em seu trabalho observa que na demons-

tração do teorema anterior , são usadas muitas propriedades 

de Drazin, logo urna inversa distinta da de Drazin geralrne~ 

te nao poderá ser usada. 

Nos e xe mplos dados anteriormente para a equaçao 

Ax ' + Bx = O tinhamos como coeficientes: 

a) 

Assim N (A) n N (B) = { O} e corno A é nilpo t en-

te temos A0 = O, logo a equaçao dada possui somente a solu 

çao trivial . 

b) A = 

l~ ~] 
B = 

l~ 
1 

~] o o 
o o 

Assim N (A) n N(B ) ~ {O} 

Notamos que e 
- AD Bt AD A e nulo, mas a equaçao 

possui s oluções não triviais . 

Comparando agora a inversa de Draz i n com urna 

( 1 1 2) inversa para A, isto é , é uma pseudoinversa X pa-

ra a matriz d ada , tal que satisfaça as equações AXA = A e 

XAX = X, podemos ver que X = 
[ 

o, o, J e uma [ 1 , 2] in 

versa para A do e xemplo a ) , e que e - XBtXAq = e -XtXAq e 

distinta de zero pa ra qualquer q d istinto de zero e por-

tanto é uma solução não trivial d e Ax • + Bx = O, o que co~ 

tradiria o teore ma anter ior , assim c oncluímo s que na o e 

possivel resolver este p roblema com uma (1, 2 ) inversa . 
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Vamos agora considerar a equaçao nao homogênea 

1 4 ) Ax 1 + Bx = f(t ), AB = BA 

Utilizando a decomposição 2) em 14) , decorr e 

que 

15) x1 
I + l,p Bx

1 = AD f 

16} NA x2 
I + Bx..., 

L. 
= (I - AA

0 )f 

uma solução de 15) e imediata : 

1 7} 

Afirmamo s que : 

1 8) 

= r t 
' a 

k-1 
L: 

j=O 

e a solução ãe16) para f k - vezes diferenciável, e 

N(A) n N(B) = {0 } . -1 Façamos •r x
2 

[u 
T 

v] . Mult ipli-

cando 8) 
k -1 por NA e utilizando o lema 4.2 . 1 , obtemos : 

k-1 k-1 D BNA x2 =NA (I - AA )f, isto e : 

[~ , ~J [: ~~, J [: J " [: ~~, J [: : J [ !~] [ ~2k- 1 } 

" [~-1 fJ 
ou equivalentemente , 

Mul tipl i cando 8 ) por utilizando o fa-

N k-1 I k-1 BDf . to que A x 2 = NA , 
k - 2 k-2 

decorre BNA x 2 = NA . 

ou simple smenle 
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Em g eral 
k . 

N - Jv = 
A 

~~~ (- 1 ) i Nk+i-j B-( i +1)f2 (i)' ou a in-

j - 1 
r. 

i-=0 

(-1 )i N k+i - j ( BD)i~1 f(i) 
A 

j - 1 

i ~ O 

f a zendo k = j obtemos 

k-1 
x2 = . ~~ o (I -

l= 

= (I - AAD) 

devido a , (I - AAD)= [: 

AAD)i ( - ABD)i BD f (i) 

k - 1 
(-ADD ) i BD f (i) . >~ o 

l.= 

:] = (I - AAD )i 

= 

:;; 

Com esta demons t ração acima , acabamos de mostrar o : 

TEOREMA 4.2.2 

Se ~B = BA , N(A) n N(B ) = {O} , k = ind(A ) e se 

f e k-vezes continuamente diferenciável então Ax ' + Bx = f 

e consistente e uma solução particular e dada por: 

AD 
D Bt f t AD 

Bs f ( s ) - A 
X = e a e + 

Al\D) 
k-1 

(-ABD)n BD f (n ) + (I - }.o c om a arbi-
n= 

trári o . 

TEOREMA 4 .2. 3 

Se AB ~ BA e N (A ) n N(B ) = {0 } , en tão a solu -

-çao g e r al da e quaçao ~x ' + Bx : f(t), c om f(t) k - ve zes di -

feren ciável , e dada por : 

- AD Bt AD ' t - AD B (t-s) l\D f ( s ) d s 1 1 ) Aq 
·;- J e + 

X = e a 

AAD ) 
k -1 

( - ABD )i BD f (i) + (I - '\' 

i=O 
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onde k e o índice da matriz A, e q e um vetor. 

OBS .: A prova deste teorema é uma consequência direta do 
teorema 4 . 2.2 e 4 . 2 .1 

LEMA 4 .2.2 

Se existe c t al que (cA + B) é inversível, en -

tio comutam Âc = (cA + B)- 1 
A e 

PROVA : 

B = (c A + B)- 1 B c 

Vamos supor que existe c tal que (cA + B) - 1 ~xis 

te assim : 

I = (cA + B)- 1 (cA + B) = c (cA + B)-l A + {cA + B)-l B , is 

to é : 

ayora multipl icando esta equação por Âc pela esquerda e 

depois pela direi t a obtemos que : 

ÂC = CÂCÂC + ÂCCÊC e 

ÂC = CÂCÂC C + ÊCÂC 

e asslm temos que 

DEFI NIÇÃO 4 .2 .1 

C.Q . D. 

A equaç~o Ax' + Bx = O será dita r egular quando 

o polinômio p(w) = det (wA + B) não se an ula identic~te, 

isto é (cA + B)- 1 existe pa ra algum escalar c. 
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TEOREMA 4.2 .4 

A equ ação Ax ' + Bx = O tem solu ç ã o Única para 

condiç~es inicia i s c onsistentes s e e s oment e se ela e reg~ 

lar . 

PROVA: 
-Vamos supor que ex1ste c tal que (cA + B) e i n 

ver sível , a ssim N(A ) = N( (c A + B)- 1 A) e N(l3)~ N( (cA + B)-1B). 

Seja v E N (A) n N (B) . 

Assim Av = O e Bv = O l o go (cA T B) v = O e 

c o mo (cA + B) é inve r s í vel temos q u e v = O, isto c 

N (Â c) n N 0\ ) ={ O } 

l ogo, pel o teor ema 4 . 2 . 1 t emos q ue ( cA + B) _ , Plx' + (CA+B) - 1 

Bx = O tem so l ução única para condiç6es iniciais consis-

tentes . 

Ãgora supondo que Ax ' + Dx = O possui solução 

única para c ondiç6es inic i ai s consistentes e que (cA + B) 

nao e inversível para nenhu m c temos : 

Ex i ste \vc f. O 

e te .. .., 
c temos : 

vetor ~al que (cA + B) w 
('! 

= o, fazendo X = c 

Ax ' c 
te = ce .7\.vv c 

te = - c Bw - -n e assim x e uma 
C X C 

solução 

d<~ Ax ' + Bx = O . 

Somente n dos w pod e m ser LI, assim tomemos um c 

subconjunto '" . t c. f; O e portanto são vetorcsLD, assim 
C . =l , l 

l 

l 
. >. 1 m. w = O 
l= l c. 

l. 

vamos defin~r 



1 
x = .L:

1 
m . 

~ = l. 

9 1 

te. 
l. e VJ c . 

l. 

l ogo, x e zer o sat isfazem a equa ça o dada e m x (O) = O o 

q ue c ont r a r ia a h ipót ese de solução única para cond içÕes 

iniciais consis t e ntes . 

C . Q. D. 

LEMA 4.2 .3 

Se A e B sao matriz e s quadradas de dimensão n 

tais q ue (cA + B)- 1 existe para algum c, então inàepen-

dem d o c escolhido , 

PROVA : 

Se b ~c tal q ue (bA + B)-1 exista 

1) ~ (bA+B)-l = = 

2 ) multip lica ndo 1 ) por A pela direita temos 

3 ) multiplicando 1) por B pela d ire i t a t e mos 

4 ) Prova de forma semelhante a 1) que 
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5) De 4) , multiplicando por A pela direita e usando o lema 

ante rior temos que f3c
0 

Âc = f\0 ~ 

6 ) ind(Ãc ) 

·to Â k+ 1 
c 

assim 

e o menor inteiro k 

isto é Â f3 D 
c c 

tal que posto (Â k} = c po~ 

posto (Âbk) =posto [ (bAc + Âc) - 1 1\.c]~ posto [ (bÂc+Êc)-kÂck ] = 

posto (Â }: ) 
c 

C.Q.D. 

Dada utna equaçao diferencial matricial singular 

regular 

Ax ' + Bx :.: f , 

80nsiderQmos a equac~u associada 

Âx ' + Bx = f, 

onde 

Â = (CA+B )-1 A; Ê = (cA+B) - 1 B; f = (cA+B)-1 f 

sao tais que ÂÊ = ÊÂ 
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TEOREMA LJ ,2 , 5 

Supondo que : 1) Ax ' + Bx = O tem solução única 

para condições iniciais consistentes ou equivalentemente , 

existe c tal que (cA+B ) é inversível e 2) Â, B, f estão 

definidas como a cima 3 ) k = ind(~), 

Então : 

Ax' + Bx = f, x(O) = x
0 

tem solução se e somen 

te se 

k-1 
19) xO ·- Â.Õ.D q + (I-ÂÂD) n~O (-1)n (ÂÊD)n 13D f{n) (O) p~ 

ra a l gum q 

uma s o lução particular de Ax ' + Bx = f e : 

ÂD -AD Bt t ÂD --D 
k - '1 

X = e !a e Us r{s)ds + (I - M ) 
n~O 

onue a e arbitrár io. 

A solução g eral de Ax' + Dx = f e: 

21 ) 
-ÀD Bt ÂÂD -D -ÂD Bt t eÂD Bs x =e q+A e ia f(s)ds + 

+ 

C
n 

com q s . Além disto, a solução satisfazendo x(O) = x 0 

~ encontrada fazendo q = x 0 e a = O em 21. 

EXEMPLO 4 .2.1 

Consideremos a equaça o diferencial homogênea 

Ax ' + Bx = o 
onde 

[ -: 
o -2 

J [-2~ 
1 2 

J 
A - o 2 B = - 22 -17 

3 2 18 14 1 o 
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Vemos que A e B sao a mba s singulares e nao comu 

tam, mas A + B e uma matriz inversível , logo multiplican-

do a equaçao por (A+ B)- 1 chegamos a Âx ' + Êx = O 

Ê = I - Â = 'I 
3 

-3 

6 

- 3 

[ -: 

-5 

5 

2 

6 

-2 

-2 

-4 l e - 2 

1 o J 
4 

2 

7 

onde 

Os auto valores de Â sao O, 1 , 3 assim A0 pode ser comp~ 

t a da pelo teorema 2 . 4 . 2 como : 

Logo para condições 

(I--ÂÂd)x(O) = 1 
9 

-27 

54 

- 27 

i nicia is 

18 

- 18 

9 

-4 1 

77 

- 34 

-28 

46 

-14 

cons istentes 

1 4 10 l 
-14 -10 

7 5 

temos que: 

x, (o) 

x2 
(o) 

x.3 
( o ) 

-· Existe somente uma equaçao independente e nvolvi da : 

9x
1 

( 0) + 7x
2 

( O) + Sx
3 

(0) = O 

= o 

Como os autc ~alores de (-Ã0 B) sao O, O, 2/3 , nao e difícil 

computar a ma t riz exponencial como : 
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18 1 2t/3 2( 1 -e2t/3) x, (O) - e 
D 

x(t) = e-A ~tx (O) = 1 o 26-82t/3 16(1 -e2t/3 ) x
2 

(0) iã 

o 13 (e2t- 1) 26 e2t/3 -8 x3 (0) 

Neste s is t e ma podemo s u sar a equaçao par a e limi-

nar um dos x .. 
l. 

TEOREMA 4.2.6 

Se a equa çao homogê nea Axn+
1 

= Bxn e tratável , ~ 

tão a s o lução g e ral e d ada por : 
~E D 0 ~ m 
ftft q se n = q vetor ~e C 

22 ) X 
n 

o nde Â = (wA- B)- 1 A e 

se n = 1 , 2 , 3 , • . . 
_., 

B = (wA-B ) B e w um n umero com-

plexo tal que (wA- B)- 1 existe . Ma is a i nda, c e em e ve 

tor consis tente inicial para 22 e somente se c t:. t R (Âk), on-

de k = ind(Â). Ne s te c a so a ún i ca solução, sujeita a 

, -Dn n e dada por x = (A o) c, 
n n =O , 1 , 2 , 3 , . . • . A equ~ 

ção não homogênea Ax 
1 

= Bx + f também é tratável . Sua 
n+ n n 

solução geral é para n > 1 . 

n-1 
(-D-) n --D -D 2 3) x = A B AA q + A . ~O n l.= 

onde 

- - 1 " -1 ~ - 1 A = ( HA - B) A, n (\v A - B) B , .L • = ( wA - B) f 

k ~ ind (Â) c q c ~rn . 

A solu ção x e independente d e w. 
n 

Seja \.i = -( I 

~ 

c e um vetor consist e nte inici al se e somente c está no 

.. { -k 1 dom1nio w + R(A ) r . 
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PROVA: 

Como Ax 
1 

= Bx e tratável, multiplicando por 
n+ n 

- 1 (wA-B ) obtemos a equ açao equivalente: 

c 

o 

Âx = Êx , isto é 
n+1 n 

o 

N 

Assim 

X~:~ l 
( 2 ) 

X 

X 
n 

n+1 j 

( 2) 

= 

I + wC O 

O I+wN 

e a soluçio da equaçâo homog~nea segua. 

O resto da prova segue diretamente 

4.2.S . 

do teor.oma 

C.Q . D. 



CAPITULO V 
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V - APLICACOES DA INVERSA DE DRAZIN NO SISTEMA 
CRIPTOGRÁFICO DE HILL 

5.1 INTRODUÇÃO 

Ne ste c apitu lo apresentaremos algumas aplicaç6es 

da inversa de Drazin em problemas de criptogragia , maispr~ 

cisame n te no sistema desenvolvido por Hi ll (7 ] [8). O con 

ceito básico na crixptografia é o de "codificação", o qual 

entenderemos corno uma t r ansformação injetiva entre dois 

conj untos numéri cos discretos . Sua transformação inversa 

e refe rida como "decodificação" . 

Por e xemplo, s e c ons i derarmos as letras do alfa-

beto e m c orrespondência biunivoca com z26 ' então a trans

formaçã o l inear E (x) = ax + b , onde a ~ primo com 26 e b 

e um n úmero arbitrário de z26 ' defin e uma cod ificação de 

z2 6 ' nele mesmo . 
-1 Neste caso , D(y) = (y-b). a e a fun-

çao decodifica ção . Se supuzerrno s que a corr espondência ~ 

sada e a~ 1 ; b ~ ; z ~ 26 teremos que a palavra "rra~ 

sa " corresponde a (1 3, 1, ·19, 19 , 1). Us ando e m E (x) 

a = 3 e b = 1 temos que a codificação pe la transforma-

çao E(x) em z 26 é (14 , 4 , 5 , 5 , 4) I a q ual usando nova

mente a correspondênc i a alfa numéric a corresponde as le-

tras N, D, E, E , D. Tendo a. disposição .1 função " deco<lif~ 

cação" D (y) = (y-·1) . 9, e a mensagem recebi.da NDEED obtem--

se que a mensag€:;m enviada e MASSA . 

Eslc dispos i tivo , todavia e muito frac o para ma~ 

-ter s egredo da mensagem enviada, pois mesmo nao possuindo 
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a funçâo decodificaçâo seria possivel por tentativas e pe

la freqtlªncia alfabêtica na lingua portuguesa , isto ~. no 

portuguis duas letras iguais juntas provavelmente serão ss 

ou rr e portanto a letra E > s ou E + r em ambos os 

casos D i urna voga l, sendo assim um t exto extenso seria 

facilmente decodificado. [1 3] 

Para evitar este problema Hill em 192 9 introdu 

ziu a codificaçio matricial que consiste na transmissão de 

bloco de letras em lugar de letras simples (mono alfabêti -

co) , de modo a tornar muito oneroso os cálculos da 

qtlinc ia alfab~tica . Assim , vamos considerar uma 

fre-

função 

codificação E(x) de (Z26 )m e m si mesmo , onde m denota o 

comprimento do bloco. Em particular, Hill considera 

E (x) = Kx 

onde k é uma matri z mxrn , cujo determinante e primo c om 26 

e portanto nio singular ex um vetor mx1. Por~m, com o 

advento do computador, mesmo estes cálculos tornam-se viá

veis e assim Levinc e m 1958 propo s k como sendo a matriz 

k = A + Bt 

onde A, B sao mntrizes mxm fixas e t e um parâmetro em 

z
26 

que varia a cada b loco. Al~m do esforço computacio

nal no processo de decodificação , surgem problemas com er 

ro s d e transmissão, os quais no caso matricial propagam-

se tornando indecifr~vel a mensagem . Por tanto , e de intc 

rcsse determinar a possibilidade de construir u m código 

sem este defeito. Gabriel 01] demonstra e sta possibilid~ 

de e s e us resultados foram generalizados c simplificndos 

por H a r twing [12 , 13] utilizando a inversa de Ora zin , es t e mé-
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todo s era o objetivo deste capí tulo. 

5 ,2 A INVERSA DE DRAZI N NO SISTEMA CR IPTOGRÁFICO DE 
HI LL (W-KEY ) 

Na secao anterior, foi mencionada a p o ssibi l ida -

de de u m s i stema de codif i cação no qual u chave para o pr~ 

ximo passo seria uma funç ã o codificad a a cada passo e -na o 

dep endent e d e uma codif i c ação pr~via . Um mito do assim f o i 

aperf e i ç oado u s a ndo invers a de Drazin em con j ugaç ão ao sis 

terna cript ográ fico de Hill . Em (10) mostra - se c o mo c ons-

t r uir ma t ri zes com as p r opr iedades ac ima mancionadas . Aqui 

i iemos d i scutir 2 de s tes mitodos c om exemplos . 

lQ CASOJ W- KEY 

As matrizes chaves de Drazin us a m conjuntos de 

parâmetros : 

1 ) Uma seq uência de numeres inteiros {n
1

,n
2

, • •• } 

1 < n . < rn onde m g r afos estão sendo codificados . 
J. 

2 ) Dua s sequências de elementos inve rslveis de 

{ B 1 , 62 I •• • } • 

Os métodos para geraçao deste s parâmetros -ser a o 

descrito s po steriormente. 

No sistema de Hill , como usual, o texto e e scri-

to n a forma de uma matriz retangular c om m linhas e n co-

lunas. A sequência n . e usada para "quebrar" o t e xto e m 
J. 

blocos com n . colunas adicionadas de c o lunas suficientes 
J . 

d e z e ros para formar matrizes quadradas, as quais chamare 

mos de P 1 1 P 2 1 • •• 

uma unidade . 

Cada bloco P. será c odificado 
J. 

como 



1 o 1 

Definimos a W- key c omo : 

k (P.) = a.. (P.
0

)
2 

+ ~ . (I 
l l l l 

Nesta fórmula ().i e B. 
l. 

D p . p . ) 
l 1 

sao selecionados das 

sequênc i as {a.} , { f3 . } 
l l 

respectivamente e P. 
l 

represen ta 

um bloco e P0 sua inversa de Drazin. 

( 3) 

onde 

por: 

ent~o será codificado para C. , definido por : 
l 

C. = k (P. ) P. 
). l. l 

A matriz k (P. ) e inversível com i nversa k • (C
1
.) 

l 

k ' (C.) = 
l 

D 2 -1 D a . (C. ) + s. (I - C
1
. C

1
. > 

]. l 1 

Assim cada bloco P1 do texto original sera dado 

P. = k ' (C.) . C . 
1 l 1 

Logo, as fórmulas codif icaç~o e decodificação 2 

e 4 podem ser simplificadas para : 

c. pi 
D 

(L (I P. D 
( 5) = a . + p i ) pi l l l 1 

P. C. 
D - 1 c. D 

( 6) = o . + {3 . (I c. ) c . 
1 l 1 1 1 l. 1 

Onde 5 e 6 constituem a W-key. 

Antes d e dar um exemplo , vamos provar as afirma-

çoes 3 , 5 1 6 . 

1 ) 

índice i) . 

k(P.) e i nversível : 
1 

(Obs .: Vamos omitir o sub 
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PROVA: 

Basta mostrar que k(P ) . k0 (P) = I. 

Assim temos : 

e da mesma forma 

B.A = O 

e D B = B(I - PP ) 

logo , como (A + B) 0 = A0 
+ B0 se A.D = B. A = O t e mos : 

-1 (P2 PD) 2 -1 (I - PP0 ) = a + B = 

·-1 p4 (PD) 2 -1 (I - PP
0

) = a + 8 = 

-1 p3 PD + 6-1 (I - PP0 ) :::; a 

Logo : 

k (P) = 

D D D = P . P . P P + I - PP + O + O = I 

C . Q.D . 

2 ) k 1 (C) = k - 1 (P) 
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PROVA: 

D D D 
= ( ex P + B (I - PP ) P ) = 

+ [ !) (I 

= 

[ S (I - PP
0

)P] [ ct P
0

] = ex P0 J [ 5 (I - PP0 ) P) = 

aS [PP0 - PP0 PP0 ] = O = ( P- (I PP
0

)P [ ex P
0

] = 

Além disto, 

Logo : 

k' (C) - a-1 p2 PD) 2 + 13 -1 ( I - PPD) :!: 

= a-1 (P4 (PD) 2) + S-1 (I - PPD) = 

= 

C.Q .D . 
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PROVA: 

D D = a P + B (I - PP )P 

C . Q . D. 

PROVA : 

C . Q. D. 

EXEMPLO 1: 

Vamos codi f icar o texto "MÉTODO DE HILL" usando 

~'7--key com , m = 5 n1 = 1 , n2 = 2 , n3 = 2 a , = 7, 6 1 = 9 , 

a2 = 1 5 , 13 2 = 23, a3 = 3 , í33 = 1 1 e usando a cor r e spondê!:. 

ela alfabética : 

A = 7 B = 1 2 c = 20 D = o 

E = 1 F = 1 4 G = 1 3 H = 4 

I = 6 J = 21 K = 1 9 L = 1 1 

M. = 3 N = 16 o = 5 p 1 5 

Ç) = 1 o R = 23 s = 22 'l' = 2 



u = 18 

y = 17 

v = 24 

z = 25 
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ti = 8 X = 9 

n A primeira coisa a ser feita e formar o retângulo com 

o t e xto a ser codificado, com m = 5 , completando 

ÇOS exeden tes com uma le·tra qualquer 

M E T o D 

o D E H I 

L L D D D 

2 ) Usando a tabela alfa-num~rica dada , temos : 

3 

5 

1 1 

o 

1 1 

2 

o 

5 

4 

o 

o 

6 

o 

3 ) Usando n
1 

= 1 , n 2 = n 3 = 2 e completa ndo a s 

os espa·-

colunas 

q ue sobram com zeros , encontrando assim as matrizes P
1

,P
2 , 

P3 . 

1 ) 

o, 
02 

03 

3 

5 

1 1 

CodifLcando 

= 3 

= o 

= o 

,. 

::1 

5 

1 1 

ê'l.1 

o 

o 

o 
p1 

p1 

:: 

o 

o 

o 

-3 -: 

o l 

o 

o 

o 

o 

o 

23 

o 

11 

(mod 

2 

1 

o 
p2 

26) 

o 5 o o 

o .J (i o 

o o o o 
p3 
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Assim , temos que 

(P
1

)
3 

+ 2 3(P
1

)
2 = O (rnod 26) 

como e xis t e (2 3) - 1 pe l a tabela do apêndice do capítulo 3 

t erno s : 

( P ) D 
1 - - 25(P

1
)

2 
- (P ) 2 

1 
( rnod 26 ) 

(P ) D 
1 = (P ) 2 

1 = 9 o o 

1 5 o o 

1 1 o o 

corno (I - p ·t p D) 
1 p 1 = o temos : 

11 o o 

o o 

23 o o 

agora , d e spre z ando as duas 6ltirnas colunas da matriz c
1 

e 

usando a tabela alfa nurn~rica dad a, temos as letras 

L 

E 

R 

2) Codificando p2 

2 o 

p2 = o 1 o 

·t 1 o o 

01 = + 1 = 2 • )-

a1 -· -2 - 24 (rnod 26) 

02 - - )-
a2 = 1 

03 - o 

As s im ternos que ~ 
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(P ) 3 
2 + 24 (P ) 2 

2 + p2 .. o (mod 26 ) 

como existe ( 1 ) -1 pela tabela do apêndice do capítulo 3 

temos : 

( P } D [24 2 ( 24 2 1 ) P2} = 1 (P 2) + -
2 

1 4 o 1 2 o 1 24 o 
D 2 4 o 1 o 3 o 1 o o 1 o (P 2) = + = 

1 1 22 o 11 o o 1 1 8 o 

como 

(I - p2 p D) 
2 = o temos: 

1 24 o 15 22 o 

c2 = 1 5 o o = o 15 o 

11 8 o 9 16 o 

agora, desprezando a Última coluna da matriz c2 e usando a 

t a bela alfa numérica dada , temos a s letras 

p s 

D p 

X N 

3 ) Codificando p3 

5 o :l P.., = 4 6 
.) 

o I o o ...J 

a, = 5 + 6 = 1 1 -> a 
1 = -11 :- 1 5 (mod 26 ) 

()2 = 4 (mod 26) -)o a .. 4 (moã 26) 
2 

03 = o 
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daí: 

como MDC (4,26) f v a mos usar o teorema do r esto c hinê s 

D para e ncontrar (P 3 ) 

(P3)3 + 2 (P3)2 + 4 p 3 ~ O 

(mod 2 ) 

pela tabe la do apêndice do capitulo 3 : 

(P -:2) D 
..) 

·- :J (P ) 2 
3 

(mod 1 3 ) 

(P ) D 
3 - (P ) 2 

3 (mod 2 ) 

p e lo teorema do resto chinês : 

(P ) D 
3 - 5 (P3 ) 2 (mod 26 ) 

r 21 o o 
(P ) D :: l 12 24 o 3 

o o o 

como (I - p3 p D) 
3 p3 ::: o f t emos : 

21 o o 

c3 ::: 3 1 2 24 o = 

o o o 

o que c orr e s p onde as letra s 

L D 

Q c 

D D 

(mod 1 3) 

1 1 o o 

1 o 20 o 

o o o 

logo, por 1) , 2), 3) t e mos a mensagem codificada : 
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L p s L D 

E D p Q c 

R X N D D 

isto e , 

L E R L D F D p Q c v X N D D 

ser a a mensagem tran smit i da . 

EXEMPLO 2: 

X N D D" 

Vamos decodificar a mensagem " L E R L D F D P Q C V 

usando n
1

, n 2 , n 3 , m, 0
1

, s2 , B3 , u 1 , a 2 , a 3 idên-

ticos a o exemplo 1. 

A primei ra coisa a ser f8ita e arranj ar a mensa -

gemem blocos , obtendo c1 , c 2 , c3 com o uso da tabela al 

f a numérica . 

L p s L D 

E D p Q c 

R X N D D 

assim temos : 

1 1 o o 5 22 o 1 1 o o 

1 o o o 1 5 o 1 o 20 o 

23 o o 21 16 o o o o 

c, c2 c3 
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1 ) Decodif i cando c
1

. 

[ 11 o o 
1 1 1 5 0 1 :: ->- a = 1 

c = 1 o o 1 

23 o o 0 2 - 0 3 == o 

Assim: 

(C ) 3 
1 + 15 (C ) 2 

1 
-- o (mod 26) -

pela t a bela do apêndice do capítulo 3 : 

1 9 o o 
(C ) D 

1 = 21(C 1 ) 2= 23 o o 

9 o o 

como (I - c 1 
C D) 

1 
c 

1 
:: o 

1 9 o o 3 o o 

p1 = 7 23 o o :: 5 o o 

9 o o 11 o o 

o que c orresponde as letras 

M 

o 

L 

2 ) Decodificando c2 

I 1 5 22 o 
4 22 a = , a, :: 

1 

c2 :: o 1 5 o 
02 = .17 = a2 L 9 16 o 
03 = o 

Assim , 



1 1 1 

(C ) 3 
2 + 22 (C ) 2 

2 + 1 7 (C2) -· 

pela tabela do apêndice do capítulo 3 : 

(C ) D 
2 -- (17)- 2 

[22 (C2 )
2 

+ (22
2 - 17)C2 ) 

como (I - c1 
C D) 

1 
c 

1 - o 

7 14 o 1 

p1 = 15 o 7 o = o 

25 o o 1 1 

o que corresponde a s letras 

E T 

D E 

L D 

3) Decodificando c3 

11 o o 0 1 = 5 -)oo 

c3 = 10 20 o 
1 2 0 2 = 

o o o 
0 3 = o 

Assim 

c orno MDC ( 1 2 , 2 6 ) ~ 1 

o 

(mod 2) 

pela tabela do apêndice do capítulo 3 : 

(C3 ) D - 8 (C3)2 

(C ) D - (C ) 2 
3 3 

(mod 13) 

(mod 2) 

o (mod 26 ) 

7 14 o 
= o 7 o 

25 o o 

2 o 

1 o 

o o 

a, = 2 1 

(mod 26) 

(mod 1 3 ) 
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Assim , pelo teorema do resto chinês , 

(C ) D 21 c3 
2 (mod 26) 

3 -

19 o o 

(C ) D 
3 = 1 o 2 o 

o o o 

como (I - c3 C D) 
3 c3 = o 

5 o o 

p3 = 3 (C3 )D = 4 6 o 

o o o 

o que cor responde as letras : 

o D 

H I 

D D 

Logo, por 1 ) f 2} , 3 } temos o bloco 

M E T o D 

o D E H I 

L L 0 j2j w 
isto e 

ME'fODO DE HILL 
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~ importante detectar possiveis falhas de sistc-

ma dado , o sistema W- Key depende essencialmente de 3 pon -

tos : 

1) A escolha da correspond~ncia alfab~tica 

2) A e scolha do s parâmetros n 1 , a i, 

3) A escolha de m. 

p . 
~ 

Supon do 1 e 3 conhecidos e supondo também que 

a i e Bi de s conhecidos, vemos em z26 a i e B. 
~ 

podem ter escol has a c a da passo da codificação . Se ni, ai 

e Bi sao 1 ou algum outr o valor conhecido, não existe pr~ 

blema algum para encontrar o t exto P . Assim , ~ muito im-

portante a variação destes parâmetros. 

Devemos notar também que se num dado passo cc0= 

I, ou (I - cc0 )c = O então o text o P 
.. 

s e ra dado por p = 

com a l imitado a 12 e scolhas , se n. = m, isto sugere 
~ 

que o texto cifrado seja escrito em c onj untos de m colunas 

conse cutivas 1 , 2, .. . m; 2, 3, . . . m + 1; 3 , 4, m 

+ 2 ; formando a ssim matrizes inversiveis que podernser 

testada s para o plano texto com 12 t entat i vas dadas por 

P = ac- 1 se n . < m escreveremos o texto cifrado em h co 
~ 

lunas 

1 , 2, . .. h; 2, 3, .. . h + 1 i • • • 

estes conjuntos de h colunas para os quais (I CC0 ) C = O 

podem ser testados usando as 12 escolhas para a em P = ar:?. 
Ire mos agora obter uma f orma alternativa de 

C = a P0 
+ e (I - PP0 ) P 
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Da formação dos blocos P. p e la adição de colu
l 

nas nulos , como já f o i visto na seç ão anterior quando n . < m, . ~ 

temos que o bloco Pi pode ser escrito na forma : 

I 

p = 
Í A ~ O 

l-:---t---:-
onde A é uma matriz quadrada n. x n. e P e uma 

~ ~ 
matriz 

quadrada m x m. Assim , pelo capítulo 2 temos que: 

Daí; 

MD o 

PP0 
= 

BA0 o 

, I A 2 AD 
o 

p2 PD 

l_ BAAD o 

( I - PP0 )P = p _ p2 PD = A (I - AA0 ) o 

Assim : 

- D o A( I - AA0 ) 

:J 
7\. 

c = a + c 

B(AD)2 o B (I - BB0 ) 
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Da mesma forma temos : 

A ' O 

c = 

B ' O 

Onde A ' é uma matriz quadrada n. 
1 

x n. 
1 

e C e uma matriz 

quadrada n x n 

(A I) D o 
CD = 

B' (A' )0 o 

(A I) D o I A I (I - A'A' 0 } 

p ·- a + B-l 
(B(A')D o .I B I (I - B ' B' 0 ) 

Vamos agora considerar os casos: 

1) Se A ' é inversíve l + A' A' D = I + P = a c0 

n e C = Ct P
0 

2) Se A ' c nilpotente + (A')h =O algum h+ A ' D = O 

+ P = B- 1c e c = 8 P 

3) Se n. = 
.l 

p 

c 

Neste caso 

= 

= 

c = 

col (a 1 1 a 2 1 • • • 

col (a 1 1 
I 

a2 I •• • 

u p e p = u- 1 

o que e fácil demonstrar 

OBS . : Quando n. = 1 
.l 

A ' 

an ) 

a ' ) 
n 

c 

[a ' ) 
1 

X I 1 3 1 7 9 11 15 17 19 21 231 25 13 o 2 4 6 8 10 

DI X 1 9115 3 19 7 23 11 5 nl 25 23 o 20 10 24 18 4 

o 

o 

12 

12 
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14 . 16 18 20 

14 22 8 2 

a) Se A 1 2 + a A 1 + 2 T I = O (mod 2 6 ) 

com , 

( a 26) = 1 1 2 o f: o ~ = [A ' : J 
1 \.. 

B l 

então D 1 3 

[: , (A ' +I ) : J 
p = (X c + 

b ) Se .i::~. 1 2 + a A 1 + 2 T I :; o 

a par e a = O I 2 T 7- o então p = D etC + 13C 

RESUMO: 

Na codificação de uma W-key em z
26 

temos: 

p = uc q u ando : 

1 ) n. :; 

l. 
m e C e i nversível 

2) n . 
l 

< m e 

3) (A I) h = o algum h 

4) n. 
l = 1 

Supondo o alfabeto e o valor de m conhec idos , um 

m~todo pa ra atacar as W-key é : 

1) Se n. = m 
l 

Começando com as colunas 

1 , 21 ••• m ; 2 , 3, m .... 1 . .. 
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determinar se c- 1 existe (I - cc0 = O) se sim, P ~ UC e 

c omo u- 1 existe testa -se as 12 escolhas poss i veis paraU, 

olhando para o plano texto horizontal e verticalmente 

2 ) Se n. - h < m 
l 

testa-se ( I - CC0 ) C 

Se for zero , p = uc e usam-se as colunas 

1 1 2, . . . h ; 2 I 3 , .. . h + 1 ; 

testa - se vertical e horizontalmente 

3 ) teste se (A ' ) r = O para algum r 

assim P = UC 

4} P I n - 2 i -

5 ) n. = 1 
l 

use as fórmulus dadas acima. 

p = uc para cada coluna cifrada 

Em todos os c asos existem 12 escolhas para U, o 

que é bem melhor que o caso geral, no qual existem 144 =12 2 

escolhas para a e B. 
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5. 3 O M~TODO V- KEY 

No método V-key sao adic ionadas caracterí sticas 

nao existentes no W-key q ue irá acr escentar a este método 

grande dose de segurança. 

Al&m da s sequ~ncias ( n. ) 1 
~ 

d e parame -

tros o m~todo V-key po ssui urna seguincia de matrizes si -

métric as (B1 1 B2 1 • • • ) 1 

da sequênc i a (ni ) . 

(B. = nT), cujas dimensões dependem 
l. 

Como no caso anter5.or o tex t o será esc r ito na for 

ma de urna matriz r etangular de m linhas e a 

(ni) determinará corno as colunas serão quebradas , para 

f ormar os blocos d e t ama nho m x n . . Os blocos s erao chama 
~ 

dos de Pi e a matriz ni a ssocia da ao bloco Pi terá a di-

mensao n. x n . . 
]. l. 

Uma matr iz quadrada Vi(m x m) sera defin ida por : 

1 ) 
'1' T 

V . = P.B . P. = V . 
1 ~ 1 1 1 

e a matriz chave k. (V .) m x m correspondente ao bloco P
1
. 

1 1 

ser a definida por : 

2 ) D 
k

1
. (Vi ) = ~ . V. + B. 

- 1 1 J. 

D ( I -V. V. ) 
1 l 

o código correspondente ao tex to P . sera 
1 

3 ) C. = k. (V. ) P. 
l. ]. 1 1 

V-key 

Para d ecodificaçio do bloco C. , a matriz Y. (m x m) sera de 
]. l 

finida por: 

4) Y. 
J. 

T = C. B. C. 
J. 1 1 

que sera usada para definir a matriz chave de decodi fica -

çao 



5) 

onde 

1 1 9 

k. ' (Y.) = a. J.. YJ.. D + (3 .-
1 (I- Y. Y.0 ) 

l l l l l 

p. = k. I (Y .) c. 
l l J. l 

Vamos mostrar agora que k. (V.) e inversível e que 
1 J. 

Para t a nto 

logo : 

1) k (V) • k
0 

(V) = I 

k(V) = a.V0 
+ B(I - vv0 ) 

k0 (V) = (a.V0 + B(I- VV
0

))
0 = (a.vD)D + B(I- VV

0
)

0 

pois v0 (I - vv0 ) = O 

= a -1 V2VD + 8-1 (I - VVD) 

k (V) • K D (V) = [ a vD + ~ ( I - VV0 ) ] [ u - 1 V 
2 v0 + B- 1 ( I - vvD) ] 2 

= vv0 
+ O + O + I - VV0 = I 

Além d i sto; vv0 = YY0 , pois : 

Y = [k(V) P] B [K(V ) P ) ]T = k(V ) P B PT (k(V))T = 

= k(V)V (k{V))T 

como B e simétrica : 

V também e 

Co nsiderando agora que 

k(V) é s imétrica , isto e 

{ k (V) ) T D = [a V + 13 (I 

= a.V
0 

+ 3 (I 

VVD)]T = a.vD + B[I- (VD)T VT] 

v0 
V ) = k ( V ) 
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temos que : 

Y = K(V)V K(V) = (a VD + 8 (I-VV0 )]V( a V0 +S (I - VVD)] 

= a2
(v0)

2 v+ a SJlv(r-vJl) + Ba (I-~)v.Jl+B2 (I-~)V(I-w0) 

e assim 

pois v0 (I - VV0 )V = O 

e portanto: 

yyD = [a2 VD + S2 (I - VVD)V] [a - 2 V2 VD] = VVD 

Assim, 

K I (Y) D - 1 D - 2 2 D -1 D = a Y + B (I- YY) = a (a V V )+ B (I-VV )= 

= et - 1 V 2 V0 + B - 1 ( I - VVD) = K D (V) = K - 1 (V) 

C.Q . D. 

Agora daremos um e xemplo do método, cod ificando 

o me smo t e xto a nte rior 

NETODO DE HILL 

EXEMPLO 3 

Vamos c odi f icar o t e xto "MÉTODO DE HI LL " usando 

V- Ke y com 
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m ;:; 3 (a 1 ' s, ) ;:; ( 7 ' 9) 

n1 ;:; 1 (C/. 2 ' 8 2) ;:; ( 1 5 ' 23 ) 

n2 ;:; 2 ( C1. 3 ' 8 3) = ( 3 ' 11 ) 

n ':l 
..J 

= 2 

usando a correspondência alfabética 

A = 6 B = 12 c = 1 1 D = o E = 1 F = 1 4 

G = 13 H = 4 I = 7 J = 21 K ;:; 19 L = 20 

M = 3 N = 16 o = 5 p = 1 5 Q = 10 R = 23 

s ;:; 22 T - 2 u = 18 v = 24 w ;:; 8 X ;:; 9 

y = 17 z = 25 

M E T o D 

o D E H I 

L L D D D 

convertendo a valores numérj.cos 

n1 = 1 I 

n2 ::: 2 n3 ;:; 2 

3 I 1 2 ' 5 o I 

5 I o 1 ' 4 7 I 

20 1 20 o I o o I 

p1 p2 p3 

como s equência B. vamos u sar as matrizes simétr icas 
l 

B1 ;:; [ 6} B2 = [ ~ : ] B3 ;:; 

[: 2 ] 

Neste exemplo os parâmetros foram escolhidos arbitrariamen 

t e . 

1) Cálculo de c1 



3 

5 

20 

12 2 

[6) [3 5 20 ] = 2 

12 

22 

12 

20 

2 

22 

2 

8 

Para obter a equaçao c aracterística de v 1 c alc ula mos : 

logo 

l ogo : 

pela 

isto 

Ass im 

(V ) O 
1 

(J 1 :;: 4 ~ a
1 

= -4 ~ 22 (mod 26) 

V 3 
+ 22V 

2 = O 1 1 
mas HOC ( 2 2 I 2 6 ) ~ 1 

v 3 
+ 9v1

2 = o 
1 

v3 - o (mod 
1 

(mod 13) 

2) 

tabela do apêndice d o capítulo 

(V )O - 3 (V ) 2 (mod - -9 
1 1 

(V ) D 
1 - o (mod 2 ) 

e 

3 : 

1 3) 

(V ) O 
1 - 1 2 (V ) 2 

1 
(mod 1 3 ) 

(V )O 
1 - o (mod 2 ) 

pelo teorema do resto chinês temos : 

V O 
1 - 12(V1 ) 2 (mod 26 ) 

1 8 4 16 O = V 1 (V 1) = 

4 24 18 

16 18 20 

20 16 

16 18 

1 2 20 

1 2 

20 

2 
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D 7 10 1 4 I - V 1 (V 1) = 

1 o 9 6 

14 6 25 

logo, como ( Ct 1 , s,> = ( 7 , 9) 

k1 (V 1) = 7 V D + 9(I D 7 14 4 V1(V1)) :: 
1 

14 1 5 24 

4 24 1 

e portanto 

c, = k
1

(v
1

)P
1 = 7 14 4 3 1 5 

1 4 15 24 5 :: 2 5 

4 24 20 22 

->- p 

z 

s 

2) Cálculo de c
2 

2 

[: : J [: 
o 2: J 1 4 5 2 

v2 = o = 5 2 20 1 

20 o 2 20 20 

0 = 1 o - )o a, = 16 1 
23 - 1 17 = 

a 2 = 23 

a 
3 

:: o 

Daí : 

v2 
3 

+ ·16V 2 
2 

+ 2 3V
2 - o (mod 26) 

(23 , 26) = 1 logo pela tabela do capítulo 3 temos : 
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3) Cálculo de c3 

v3 = p3 B3 
p T 

3 

5 o [ ~ : J [: 
4 :] = 

v = 4 7 7 3 

o o 

24 23 o 

23 4 o 

o o o 

Sua equaçao característica e : 

(V ) 3 
3 + 24(V3 ) 2 

+ 9 (V 3) - (mod 26) 

como (9 ' 26) = 1 diretamente pela tabela do capítulo 6 te -
r e mos: 

o 4 o 1 2 5 o 
D 2 

7V3 o v3 = 8(v3) + = 4 18 o + 5 2 ;:: 

o o o o o o 

12 9 o 

= 9 20 o 

o o o 

o o o o o 
D o 1 o I - v3 V D o o o v3.v3 = ;:: 

3 

o o o o o 1 

como ( a3 ' r. 3 ) ;:: ( 3 f 1 1 ) temos : 
1 o 1 o 

3V D 11 (I D 
K3 (V 3) = + - v3v3 l = 1 8 o 3 

o o 1 1 
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logo: 

2 7 T I 

c3 = k3 (V3 ) P3 = 1 1 4 c H 

o o D D 

e assim a mensagem recebida seria 

p B G "" .L I 

z R Q c H 

s s N D D 

"P B G T I z R Q c H s s N D D" 

EXEt-1PLO 4: 

Vamos decodificar 

"P B G 'I' r z R Q c H s s N D O" 

usando os me s mos dados dos exemplo 3. 

19 ) Sep ara- se o texto em bloco 

p B G T I 

z R Q c H 

s s N D D 

1 5 1 2 1 3 1 o 

Assim : c -1- 25 C2 = 2 3 1 o C3== 8 

22 22 10 o o 

Agora dedodificando c
1

, c 2 , c
3

, isto e encontran 

do p 
1 

1 p 2 1 p 3 : 
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1) Calculando P
1 

15 24 14 4 

25 [6] [15 25 22] = 1 4 6 24 

22 4 24 18 

cuja e quaçao característica e : 

( Y 
1 

) 3 + 4 ( Y 
1 

) 2 _ O ( mod 2 6) 

Assim 

(mod 13) 

(Y1)3 -- O (mod 2 ) 

pela tabela do apêndice do capitulo 3 temos : 

(Y ) D y1 
2 

(mod 1 3 ) 
1 -

(Y ) D 
1 - o (mod 2) 

Assim , pelo teorema do resto chinês : 

(Y ) D :: 14 (Y ) 2 
1 1 

(mod 26) 

isto e 
8 22 1 o 

(Y ) D ::: 
22 2 8 e assim ; como a = 7 1 

(3 - 1 e = 3 
10 8 6 

25 2 8 

k ,•(y1) ::: 7Y D 
1 + 3(I - y 

1 
y D) 

1 = 2 15 22 

8 22 1 3 

e 3 M 

p = k
1

•(y
1
)c

1 = 5 1 <='>- o 

20 L 
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2) Calculando p2 

12 13 [: :J [ 12 
23 

22 J 
T 23 10 13 10 16 Y2= C2B2C2 = = 

22 16 

[ ,: 
9 18 

2 22 

22 o 

01 = 2 + 2 = 4 -+ a 1 = 22 

[ 
2 9 J + [ 2 18 J + [ 2 2 2 J = 4-3-1 2- 16 = 25 
9 2 18 o 2 2 o 

logo, a Eq uaçã o característica correspondent e é : 

(mod 2 6) 

pela tabe la do capítulo 3 temos : 

(Y ) D 
2 = 

2 

= 14 

o 

como ( 0: I 

22 

(Y2 ) 0 = 25- 2 [22 Y2
2 

+ ( 22 2- 2 5 )Y2 J = 

= 1
2 

(22 Y
2

2 + 17Y
2 ) 

19 16 o 
y 2 

2 + 17 Y2 =22 16 23 24 + 1 7 

o 24 2 

14 o 8 23 20 10 

1 2 8 + 2 3 8 10 = 1 1 

8 18 20 10 o 20 

~- 1) = ( 1 5 1 1 7) temos : 

2 

9 

18 

1 1 

20 

18 

9 18 

2 22 

22 o 

20 

1 8 

18 



20 9 14 1 2 

= 9 14 10 + 2 

14 1 o 10 2 

6 

p2 = k2 (Y 2) c2 = 1 1 

16 

1 

o 

20 

Calculando p3 

2 7 

[: J T 11 4 
Y3=C3B3C3 = 

o o 
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1 o 11 20 

1 5 11 20 18 

20 18 18 

2 2 

22 22 = 

22 9 

1 1 16 

10 6 

6 19 

2 E 

1 <=> D 

o L 

[1: 
7 

~ 4 = 

16 20 20 

+ 17 20 12 12 

20 12 25 

6 1 1 16 

1 1 1 o 6 

1 6 6 1 9 

1 2 13 

23 10 = 

22 16 

T 

E 

D 

4 3 o 

3 24 o 

o o o 

cuja equaçao característica e: 

3 24 y 2 
9 y3 o (rnod 26 ) ( y 3 ) + 3 + -

corno (26, 1 ) = 1 diretame nte da tabela do capítulo 3 : 

(Y ) D 
3 = (9)-2 [24(Y3 ) 2 

+ (24 2 
9) y 3] 

18 22 o 2 21 o 20 17 o 
D 2 22 o o 21 12 o 1 7 1 2 y3 = 8Y

3 
+7Y 3 = + = o 

o o o o o o o o o 
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1 o o o o o 
D 

(I -
D 

Yr Y3 ;;:: y3y3 ) = o o o o 1 o 

o o o o o 1 

corno (a 3 ' B - 1) 
3 = ( 3, 1 9) 

8 25 o 

k3 1 (Y3) = 3Y3°+19(I-Y3Y3°) = 25 10 o 

o o 19 

8 25 o 2 7 5 ol o D 

P3=k3 
I (Y 3) C3= :}-> 25 1 o o 1 1 4 = 4 H I 

o o 19 o o o D D 

Assim escrevendo 

M I E T I o D 

o D E H I 

L I L D I D D 

ternos a mensagem decodificada 

"METODO DE HILL" 
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5.4 GERAÇÃO DE SEQUÊNCIAS E PARÂMETROS 

Nesta seção s erão sugeridos métodos para 

várias sequências de parâmetros 

1) A sequência (n 1 ) = (n1 , n 2 , . . . ) 

usa- se uma fórmula de recorrência , por 

se m = 4 e 

x1 - 5 

x 2 = 17 

+ X 
n 

(mod 53 ) 

teríamos ; a s equência : 

gerar 

exemplo 

(5, 17, 22, 39 , 8 , 47, 2, 49, 51 , 47, 45 . .. ) a 

qual reduzido a uma sequência módulo 4 , na qual usamos a 

classe do 4 ao invés da class e do zero, teríamos a sequen 

cia (n . ) 
1. 

(n . ) = (1 , 1 , 2 , 3 , 4, 2, 1, 3 , 3, 1, ... ) 
1. 

2) As sequências (ai ) e (Si ) 

Usamos també m fórmulas de recorrência , mas toman 

do módulo 12 c após a tabela de correspondência 

(mod 1 2) o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

a ou f3 1 " 5 7 9 1 1 15 17 19 21 23 25 J 

Por exemplo, tomando n mesma fórmula de recorrên 

cias anterior com x 1 = x 2 = 5 obtemos a sequência módulo 

12 

5 , 5 , 10, 3 , 8 , 11, 2 , 1, 3 , . . . 

e agora pela tabela anterior, temos 
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(11, 11, 23, 7, 19 , 25 , 5 , 3, 7, . .. ) 

que e aceitável como sequência (a .) ou ( B.) , e depois vari-
. l l 

ando as c o ndições i niciais, obtem-se sequências distintas 

para a. e 8 . . 
l l 

3 } A sequência matricial B. 
1. 

Selecionam- s e duas matr izes i nve rsíveis triangu-

lares inferior es (mxm) e definidas e m z26' as quais chama 

r emos de A1 , A2 . 

Definem- se a s matrizes: 

que sao também i nversíveis e triangulares inferiores . 

Define - se 

B . 1 =A. A .T 
l l l 

Para um dado n. , usa- se o canto superior esquerdo . 
l 

EXEMPLO 
3 o o 7 

Sejam A1 = 4 5 o A2 = 19 

17 6 19 4 

assim , 

21 o o 

A3 = A2.A1 = 9 5 o 

1 1 6 11 

o o 

o 

1 2 1 7 
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17 o o 
A4 = A3 .A2 = 2 5 o I etc ... 

1 8 5 

Agora se n 1 = 2 n2 = n3 = 3 n4 = 2 t eríamos : 

9 1 2 25 

B1 = A1 . A T 
1 = 12 15 20 

25 20 1 o 

e como n 1 = 2 B1 = 
[ 1: 12 J 

15 

23 3 2 

B2 
I = A2 A T 

2 = 3 24 10 

2 10 7 

e como n 2 = 1 B2 = [23] 

25 7 23 

B3 
I T 

= A3A3 = 7 2 25 

23 25 18 

25 7 23 
e como n3 = 3 B3 = 7 2 25 

23 25 18 

3 8 17 

B4 I T = A4 .A4 = 8 3 16 

17 16 1 2 

[ 3 :] e corno n 4 = 2 B4 = 
8 

e assim por diante. 
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OBS. : Se um texto de comprimento L f or codificado , usando 
m- grafos, isto requererá um arranjo retangular de m 
linhas. 
L = nN + N ' com ( O < N ' < m) 
Se N ' > O, juntam-se zeros suficentes a o texto para 
ser possíve l construir um retângulo de n colunas,on 
de o novo comprime nto do texto L será dado p e la fór 
mula anterior onde -
n=N se N ' = O e n=N+1 se N ' > O. 
Também será feita uma adapt ação nas n. sequências , 

~ se tivermos que: 
n 1 + n 2 + ... + nh < n 

e 

n 1 + n 2 + . . . nh+ 1 > n 

neste caso nh+ 1 sera subst i tuído por: 

nh+ 1 = n - (n1 + n 2 + .. . nh) 

Claramente notamos que os mét odos V- Key e W-Ke y 

vistos neste capítulo não s ã o mitodos manuais , mas compu t~ 

cionais, me smo que sejam usados para "mensage ns curtas, a-

lém d i sto a W-Key é certamente mais fraca que a V-Key . 
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