Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Pés-Graduacao em Matematica

CODIGOS CORRETORES
ALGEBRICOS

por

Ricardo Queiroz de Aratjo Fernandes

Porto Alegre, 11 de Dezembro de 2007



Dissertacao submetida por Ricardo Queiroz de Aratjo Fernandes como
requisito parcial para a obtencao do grau de Mestre em Matematica pelo
Programa de Pés-Graduacao em Matematica do Instituto de Matemaética da

Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:

Dr. Luis Gustavo Doninelli Mendes

Banca Examinadora:
Dr. Ivan Edgardo Pan Perez
Dr. Luis Gustavo Doninelli Mendes

Dra. Luisa Rodriguez Doering

Dra. Miriam del Milagro Abdén (UFF-Niter6i- RJ)

Data de Defesa: 11 de Dezembro de 2007.



i

dedico
a minha familia e
aos meus amigos.



Agradecimentos

Agradeco a oportunidade de viver.

Agradeco ao meu orientador, que, desde o primeiro encontro, é muito
mais meu amigo do que o doutor com pés-doutorado na Franca.

Agradecgo a minha mae por ter se empenhado para que eu estudasse apesar
das dificuldades.

Agradeco a minha esposa pelo amor, pela dedicagao e pelo suporte.
Agradego aos meus amigos e colegas que tornam a caminhada mais agradével.

Agradeco o amor ao estudo.

il



Resumo

A Teoria de Cédigos lida com um problema critico do processo de comu-
nicagado: o controle eficiente do ruido em um canal de comunicacao. FEste
trabalho tem por objetivo descrever algumas relagoes entre as necessidades
da Teoria de Cddigos e sua a modelagem matematica, utilizando-se, para
isso, conceitos de algebra e geometria sobre corpos finitos. Apresentare-
mos motivagoes para diferentes codigos, dando énfase a aspectos geométrico-
projetivos do cédigo Hamming e conceitos geométrico-algébricos subjacentes
aos de Reed-Solomon e Goppa.
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Abstract

The Coding Theory deals with a critical communication problem: the
eficient noise control. This work aims to describe some relationships between
the needs of the Coding Theory and its Mathematical Models throught con-
cepts of algebra and geometry over finite fields. We present some motivation
for different codes, searching for projective geometric aspects of Hamming
codes and algebraic geometric aspects of Reed-Solomon and Goppa codes.
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1 Modelo de Comunicacao

B

Campo
eletramagnetico

Receptor

Figura 1: Exemplo de comunicacao

Um emissor possui uma informacao a ser transmitida a um receptor
através de um meio de comunicacao.

Faremos algumas hipoéteses sobre este modelo.

O emissor transmite informacoes por um meio de comunicacao que seja
compativel, ou seja, o receptor é capaz de receber informagoes por este
meio escolhido. Em outras palavras, nao adianta enviar informagoes ele-
tromagnéticas para um receptor humano.

O transporte da informagao através do meio sera chamado de sinal. Como
o sinal depende do meio, faz sentido falarmos de sinal eletromagnético, sinal
elétrico, sinal mecanico, dentre outros.

O meio produz ruido na transmissao de maneira independente do emissor
e do receptor e, portanto, sera considerado aleatério. Entenderemos o ruido
como um sinal que o meio introduz ao sinal originado pelo emissor. Desta
maneira, como o ruido é um sinal, ele tera amplitude mensuravel. Chamare-
mos o efeito do ruido de erro.



Chamaremos de canal a alocagao ou reserva de recursos do meio para a
comunicagao. Como exemplo podemos pensar na atribuicao de um intervalo
de freqiiéncia para uma determinada estacao de radio.

E interessante observar que o ruido nao altera a informacgao, mas sim a
mensagem que a representa. Assim o ruido nao ameaca a integridade da
informacao, mas compromete de maneira critica a capacidade do receptor
conhecer a informagao. O ruido, entao, pode impossibilitar toda a comu-
nicagao. Um bom exemplo é tentar conversar em um ambiente com musica
alta.

1.1 Codificacao

Para que a informacao seja transmitida, é necessario que ela seja codificada
para utilizar este meio e passa a se chamar mensagem. Uma vez recebida a
mensagem, deverd esta ser decodificada em uma informacao compreensivel.
Assim fazemos nds ao expressarmos nossas palavras em fonemas audiveis.

Existem diversos meios para se estabelecer uma comunicacao. E de se
esperar, portanto, que existam diferentes formas de se codificar a informacao
para que possa ser transmitida. Mesmo um determinado meio possui dife-
rentes codificagoes.

A classificacdo mais abrangente das codificagoes as separa em codificagoes
analdgicas e codificagoes digitais. Deixando de lado questoes técnicas e
economicas, vejamos o que as diferencia.

A codificacao analdgica realiza transformacoes continuas (em geral trans-
formadas integrais) sobre parametros continuos da informacao. Assim, a in-
formacao ¢é representada de forma continua. Esta codificagao oferece, entao,
possibilidade infinita de representacoes.

Para tornar mais claro, digamos que alguém deseja monitorar o nivel da
maré em alguma localidade. E, para isto, estabelece um marco e coloca um
sensor que transmita a informagao de forma analégica. Logo, cada ponto do
intervalo que ele escolher serd uma mensagem aceitavel.



Concluimos assim que, neste modelo e nesta codificacao, a interferéncia
do ruido é irreversivel, pois o efeito do ruido sempre produzira outra mensa-
gem aceitavel. Nao significa que a comunicacao seja inviavel, mas sim que
as distorcoes nas mensagens nao sao passiveis de correcao. A codificagao
analogica oferece representacao infinita e precisao nula.

A codificagao digital, por sua vez, realiza a amostragem (quantizagao)
dos parametros da informacao sobre um conjunto finito de possibilidades de
representacao. Como exemplo, o padrao de video chamado RGB oferece 256
niveis de vermelho, verde e azul.

Isto pode parecer uma limitacao inaceitavel; mas, se levarmos em conta
que a sensibilidade humana também possui limites, compreenderemos por-
que o CD substituiu o disco de vinil. O importante é que o ntimero de niveis
possiveis seja tao grande que nos pareca um intervalo continuo ou que atenda
a algum padrao de qualidade estipulado.

Chamaremos de simbolos os elementos da codificacao que produzem to-
dos os niveis de representagao. No nosso ultimo exemplo, os simbolos sao
todos os nimeros de 0 a 255. Chamaremos de alfabeto o conjunto de todos
os simbolos de uma determinada codificacao.

Mas nossa atencao se volta para outra propriedade caracteristica da co-
dificacao digital: a possibilidade de corrigir erros provocados pelo ruido. Um
exemplo tedrico pode ajudar.

Digamos que nossa codificacao digital represente todas as informacgoes em
nimeros inteiros nao negativos multiplos de 8 e menores que 1024 e os sinais
transportam somente nimeros inteiros. Se o receptor recebe um ntimero que
nao ¢ multiplo de 8, ele podera corrigir o nimero recebido para o multiplo
de 8 mais proximo do ntimero recebido.

Concluimos que esta codificagao oferece representacao finita e precisao
nao nula. Nos interessa aumentar a precisao, controlando os niveis de quali-
dade, o que s6 é possivel na codificacao digital. Por esta razao tomaremos a
codificacao digital também como mais uma hipétese do modelo.



Sabendo que, em nosso modelo, a codificagao é digital; podemos nos per-
guntar qual o possivel efeito do ruido sobre a comunicacao. Se levarmos em
conta a experiéncia do cotidiano, em que falta de energia elétrica, curto-
circuito e mau-contato sao reais; é compreensivel que o ruido possa alterar o
fluxo das mensagens, suprimindo ou acrescentando simbolos.

Este problema é resolvido pelo controle de fluro. Este mecanismo, que
pode ser implementado em hardware ou software, evita alteragoes no tama-
nho das mensagens. Como desejamos estudar outro efeito do ruido, iremos
supor que algum mecanismo de controle de fluxo é aplicado em nosso modelo,
de tal maneira que teremos por hipotese que o ruido somente troca simbolos.

Colocaremos agora a sintese de nosso modelo de comunicacao.

Emissor

Infarmacao

> Codificar

heia

Hipédteses:

Mensagem
-
Ll

e O ruido é aleatorio;

e A codificacao é digital;

Transmitir

Mensagem™
.

Receptar

T Ruido

e O ruido somente troca simbolos.

Figura 2: Modelo de comunicac¢ao
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2 C(Codigos Corretores

Tendo estabelecido nosso modelo de comunicacgao e suas hipoteses aplicaveis,
desejamos agora construir codigos que nos permitam corrigir o efeito do ruido.
Partiremos de uma situacao simples como motivacao. Apresentaremos de-
pois uma definicao ampla de o que é um cédigo corretor.

Precisamos antes advertir que os codigos que iremos introduzir nao cor-
respondem a codificacao do sinal abordada anteriormente. A codificacao do
sinal trata especificamente da transmissao do sinal. A codificacao que iremos
abordar usa a codificacao digital para realizar o controle eficiente do ruido.

Nos cumpre também ressaltar que os termos e conceitos apresentados na
parte inicial da secao, apesar de serem relevantes para a Teoria das Comu-
nicagoes, nao serao alvo do estudo deste trabalho, contribuindo somente para
motivacao.

Digamos que nosso alfabeto A seja o conjunto das letras. Se o receptor,
apos o ruido, recebe a letra L; como podera ele saber se esta letra esta correta
ou trocada?

Para responder esta pergunta ¢ necessario antes conhecer a qualidade do
canal. Apesar de termos visto o ruido como um vilao incontrolavel, pode-
mos estudar o comportamento do canal na transmissao de nossos simbolos e
atribuir a ele uma taxa de erro esperada.

Assim, se o receptor recebe por um canal com taxa de erro muito pe-
quena, ele podera aceitar a letra L como a mais provavel, tolerando o risco
de estar errado. O problema se torna mais interessante quando nao dispomos
de um canal com taxa de erro que atenda nosso nivel de tolerancia a falhas.
O que fazer por exemplo quando a taxa de erros for alta, como acontece nas
transmissoes via satélite?

Um algoritmo bem simples consiste em obrigar o emissor a enviar re-
dundancias, por exemplo 5 copias da mesma letra para cada letra a enviar.
Assim, ao receber a seqiiéncia LLLLL, o receptor ficard convencido pela mai-
oria dos simbolos, pois sabe que a probabilidade do ruido produzir o mesmo
efeito 5 vezes é infima. Se, no entanto, recebe LPLLS; sabera ainda que L é
a letra mais provavel.



Alguém poderia, entao, pensar que bastaria aumentar indefinidamente
o numero de redundancias. Isto, porém, resulta em um algoritmo que des-
perdica recursos do canal, ou seja, ineficiente.

Por outro lado, se a taxa de erro for muito alta, pode acontecer de obter-
mos seqiiéncias sem simbolo com maioria de representantes para uma por-
centagem inaceitavel de tentativas de comunicagao. Em outras palavras, se a
taxa de erro estiver proxima ou acima de 50%, nosso mecanismo serd ineficaz.

Definigao 2.1. Chamaremos A" := A x A x ... x A de espago de seqiiéncias.

n

E interessante observar, mesmo neste exemplo simples, que:

Lema 2.2. A aplicagao h : A" x A" — Ny, definida por h(«, 3) := nimero
de posicoes com simbolos diferentes entre o e 3, € uma métrica em A".
Chamamos h de métrica de Hamming.

Prova:
1. h(a, ) =0 <= a = 3 por definigao;
2. h(a, B) = h(B, ) por defini¢ao;

3. ha, B) < h(a,v) + h(v, B):
Suponhamos que h(a, 3) > h(a,7y) + h(y,3). A partir de «,
poderemos produzir 7, realizando alteragoes em h(a, ) posi¢oes. A
partir de 7 poderemos produzir 3, realizando alteragoes em h(~, 3)
posicoes. Considerando a composicao destas alteragoes, podemos
produzir 3 a partir de « realizando alteragoes em, no maximo,
h(c,7y) + h(7, B) posigoes. Contradigdo com a defini¢ao de h(q, 3). ©

Pensando em eficiéncia, tentaremos fazer uma analogia com o processo
lingiiistico. Em nosso idioma, o alfabeto é conhecido. Logo todas as letras
deste alfabeto sao aceitas. No entanto, nem todas as seqiiéncias sao aceitas.
Ao lermos, em portugués, a letra z, deveremos aceitd-la. Ao lermos, porém,
a silaba bz; saberemos que houve erro. O que isto sugere? Nao somos capa-
zes de corrigir simbolo por simbolo de um texto em nosso proprio alfabeto,
mas sim, seqiiencias de simbolos.



Existira, contudo, alguma vantagem em se corrigir seqiiéncias de simbolos?
A resposta quem da é nosso cérebro; que, ao se deparar com um texto, corrige
palavras e nao letras. E de se esperar, portanto, que este processo seja mais
eficiente que nosso algoritmo inicial.

Temos a imprsesao de ainda poedrmos entender um texto com pocuos er-
ros de ortografia.

O que acontece, na verdade, é que o cérebro faz uma nova significagao e
assume como simbolos as palavras e nao mais as letras isoladas, que ficam
vazias de significado. As letras estao muito mais proximas do sinal de comu-
nicagao, pois representam fonemas, enquanto a informacao esta nas palavras.

Observamos, assim, que a seqiiéncia IMPRESSA O € A8 é uma seqiiéncia
aceitdvel. A seqiiéncia IMPRSESAO € A% nao é aceitdvel. E assim se
constréi um diciondrio, tomando-se a unido de subconjuntos de A*, A2, ..., A",

Contudo, a seqiiéncia IMPRSESAO est4 préxima o suficiente de ITM-
PRESSAO para que o cérebro corrija. Fica claro, neste contexto, que
a distancia entre seqiiéncias nos oferece a oportunidade de recuperar a in-
formacao em um canal ruidoso.

Como, em nosso modelo de comunicagao, o ruido somente troca simbolos,
utilizaremos a métrica de Hamming, uma vez que esta identifica somente
alteracoes de simbolos.

2.1 Definicao abrangente e seus algoritmos

Introduziremos uma definicao extremamente ampla dos objetos de nosso in-
teresse: os codigos. Somente depois estabeleceremos estruturas adicionais,
que permitirao uma definicao mais restrita, 1til e precisa de codigos.

Definicao 2.3. VC C A", C ¢ um cddigo corretor. ¥ ¢ € C, chamaremos ¢
de palavra de codigo.

Dada esta definigao genérica, como utilizar algum cédigo C para efetiva-
mente corrigir erros?

Digamos que nosso interesse seja corrigir seqiiéncias de tamanho n € N
em uma comunicac¢ao. Faremos entao como o cérebro e escolheremos um con-
junto C C A" tal que nossas informagoes serao representadas por elementos
ceC.



e O algoritmo:

—_

. O emissor envia ¢ € C;

[N}

. A mensagem pode ser alterada pelo efeito do ruido;

w

. O receptor recebe uma mensagem m € A" possivelmente com
erro;

O receptor verifica se m € C;

caso afirmativo: aceitar m;

caso negativo: calcular d,, := min{h(m,c)|c € C};
calcular V,,, :== {c € Clh(m,c) = d . };

verificar se §V,, = 1

L 0 N gt

caso afirmativo: corrigir m para ¢ € V,,;

10. caso negativo: rejeitar m.

O que este algoritmo faz é definir vizinhancas disjuntas em torno de cada
elemento de ¢ € C. Qualquer mensagem recebida em uma destas vizinhancas
¢ corrigivel, as demais nao sao corrigiveis. Fica, entao, patente que a escolha
dos elementos de C tem influéncia direta na construcao destas vizinhangas e,
consequientemente, na capacidade do codigo corrigir erros produzidos sobre
cada palavra de cédigo.

Figura 3: Vizinhangas



Este algoritmo tem a desvantagem de produzir vizinhancas que corrigem
os erros de maneira dependente do valor especifico do ruido e de sua ampli-
tude. Quer dizer, o efeito do ruido sobre ¢ € C pode produzir m € F,™ tal
que h(c,m) = d, mas m pode ser corrigida para c ou ¢ € C,c # ¢; depen-
dendo do valor especifico do erro.

Esta propriedade nao nos interessa. Uma vez que o ruido é aleatério
por hipétese, concluimos que nosso algoritmo também tem comportamento
aleatdrio na corregao de erros. Para eliminarmos o efeito do valor especifico
do ruido, adotaremos bolas fechadas disjuntas centradas em cada elemento
de C.

e O algoritmo :
B(c;,0;) := bola fechada centrada em ¢; € C e raio d;. As bolas sao
disjuntas e os raios sao escolhidos de modo a fazer com que o conjunto
das bolas contenha o maior nimero de elementos de A".

O emissor envia ¢ € C;

A mensagem pode ser alterada pelo ruido;

O receptor recebe m € A™;

O receptor verifica se m € B(¢;, 0;), para algum ¢; € C;

caso afirmativo: corrigir m para c;;

SRR AN el S

caso negativo: rejeitar m.

Conseguimos, assim, um algoritmo que nao depende do valor especifico
do ruido e, portanto, nao aleatério. Obtemos, no entanto, uma desvantagem:
reduzimos o numero de palavras corrigiveis. Aquelas que nao pertencem a
qualquer B(c¢;, d;) simplesmente sao ignoradas. Por outro lado, poderfamos
aceitar esta perda sob o argumento de que estas palavras seriam produzidas
por ruido de grande amplitude. Deveremos, entao, escolher o diametro das
bolas para corrigir a amplitude esperada do erro.

E, se vamos falar na capacidade do cédigo como um todo de corrigir
erros, estaremos procurando necessariamente Rz = min{d;}. Nao é dificil
de entender que R ficara definido quando encontrarmos a distancia minima
dc entre todos os pares de palavras de cddigo. A relacao entre estes dois
parametros do codigo é dada por

de = 2Re + 1.



A distancia minima é um parametro fundamental na descri¢ao dos cédigos:
ao conhecermos d¢, obtemos R¢ e, conseqiientemente, a capacidade do cédigo
corrigir erros. Desta maneira, poderemos classificar os codigos em codigos
corretores de 1 erro, 2 erros, ..., n erros, conforme o valor de Rc.

Nao ha, portanto, ganho na capacidade global de corregao em se tentar
aumentar os diametros das bolas se R permanece igual. Ademais, se admi-
timos raios diferentes, a capacidade de correcao, que ja foi aleatoria, depen-
derd da palavra de codigo enviada. Esta assimetria ¢ indesejada, pois esta-
mos construindo um método independente da representacao da informacao e,
conseqiientemente, da freqiiéncia de ocorréncia das seqiiéncias. Se fossem co-
nhecidas as freqiiéncias, poderiamos pensar em uma distribuicao assimétrica.

e O algoritmo :
Be(c;) := bola fechada centrada em ¢; € C e raio Re.

. O emissor envia ¢ € C;
A mensagem pode ser alterada pelo ruido;

O receptor recebe m € A™;

1
2
3
4. O receptor verifica se m € Be(¢;), para algum ¢; € C;
5. caso afirmativo: corrigir m para c;;

6

caso negativo: rejeitar m.

Conseguimos agora um algoritmo cujo comportamento corretor nao ¢é
aleatorio e nao depende das palavras de codigo. Contudo, devemos observar
que restringimos ainda mais o conjunto das palavras p € A" que sao cor-
rigiveis.

Mais uma vez, se conhecemos bem o comportamento médio esperado da
amplitude do ruido e se R¢ ¢é suficiente para corrigir o erro médio esperado,
n - .. :
desprezar p € A"\ Uc,- cc Be(ci) ndo representa uma perda significativa para
o processo de comunicagao.

Neste ponto queremos lembrar que C C A™ é o conjunto de simbolos uti-
lizados para representar as informacoes que o emissor deseja enviar. Desta
maneira o nimero de elementos de C estd intimamente ligado a capacidade
do cédigo representar as informacoes, ou seja, este ntimero significa quanto
de informagcao o cédigo consegue transmitir por mensagem.

10



Se, por exemplo, tomamos p € A" e definimos C := {p}, certamente po-
deremos corrigir sempre de forma eficaz e eficiente todo e qualquer erro. Mas
estaremos fadados a sempre enviar a mesma informacao

Por esta razao procuraremos aumentar §C para tornar o cédigo mais efi-
ciente na representacao de informagoes. Isto significa tentar incluir cada vez
mais bolas B C A" de maneira a diminuir o valor

Oc = $A"\ | Be(c).

c;, eC

Definicao 2.4. Dado o cédigo C C A". Se O¢ = 0, entao C serd chamado
de codigo perfeito.

11



3 Cbdigos Lineares

Apresentamos até agora algoritmos sobre cédigos que pressupoe a capacidade
de armazenar e manipular todos os elementos de C C A". No entanto, se
os valores de n e de §C sao muito grandes, este pressuposto interfere dire-
tamente na eficiéncia e computabilidade do algoritmo. Isto acontece, pois
a estrutura de conjuntos e de espacos métricos para os codigos ¢ ineficiente
para a realizacao computacional dos algoritmos.

Nosso alfabeto A até o momento sé possui a estrutura de conjunto. Nosso
interesse é fazer com que o efeito do ruido seja reversivel. A expressao
algébrica deste desejo nos leva a pensar na estrutura de grupo, e através
dela corrigir o erro aplicando-se o elemento inverso do erro sobre a mensa-
gem.

Entretanto, nosso interesse em utilizar as ferramentas da Algebra Linear
nos impoe a necessidade de duas operacoes definidas sobre os simbolos. Logo,
a menor estrutura que atribuiremos a nossos alfabetos serd a estrutura de
corpo finito. Assim sendo, nossos alfabetos dependerao somente do ntimero
de elementos, uma vez que A := F, para algum ¢ € N.

Nosso espaco de seqiiéncias F," serd dotado da estrutura linear mais co-
nhecida, a de espaco vetorial sobre F, com produto interno usual. Desta ma-
neira conseguiremos realizar operagoes algébricas sobre seqiiéncias (vetores),
definir aplicagoes inversiveis, bem como estabelecer relagoes geométricas.

Com relagao aos cédigos, qual o proveito que poderemos tirar desta estru-
tura? Se o codigo possui uma estrutura linear, serd possivel armazenarmos
somente um subconjunto de elementos, a base do cédigo. Mais do que isto,
poderemos fazer calculos e manipulacoes sobre matrizes, o que torna a mo-
delagem computacional muito mais simples.

Definicao 3.1. Um cddigo C C F," serd chamado codigo linear se C for um
subespaco linear. Chamaremos de ke a dimensao do codigo.

Quando nao houver ambiguidade, poderemos escrever simplesmente d e
k para a distancia minima e a dimensao do codigo C.

12



3.1 Definicoes e algoritmos

Estabeleceremos agora diversas defini¢oes e lemas que serao tteis para a
abordagem dos codigos lineares.

Definicao 3.2. A aplicacao p : F," — N, definida por p(v) := h(v,0) é
chamada de peso. Chamaremos p(v) de peso do vetor v.

O peso serd, na verdade, uma maneira mais simples, sob certos aspectos,
de observar distancias.

Lema 3.3. Seja C é um cddigo linear. Entao a distancia minima € dada por
de =min{ p(c) |ceC}

Prova:
Existem vetores ¢ e ¢ € C tais que h(c, ') = de. Logo, c—c €C e
hc—d,0)=dec=plc—{). ¢

A ortogonalidade nos permite introduzir uma nocao de dualidade.
Definicao 3.4. Seja C um codigo linear sobre F,". Definimos o codigo dual
Ct={peF," |VceC, p-c=0}.

Sabemos que existe correlacao linear entre os elementos de um cédigo li-
near C. Desta maneira, podemos escolher uma base de C e fazer manipulacoes
a partir desta base.

Definicao 3.5. Seja by, ..., b, uma enumeracao de todos os elementos de uma
base de um cddigo C. A matriz

b

b,

€ chamada de matriz de geradores de C. FEla serd uma matriz k X n.
Também serda muito util:

Definicao 3.6. Seja py, ..., pp_r uma enumeracao de todos os elementos de
uma base do cdédigo C+. A matriz

b1
Pe =
Prn—k
¢ chamada de matriz de paridade de C. Ela serd uma matriz (n — k) X n.

13



Como modelar o erro neste contexto linear? Considerando que o emissor
envia ¢ € C e o receptor recebe m € F,", o erro e serd o vetor diferenca.

m=c+e (1)

Sabemos que ¢ pertence ao subespaco linear C. O erro e, contudo, pode
possuir uma componente em C e outra em Ct. Se o erro possuir uma com-
ponente nao nula em C, a norma do erro serd maior ou igual do que a norma
minima de C que é igual a dc. Neste caso, o erro ultrapassa a capacidade
deste codigo corrigir erros. Desta maneira, s6 nos interessa erro cuja compo-
nente em C seja nula, ou seja, e pertencente a C*.

E como eliminar o erro dentro da mensagem? A idéia principal consiste
em utilizar a matriz de paridade para eliminar a componente do codigo.

Definicao 3.7. Dado o codigo linear C e Pe uma matriz de paridade, defi-
nimos a sindrome de um vetor por

s(v) == v.PZ.

A sindrome é a projecdo sobre o espaco dual C*+. Fica claro, entao, que
o nucleo desta aplicacao corresponde exatamente ao codigo C por definigao.
A sindrome nao nula sera, por sua vez, o sintoma de que ocorreu algum erro
na transmissao. Ao aplicarmos a sindrome em (1):

s(m) =s(c+e) =s(c)+s(e) = s(e)

Assim, possuimos um algoritmo para perceber a presenca do erro. Entre-
tanto, nos interessa corrigir o erro e nao somente percebé-lo. Como resolver
o problema se diferentes vetores podem produzir s(m)?

Lema 3.8. Dado o cddigo linear C, qualquer que seja m € F,", existe so-
mente um e € C*, tal que s(m) = s(e).

Prova:

A existéncia ¢ dada pela componente de m em C*. Vamos supor que
existem e, €/ € Ct tais que s(e) = s(e’) = s(m). Pela linearidade,
s(e—¢)=0. Logo,e—¢ €eCNCt=e=¢o

Entendemos, assim, o erro como um elemento de C*. Uma vez encontrado
o vetor e € C*, tal que s(e) = s(m), basta fazer ¢ = m — e € C para
corrigirmos a mensagem. A questao se torna, portanto, encontrar um método
para determinar e € C* a partir de s(m).
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e O algoritmo:

. 0 emissor envia ¢ € C;
. a mensagem pode ser alterada pelo ruido;

. o receptor recebe m € F,";

1

2

3

4. o receptor calcula s(m);

5. o receptor encontra o erro e associado a s(m);
6

. 0 receptor corrige m para m — e € C.

Lembremos que s(m) é uma projecao em Ct. Serd, no entanto, necessario
nos preocuparmos em determinar esta projecao? Nao seria possivel aprovei-
tarmos a matriz de geradores e estabelecermos diretamente a projecao da

mensagem sobre C?7

Definicao 3.9. Sejam C um codigo linear e Ge uma matriz de geradores.
Definimos a aplicagcao

flv):=v.Gt eC
Esta aplicac@o é a projecao sobre o cédigo C. Basta aplica-la a equagao(1):
e O algoritmo:

. 0 emissor envia ¢ € C;

. a mensagem pode ser alterada pelo ruido;

1
2
3. o receptor recebe m € IF,";
4. o receptor calcula f(m);

5

. o receptor aceita f(m) como vetor de F,” com componente C*
nula;

Esta abordagem, no entanto, nao foi observada nas referéncias utilizadas.
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3.2 Codigos MDS

Se desejarmos aumentar a capacidade de um determinado cédigo C de corrigir
erros, saberemos dizer que basta aumentar de. Se, por outro lado, desejar-
mos aumentar a capacidade deste mesmo codigo de representar informagoes,
bastaria aumentar ke. E facil observarmos que existem limites. Mas qual
seria a relagao entre os parametros que envolvem um cédigo linear?

Lema 3.10. Seja C um cddigo linear C F,". Entao
de <n—ke+1.

Prova:
Ge ¢ uma matriz de posto ke. Utilizando operagoes de eliminagao
gaussiana, podemos transformar G em uma matriz da forma

G'c = [Ix.|G"]

A matriz Iy, é matriz identidade de tamanho k¢. Cada linha de G* possui
no maximo n — k¢ elementos nao nulos. Assim,

de =min{ p(c) |[ceC} <n—ke+ 1.
Se a igualdade for obtida, estaremos em um caso muito especial de codigos.

Definicao 3.11. Um cédigo linear C serd chamado de codigo MDS (maxi-
mum distance separable) se de =n — ke + 1.

3.2.1 Relacoes com a Geometria Projetiva

Sera possivel obtermos algum cédigo que alcance este limite? Esta pergunta,
embora nao parega, ¢ um problema geométrico.

Definicao 3.12. Diremos que um conjunto © comt elementos € um conjunto

LI(t,s), quando qualquer subconjunto H C ©, com s ou menos elementos,
for LL

Definicao 3.13. Dados um cddigo linear C e Pe uma matriz de paridade.
Definimos He = {hq, ho, ..., h,} como a enumeracdo de colunas de Pe na
ordem em que ocorrem.

Vamos agora estabelecer a relacao entre a distancia minima e os subcon-
juntos de He.
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Lema 3.14. Sejam d € N, C um cddigo linear e He.
de > d < He € um conjunto LI(n,d —1).

Prova:

=) Vamos supor que exista um conjunto H C He,tH = d < d, H L.D.
Seja hi,, hi,, ..., h; , a subseqiiéncia H. Logo existe uma combinagao linear
nao nula tal que

Tt

Z ’Uij.hij =0. (2)

hij €eH

Seja o vetor v formado pelos valores v;; nas coordenadas #; e valor zero nas
demais coordenadas. Pela equagao (2), v € C. Contradigao, pois

p(v) <d <d=de <d.

<) Seja v = (vq, V2, ...,v,) € C\ {0}. Como s(v) =0

Ul.hl—f—l}g.hg—f-...‘l‘vn.hn =0 (3)

Se p(v) < d, chegamos a uma contradicdo, pois (3) ofereceria uma
subseqiiéncia H L.D., tH < d, H formada pelas colunas que possuem
coeficientes nao nulos. Logo Vv € C, p(v) > d = dec > d. ©

Esta relacao ganha uma expressao geométrica, quando consideramos os
elementos de H¢ como coordenadas homogéneas em um espago projetivo
finito. O Apéndice trata especificamente de espagos projetivos.

Definigao 3.15. Chamamos PG(n,q) o espago projetivo finito de dimensao
n e ordem q.

Lema 3.16. Existird um codigo C com distancia minima d e dimensdao k no
espago FY se e somente se existir um conjunto LI(n,d — 1) Cc PG(k—1,q).

Prova:

= ) Basta considerarmos as colunas h; como coordenadas homogéneas de
pontos de PG(k — 1,q). Este conjunto de pontos é LI(n,d — 1) pelo lema
anterior. <= ) Analogo. ©

A busca por cédigos MDS, portanto, se torna o problema geométrico de

encontrar conjuntos LI(n,s) C PG(n,q). Muito relacionados com estes con-
juntos estao as quadricas e curvas normais.
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Qualquer conica em um plano projetivo ou cibica normal em um espago
tridimensional é um conjunto LI(a,3), em que a é o nimero de pontos na
curva. Qualquer curva normal é um conjunto LI(a,n), em que a é o nimero
de pontos da curva e n é a dimensao do espaco projetivo em que a curva esta.

A teoria em torno destas curvas pode ser encontrada em [4] e [7]. No
Apéndice apresentamos de forma resumida a abordagem de [4].

3.3 Codbdigo de Hamming

Até este ponto nao apresentamos qualquer exemplo concreto de cddigo e
sequer fizemos mencao a algum cédigo perfeito. Para dirimir esta lacuna,
apresentaremos um dos codigos fundamentais no desenvolvimento da Teoria
de Codigos: o cédigo de Hamming,.

O cédigo de Hamming é um cédigo linear. Para obté-los usaremos o fato
de a Algebra Linear oferecer duas formas bem simples para construirmos
subespagos: uma como Imagem e outra como Nicleo de uma transformacao
linear.

Definigao 3.17. Sejam r € N en = 2" —1. Seja H, uma matriz cujas colu-
nas sejam todos os elementos de F5\ {0}. Chamamos de cédigo de Hamming

Ham(r) := Ker(H, : Fy — F3)
A capacidade de correcao deste codigo tem propriedades conhecidas.

Lema 3.18. Vr € N, Ryum() = 1.

Prova:
Sabemos que V ¢ € Ham(r)

c.H' = 0. (4)

Vamos supor, por absurdo, que 3 ¢ € Ham(r), tal que p(c) = 1. A equagao
(3) implica que existe uma coluna nula em H,. Contradigao. Supondo que
p(c) = 2, temos que duas colunas de H, devem ser iguais. Contradigao.
Assim V c € Ham(r), p(c) > 3 = Ruame) > 1. ©

18



Lema 3.19. Vr € N, Ryom(y = 1.

Prova:

Seja 7; o numero da coluna de H, que é a representacao binaria do nimero
1. De forma andloga temos i3 e i3. Tomemos o vetor v tal que possua valor
1 nas coordenadas 7; i5 € i3 € que possua o valor zero nas demais
coordenadas. Temos claramente que p(v) = 3 e v € Ham(r). Pelo lema
anterior, Re = 1. ¢

Os codigos corretores de 1 erro em FJ possuem um limite para seus
nimeros de elementos.
Lema 3.20. Seja C C 3, tal que Re = 1, entao

n

iC <

n+1
A igualdade so acontece se C for perfeito.

Prova:

V¢ € C, B(c) serd uma bola de raio igual a R¢ = 1 centrada em c.

tB(c) =n+ 1. A unido de todas as bolas esta contida no espaco F5. Como
as bolas sao disjuntas, §C.B(0) < #F} = 2". Logo

C é perfeito < #C =

S
n+1

Os cédigo de Hamming nao sao quaisquer cédigos corretores de 1 erro,
mas sim os melhores destes codigos.
Lema 3.21. Vr € N, Ham(r) € perfeito.
Prova:
Lembrando que n = 2" — 1, temos que dim(H,.) = r = dim(Ham(r)) =
n—r=tHam(r) =2"" = {Ham(r).(n + 1) = 2"".2" = 2" = {F5. Pelo
lema anterior, Ham(r) é perfeito. ¢

Como exemplo da elegancia destes c6digos, apresentamos:

Teorema 3.22. Seja Ham(r) construido através de uma matriz H cuja
coluna s; € a representacao bindria do inteiro i. Seja e; o vetor que tem
valor 1 na coordenada i e zero nas demais. Entao, para qualquer v € F7,
s(v) € a representagdo bindria da coordenada onde ocorreu o erro.

Prova:
Como Ham(r) é perfeito, para qualquer v € F§ \ Ham(r), existem i € N e
c € Ham(r) tais que ¢ = v —e; € Ham(r). Assim

s(v)=v.H = (c+e)H =e.H =5

Logo s(v) é a coluna s; que representa o nimero i. ¢
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3.3.1 Relagoes com a Geometria Projetiva

Os cédigos de Hamming guardam profunda relagao com a Geometria Proje-
tiva, em especial com as retas de um espacgo projetivo. A partir deste ponto
seguimos a abordagem proposta em [1].

Definicao 3.23. Dado um conjunto U, chamaremos 2V como o conjunto das
partes de U.

Definicao 3.24. Dado um espago projetivo PG(n,2), definimos uma enu-
meragao Epgn2) de todos os seus pontos de acordo com a sequiéncia de va-
lores das coordenadas homogéneas interpretadas na base bindria.

Assim podemos entender que (0:1:0:1) € PG(4,2) é representado na
enumeracao FEpga2) pelo ponto P, pois 0101 na base bindria equivale a 5
na base decimal.

Definicao 3.25. Dada uma enumerag¢io Epgn2) = {P1,Po,.... Pony 4011}
de PG(n,2). Definimos uma aplica¢ao

S : F§n++2+l s 2EPG(n,2)

tal que ¥ v € F3 271 P e S(v) & e;.v = 1. Diremos, neste caso, que v é
o vetor caracteristico de S(v).

Desta maneira, o vetor v = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0) é levado,
pela aplicagao S, ao conjunto S(v) = {Ps, Ps, Pio}.

Sabemos que a matriz de paridade H} de Ham(r) tem 2" — 1 colunas.
Como 2" —1=2""142"24+ . +2+4+1=4PG(r —1,2), consideraremos o
espaco projetivo PG(r —1,2) para estabelecermos as associagoes geométricas
dos codigos de Hamming,.

Definicao 3.26. Chamaremos de l; a i-ésima linha de H; .

Definigao 3.27. Chamaremos de m; o hiperplano z; = 0 C PG(r — 1,2) e
7; seu complemento.

Pela defini¢oes sabemos que

S(li) =m ()
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Lema 3.28. £S(u) N S(v) € nimero par < u.v = 0.

Prova:
Para que o produto escalar seja nulo, o nimero de termos iguais a 1 na
soma deve ser par. Sabemos que

w,=leou=v=1PFcSu)AP, e Sw)< P, e Su)nSw).e
Para qualquer v € Ham(r),
v.H' =0.

Logo v € Ham(r) & v.l; = 0,V i € {1,..,r}. Usando o lema anterior,
v € Ham(r) < S(v) N7; tem nimero par de elementos Vi € {1,...,7}.

Por esta razio estaremos interessados em subconjuntos 7 € Q(P) tais
que
TNnm=T\m

tem um ndimero par de pontos Vi € {1,...,7}.

Lema 3.29. Todo vetor caracteristico de um subespago de PG(r —1,2) per-
tence a Ham(r).

Prova:
Se T € Q(P) é subespago de PG(r —1,2), dim(7) = t entao
17 =20+ 2071 + .+ 241 que é impar. Logo

Desta maneira §7 \ m; é par Vi € {1,...r} e o vetor caracteristico de 7°
pertence a Ham(r). ¢

Lema 3.30. Seja T um subconjunto qualquer ndo vazio de PG(r — 1,2).
Entao existe i € {1,...,7} tal que

TN #0

Prova:
Seja P € 7. P possui uma coordenada ¢ nao nula. Assim 7 N7; # 0. ©

Definicao 3.31. Dados dois conjuntos A e B, definimos a diferenca simétrica
entre A e B,
AAB :=(AUB)\ (AN B)
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Lema 3.32. (AAB)AB = A
Lema 3.33. Se S(u) e S(v) sdo subespagos, entio S(u)AS(v) = S(u+ v).

Prova:

=) Seja P, € (S(u) US(v)) \ (S(u) N S(v)). Sem perda de generalidade,
vamos supor que P; € S(u) e P; ¢ S(v). Logo, u; = 1 e v; = 0, portanto,
u; + v; = 1. Desta maneira P; € S(u+v) e

(S(u)US))\ (S(u)NSw)) C S(u+v). <) Anélogo. ©

Sabemos que Ham(r) é um cddigo linear, portanto, u, v € Ham(r) =
u+ v € Ham(r). Assim, se dois conjuntos A e B possuem vetores ca-

racteristicos em Ham(r), AAB também possuird vetor caracteristico em
Ham(r).

O préximo teorema apresenta a relacao entre os elementos de Ham(r) e
subconjuntos especiais de PG(r — 1,2), a saber: as retas.

Teorema 3.34. As palavras de cédigo de Ham(r) sao os vetores carac-
teristicos de todos os subconjuntos de PG(r — 1,2) obtidos a partir de dife-
rencas simétricas de retas de PG(r —1,2).

Prova:

Sabemos, pelo lema 3.28, que o vetor caracteristico de qualquer reta de
PG(r —1,2) pertence a Ham(r). Sabemos também que a diferenga
simétrica de conjuntos com vetor caracteristico em Ham(r) resulta em
conjunto com vetor caracteristico também em Ham(r). Falta mostrarmos
que qualquer vetor de Ham(r) é vetor caracteristico de algum conjunto
obtido por diferengas simétricas de retas. Seja v € Ham(r). Pelo lema 3.18,
sabemos que £S(v) > 3. Vamos considerar dois pontos distintos de S(v).
Seja 1 a reta que passa por esses dois pontos. Logo o conjunto

S(v); = S(v)Ar; tem no méximo £S(v) — 1 pontos, pois tiramos ao menos
dois pontos e acrescentamos no maximo um. Temos que S(v) = S(v)1Ar.
Se £S5(v); > 2 repetimos o processo um nimero finito de vezes até que

S(U) = S(’U)jATjA...AT’QATl

em que S(v); é vazio ou unitario. Se S(v); é vazio, resolvido. Se S(v); é
unitario, entao o vetor caracteristico de S(v) ndo pertence a Ham(r), pela
prova do lema 3.27 e pela observacao apds o mesmo lema, pois S(v) N7
tem nimero impar de pontos. Contradicao. ¢
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4 Codigos Algébricos

Do ponto de vista que abordamos, a questao essencial da Teoria de Cdodigos
é encontrar subespacos vetoriais de dimensao finita com propriedades conhe-
cidas, a saber, distancia minima e dimensao. Esta busca nao se restringiu ao
dominio das matrizes, se estendendo, inclusive, sobre espacos de dimensao
infinita, especialmente sobre os anéis de polindmios sobre corpos finitos.

Contudo, existe uma intima ligacao entre os anéis de polinomios e o es-
tudo de variedades pela Geometria Algébrica. Esta é a razao do interesse
por parte da Teoria de Codigos pelo estudo dos espacos vetoriais sobre vari-
edades, em especial sobre curvas algébricas projetivas.

Do ponto de vista historico a passagem dos cédigos de Hamming para os
codigos corretores algébricos corresponde a passagem da Geometria Projetiva
para a Geometria Algébrica. Para realizar esta passagem, seguiremos muitas
vezes a seqliéncia proposta em [10].

Para a construgao de um codigo corretor algébrico, utilizaremos, como
nos de Hamming, transformacoes lineares. No entanto, em vez de tomarmos
o Ntcleo, faremos uso da Imagem da transformagao. As transformacoes serao
obtidas a partir de espagos vetoriais de funcoes definidas sobre uma varie-
dade com imagem em um corpo. Fica claro que, para conhecermos melhor
os parametros fundamentais dos codigos, precisaremos utilizar a teoria que
envolve as variedades.

Inicialmente nossos objetos geométricos serao variedades de dimensao
qualquer. Posteriormente faremos a restricao para tratarmos somente curvas.

As variedades sao obtidas como raizes de polinomios. Portanto, o espaco
onde estao definidos estes objetos possui dimensao infinita. Nosso objetivo,
entretanto, é construir espagos vetoriais de dimensao finita.

Precisamos, entao, de algum mecanismo que estabeleca restricoes quanto
as dimensoes dos subespacos que iremos construir. A maneira mais simples
de se fazer isto é restringir-se diretamente o grau dos polinomios envolvidos
na construcao do subespaco. No que se segue [F sera sempre o fecho algébrico
de F,.
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Definicao 4.1. Seja G € F,[xy, ..., x;]. Definimos a variedade
V(G) ={P|G(P) =0}
O grau da variedade € o grau de G.

Definicao 4.2. Seja X uma variedade definida sobre F,. Diremos que um
ponto P € X € um ponto racional de X se cada coordenada de P pertencer
alF,.

Definicao 4.3. Seja V) C Fy[xy, ..., x5] 0 subespago vetorial de polinomios de
grau menor ou iqual a [.

Seja G um polindmio de grau m em F [z, ..., z4] irredutivel em F[z4, ..., z,].
Sejam P, ..., P, pontos racionais da variedade V(G). Podemos definir um
codigo sobre esta variedade:

C:= {(F(P), .. F(P,) | F € Vi}
Os parametros deste cédigo sao dados por

Teorema 4.4. Seja n > Im. Com as defini¢oes acima temos
de > n —Im,

(12”) sel<m

ke =

() = () sel=m
Prova:
O espago V; tem por base os monomios da forma z{*z52...x5", > a; <.
Logo dimV, = (ZZ”) = (ZJ;”) Seja F' € V. Se G divide F, entao F' gera o
vetor 0 € C. Por outro lado, se o polinomio F gera 0 € C, entao as equagoes
F=0eG =0 tem os pontos P, ..., P, em sua interseccao. Lembrando que
F e G tém graus I’ <[ e m respectivamente, pelo teorema de Bézout e pela
hipétese n > Im, temos que F' e G tém fator comum. Como G ¢ irredutivel,
F ¢ divisivel por G. Entao o conjunto das fungoes que geram 0 € C
corresponde ao conjunto GV,_,,,. Portanto, se | < m, ke = (ZZ”) De outra
maneira, se [ > m, entao ke = (lfln) — (l*?r"). O mesmo argumento,
através do teorema de Bézout, mostra que V ¢ € C, ¢ # 0, ¢ tem no maximo
Im coordenadas nulas, e, portanto, p(c) > n — Im. Temos assim que

de >n—1Im. o
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Uma matriz de geradores deste cédigo pode facilmente ser obtida a partir
de uma base Fy, ..., Fy de V;/GV,_,:

{Fi(P) |1 <i<k1<j<n}

Um observagao, no entanto, deve ser feita. Este exemplo é apresentado
em um espaco afim. Por esta razao, é possivel trabalharmos com fungoes re-
gulares sobre toda a variedade, simplesmente controlando a soma dos graus
das fungoes. Isto deixa de ser verdade se temos interesse em trabalhar em
espacos projetivos.

Sobre espacos projetivos nossos corpos de fungoes sobre uma variedade,
para serem interessantes, devem admitir fungoes com singularidades. Neste
contexto, somente as fracoes de polinomios homogéneos de mesmo grau fa-
zem sentido. E, por esta razao, nao poderiamos utilizar o mesmo raciocinio
de controle da dimensao a partir do grau da funcao.

O controle do grau, no caso afim, equivale a restringir a soma das multi-
plicidade dos zeros do polinomio. Poderiamos, entao, pensar em controlar, no
caso projetivo, as somas das multiplicidades de zeros e polos de uma funcao.
Mas esta soma é sempre zero e a dimensao, assim, nao se torna finita.

Se, em vez de controlarmos simplesmente a soma, impusermos restri¢oes
sobre as multiplicidades de zeros e pélos das fungoes em cada ponto, obte-
remos um espaco de funcoes mais interessante. Poderemos fazer isto através
de uma defini¢ao muito importante para a Geometria Algébrica: a defini¢ao
de divisor.

E uma opc¢ao muito 1til, pois a teoria dos divisores nos oferece o grupo dos
divisores com uma ordem parcial e uma relacao de equivaléncia bem definidas,
ferramentas que nos auxiliaram na construcao de espacos vetoriais. Ademais,

sobre os divisores, ja temos disponivel um espago vetorial de dimensao finita
ja definido.
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4.1 Divisores

Neste momento nos restringimos as curvas algébricas projetivas. No que
segue X serd sempre uma curva projetiva regular irredutivel sobre um corpo
algebricamente fechado F.

Definigao 4.5. Um divisor é uma soma D = Y ,_,npP, em que np € Z
e grau{ D} := > np < co. O suporte de um divisor é o conjunto de pontos
tais que np # 0. Diremos também que um divisor € efetivo se todos os seus
coeficientes forem nao negativos.

E interessante observar que o conjunto de todos os divisores sobre uma
determinada curva forma um grupo com respeito a soma. Denotaremos este
grupo por Div(X).

Como estamos em um espaco projetivo, nossas fungoes sobre curvas sao
todas racionais. A relagao entre as funcgoes e os divisores é dada por

Definicao 4.6. Seja ¢ uma funcdao racional sobre X, nao identicamente
nula, definimos o divisor de ¢ como

(¢) = > ve(¢) P,

Pex

em que vp(p) € a multiplicidade de zero ou de pdlo da fungao ¢ em P. Cha-
maremos os divisores de funcoes racionais sobre X de divisores principais.

Sabemos que as funcoes racionais que fazem sentido em espacos projetivos
devem possuir numerador e denominador com mesmo grau. Assim, é natural
entendermos que o somatério das multiplicidades de zeros e pélos de um
divisor de uma funcao racional deve respeitar

Lema 4.7. O grau de um divisor principal € iqual a zero.

Estes divisores, dentro do grupo dos divisores, sao muito importantes,
pois definem uma relacao de equivaléncia em Div(X) que serd a base para a
construcao de espago vetoriais de dimensao finita definidos sobre variedades
projetivas. Esta relacao de equivaléncia fara a separacao dos divisores pelo
grau de cada divisor. Desta maneira, as classes de equivaléncia serao fechadas
com respeito a soma com divisores de grau zero.

Definicao 4.8. Dados dois divisores D e D' sobre X, diremos que sdo line-
armente equivalentes se D — D' for um divisor principal. Denotaremos esta
equivaléncia por D = D’.
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Contudo, apesar de o divisor descrever de maneira precisa as multipli-
cidades, ainda nao seremos capazes de controlar a dimensao do espaco de
fungoes pelo controle de multiplicidades. A razao disto é a caréncia de uma
ordem ao menos parcial que nos permita estabelecer limites a dimensao dos
espacos a serem construidos.

Uma ordem parcial nos permite construir conjuntos de elementos que
respeitam uma relacao de ordem com um limite estabelecido e isto nos é su-
ficiente. Adotar uma ordem total acrescenta somente a informacao de ordem
entre os elementos do conjunto definido. Por esta razao nao precisamos desta
definicao mais restritiva.

A definicao de ordem parcial que iremos utilizar ja foi apresentada na
definicao de divisor. Quando dizemos que um divisor D é efetivo, garanti-
mos que, para cada ponto P de X, o coeficientes de P é maior ou igual ao
coeficiente do ponto P no divisor 0. Este fato denotamos por D = 0. Desta
maneira, a ordem parcial exige que comparemos os coeficientes dos divisores
em cada ponto da curva.

4.1.1 Espaco vetorial de fungoes

De posse das defini¢oes de divisor, grupo de divisores e ordem parcial; che-
gamos a construcao de um espago vetorial de dimensao finita de funcoes
racionais sobre uma curva projetiva regular irredutivel sobre um corpo alge-
bricamente fechado.

Definicao 4.9. Dado um divisor D sobre X, definimos o espacgo vetorial
L(D) ={¢ e F(X)" | (¢) + D = 0} U{0}.
A dimensao de L(D) serd denotada por (D).

E simples observar que £(D) é um espago vetorial. Mas em que consiste
este conjunto 7 E mais: a dimensao /(D) serd sempre finita ?

Sabemos que qualquer divisor pode ser escrito com diferenca de divisores
efetivos de tal forma que D = D" — D" = 371\ m P — > 75 1 m;Q;, D' e
D" efetivos. Logo a definicao de £(D) exige que as fungdes possuam zeros
de multiplicidade no minimo m; no pontos (); e pélos de multiplicidade no
maximo n; no pontos F;.

Para responder a segunda questao, temos o teorema:
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Teorema 4.10. Seja D um divisor sobre a curva X :
i) (D) =0, se grau(D) < 0;
ii) I(D) < 1+ grau(D), se grau(D) > 0.

A prova deste teorema exige lema e definigoes.

Lema 4.11. Sejam D e D' divisores sobre X, tais que D = D', entdo L(D)
e L(D') sao isomorfos.

Prova:

D=D"= 3¢ € F(X)* tal que () = D — D’. Tomemos a aplicagao
i:¢— ¢ entre L(D) e L(D'). O nucleo desta aplicacao linear é {0}.
Logo, i é injetora. Tomemos v € L£(D'). A seqiiéncia abaixo mostra que v
pertence a imagem de i. A algebra em torno dos divisores pode ser
encontrada em [7].

(v)+ D'+ 0
(v)+D'—D = -D
(v) = () = -D

(V) + @) =-D
(v )+ D=0

1, portanto, é sobrejetora. Assim 4 é isomorfismo. ¢

Definigao 4.12. Chamamos de anel local Op(X) o conjunto das fungoes
racionais sobre a curva X que sao regulares no ponto P.

Este anel é de fato um anel local, pois s6 tem um ideal maximal: o
conjunto Mp(X) das fungoes racionais sobre a variedade que possuem o
valor zero no ponto P. Sabemos que Mp(X) é também um ideal principal.

Definigao 4.13. Chamamos de parametro local qualquer gerador de Mp(X).

Como um parametro local ¢ é um gerador do anel maximal Mp(X),
podemos escrever qualquer funcao z € Op(X) de forma tinica como z = ut™,
u nao-nula e m € Ny. Se m > 0, dizemos que P é um zero de ordem m de
z. Se m < 0, P serd um pdlo de ordem m de z. Escrevemos m = vp(z)
para definirmos a valoracao de z no ponto P. Por convencao dizemos que
vp(0) = oo.
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Prova do teorema 4.10:

1. Vo e F(X)*, grau((¢)) = 0 = grau((¢) + D) <0 =
L(D)={0} = I(D)=0.

2. Pelo lema acima, se D nao é efetivo e ¢ € L(D)*, D' = D + (¢) é
efetivo. Sabemos que £(D) e L(D’) sao isomorfos e, portanto, tem
mesma dimensao. Logo podemos supor que D =3 n;P; é um
divisor efetivo. Vamos supor que ¢ € £(D)*. No ponto P;, ¢ pode ter
polo de multiplicidade no maximo n;. Seja t; um parametro local no
ponto P;. Logo ¢ pertence ao espago vetorial n;-dimensional
(t7"Op,)/Op,. Em cada ponto P;, mapearemos ¢ para a fungao
correspondente no espaco (t~"Op,)/Op,. Esta é uma aplicacao linear
de ¢ na soma direta destes espagos vetoriais. Se ¢ esta no nicleo da
aplicagao, ¢ nao tem podlos, logo é uma funcao constante. Assim
obtemos

I(D)<1+ an =1+ grau(D).c

i=1

4.2 Cobdigos de Reed-Solomon

Podemos agora apresentar uma definicao inicial de uma classe de codigos
corretores algébricos:

Definicao 4.14. Sejam D = P, + P, + ... + P, e G divisores sobre X com
suportes disjuntos. O cddigo linear C(D,G) de tamanho n sobre F € a imagem
da aplicacao linear o : L(G) — F™ definida por a(¢) = (¢(Pr), ¢(FPa), ..., p(Py)).
Codigos deste tipo sao chamados de codigos de Reed-Solomon.

Esta definicao corresponde de fato a um sub-espago em F". Contudo,
precisaremos fazer adaptagoes para tornar estes codigos aplicaveis ao uso em
computadores.

Precisamos, em primeiro lugar, que nosso alfabeto seja finito. Tomemos
como alfabeto IF, com fecho algébrico [F. Nossas fungoes somente poderao ter
coeficientes em nosso alfabeto.

Definicao 4.15. Uma curva irredutivel € absolutamente irredutivel se for
irredutivel também sobre o fecho algébrico do corpo.

Tomaremos somente curvas que sejam absolutamente irredutiveis.

Definicao 4.16. Seja a curva X definida sobre o corpo Fy, a aplicagao Fr :
F — F definida por Fr(z) = 29 é chamada de aplicagdo de Frobenius. Para
vetores, aplicamos coordenada a coordenada.
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Definicao 4.17. Um divisor D é chamado racional se os coeficientes de P
e Fr(P) forem os mesmos para todos os pontos da curva X .

Sabemos que para qualquer elemento z € F,, Fr(z) = x. A partir
da aritmética finita, temos que G(z1, ..., 2,)? = G(zf, ..., 2%) para qualquer
polinémio G € F [z, ..., z,]. Logo, se X é uma curva sobre F,

PeX & Fr(P)eX.

Por outro lado, se P é um ponto racional de X', cada coordenada pertence
a F,. Logo, para qualquer ponto racional, F'r(P) = P. Por esta razao, se um
divisor tem suporte composto somente por pontos racionais, ele sera racional.

O espago L(D) somente serd considerado sobre divisores racionais com
a restricdo das fungbes com coeficientes em F,. Segundo Hgholdt[10], es-
tas restrigoes garantem que o teorema de Riemann-Roch continua sendo
valido. Este teorema sera fundamental para determinarmos os parametros
dos cédigos algébricos.

Podemos agora apresentar um nova definicao dos codigos de Reed-Solomon.

Definicao 4.18. Sejam Py, Ps, ..., P, pontos racionais de X. Sejam D =
P+ P+ ...+ P, e G divisores sobre esta curva com suportes disjuntos. O
cddigo linear C(D, G) de tamanho n sobre F, é a imagem da aplicacao linear

a: L(G) — Fy definida por a(@) = (¢(P1), p(Pa), .., d(FPr)).

Exemplo 4.19. Seja X a reta projetiva sobre Fym. Seja n = ¢™ — 1. Defini-
mos Py =(0:1), P =(1:0) e P; = (3 : 1), B é raiz n-ésima da unidade,
1 < j < n. Tomemos os divisores D = Z?:l Pie G =aPy+bPs, a >0,
b > 0. Podemos observar que as fungoes (z/y)!, —a < i < b, formam uma
base de £(G). Uma matriz de geradores de C'(D, G) é dada por uma matriz
formada por linhas (3¢, 3%, ..., ™), —a < i < b.

Que tenhamos obtido um sub-espago vetorial nao existe duvida. Porém,
ainda nao conhecemos os parametros fundamentais destes codigos: a distancia
minima de e a dimensao do cédigo ke. Para resolver esta questao, utiliza-
remos o teorema de Riemann-Roch, que relaciona propriedades da curva X
com a dimensao (D) de divisores sobre esta curva.

Neste ponto nao fizemos qualquer restricao sobre os graus dos divisores
D e G. Mais adiante abriremos mao desta liberdade com o propédsito de
estabelecer limites que nos facilitem conhecer com precisao os parametros
dos codigos. Para alcancar este objetivo, deveremos passar pelas defini¢oes
de diferenciais sobre uma curva.
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4.3 Diferenciais sobre uma curva

O estudo das diferenciais nos permite conhecer as propriedades intrinsecas a
curva. Ao conhecermos as propriedades de uma curva poderemos determinar
os parametros dos cddigos que construirmos sobre ela. Esta serd nossa mo-
tivagao para seguirmos os passos até a apresentacao do teorema de Riemann-
Roch.

Definigao 4.20. Seja V um espaco vetorial sobre F(X). Um aplicagio F-
linear D : F(X) — V € chamada uma derivagao se satisfaz a regra do produto:

D(¢y) = ¢D(¥) + ¥ D(9).

Definigao 4.21. O conjunto de todas as derivagdes serd denotado por Der(X,V).
Se V =F(X), denotaremos por Der(X).

Lema 4.22. O conjunto de derivagoes é um espago vetorial sobre F.

Prova:

Basta apresentarmos a soma de vetores e a multiplicacao por escalares.

Dadas duas derivagoes Dy e Dy € Der(X,V), definimos a soma de duas
derivagoes (D + Ds)(¢) = D1(¢) + D2(¢). Definimos a multiplicacao de
uma derivagdo D por um escalar ¢ € F(X) como (¢D)(¢)) = ¢D(¢). ©

A primeira relacao entre as propriedades da curva e as derivagoes é dada
por

Lema 4.23. Seja t um parametro local de um ponto P € X. Entdo existe
uma unica derivag¢ao Dy € Der(X) tal que D(t) = 1. Além disto Der(X) é
unidimensional sobre F(X) e, conseqiientemente, D, € uma base de Der(X)
para cada parametro local t.

Prova:

Construiremos uma transformacao D, : F(X) — F(X), atribuindo os valores
Dy(t) =1 e Dy(¢) = 0 para qualquer ¢ ¢ Mp. Impomos que ela respeita a
regra do produto. Usando o fato que Mp ¢é ideal principal, obtemos que

D; € Der(X). O teorema do ntcleo e da imagem de uma transformacao
linear impde a Der(X') ser unidimensional sobre F(X). ©

Definicao 4.24. Uma forma diferencial racional ou simplesmente diferencial

sobre X € uma aplicagcdo F(X)-linear de Der(X) em F(X). O conjunto de
todas as diferenciais em X € denotado por Q(X).
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Assim definida, entenderemos a diferencial como um funcional linear que
atua sobre o espaco vetorial das derivagoes. Ou seja, as diferenciais sao
elementos do espaco dual ao espago de derivagoes. Esta dualidade oferecerd
mais adiante uma visao unificadora dos codigos e, de maneira muito elegante,
se relacionard com a definicao de dualidade entre codigos.

Como (&X) é um espago vetorial sobre F(X), podemos definir uma de-
rivagao
d:FX)— QX)
tal que d(¢) := d¢ : Der(X) — F(X) é definida por d¢(D) = D(¢) para toda
derivagao D € Der(X). De acordo com a notagao d € Der(X,Q(X)).

Teorema 4.25. Q(X) é um espago vetorial de dimensdo 1 sobre F(X) e dt
¢ uma base em cada ponto P com parametro local t.

A prova deste teorema é semelhante a prova do teorema anterior.

A partir deste teorema podemos concluir que, para cada ponto P € X
com parametro local tp, uma diferencial w pode ser representada de forma
tnica por w = ¢pdtp, ¢pp € F(X).

Como dtp é uma base, w acompanha a multiplicidade de zero ou de pdlo
da funcao racional ¢p. Por esta razao

Definicao 4.26. Seja w uma diferencial sobre X, representada em um ponto
P e X porw = ¢pdtp. A ordem ou valoracdo de w em P € definida por
ordp(w) = vp(w) := vp(pp). A diferencial é dita reqular se ndao apre-
senta pdlos. O conjunto das diferenciais requlares sobre X formam um F[X]-
mddulo denotado por Q[X].

Esta informacao sobre zeros e polos nos permite

Definigao 4.27. O divisor (w) de uma diferencial é definido por

(w) =Y wvp(w)P.

Pex

Interessante observar que o nimero de pontos com coeficiente nao-nulo
deste divisor € finito, pois as fungoes racionais tém nimero finito de zeros e
polos.
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Seja w uma diferencial e W = (w). Chamaremos W de divisor candnico,
pois para qualquer outra diferencial w’ sobre X, existe ¢ € F(X) tal que
w = ¢w’ o que implica (W) = W' = (¢pw) = (¢) + (w) = W. Desta maneira,
os divisores candnicos formam uma tunica classe de equivaléncia. Chamare-
mos esta classe de WW.

Como as diferenciais formam um divisor, podemos pensar no espago
L(W). Este espaco vetorial de fungoes racionais pode ser mapeado em um
espaco de diferenciais pela aplicacdo ¢ — ¢w. Pela definicao de L(W), a
imagem de ¢ por esta aplicacao resulta em uma diferencial regular. Ou seja,
L(W) é isomorfo a Q[X].

L(W) guarda muitas informagoes sobre a curva. Por esta razao destaca-
mos

Definigao 4.28. O género de um curva X € dado por g = [(W).

Assim o género de uma curva regular é dado pelo nimero de diferenciais
regulares que sejam linearmente independentes.

Esta definicao de género é coerente com a definicao de género utilizada
no estudo topoldgico das superficies de Riemann sobre o corpo dos comple-
xos. Na topologia, o género é a contagem de alcas presentes na superficie.
A presenca destas algas corresponde, de fato, a dimensao do espago das di-
ferenciais, ou 1-formas holomorfas. Maiores detalhes em [§].

Para curvas planas, dispomos de uma féormula para o cdlculo do género
que depende somente do grau da curva.

Teorema 4.29. Se X ¢ uma curva projetiva nao singular de grau m em P2,
entao

g = 5(m—1)(m—2)

Esta é uma das vérias férmulas atribuidas a Pliicker.

33



4.3.1 Espacos vetoriais sobre diferenciais

Para a definicao de cédigo C'(D, ), utilizamos o espago vetorial L£(G) e,
para cada funcao, associamos em cada ponto racional escolhido um elemento
do corpo. As diferenciais, por sua vez, também oferecem a possibilidade de
construgoes semelhantes para definirmos outra classe de cédigos. Precisamos,
contudo, adaptar algumas defini¢coes que foram aplicadas a divisores para o
contexto das diferenciais.

Definicao 4.30. Seja D um divisor sobre uma curva X. Definimos
QD) ={weQX)]|(w)—D=0}u{0}

A dimensao de Q(D) sobre F serd denotada por §(D) e é chamada de indice
de especialidade de D.

A conexao com as funcoes é dada por
Lema 4.31. 6(D) = (W — D).
Prova:

e Se W = (w) é trivial, entao a definigao de L(IW — D) corresponde a
definigao de (D).

e Se W = (w) é nao trivial, construimos a aplicacdo linear
¢: LW — D) — Q(D) definida por ¢(f) = fw.
— ¢(f) =0= f =0. Logo ¢ é injetora.

— Seja v € QD). Como v = fw, para alguma fungao racional f, a
seqliéncia abaixo mostra que v é a imagem de ¢ para a funcao f.

(v) =D =0
(fw)=D =0
(f)+(w)—D >0
(f)+(W-=D)=0
felW-—D).o
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4.4 Cbdigos de Goppa

Na definicao 4.18 utilizamos a aplicagao linear «, que calcula o valor da
funcao em cada ponto. Em outras palavras, para cada coordenada do vetor
C(D,G), a aplicacdo « realiza uma transformacao linear que retorna o valor
da funcgao no ponto correspondente a coordenada.

No contexto das diferenciais, nao faz sentido perguntar pelo valor da
diferencial em um ponto. Contudo, podemos aplicar outra transformacgao
linear.

Definicao 4.32. Seja P € X, t um parametro local em P e w = ¢dt a
representacao da diferencial w em P. A func¢ao ¢ pode ser escrita como uma
série de Laurent Y, a;t". Definimos o residuo Resp(w) de w no ponto P
como sendo a_q.

No que se segue, tomaremos os divisores D = P, + P, +...+ P, e G como
na definigdo 4.18 com a restri¢ao 2g — 2 < grau(G) < n. Definimos agora a
classe de cédigos de Goppa.

Definicao 4.33. O cddigo linear C*(D, G) de tamanho n sobre F, € a ima-
gem da aplicagio linear o : Q(G — D) — F," definida por

Oé*<7]) = (R65P1 (77)7 R65P2 (77)7 A RGSpn (77))

Assim como para os codigos de Reed-Solomon, para conhecermos os
parametros dos codigos de Goppa, dependemos do teorema de Riemann-
Roch.
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4.5 Teorema de Riemann-Roch

O teorema de Riemann-Roch é o resultado que estabelece a ligagao entre as
propriedades algébricas e topoldgicas de uma curva. Este teorema tem pro-
funda influéncia em diversas area da matematica: de Geometria Algébrica
a Teoria dos Niimeros. Veremos adiante como utilizé-lo na Teoria de Cédigos.

A primeira apresentacao do teorema segue a abordagem proposta por
Hirschfeld[6], segao 2.14.

Seja F' um polinomio e X = V(F) uma curva sobre F,. A cada funcao
f € F,(X) definida sobre a curva estd associado um divisor div(f).

Teorema 4.34. (Riemann-Roch) Para qualquer divisor D definido sobre X
1. L(D) € um espago vetorial de dimensao I(D) sobre F,;

2. Existe um inteiro nao negativo g tal que
(D) >grau(D)+1—g

para todos os divisores D € Div(X), e o menor inteiro que satisfaz esta
condi¢cao € o género de X.

3. Se grau(D) > 2g — 2, entao (D) = grau(D)+1—g

A abordagem de Hgholdt[10] apresenta o teorema de Riemann-Roch com
a restricao a curvas projetivas regulares de género g.

Teorema 4.35. (Riemann-Roch) Seja D um divisor definido sobre uma
curva projetiva reqular de género g. Entao, para qualquer divisor canonico

W:
(D) —I(W —D) = grau(D) — g+ 1.

Corolario 4.36. Para um divisor candnico W, grau(W) = 2g — 2.

Prova:
Basta substituir D por W no teorema e lembrar que £(0) = F e, portanto,

[(0)=1.9

O teorema de Riemann—Roch nos permite refinar o teorema 4.10.
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Corolario 4.37. Seja D um divisor sobre uma curva projetiva reqular de
género g e grau(D) > 2g — 2. Entao

I(D) = grau(D) — g + 1.

Prova:
Pelo corolério anterior grau(W — D) < 0, logo (W — D) =0. ¢

Este corolario nos permite, dado um divisor D, construir bases para £(D)
através do estudo das lacunas de Weierstrass.

4.5.1 Lacunas de Weierstrass

Dado um ponto P € X e m € Ny, se existe uma funcdo em F(X) com
polo de multiplicidade m em P, esta funcao ¢ linearmente independente de
todas as fungoes de L((m — 1)P). Caso exista tal fun¢do podemos afirmar
que [(mP) = I((m — 1)P) + 1. Caso nao exista tal fungao, concluimos que
[(mP) =1((m—1)P).

Definigao 4.38. Nesta condigies, se [(mP) = l((m — 1)P), entdo m serd
uma lacuna de Weierstrass no ponto P.

Lema 4.39. O numero de lacunas de um ponto P € igual ao género da curva.

Prova:

Seja m € N. Se m > 2g — 2, entao, pelo coroldrio anterior,

I[(mP) =m — g+ 1. Ou seja, para inteiro maiores que 2g — 2 a dimensao
sempre cresce com m. Isto significa que nao existe lacuna para inteiros
maiores que 2g — 2. A cadeia a seguir nos permite contar as lacunas

1=100)<I(P)<I2P)<..<l((2g—-1)P) =g.
Como temos 2¢ inteiros e s6 chegamos até dimensao g, temos ¢ lacunas. ¢

Dado um ponto P, se escolhermos m € Ny, tal que m nao é lacuna de
P, entao existe uma fungao em F(X) que possui p6lo de ordem m em P
e nenhum outro pdlo. Se realizarmos a multiplicacao desta funcao com ela
mesma, poderemos concluir que qualquer multiplo positivo de m nao sera
lacuna no ponto P.

Podemos concluir que se dois inteiros nao negativos, m; e mso, Nao sao
lacunas de P, entao m; + mso também nao é lacuna de P. Desta forma, os
inteiros que nao sao lacunas formam o semigrupo de Weierstrass em Nj,.

Seja (p;]i € Np) uma enumeracao em ordem crescente dos inteiros que

nao sao lacunas de P. Seja f; € L(p;P) tal que vp(f;) = —p; para i € Ny.
Entao {f;|1 < j <i} é uma base de L(p;P).
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4.5.2 Parametros dos cédigos de Reed-Solomon

Estamos agora em condigoes de conhecer os parametros do cédigo de Reed-
Solomon. Para isto, daqui em diante, exigimos que D e G sejam divisores
tais que

29 — 2 < grau(G) < n.

Teorema 4.40. O cddigo linear C(D,G) de tamanho n sobre o corpo F,
tem dimensdo k = grau(G) — g + 1 e distancia minima d > n — grau(G).

Prova:

e Se uma funcao f pertence ao nicleo da aplicacao o da definigao 4.18,
entdao f possui zeros em P, ..., P, e com isto f € L(G — D). Como
grau(G) < grau(D), o teorema 4.10 (i) nos garante que f = 0. Logo
« é injetora e a dimensao de C'(D, G) é dada pela dimensao de L(G).
Como grau(G) > 2g — 2, o coroldrio 4.32 nos garante que

k=1(G) = grau(G) — g+ 1.

e Se o vetor a(f) tem peso d > 0, entao existem n — d pontos
P, ..., Pi,_,no suporte de D, tais que f(F;) =0,1<j<n—d
Tomemos o divisor £ = P, + ...+ P, _,. Entdo f € L(G - E). O
teorema 4.10 exige que grau(G) — grau(E) = grau(G) — (n —d) > 0.
Assim
d>n— grau(G).o
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4.5.3 Parametros dos cédigos de Goppa

Sobre os parametros dos cédigos de Goppa, podemos afirmar

Teorema 4.41. O cédigo C*(D,G) tem dimensao k =n — grau(G)+g—1
e distancia minima d > grau(G) — 2g + 2

Prova:

e Seja v pertencente ao nicleo da aplicacao o*. Sabemos que
(7) — G+ D = 0, mas como ela nao possui pélos nos pontos P, ..., P,
temos que () — G = 0. Logo, v € Q(G). Mas 6(G) =1(W —G) e
grau(G) > 2g — 2. Desta forma v = 0. Logo
k=6(G—D)=I1W — G+ D). Pelo teorema de Riemann-Roch

(G—D)—IW-G+D)=grau(G—D)—g+1
—(W -G+ D)=grau(G)—n—g+1
(W -G+ D)=n-—grau(G)+g—1.

e Se o*(y) tem peso d > 0, entao existem n — d pontos P, ..., P, _, no

in—d
suporte de D, tais que ResPij (v) =0,1<j<n-—d. Tomemos o
divisor E =P, + ...+ P, . Entdao v € Q(G — D + E). O teorema

4.10 exige que 6(G — D+ E)=l(W -G+ D — E) > 0. Logo,

grauW —G+D —E)>0

graw(W) — grau(G) +n—(n—d) >0
29 —2—grau(G)+d >0

d> grau(G) —2g + 2. ¢

39



4.5.4 Dualidade entre Reed-Solomon e Goppa

As defini¢oes dos codigos de Reed—Solomon e de Goppa sao semelhantes,
mas utilizam funcgoes e diferenciais respectivamente. Poderemos observar, a
seguir, uma dualidade subjacente entre estas classes de codigo.

Para alcancar este resultado, dependemos do teorema de residuos:

Teorema 4.42. Se w é uma diferencial sobre uma curva projetiva reqular
X, entao

Z Resp(w) =0

Tate[9] provou este resultado para qualquer corpo k através da corres-
pondéncia entre pontos racionais e valoragoes discretas de Op(X). Ele to-
mou o completamento do anel local e dos corpos de frages ([5] pag. 33-35)
para definir séries de Laurent para funcoes e, com elas, demonstrar que sua
definicao abstrata de residuo corresponde a escolha do coeficiente a_;.

Sobre o corpo dos complexos a prova deste teorema pode utilizar o teo-
rema de Stokes ou Cauchy.

Teorema 4.43. Os cddigos C(D,G) e C*(D,G) sdo cddigos lineares duais
entre si.

Prova:

Pelos dois teoremas anteriores, sabemos que k¢ (p,q) + kc+(p,a) = n. S6 nos
resta mostrar que as palavras de c6digos sao ortogonais. Sejam ¢ € L(G) e
n € Q(G — D). O produto escalar dos vetores é dado por

a(é)a”(n) = 3 6(P)Resp () = 3 Resn(én).

A diferencial ¢n s6 admite polos de ordem 1 nos pontos do suporte do
divisor D, de acordo com a seqiiéncia

(n)—-G+D=0

(@) +(n)—G+D=(9) = -G
(on) =G+ D = -G
(pn)+ D =0

Logo a soma Y., Resp,(¢n) ocorre sobre todos os pélos da diferencial e,
assim, pelo teorema do residuo,

a(¢).a”(n) = 0.0

40



Concluimos as comparagoes entre as duas classes de cddigos com um
teorema que diz que esta divisao entre os cédigos de Reed—Solomon e de
Goppa é somente histérica, pois[10]:

Teorema 4.44. Seja X um curva definida sobre F,. Sejam Py, P, ..., P,
n pontos racitonais sobre X e D = P, + P, + ... + P,. FEntdo existe uma
diferencial w com pdlos de de ordem 1 em cada ponto P; tal que Resp, =1
para todo i. Além disto

C*(D,G) = C(D,W + D — G)

para todos os divisores G que tenham suporte disjunto do suporte de D. W
€ o divisor de w.
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4.6 Um cdodigo de Reed-Solomon em detalhe

Seja X a curva plana definida pela equacao X3 + Y3 + Z3 = 0 sobre Fy =
{0,1,a,a = 1+ a = a?}. A curva X possui grau 3 e contém 9 pontos
racionais:

Q| P | | P | P | B | B | P R
x| 0] 010 l|la|la|l | ol
yvil|lala]O0O]|0|0[1]1]1
z|1] 1|1 |1 1]1]0|01]0

Através da férmula de Pliicker temos que o género desta curva é dado por

g=33-1E-2)=1

Pelo Corolario 4.31 o grau do divisor canonico é dado por
grau(W)=2g—-2=0
logo o divisor canonico ¢é igual a W = 0.

Tomemos os divisores G =3Q e D = > P;; 1 <i < 8. Desejamos, entao,
estudar o espago de fungoes L£(3@Q) e encontrar uma base. Como o suporte
s6 contém o ponto (), fungoes neste espaco sao linearmente independentes se
possuirem ordem de pélo diferentes em ().

. . y
Propomos as funcgoes 1, et
Devemos verificar se cada uma delas pertence a £(G). Para isto devemos

determinar os divisores gerados por elas. Para determinar zeros e polos,

usaremos a interseccao da curva com retas. Pelo teorema de Bézout estas
interseccoes devem conter 3 pontos contando-se as multiplicidades.

e (1)=0;

e Seja a reta R com equacao X = 0. O divisor interseccao X.R =
P+ P, + (). Seja a reta § com equacao Y + Z = 0. O divisor
interseccao X.S = 3Q). Logo (%) = P, + P, — 2Q).

y+z
e Seja a reta 7 com equacao Y = 0. O divisor interseccao X.7 =
P3+P4+P5. LOgO( 22 ):P3+P4+P5—3Q

yt+z
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A verificagao ¢ feita diretamente a partir da definicdo de £(G):

(1)+G=3Q =0

xr
() +G=R+P-20+3Q=R+P+Qx0
(Y ) G =P+ Pi+ Ps—30+3Q=P;+ P+ Ps =0

y+z

Para determinar a ordem de pdélo escolher um parametro local pode ser
muito util. Tomemos em @) o parametro local ¢ = Z.

o 1=1
° ﬁ nao faz sentido em (). Podemos reescrever esta fungao, lembrando
que estamos em caracteristica 2:
r x(Ptyz+2®)
y+z  (y+2)(y2+yz+2?)
2(y* +yz +2%) Pty )
(VP + vz +y22 + 322 +y2? + 23) (y3 4 23)
ey’ +yz+22) (VP +yz+22)
x3 B x? B
(y? + yz + 22)22 42 (v +yz + 2%)
1222 N 22

E assim ﬁ tem poélo de ordem 2 em Q).

e Analogamente:

y oy tyz+2)
y+z  (y+2) Wy +yz+2?)
Yy +yz + 27%) oy tyz+ )
(Y + vz +y22 + 922 + y2? + 23) (y3 4 23)
yP+yz+2%) oy +yz+ 22278
3 o 323 -
43 y(y* +yz + 2?)
2,’3

E assim yi—z tem polo de ordem 3 em Q).

Encontramos 3 fungoes linearmente independentes. Para sabermos se
poderemos encontrar mais uma recorremos ao teorema de Riemann-Roch:

[(3Q) — (0 —3Q) =1(3Q) =grau(3Q) —1+1=3

43



, 2 e - formam uma base de
y+z y+z

L(3Q). Podemos construir a matriz de geradores aplicando as fung¢oes em

cada um dos pontos do suporte do divisor D. Apresentamos o calculo somente

para as situacoes menos triviais.

Concluimos, entao, que as funcoes 1

o o « «

pu— pu— :d
ac  (a+1l)a a?+a a+l+a

<
I
Il
Q12
Il
|
I
|

P
Y+ z a+1

Qi

ra (1 1
”?:( Tl +a):1+a+a+a2=1+d26k
ad 1

Y (p) =

Ytz atl
A matriz de geradores de C(D, G):

Q| Qi
Il
|

11 1 1 1 1 1 1
0 01 o aa 1 o «
a o 0 0 0 1 1 1

Estamos diante de um espago de dimensao igual a 3. Além disto, podemos
observar que a partir desta matriz de geradores que a distancia minima do
codigo € 5, pois o menor peso ¢ igual a 5. Estes fatos estao de acordo com o
teorema 4.35:

k=grau(G)—g+1=3
d>n— grau(G) = 5.
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4.7 Bons codigos

Sabemos agora, por meio do teorema de Riemann—Roch, identificar algu-
mas caracteristicas das variedades que melhoram os parametros de cédigos
algébricos. Se desejamos aumentar a dimensao dos cédigos, precisamos en-
contrar variedades com muitos pontos racionais. Se temos interesse em au-
mentarmos a distancia minima, procuraremos variedades de género proximo
de zero. O teorema 4.3 nos mostra que, se g = 0, possuimos um codigo MDS,

pois dep,gy =2 n — kem,a) +1—g.

O ntmero de pontos racionais de uma variedade é um problema impor-
tante para Geometria Algébrica. Ele estabelece limites para a dimensao dos
codigos. Por esta razao, esta ¢ uma das dreas de maior interesse atualmente
para a Teoria de Codigos.
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5 Apéndice: Geometria Projetiva

Desejamos fazer a apresentacao resumida dos pontos que consideramos mais
relevantes na abordagem dos espagos projetivos proposta por Beutelspacher
¢ Rosenbaum [4].

A geometria projetiva, assim como a geometria euclidiana, é construida
a partir de um sistema axiomatico. Nao é de se estranhar que existam co-
nexoes entre o estudo de logica e de geometria.

Neste contexto, dizemos que uma geometria é uma tripla G = (P, L, Z),
em que chamamos P de conjunto de pontos, £ o conjunto de retas e Z uma
relacao de incidéncia entre retas e pontos.

Os axiomas do espaco projetivo:

1. Para quaisquer dois pontos distintos existe exatamente uma reta que é
incidente nestes dois pontos;

2. (Veblen-Young) Sejam A, B, C' e D pontos tais que AB possui inter-
seccao com C'D, entao AC' também possui interseccao com BD;

3. Qualquer reta ¢ incidente em 3 pontos no minimo;
4. Existem 2 retas no minimo.

Definicao 5.1. Um subconjunto U C P é chamado linear se, dados quais-
quer dois pontos P,Q) € U, o conjunto (PQ) de todos os pontos incidentes
em PQ) estd contido em U.

Entenderemos os planos como sendo o menor conjunto linear que contenha
3 pontos nao colineares. O que representamos por (A, B,C) ou ({A, B,C'}).

Lema 5.2. Seja P = ({A, B,C}) um plano projetivo. Entao qualquer reta g
diferente de AB possui intersec¢ao com AB. O mesmo vale para AC e BC.

Prova:

P ¢ formado pela reta AB e pelas retas CX, em que X € (AB). Tomemos
uma reta g diferente de AB em P. Podemos tomar dois pontos E, F' € (g)
pelo axioma 3. Se E ou F incidem em AB, concluimos. Caso contrario,
Sabemos que E é incidente em uma reta C' X, em que X € (AB). O mesmo
vale para F', para alguma reta C'Y. Concluimos o lema aplicando o axioma
2 aos pontos X, E, Y e F'; pois as retas X FE e Y F se intersectam em C. O
mesmo argumento é aplicavel para as demais retas. ¢
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Lema 5.3. Quaisquer duas retas retas em um plano projetivo se intersectam.

Prova:

Seja P = ({A, B,C}) um plano projetivo. Sejam ¢ e h duas retas em P. Se
uma dela for BC', AC ou AB, concluimos pelo lema anterior. Caso
contrario, pelo lema anterior, podemos tomar os pontos das interseccoes
E=AB.g, F = AB.h, G=AC.g e H= AC.h. Concluimos aplicando o
axioma 2 aos pontos F, F', G e H, pois as retas EF e GH se intersectam
em A. o

Todos os espacgos projetivos nesta apresentagao sao finitamente gerados,
o que equivale a dizer que existe um conjunto linear que pode ser construido
a partir de um numero finito de pontos.

Se estes pontos forem linearmente independentes, eles sao uma base do
espaco. Para qualquer espaco linear P, se a cardinalidade de qualquer uma
de suas bases é d + 1, diremos que o espaco P tem dimensao d.

Teorema 5.4. (Férmula da dimensio) Sejam U e W subespacos lineares
do espacgo projetivo P. Entao

dim((U, W)) = dim(U) + dim( W) — dim(TN W)

Definicao 5.5. Seja Q um ponto no espago projetivo P. Definimos a ge-
ometria quociente P/Q cujos pontos sao as retas de P incidentes em @,
cujas retas sao os planos de P e cuja relacdo de incidéncia seja a incidéncia
induzida por P.

Teorema 5.6. Seja um espaco projetivo P de dimensao d e ordem q e seja
um ponto QQ € P. Entdo a geometria quociente P/Q é um espago projetivo
de dimensao d — 1 e ordem q.

Lema 5.7. Sejam duas retas g1 e go no espago projetivo P. FEntao existe
uma bije¢do entre o conjunto de pontos (g1) no conjunto (gs).

Quando o espacgo P for finito, sabemos pelo lema anterior que cada reta
possui 0 mesmo numero ¢ + 1 de pontos. Ao numero ¢ damos o nome de
ordem do espago P.

Definicao 5.8. Um espaco projetivo é dito finito se seu conjunto de pontos
for finito. Representamos um espago projetivo finito por PG(d,q) em que d
€ a dimensao e q é a ordem do espago projetivo.

Para contarmos pontos em P, dispomos de
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Teorema 5.9. Seja P um espaco projetivo finito de dimensdo d e ordem q
e seja U um subespacgo linear t-dimensional de P. Entao

e O numero de pontos de U é dado por

e O numero de retas de U por um ponto de U € dado por

¢+qd '+ Fg+l=

¢4+,

e O numero de retas de U € dado por

Prova:

A prova é feita por inducao na dimensao do espaco. Para o casod =1, o

qt+1_1
qg—1

I

(+¢d '+ +qg+ D@+ +q+1)

q

+1

teorema vale. Através de uma geometria quociente, conseguimos fazer valer

a hipdtese de inducao em uma subestrutura do espaco P. A partir deste
resultado, contamos as retas e pontos em P.o

A questao de quais inteiros podem ser ordem de algum plano projetivo
¢ uma das mais discutidas em geometria finita. Uma das conjectura mais
conhecidas diz que a ordem deve ser poténcia de algum nimero primo. Na
verdade, todos os planos projetivos finitos conhecidos tem ordem poténcia
de primos conforme o quadro abaixo

ordem

2

3

4

5

7

8

9

10

11

12

existéncia

sim

sim

sim

sim

nao

sim

sim

sim

nao

sim

?

O plano projetivo carrega em si uma nogao de minimalidade que pode ser

observado no teorema de Erdos e de Bruijn:

48




Teorema 5.10. Seja L um espaco linear finito com v pontos e b retas. Entao
temos b > v com igualdade se e somente se L for um plano projetivo ou uma
estrutura em que todos os pontos menos 1 sao colineares (near-pencil), como

na figura 4.

Figura 4: Near-pencil

Os problemas sobre configuracoes de retas e pontos sao muito importantes
para revelar caracteristicas e propriedades de espacgos projetivos. Os mais
conhecidos sao os teoremas de Desargues e de Pappus.

Teorema 5.11. (Desargues) Dados quaisquer dois triangulos em perspectiva,
as interseccoes dos lados correspondentes sao colineares.

Teorema 5.12. (Pappus) Sejam g e h quaisquer duas retas coplanares. To-
memos A, B,C € ge A, B',C" € h, todos distintos entre si e diferentes de
g.h. Entao os pontos

D=BC'B'C,E=CA.C'A,F = AB' ' A'B
sao colineares.

Sobre estes teoremas podemos afirmar que se um espaco projetivo P é
pappusiano, entao ele é desarguesiano e se P tem dimensao maior que 2,
entao P é desarguesiano.

Até o momento sé possuimos a estrutura linear. Desejamos associar esta
estrutura a uma estrutura vetorial para que possamos dispor de ferramentas
mais poderosas da Algebra Linear. Para fazermos esta associagao, o teorema
de Desargues serd imprescindivel. Primeiro definimos o que é um espaco
projetivo construido a partir de um espacgo vetorial.

49



Definicao 5.13. Seja V' um espago vetorial de dimensdo d+1 > 3 sobre um
anel de divisio F'. Definimos a geometria P(V'):

e Os pontos de P(V') sdo os subespacos de dimensdo 1 de V;
o As retas de P(V') sdo os subespagos de dimensdo 2 de V' ;
o A incidéncia € definida pela inclusdo de conjuntos.

Teorema 5.14. Seja um espaco vetorial V de dimensao d + 1 sobre o anel
de divisao F. Entao P(V) € desarguesiano.

Teorema 5.15. Seja um espaco vetorial V' sobre o anel de divisao F'. Entao
P(V) é pappusiano se e somente se F' é comutativo, e, portanto, um corpo.

Nos perguntamos se existiria uma contrapartida, de tal forma que Desar-
gues implicasse Pappus. No caso de anéis de divisao finitos isto vale, pois
sabemos que corpos finitos sao comutativos através do teorema de Wedder-
burn.

Contudo, uma prova que sé utilizasse a finitude do anel de divisao e o
teorema de Desargues seria uma alternativa geométrica para provar que cor-
pos finitos sao comutativos!.

Desejamos saber quando um determinado espago projetivo P possui uma
estrutura vetorial tal que P = P(V) para algum espaco vetorial V.

Teorema 5.16. Dado um espaco projetivo P de dimensao maior ou igual
a 2. Se P ¢ desarquesiano, entao existe uma espaco vetorial V' sobre um
dominio de integridade F' tal que P € isomorfo a P(V).

Este resultado depende do estudo das colineagoes centrais. Através delas
conseguimos construir um dominio de integridade e estabelecer as relagoes
geométricas que precisamos.

Definicao 5.17. Uma colineagcao em um espago projetivo P é uma unidao
de uma bijecao no conjunto de pontos de P e de uma bijecao no conjunto
de retas de P construida de tal forma que a incidéncia € preservada. Uma
colineacao € dita central quando ela deiza invariantes todas as retas por um
ponto, o centro da colineacao, e todos os pontos em um hiperplano, o eixo da
colineacao.

! Agradecemos ao professor Marcos Sebastiani a apresentacio do problema em aberto
de uma prova geométrica para o teorema de Wedderburn.
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Sobre as colineacoes centrais podemos afirmar:

Teorema 5.18. Seja P um espaco projetivo desarguesiano. Para qualquer
hiperplano H e quaisquer pontos C, P, P' colineares, tais que P e P’ nao
pertencem a H, existem uma e somente uma colineacao com centro C' e eixo
H que leva P em P’.

Este resultado significa a existéncia de todas as colineacoes possiveis. Fica
evidente, desta maneira, a simetria inerente aos espacos projetivos. Para mai-
ores detalhes sobre colineagoes, veja [4] capitulo 3.

Depois do estudo dos subespacos lineares, nos interessam os conjuntos
quadraticos, principalmente para o problema de encontrarmos cédigos MDS.

Para abordé-los de maneira sintética, precisamos de algumas definigoes.
Tomaremos Q como um conjunto de pontos de um espaco projetivo P.

Definigao 5.19. Um reta g serd chamada tangente de Q se (g).Q contém
um ou todos os pontos de (g).

Esta definicao parece artificial, mas é apropriada somente para o estudo de
conjuntos quadraticos. Se fossemos, por exemplo, trabalhar com quarticas,
esta definicao nao seria adequada para bitangentes.

Definicao 5.20. Para cada ponto P € Q, seja Qp o conjunto formado pelos
pontos de todas as retas tangentes a Q@ em P. Diremos que Qp € 0 espaco
tangente de Q em P.

Definicao 5.21. Diremos que um conjunto Q é um conjunto quadrdtico de
P se atende as condicoes:

1. Se uma reta g tem 3 pontos em comum com Q, entdo (g) C Q;
2. Para cada ponto P € Q, Qp € um hiperplano ou P.

Os conjuntos quadréticos sao os objetos geométricos que representam as
quadricas. Eles oferecem relacoes geométricas muito ricas e elegantes além de
oferecerem conjuntos LI(n,3) no plano. Para conjuntos LI(a,n), as curvas
normais racionais sao de grande valia, pois seus pontos se encontram em
posicao geral.

Definicao 5.22. Seja P um espacgo projetivo de dimensao d. Dizemos que
um conjunto S de, no minimo, d+1 pontos estd em posicao geral se qualquer
subconjunto com d + 1 pontos de S formam uma base de P.
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Definigao 5.23. Seja P = P(V) um espago projetivo de dimensdo d co-
ordenado pelo corpo F. Sejam os pontos de P descrito por coordenadas
homogéneas. Entao o conjunto

N={1:t:#: . " |teH)}Uu{0:0:..:0:1)}

é chamado de curva normal racional.
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