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Resumo

Tendo por motivacao as propriedades supercondutoras do 6xido metalico CdyRe,O7,
cuja estrutura cristalina é do tipo pirocloro, propomos um modelo eletréonico em
uma rede do tipo tabuleiro de xadrez, que pode ser vista como um analogo bi-
dimensional da rede piroclérica. Incluindo somente graus de liberdade de carga,
tratamos o modelo através de uma aproximacao BCS, realizando o desacoplamento
dos termos de interacao no espacgo real. A passagem ao espaco reciproco da ori-
gem a um modelo BCS de duas bandas acopladas, sendo uma delas nao dispersiva.
Nosso estudo da fase supercondutora se baseia na minimizac¢ao numérica da energia
livre. Propriedades caracteristicas, como o quociente entre o parametro de ordem
e a temperatura critica ou o salto do calor especifico na transicao de fase, sao ob-
tidas e comparadas com os valores universais previstos pela teoria BCS para um
sistema de uma tnica banda no limite de acoplamento fraco. Também discutimos

as propriedades de simetria do gap supercondutor no espaco de vetores de onda.
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Abstract

Motivated by the superconducting properties of the metallic oxide CdyResO7,
whose crystal structure is of the pyrochlore type, we propose an electronic mo-
del on a checkerboard lattice, which can be viewed as a two-dimensional analog
of the pyrochlore lattice. Including only charge degrees of freedom, we treat the
model via a BCS approximation, decoupling the interaction terms in real space.
Going over to reciprocal space yields a BCS model with two coupled bands, one
of them being non-dispersive. Our study of the superconducting phase is based on
numerical minimization of the free energy. Characteristic properties, like the ratio
between order parameter and critical temperature or the specific-heat jump at the
phase transition, are obtained and compared with universal values predicted by the
BCS theory for a single-band system in the weak-coupling limit. We also discuss

the symmetry properties of the superconducting gap in wave-vector space.
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Capitulo 1

Introducao

A motivacao experimental deste trabalho vem das propriedades supercondutoras
do oxido metalico CdyResO7. Esse composto, extensivamente estudado a partir
do inicio desta década [1 9|, apresenta uma estrutura cristalina do tipo pirocloro,
mostrada na Fig. 1.1. A fisica do Cdy;Re;O7 é dominada pelos ions de rénio, pois os
demais ions apresentam camadas fechadas. Os fons Re colocam-se nos vértices de
um arranjo tridimensional (3D) de tetraedros conectados pelo compartilhamento de
vértices, como mostra a Fig. 1.2, ocupando as posi¢oes B na estrutura piroclorica
genérica Ay By0r.

A rede piroclorica 3D faz parte de uma classe de redes conhecidas como re-
des geometricamente frustradas [10-13]. A frustra¢do geométrica desempenha um
papel especialmente importante em sistemas magnéticos, onde a competicao de
interacoes de magnitudes similares conduz a frustragao magnética, com uma alta

degenerescéncia do estado fundamental.
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Figura 1.1: Estrutura do CdyRe;O7, incluindo os octaedros Re(O1)g. O cadmio e
os outros oxigénios (O2) sao representados por esferas escuras e claras, respectiva-

mente. [4]

Figura 1.2: Rede tetraédrica de ions Re na estrutura piroclorica. [11]
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O CdyRes O foi reportado como o primeiro composto na familia dos 6xidos
pirocloricos a apresentar supercondutividade [1-3]. Isso o torna potencialmente
interessante para o estudo de uma possivel coexisténcia de frustracao magnética e
supercondutividade.

As evidéncias usuais de ocorréncia de supercondutividade, isto é, uma queda
abrupta na resistividade e um salto no calor especifico, foram observados em
T ~ 1K [4], conforme ilustrado nas Figs. 1.3 e 1.4. Os dados de calor especi-
fico indicam que se trata de um supercondudor do tipo BCS, ou seja, descrito pela
teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer [14 16|, no limite de acoplamento fraco. Es-
ses resultados sao confirmados por experimentos de ressonanica magnética nuclear
(RMN) [5, 6], os quais, adicionalmente, apontam a auséncia de qualquer ordem
magnética a baixas temperaturas.

A descoberta de supercondutividade no CdyRe,O7 intensificou o interesse pela
fisica de sistemas geometricamente frustrados, levando a descoberta de outros com-
postos supercondutores na familia dos 6xidos pirocloricos. Por exemplo, KOs;Og
(T. = 9.6 K) [17], RbOs2O¢ (T, ~ 6.3 K) [18,19], e CsOs,0¢ (T =~ 3.3 K) [20].
A natureza do mecanismo de pareamento nesses 6xidos pirocloricos ainda é uma
questdo em aberto. Em particular, Koda et al. |21] apontam para um mecanismo
supercondutor nao convencional (flutuagoes de spin) no KOsyOg, sugerido por um
gap com zeros. Ja no caso do CdyReyO7, célculos de estrutura de bandas indicam
a presenca de uma banda fortemente hibridizada, composta por estados 5d do Re e

2p do O, com uma largura total da ordem de 3 eV [7,8]. Devido a essa banda rela-
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Figura 1.3: Resistividade elétrica d.c. em fun¢do da temperatura, medida em um

monocristal de CdyResO7. O inset é uma ampliacao abaixo de 1.2 K mostrando

uma transi¢ao supercondutora em 7T, ~ 1 K. [4]
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Figura 1.4: Calor especifico eletronico de um monocristal de CdyResO7, mostrando
a transicao supercondutora em 0.97 K. A linha pontilhada abaixo de 0.5 K é um

ajuste com base na teoria BCS de uma banda. [4]
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Figura 1.5: A rede tabuleiro de xadrez. As “casas pretas” podem ser vistas como
tetraedros achatados, como mostrado esquematicamente a direita. Essa estrutura

reproduz localmente a conectividade dos atomos de tipo B na estrutura piroclorica

(tridimensional) Ag BQO7.

tivamete larga, argumenta-se que esse composto nao pode ser classificado como um
sistema de elétrons fortemente correlacionados [9], o que sugere que o mecanismo
de pareamento supercondutor no CdyRe;O7 seja do tipo convencional.

As consideragoes anteriores nos motivam a propor um modelo fermiénico (ndo
fortemente correlacionado), tratado através de uma aproximacao BCS de campo
médio, para estudar a supercondutividade numa rede geometricamente frustrada.
Entretanto, como a rede piroclorica é muito complexa, faremos uso do seu “analogo
bidimensional”, a rede do tipo tabuleiro de zadrez' cuja representacdo esquemé-
tica é mostrada na Fig. 1.5. Essa rede reproduz localmente a conectividade da

rede piroclorica, podendo-se visualizar as conexoes entre segundos vizinhos como

'Em inglés, é mais usual a denominacdo checkerboard (tabuleiro de damas).
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originadas pelo “achatamento” dos tetraedros da rede 3D. Alguns trabalhos envol-
vendo modelos de spins tém usado essa rede para estudar, de forma simplificada,
o papel desempenhado pela frustracao magnética na fisica de compostos piroclo-
ricos [12,13]. Também existem trabalhos envolvendo férmions nessa rede, mas
geralmente com foco em sistemas fortemente correlacionados |22-25|.

No que concerne a simetria do gap supercondutor, faremos o desacoplamento
BCS dos termos de interagao no espaco real [26,27|, isto é, partindo de um hamil-
toniano na representacao de Wannier. Com esse procedimento, a transformada de
Fourier da diretamente a simetria do gap no espaco-k, nao havendo necessidade de
fazer qualquer hipotese nesse sentido.

Os capitulos subseqiientes deste trabalho estao organizados como segue. No
Capitulo 2, apresentamos o hamiltoniano-modelo e seu tratamento dentro do es-
quema BCS de campo médio, o que gera um sistema de duas bandas acopladas,
para o qual obtemos as equagoes relevantes para o calculo das propriedades fisicas
de interesse. O Capitulo 3 é devotado ao estudo numérico da fase supercondutora:
sao obtidos parametros de gap e calor especifico em funcao da temperatura, e é
estudada a dependéncia em k do gap fisico, sendo discutidos os resultados. As con-
clusoes sao apresentadas no Capitulo 4. No intuito de tornar este trabalho mais

completo, o Apéndice A apresenta uma revisao da teoria BCS de uma tnica banda.



Capitulo 2

Modelo

2.1 O hamiltoniano

Tendo por motivacao a supercondutividade do pirocloro CdysRe;O7, e tomando
como ponto de partida o toy model bidimensional da rede piroclorica comentado
no capitulo anterior, construimos um modelo eletrénico na estrutura tabuleiro de
zadrez.

O modelo apresenta dois &tomos idénticos (A e B) associados a cada sitio de uma
rede quadrada (duas subredes interpenetrantes), conforme mostrado na Fig. 2.1,
com um orbital por 4&tomo. Usamos uma formulagao tight-binding, na qual os
elétrons podem “saltar” entre esses orbitais. Além do salto (hopping), levamos em
conta interagoes coulombianas locais e nao locais. Assumimos que o hopping e as
interacoes nao locais ocorrem somente entre cada dtomo e seus quatro vizinhos

nao equivalentes e entre atomos equivalentes mais proximos ao longo de uma das
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diagonais (definida pelo vetor a para a subrede A e pelo vetor b para a subrede B
— ver Fig. 2.1), caracterizando a estrutura tabuleiro de xadrez.
O hamiltoniano do sistema, no formalismo de segunda quantizacao e represen-

tacao de Wannier, é expresso por

= - Z Z Z taﬁ Czaacl+5 Bo + Z Z U ann?l

3,0 a8 O
+3 Zzzvaﬁnw H_(;J’ +5 ZZJQBS SZ+5’ (21)
0,6 o.f g0 3,0 a,8
onde, o, = A,B e i e i + ¢ indicam, respectivamente, um sitio genérico da

rede e os sitios a ele conectados por hopping. cjw(cmo) é o operador que cria
(aniquila) um elétron de spin ¢ no atomo (orbital) « associado ao sitio ¢ da rede;

o« _

1o oo

n Cino € 0 Operador niimero de elétrons; SY* € um operador vetorial de spin;
tap € 0 hopping de um elétron entre os atomos ac e 3; U, é a repulsao coulombiana
entre os elétrons no atomo «; Vo5 e Jop sao as interagoes coulombianas direta e de
troca, respectivamente, entre os elétrons dos atomos « e 3.

Os indices de posicao devem ser compreedidos como notacao compacta para
indicar os correspondentes vetores. Assim, denotando por R; o vetor de rede que

especifica a posicao do sitio i, as posicoes i + ¢ correspondem aos vetores R; + 9,

onde
+a, dois atomos A;
0= +b, dois 4&tomos B; (2:2)

0,+a,+b,+(a+b), &atomos A e B.

Podemos separar, no hamiltoniano, os termos de elétrons independentes (ha-
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Figura 2.1: A estrutura do sistema no modelo. A e B representam atomos idénticos

associados ao mesmo sitio da rede quadrada; a e b sao vetores primitivos dessa

rede; t1, V) e J; representam, respectivamente, os valores assumidos pelo hopping,

interacao coulombiana direta e interagao coulombiana de troca ao longo dos lados

dos quadrados menores (“casas do tabuleiro”), enquanto ¢, V5 e Jy representam os

valores dessas quantidades ao longo das diagonais de quadrados alternados.
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miltoniano tight-binding) e de interacao,

H=H+ H . (2-3)

O hamiltoniano de interacao, por sua vez, pode ser separado em trés partes,

Hi = Hy + Hy + Hyj, (2.4)

onde Hy representa a repulsao coulombiana local e os demais termos sao nao-locais,
com Hy representando as interacoes coulombianas diretas e H; as interagoes de
troca.

Pelas simetrias da estrutura | ver Fig. 2.1], podemos ainda fazer a seguinte

escolha de parametros:

taa =1t =t1, tap =1tpa = 1a, (2.5)
Uy=Ug=U, (2.6)
Vaa=Vep =Vi, Vap = Va = V5, (2.7)
Jaa=Jpp = Ji, Jap = Jpa = Jo, (2.8)

onde essas escolhas se justificam pela consideragao de que A e B sao atomos idén-

ticos.
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2.2 Estrutura de bandas na auséncia de interacao

Inicialmente, vamos analisar apenas o termo de hopping, H;, o qual, com a notacao

acima, assume a forma
Hy = —t Z Z [Z CLioCAJ'H;,U + Z Csz’chB,iJr&J]
i O é §
~t2) > [Z ChinCBitso + CEZ-UCA,H&U] ~ (2.9)
i O é é

Introduzimos a transformada de Fourier dos operadores criacao e aniquilacao,

T _ ik (Rl +ra

aioc T \/_ Z aka ) Caic = \/7 Z

“ike(Ritra)e o (2.10)

onde N representa o nimero total de sitios da rede, a soma sobre k é restrita a

primeira zona de Brillouin, e
r, = (2.11)

Utizando a identidade
SR NG (2.12)

e relagoes trigométricas, podemos reescrever o hamiltoniano tight-binding, Eq.(2.9),

no espaco-k:

k-a k-b

H, = -2t Z [2 cos <T> cos (T)] [cgkUchU + cEkUcAkJ}

ko

2ty > [cos (k - a) ¢y, Caro + cos (k - b) cEchBkU] , (2.13)
ko

Esse hamiltoniano pode ser diagonalizado exatamente, resolvendo a equacao

—2tycos(k-a) —e =2t COS(%) cos(%)
~0. (2.14)

—2t; cos(%2) cos(K2)  —2tycos(k-b) —¢
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Obtém-se, assim, duas bandas de energia,

ca) (k) = —t2 | Fo(k) + (—) 24 1+ iFg(k) + %Fo(k) X (tl t—% tz) Wo(k)] (2.15)
onde definimos
Fy(k) = cos(k-a)+cos(k-b), (2.16)

Wo(k) = cos? lk- (a;bﬂ + cos? [k- <a;b>] . (2.17)

Considerando que as conexdes diagonais (entre segundos vizinhos) correspon-
dem, na rede piroclérica (3D), a distancias entre ions iguais aquelas entre primeiros

vizinhos, escolhemos
ty =1ty =t. (2.18)

Nessa forma mais simples, a expressao para as bandas de energia, Eq.(2.15), torna-

se

ca = 2, (2.19)

e(k) = —2t[1 + Fy(k)], (2.20)

com Fy(k) dado pela Eq.(2.16). Neste caso, temos uma banda plana, a, com
energia £,, e uma banda dispersiva, b, com energia g,(k), ambas mostradas na
Fig. 2.2, com a respectiva densidade de estados. Note que existe uma singularidade
(logaritmica) de van Hove no centro da banda dispersiva. Isto é uma peculiaridade
do modelo bidimensional, e seus possiveis efeitos fisicos nao terao contrapartida na

rede pirocloérica.
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Figura 2.2: Esquerda: estrutura de bandas de energia na auséncia de interacao,
com a superficie inferior representando a banda dispersiva, b, e o plano superior
representando a banda nao dispersiva, a. Direita: densidade de estados correspon-

dente.

A partir das expressoes para €, e g,(k), Eq.(2.19) e Eq.(2.20), respectivamente,

podemos escrever o hamiltoniano de hopping, Eq.(2.13), em sua forma diagonal,

H =>" {5anﬁo + 5b(k)nfw} : (2.21)
K

onde n{_ = al_ay, é o operador que representa o nimero de particulas com vetor
de onda k e spin ¢ na banda a, enquanto nio_ = bLaka é o operador correspondente
na banda b.

As relagdes entre os novos operadores {al_, axq, bl bis} € 0s operadores ori-
ginais {Cake, Chios CBkos Chis b 530 obtidas a seguir. Adotando a escolha (2.18),

podemos reescrever o hamiltoniano (2.13) em forma matricial:

CAko
H, = —21&2[021{0 CEkU]‘Mk‘ : (2.22)
ko CBko
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onde

cos(k - a) 2 cos(%2) cos(KP)
M, = . (2.23)
2 cos(%2) cos(EP) cos(k - b)

Pelas equagdes (2.19), (2.20) e (2.22), vemos que a forma diagonal de M é

-1 0
MP = , (2.24)
0
onde
= [1+ Fo(K)). (2.25)

Portanto, existe uma matriz de transformacao Sy com as seguintes propriedades:
S MyS) = MP. (2.26)
SKSE =1, (2.27)

onde [ é a matriz identidade. Da solucao do problema de autovalores e autovetores

do hamiltoniano, Eq.(2.13), obtemos

g = L| b —Cula) , (2.28)

Tk
Ck(a)  Ck(b)
onde definimos,
Cx(x) = cos(k-x/2), (2.29)
2 2 2
. = Ci(a)+ Cy(b). (2.30)
Portanto, usando
Qo CAko

= S - : (2.31)

bka CBko
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obtemos
1
Ay = H (Ck(b)CkAa— - Ck(a)Cchr> ) (232)
1
bko = H (C’k(a)ckAU + Ck(b>CkBo> . (233)

Conseqiientemente, por conjugacao complexa,

al, = %(Ck(b)ckAU Cx(a )ckBU), (2.34)
b = %(C( Jefoa + Cielb)cln, ) (2.35)

2.3 Termos de interacao

Passamos, agora, a analise dos termos de intera¢ao do hamiltoniano (2.1),

m—ZZU Mt + 5 ZZZVaww Niso T35 ZZJaﬁSa Siis (2:36)

0 a,B o0’ zéaﬁ

No presente trabalho, deixaremos de lado as interacoes de troca, associadas ao
magnetismo do sistema, pois estamos interessados no estudo da fase supercondu-
tora. Omitindo, portanto, o termo de troca, podemos representar o hamiltoniano

de interacao por

Hi = Hy + Hy = UZnZTnZl + = ZZZVW nen ZM (2.37)

UU’ af i

Até aqui, os parametros U e V.5 podem ser vistos como puramente coulom-
bianos. Entretanto, para que exista uma solucao supercondutora eles devem ser
modificados (por exemplo, por interagoes elétron-fonon), tornando-se interagoes

atrativas. Vamos considerar que essas sao nao locais (V,3 < 0) e deixar de lado
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a interacao local, considerando que a repulsao coulombiana impediria, localmente,
uma interacao efetiva atrativa. Isto implica em manter somente Hy no hamiltoni-
ano de interacao, V,g < 0. Com essas hipoteses, podemos realizar o desacoplamento

BCS dos termos de interagao.

2.3.1 Desacoplamento BCS

A teoria BCS de campo médio usual para um sistema de uma banda (um tnico
orbital por sitio da rede) é apresentada, como subsidio, no Apéndice A. Nosso pro-
cedimento é andlogo, exceto, como ja comentado, por realizarmos o desacoplamento
no espaco real, fazendo a passagem para o espaco-k posteriormente.

A representacao explicita dos produtos de nimeros de ocupacao que aparecem

no hamiltoniano Hy em termos dos operadores criacao e aniquilagao é

a, B _ T i
MioMis.0! = CaiocCeioCy s Cjitdo’ (2.38)

Utilizando a forma usual do desacoplamento BCS, temos

T A _ Tt )
CaiocCaioCy ;15 5/ Coivéo = <Caiocﬁ,i+6,a’ )C3,i5,0' Caio

T
+ <Cﬁ,i+5,cr/ Caic > Caicrcﬁﬂ'_,_(;’g’

- <C(ngicrc;7i+57g’ > <Cﬁ,i+5,al Cai0’> . (239)

Vamos escolher

<Cﬁ,i+57o',ca7;0'> = Aaﬁa (2.40)
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ou seja, A,z € uma quantidade independende de posicao, por simetria, e estamos
nos restringindo ao caso, onde o pareamento é do tipo singleto (6 = —o).
Utilizando o desacoplamento (2.39) com a notacao (2.40), a Eq.(2.38) assume

a forma

n?onité,a’ - {[Aaﬁ CLiocTﬁ,iJré,& + h.c.} - |Aaﬁ‘2} 50’&7 (2-41)

onde h.c. representa o conjugado hermitiano do(s) termo(s) anterior(es).

O termo |A,s|? contribui apenas aditivamente para a energia e serd, inicial-
mente, deixado de lado.

Completando a notacao que serd adotada no que segue, e levando em conta

todos os possiveis pares distintos na definicao de A,z, Eq. (2.40), definimos

AAA = ABBEAI/H/”’ (242)

AAB = ABAEAQ/H/Q‘ (243)

Conforme comentamos anteriormente, fica implicito que Vi, V5 < 0, para garantir
que os termos de interacao resultem num estado supercondutor. As quantidades Ay
e Ay podem ser vistas como “parametros de gap”, pois correspondem ao parametro

A da teoria usual de uma banda (ver Apéndice A).
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2.4 Hamiltoniano BCS de duas bandas acopladas

A partir do desacoplamento realizado, o hamiltoniano de interacao passa a ser

escrito em termos de criacao e aniquilagao de pares, sendo expresso por

Hipe® = =323 (Al ChirChivs) + h'c)
[To)

- Z Z Z (A2 CLiTCE,Hé,l + h-C-) . (2.44)

i aB S
azp

Procedendo de maneira andloga a utilizada para reescrever o hamiltoniano tight-

binding no espaco k, Eq.(2.13), escrevemos a parte de interagao, Eq.(2.44), como

segue:
HPSS = —2% {Al {cos(k . a)CL,kTCiL—kL + cos(k - b)cg,mcg_kl}
K
+ 29 [cos <¥> cos (kQ—b> (CihkTC;i—kl + cg,chL,_kl)]
+ hel. (2.45)

Comparando esta expressao com o hamiltoniano de hopping, escrito na forma

Hy= =2ty > chw (M) 5 oo (2.46)
ko af

I BCS

f 0 assumiria a mesma

onde a matriz My é dada pela Eq.(2.23), notamos que
forma, porém com —2A ao invés de —2t, caso tivéssemos a igualdade Ay = Ay = A.
Levando em conta que A; aparece somente nos termos diagonais na Eq. (2.45) e Ay

somente nos nao diagonais, ¢ conveniente separar as partes diagonal e nao diagonal

de My, Eq.(2.23), escrevendo

My = Dy + Ny, (2.47)
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com
cos(k - a) 0
Dy = (2.48)
0 cos(k - b)
e
N = 0 2 cos (%) cos (%) | (2.49)
2 cos (kza) cos (kzb) 0

Com essas defini¢oes, o hamiltoniano (2.45) pode ser escrito na forma

HECS = —2 3 S [Avcly (Di) o e + Dachie (Vi) o cha] +hec ) (2.50)
k ap

ou ainda,

HfltCS —2 Z Z {CTak [Ale + AgNk] C%—k + hC} . (251)
k af

Por conveniéncia, usamos a notacao simplificada,

kT — k
(2.52)
k| — -k,
que sera empregada daqui em diante.
Definindo
Qx = A1 Dy + Ag Ny, (2.53)
temos
HEO® = =233 el (Qu)ogp el + hoc] (2.54)

k af
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Utilizando a transformacao Sk que diagonaliza o hamiltoniano de hopping, a matriz

Qx transforma-se em

Qx = SkQuSL
= A1 S MS) 4+ NS Ny SE

= ADy+ AgNy. (2.55)

Lembrando que Sy leva o conjunto de operadores {c,k, } a0 conjunto de operadores
{aks, ko }, € através de uma algebra matricial simples, o hamiltoniano de interac¢ao

assume a forma

HPEOS = 23 {[Ay + (A1 = Ay) Fi(K)] afal
k
— [Ag + A Fy(k) — (A — Ay) Fy (k)] bib

— (A1 = D) Fy(k) [afbly + blal | + he}, (2.56)
sendo Fy(k) dado pela Eq.(2.16) e definimos

Fi(k) = [CZ(b)cos(k-a)+ CE(a) cos(k - b)| /r¢, (2.57)
Fy(k) = [Ck(b)Cx(a)(cos(k-a) —cos(k-b))] /rp, (2.58)
com Cy(x) e r, dados pelas Egs. (2.29) e (2.30).

Para obter o hamiltoniano completo, reescrevemos o hamiltoniano de hopping,

Eq.(2.21), utilizando a notacao introduzida na Eq.(2.52):

H, = Z {8(1 (aLak + aT_ka_k) + 8?{ (b;r(bk + bT_kb_k)} . (259)
k
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Definindo

A = 2[Ay — (A1 = Ay) Fi(K)],

AP = 2[A; + A Fy(k) — (A — Ay Fi(K)],

Aib = 2(A; — Ay)Fy(k), (2.60)
e reunindo as equacoes (2.59) e (2.56), obtemos o hamiltoniano completo,

H = > [5“ (aLak + aT_ka_k) — APalal | — (A§2) a_kak}
k
+ 3 [eh (Bhb + b aboxc) — APBLDTy — (AY) boshi]
k
=3 A (alby + blaly) + (A2) (boar +anh)], (2.61)
k

o qual descreve um modelo BCS de duas bandas acopladas. Genericamente, a
supercondutividade BCS em modelos de duas bandas foi estudada por diversos
autores (ver, por exemplo, |[28-31]). Aqui, vamos explorar os aspectos especificos
do nosso modelo, associados as caracteristicas topologicas do sistema e a definicao
dos parametros de acoplamento a partir do espaco real.

Como é bem conhecido na teoria BCS, nesse tipo de hamiltoniano o nimero de
particulas nao é conservado, ou seja, os auto-estados do sistema nao tém um ntimero
de particulas definido. Portanto, em calculos estatisticos é conveniente utilizar o
ensemble gran-canonico, embora se imponha que o nimero médio total de elétrons
tenha um valor definido. O procedimento usual, que adotamos aqui, consiste em
substituir o hamiltoniano H por H = H — uN,, onde p1 é o potencial quimico e
N, é o namero total de elétrons. H tera a mesma forma de H se substituirmos as

energias €% e £ por £ = &% — 11 e &b = &) — u respectivamente.



Modelo

24

2.5 Diagonalizacao do hamiltoniano

Continuando com o procedimento usual, vamos proceder a diagonalizacao do ha-

miltoniano (2.61), no sentido de obter um sistema de particulas (formalmente) nao

interagentes, isto é, as excitacoes de particula tinica do sistema, e suas energias.

Tendo em mente que os operadores a’

anticomutacao fermionicas e, portanto,

a;.i-_ka_k

bl bk

.I.

1-— a_kaT_k ,

1—bogbly,

podemos reescrever o hamiltoniano BCS como

R
+

_|_

(
¥
L
R

ﬂ+)

~

.I.

g* (akak — a_ ka

b (blb — bl ) — ARBLDT, —

AP (albly + b

W) = A

iaCLT CI,T K —

— (AR a—kak}

(58) b

aT_k) + (Aﬁb)* (b_xax + a—kbk)} ;

0 que permite expressar os trés ultimos termos em forma matricial:

H =

*

+3(

k

g4 e

a_x bL b_k‘|

).

aa
_ Ak

0

0 — AP
(a)” 0

g — AP
(ap) —a

WO_ic € bl by satisfazem relacdes de

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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Diagonalizando a matriz que aparece nessa equagao, obtemos os autovalores de
energia F1(k) e Ey(k), os quais, em notagao simplificada (sem explicitar a depen-

déncia em k), sdo dados por

Eio = %E3+Eg+2|Aab|2_(+) Rab:|> (2.66)
onde

B = & +]A% (2.67)

E} = &+ |07, (2.68)

Ry = (E?>—E})? +4|An) (B> + E} — 26,6

FANINIAL, AN N, (AF) (2.69)

Cabe observar que, pela forma dos autovalores de energia, se impusermos Ay, = 0

obtemos os autovalores correspondentes a duas bandas nao acopladas, F, e Ej.
Como acontece no modelo BCS de uma banda, as energias sao duplamentes

degeneradas devendo ser associadas a dois tipos de “particulas” (excitagoes). Po-

demos, entao, escrever

7 = > [Ei(k) (afgon + Bhbu) + Ba(k) (aheom + Bhsa)|
k

+ (60 + (k) — (Er(k) + Ex(K))] (2.70)

onde os operadores aqy, Bk, ok, (ox $a0 combinacoes lineares dos operadores aL,

a_y, Z)L, b_x. A forma explicita dessas combinacoes lineares pode ser obtida, tal
como no caso do hamiltoniano tight-binding, construindo a matriz que leva o hamil-

toniano (2.64) a forma diagonal (2.70). Isso deveria ser feito para podermos efetivar
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a autoconsisténcia da solugao, através da Eq.(2.40), o que nos obriga a expressar
os operadores {ckao} em termos dos operadores {ok, Bic}. A élgebra envolvida é
simples, mas tediosa. Na proxima secao abordaremos uma forma alternativa de

realizar a autoconsiténcia.

2.6 Autoconsisténcia através da energia livre

Ao invés de trabalhar com a matriz de transformacao e obter as equagoes autoconsi-
tentes, podemos escrever uma expressao para energia livre do sistema e minimiza-la
em relacao aos parametros de gap A; e Ay para determinar os valores de equilibrio
dos mesmos, que satisfazem as condi¢oes de autoconsisténcia. Para isso, devemos
reincorporar ao hamiltoniano as “constantes” aditivas, inicialmente, deixadas de
lado na Eq.(2.41), pois estas dependem de A; e Ay. Segue das Eqs. (2.37) e (2.41)

que a soma dos termos do hamiltoniano que nao envolvem operadores é dada por

E= Zk: €.+ &v(k) — Ey(k) — Ea(k)] + 2N <\‘A/1\ HA/;> : (2.71)

Dessa forma, o hamiltoniano, Eq.(2.70), fica escrito na forma

H =Y [Bi(k) (efom + i) + Balk) (adgone + Bhbu)| + £ (2.72)
k

As excitagoes descritas pelos operadores {aik, Bik, Qox, ok} sdo férmions nao

interagentes. Portanto, a energia interna do sistema é

=2 Z E)\k E)\k —+ E —+ ,uNe y (273)
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onde f(x) = [exp(x) + 1]7! é a distribuigao de Fermi-Dirac e A = 1,2 é o indice
que representa as bandas. O fator multiplicativo 2 na soma sobre bandas deve-se a
degenerescéncia das energias, que sao idénticas para excitagoes de tipo a ou (3, como
pode ser visto no hamiloniano (2.72). O termo N, foi adicionado para compensar
o fato de que as energias dos elétrons sao medidas em relacao ao potencial quimico
nos demais termos.

A entropia do sistema serd a soma das entropias de gases de Fermi ideais,

correspondentes a cada banda, ou seja,

S =2kp [f(Exc)In f(Exd) + (1 = f(Ex)) In (1 = f(Ex))]- (2.74)

Reunindo as Eqgs. (2.73), (2.74) e (2.72), e ap6s uma algebra simples, podemos

expressar a energia livre do sistema por

F = 2TY {In[l — f(Eu)] +In[l — f(Ex)]}
+ Z (€0 + &k — Erx — Eox]
k

A2 A2
ON | =L + =2 N,. 2.75
y <|v1| ! w)” (2.75)

A andlise dos minimos da energia livre nao sera feita de forma analitica. O

estudo numérico das equagoes aqui obtidas sera desenvolvido no proximo capitulo.
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Resultados e discussao

O ponto de partida para anélise da fase supercondutora do sistema é o estudo
numeérico sistematico da estrutura de minimos da energia livre, Eq. (2.75), em
termos dos parametros de gap (A; e Ay). Isso é feito tratando A; e Ay como
parametros livres, para uma dada temperatura T (fixa). O potencial quimico é

determinado, para essa temperatura, através da condicao

2 S [FE) + FEK)] = n (3.)

Kk
onde n é o nimero médio (escolhido) de elétrons por sitio. Assim, para T fixo,
F(T, Ay, Ay) define uma superficie no espaco AjAy. O(s) minimo(s) dessa super-
ficie determina(m) os valores de equilibrio dos parametros de gap.
Por consisténcia, tendo em vista a argumentacao usada para considerar idénti-
cos os parametros de hopping |ver Eq. (2.18)], vamos escolher V; = Vo =V no que

segue.

28
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energia livre

PRRPERP
Ooo~NOYOT D

Figura 3.1: Energia livre em funcao dos parametros de gap para T'— 0, n = 1.0
e V =10.6. No plano A;A,, sao mostrados alguns dos contornos da energia livre,

sendo os mais internos correspondentes a valores menores de energia.

A Fig. 3.1 mostra um gréfico tipico da energia livre em fun¢ao dos parametros de
gap, com a projecao dos contornos de igual energia livre. Esses contornos indicam
que neste caso, correspondente a ' — 0, n = 1.0 e V = 0.6, os valores de A; e
Ay correspodentes ao minimo de F' sao ambos nao nulos e, portanto, o sistema se
encontra na fase supercondutora. Escolhemos um sistema de unidades onde energia
¢ medida em unidades de 2t (¢ é a integral de hopping) e temperatura em unidades

de 2t/kp (kg é a constante de Boltzmann).
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Figura 3.2: Evolucao do minimo da energia livre no espago dos parametros de gap,

paran =1.0e V = 0.6 e temperaturas proximas a transicao supercondutora.
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3.1 Transicao supercondutora

Para melhor observar o panorama de evolucao, em funcao da temperatura, dos
valores de equilibrio dos parametros de gap e, conseqiientemente, visualizar a tran-
sicao entre as fases normal e supercondutora, plotamos os contornos da energia
livre no plano A;A, para varias temperaturas.

A Fig. 3.2 permite observar esse panorama de evolugao para a seqiiéncia de
temperaturas 7' = 0.111,0.138,0.141 e 0.150, mantendo fixos, n = 1.0 e V = 0.6.
Nas duas figuras superiores, com a da esquerda correspondendo a 7' = 0.111 e a
da direita a T' = 0.138, nota-se, pelos contornos da energia livre, que os valores
de equilibrio dos parametros de gap sao nao nulos, o que indica que o sistema
se encontra na fase supercondutora. A medida que a temperatura aumenta, os
valores de equilibrio de A; e A, tendem a zero, ou seja, o sistema se aproxima
da transicao de fase. As duas figuras inferiores correspondem a T = T, = 0.141
(esquerda) e T'= 0.150 > T, (direita), onde se percebe que os valores de equilibrio

dos parametros de gap sao, agora, nulos.

3.2 Gap em funcao da temperatura

Em principio, o método grafico, descrito através da Fig. 3.2, permite obter, com o
grau de precisao desejado, a temperatura critica do sistema. Para melhor visualizar
a transicao, os valores de equilibrio de A; e Ay sao determinados para varias

temperaturas, sendo construidos graficos A, x T. A Fig. 3.3 mostra a variacao de
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Figura 3.3: Parametros de gap em fungao da temperatura para V =10.6 e n = 1.0.

A1 e Ay com a temperatura, para V = 0.6 e n = 1.0.

Na Fig. 3.3, nota-se claramente que, para esta escolha de n e V| a temperatura
critica do sistema é T, =~ 0.141, conforme mencionamos anteriormente. Além disso,
como os valores de Ay e Ay sao distintos para praticamente todo T' < T, percebe-
se que existe um acoplamento efetivo entre as duas bandas do sistema. Conforme
comentamos no capitulo anterior, as duas bandas se desacoplam exatamente no
caso A; = As.

Analisaremos, agora, o efeito do aumento do ntimero de elétrons para n = 1.2,
mantendo fixa a intensidae das interagoes em V' = 0.6. O resultado é apresentado
na Fig. 3.4.

Pode-se ver, na Fig. 3.4, que a temperatura critica do sistema é, agora, T, ~
0.067. Essa redugao significativa de T, em rela¢ao ao caso anterior (n = 1.0) é um

efeito da dimensionalidade, refletindo uma grande mudanca na densidade de estados
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Figura 3.4: Parametros de gap em funcao da temperatura para V =0.6 e n = 1.2

no nivel de Fermi. Para n = 1.2 a energia de Fermi se afasta da singularidade de
van Hove e, conseqiientemente, a densidade de estados nessa energia se reduz,
ocasionando a reducao da temperatura critica.! A exemplo do caso anterior, os
valores de equilibrio dos parametros Ay e A, diferem para todo T < T..

Pela forma das curvas mostradas nas Figs. 3.3 e 3.4, vemos que A; e Ay tém
o comportamento tipico de pardmetros de ordem, sendo nulos na fase normal
e nao nulos na fase supercondutora. Entretanto, eles nao sao, diretamente, gaps
fisicos do sistema. Ej(k) e F3(k), Eq.(2.66), representam energias associadas as
excitacoes fermionicas a partir do estado fundamental supercondutor, ou seja, sao
por definigao, positivas. Segundo a Eq.(2.66), F;(k) corresponde as excitagoes de

menores energias. Portanto, o minimo de E; (k) é o verdadeiro gap fisico do sistema.

LA conexdo entre 7. e a densidade de estados no nivel de Fermi é mais evidente no tratamento

analitico do problema de uma banda, apresentado no Apéndice A.
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Conforme as Egs. (2.60), (2.69), (2.67) e (2.68), o gap depende de combinacoes dos
valores de equilibrio dos parametros A; e A,, sendo, em geral, variavel com k.
Mais adiante, faremos uma analise detalhada dessa dependécia do gap com vetor
de onda.

Na teoria BCS para um sistema de uma tinica banda e no limite de acoplamento
fraco, o quociente entre o gap em temperatura nula e T, é A(0)/kgT. = 1.76.
Essa razao numérica é universal, ou seja, é independente de qualquer parametro
(exceto pela restricao de acoplamento fraco) e, portanto, contitui-se num excelente
ponto de referéncia para qualquer teoria de supercondutividade. Vejamos como
esse quociente se apresenta no sistema que estamos estudando.

Para o caso n = 1.0 e V = 0.6, Fig. 3.3, obtém-se o potencial quimico u(7T —
0) = —1, coincidindo com o centro da banda b. Entdo, a superficie de Fermi
¢ determinada pela condi¢ao &,(k) = 0, o que, pela Eq. (2.20), é equivalente a
Fy(k) = 0. Por outro lado, os parametros de gap diferem para todo T < T,
e, consequentemente, existe o acoplamento efetivo entre as duas bandas, e o gap
depende de k. Entretanto, segundo as equagdes (2.57), (2.60) e (2.66), nota-se que
0 gap tem seus valores maximo e minimo iguais a 2A, e 2A1, respectivamente. Isso
nos permite obter uma estimativa da razao numeérica A(0)/kgT. em termos do gap
médio. Assim, Apeq(T — 0)/T, = [Apaa(T — 0) + Ay (T — 0)]/2T. ~ 1.41.
Nao é surpreendente que esse valor se afaste um pouco do resultado classico 1.76.

Analogamente, para o caso de n = 1.2 e V = 0.6, Fig. 3.4, o gap é, também,

dependente de vetor de onda. Tem-se, agora, u(7T — 0) = —0.787. Diferentemente
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do caso anterior, isso resulta em Fy(k) # 0, o que impede a determinagao analitica
dos limites maximo e minimo do gap. Ainda assim, pode-se analisar numericamente
o comportamento de Ej(k) ao logo da linha de Fermi no espago k, obtendo o
gap médio. Com esse procedimento, obtivemos A,,.q(T — 0/T, = [Apaa(T —
0) + Apin (T — 0)]/2T,. ~ 1.52), ndo muito distante do valor obtido paran = 1.0 e
um pouco mais proximo do valor de referéncia para acoplamento fraco. Isto pode
ser interpretado, novamente, como um efeito da reducao da densidade de estados

no nivel de Fermi, que se afasta da singularidade de van Hove.

3.3 Calor especifico

O calor especifico de um supercondutor, além de apresentar um decrécimo exponen-
cial com a temperatura para 7' — 0, evidenciando a existéncia do gap, apresenta
uma descontinuidade em T, que é uma das evidéncias experimentais mais contun-
dentes de um fenémeno de transicao de fase nessa temperatura. A teoria BCS para
um sistema de uma tinica banda no limite de acoplamento fraco obtém uma descon-
tinuidade no calor especifico em T, que define uma nova razao numérica universal:
Ace/yT. = 1.43.

Nesta secao, vamos calcular o calor especifico do sistema que estamos estu-
dando, comparando com o comportamento de referéncia comentado acima. Os
procedimentos apresentados nas segoes 3.1 e 3.2 permitem-nos obter u(7"), Ay(T)

e Ao(T). Com isso, a Eq.(2.73) nos da a energia interna como fun¢ao da tempera-
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tura, U(T). Derivando numericamente U(7T)/N em relacao a T, obtemos c¢.(T"), o
calor especifico eletronico (por particula). A Fig.(3.5) mostra um grafico de ¢./~T.
em fungao de T/T,, para V = 0.6 e n = 1.0.

De forma geral o grafico da Fig.(3.5), parte superior, mostra um comportamento
similar ao de um supercondutor BCS de uma tinica banda no limite de acoplamento
fraco. Entretanto, observa-se um pequeno desvio do comportamento linear acima
de T, provavelmente devido a singularidade de van Hove no nivel de Fermi. Por
outro lado, o salto no calor especifico é Ac./vyT. ~ 0.8, mostrando um desvio
significativo em relacao ao valor de referéncia 1.43.

O comportamento de ¢, x T sofre pequenas alteracoes se variarmos o preen-
chimento de bandas. Por exemplo, para o caso n = 1.2 e V = 0.6, obtemos a
curva apresentada na parte inferior da Fig.(3.5). Nesse grafico, notamos que nao
h& mudancas qualitativas para T << T,. Para T' > T, o calor especifico é uma
fungao linear da temperatura, como esperado para um metal normal (¢, =~T). Ja
o salto no calor especifico é Ac./vT, ~ 0.47, ficando ainda mais distante do valor

classico da teoria BCS.

3.4 Simetria do gap no espaco-k

Um dos aspectos relevantes quando se estuda supercondutividade em uma rede
é o tipo de simetria do gap no espaco-k. Em nosso modelo, o desacoplamento

BCS é feito, inicialmente, no espago real. Assim, a transformada de Fourier da
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Figura 3.5: Calor especifico, c., em funcao da temperatura, 7', para V = 0.6,
nos casos n = 1.0 (em cima) e n = 1.2 (embaixo). A linha tracejada indica o

comportamento na auséncia de supercondutividade, ¢, = T
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Figura 3.6: Ej(k) na primeira zona de Brillouin, mostrando a simetria do gap de

energias no espaco k, para V=06, n=10e T — 0.

diretamente a dependéncia em k do gap fisico. Entao, para verificar que tipo
de simetria ¢ apresentada, fazemos um grafico da energia minima ascessivel as
excitagoes fermionicas do estado fundamental supercondutor, ou seja, de Ej(k),
em funcao de k, para T' — 0.

A Fig.(3.6) mostra Ey(k) para V' = 0.6, n = 1.0 e T — 0. Nesse grafico,
notamos que o gap de energias nao tem zeros, mas apresenta modulagao em vetor
de onda ao longo da linha de Fermi, isto ¢, o valor do gap nao permanece constante
ao longo da linha no espaco-k que define a “superficie” de Fermi. Dessa forma,
pode-se dizer que o gap apresenta uma simetria do tipo s-estendida.

A condicao Fy(k) = 0, que, conforme discutimos anteriormente, define a linha
de Fermi neste caso, corresponde a um quadrado no plano kg k,, cujos vértices sao

localizados nos pontos (0, —7), (m,0), (0,7) e (—m,0). Pode-se ver, pelos contornos
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Figura 3.7: Ej(k) na primeira zona de Brillouin, mostrando a simetria do gap de

energias no espaco k para V=06, n=12e T — 0.

de energia mostrados na Fig. 3.6, que os pontos de minimo gap, (2A;) situam-se
nos vértices da linha de Fermi, enquanto os maximos (2As) localizam-se nos pontos
médios dos lados desse quadrado.

Para se ter uma nocao quantitativa mais clara da modulacao em vetor de onda
do gap, plotamos F;(k) ao longo de um dos lados da linha de Fermi. Esse gréfico
é apresentado na Fig. 3.8, onde se podem ver claramente as posicoes e valores dos
extremos do gap.

Mantendo a intensidade das interacoes e modificando um pouco a densidade
eletronica, nao se notam alteracoes qualitativas na simetria do gap. O gréafico
mostrado na Fig. 3.7 mostra E;(k) em fun¢ao de k paran =1.2 e V = 0.6. Nova-
mente, notamos que o gap apresenta simetria s-estendida. Entretanto, a amplitude

da modulacao em vetor de onda é menor que a observada no caso anterior.
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Figura 3.8: Modulacao do gap de energias ao longo de um dos lados da linha de

Fermi no espaco k, para V =0.6,n=1.0e T — 0.

Devido & mudanca do potencial quimico, a linha de Fermi nao é mais um qua-
drado perfeito. Mesmo assim, é possivel plotar E;(k) ao longo de um dos “lados”
da linha de Fermi. Isto é feito tomando-se k, como variavel independente, a qual
por exemplo pode assumir valores no intervalo [0, ], e disso determinando-se k,
através da Eq. (2.16), com o valor de Fy conhecido pela condigdo &,(k) = 0, no
caso, Fy = —0.22. O resultado estd mostrado na Fig. 3.9, onde pode-se ver que o
gap minimo vale cerca de 0.057 e o méximo esta proximo de 0.143. Relativamente
a0 caso anterior, a diferenca entre os valores extremos é consideravelmente menor.
Cabe, ainda, observar que, ao contrario do caso especial n = 1.0 (Fig. 3.8), o gap
nao esta definido para todos os valores de k., pois uma parte desses valores nao

estd contida na linha de Fermi.
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Figura 3.9: Modulagao do gap de energias ao longo de um dos “lados” da linha de

Fermi no espaco k, para V =06, n=12e T — 0.

3.5 Acoplamento restrito

Como mencionamos anteriormente, estamos fazendo o desacoplamento supercon-
dutor no espaco real e a transformada de Fourier da diretamente a simetria do gap
no espaco-k. Se, por outro lado, a exemplo do que é feito usualmente na teoria
BCS para um sistema de uma banda, restringirmos o acoplamento a uma faixa
de energias em torno da “superficie” de Fermi, os resultados se aproximam muito
daqueles obtidos para um supercondutor BCS de uma banda.

Para exemplificar, a Fig. 3.10 mostra a variacao dos parametros A; e Ay com
T para o caso V = 0.6 e n = 1.0, onde restringimos o acoplamento a estados com
energias proximas a energia de Fermi, numa faixa de largura igual a 1/4 da largura
da banda b. Nota-se que, com a restri¢cao, os parametros A; e Ay nao diferem entre
si para T' — 0. Dessa forma, como ja discutido, desaparece o acoplamento efetivo

entre as duas bandas (A, = 0). Além disso, a razao nimerica entre o gap fisico e
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Figura 3.10: Parametros de gap em funcao da temperatura para V' = 0.6, n = 1.0

e acoplamento restrito a uma faixa de energias igual a 1/4 da largura de banda.

T.paraT — 0 é A(T — 0)/kpT, =~ 1.75, essencialmente reproduzindo o resultado
classico da teoria BCS de acoplamento fraco.

Ja calor especifico como pode ser visto na Fig.(3.11), de forma geral, mostra
um comportamento similar ao de um supercondutor BCS de uma tinica banda no
limite de acoplamento fraco. O salto na temperatura critica é Ac./~T. ~ 1.83,
mostrando ainda um certo desvio em relacao ao valor universal 1.43, mas bastante
mais proximo quando comparado com os casos em que nao foi imposta restricao
ao acoplamento.

Por ultimo, o gap fisico apresenta uma simetria do tipo s, como pode ser visto
na Fig. 3.12. Isto ocorre, conforme comentamos anteriormente, pelo fato de termos
Fy(k) = 0 para n = 1 e porque a igualdade entre A; e Ay elimina qualquer

dependéncia do gap em vetor de onda |ver Egs. (2.60)].
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Figura 3.11: Calor especifico, c., em funcao da temperatura, 7', para V = 0.6,
n = 1.0 e acoplamento restrito a uma faixa de energias igual a 1/4 da largura de

banda.

Figura 3.12: Simetria do gap de energias no espago k com V =0.6,n =1.0, T — 0

e acoplamento restrito a uma faixa de energias igual a 1/4 da largura de banda.



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho, desenvolvemos um estudo detalhado da supercondutividade num
modelo eletronico, considerando somente graus de liberdade de carga, em uma es-
trutura bidimensional do tipo tabuleiro de zadrez. Isto foi motivado pela observacao
experimental de supercondutividade no 6xido metalico CdyRe;O7, um pirocloro, e
baseados na utilizacao da rede tabuleiro de xadrez como forma simplificada de
reproduzir os aspectos locais de frustracao geométrica na rede piroclorica. No mo-
delo proposto, consideramos dois atomos idénticos associados a cada sitio de uma
rede quadrada, com um orbital por atomo. Usamos uma formulacao tight-binding,
na qual os elétrons podem “saltar” entre esses orbitais. Além do salto (hopping),
levamos em conta interacoes coulombianas diretas nao locais. Assumimos que o
hopping e as interagoes nao locais ocorrem entre primeiros vizinhos e também se-
gundos vizinhos, ao longo das diagonais de quadrados alternados.

O problema tight-binding sem interagoes foi diagonalizado exatamente, dando

44
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origem a duas bandas de energia, sendo uma delas nao dispersiva. Concentramos
nossa atencao na obtencao de uma solugao supercondutora, assumindo que os para-
metros de interacao entre vizinhos sao modificados para gerar interagoes atrativas.
Para analise da supercondutividade, desenvolvemos formalmente o desacopalmento
BCS dos termos de interacao, obtendo, assim, um hamiltoniano BCS de duas ban-
das acopladas. A diagonalizacao desse hamiltoniano forneceu seus autovalores de
energia, a partir dos quais construimos uma expressao para energia livre do sistema
em termos dos parametros de gap. Minimizar numericamente a energia livre em
relacao a esses parametros de gap foi a forma que adotamos neste trabalho para
efetivar a autoconsisténcia da solucao supercondutora.

A anélise da fase supercondutora do sistema foi realizada com base no estudo
numérico e sistematico da estrutura de minimos da energia livre em termos dos
parametros de gap. Através dessa andlise, vimos que os valores de equilibrio dos
parametros A; e Ay tém o comportamento tipico de parametros de ordem,
sendo nulos na fase normal e nao nulos na fase supercondutora; entretanto, eles
nao sao, diretamente, gaps fisicos do sistema.

O gap fisico desse sistema depende de combinacoes dos valores de equilibrio dos
parametros A; e As, sendo dependente de vetor de onda. Vimos que, para a faixa
de parametros estudados, o gap fisico nao apresenta nédulos, caracterizado, assim,
uma simetria do tipo s estendida. Além disso, estimativas da razao numérica %

mostram desvios em relagao ao comportamento de um supercondutor BCS de uma

tnica banda no limite de acoplamento fraco. Em consisténcia com a auséncia de
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zeros no gap, o calor especifico do sistema apresenta um decréscimo exponencial a
baixas temperaturas.

Nosso estudo detalhado de supercondutividade na rede tabuleiro de zadrez foi
motivado pelas propriedades supercondutoras do composto CdyResO7, mas sem
a pretencao de descrever especificamente esse o6xido piroclorico. Em particular,
a propria utilizacao da rede tabuleiro de zadrez e a faixa de parametros investi-
gada neste trabalho afastam-se da realidade fisica experimental. Cabe salientar
que os parametros do modelo podem ser investigados em uma faixa mais pro-
xima da realidade experimental, exigindo, entretanto, um maior refinamento dos
aspectos computacionais. Neste sentido, na continuidade deste trabalho (nao in-
cluida nesta dissertacao) deveremos explorar diagramas de fases, variando n, V] e
V5. Pretendemos, ainda, incluir explicitamente a repulsao coulombiana local, U,
e, eventualmente, levar em conta os termos de troca (interagées entre spins) para

abordar a coexisténcia de supercondutividade e correlagoes magnéticas frustradas.



Apéndice A

Revisao BCS: sistema de uma banda

Neste apéndice faremos uma breve revisao da teoria BCS para um sistema de uma
tnica banda. Para tal, vamos utilizar como bibliografia basica alguns livros textos,
por exemplo [15,16].

O ponto de partida é o hamiltoniano BCS,

H = % €xCl o + g{; V(k, kl)cL,TcT_k,lc_klckT, (A.1)
no qual o termo de interacao pode ser visto como envolvendo a aniquilacao de um
par de elétrons com vetores de onda k e —k e a criacao de um par de elétrons com
vetores de onda k' e —k’. Esses pares de elétrons com vetores de onda opostos sao
chamados pares de Cooper. E entre os dois elétrons de cada par que a interacio
atrativa V(k, k') é significativa.

No que segue, vamos considerar que as energias de elétrons independentes, ey,

sao medidas em relagao ao potencial quimico, ou seja, em relagao a superficie de

47
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Fermi para temperaturas baixas. Isso significa que, rigorosamente, o que estamos
chamando de “hamiltoniano” é, na verdade, H — u/N. Isto é conveniente pois, como
veremos adiante, vamos trabalhar com um sistema em que apenas o nimero médio

de particulas é determinado.

A.1 Aproximacao de campo médio

Vamos usar um desacoplamento do produto de quatro operadores que aparece no
termo de interacao. Genericamente, um produto de dois operadores quaisquer é

desacoplado como segue:
AB =~ (A)B + (B)A — (A)(B). (A.2)

No hamiltoniano BCS, interpreta-se o termo de interacao como o produto de
um operador de criacao de um par de Cooper por um operador de aniquilacao de

um par de Cooper. O desacoplamento desse produto é feito, entao, na forma

Tt — Tt
CeqCli C-kiCet = <Ck'TC—k'l>c_klckT

+ CL,TCT_k,l<c_klckT)

<CL’TCT_k’l><C—lekT>- (A.3)
Ainda é conveniente definir
A== VK ) ey a00) = = VK ) e el ). (A.4)
K K’

A escolha de Ay real nao é necessaria, mas pode ser feita, pois leva a uma solugao

autoconsistente no caso de um sistema homogéneo.
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Vamos considerar que o potencial efetivo V(k, k’) “existe” como potencial atra-
tivo para uma faixa de energias dos elétrons de largura 2 em torno da superficie de
Fermi (para caso em que essa interagao é mediada por fonons, £ ~ hwp, onde wp é a
freqiiéncia de Debye). Além disso, vamos supor que, nessa regiao, o potencial é fra-
camente dependente de vetor de onda, podendo ser considerado aproximadamente

constante e negativo, ou seja,

—V/N, para|ex|, |ey| <&
V(k k) = (A.5)

0, demais casos.
o fator 1/N é necessario para que se tenha uma energia por particula finita no
limite N — oo. Note que Ay s6 é nio nulo para k na regiao em que V(k, k') # 0.

Assim, o hamiltoniano (A.1) fica

H = Z EkCLUCka - Z Ak(c_lekT + CLTCT—kl) + Z Ak<c—kLCkT>
ko k k
= Z Ek(CLTCkT + C_leT_kl + 1) — Z Ak(c_lekT + CLTCT—kl)
k k

+ Zk: Ax(cox|cxr)- (A.6)

Esse hamiltoniano é, agora, de particula tinica. Também ¢é interessante notar que
os autoestados desse hamiltoniano nao tém um numero definido de particulas.
Apenas o nimero médio pode ser fixado. A igualdade entre os valores médios
dos operadores de criagao e aniquilagdo de pares (ver a defini¢ao de Ay, Eq. (A.4))

garante a conservacao desse nimero médio.
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A.2 Diagonalizacao

O hamiltoniano obtido na aproximacao de campo médio é nao diagonal, no sentido
de que nao conserva o nimero de particulas e, portanto, nao esta escrito na forma
de produto das energias das particulas pelos seus operadores niimero de ocupa-
¢ao. O processo de determinacao das novas energias de uma particula chama-se
diagonalizacao do hamiltoniano.

O célculo das energias é simplificado se escrevermos o hamiltoniano explicita-
mente numa forma matricial:

€k —Ag Ck1
H:Z<CLT C—k1>' .

k —Ax  —ex cT_kl
+ Z €k + Z Ak<c—kLCkT>- (A7)
k k
A diagonalizacao corresponde ao calculo do determinante
A — €k Ak

Ak )\+€k

cuja solucao é

A=2\/eg + AL = £Ex. (A.9)

Estas energias Ey vao corresponder a novas “particulas”, descritas por opera-
dores de criacao e aniquilacao que sao combinacoes lineares dos operadores de

elétrons. Tais operadores podem ser definidos pelas relagoes

_ T
g = ukaT—vkc_kl

P = ukc—kl‘l"UkCLT (A.10)
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e seus hermitianos conjugados.

Os coeficientes uy e v, podem ser determinados a partir de duas condicoes:

1. Os novos operadores, sendo combinacoes lineares de operadores fermionicos,
devem satisfazer as relacoes de anticomultacao usuais para operadores de criacao

aniquilacao de férmions. Isto leva a condicao
up + vp = 1. (A.11)

2. O hamiltoniano s6 deve conter termos diagonais nos novos operadores. Inver-
tendo as relacoes de definicao de ay e Py e substituindo no hamiltoniano, deve-se
impor que os coeficientes dos termos nao diagonais sejam nulos. Dai resulta a

condicao
2er vk — A (uy — vg) = 0. (A.12)

Estas duas condi¢oes permitem parametrizar os coeficientes ux e v por um

angulo 6y, tal que

ux = cos(é—k), v = sin(%k). (A.13)

Entao, a partir dessa parametrizacao e com uma algebra simples obtem-se,
1 1
ui:—[1+€—k], vﬁ:—[l—e—k]. (A.14)
2 2
Levando tudo ao hamiltoniano (A.6), chega-se a

H = Y E(afow+ BL) + Eo (A.15)
K
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onde

EO = ;(Ek - Ek -+ Ak<c—kLCkT>)- (A16)

A caracteritica basica deste hamiltoniano é que as excitagoes de uma particula
sao fermionicas, mas existe um gap de energias para essas excitacoes.
O gap é determinado pela relagdo de autoconsisténcia eq.(A.4), isto é, a propria

definicao de Ay.

A.3 A condicao de autoconsisténcia para tempera-

tura finita

Como mencionamos anteriormente, Fy deve ser interpretada como a energia de
excitacao de uma “particula” no estado supercondutor. Como essa “particula” tem
carater fermionico, a probabilidade de que ocorra excitacao em equilibrio térmico

¢ dada pela distribuicao de Fermi-Dirac, ou seja,

f(Ek> =

1
) A7)

5 (

lexp(77%) + 1

Esta constatacao nos permite obter a condicao de autoconsisténcia BCS para tem-

peratura finita. Partindo da Eq. (A.4), escrevendo os operadores de elétrons em

termos dos novos operadores e tomando o valor médio, temos

Ak = =Y VK)o
k/

= =Y V(k k)ugvg(l - afone — BLB))

k
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E— Z V&, K uyvg [1 - 2f (B (A.18)

Usando a forma explicita da func¢ao de Fermi, Eq. (A.17), e as Egs. (A.14) para uy

e vk, obtemos

By tanh< By ) (A.19)

A= =2 Vi k )2Ek 20T

k

Esta equacao admite a solucao Ax # 0 na regiao onde o potencial é nao nulo;

dentro dessa regiao, Ax = A, independente de k, e a relacao de autoconsisténcia é

YV 1 Ex
= —>» —tanh ( > , A.20
2N Ex 2kgT ( )

a qual determina a dependéncia em temperatura do gap, A(T), pois Fy = (6 +
A?)'/2_ A “linha” na soma indica que a mesma é restrita a regido na qual o potencial
é nao nulo.

A condicao de autoconsisténcia pode ser escrita sob a forma de uma integral

em energia, resultando em

(24 AL de; (A.21)

o /5 tanh[(e? 4+ A2)Y/2/2kpT)
VD(ey) 0

onde D(ey) é a densidade de estados no nivel de Fermi. Esta equac¢do nao é tratavel
analiticamente, mas pode ser computada numeéricamente.

Na temperatura critica, A(7T,) — 0. Assim, pode-se estimar 7T, fazendo A =0

em (A.21). Para kgT, << &, obtemos

kT, = 1.13¢ eXp(D(ef)V

). (A.22)
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Calculando o gap em T' = 0 no limite de acoplamento fraco, D(ef)V << 1, e

comparando com a expressao para T, Eq. (A.22), obtemos a relagio

2A(0)
kBTc

= 3.52. (A.23)

Este resultado, que relaciona a largura do gap em temperatura nula com 7T,, é
notavel, pois independe de qualquer parametro, podendo ser usado como um teste
para a teoria BCS no limite de acoplamento fraco.

Dois outros resultados interessantes vém do céalculo do calor especifico c¢y. Pri-
meiramente, obtém-se uma descontinuidade na temperatura critica que, compa-
rando com o calor especifico de um metal paramagnético (cy = yT') em T = T,

conduz a um resultado classico da teoria BCS,

ACV
1.

—1.43. (A.24)

Por outro lado, quando T' << T, a teoria BCS prevé que o calor especifico decresce

exponencialmente com a temperatura, ou seja

1) o[22 a9

o que reproduz bem as observacoes experimentais.
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