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Resumo
Tendo por motivação as propriedades super
ondutoras do óxido metáli
o Cd2Re2O7,
uja estrutura 
ristalina é do tipo piro
loro, propomos um modelo eletr�ni
o emuma rede do tipo tabuleiro de xadrez, que pode ser vista 
omo um análogo bi-dimensional da rede piro
lóri
a. In
luindo somente graus de liberdade de 
arga,tratamos o modelo através de uma aproximação BCS, realizando o desa
oplamentodos termos de interação no espaço real. A passagem ao espaço re
ípro
o dá ori-gem a um modelo BCS de duas bandas a
opladas, sendo uma delas não dispersiva.Nosso estudo da fase super
ondutora se baseia na minimização numéri
a da energialivre. Propriedades 
ara
terísti
as, 
omo o quo
iente entre o parâmetro de ordeme a temperatura 
ríti
a ou o salto do 
alor espe
í�
o na transição de fase, são ob-tidas e 
omparadas 
om os valores universais previstos pela teoria BCS para umsistema de uma úni
a banda no limite de a
oplamento fra
o. Também dis
utimosas propriedades de simetria do gap super
ondutor no espaço de vetores de onda.
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Abstra
t
Motivated by the super
ondu
ting properties of the metalli
 oxide Cd2Re2O7,whose 
rystal stru
ture is of the pyro
hlore type, we propose an ele
troni
 mo-del on a 
he
kerboard latti
e, whi
h 
an be viewed as a two-dimensional analogof the pyro
hlore latti
e. In
luding only 
harge degrees of freedom, we treat themodel via a BCS approximation, de
oupling the intera
tion terms in real spa
e.Going over to re
ipro
al spa
e yields a BCS model with two 
oupled bands, oneof them being non-dispersive. Our study of the super
ondu
ting phase is based onnumeri
al minimization of the free energy. Chara
teristi
 properties, like the ratiobetween order parameter and 
riti
al temperature or the spe
i�
-heat jump at thephase transition, are obtained and 
ompared with universal values predi
ted by theBCS theory for a single-band system in the weak-
oupling limit. We also dis
ussthe symmetry properties of the super
ondu
ting gap in wave-ve
tor spa
e.
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Capítulo 1
Introdução
A motivação experimental deste trabalho vem das propriedades super
ondutorasdo óxido metáli
o Cd2Re2O7. Esse 
omposto, extensivamente estudado a partirdo iní
io desta dé
ada [1�9℄, apresenta uma estrutura 
ristalina do tipo piro
loro,mostrada na Fig. 1.1. A físi
a do Cd2Re2O7 é dominada pelos íons de rênio, pois osdemais íons apresentam 
amadas fe
hadas. Os íons Re 
olo
am-se nos vérti
es deum arranjo tridimensional (3D) de tetraedros 
one
tados pelo 
ompartilhamento devérti
es, 
omo mostra a Fig. 1.2, o
upando as posições B na estrutura piro
lóri
agenéri
a A2B2O7.A rede piro
lóri
a 3D faz parte de uma 
lasse de redes 
onhe
idas 
omo re-des geometri
amente frustradas [10�13℄. A frustração geométri
a desempenha umpapel espe
ialmente importante em sistemas magnéti
os, onde a 
ompetição deinterações de magnitudes similares 
onduz à frustração magnéti
a, 
om uma altadegeneres
ên
ia do estado fundamental. 2



Introdução 3

Figura 1.1: Estrutura do Cd2Re2O7, in
luindo os o
taedros Re(O1)6. O 
ádmio eos outros oxigênios (O2) são representados por esferas es
uras e 
laras, respe
tiva-mente. [4℄

Figura 1.2: Rede tetraédri
a de íons Re na estrutura piro
lóri
a. [11℄



Introdução 4O Cd2Re2O7 foi reportado 
omo o primeiro 
omposto na família dos óxidospiro
lóri
os a apresentar super
ondutividade [1�3℄. Isso o torna poten
ialmenteinteressante para o estudo de uma possível 
oexistên
ia de frustração magnéti
a esuper
ondutividade.As evidên
ias usuais de o
orrên
ia de super
ondutividade, isto é, uma quedaabrupta na resistividade e um salto no 
alor espe
í�
o, foram observados em
T ≈ 1K [4℄, 
onforme ilustrado nas Figs. 1.3 e 1.4. Os dados de 
alor espe
í-�
o indi
am que se trata de um super
ondudor do tipo BCS, ou seja, des
rito pelateoria de Bardeen, Cooper e S
hrie�er [14�16℄, no limite de a
oplamento fra
o. Es-ses resultados são 
on�rmados por experimentos de ressonâni
a magnéti
a nu
lear(RMN) [5, 6℄, os quais, adi
ionalmente, apontam a ausên
ia de qualquer ordemmagnéti
a a baixas temperaturas.A des
oberta de super
ondutividade no Cd2Re2O7 intensi�
ou o interesse pelafísi
a de sistemas geometri
amente frustrados, levando à des
oberta de outros 
om-postos super
ondutores na família dos óxidos piro
lóri
os. Por exemplo, KOs2O6(Tc ≈ 9.6 K) [17℄, RbOs2O6 (Tc ≈ 6.3 K) [18, 19℄, e CsOs2O6 (Tc ≈ 3.3 K) [20℄.A natureza do me
anismo de pareamento nesses óxidos piro
lóri
os ainda é umaquestão em aberto. Em parti
ular, Koda et al. [21℄ apontam para um me
anismosuper
ondutor não 
onven
ional (�utuações de spin) no KOs2O6, sugerido por umgap 
om zeros. Já no 
aso do Cd2Re2O7, 
ál
ulos de estrutura de bandas indi
ama presença de uma banda fortemente hibridizada, 
omposta por estados 5d do Re e
2p do O, 
om uma largura total da ordem de 3 eV [7,8℄. Devido a essa banda rela-



Introdução 5

Figura 1.3: Resistividade elétri
a d.
. em função da temperatura, medida em ummono
ristal de Cd2Re2O7. O inset é uma ampliação abaixo de 1.2 K mostrandouma transição super
ondutora em Tc ≈ 1 K. [4℄
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Figura 1.4: Calor espe
í�
o eletr�ni
o de um mono
ristal de Cd2Re2O7, mostrandoa transição super
ondutora em 0.97 K. A linha pontilhada abaixo de 0.5 K é umajuste 
om base na teoria BCS de uma banda. [4℄



Introdução 7

Figura 1.5: A rede tabuleiro de xadrez. As �
asas pretas� podem ser vistas 
omotetraedros a
hatados, 
omo mostrado esquemati
amente à direita. Essa estruturareproduz lo
almente a 
one
tividade dos átomos de tipo B na estrutura piro
lóri
a(tridimensional) A2B2O7.tivamete larga, argumenta-se que esse 
omposto não pode ser 
lassi�
ado 
omo umsistema de elétrons fortemente 
orrela
ionados [9℄, o que sugere que o me
anismode pareamento super
ondutor no Cd2Re2O7 seja do tipo 
onven
ional.As 
onsiderações anteriores nos motivam a propor um modelo fermi�ni
o (nãofortemente 
orrela
ionado), tratado através de uma aproximação BCS de 
ampomédio, para estudar a super
ondutividade numa rede geometri
amente frustrada.Entretanto, 
omo a rede piro
lóri
a é muito 
omplexa, faremos uso do seu �análogobidimensional�, a rede do tipo tabuleiro de xadrez,1 
uja representação esquemá-ti
a é mostrada na Fig. 1.5. Essa rede reproduz lo
almente a 
one
tividade darede piro
lóri
a, podendo-se visualizar as 
onexões entre segundos vizinhos 
omo1Em inglês, é mais usual a denominação 
he
kerboard (tabuleiro de damas).



Introdução 8originadas pelo �a
hatamento� dos tetraedros da rede 3D. Alguns trabalhos envol-vendo modelos de spins têm usado essa rede para estudar, de forma simpli�
ada,o papel desempenhado pela frustração magnéti
a na físi
a de 
ompostos piro
ló-ri
os [12, 13℄. Também existem trabalhos envolvendo férmions nessa rede, masgeralmente 
om fo
o em sistemas fortemente 
orrela
ionados [22�25℄.No que 
on
erne à simetria do gap super
ondutor, faremos o desa
oplamentoBCS dos termos de interação no espaço real [26,27℄, isto é, partindo de um hamil-toniano na representação de Wannier. Com esse pro
edimento, a transformada deFourier dá diretamente a simetria do gap no espaço-k, não havendo ne
essidade defazer qualquer hipótese nesse sentido.Os 
apítulos subseqüentes deste trabalho estão organizados 
omo segue. NoCapítulo 2, apresentamos o hamiltoniano-modelo e seu tratamento dentro do es-quema BCS de 
ampo médio, o que gera um sistema de duas bandas a
opladas,para o qual obtemos as equações relevantes para o 
ál
ulo das propriedades físi
asde interesse. O Capítulo 3 é devotado ao estudo numéri
o da fase super
ondutora:são obtidos parâmetros de gap e 
alor espe
í�
o em função da temperatura, e éestudada a dependên
ia em k do gap físi
o, sendo dis
utidos os resultados. As 
on-
lusões são apresentadas no Capítulo 4. No intuito de tornar este trabalho mais
ompleto, o Apêndi
e A apresenta uma revisão da teoria BCS de uma úni
a banda.



Capítulo 2
Modelo
2.1 O hamiltonianoTendo por motivação a super
ondutividade do piro
loro Cd2Re2O7, e tomando
omo ponto de partida o toy model bidimensional da rede piro
lóri
a 
omentadono 
apítulo anterior, 
onstruímos um modelo eletr�ni
o na estrutura tabuleiro dexadrez.O modelo apresenta dois átomos idênti
os (A e B) asso
iados a 
ada sítio de umarede quadrada (duas subredes interpenetrantes), 
onforme mostrado na Fig. 2.1,
om um orbital por átomo. Usamos uma formulação tight-binding, na qual oselétrons podem �saltar� entre esses orbitais. Além do salto (hopping), levamos em
onta interações 
oulombianas lo
ais e não lo
ais. Assumimos que o hopping e asinterações não lo
ais o
orrem somente entre 
ada átomo e seus quatro vizinhosnão equivalentes e entre átomos equivalentes mais próximos ao longo de uma das9



Modelo 10diagonais (de�nida pelo vetor a para a subrede A e pelo vetor b para a subrede B� ver Fig. 2.1), 
ara
terizando a estrutura tabuleiro de xadrez.O hamiltoniano do sistema, no formalismo de segunda quantização e represen-tação de Wannier, é expresso por
H = −

∑

i,δ

∑

α,β

∑

σ

tαβ c†iασci+δ,βσ +
∑

i

∑

α

Uα nα
i↑n

α
i↓

+
1

2

∑

i,δ

∑

α,β

∑

σ,σ′

Vαβ nα
iσn

β

i+δ,σ′ +
1

2

∑

i,δ

∑

α,β

Jαβ S
α
i · Sβ

i+δ , (2.1)onde, α, β = A, B e i e i + δ indi
am, respe
tivamente, um sítio genéri
o darede e os sítios a ele 
one
tados por hopping. c†iασ(ciασ) é o operador que 
ria(aniquila) um elétron de spin σ no átomo (orbital) α asso
iado ao sítio i da rede;
nα

iσ = c†iασciασ é o operador número de elétrons; Sα
i é um operador vetorial de spin;

tαβ é o hopping de um elétron entre os átomos α e β; Uα é a repulsão 
oulombianaentre os elétrons no átomo α; Vαβ e Jαβ são as interações 
oulombianas direta e detro
a, respe
tivamente, entre os elétrons dos átomos α e β.Os índi
es de posição devem ser 
ompreedidos 
omo notação 
ompa
ta paraindi
ar os 
orrespondentes vetores. Assim, denotando por Ri o vetor de rede queespe
i�
a a posição do sítio i, as posições i + δ 
orrespondem aos vetores Ri + δ,onde
δ =







































±a, dois átomos A;
±b, dois átomos B;
0,±a,±b,±(a + b), átomos A e B. (2.2)

Podemos separar, no hamiltoniano, os termos de elétrons independentes (ha-
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t

t

t

ab

V

V1

2 ,

,

J

J

2

1

A

B

2

2

1

Figura 2.1: A estrutura do sistema no modelo. A e B representam átomos idênti
osasso
iados ao mesmo sítio da rede quadrada; a e b são vetores primitivos dessarede; t1, V1 e J1 representam, respe
tivamente, os valores assumidos pelo hopping,interação 
oulombiana direta e interação 
oulombiana de tro
a ao longo dos ladosdos quadrados menores (�
asas do tabuleiro�), enquanto t2, V2 e J2 representam osvalores dessas quantidades ao longo das diagonais de quadrados alternados.



Modelo 12miltoniano tight-binding) e de interação,
H = Ht + Hint . (2.3)O hamiltoniano de interação, por sua vez, pode ser separado em três partes,

Hint = HU + HV + HJ , (2.4)onde HU representa a repulsão 
oulombiana lo
al e os demais termos são não-lo
ais,
om HV representando as interações 
oulombianas diretas e HJ as interações detro
a.Pelas simetrias da estrutura [ ver Fig. 2.1℄, podemos ainda fazer a seguintees
olha de parâmetros:
tAA = tBB ≡ t1, tAB = tBA ≡ t2, (2.5)

UA = UB ≡ U, (2.6)
VAA = VBB ≡ V1, VAB = VBA ≡ V2, (2.7)
JAA = JBB ≡ J1, JAB = JBA ≡ J2, (2.8)onde essas es
olhas se justi�
am pela 
onsideração de que A e B são átomos idên-ti
os.



Modelo 132.2 Estrutura de bandas na ausên
ia de interaçãoIni
ialmente, vamos analisar apenas o termo de hopping, Ht, o qual, 
om a notaçãoa
ima, assume a forma
Ht = −t1

∑

i

∑

σ

[

∑

δ

c†AiσcA,i+δ,σ +
∑

δ

c†BiσcB,i+δ,σ

]

−t2
∑

i

∑

σ

[

∑

δ

c†AiσcB,i+δ,σ +
∑

δ

c†BiσcA,i+δ,σ

]

. (2.9)Introduzimos a transformada de Fourier dos operadores 
riação e aniquilação,
c†αiσ =

1√
N

∑

k

eik·(Ri+rα)c†αkσ , cαiσ =
1√
N

∑

k

e−ik·(Ri+rα)cαkσ, (2.10)onde N representa o número total de sítios da rede, a soma sobre k é restrita àprimeira zona de Brillouin, e
rα =



















0, α = A;

a+b

2
, α = B.

(2.11)Utizando a identidade
∑

i

ei(k
′
−k)·Ri = Nδ

k,k
′ (2.12)e relações trigométri
as, podemos rees
rever o hamiltoniano tight-binding, Eq.(2.9),no espaço-k:

Ht = −2t1
∑

kσ

[

2 cos

(

k · a
2

)

cos

(

k · b
2

)]

[

c†AkσcBkσ + c†BkσcAkσ

]

−2t2
∑

kσ

[

cos (k · a) c†AkσcAkσ + cos (k · b) c†BkσcBkσ

]

. (2.13)Esse hamiltoniano pode ser diagonalizado exatamente, resolvendo a equação
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2t2 cos(k · a) − ε −2t1 cos(k·a
2

) cos(k·b
2

)

−2t1 cos(k·a
2

) cos(k·b
2

) −2t2 cos(k · b) − ε

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (2.14)



Modelo 14Obtêm-se, assim, duas bandas de energia,
εa(b)(k) = −t2



F0(k) + (−) 2

√

√

√

√1 +
1

4
F 2

0 (k) +
t21
t22

F0(k) +

(

t21 − t22
t22

)

W0(k)



 ,(2.15)onde de�nimos
F0(k) = cos(k · a) + cos(k · b) , (2.16)
W0(k) = cos2

[

k ·
(

a + b

2

)]

+ cos2

[

k ·
(

a − b

2

)]

. (2.17)Considerando que as 
onexões diagonais (entre segundos vizinhos) 
orrespon-dem, na rede piro
lóri
a (3D), a distân
ias entre íons iguais àquelas entre primeirosvizinhos, es
olhemos
t1 = t2 ≡ t. (2.18)Nessa forma mais simples, a expressão para as bandas de energia, Eq.(2.15), torna-se

εa = 2t, (2.19)
εb(k) = −2t[1 + F0(k)], (2.20)
om F0(k) dado pela Eq.(2.16). Neste 
aso, temos uma banda plana, a, 
omenergia εa, e uma banda dispersiva, b, 
om energia εb(k), ambas mostradas naFig. 2.2, 
om a respe
tiva densidade de estados. Note que existe uma singularidade(logaritmi
a) de van Hove no 
entro da banda dispersiva. Isto é uma pe
uliaridadedo modelo bidimensional, e seus possíveis efeitos físi
os não terão 
ontrapartida narede piro
lóri
a.
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energiaFigura 2.2: Esquerda: estrutura de bandas de energia na ausên
ia de interação,
om a superfí
ie inferior representando a banda dispersiva, b, e o plano superiorrepresentando a banda não dispersiva, a. Direita: densidade de estados 
orrespon-dente.A partir das expressões para εa e εb(k), Eq.(2.19) e Eq.(2.20), respe
tivamente,podemos es
rever o hamiltoniano de hopping, Eq.(2.13), em sua forma diagonal,
Ht =

∑

k

[

εan
a
kσ + εb(k)nb

kσ

]

, (2.21)onde na
kσ = a†

kσakσ é o operador que representa o número de partí
ulas 
om vetorde onda k e spin σ na banda a, enquanto nb
kσ = b†

kσbkσ é o operador 
orrespondentena banda b.As relações entre os novos operadores {a†
kσ, akσ, b

†
kσ, bkσ} e os operadores ori-ginais {cAkσ, c†Akσ, cBkσ, c†Bkσ} são obtidas a seguir. Adotando a es
olha (2.18),podemos rees
rever o hamiltoniano (2.13) em forma matri
ial:

Ht = −2t
∑

kσ

[

c†Akσ c†Bkσ

]

· Mk ·











cAkσ

cBkσ











, (2.22)
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Mk ≡











cos(k · a) 2 cos(k·a
2

) cos(k·b
2

)

2 cos(k·a
2

) cos(k·b
2

) cos(k · b)











. (2.23)Pelas equações (2.19), (2.20) e (2.22), vemos que a forma diagonal de Mk é
MD

k
≡











−1 0

0 γk











, (2.24)onde
γk ≡ [1 + F0(k)]. (2.25)Portanto, existe uma matriz de transformação Sk 
om as seguintes propriedades:
SkMkS

†
k

= MD
k

, (2.26)
SkS

†
k

= I, (2.27)onde I é a matriz identidade. Da solução do problema de autovalores e autovetoresdo hamiltoniano, Eq.(2.13), obtemos
Sk =

1

rk











Ck(b) −Ck(a)

Ck(a) Ck(b)











, (2.28)onde de�nimos,
Ck(x) = cos(k · x/2), (2.29)

r2
k

= C2
k
(a) + C2

k
(b). (2.30)Portanto, usando











akσ

bkσ











= Sk ·











cAkσ

cBkσ











, (2.31)
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akσ ≡ 1

rk

(Ck(b)ckAσ − Ck(a)ckBσ) , (2.32)
bkσ ≡ 1

rk

(Ck(a)ckAσ + Ck(b)ckBσ) . (2.33)Conseqüentemente, por 
onjugação 
omplexa,
a†
kσ ≡ 1

rk

(

Ck(b)c†
kAσ − Ck(a)c†

kBσ

)

, (2.34)
b†
kσ ≡ 1

rk

(

Ck(a)c†
kAσ + Ck(b)c†

kBσ

)

. (2.35)
2.3 Termos de interaçãoPassamos, agora, à análise dos termos de interação do hamiltoniano (2.1),
Hint =

∑

i

∑

α

Uα nα
i↑n

α
i↓ +

1

2

∑

i,δ

∑

α,β

∑

σ,σ′

Vαβ nα
iσn

β

i+δ,σ′ +
1

2

∑

i,δ

∑

α,β

Jαβ S
α
i ·Sβ

i+δ. (2.36)No presente trabalho, deixaremos de lado as interações de tro
a, asso
iadas aomagnetismo do sistema, pois estamos interessados no estudo da fase super
ondu-tora. Omitindo, portanto, o termo de tro
a, podemos representar o hamiltonianode interação por
Hint = HU + HV = U

∑

iα

nα
i↑n

α
i↓ +

1

2

∑

σσ′

∑

αβ

∑

iδ

Vαβ nα
iσn

β

i+δ,σ′ . (2.37)Até aqui, os parâmetros U e Vαβ podem ser vistos 
omo puramente 
oulom-bianos. Entretanto, para que exista uma solução super
ondutora eles devem sermodi�
ados (por exemplo, por interações elétron-f�non), tornando-se interaçõesatrativas. Vamos 
onsiderar que essas são não lo
ais (Vαβ < 0) e deixar de lado



Modelo 18a interação lo
al, 
onsiderando que a repulsão 
oulombiana impediría, lo
almente,uma interação efetiva atrativa. Isto impli
a em manter somente HV no hamiltoni-ano de interação, Vαβ < 0. Com essas hipóteses, podemos realizar o desa
oplamentoBCS dos termos de interação.2.3.1 Desa
oplamento BCSA teoria BCS de 
ampo médio usual para um sistema de uma banda (um úni
oorbital por sítio da rede) é apresentada, 
omo subsídio, no Apêndi
e A. Nosso pro-
edimento é análogo, ex
eto, 
omo já 
omentado, por realizarmos o desa
oplamentono espaço real, fazendo a passagem para o espaço-k posteriormente.A representação explí
ita dos produtos de números de o
upação que apare
emno hamiltoniano HV em termos dos operadores 
riação e aniquilação é
nα

iσn
β

i+δ,σ
′ = c†αiσcαiσc†

β,i+δ,σ
′cβ,i+δ,σ′ . (2.38)Utilizando a forma usual do desa
oplamento BCS, temos

c†αiσcαiσc†
β,i+δ,σ′cβ,i+δ,σ′ = 〈c†αiσc†

β,i+δ,σ′ 〉cβ,i+δ,σ′cαiσ

+〈cβ,i+δ,σ
′cαiσ〉c†αiσc†

β,i+δ,σ′

−〈c†αiσc†
β,i+δ,σ

′ 〉〈cβ,i+δ,σ′cαiσ〉. (2.39)Vamos es
olher
〈cβ,i+δ,σ′cαiσ〉 ≡ ∆αβ , (2.40)



Modelo 19ou seja, ∆αβ é uma quantidade independende de posição, por simetria, e estamosnos restringindo ao 
aso, onde o pareamento é do tipo singleto (σ̄ = −σ).Utilizando o desa
oplamento (2.39) 
om a notação (2.40), a Eq.(2.38) assumea forma
nα

iσn
β

i+δ,σ′ =
{[

∆αβ c†αiσc†β,i+δ,σ̄ + h.c.
]

− |∆αβ |2
}

δσ′ σ̄, (2.41)onde h.c. representa o 
onjugado hermitiano do(s) termo(s) anterior(es).O termo |∆αβ|2 
ontribui apenas aditivamente para a energia e será, ini
ial-mente, deixado de lado.Completando a notação que será adotada no que segue, e levando em 
ontatodos os possíveis pares distintos na de�nição de ∆αβ , Eq. (2.40), de�nimos
∆AA = ∆BB ≡ ∆1/|V1|, (2.42)
∆AB = ∆BA ≡ ∆2/|V2|. (2.43)Conforme 
omentamos anteriormente, �
a implí
ito que V1, V2 < 0, para garantirque os termos de interação resultem num estado super
ondutor. As quantidades ∆1e ∆2 podem ser vistas 
omo �parâmetros de gap�, pois 
orrespondem ao parâmetro

∆ da teoria usual de uma banda (ver Apêndi
e A).



Modelo 202.4 Hamiltoniano BCS de duas bandas a
opladasA partir do desa
oplamento realizado, o hamiltoniano de interação passa a seres
rito em termos de 
riação e aniquilação de pares, sendo expresso por
HBCS

int = −
∑

iα

∑

δ

(

∆1 c†αi↑c
†
α,i+δ,↓ + h.c

)

−
∑

i

∑

α,β

α6=β

∑

δ

(

∆2 c†αi↑c
†
β,i+δ,↓ + h.c.

)

. (2.44)Pro
edendo de maneira análoga à utilizada para rees
rever o hamiltoniano tight-binding no espaço k, Eq.(2.13), es
revemos a parte de interação, Eq.(2.44), 
omosegue:
HBCS

int = −2
∑

k

{

∆1

[

cos(k · a)c†A,k↑c
†
A,−k↓ + cos(k · b)c†B,k↑c

†
B,−k↓

]

+ 2∆2

[

cos

(

k · a
2

)

cos

(

k · b
2

)

(

c†A,k↑c
†
B,−k↓ + c†B,k↑c

†
A,−k↓

)

]

+ h.c.} . (2.45)Comparando esta expressão 
om o hamiltoniano de hopping, es
rito na forma
Ht = −2t

∑

kσ

∑

αβ

c†αkσ (Mk)αβ cβkσ, (2.46)onde a matriz Mk é dada pela Eq.(2.23), notamos que HBCS
int assumiria a mesmaforma, porém 
om−2∆ ao invés de −2t, 
aso tivéssemos a igualdade ∆1 = ∆2 ≡ ∆.Levando em 
onta que ∆1 apare
e somente nos termos diagonais na Eq. (2.45) e ∆2somente nos não diagonais, é 
onveniente separar as partes diagonal e não diagonalde Mk, Eq.(2.23), es
revendo

Mk = Dk + Nk, (2.47)
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om
Dk ≡











cos(k · a) 0

0 cos(k · b)











(2.48)e
Nk ≡











0 2 cos
(

k·a
2

)

cos
(

k·b
2

)

2 cos
(

k·a
2

)

cos
(

k·b
2

)

0











. (2.49)Com essas de�nições, o hamiltoniano (2.45) pode ser es
rito na forma
HBCS

int = −2
∑

k

∑

αβ

{[

∆1c
†
αk

(Dk)αβ c†β−k
+ ∆2c

†
αk

(Nk)αβ c†β−k

]

+ h.c.
} (2.50)ou ainda,

HBCS
int = −2

∑

k

∑

αβ

{

c†αk
[∆1Dk + ∆2Nk] c

†
β−k

+ h.c.
}

. (2.51)Por 
onveniên
ia, usamos a notação simpli�
ada,


















k ↑ → k

−k ↓ → −k ,

(2.52)que será empregada daqui em diante.De�nindo
Qk = ∆1Dk + ∆2Nk, (2.53)temos

HBCS
int = −2

∑

k

∑

αβ

[

c†αk
(Qk)αβ c†β−k

+ h.c.
]

. (2.54)



Modelo 22Utilizando a transformação Sk que diagonaliza o hamiltoniano de hopping, a matriz
Qk transforma-se em

Q̄k ≡ SkQkS
†
k

= ∆1SkMkS
†
k

+ ∆2SkNkS
†
k

= ∆1D̄k + ∆2N̄k . (2.55)Lembrando que Sk leva o 
onjunto de operadores {cαkσ} ao 
onjunto de operadores
{akσ, bkσ}, e através de uma algebra matri
ial simples, o hamiltoniano de interaçãoassume a forma

HBCS
int = 2

∑

k

{

[∆2 + (∆1 − ∆2)F1(k)] a†
k
a†
−k

− [∆2 + ∆1F0(k) − (∆1 − ∆2) F1(k)] b†
k
b†−k

− (∆1 − ∆2) F2(k)
[

a†
k
b†−k

+ b†
k
a†
−k

]

+ h.c.
}

, (2.56)sendo F0(k) dado pela Eq.(2.16) e de�nimos
F1(k) =

[

C2
k
(b) cos(k · a) + C2

k
(a) cos(k · b)

]

/r2
k
, (2.57)

F2(k) = [Ck(b)Ck(a)(cos(k · a) − cos(k · b))] /r2
k
, (2.58)
om C

k
(x) e r

k
dados pelas Eqs. (2.29) e (2.30).Para obter o hamiltoniano 
ompleto, rees
revemos o hamiltoniano de hopping,Eq.(2.21), utilizando a notação introduzida na Eq.(2.52):

Ht =
∑

k

[

εa
(

a†
k
ak + a†

−k
a−k

)

+ εb
k

(

b†
k
bk + b†−k

b−k

)]

. (2.59)



Modelo 23De�nindo
∆aa

k
= −2 [∆2 − (∆1 − ∆2)F1(k)] ,

∆bb
k

= 2 [∆2 + ∆1F0(k) − (∆1 − ∆2)F1(k)] ,

∆ab
k

= 2(∆1 − ∆2)F2(k), (2.60)e reunindo as equações (2.59) e (2.56), obtemos o hamiltoniano 
ompleto,
H =

∑

k

[

εa
(

a†
k
ak + a†

−k
a−k

)

− ∆aa
k

a†
k
a†
−k

− (∆aa
k

)∗ a−kak

]

+
∑

k

[

εb
k

(

b†
k
bk + b†−k

b−k

)

− ∆bb
k
b†
k
b†−k

−
(

∆bb
k

)∗
b−kbk

]

−
∑

k

[

∆ab
k

(

a†
k
b†−k

+ b†
k
a†
−k

)

+
(

∆ab
k

)∗
(b−kak + a−kbk)

]

, (2.61)o qual des
reve um modelo BCS de duas bandas a
opladas. Generi
amente, asuper
ondutividade BCS em modelos de duas bandas foi estudada por diversosautores (ver, por exemplo, [28�31℄). Aqui, vamos explorar os aspe
tos espe
í�
osdo nosso modelo, asso
iados às 
ara
terísti
as topológi
as do sistema e à de�niçãodos parâmetros de a
oplamento a partir do espaço real.Como é bem 
onhe
ido na teoria BCS, nesse tipo de hamiltoniano o número departí
ulas não é 
onservado, ou seja, os auto-estados do sistema não têm um númerode partí
ulas de�nido. Portanto, em 
ál
ulos estatísti
os é 
onveniente utilizar oensemble gran-
an�ni
o, embora se imponha que o númeromédio total de elétronstenha um valor de�nido. O pro
edimento usual, que adotamos aqui, 
onsiste emsubstituir o hamiltoniano H por H̄ = H − µNe, onde µ é o poten
ial quími
o e
Ne é o número total de elétrons. H̄ terá a mesma forma de H se substituirmos asenergias εa e εb

k
por ε̄a = εa − µ e ε̄b

k
= εb

k
− µ respe
tivamente.



Modelo 242.5 Diagonalização do hamiltonianoContinuando 
om o pro
edimento usual, vamos pro
eder à diagonalização do ha-miltoniano (2.61), no sentido de obter um sistema de partí
ulas (formalmente) nãointeragentes, isto é, as ex
itações de partí
ula úni
a do sistema, e suas energias.Tendo em mente que os operadores a†
−k

a−k e b†−k
b−k satisfazem relações deanti
omutação fermi�ni
as e, portanto,

a†
−k

a−k = 1 − a−ka
†
−k

, (2.62)
b†−k

b−k = 1 − b−kb
†
−k

, (2.63)podemos rees
rever o hamiltoniano BCS 
omo
H̄ =

∑

k

(

ε̄a + ε̄b
k

)

+
∑

k

[

ε̄a
(

a†
k
ak − a−ka

†
−k

)

− ∆aa
k

a†
k
a†
−k

− (∆aa
k

)∗ a−kak

]

+
∑

k

[

ε̄b
k

(

b†
k
bk − b−kb

†
−k

)

− ∆bb
k
b†
k
b†−k

−
(

∆bb
k

)∗
b−kbk

]

−
∑

k

[

∆ab
k

(

a†
k
b†−k

+ b†
k
a†
−k

)

+
(

∆ab
k

)∗
(b−kak + a−kbk)

]

, (2.64)o que permite expressar os três últimos termos em forma matri
ial:
H̄ =

∑

k

[

a†
k

a−k b†
k

b−k

]































ε̄a −∆aa
k

0 −∆ab
k

− (∆aa
k

)∗ −ε̄a −
(

∆ab
k

)∗
0

0 −∆ab
k

ε̄b
k

−∆bb
k

−
(

∆ab
k

)∗
0 −

(

∆bb
k

)∗ −ε̄b
k





























































ak

a†
−k

bk

b†−k































+
∑

k

(

ε̄a + ε̄b
k

)

. (2.65)



Modelo 25Diagonalizando a matriz que apare
e nessa equação, obtemos os autovalores deenergia E1(k) e E2(k), os quais, em notação simpli�
ada (sem expli
itar a depen-dên
ia em k), são dados por
E2

1(2) =
1

2

[

E2
a + E2

b + 2|∆ab|2 − (+)
√

Rab

]

, (2.66)onde
E2

a = ε̄2
a + |∆a|2 , (2.67)

E2
b = ε̄2

b + |∆b|2 , (2.68)
Rab = (E2

a − E2
b )

2 + 4|∆ab|2(E2
a + E2

b − 2ε̄aε̄b)

+ 4∆∗
a∆

∗
b∆

2
ab + 4∆a∆b (∆∗

ab)
2 . (2.69)Cabe observar que, pela forma dos autovalores de energia, se impusermos ∆ab = 0obtemos os autovalores 
orrespondentes a duas bandas não a
opladas, Ea e Eb.Como a
onte
e no modelo BCS de uma banda, as energias são duplamentesdegeneradas devendo ser asso
iadas a dois tipos de �partí
ulas� (ex
itações). Po-demos, então, es
rever

H̄ =
∑

k

[

E1(k)
(

α†
1kα1k + β†

1kβ1k

)

+ E2(k)
(

α†
2kα2k + β†

2kβ2k

)]

+
∑

k

[(ε̄a + ε̄b(k)) − (E1(k) + E2(k))] , (2.70)onde os operadores α1k, β1k, α2k, β2k são 
ombinações lineares dos operadores a†
k
,

a−k, b†
k
, b−k. A forma explí
ita dessas 
ombinações lineares pode ser obtida, tal
omo no 
aso do hamiltoniano tight-binding, 
onstruindo a matriz que leva o hamil-toniano (2.64) à forma diagonal (2.70). Isso devería ser feito para podermos efetivar
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onsistên
ia da solução, através da Eq.(2.40), o que nos obriga a expressaros operadores {ckασ} em termos dos operadores {αik, βik}. A álgebra envolvida ésimples, mas tediosa. Na próxima seção abordaremos uma forma alternativa derealizar a auto
onsitên
ia.
2.6 Auto
onsistên
ia através da energia livreAo invés de trabalhar 
om a matriz de transformação e obter as equações auto
onsi-tentes, podemos es
rever uma expressão para energia livre do sistema e minimizá-laem relação aos parâmetros de gap ∆1 e ∆2 para determinar os valores de equilíbriodos mesmos, que satisfazem as 
ondições de auto
onsistên
ia. Para isso, devemosrein
orporar ao hamiltoniano as �
onstantes� aditivas, ini
ialmente, deixadas delado na Eq.(2.41), pois estas dependem de ∆1 e ∆2. Segue das Eqs. (2.37) e (2.41)que a soma dos termos do hamiltoniano que não envolvem operadores é dada por

Ē =
∑

k

[ε̄a + ε̄b(k) − E1(k) − E2(k)] + 2N

(

∆2
1

|V1|
+

∆2
2

|V2|

)

. (2.71)Dessa forma, o hamiltoniano, Eq.(2.70), �
a es
rito na forma
H̄ =

∑

k

[

E1(k)
(

α†
1kα1k + β†

1kβ1k

)

+ E2(k)
(

α†
2kα2k + β†

2kβ2k

)]

+ Ē . (2.72)As ex
itações des
ritas pelos operadores {α1k, β1k, α2k, β2k} são férmions nãointeragentes. Portanto, a energia interna do sistema é
U = 2

∑

λk

[f(Eλk)Eλk] + Ē + µNe , (2.73)



Modelo 27onde f(x) = [exp(x) + 1]−1 é a distribuição de Fermi-Dira
 e λ = 1, 2 é o índi
eque representa as bandas. O fator multipli
ativo 2 na soma sobre bandas deve-se àdegeneres
ên
ia das energias, que são idênti
as para ex
itações de tipo α ou β, 
omopode ser visto no hamiloniano (2.72). O termo µNe foi adi
ionado para 
ompensaro fato de que as energias dos elétrons são medidas em relação ao poten
ial quími
onos demais termos.A entropia do sistema será a soma das entropias de gases de Fermi ideais,
orrespondentes a 
ada banda, ou seja,
S = 2kB [f(Eλk) ln f(Eλk) + (1 − f(Eλk)) ln (1 − f(Eλk))] . (2.74)Reunindo as Eqs. (2.73), (2.74) e (2.72), e após uma álgebra simples, podemosexpressar a energia livre do sistema por

F = 2T
∑

k

{ln [1 − f(E1k)] + ln [1 − f(E2k)]}

+
∑

k

[ε̄a + ε̄bk − E1k − E2k]

+ 2N

(

∆2
1

|V1|
+

∆2
2

|V2|

)

+ µNe . (2.75)A análise dos mínimos da energia livre não será feita de forma analíti
a. Oestudo numéri
o das equações aqui obtidas será desenvolvido no próximo 
apítulo.



Capítulo 3
Resultados e dis
ussão
O ponto de partida para análise da fase super
ondutora do sistema é o estudonuméri
o sistemáti
o da estrutura de mínimos da energia livre, Eq. (2.75), emtermos dos parâmetros de gap (∆1 e ∆2). Isso é feito tratando ∆1 e ∆2 
omoparâmetros livres, para uma dada temperatura T (�xa). O poten
ial quími
o édeterminado, para essa temperatura, através da 
ondição

2
1

N

∑

k

[f(ε̄a) + f(ε̄b(k))] = n (3.1)onde n é o número médio (es
olhido) de elétrons por sítio. Assim, para T �xo,
F (T, ∆1, ∆2) de�ne uma superfí
ie no espaço ∆1∆2. O(s) mínimo(s) dessa super-fí
ie determina(m) os valores de equilíbrio dos parâmetros de gap.Por 
onsistên
ia, tendo em vista a argumentação usada para 
onsiderar idênti-
os os parâmetros de hopping [ver Eq. (2.18)℄, vamos es
olher V1 = V2 ≡ V no quesegue. 28
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Figura 3.1: Energia livre em função dos parâmetros de gap para T → 0, n = 1.0e V = 0.6. No plano ∆1∆2, são mostrados alguns dos 
ontornos da energia livre,sendo os mais internos 
orrespondentes a valores menores de energia.A Fig. 3.1 mostra um grá�
o típi
o da energia livre em função dos parâmetros degap, 
om a projeção dos 
ontornos de igual energia livre. Esses 
ontornos indi
amque neste 
aso, 
orrespondente a T → 0, n = 1.0 e V = 0.6, os valores de ∆1 e
∆2 
orrespodentes ao mínimo de F são ambos não nulos e, portanto, o sistema seen
ontra na fase super
ondutora. Es
olhemos um sistema de unidades onde energiaé medida em unidades de 2t (t é a integral de hopping) e temperatura em unidadesde 2t/kB (kB é a 
onstante de Boltzmann).
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Figura 3.2: Evolução do mínimo da energia livre no espaço dos parâmetros de gap,para n = 1.0 e V = 0.6 e temperaturas próximas à transição super
ondutora.
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ussão 313.1 Transição super
ondutoraPara melhor observar o panorama de evolução, em função da temperatura, dosvalores de equilíbrio dos parâmetros de gap e, 
onseqüentemente, visualizar a tran-sição entre as fases normal e super
ondutora, plotamos os 
ontornos da energialivre no plano ∆1∆2 para várias temperaturas.A Fig. 3.2 permite observar esse panorama de evolução para a seqüên
ia detemperaturas T = 0.111, 0.138, 0.141 e 0.150, mantendo �xos, n = 1.0 e V = 0.6.Nas duas �guras superiores, 
om a da esquerda 
orrespondendo a T = 0.111 e ada direita a T = 0.138, nota-se, pelos 
ontornos da energia livre, que os valoresde equilíbrio dos parâmetros de gap são não nulos, o que indi
a que o sistemase en
ontra na fase super
ondutora. À medida que a temperatura aumenta, osvalores de equilíbrio de ∆1 e ∆2 tendem a zero, ou seja, o sistema se aproximada transição de fase. As duas �guras inferiores 
orrespondem a T = Tc = 0.141(esquerda) e T = 0.150 > Tc (direita), onde se per
ebe que os valores de equilíbriodos parâmetros de gap são, agora, nulos.
3.2 Gap em função da temperaturaEm prin
ípio, o método grá�
o, des
rito através da Fig. 3.2, permite obter, 
om ograu de pre
isão desejado, a temperatura 
ríti
a do sistema. Para melhor visualizara transição, os valores de equilíbrio de ∆1 e ∆2 são determinados para váriastemperaturas, sendo 
onstruidos grá�
os ∆α × T . A Fig. 3.3 mostra a variação de
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Figura 3.3: Parâmetros de gap em função da temperatura para V = 0.6 e n = 1.0.
∆1 e ∆2 
om a temperatura, para V = 0.6 e n = 1.0.Na Fig. 3.3, nota-se 
laramente que, para esta es
olha de n e V , a temperatura
ríti
a do sistema é Tc ≈ 0.141, 
onforme men
ionamos anteriormente. Além disso,
omo os valores de ∆1 e ∆2 são distintos para prati
amente todo T < Tc, per
ebe-se que existe um a
oplamento efetivo entre as duas bandas do sistema. Conforme
omentamos no 
apítulo anterior, as duas bandas se desa
oplam exatamente no
aso ∆1 = ∆2.Analisaremos, agora, o efeito do aumento do número de elétrons para n = 1.2,mantendo �xa a intensidae das interações em V = 0.6. O resultado é apresentadona Fig. 3.4.Pode-se ver, na Fig. 3.4, que a temperatura 
ríti
a do sistema é, agora, Tc ≈

0.067. Essa redução signi�
ativa de Tc em relação ao 
aso anterior (n = 1.0) é umefeito da dimensionalidade, re�etindo uma grande mudança na densidade de estados
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Figura 3.4: Parâmetros de gap em função da temperatura para V = 0.6 e n = 1.2no nível de Fermi. Para n = 1.2 a energia de Fermi se afasta da singularidade devan Hove e, 
onseqüentemente, a densidade de estados nessa energia se reduz,o
asionando a redução da temperatura 
ríti
a.1 A exemplo do 
aso anterior, osvalores de equilíbrio dos parâmetros ∆1 e ∆2 diferem para todo T < Tc.Pela forma das 
urvas mostradas nas Figs. 3.3 e 3.4, vemos que ∆1 e ∆2 têmo 
omportamento típi
o de parâmetros de ordem, sendo nulos na fase normale não nulos na fase super
ondutora. Entretanto, eles não são, diretamente, gapsfísi
os do sistema. E1(k) e E2(k), Eq.(2.66), representam energias asso
iadas àsex
itações fermi�ni
as a partir do estado fundamental super
ondutor, ou seja, sãopor de�nição, positivas. Segundo a Eq.(2.66), E1(k) 
orresponde às ex
itações demenores energias. Portanto, o mínimo de E1(k) é o verdadeiro gap físi
o do sistema.1A 
onexão entre Tc e a densidade de estados no nível de Fermi é mais evidente no tratamentoanalíti
o do problema de uma banda, apresentado no Apêndi
e A.



Resultados e dis
ussão 34Conforme as Eqs. (2.60), (2.69), (2.67) e (2.68), o gap depende de 
ombinações dosvalores de equilíbrio dos parâmetros ∆1 e ∆2, sendo, em geral, variável 
om k.Mais adiante, faremos uma análise detalhada dessa dependê
ia do gap 
om vetorde onda.Na teoria BCS para um sistema de uma úni
a banda e no limite de a
oplamentofra
o, o quo
iente entre o gap em temperatura nula e Tc é ∆(0)/kBTc = 1.76.Essa razão numéri
a é universal, ou seja, é independente de qualquer parâmetro(ex
eto pela restrição de a
oplamento fra
o) e, portanto, 
ontitui-se num ex
elenteponto de referên
ia para qualquer teoria de super
ondutividade. Vejamos 
omoesse quo
iente se apresenta no sistema que estamos estudando.Para o 
aso n = 1.0 e V = 0.6, Fig. 3.3, obtém-se o poten
ial quími
o µ(T →

0) = −1, 
oin
idindo 
om o 
entro da banda b. Então, a superfí
ie de Fermié determinada pela 
ondição ε̄b(k) = 0, o que, pela Eq. (2.20), é equivalente a
F0(k) = 0. Por outro lado, os parâmetros de gap diferem para todo T < Tce, 
onsequentemente, existe o a
oplamento efetivo entre as duas bandas, e o gapdepende de k. Entretanto, segundo as equações (2.57), (2.60) e (2.66), nota-se queo gap tem seus valores máximo e mínimo iguais a 2∆2 e 2∆1, respe
tivamente. Issonos permite obter uma estimativa da razão numéri
a ∆(0)/kBTc em termos do gapmédio. Assim, ∆med(T → 0)/Tc = [∆max(T → 0) + ∆min(T → 0)]/2Tc ≈ 1.41.Não é surpreendente que esse valor se afaste um pou
o do resultado 
lássi
o 1.76.Analogamente, para o 
aso de n = 1.2 e V = 0.6, Fig. 3.4, o gap é, também,dependente de vetor de onda. Tem-se, agora, µ(T → 0) = −0.787. Diferentemente
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ussão 35do 
aso anterior, isso resulta em F0(k) 6= 0, o que impede a determinação analíti
ados limites máximo e mínimo do gap. Ainda assim, pode-se analisar numeri
amenteo 
omportamento de E1(k) ao logo da linha de Fermi no espaço k, obtendo ogap médio. Com esse pro
edimento, obtivemos ∆med(T → 0/Tc = [∆max(T →

0) + ∆min(T → 0)]/2Tc ≈ 1.52), não muito distante do valor obtido para n = 1.0 eum pou
o mais próximo do valor de referên
ia para a
oplamento fra
o. Isto podeser interpretado, novamente, 
omo um efeito da redução da densidade de estadosno nível de Fermi, que se afasta da singularidade de van Hove.
3.3 Calor espe
í�
oO 
alor espe
í�
o de um super
ondutor, além de apresentar um de
ré
imo exponen-
ial 
om a temperatura para T → 0, eviden
iando a existên
ia do gap, apresentauma des
ontinuidade em Tc, que é uma das evidên
ias experimentais mais 
ontun-dentes de um fen�meno de transição de fase nessa temperatura. A teoria BCS paraum sistema de uma úni
a banda no limite de a
oplamento fra
o obtém uma des
on-tinuidade no 
alor espe
í�
o em Tc que de�ne uma nova razão numéri
a universal:
∆ce/γTc = 1.43.Nesta seção, vamos 
al
ular o 
alor espe
í�
o do sistema que estamos estu-dando, 
omparando 
om o 
omportamento de referên
ia 
omentado a
ima. Ospro
edimentos apresentados nas seções 3.1 e 3.2 permitem-nos obter µ(T ), ∆1(T )e ∆2(T ). Com isso, a Eq.(2.73) nos dá a energia interna 
omo função da tempera-
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ussão 36tura, U(T ). Derivando numeri
amente U(T )/N em relação a T , obtemos ce(T ), o
alor espe
í�
o eletr�ni
o (por partí
ula). A Fig.(3.5) mostra um grá�
o de ce/γTcem função de T/Tc, para V = 0.6 e n = 1.0.De forma geral o grá�
o da Fig.(3.5), parte superior, mostra um 
omportamentosimilar ao de um super
ondutor BCS de uma úni
a banda no limite de a
oplamentofra
o. Entretanto, observa-se um pequeno desvio do 
omportamento linear a
imade Tc, provavelmente devido à singularidade de van Hove no nível de Fermi. Poroutro lado, o salto no 
alor espe
í�
o é ∆ce/γTc ≈ 0.8, mostrando um desviosigni�
ativo em relação ao valor de referên
ia 1.43.O 
omportamento de ce × T sofre pequenas alterações se variarmos o preen-
himento de bandas. Por exemplo, para o 
aso n = 1.2 e V = 0.6, obtemos a
urva apresentada na parte inferior da Fig.(3.5). Nesse grá�
o, notamos que nãohá mudanças qualitativas para T << Tc. Para T > Tc, o 
alor espe
í�
o é umafunção linear da temperatura, 
omo esperado para um metal normal (ce = γT ). Jáo salto no 
alor espe
í�
o é ∆ce/γTc ≈ 0.47, �
ando ainda mais distante do valor
lássi
o da teoria BCS.
3.4 Simetria do gap no espaço-kUm dos aspe
tos relevantes quando se estuda super
ondutividade em uma redeé o tipo de simetria do gap no espaço-k. Em nosso modelo, o desa
oplamentoBCS é feito, ini
ialmente, no espaço real. Assim, a transformada de Fourier dá
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í�
o, ce, em função da temperatura, T , para V = 0.6,nos 
asos n = 1.0 (em 
ima) e n = 1.2 (embaixo). A linha tra
ejada indi
a o
omportamento na ausên
ia de super
ondutividade, ce = γT .
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Figura 3.6: E1(k) na primeira zona de Brillouin, mostrando a simetria do gap deenergias no espaço k, para V = 0.6, n = 1.0 e T → 0.diretamente a dependên
ia em k do gap físi
o. Então, para veri�
ar que tipode simetria é apresentada, fazemos um grá�
o da energia mínima as
essível àsex
itações fermi�ni
as do estado fundamental super
ondutor, ou seja, de E1(k),em função de k, para T → 0.A Fig.(3.6) mostra E1(k) para V = 0.6, n = 1.0 e T → 0. Nesse grá�
o,notamos que o gap de energias não tem zeros, mas apresenta modulação em vetorde onda ao longo da linha de Fermi, isto é, o valor do gap não permane
e 
onstanteao longo da linha no espaço-k que de�ne a �superfí
ie� de Fermi. Dessa forma,pode-se dizer que o gap apresenta uma simetria do tipo s-estendida.A 
ondição F0(k) = 0, que, 
onforme dis
utimos anteriormente, de�ne a linhade Fermi neste 
aso, 
orresponde a um quadrado no plano kxky, 
ujos vérti
es sãolo
alizados nos pontos (0,−π), (π, 0), (0, π) e (−π, 0). Pode-se ver, pelos 
ontornos
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Figura 3.7: E1(k) na primeira zona de Brillouin, mostrando a simetria do gap deenergias no espaço k para V = 0.6, n = 1.2 e T → 0.de energia mostrados na Fig. 3.6, que os pontos de mínimo gap, (2∆1) situam-senos vérti
es da linha de Fermi, enquanto os máximos (2∆2) lo
alizam-se nos pontosmédios dos lados desse quadrado.Para se ter uma noção quantitativa mais 
lara da modulação em vetor de ondado gap, plotamos E1(k) ao longo de um dos lados da linha de Fermi. Esse grá�
oé apresentado na Fig. 3.8, onde se podem ver 
laramente as posições e valores dosextremos do gap.Mantendo a intensidade das interações e modi�
ando um pou
o a densidadeeletr�ni
a, não se notam alterações qualitativas na simetria do gap. O grá�
omostrado na Fig. 3.7 mostra E1(k) em função de k para n = 1.2 e V = 0.6. Nova-mente, notamos que o gap apresenta simetria s-estendida. Entretanto, a amplitudeda modulação em vetor de onda é menor que a observada no 
aso anterior.
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Figura 3.8: Modulação do gap de energias ao longo de um dos lados da linha deFermi no espaço k, para V = 0.6, n = 1.0 e T → 0.Devido à mudança do poten
ial quími
o, a linha de Fermi não é mais um qua-drado perfeito. Mesmo assim, é possível plotar E1(k) ao longo de um dos �lados�da linha de Fermi. Isto é feito tomando-se kx 
omo variável independente, a qualpor exemplo pode assumir valores no intervalo [0, π], e disso determinando-se kyatravés da Eq. (2.16), 
om o valor de F0 
onhe
ido pela 
ondição ε̄b(k) = 0, no
aso, F0 = −0.22. O resultado está mostrado na Fig. 3.9, onde pode-se ver que ogap mínimo vale 
er
a de 0.057 e o máximo está próximo de 0.143. Relativamenteao 
aso anterior, a diferença entre os valores extremos é 
onsideravelmente menor.Cabe, ainda, observar que, ao 
ontrário do 
aso espe
ial n = 1.0 (Fig. 3.8), o gapnão está de�nido para todos os valores de kx, pois uma parte desses valores nãoestá 
ontida na linha de Fermi.
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Figura 3.9: Modulação do gap de energias ao longo de um dos �lados� da linha deFermi no espaço k, para V = 0.6, n = 1.2 e T → 0.3.5 A
oplamento restritoComo men
ionamos anteriormente, estamos fazendo o desa
oplamento super
on-dutor no espaço real e a transformada de Fourier dá diretamente a simetria do gapno espaço-k. Se, por outro lado, a exemplo do que é feito usualmente na teoriaBCS para um sistema de uma banda, restringirmos o a
oplamento a uma faixade energias em torno da �superfí
ie� de Fermi, os resultados se aproximam muitodaqueles obtidos para um super
ondutor BCS de uma banda.Para exempli�
ar, a Fig. 3.10 mostra a variação dos parâmetros ∆1 e ∆2 
om
T para o 
aso V = 0.6 e n = 1.0, onde restringimos o a
oplamento a estados 
omenergias próximas à energia de Fermi, numa faixa de largura igual a 1/4 da largurada banda b. Nota-se que, 
om a restrição, os parâmetros ∆1 e ∆2 não diferem entresí para T → 0. Dessa forma, 
omo já dis
utido, desapare
e o a
oplamento efetivoentre as duas bandas (∆ab = 0). Além disso, a razão númeri
a entre o gap físi
o e
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Figura 3.10: Parâmetros de gap em função da temperatura para V = 0.6, n = 1.0e a
oplamento restrito a uma faixa de energias igual a 1/4 da largura de banda.
Tc para T → 0 é ∆(T → 0)/kBTc ≈ 1.75, essen
ialmente reproduzindo o resultado
lássi
o da teoria BCS de a
oplamento fra
o.Já 
alor espe
í�
o 
omo pode ser visto na Fig.(3.11), de forma geral, mostraum 
omportamento similar ao de um super
ondutor BCS de uma úni
a banda nolimite de a
oplamento fra
o. O salto na temperatura 
ríti
a é ∆ce/γTc ≈ 1.83,mostrando ainda um 
erto desvio em relação ao valor universal 1.43, mas bastantemais próximo quando 
omparado 
om os 
asos em que não foi imposta restriçãoao a
oplamento.Por último, o gap físi
o apresenta uma simetria do tipo s, 
omo pode ser vistona Fig. 3.12. Isto o
orre, 
onforme 
omentamos anteriormente, pelo fato de termos
F0(k) = 0 para n = 1 e porque a igualdade entre ∆1 e ∆2 elimina qualquerdependên
ia do gap em vetor de onda [ver Eqs. (2.60)℄.
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oplamento restrito a uma faixa de energias igual a 1/4 da largura de banda.



Capítulo 4
Con
lusões
Neste trabalho, desenvolvemos um estudo detalhado da super
ondutividade nummodelo eletr�ni
o, 
onsiderando somente graus de liberdade de 
arga, em uma es-trutura bidimensional do tipo tabuleiro de xadrez. Isto foi motivado pela observaçãoexperimental de super
ondutividade no óxido metáli
o Cd2Re2O7, um piro
loro, ebaseados na utilização da rede tabuleiro de xadrez 
omo forma simpli�
ada dereproduzir os aspe
tos lo
ais de frustração geométri
a na rede piro
lóri
a. No mo-delo proposto, 
onsideramos dois átomos idênti
os asso
iados a 
ada sítio de umarede quadrada, 
om um orbital por átomo. Usamos uma formulação tight-binding,na qual os elétrons podem �saltar� entre esses orbitais. Além do salto (hopping),levamos em 
onta interações 
oulombianas diretas não lo
ais. Assumimos que ohopping e as interações não lo
ais o
orrem entre primeiros vizinhos e também se-gundos vizinhos, ao longo das diagonais de quadrados alternados.O problema tight-binding sem interações foi diagonalizado exatamente, dando44



Con
lusões 45origem a duas bandas de energia, sendo uma delas não dispersiva. Con
entramosnossa atenção na obtenção de uma solução super
ondutora, assumindo que os parâ-metros de interação entre vizinhos são modi�
ados para gerar interações atrativas.Para análise da super
ondutividade, desenvolvemos formalmente o desa
opalmentoBCS dos termos de interação, obtendo, assim, um hamiltoniano BCS de duas ban-das a
opladas. A diagonalização desse hamiltoniano forne
eu seus autovalores deenergia, a partir dos quais 
onstruímos uma expressão para energia livre do sistemaem termos dos parâmetros de gap. Minimizar numeri
amente a energia livre emrelação a esses parâmetros de gap foi a forma que adotamos neste trabalho paraefetivar a auto
onsistên
ia da solução super
ondutora.A análise da fase super
ondutora do sistema foi realizada 
om base no estudonuméri
o e sistemáti
o da estrutura de mínimos da energia livre em termos dosparâmetros de gap. Através dessa análise, vimos que os valores de equilíbrio dosparâmetros ∆1 e ∆2 têm o 
omportamento típi
o de parâmetros de ordem,sendo nulos na fase normal e não nulos na fase super
ondutora; entretanto, elesnão são, diretamente, gaps físi
os do sistema.O gap físi
o desse sistema depende de 
ombinações dos valores de equilíbrio dosparâmetros ∆1 e ∆2, sendo dependente de vetor de onda. Vimos que, para a faixade parâmetros estudados, o gap físi
o não apresenta nódulos, 
ara
terizado, assim,uma simetria do tipo s estendida. Além disso, estimativas da razão numéri
a ∆(0)
kBTcmostram desvios em relação ao 
omportamento de um super
ondutor BCS de umaúni
a banda no limite de a
oplamento fra
o. Em 
onsistên
ia 
om a ausên
ia de



Con
lusões 46zeros no gap, o 
alor espe
í�
o do sistema apresenta um de
rés
imo exponen
ial abaixas temperaturas.Nosso estudo detalhado de super
ondutividade na rede tabuleiro de xadrez foimotivado pelas propriedades super
ondutoras do 
omposto Cd2Re2O7, mas sema pretenção de des
rever espe
í�
amente esse óxido piro
lóri
o. Em parti
ular,a própria utilização da rede tabuleiro de xadrez e a faixa de parâmetros investi-gada neste trabalho afastam-se da realidade físi
a experimental. Cabe salientarque os parâmetros do modelo podem ser investigados em uma faixa mais pró-xima da realidade experimental, exigindo, entretanto, um maior re�namento dosaspe
tos 
omputa
ionais. Neste sentido, na 
ontinuidade deste trabalho (não in-
luida nesta dissertação) deveremos explorar diagramas de fases, variando n, V1 e
V2. Pretendemos, ainda, in
luir expli
itamente a repulsão 
oulombiana lo
al, U ,e, eventualmente, levar em 
onta os termos de tro
a (interações entre spins) paraabordar a 
oexistên
ia de super
ondutividade e 
orrelações magnéti
as frustradas.



Apêndi
e A
Revisão BCS: sistema de uma banda
Neste apêndi
e faremos uma breve revisão da teoria BCS para um sistema de umaúni
a banda. Para tal, vamos utilizar 
omo bibliogra�a bási
a alguns livros textos,por exemplo [15, 16℄.O ponto de partida é o hamiltoniano BCS,

H =
∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ +

∑

kk
′

V(k,k
′

)c†
k
′
↑
c†
−k

′
↓
c−k↓ck↑, (A.1)no qual o termo de interação pode ser visto 
omo envolvendo a aniquilação de umpar de elétrons 
om vetores de onda k e −k e a 
riação de um par de elétrons 
omvetores de onda k

′ e −k
′ . Esses pares de elétrons 
om vetores de onda opostos são
hamados pares de Cooper. É entre os dois elétrons de 
ada par que a interaçãoatrativa V(k,k

′

) é signi�
ativa.No que segue, vamos 
onsiderar que as energias de elétrons independentes, ǫk,são medidas em relação ao poten
ial quími
o, ou seja, em relação à superfí
ie de47



Revisão BCS: sistema de uma banda 48Fermi para temperaturas baixas. Isso signi�
a que, rigorosamente, o que estamos
hamando de �hamiltoniano� é, na verdade, H−µN . Isto é 
onveniente pois, 
omoveremos adiante, vamos trabalhar 
om um sistema em que apenas o númeromédiode partí
ulas é determinado.
A.1 Aproximação de 
ampo médioVamos usar um desa
oplamento do produto de quatro operadores que apare
e notermo de interação. Generi
amente, um produto de dois operadores quaisquer édesa
oplado 
omo segue:

AB ≈ 〈A〉B + 〈B〉A − 〈A〉〈B〉. (A.2)No hamiltoniano BCS, interpreta-se o termo de interação 
omo o produto deum operador de 
riação de um par de Cooper por um operador de aniquilação deum par de Cooper. O desa
oplamento desse produto é feito, então, na forma
c†
k
′
↑
c†
−k

′
↓
c−k↓ck↑ = 〈c†

k
′
↑
c†
−k

′
↓
〉c−k↓ck↑

+ c†
k
′
↑
c†
−k

′
↓
〈c−k↓ck↑〉

− 〈c†
k
′
↑
c†
−k

′
↓
〉〈c−k↓ck↑〉. (A.3)Ainda é 
onveniente de�nir

∆k ≡ −
∑

k
′

V(k,k
′

)〈c−k
′
↓ck′

↑〉 = −
∑

k
′

V(k,k
′

)〈c†
k
′
↑
c†
−k

′
↓
〉. (A.4)A es
olha de ∆k real não é ne
essária, mas pode ser feita, pois leva a uma soluçãoauto
onsistente no 
aso de um sistema homogêneo.



Revisão BCS: sistema de uma banda 49Vamos 
onsiderar que o poten
ial efetivo V(k,k
′

) �existe� 
omo poten
ial atra-tivo para uma faixa de energias dos elétrons de largura 2ξ em torno da superfí
ie deFermi (para 
aso em que essa interação é mediada por f�nons, ξ ∼ h̄ωD, onde ωD é afreqüên
ia de Debye). Além disso, vamos supor que, nessa região, o poten
ial é fra-
amente dependente de vetor de onda, podendo ser 
onsiderado aproximadamente
onstante e negativo, ou seja,
V(k,k

′

) =



















−V/N, para |ǫk|, |ǫk′ | < ξ

0, demais 
asos. (A.5)o fator 1/N é ne
essário para que se tenha uma energia por partí
ula �nita nolimite N → ∞. Note que ∆k só é não nulo para k na regiâo em que V(k,k
′

) 6= 0.Assim, o hamiltoniano (A.1) �
a
H =

∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ −

∑

k

∆k(c−k↓ck↑ + c†
k↑c

†
−k↓) +

∑

k

∆k〈c−k↓ck↑〉

=
∑

k

ǫk(c
†
k↑ck↑ + c−k↓c

†
−k↓ + 1) −

∑

k

∆k(c−k↓ck↑ + c†
k↑c

†
−k↓)

+
∑

k

∆k〈c−k↓ck↑〉. (A.6)Esse hamiltoniano é, agora, de partí
ula úni
a. Também é interessante notar queos autoestados desse hamiltoniano não têm um número de�nido de partí
ulas.Apenas o número médio pode ser �xado. A igualdade entre os valores médiosdos operadores de 
riação e aniquilação de pares (ver a de�nição de ∆k, Eq. (A.4))garante a 
onservação desse número médio.



Revisão BCS: sistema de uma banda 50A.2 DiagonalizaçãoO hamiltoniano obtido na aproximação de 
ampo médio é não diagonal, no sentidode que não 
onserva o número de partí
ulas e, portanto, não está es
rito na formade produto das energias das partí
ulas pelos seus operadores número de o
upa-ção. O pro
esso de determinação das novas energias de uma partí
ula 
hama-sediagonalização do hamiltoniano.O 
ál
ulo das energias é simpli�
ado se es
revermos o hamiltoniano expli
ita-mente numa forma matri
ial:
H =

∑

k

(

c†
k↑ c−k↓

)

·











ǫk −∆k

−∆k −ǫk











·











ck↑

c†−k↓











+
∑

k

ǫk +
∑

k

∆k〈c−k↓ck↑〉. (A.7)A diagonalização 
orresponde ao 
ál
ulo do determinante
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ − ǫk ∆k

∆k λ + ǫk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (A.8)
uja solução é
λ = ±

√

ǫ2
k

+ ∆2
k
≡ ±Ek. (A.9)Estas energias Ek vão 
orresponder a novas �partí
ulas�, des
ritas por opera-dores de 
riação e aniquilação que são 
ombinações lineares dos operadores deelétrons. Tais operadores podem ser de�nidos pelas relações

αk = ukck↑ − vkc
†
−k↓

βk = ukc−k↓ + vkc
†
k↑ (A.10)
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onjugados.Os 
oe�
ientes uk e vk podem ser determinados a partir de duas 
ondições:1. Os novos operadores, sendo 
ombinações lineares de operadores fermi�ni
os,devem satisfazer as relações de anti
omultação usuais para operadores de 
riaçãoaniquilação de férmions. Isto leva à 
ondição
u2

k
+ v2

k
= 1. (A.11)2. O hamiltoniano só deve 
onter termos diagonais nos novos operadores. Inver-tendo as relações de de�nição de αk e βk e substituindo no hamiltoniano, deve-seimpor que os 
oe�
ientes dos termos não diagonais sejam nulos. Daì resulta à
ondição

2ǫkukvk − ∆2
k
(u2

k
− v2

k
) = 0. (A.12)Estas duas 
ondições permitem parametrizar os 
oe�
ientes uk e vk por umângulo θk, tal que

uk = cos(
θk

2
), vk = sin(

θk

2
). (A.13)Então, a partir dessa parametrização e 
om uma álgebra simples obtem-se,

u2
k

=
1

2

[

1 +
ǫk
Ek

]

, v2
k

=
1

2

[

1 − ǫk
Ek

]

. (A.14)Levando tudo ao hamiltoniano (A.6), 
hega-se a
H =

∑

k

Ek(α
†
k
αk + β†

k
βk) + E0 (A.15)
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E0 =

∑

k

(ǫk − Ek + ∆k〈c−k↓ck↑〉). (A.16)A 
ara
teríti
a bási
a deste hamiltoniano é que as ex
itações de uma partí
ulasão fermi�ni
as, mas existe um gap de energias para essas ex
itações.O gap é determinado pela relação de auto
onsistên
ia eq.(A.4), isto é, a própriade�nição de ∆k.A.3 A 
ondição de auto
onsistên
ia para tempera-tura �nitaComo men
ionamos anteriormente, Ek deve ser interpretada 
omo a energia deex
itação de uma �partí
ula� no estado super
ondutor. Como essa �partí
ula� tem
aráter fermi�ni
o, a probabilidade de que o
orra ex
itação em equilíbrio térmi
oé dada pela distribuição de Fermi-Dira
, ou seja,
f(Ek) =

1

[exp( Ek

kBT
) + 1]

. (A.17)Esta 
onstatação nos permite obter a 
ondição de auto
onsistên
ia BCS para tem-peratura �nita. Partindo da Eq. (A.4), es
revendo os operadores de elétrons emtermos dos novos operadores e tomando o valor médio, temos
∆k = −

∑

k
′

V(k,k
′

)〈c−k
′
↓ck′

↑〉

= −
∑

k
′

V(k,k
′

)u
k
′v

k
′ 〈1 − α†

k
αk − β†

k
βk)〉



Revisão BCS: sistema de uma banda 53
= −

∑

k
′

V(k,k
′

)u
k
′v

k
′ [1 − 2f(Ek)] . (A.18)Usando a forma explí
ita da função de Fermi, Eq. (A.17), e as Eqs. (A.14) para uke vk, obtemos

∆k = −
∑

k
′

V(k,k
′

)
∆

k
′

2E
k
′

tanh
(

E
k
′

2kBT

)

. (A.19)Esta equação admite a solução ∆k 6= 0 na região onde o poten
ial é não nulo;dentro dessa região, ∆k ≡ ∆, independente de k, e a relação de auto
onsistên
ia é
1 =

V
2N

∑

k

′ 1

Ek

tanh
(

Ek

2kBT

)

, (A.20)a qual determina a dependên
ia em temperatura do gap, ∆(T ), pois Ek = (ǫ2
k

+

∆2)1/2. A �linha� na soma indi
a que a mesma é restrita à região na qual o poten
ialé não nulo.A 
ondição de auto
onsistên
ia pode ser es
rita sob a forma de uma integralem energia, resultando em
1

VD(ǫf )
=
∫ ξ

0

tanh[(ε2 + ∆2)1/2/2kBT ]

(ε2 + ∆2)1/2
dε; (A.21)onde D(ǫf) é a densidade de estados no nível de Fermi. Esta equação não é tratávelanaliti
amente, mas pode ser 
omputada numéri
amente.Na temperatura 
ríti
a, ∆(Tc) → 0. Assim, pode-se estimar Tc fazendo ∆ = 0em (A.21). Para kBTc << ξ, obtemos

kBTc = 1.13ξ exp(
−1

D(ǫf)V
). (A.22)
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ulando o gap em T = 0 no limite de a
oplamento fra
o, D(ǫf)V << 1, e
omparando 
om a expressão para Tc, Eq. (A.22), obtemos a relação
2∆(0)

kBTc
= 3.52. (A.23)Este resultado, que rela
iona a largura do gap em temperatura nula 
om Tc, énotável, pois independe de qualquer parâmetro, podendo ser usado 
omo um testepara a teoria BCS no limite de a
oplamento fra
o.Dois outros resultados interessantes vêm do 
ál
ulo do 
alor espe
í�
o cV . Pri-meiramente, obtém-se uma des
ontinuidade na temperatura 
ríti
a que, 
ompa-rando 
om o 
alor espe
í�
o de um metal paramagnéti
o (cV = γT ) em T = Tc,
onduz a um resultado 
lássi
o da teoria BCS,

∆cV

γTc

= 1.43. (A.24)Por outro lado, quando T << Tc, a teoria BCS prevê que o 
alor espe
í�
o de
res
eexponen
ialmente 
om a temperatura, ou seja
cs(T ) ≈ exp

[

−2∆(0)

kBTc

]

, (A.25)o que reproduz bem as observações experimentais.
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