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Abstract

In this work, it is presented the essential as-

pects of the theory of the inverse scattering transform and
its applications to the study of nonlinear evolution equa-
tions. The scattering theory of the Schrddinger operator for
either bump- or steplike potencials is considered first, and
applications to the initial value problem for the Korteweg- de
Vries equation are given. There follows a discussion of the
scattering theory for AKNS systems, a class of spectral prob-
lems which is ultimately related to most of the interesting
nenlinear evolution equations solvable by the inverse scat-
tering method. A recently found integrable equation is dis-
cussed in the last chapter in* connection with the scattering

problem of Shimizu- Wadati.

Many important topics are not considered here,

such as the periodic case for the Korteweg- de Vries equation,

conservation laws, Hamiltonian formalisms, Bdcklund transfor-
mations, long-time asymptotic behavior of solutions, and per-

turbation theory.

T i essavrre s s ey T B AN R L i ¥ H Jeid! L IFFHL Bt T L e e e S o W S S W T



Resumo

Neste trabalho, sao épresentados os aspectos es-
senciais da teoria de espalhamento inverso e suas aplicagoes
ao estudo de equagoes de evolugao nao lineares. A teoria de
espalhamento do operador de Schrddinger para potenciais de-
caindo a limites definidos ao x - *+ = ¢& considerada primeiro,
com aplicagOes ao problema de valor inicial para a equacgao de
Korteweg- de Vries. Segue uma discussao da teoria de espalha-
mento para sistemas AKNS, uma classe de problemas de autova-
lores direta ou indiretamente relacionada com a maior parte
das equagoes de evolugao nao lineares soliveis pelo método de
espalhamento inverso de interesse na pratica. Uma eguagao nao
linear recentemente encontrada solivel por esse método & dis-
cutida no Gltimo capitulo em conexao com o problema de espa-

lhamento de Shimizu- Wadati.

Muitos tdpicos importantes nao sao tratados aqui,
incluindo o caso periddico da equacao de Korteweg- de Vries,
leis de conservacgao, formalismos Hamiltonianos, transforma-
¢Oes de Bdcklund, comportamento assintStico das solugoes ao

t + = e teoria de perturbagao. g
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INTRODUCRO

Com o surgimento dos computadores digitais e sua
rapida evolugao, um numero cada vez maior de modelos ndo linea
res puderam ser utilizados na descrigao e investigagao dos fe-
nomenos naturais, em sua grande parte nao lineares. A Matema-
tica Nao Linear foi-se impondo ccmo uma area dominante de pes-
gquisa, métodos analiticos e numéricos tém sido continuamente
desenvolvidos, embora se esteja ainda longe de uma teoria su-
ficientemente forte e abrangente, capaz de um tratamento sis-
tematico a questces basicas como convergéncia e estabilidade de
esquernas numéricos ou mesmo existéncia e regularidade de solu-
¢oes. Mesmo assim, alguns procedimentos de anadlise relativamen
te abrangentes ja foram obtidos, havendo inclinagao em se afir
mar que eventualmente se atingird status similar ao da teoria

linear.

O presente trabalho & uma rapida exposigdao sobre
un desses métodos, descoberto guase por acaso por C.S. Gardner,
J.M. Greene, M.D. Kruskal e R.M. Miura ha pouco mais de 15 anos
[19]. Decorreu de modo inesperado das investigagoOes que se se-
guiram ao célebre experimento de Fermi- Pasta- Ulam [18], um
dos marcos basicos da moderna Fisica Nao Linear. Motivados pe-
lo novo MANIAC, E.Fermi, J.R. Pasta e S.M. Ulam estudaram nu-
mericamente o comportamento de um sistema de massas idénticas
sujeitas a uma interagdao levemente nao linear [14], [18]. A n3o
ocorréncia de equiparticao de energia entre os diversos modos
do sistema, que parecia natural frente & nao linearidade das
interagoes, permaneceu inexplicada por alguns anos, motivando
diversos trabalhos [33] e culminando com a descoberta definiti-
va do soliton por N.J. Zabusky e M.D. Kruskal em 1965 [41]. Mo
delando o problema correspondente a interagoes quadraticas pe
la equacado ndo linear de Korteweg- de Vries, que pode ser es-

crita em coordenadas convenientes como

(1) U - ﬁuux f Bouxe = 0 '

T
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verificaram numericamente que ondas solitarias dessa equacao
interagiam entre si de uma forma quase linear preservando as-
sintoticamente sua identidade {141, [41]. Esse comportamento
corpuscular fez N.J. Zabusky e M.D. Kruskal denominarem tais
solugoes especiais de so0litons, e experimentos numéricos sub-
seqlentes [42] levaram & conjectura de que toda solucdo u(x,t)
de (1) com ufx, ) » 0 ac x + & « s¢ decomponia para £ grande
num namero  findto de solitons (28] . Em outros termos, existia
para a equagao nac £inean (1) uma familia especial de solugoes
capaz de descrever essencialmente solugdes arbitrariamente ge=

rais!

Motivados por esses surpreendentes resultados, de
natureza computacional, C.S. Gardner, J.M. Greene, M.D. Kruskal
e R.M. Miura, numa série de sucessivas descobertas, elaboraram
um método de solugac para a equagao de Korteweg- de Vries |19,
[20], que permitiu em particular a comprovagao parcial da con-
jectura de N.J. Zabusky [20], [31],[39]. O ponto basico desse
método consiste na observagao surpreendente de que, introdu-
zindo-se u(x, t) como potencial na equagao unidimensional de

Schrédinger

(2) -2 s ux, B = A

o espectro resultante ¢é invariante com relagao ao parametro t
sc u(x, t) satisfizer (1) e condicoces de fronteira adequadas.A
conexao da cquagao (1) com o problema quantico de espalhamento
traduzido pela cquagﬂd de schrbdinger (2) torna-se menos sur-
preendente se for notado que a interagao experimentalmente ob-
servada entre solitons sugere algum tipo de fenomeno de espa-"
lhamento, seja cldssico ou quantico [14]. A conservacao da par
te continua do espectro de (2) & natural pela estabilidade do
espectro essencial frente a pertubagoes compactas, ou fisica-
mente porgque corresponde aos valores de energia admissiveis pa
ra os estados nio ligados — e a energia de uma particula li-
vre que incide sobre o centro espalhador representado pelo po-
tencial u(x, t) pode sempre ser escolhida arbitrariamente. O

que de fato surpreende & a conservagao dos autovalores discre-
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tos de multiplicidade finita. Isso significa que ¢ espectro
correspondente a um dado inicial u(x, 0) torna-se o espectro
para cada t > 0 -— ou seja, o espectro & conhecido para ca-
da t embora u seja dada apenas para t = 0. O problema de obter
o potencial de (2) a partir do espectro e do comportamento as-
sintotico de % havia sido resolvido dez anos antes por I.M.
Gelfand, B.M. Levitan, V.A. Marchenko e outros [21], [29], sen
do conhecido como o phoblema Lnvense de espalhamenfo. A conser
vagao do espectro de (2) permita entao a construgao da solugao
u{x, t) de (1) a partir de um esqguema de espalhamento inverso!
(19], [20], [31].

Impunha-se naturalmente a questao da particularida
de desse método a equagao de Korteweg- de Vries [31]. Em 1968,
P.D. Lax apresentou um formalismo permitindo estender o método
a outras equagoes de evolugao nao lineares [15], [28]. Um for-
malismo particularmente util foi desenvolvido por M.J. Ablowitz,
D.J. Kaup, A.C. Newell e H. Segur [1], [3], [4] permitindo o
tratamentc de algumas equagoes de relevancia na Fisica Matema-
tieca il] ; EB?;}. Com varias crxtensoocs o gf_*r'z(_-rcllixa:r..’:ar;r-;, o meto-
do ficou conhecido como metode de espelhamento inverso, tendo
tido importantes aplicag¢oes, incluindo por exemplo as eguagoes
de Korteweg- de Vries [9], [11], [19], [20]., [32], [36], Kor-
teweg- de Vries modificada [23], [35], [37], sine-Gordon [3],
[4], Schr8dinger nao linear [43], Boussinesq [12], [45] e Ben-

jamin- ono [5], [6].

No capitulo 1, é considerado o problema de espalha
mento correspondente a equacao de Schrddinger (2) para poten-

; B i 2 o
ciais integraveis em R contra 1 + x°. Originalmente, L.D. Fad-

deev [16], [17] considerou o problema para potenciais integra-,

veis contra 1 + |x|, porém sua descrigao nac estava inteiramen

te correta [10], [13]. sendo corrigida somente recentemente [30].

Em §2, sao apresentados alguns resultados simples da teoria de
espalhamento, particularmente a equacao de Gelfand- Levitan-

Marchenko
o

(3) Q{x + y,t) + Bx,y,t) + j plsery # z,8) Blx,z,t) dz =0

0



gque permite a recuperagao do potencial u(x, t) via

J

Dx

(4) wlz, tj == B(x, 0, t)

A fungao q(g, t) para cada t é cobtida a partir do espectro de
(2) e do comportamento assintotico das autofuncoes na frontei-
ra x -» * o, Em §3, € mostrado que o espectrc & invariante no
tempo quanto u evolui conforme o regime nao linear (1), seguin
do essencialmente o argumento original [19], [20]. A condicgao

adicional

(5) u(x, t) » 0 ao X + w

permite entao que se obtenha facilmente Q(£, t) a partir de
(g, 0). Assim, o método € particularmente adequado para o pro
blema de Cauchy

ut - Guux + uxxx = 0
(6)

uix, 0) = Uo(x)

gquando o perfil inicial U;(x) faz cumprir (5). Para certos po-

tenciais Uy (x), a equagao (3) é de nucleo separavel e pode en-
tao ser resolvida por mctodos algébricos. Fisicamente, isso cor
responde a situagao de inexisténcia de reflexao das ondas in-
cidentes por parte do potencial (neflecticnless potenitials), e
a solugao u(x, t) nesse caso fica resolvida para t grande nu-
ma seqliéncia pura de n pulsos solitarios [20], um para cada au
tovalor do espectro discreto, constituindo um n-soliton (pute
n-s0liton sclutions). Em §4, & mostrado a partir de uma andli-

se simples que esse & o caso quando

(7 Uc(x) = - n(n + 1) sech?x

e as solugdes correspondentes s3o expressas utilizando a formu-
la de Kay- Moses [26], [39]. Em §5 e §6, o método de espalhamento

para (6) €& estendido de modo a incluir o caso em que ul{x, t) de

i




cai a limites distintos ao x — * = (steplike potentials). Es
sa situacio tem interesse pratico [24] e, conforme era natural
prever [31], conduz a um formalismo parecido. Essencialmente,
na expressao do nieleo 2da equagao integral acima & acrescenta
do um termo gue leva em conta a diferenga entre os niveis de u
na fronteira x - & «. Contudo, o comportamento assintdtico de
u(x,t) ao t -+ + « npnesse caso nao esta completamente estudado

[11], [24]. O método & aplicado em §7 para o problema

u - Huu  + u = 0
t ped KEKX
(8)

ul{x, 0) = H(x)

onde H(x) & a fungao de Heavyside

e

(9) H(x) = f .

obtendo-se uma solugao u ¢ C”(R x R,  R) que satisfaz a condi

¢ao inicial dada na medida em que

b b

(10) u(x, £) éx - | H(x) dx ao t » 0
[

|
.

a a

-

para cada a, b € R dados. A solubilidade da equagao (3) € mos
trada a partir do Teorecma das Alternativas de PFredholm [40}, e
s¢ aplica a condigoes iniciais mais gerais que a fungao de

Heavyside, por exemplo [11]

& i) Ue(x} = aIH(x—xi) + At (x-5,) + s + anu(x—xn)

Na verdade, toda a andlise apresentada & aplicavel sempre gque
Q apresentar ﬁropriedades de regularidade e decaimento adequa-

das, explicitadas na Proposigao 7. Isso permite incluir por

Sl
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exemplo pulsos arbitrarios Uj; ¢ C”(R, R) que decaiam a limi-

tes definidos ao x + * = de modo suficientemente rapido [11]. A

T e

comprovagao da Proposigao 7 para esses casos, contudo, € dema-

siadamente trabalhosa.

0 método de solugao acima para a equagao de Korteweg- de

¥ e, ey

Vries resulta de sua associagao com o problema linear de auto-

valcres

{12) Ly = Ay, L

il
|
+
=

correspondente & equagao unidimensional de Schr&dinger, onde u
desempenha o papel do potencial. Em 1968, P.D. Lax [28] chser-
vou mais geralmente gque o método & aplicdvel para equagoes de

evolugao

(13) ut = F(u)

onde o problema linecar associado (para L, fixzo)

(14) Lx = MW, L = L, +u 5
satisfaz
(15) BL - LB = F(u)

|
!
para algum operador anti-simétrico B. Em 1971, V.E. Zakharov '
|

e A.B. Shabat [43] apresentaram a partir disso um esquema de &
espalhamento inverso para a solugao do problema de valor ini=- ~ 5
cial para a equagao cibica de Schrddinger lE
'
* 22

(16) Gy o Ao = 2ig’q =0

associando o problema linear de autovalores [f

J: -

et T L 1] T TR |




o
oy g
Jx
(17) Ly = Ay , L o= 1
gt B
J X

¢ obtendo a solugao g a partir do problema de espalhamento cor-
responde a (17). Definitivamente, o método de espalhamento in
verso nao era particular 3 equaciao de Korteweg- de Vries! Em
1973, M.J. Ablowitz, D.J. Kaup, A.C. Newell e H. Segur consi-
deraram mais geralmente o problema de espalhamento associa-

do ao sistema

-

9,
= o q
(18) Ly = Ay, Y = % i
r _J
Jx

que permitiu o tratamento por espalhamento inverso de uma lar
ga classe de equagdes [1], [2], [3], [4]. Essa classe de pro-
blemas de espalhamento esta relacionada direta ou indiretamen
te com a maior parte das equacgoes de evolugao nao lineares de

interesse soliveis pela técnica de espalhamento inverso [7].

No Capitulo 2, & desenvolvida em detalhe a teoria
de espalhamento para o operador ZS-AKNS dado por (18), em pa-
ralelismo com & do operador de Schrddinger exposta sucintamen
te no Capitulo 1, estabelecendo~se na segao final um esquema
de espalhamento inverso para a analise da eguacao de Sine-

Gordon

(19) U T osen u 4 u real.

Em §2, §3, & considerado o problema direto de cspalhamento pa
ra (18) ¢ em particular a determinagao do espectro a partir
dos potenciais gl(x, t), r (x, t). Os autovalores de (18) sao

o conjunto R dos numeros reais (o espectro continuo) acrescido



possivelmente de um conjunto limitado, tipicamente finito, de

autovalores complexos de multiplicidade um (o espectro discre

_ T
to) . Para A real, as autofuncgoes ¢[1’ 5 w[z] podem ser toma-

das com o comportamento

1,
( ) wd XK X
N [ 3 A0 X = - w
0

(20) w[l](x,t;m
L 0

N BN &) ( ) e~ihx + b0, t) ( ) ei;\x
0 1

ao X = -+ =

Q
( ) irx
W e ao H o~ = @
3.

(21) w[Z](x,t;A)

1
nvooala,t) I +Bu,t)< ) o
0

an @ Bxw e

4]
onde ficam definidos os coeficientes a(r,t), a(ir, t), b(2r, t),

ﬁ(l, t). Para os autovalores discretos, Kk = a, <+ iB , pode-

k k
se tomar ¢l
y = ( |
wz
com
3
" Yk(t) < ) ekllkx ao X =+ = w®
0 /
(22) ¥ lxtih)
70N
{ \ 7,
v 6. (t) | | e 'k ey ¥F B P
k \ - /

e a condicao de normalizagao



{23) J t}Jl{X, £ Q\k) gbz(x, t; ,\k) gz = 1

N
O espectro discreto {lk} k= 12 junto com o©s coeficientes
5k(t) e os coeficientes de transmissao a (X, t), A(r, t) e re
flexao b(x, t), g(l, t), constituem os dados de espalhamento
do operador ZS-AKNS correspondentes aos potencilails qix, t),
rix, t). O problema inverso consislbe cm obter os potenciais a
parti: don dados de espalhamento, ou seja, realizar a  opera-

an

N 3
. A8 (¢ : alt,A),alt, ok _1}[- (b
{24) { { k: k(t} }k:lf 1(Lr }!1(tl ),b(l,, )Ib(t: ) j lq()"t) ,r(X,t)}

gque & analisada em §4. Os potenciais sao obtidos via

gix, &) =~ BI(X; 0, t)
(25)
g
rix, &) = - Bz(x, 0, t)
v
B, By
l-b -—
para B = _ ¢+ B = solugoes das equa-
v
B2 BZ

gées de Gelfand- Levitan— Marchenko

F o
1 \ f 0
(26) B(?‘::y:t) ok ( /] E{Xﬂ’;t) + ! E(X‘*‘Y‘fz;t) H(szrt)dz :( )
0 ' 0
0

+o

0 f 0
r
(27) Etx,y,t) + ( ) alxty,t) + j Q(xty+z,t) B(x,z,t)dz ( )
b0
0
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N s
onde (g, t), (g, t) sao construidas a partir dos dados de il

espalhamento. A solubilidade das equagbes (26), (27) é garan-

tida impondo-se condigoes sobre ¢, r; a solucdo pode nao ser 1
tnica [4] mas em qualquer caso (25) pode ser executado para

~ N
solugoes apropriadas B, B.

Sistemas ZS—-AKNS de ordem n sao da forma

! |
(28) ——-L = A J oy + R(x)V¥ i
dx ;

onde J = diag (pl, i sty un) para u u seer My conple-

- g 14 gt
x¥os distintos e R(x) tem diagonal nula [7]. Para o sistema de

Shimizu- Wadati [34], que aparece em conex3o com a equacdo de

evolugao

q

1l
o

(29) iqt +

2
L% |l -

apresentada no Capitulo 3, J é matriz nao constante e seus au ?g
tovalores dependem explicitamente do potencial gq(x, t). Essa il
diferenga nao chega a ser fundamental no estudo do problema de
espalhamento, como apresentado no Capitulo 3, porém o poten-
cial esta relacionado com a solugao da equagao de Gelfand- Le
yitan—- Marchenko por uma equagao integral nao linear de difi-
cil solugao em geral. Em alguns casos, € possivel reduzir o
problema a uma equagado afgebaica nao linear, e em §6 esse pro ;

cedimento & seguido para a obtencao de l-solitons da egquacao

de Shimizu- Wadati (29). .

Resta finalmente destacar a contribuigao particu-

e T e A i e e B

larmente dada nesse trabalho. No Capitulo 1, a Proposigac 3 &

nao encontrada nas referéncias utilizadas e ilustra de modo

interessante a obtengao de informagao sobre a equagao nao li-

near de evolucao a partir do problema de espalhamento associa

do — o principio bdsico do método de espalhamento. Os Teore-

mas 1, 2 sao enunciados com hipoteses mais fracas que o modo

(CHaRBRR L T P R R P i i ! j i A
LS RS e N R Ll g bl b b ibetrbi i EYPR ) . A bt b bt et o A
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usual. §4 fornece um tratamento simples para o problema gquin-=
tico de espalhamento associado a uma familia de potenciais do
tipo sech’x, e deve ser encarado como um exercicio de cdlculo
explicito de autovalores e dados de espalhamento. A idéia ori-
ginou-se em Gltima instncia de extensdes feitas a partir de [27], th.2,
Exercicio 11. §7 preocupa-se fundamentalmente em fornecer os
detalhes nao triviais omitidos em [11], a referéncia basica
nessa segao, varios adaptados de o], [17], [32]):1386]. 6 ea-
pitulo 2, exceto §5, @ resultado da adaptagao dos argumentos
familiares referentes ao operador de Schrddinger ao sistema
7S-AKNS, sendo a maior parte dos resultados sugeridos em [lSL
ch.5. §5 fornece detalhes nao presentes em [2] a respeito da
aplicagao do método a equacgao de Sine- Gordon, particularmen-
te um modo natural de obter as leis de evolugao dos dados de
espalhamento. Finalmente, o Capitulo 3, exceto por §6, rees-
creve quase inteiramente o artigo [34], resolvendo os proble-
mas de rigor ai encontrados. Alguns resultados foram acrescen
tados ou enriquecidos, como o Teorema da Invariancia do Es-
pectro (Teorcema 19) ¢ a analise do comportamento das fungoes
de Jost para valores grandes do paramctro (Teorema 5). Ambos
envolvem a andalise por métodos elementares do comportamentode
solucoes de sistemas de equacoes diferenciais com respeito a
parémetros que intervem na formulagéo desses sistemas ou nas
condigoes iniciais, apresentando interesse por si mesmos. A
segéo §6, contudo, segue inteiramente a analise de T. Shimizu

e M. Wadati apresentada em [34].

Por ultimo, seria injustiga nao expressar reconhe
cido agradecimento a todo o Departamento de Matematica da Uni
versidade de Brasilia pelo excelente ambiente de estudo ali
propiciado e em especial ao professor Jairo Athayde Cavalcante
pela orientagao segura e Os seminarios sempre proveitosos a
que gentilmente se dispbs durante esse periodo. Também a Eliene
gulzbacher fica registrado meu sincero agradecimento pelo pa-

ciente trabalho de datilografia.

Porto Alegre, 20 de abril de 1986.

ezt d caldbbl sttt L £330 B -
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CAPITULO I

ESPALHAMENTO ASSOCIADO A EQUAGCAO DE SCHRODINGER

§1 - Introducao

Neste capitulo, serad apresentada a teoria de espa

lhamento associado ao problema de autovalores

correspondente & equacao de Schrddinger unidimensional indepen-
dente do tempo, tendo em vista sua aplicagao ao prohlema de

Cauchy nao linear

v - 6uu‘ L 0 (x e R, £t>0) (1)
(1)

u{x, 0) = Uy(x) (2)
Em §2, §3 € considerado o caso Ug(x) - 0 ao x -+ i », histori

camente o0 primeiroc a ser resolvido via essa teoria, numa des-
coberta notavel que deu significativo impulso aoc estudo de al
guns problemas nao lineares. A teoria de espalhamento corres-
pondente &€ apresentada em §2. Isso consiste na analise e des-
crigéo de certos parametros {gue incluem por exemplo os auto-
valores) associados d equagao de Schrddinger e o estudo das
inter-relagoes desses parametros com o potencial u{x) -— de*
modo especial agui como esse Ultimo pode ser caracterizado (cb
tido) a partir dos primeiros. Omite-sc¢ detalhes desnecessarios
¢ as demonstracoes mais longas, gque podem ser facilmente en-
contrados nas referéncias citadas ou adaptados dos capitulos
posteriores. Em §3 esses resultados sao aplicados na constru-
¢ao de um método exato de solugdao para (1), o metede de espa-

fhamento {nverse, seguind> essencialmente os trabalhes origi-
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nais [19], [20]. Algumas solugOes especiais sao entac obtidas
em §4, servindo de ilustragao ao importante conceito de s0l4-
ton. Finalmente, nas secoes §5, §6 estende-se o tratamento des
crito em §2, §3 visando a incluir o caso em que U; (x) decai a
limites diferentes ao x = + =, sendo feita uma aplicagao de
talhada em §7 tomando-se¢ para Ug(x) a fungao de Heavyside, com

enfase no rigor da aplicagao do método.

O principio geral ¢ aprescentar os resultados com
clareza e detalhe, eventualmente melhorados ou enriqguecidos,
omitindo-se as demonstragoes sempre que estas sejam encontra-
das em suficiente detalhe na literatura utilizada, referidano

texto.



§2 - Teoria de

- JFaddeev

Nesta segao, é
utilizada para a solugao
caso de o perfil inicial

discussac mais detalhada

do prcblema
Ug (%)

pode ser vista em [151,

14

Espalhamento de Gelfand - Levitan

- Marchenko

descrita a teoria de espalhamento
(L) . [20], no

decalr a zero ao » -+ + w,

[15]1

seguindo

Uma

Sendo
u £ C°(R, R)
tal que
u{x) - 0 aox =+ t =
e
B
bolulx) | (1 + x?) dx < + w

tomado como

potencial na equagao de Schrddinger

(3) b +ub =k% (p = -%  k e T),
dx
considera-se as funcoes de Jost
f+(°: k): f_{’p k) E C? GR.' c)f
quc sao as solugoes de (3) com
ikx
:f_i,(xf k) =~ 7
(4-+) ao x —+ + w
ikx
f'(x, k) v ik e
+
~-dkx
iz, k) v @
[4") ao X = = @
—qxx
£l (a2, K)Y « — 3k e
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A existéncia dessas fungoes pode ser mostrada transformando
(3) numa equacgao de Volterra. O esqguema iterativo usual de so
lugao fornece estao ([15], Ch.4)

f e C2R xC., C)

f-!-" = +

com

£ o(x, 2), £_ (%, +) analiticas em c,

para cada X £ R.

De (4) resulta nos k ¢ R—- 0 que f+(-, k), f:(-,k}

formam uma base de solugoes para (3), de modo que

(5) Eoles X €& 08 Bk, k) o+ B ] £, K)

Os coeficientes a+(k), b+{k) aqui introduzidos possuem varias
propriedades e desempenham um papel importante na teoria de
espalhamento de (3). Observando que © wronskiano g fl‘ le =
£f,£) - £1£, de duas solugdes quaisquer £,, f, da equagao de
schr8dinger (3) independe de x, resulta de (4), (5) a repre-

sentagao

1

a+(k) ] “?‘ W [f#(': k); f+{‘r k)]
2ik

B, (k) = —— W [£,(-, k), £_(+, k)]
2ik

Rj k xeal == 0.,

de onde a, pode ser estendido analiticamente a €,. O mesmo ra

*
ciocinio aplicado a W[f_, f_] forncce

A}

|a+(k}[2 =1 + |b+(kJ|? VY k real # O,

o gue permite escrever

*

(6) . '1‘+(k} £ (s, k) = £+{-, k) + R (k) f+(n, k)



le

onde
; b, (k)
T, (k) B ——t | R (k) EE
a, (k) a, (k)
k real #= 0,
tendo-se '.l‘+ e C°MR, ©), R+ £ LZGR).

A equagao (3) corresponde ao problema de auvtovalo

res do operador auvtcocadjunto

L: W2 (R) — L?(R)

dado porxr

(7) L [¢] = - "' + u¢

onde WP@R) = (£e L) : £'' ¢ L2(R) .-

pode~se mostrar ({15], Ch.4) que os autovalores de (7) (ou e-
quivalente (3)), se existirem, formam um conjunto finito

2 - - 2} s i ! : e .
S P R Ky Jooonde dky, lk,, ..., dky sao preci
camente ©s Zeros em E+ do coeficiente a+{k). Ademais, cada au

tovalor Aj = (jmj)z & simples, sendo as funqaes reais

autofucoes associadas a lj' Segue entao de (4) gue as auto-

fungoes de (3) decaem exponencialmente ao x * * ©

pefinindo Cj > 0 wvia
+oo
3
-2 | _ 5
[ = £,(x, iv.) ax,
J . G J
=

culém-se as autofungoces normalizadas

¢ os parametros Kyr Kou sees K juntamente

N.F 1!’ :{f i Nf
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com as fungoes R (k), T (k) constituem os dados de espalhamen
te do operador de Schrddinger correspondente ao potencial u.
potenciais distintos tém dados de espalhamento diferentes [16],
e a deternminagac do potencial u(x) associado a um conjunto de
dados de espalhamento dado constitui o chamado pacblema Lnven
s0 de espathamentv, de importancia fundamental para o método
de solugao de (I) a secr descrito em §3. Esquematicamente, de-

fine-se a fungio real [15]

N o
~2K .2 1 2ikz
@ (z) F 2 c? e J + — R, (k) e dk,
(8) +(z) E . = L (k)
=1 ot
z e R,
e considera-se para cada x € R a Gnica solugzo [17] B+(x, )
em Lz(O,-Fw) da equagao
+§f-|
’ - - - ) - e i —_
QAx+y) + B (x,y) + @ (x+y+z) B (x,z) dz=0
0
(Gelfand - Levitan - Marchenko),

tendo-se entao [15}

B, ¢ c'm x [0, + «[, m)

com 5
u{x) = - — B, (x, 0)
)3

A obtencao da solugao I, permite portanto a recuperagao do po
tencial u(x) associado aos dados de espalhamento considera-

dos.
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§3 - Método de Espalhamento para a Equagao de
Korteweg -de Vries

Se, na seqﬁo precedente, o potencial u depender
de um parametro adicional t, ou seja, u = ul(x, t), os dadosde
espalhamento correspondentes dependerao em geral desse parame
tro. A descoberta notavel de C.S5. Gardner, J.M. Greene, M.D.
Kruskal e R.M. Miura [19], que permitiu a elaboragdo de um mé
todo exato de solucao para diversas equagoes nao lineares, foi
que se u(x, t) evoluir em classe adequada conforme a equagao
de Korteweg- de Vries (1) entao os autovalores de (3) nao de-
penderﬁo do parametro t, e os demais coeficientes de espalha-
nento evoluirao segundo leis simples [15], [19], [20], [31].
conhecidos os dados de espalhamento para cada t, a técnica de
espalhamento inverso exposta no final da segao anterior pode

entdao ser utilizada para a determinagao da solugac ul(x, t).

Mais precisamente, a andlise de [15], [20] permi-

te concluir

TEOREMA 1 (J.M. Gaeene, C.S. Gardner, M.D.Krushal, R.M.Miung,
1967)

Sendo
u e MR «x [0, + m[, R)

sofucdo da equagao de Koateweg- de Vrdes

wp = buuy F gy =0
tal que
+ e
4@
(4) Plale, 2)] dxoe Jlu el )| dx
J
convergem und formemente em £ Aobre compactosb £—§+
4- o
[id) JI“(X, ) | (1 + | x|} dx converge para cada

- 1 = 0 dado
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e
(LL4L) parna cada t = 0 §ixado
tif=, &) & B
e
X
u (-, £ = O(GQI i] ao x—+ t @
para cada o > 0
ENTAQ
0 espectrno do operador de SchaBbdingen
2
L{t) = - d + ulx, )
dx?
independe de £, e tambem o espectrc pontual de
IL{t) indepente de t.
PROVA

Para cada t, o espectro de L(t) contém ]0, + m[:
de fato, dado XA = k?, k > 0, tomando © € (C®(R, R) com 0 <0<l,

o(x) = 1 para Ix] <1l e 0(x) =0 para lxl > 2, e considerando
= X
QH(X) = e(n) ;

tem-se ac n —+ + @«

llen- E.(on X t) | : — + @
L~ (R)
enguanto
(ge) ~ Mfo, £] == [26] 0, * £, 0]
fornece
|{(.1L-J\}[0nf]]i -+ 0 ao n - + @
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Bm particular, [0, + w[ faz parte do cspectro de L. Ademais,
claramente ]0, + =[ nao contém autovalores, ja que para A= k2,
k > 0, tem-se £+(x, k; t)., f:{x, k; t) linearmente independen
tes comportando-se oscilatoriamente ao x -+ + » e descrevendo
todas as solucdes em W' (R) de (3). Um raciocinio desse tipo
mostra que X = 0 também nao € autovalor: de fato, a condicao
(ii) garante a existéncia das fungoes de Jost f,, f_ para

k = 0, e tomando (para X, grande)

df: ' X = xg:

obtém-se uma base de solugbes £ _, g no [x;, + «[ em gue ne-
nhuma das fungoes € de quadrado integravel. Portanto, [0,+ »[
faz parte do espectro continuc de I, para cada t » 0. O res-
tante do espectro € formado pelos autovalores, que correspen-
200t
introduzida em §2, todos simples e isolados ([15], ch. 4).Sen

dem aos quadrados dos zeros em ¢, da fungao analitica a

do IL. autoadjunto, resulta em particular gque todos tais zeros

sao imagindrios puros.

; - 2
Seja entao A= - x5 , Ky >0, um autovalor qualquer

de I.(0) , fixado no que segue.
pa condigao (i) resulta [15]
a, ¢ e te, w [0, + =[, @

enguanto

Ja, _
?;E“_ (g, 0 ) # O

seque do teorema da fungao implicita gue existe

4 € Clg[o, 6]; R+)r § > 0!‘

tal que

¥l
.L » ——
m.wmndll#l«ﬂ:u' OISR S ) P STl
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a, (i (t), t) =0 Vot e [0, &)

; : o I

Tem-se assim uma trajetdria C° de autovalores x{t) = =~ K(t)a
0 <t =<6, sendo £, (-, ix(t), t), £ (-, ix(t); t) autofuncoes
correspondentes [15}. Considere entao para cada t ¢ [O, 6]

as autofungoes normalizadas
¥i(x, t) = c(t) £ _(x, dc(t); t)

onde
s + o

2

c(t) = ( [ f+(x, e (Bl &) dx

Do comportamento de f+ resulta imediato que
CEC([OI 6]:]R+}

e em particular

vy ¢ c'mx [0, &), R).

pefinindo entao [20]
M(x,t)z vt(x,t) - 2(ulx,t) + 2a(t)) ¥ _(x,t) + u (x,t) ¥(x,t)
obtém-se de um calculo direto

N R ¥ L. == A l}f 4
(*) Lit) M i

de modo qgue

lt? = - wax + (u - 1) ¥YM =
= = Yl ¥ TXXM = (MWX - ?MX}X .
Integrando de - o a + w», seque entao
A =0 , 0 <« t 8,

se for mostrado gue
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(%*) M‘{'x 2 ‘PM}C -+ 0 ao X = & e

Da construgio de fx' resulta imediato que

¥, ?x' ?t -+ 0 expodenciamente ao x —* % ® g en-
tao,.em vista de (iii), obtém-se da definicao acima de M(x,t)

que

M(x, t) - 0 exponencialmente ao x —+ % e,

Segue entao de (*) gue o mesmo ocorre com Myy{x, t) , resultan

do entao por um argumento de interpolacao
Mx(:{, t) + 0 a0 & =% & e

o que conclui a prova de (**).

Portanto,

AE) = \V(t e [0, 8] ,

e repetindo sucessivamente o raciocinio acima obtém-se afinal
que
A é autovalor de L(t) para todo t = 0.

Finalmente, o mesmo raciocinio mostra que autovalores novos nao
podem ser criados, ou seja, s¢ A, é antovalor de Rdtd] para al

;qum £ > 0, entao em verdade A, ¢ autovalor de T, para todo t.
g 1 ' 1 I

QED
A invariancia do espectro e o conhecimento de que

u(x, t) » 0 na fronteira x » % « (Proposigao 3) permitem es-

tudar a evolucao dos parametros de espalhamento.

TCOREMA

|~

Sendo
ue CR x [0, + =»[, R)
solucdo da equagao de Korteweg- de Vales (1)

com
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. 4w
!
| /
(£) | ful®, ) "} dx =z | ]u{(x, t) | dx
s4ac undjormemente convengentes (em t) nos compactos
e [o, + =
+o
(£4] j lulx, ) | (1 + |x|) dx converge para cada % >0

(Lé)  wle, 2), u,l-, t) ¢ L®(R)

und goxmemente [(em ] nos compactos C [0, + =
ENTAO
08 dados de espalhamento

kllt), kz(tl, caves Ry fZ)

cl{I}, czftl, § B3 cN{t)

T, b, £
R (R, %)
evoluem nes T e [0, + «f confonme

k. = k.[0

j(x} J( J

43t Fwi, g , N

(LS (5 I A 4

j{i] j( ] e

T, e, £} = T Dk, @&

, §ik 31t

R (k, £} = R [k, 0} ¢ (k neal #+ 0)

0 resultado abaixo ilustra o tipo de argumento utilizado, além

¢ atue 1 na para é sicao acima:
tuar como lema para a proposigao acima

b
P st S sl i
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sa0 uniformemente

PROPOSICAD 3
|
| Sendo
1
UEC{B"\?:{.[O?1‘¢»[,R}
solugao da equa¢do de Koateweg- de Vidies
e - éuux oM ®
. tal que
I + @ + wo
_f
J|ul1, ) | R e !utfx, 1) |

ENTAO

(<)

bk

convergendes nos compactos C

3¢ para algum £ > 0

valen
wle,
entao
s¢ texa
b0
gldy L),

1], “x{"'”

ulx, £) - 0

ux{x,i} -+

ux(', L]

E

&

w

L (R)

(R)

[0, + =[,

A T e S

uniformemente (em t) sobre compactos C [0, + w[

entao

08 ELimites de [(4) serao uniformes (em &) sobre com

pactes C

[, # =,
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PROVA
Sendo to € [0, + m[ tal gue
uls, tg), W (+, tg) el (= =, 0)
considere para os t =2 0 a 5olugéo i+, t) &€ CZCR, C) da e~

quagao de Schrddinger

- ¢ (x) + (ulx, t) - 1) ¢(x) =0

dada poxr

‘l’(}"r L) = T+(1r t) f__(f: l; t.)
Sendo

M{x,t)55¢t{x,t} = 2{utx,t) + 2) $X(x,t) + ux(x,t) W(x, t)

tem-se [15], [20]

Me COMR x [0, + o, €

M(+, t) ¢ CZ(R, c) para cada t =z 0

o

= Mxx + (u - 1)M = 0;

em particular, M(-, t;) pode ser escrita como uma combinagao
('! l; to}.

Das hipéteses acima pode-se nmostrar que

linear das solugoes f£_(-, 1; tg), £*

(ﬁqik —kx
e 7 3 m ¥ S 5 . iy o L,
M{x, tz) = LS;_ (l,ta) b 1+\l,tﬂ) {2mu(a,tg) + 43 + Uxb”tn) e +
+ of(l) ao x =+ = =
e em particular, como
% ,
£ %y Lz to} v oot R ao X - - w,

decorre quo

Wi : _
M-y tg) = AlE)) « £.0-0 15 £y) = RLIEDwypley t,)

para algum A(t £ €; tem—se assim

o



wt(x,to) =

Observando que

ao
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Z(u{x,to) + 2)¢’x(x, tG) + (A(tﬂ} - ux{x, tﬁ))' v(x, toj

decorre entao

IT,

1im St

O

Escrevendo

nos x e R
[15]
~dix
x-# - 85 f.{xe Ly k) e
£ (%, 1; t) = o(l)
it
— (%, 1; t;) = o(l)
gt
ulx, tg) = 0(1)
ux(x, tD) =0 ),
(1,ty) + 23ulx,ty) + 43 - A(ty) + u (x,t,) = 8

“.\l‘l\
Uty ‘
—T{;‘ (l! LU) = Yl(to) + J!T?(to}
Altg) = A () + 1 A, (L)
(Yyr Yyr Ay, Ay, € R)
gegue que
i z sl i & = [)
lim [H(to} Altto) + ux(y to}}
- S el
C

1im [thtg) + 4 4+ 2 u(x,to} - Az(t )} =

ok &

Jde onde

ja que

wiloe; to}u+ 0

- =

ao X

u (X;t:) —+ 0O
e 0

1
e L (= =, Q).
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pe modo analogo, de

mfey By w0 B,) & L0, + =)
decorre que
R, to) =+ 0
ao X -+ + o,
ux{}:, to)'* 0

o que prova (i). Para (ii), basta observar gue a uniformidade

(em t) de convergencia das integrais

+w + oo
“u(x,.t) ax fut(x, &) | ax

—Ca g

garante uniformidade nas relagoes acima.

QrD

Os resultados apresentados até aqui  permitem a
construgao de um processo de solugao para o problema de Cauchy
(L), se o perfil inicial Uo(x} for suficientemente adequado
de modo a se terx a soluqﬁo u(x, t) evoluindo nas classes in-
dicadas pelos teoremas acima [32]. A solucl3o nesse caso é ang,

ca, conforme o resultado abaixo, devido a P.D. Lax [28].

TEOREMA 4 (P.D. Lax, 1968)

Sendo

Wy, Uy E cHR x I, R), I intenvalo C R, solu-

coes da equagao de Koateweg- de Vrdes

U, - 6uux + Bospan # 0 (x e R, £ e 1}

com

+ en + @

_--_"_f: (l, t} dx » L = ]: 2:

ai{x, I}I dx,

(L) |

und formemente convergentes (em L) sobre compactos C 1
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(i4) A }: («, ) = LR}, £=1, 2,

und formemente (em t) sobre compactos C 1

(i) ulx, 25) = u,(x, 2] k/ x e R

para algum Ty e 1

ENTAO

o

u, = u em R x I.

Formalmente, o processo de construgao para a solu
¢ao de (I) pode ser resumido como segue:

- Espalhamento direto: introduz-se o perfil ini-

cial Uo(x) como potencial na equagao de Schr&-
dinger

-4+ (U, - X ¢ =0,

determinando-se os dados de espalhamento corres

pondentes

R, (k)

- Evolucao dos parameiros de espalhamento: para ca
da t >0 considera-se como dados de espalhamen-
to

8ik ’t
R+(k) e

- Espalhamento inverso: pela equagao de Gelfand-
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-Levitan-Marchenko determina-se o potencial u(x,t)

correspondente aos dados de espalhamento acima.

Seguindo o formalismo acima, A.Cohen [9] construiu

rigorosamente solugoes para a equacao de Korteweg- de Vries

no caso
u ¢ C’®R, R),
(u) , %
U0 seccionalmente continua em R,
com
(3) -N
U 4 (x) = O(le ) ap x + % =

0
para algum N > 10,
para cada j =0, 1, 2, 3, 4,

obtendo resultados de

regularidade e decaimento para a solugao wu(x, t) que justifi
cam rigorosamente o método de espalhamento inverso em caso de
condigOes iniciais como acima. Uma andlise similar é apresen-
tada em §6 para o caso

U, (x) = H(x)

onde H(x) denota a fungao de Heavyside

1 se x > 0
B(x) =

0 se ¥ £ 0
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§4 - Exemplo de Solugao: n - Solitons

Nesta secao, os métodos das segoes precedentes se
rao aplicados para a producido de solugoes especiais da equa-
gao de Korteweg- de Vries (solitons).

A analise parte de uma observagao basica devida a
G. Darboux [25]:

sendo
Yy, ¥ solugdes de
~ gt % ulxly = AY
Y 5] Ny
- y'' + U(x)y = Ay, respectivamente,
entao
"\;'
z:y‘ "'Y'_{__
Y
€ solugao de
i
i 1 by
"Z'+Y‘T Z=(;\"A)Zs
¥
Considerando u(x) =0,
tem-se
+di /) b.
Py = ®
€ solucao de
LI |
~ ¥ =AY,
enquanto
Y
¥ = cosh x
LV | n, Y
resolve vy =y (A = Qg
0 0

em particular,




3
é solugao de

i L 2
¥, - 2 sech'x -y, = 1y,

Tomando—-se agora
u(x) = - 2sech?x

e observando que

?1 = cosh?x

resolve
Yy 2 u Q¥ ~
Y, + 2 sech’x Yy = 4y1 (A = 4y,
resulta que
'R |
= ! yl
Y, =Y, Yy, == = —— - 2tgh x ¥, =
Y1 dx
a i]lv/r b4
= | —— =~ Ztgh x — - tgh x =
dx dax
& solugao de
] 2
2, - 6 sech x “Hy, Ta el
Analogamente,
5 3
y = cosh?x
-2
resolve
;" + 6 sech?x +y = 9 ¥ (X = 9]
2 ¥, 2
e entao
1 o
¥ a
Yg =¥, =¥, - %2 B (-E;— - 3 tgh x Y2
&
y2
€ solugao de
L | 2
- Y - 12 sech x+y =1y .

3 3
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Em geral,
para cada n = 1

tem—se qgue

4w - d d \ aiii
Yp =[—— — ntghx || — - (n-1)tghx| ....[— - 2 4 _ +1VAX
‘1(& X& ¢> (@c g — t@ﬁe
resolve

n
= ¥y = onln o+ 1) sech®x Y, =AY

para cada A ¢ C.

AFIRMACAO 5

Para cada n > 1
04 autovalores da equacao

(9) - y" - nlrn + 1) sech?x gy = Ay

sdao

PROVA :

et AR g tghx), e *VAX

(VX + tghx)
formam uma base de solugoes para cada X # 0, -1; em particu
lar, tais A nao sd3o autovalores da equacao. Também X = 0 nao
€ autovalor, ja que '

tgh x, tghx.ln (senh x)
formam nesse caso

uma base de solugbes em ]0, + «[ Finalmente, A = -1 & autova-
lor com autofuncao
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e *(1 + tgh x) = Wz R) .

supondo agora o resultado valido para n = p 2 1, o argumento

abaixo mostra a validade para n = p + 1l:

(i) para cada 1l <m <p, r»=-m® é autovalor:

De fato, dade m, tomando-se u e W2 (R)

tal que
L 2 2
woo+ pelp 4 1) sech™% L L
i a funcgao s
Ym‘f(g"(p'*l) tghx)-um

satisfaz (9) para n = p + 1, tendo-se ¥ © W’ R)

(ii) A =~ (p + 1)2 é autovalor,
~ _ p+l
com autofuncao yp + 1 sech X
(1ii) supondo A # -1, - 4, «.., — (p + 1)? autovalor,

entao, sendo ¥, autofungao associada

e

]

? = sech p+lx . i - (p + 1)2,

segue que

Uy
1 Y '
Z =y - § s = 4+ +1) « tghx -
% YA v yk (pt+1) gBx 4 ¥,
satisfaz
T
-2 ey () 2o 0T
e

que é a equagao (9) para n = p, O que implicaria ser

A autovalor dessa equacgao, contradizendo a hipotese

de indugao.
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ym argumento indutivo mostra

AFIRNAGAO 6

Parna cada n > 1, ke C_, Zem-se
[n] . ikx
] £, (x,k} = §,(x,R] = Pn Pn+l cos Fply €
I n -ik
6_[ ]{x,h) = 4 (x,kR) = (-1)" PP g .- P,P e —
sdo as funcoes de Jost cornespondentes ao potencial
F
u[n](X} =ulx) = - nln + 1) sech?x,
onde
Pj z 1 d = f ik %
ik - 4 dx
Em particular, segue de (6)
R,[M ) = R ) =0
[n D g L
r 7 ey = T, (k) = R
) ik + J
J=1
_ [n]
para o potencial u (x) .
Resta o calculo dos coeficientes de normalizagao
! 4o
; - 1/2
| . s B2 [5 2
a Cnij = Cj J f+ (X,k) dax
? .
|
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para 1 £ J £n - 1, tem-se integrando por partes
~
. = L]
E 1 n+1 . s .
A 2’ B ey [f+[ - } (x,1j) - n tghx f+[n l](x,ijJ dx =
n;j (3 + n) J
n- j -2

c g
n+ j n-1; 3

observando gque

[ |
n-1 . =1
f+[ 1 (x, ij) + n(n - 1) sech?x f+[n }(x, #j) =
- j2f+[n—l] (x, i3)
Resulta entao
; (n + 3)! g |
cn.j = cj_j (j =l,2,3, « ey n);
: o= 331 (29) '
porém
[j] sech Jx
E < s, B = =g
2J
e dai, integrando por partes,
+w
-2 1 [ 25 R
3 j-1 -2 =R
Co o = —— sech "x dx = & : 23 - 2)e, .
333 7 4 J 2 C3-1pg-1 T B3 200,40
ou seja, -
2 2§ -1 2
C..2 = 2 E s
J:] j -1 F=lg3 1.

© que fornece
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pm particular, para cada n 2 1,

os coeficientes de normalizagao sao dados por

1  (n o+ )
n;j 3!

(1 ‘& 3 & f)s
(n- 3)!

Seguindo §2, §3, a solugao ul(x, t) do problema de Cauchy

Pt - 6uux + uxxx =0 (x e Ry € > Q)
atxs 0 = o ()
& dada por
ul(x, t) = - I;i B+(x, 0,; %)
onde B+{x, s o - LZ(O, + ») & a solugao da equagao

de Gelfand-Levitan—-Marchenko
+ o

=0 (x4 v;E * B+(x, Yoo &) # f n+(x+z+z,t) B+{x,z,t) dz

onde

-25€ + 833t
- E 2
Q+(£, t) = 2 Cn;j e

3=1

Essa é uma equagao com nicleo degenerado, que pode ser resol-

vida por procedimentos algébricos. Obtém-se [20], [22], [26].,

[39]
D 2

2
X

alx; &) =~ 2 1n [det A(X, t)]

onde A(x, t) é a matriz n x n cuja entrada na ij-ésima linha e

j-ésima coluna & dada por
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: o . '
(x t) & & 4 cn}i 'Cl'l;j_ e”(l+j)x+_ 4(i° + Jth

-

sendo

Gij 0 delta de Kronecker.

por exemplo, n = 2 fornece

eSt—Zx o eGét—4x + 6 e72t-6x ¥« 4 e80t—8x & elBGt—lUx

ulx, t) =~ 24

- - - 2
(1 + 3,ei?:t 2X + 3 e?64t 4x + e72t 6}{)

(2 = soliton)

FIG. 1

' SOLUGAO DE | u, + 6un_ +u . =0

U(x, 0) = 6 sech?x

- mostrando a formagao de um par de solitons




g | -
enquanto n = 3 produz o 3 - soliton

- 8t-2x% + 10 eGQt—dx + 30 e72t-—6x + 40 eSOt—Bx + 25 elBGtulEx

216t-6x

+ 15 e + 80 e224t—8x

+ 135 e232t—10x + 50 e280t~10x &

+ 252 e288t—-l2x + 50 e296t—14x + 135 e344t—14x + 80 e3?2t—lix

360t-18x ” e440t—14x i

+ 15 e 25

40 (3*’!96t--16x.+ 30 eSOdt—le

+

+ 10 e512t - 20x e568t—22x

u(x,t)= - 48-

SBt-2x 64t-4x 72t-6% 216t-6x |2

L+6 + 15 e + 10 e + 10 e

e224t—8x 46 eZBOt—le 5 e288t—12x

+ 15

.
FIG. 2

SOLUGAO DE-

wa  + u = 0
ut + 6 3 XXX

2
u(x, 0) = 12 sech x

mostrando a formagio de uma terna de solitons
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§5 - Teoria de Espalhamento de Buslaev-Fomin

Nesta secao, é descrita a teoria de espalhamento
utilizada para a solugao do problema (I) guando

— 0 ao g b

(10) Uo(x)

— a° (a > 0) ao X + ®© ,

seguindo [10], [11], [24]

Sendo u e C°(R, R) satisfazendo (10) com

0
(lu(x}l (1 + x?)  ax < -
+o
[|u(x) - a2| (1 + xz) dx < o 4
0. "
sejam f+(-, k), £ (-, k) € C°(R, €) as solugoes da equacao de

Schrddinger (3) com
£, (x, k) o AEX
+ o
(11,) ' a0 xX—
ilx

1
f+ {x; K} if e

; v o A
£_(x, k) o g A ‘ ( ='Dx)
(13.J 1 -ikx 80 X+ =@
£ (x; k) = = ik ‘e
onde
L= £(k) =7 k2 - a? (k e C,)

[Aqui, k2 - a2 tem o sinal de k guando k e R, x| > a,

tendo-se £ e C_se k e C_ -]




[ -

para k real # 0, f£_(+, k), ff(-, k) formam uma base de solu-

gées para (3), de modo que

*

T k] £ Ure B)Y =3 (0

. , k) + RU(k) £_(", k)

para T_(k), R_(k) e C.

Analogamente,

*
T k) By K = LK) A R E Gy )

nos k e R, |[k| > a.
T+(k), T_ (k) estendem-se meromorficamente a C+ via
2ik
T_(k) =

wle ¢, 0, £,.0, ¥

2iL

1l

T, (k)
wf_ (-, K, £,.0, K)]

tendo um nimero finito de pdlos ik, &K,, ..., 3Ky, em cor-
respondéncia com os autovalores de (3). O restante dos dados

de espalhamento consiste nos coeficientes de normalizacgao

+w

. 2 - N
¢y = J £, (x, i¥5)? ax 3 = Tals sesollls

Pode-se recuperar o potencial u(x) a partir de seus dados &

espalhamento de um modo analogo ao descrito em §2. Definindo-

-se [11]
. +ea
N . .
v 2 2 & 1 J 2ifz
- 2 =2 a‘ + k< Z T, R (k(p)) e ae +
(12) a2 =25  de 3 Fei | R
J=1 —
a

i -2 Vv a2 - k2 .z

| 1 2 dk
. o vosi IT_(x) |2 e ,
4 "
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toma-se para cada x € R a unica solugao

. 2 o =
B+(X, ) € L?(0, + «) da equagao
+ e
B+(x,y) al P A J Q (x +y + 2) B, (x, 2) dz =0
0
(y = 0),
tendo-se
B, e C'®x [0, + =[, R)
e
_a2 - 9
u(x) a S [B+(x, 0) ]

Em comparagao com (8), o nicleo &, possui o ter-

mo adicional

a

-2 7 - k2
; JlT_,(k)lze R

0

correspondente ao salto da fungao u(x) ao x variar de -« a +«.
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§6 - Formalismo de Hruslov para a equagao de

Korteweg- de Vries

Nesta segao, o método de espalhamento inverso des
crito em §5 sera utilizado para a construgéo de um esquema for
mal de solugao para o problema (I) gquando o perfil inicial
Up(x) for do tipo degrau, ou seja,

UO(X)-+ a ao X > —

Ue(x}-+ B ao X— + o , onde o < B-

f suficiente considerar o caso

=9, Bea* (a>0),

ja que

Ulx, t) = ulx - 6at, t) - a

satisfaz (1) juntamente com u.

A soluqéo u(x, t) & suposta evoluir numa classe
adequada de funcgoes degrau gue permita a analise abaixo g

[24]. Em §7, & feito um tratamento rigoroso no caso U, (0 =H(
(fungao de Heavyside).

O ponto basico para a aplicacgao de §5 refere-se a
evolugao dos dados de espalhamento com o parametro t gquando

u(-, t) é vista como potencial na equagao de Schrddinger.

Seguindo Lax [28], sendo

2

)
Wt g

"

=
m

L(t) + u(x, t)

d

os}
1

= B(t) = - 4 + 3v(x, t) + 3

V(x;t) r

tem-se

L, =EL - IB
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se
u, - 6uu_ + u =0,
t prd XXX
e dal
para cada autovalor A. = - sz de I pode-se tomar
autofungoes g(., t) evoluindo conforme
(13) 9 =1Bg g
Tem-se
g(': t) = e(t) 'f_l_(': j-"cjr t)r
de modo que (13) fornece
p=— = - - - 2
etf+ + ef+t °Bf, Buxf+ + 0-(2u 4Kj )f+x ’
observando que
2 i 2
Lf, Kj £,
Em particular,
0
E B o, =W f & (B0 = 8 28
o + +E %+ J +x

O comportamento assintdfico da fungao de Jost f+ fornece entao,
fazendo Wk Wy

com gue

) = -— i - 2
f+t :Bf+ 2m£j (a ij )f+

descreve a evolugao da autofuncgao f+(-, ﬁnj; t) . Segue que O

coeficiente de normalizagao
4o ._1/2

c () = ff+(x, i g t)? dx

-0
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evolul conforme

+eo + +o
: 2 S - ;. i 2 2
c. f+ dx Cj f+ZBf+ dx 21£j{a 2Kj ) f+ dx

-—00

ou seja, como B & anti-simétrico,

-

0
Il

2if.(a - 2k.2) c., =
]( J ) ]

= [ - zuj(a + 2a?) + 4uj3J e,

onde

He 2V a2 + g.2
3

Uma analise similar mostra que [24]

T, (k, t) = (- 4ik® + 432> + 6ipa?) T, K )

ﬁ+(x, t) = (843 + 12ira?) R, (k, t)
nos k e R, |[k| > a
- 2 3 3 - 2
T_(k, t) = (- 4ik’ + 4i£” + 6ifa’) T_(k, t)
. .3
R_(k, t) = - 8ik~ R (k, t)

nos k e R.

Para a obtencao de u(x, t) a partir dos dados

espalhamento no instante ¢t, define-se, conforme (12),

+od

-

2ipz

F,(z, t) = .R+(k(£)’ t). e at =

El

-

de
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+m
1 ' 8it’t + 21L[6a’t + z]
= R+{k(£), 0) e at
m
a e
1 f 2 =2 Vva? - x3 2
H+(z, ) = - ; |T_(k, t)] e dk =
0
- 1/2
. 3/2
1 2 8{a2-'k2) t - 2(a®- k?) 6alt+
= B G D [oetere]
L dk
0
N
- 2 2z ¥ a2 + k.2
G, lz,t) = 2 Z oy (t) e j
J=1
N
8u.3t - 4du.at + 4u.at - 2. 2
_ 22 CjZ(O) & uj ujat 4u3at 2113 z + 6a<t
3=l

e entao

phee ) = F (e, t) + G g, &) H+(z, {1

O potencial u(x, t) & obtido via

2 D

ulx, €] =a“ - =— | B, (%, 0, %)

dx

onde B+(x, «, t) ¢ Lz(O, + =) resolve a equagao de Gelfand-
Levitan- Marchenko

+- o

B+(x, Y t) + a . (x +vy, t) + { B+(x, 2. %) n+(x'+y+ z, ) dz =0
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Alternativamente, a construgao pode ser posta como
em [17]: definindo-se

+w

8323t + 2ite

Folo, t) = - R, (k(g), 0) e
+co
2 1/2
i 3 ) 28(a-2%(t—2(a2—k2)/c
Ty BY B o0
IT (k,0)|e =
N
811 t - 4u at + 4u.a’t - 2u.o
Go(c, ) =22 & (0) & O j J J
j=1
e
QO (U: t) = Fo (U; t) -+ GU (0". t) + HO (0" t)'
claramente

2 lo; £) =9 lo ~ 6a’t, t) |,

de modo gue

B (X, y, £) = B, (x - 6a’t, y, t)

resolve

+w

By(x, ¥, &) + R (x+y, £) + | B (x, 2, t) R (x+y+z t) dz=0,

J

5

tendo-se

p(x, t) = a° - —— [Bo(x + 6a2t, 0, &) ] .
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§7 - Aplicagao a Equagao KAV com perfil inicial de

Heavyside
Tomando-se no problema (I)
1 se x > 0
Up (x) = H(x)=
0 se x < 0 ,
obtém-se de um calculo direto as fungoes de Jost
o1 E¥ se x > 0
f+(x, k) = |
k+2f 3xx k - £ -ikx
e + e
2k 2k
se k # 0,
Y, e_X se x 20
/
f+(x, 0) = \\\\
_ I = % se > | 7
£ +k -ilx £- x if€x
e (2 e
2L 2L
/;
£ (x, k) =
\\
eulkx se Xx =0
se k # = 1,
/ l & ix se x 20
£(x, 1) = /
exix se x <0

se x <0

se x 20
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onde

Uma analise direta fornece

T_(k) £,(-, k) = £ (+, k) + R_(K) £_(-, k)

Vke]R

para
2k
se k real # 0
£+ k
T (k) =
0 se k =0
Kok se k real # 0
k + £
R_(k) = |
8y ¢ se k =0
tendo-se

T—r R- € COOR;' C)-

Analogamente, definindo-se

T, (k) = —2E V xemr
£ + k
L - x
T e r °° k real, |k| =2 1
R+(k) =
- 1 se k real, |k| =
tem-se Tpw By ® Cc° (R, C)
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com

('r k)

+ +

*
T+(k) E o, ) EE (. k? + R+(k) f
k% k real, |k| > 1.

Para U,(x) = H(x), a equagao

- ¢ + Ug¢ = A¢ (A € IR)

-

& facilmente vista n3o possuir solugao nao trivial em W2 (R) ,
de modo que nao hd autovalores para o operador de Schrddinger

neste caso.

Seguindo o formalismo da segao anterior, introduz-

5
Q(O'Jt)EF(G!t}+G(U:t)+H(Grt)
0 0 Q 6
onde
+ o
i T 8123t + 2ilc _
Folo, t) = R, (k (L)) .e gl =
™ &
+o
: 5 ;
-1 8iL7t + 2ikLo
= L -k? e at
s i
GU{U, t) = 0
1
x , 8027 - 20 %
Ho(o, t) = | P )] e ak
ul J
0

e considera-se a equagao de Gelfand - Levitan - Marchenko

+ ca

!

(14) B0 (28] + jszo(x +y+ 2z, t) B{#x, z; t) dz + Qo(x + vy, t)=0
’ _

nos x emR, t > 0, y = 0. De acordo com §6, espera-se obter

“ :
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u(x, t) =1 - DXBO(X + 6t, 0, t), o que € feito abaixo numa
seqliéncia de pequenos passos, seguindo o esquema de Cohen [9],
Dijf [32]. O primeiro deles, naturalmente, consiste na analise
ga equagao (14), fazendo-se necessario o estudo em mais deta-
lhe das propriedades de regularidade e decaimento do nucleo
Ry(9, t) ao ¢ + + ». Pode-se mostrar ([11], pp. 774-784)

pROPOSICAO 7

Na notacac acdima, tem-4e
(1) 2, ¢ C°(R xR,, R

Qy, € CRIR x R,, R)

' 3
2 4 * -2y = 0 104 £ 0, R
(z) bi 0 Dc 0 I > g €
(3) Qolo, £ = 0[0‘2) ao g + ®

uni formemente em t nos compactos c fo, + o[

-2 -a -38)

(4) Dz ‘Di Q,(0, L) #= OQle a0 ¢ - + «

uniformemente em t nos compactos C Jo, + =[

Da proposigao acima decorre que, para cada x e R, £ 2 0, o}
operador
. 1)t 1 et
Poog L'R ) — LT(R)
dado por
e

Px’tif](y)- QO(X +y + 2z, t) £(z) dz
: 0

é compacto, tendo-se ademais

A
(15) H:p ti < — nos % 2 X, telo, T
* op 1+ |x|

ZII ' :
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para cada X e€R, T > 0 dados (onde A depende de X, T). A so-
lubilidade em LI(O, + «) de (14) nos t 2 0, x € R segue entao
do Teorema das Alternativas de Fredholm [40] se for mostrado
que a equagao

F i 1
(16) i +:Px,t £ =0 (f ¢ L7(0, + =))

admite apenas a solugao trivial f = 0, o que & feito abaixo se
guindo essencialmente o argumento original de Faddeev [17]. sen
do Qo real, nao ha perda de generalidade em supor f real, e nes

se caso multiplicando-se (16) por f e integrando, obtém-se

+e dhos P
o= ||£(y)|? ay +j f(y)[ | 9p(x +y +z, t) £(2) dz} By =
0 0 0
= o+ 4o +
- [rlf( )|2 d +_:-L—- rf( )[ [f(z) f R (£) Bi£3t+2j1£(x+y+z)
- e i T | - ae +
0 0 0 —w
1
k2 3/2 = 12 1/2
0
onde

R(L) = - (k(&) - £) = - (sgnt ¥ 1.+ £2 - 3%

Pelo Teorema de Fubini, tem-se entao

4w +co
i . 23 .
an o= [ £ | ey + — f R(g) eBELE + 23X 42 g 4
J b !
0 p—
4+ o
3/2 f 1/2
1 <32 -2 (1-k?2) ¥
i o x |
0 0 4

onde ¢ & a transformada de TFouriex

| | |
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+ oo
210
0(8) = E(y) e T ay .
0

claramente f ¢ LZ(O, + *), porque

+oo +o
cte

|£(y) | g_j|ﬂo(x *y+z 0] [£2)] a2 <
y
0 0

Resulta entao, pelo teorema de Parseval,

+ o + o

! [ 8il3t + 2iL
0= | e(0) e(-£) & + | R(L) e . o) e(e) at
observando que o (L) = gl £) s
Chamando

8iL3t + 2ilx

o (L) = R(L) e
8 () = - (et |37
v () = (L) + a(= &) e(- &)
v, (L) = g(L) ¢(&)
obtém-se, observande gque a*(f) = a(- &),
s +eo

.
2 | e(e) o(- &) a¢ +

* |
e () |? + v (£)|2) ae
| 4%y 2

400 4w

i
+ [ a(e) o) e(R) @& +  a(- £) e(- £) ¢(- &) AL =

-_— -0




“+ @
= 2 o(L) ¢(-£)
Em particular
e entao
ja que
adl) | <1

o que da pelo teorema da

Como consegliencia, I + P
equagao (14) define para
By(x,*, £) € L1(0, + =).

tinua na norma de operado

AFTRMACKO §

Para cada X ¢
dendo de X, T] Zal que

\VI ¢ P ol

ja que em particular (x,
de operadores. De (14) re
LYo, + =) (®, &

em ao

By

Em verdade, os resultados

com

DXBO(}{’ . )y,

€ C°UR:{§%‘

l —
BO e CT(R X:R+ Xx R
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d¢ + 2 | a(l) o(2) ¢(&) a =0

\V/i’_ real # 0 ,

inversa de Fourier

£ =0.

&S ULPmN), e a

0 uma Gnica fungao

tem inversa em

* elR; £ =

Tk
cada

Observando que (x, t)~oP é con-

x;t
res, resulta facilmente de (15)

R, T > 0 dados, existe A > 0

V xsx, te [0, 7]

1"1!’\
op

t)~ (I + P €& continua na norma

-1
ﬁx,t)
sulta entao Bﬁ(x,-, t)»B, (x4, -, ty)

) — (x4, t,), o que fornece

0}
xIR+,
acima permitem mostrar que

R) .
R)

+f

VB, lx, + 4 1) e LT®RY),

(depen

o e
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de modo que (14) pode ser derivada formalmente com respeito a

cada variavel nos x e R, t > 0, y >0. De fato, tem-se!

L o e 8,5, 8 =8 .,t) | = Y -
- [ 0 ’ ) U(X: + &) (T +Px,t) = (wx-i-h,t wx’t) +
= 2 (P -~ J B x4 5
% X+h,t x,t 0 X + F = t) ’
onde
mx,t(y) == folx + vy, &),

e em particular, nos t > 0, tem-se ao h— 0

g3 + . - > - =4 (1,0
. l:Bo(x + h, 7 ) BO(x, ,t}jl (I +Px,t} I:wx,t ) +
(1!010) 1
- P “'“’Botx,-,tJJ; B (x,-,£) em L'(@®",
X,t 0
onde
(1,90)
Wy t (y) = = Dino(x + y, t)
4o
pl1s0) ) g ot
x,t L& @) = fblﬂocx+y + 2z, ) £(2) 4z, £¢ L*R).
0

Em particular, para cada y >0, x eR, t > 0,

1 ;
-;1- [Bg(x + h,y,t) - BO(XrY:tJ:]

Il

1
- = {Q - Q
h [ o (x+h+y,t) 0[x+y,t)]+

Esse angumento segue Faddeev [17], Cohen [9].
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4o
) Bu(x  h. B ) - BG(x, z, t)
- . e+ % ® 7z, €) dz
0
h
0
+w
= -}— _- [QG(X + h4y+2, £ = QO(X + 3 + z,t)] Bo(x+h,z,t) dz
h |
0
que tende (ao h —+ 0) ao limite
+ o
: (1,0,0)
s ._\lfzﬂ(x + vy, t) - (no(x * ¥ * B €) 4 (%, 2, t) dz <«
0

+ o

B _jb,ﬁo(x + ¥ % 25 &) BO{x, 2. &) 2 %

0
de onde
. —
DXBU e C°R xR, xR, R)
=]
(1,0,0)
D Bolxe +r ®) =By " lx, -, 0) e LIERY,
X

que

By(x, -, t) e C"(R,, R)

para cada x ¢ R, & > 0,

Um argumento indutivo (A. Cohen [9], [32]) similar mostra

em verdade

B0 e C*(R xﬁ_l_ xR+,IR),

tendo-se

b’“ 52 By(x, +, t) ¢ L'mY).
X

Para DtBO, o raciocinio &€ analogo; finalmente, & Obvio de (14)

que
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Para cada X € R, K compacto C R exLstem cons

+,
tantes
B, =@ 1, 2, 8, )
tais que
M
n
S5 - B < .
% N n + 1
L (R") (1 + 14 ]
e
n M
| N By e )| £ -
B (1 + |x| + y)
\f x w X, 28 K; & 0.
PROVA :
Para n = 0, tem-se de
-1
BO (X; o t) - (I +Px,t) g"x,t
que, pela Afirmagao 8,
B, {x; ¢ :t)ﬂ 1 < cte. |I W £ ! 1 +
0 L*ar"y i L™ (R™)
&{ x 2 X, &J t € K.
Como
I ) ( £ cte
w (y | = IQU X + ¥y, | = ’
X, t (1 + |x| + y)2
segue que
4o
. 1
W & < cte f 5 dy = __Ccte
Rt | (% [=f % ¥) 1+ |x]
L (RY) o

)



e

e dai de (14) resulta

cte

B (x, y, )} =
0 2
(1 + |}c| + y)

nos x X, t eX, v =20.

para n = 1, obtém-se de (14)

+ o

(*) L)xBﬁ(x, ¥ £ + jblﬂo(x +y + 2z, t) Bylx, z, t) dz +

0
+w
! .
+ IQO(x+y+z, t)DxB (x, 2, E) d2+b§2 & +y, t)=0
: 0 1 0
0
e entao
* % ~% &
(%%) bxno(x, v B = TR, ) -
onde
E
i " : A w ("\
uy ¢ (¥) = J ,(x +y, t) |08, (x + ¥y + z,t) By(x, z, t) dz
0
Pela Proposigao 7,
" cte .
=
mx,t(y)‘ < 2 nos x> X; te K; Y2
(L.+ |x] + ¥)

e dail

" cte
w <
X,t | e 2
| L' ®h) (1 + |x]|)

com o que (**) fornece
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cte

t)" .
LT mRY) (1 + |x| )’

A

"JxBU(X‘ ik

segue entao de (*) que

cte

0By (Xs ¥, )| = :
(1 + le + y)

\"' e X, E 6K, v&0,
Um argumento indutivo similar completa a demonstragao.

QED

Usando a Proposigdo 7, obtém-se também

AFTRMAGAQ 9

Para cada X € R, K compacto CR_, exdsiem consian

—

Les

tais que

[ Visgta. 2 0] ;
B ( ¥ = Z &L
o L") ¢ 3n

n
l a Bz, 4 &
t

Resulta em particular que, sendo

+

i L 2iL (k
£ (x, k, t) = e [} + [ B {x ¥, B = Y g ]

e e T i . i S e D R S S S o e
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(x e R, k ¢ E; i X5 0y

onde
E{k) & 'C':_+ é dado por
Y 12 _ . -
-1 e, ®e Reg)/]-1, 1]
£(k) =
‘ sgn(k) vYk? - 1 se ke R, |k|] 1,
J tem-se
i e e
fDeC {Rx€+x1R+, C)
com
£f &Y % C+ xZR+, cY

tendo-se

f(x, =, t) analitica em <£:+

para cada x € R, t e_it_+ .

Ademais, decorre da Afirmacao 9
que

fo(x-, By ) & ej"'ﬁx

ao RX-=x % o,

NE G, ke B v ale®X
o (%0 Ky ite

em semelhanga com as fungoes de Jost de §6. Do formalismo de

Hruslov [24], espera-se ter

+w
Giﬂt 3 F- f '-£
= £, (x - 6t, k, t) =el£X l:l+ By (%, vy, ) o245y dY]
0
com
o 2
- bxf+(x, k, t) + ulx, t) £ (x, k, t) = k°f_(x, k, t)

: ' |



ulx, t}) =1 - DxBo(x + 6t, 0, t).
Em particular, sendo

6ilt
q fo(x, K; &) = & f+(x - oty Ks E) o

I

espera-se ter
8 e (x, k, t) ). B 0 £ k - '¢
(1 ) bx 0 xl‘ r b 0 (x; 7 t) O(X; I t) o O(X'k't) 7

o gque & confirmado abaixo.

AFIRMACAO 10
Para cada k € E; D A B
60(x, k, %) satisfaz (18) nos x € R
PROVA :

Tem-se, via integracao por partes,

2
- bxfo(x, k, t) - bxao(x, 0, ) f£,(x, k, t) =

]
ilx {

2 2iL
= L £,(x, k, t) - 20l e DB (%, ¥, £) e Y ay +

0

+ o

il 1 3 21t =
- M [N B Gy, ¥ ay - OB 0,0 £ (xkit) =

0
4o
2 ilx [ 2ily
= g f,(x,k,t) + e | e nyBo(x,y,t} +
0

)
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de modo que € suficiente mostrar

que

2
(19) D, By(x,y,t) = D, By (x,y,t) + O B, il 60 By(x,y,t) =0

Xy 0
v, y =20

Derivando (14) com relagao a x e integrando por par

tes, vem

(%) OBy (¥, t) +Q% (x + y,t) = @ (x +y, £) B (x,0,£) +

+oo

- [ Qo(x + y 4+ 2; t) bZBU(x, z, t) dz +

o

0
+ o=
+ ( Qo(x + y+ 2, E) Dxﬁo(x, z; ) dz =0
0
Por outro lado, derivando (l4) com relagao a y € integrando por

partes, segue

] D'_YBG (Xry.vt) i Dlgotx + y.t) = QQ(X + VY, t) Botxroft) %
+

0

Subtraindo (**) de (*), obtém-se

+ oo
f
- I Q i
hxgo(x,y,t) bygo(x,y,t) + | O(x + y + z,t) DXBG(x,z,t) dz =0

&

0

e daj, derivando-se com relagao a x, vem

>
(4%) ) B (%, ¥y, t} = )xyBo(x, vy, t) +
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+wx
¥ Dlgo(x o ol - < DXBU(x, z, t) dz +
0
+e
f 2
e lxry+z, ot DxBo(x, z, t) dz = 0.
0
Porém
+ o
‘ 3190(x+y+z,t} DxBo(x,z,t) dz = - Qo(x + y,t)-‘beO(x,O,t)
0
“+o
- J go(x + ¥ + 2, t)-:)szo(x, 2y E) d% ,
0

com o que (***) fornece

2
OyBo (X,¥,t) = O, B (x,y,£) +J.B (x,0,t) B (x, y, t) =

Xy
“+e

2 D
== Qc(x + vy + z, t)[ :)xBD(x,z,t) - szo(x, z, t) +
0

+—Jx30(x, 0, t)* B, (x, z, t) ] dz ,

de modo que (19) decorre da inversibilidade do operador de

Fredholm
B NS NI e
I+IIPx't-LUR) L"(R )
QED
Seja
wix,t) § = I)xBO(x, 0, t) :
se ulx, t) = 1 - DXBO(X + 6t, 0, t) satisfizer (1),

.'...‘........lIIIIIIIlIIIIIIII-IIIIIII-----
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en tao

u(x, t) = w(x - 6t, t) - 1 satisfara (1),

de modo que do formalismo de Lax [28] se deve esperar
(20) Op 8y =BE; + g(L; t) g,

para alguma g, onde

B S - 4D% 4 B0 % Jiy D @
X DX
Observando que - D2f0 + wf0 = £2f0 P
tem—se
Bfy = - w £, + 2w J £, + 422 D £,
de modo que (20) fornece
(21) Defo = - wfo + (2w + 42%) Y £, + gfy. -

Fazendo x— + «® em (21), obtém-se

£x 2%

ote®®) = (o(1) + 4£H) 3L X (1 + 0(2)) + g &M%,
de modo que g = - IEVAS
Portanto, & esperado valer

(22) Jufy =By = 43832, ,

© que & mostrado abaixo, seguindo o argumento de Tanaka [36],

Cohen [9].

Chamando
+o

hix, k, t) = £,(x, k, t) e % =1 4 { B ey, 6) 2LV gy,
0

)
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+ 6w(hX + ifh) + wah

+

I

] DXBO(X, v £ e2.1!f.y dy +

0
40

; = 20l 3 21,
_1231£j DXBth,y,t) e 4 dy - 4 DXBD(x,y,t) e dy +

a

0

40
2ily ;
+ 6w(x, t) ‘bxpo(x, y, t) e dy + 6ifw(x, t) +
0

+ 6ilw(x, t) ‘[ Bo(x, ¥; E) ezjﬂy dy + 3wx(x, £) *

(22) fica
- 2 _ . =
ht = 12¢ hx l21£hxx thxx
ou seja,
4o
= 2
3B, (% vy B 22y gy = 120
t o
0
+ o
’
0
+ o
0
+o
23
+ 3wx(x, t) [ Bo(x, y, £) e ity dy
0
De (19) segue que

DxxBo -

)xyso =y B

0 r

de modo gue, integrando por partes, tem-se

+e

12'{"2 r DXB(}(X' Y« t) 821£Y dy = - 6ilw(x, t) +

0
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+w ) 4o
I 3 i
+ 61L _f DxBo(x,y,t) e23.£y dy - 6ilw(x,t) ! Bo(x,y,t) e2l£y dy
0 0
e
+w 4
. 3 2if f’ 2
-3 | JaBslx 7, B &Y Gy s 3 | Oy OxB,(xs ¥y, t) +
0 0

258
twix, £) ) Bylx, y, ) +w (x, t) By(x, y, t) e ¥ ay

+ @

2 24
= - 3 w (x, t) + 6iL [ DKBU(X, y, t) e Wy dy +
0
+o A
- 3wx(x,t) f[ By(x,y.,t) e2]1.ﬁy dy - 3w(x,t) /beo (x,y.%t) e21LEY dy
0 0
Resulta entao que (22) é equivalente a

+eo e

” 24
DtBo (X;Y,t)_ e 2iky dy = I( - Di{B (x,y,t) + 3w(x,t) DxBo(x,y,t))e Ic’;
0 0

para o que € suficiente mostrar que

3
DtBO =—DXB0 +3w)xBo.
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pe (14) decorre que

(T +2, ) DB, = Vi &
onde
s
f
Vk't(y) = - J 0, (x + y + 2z, t) *Bp(x, z, t) dz +
“0

= bzﬂo(x + vy, t) =

+

(3
=_J Dxﬂo(x + 5wy £ Bo(x, z, t) dz +
0
+ ‘9 (x + ) | '
:)x MO 7

Integrando-se algumas' vezes por partes, obtém-se que

3 -
(T +2, ) [—- OBy * 3w)x130] * Vo o 1

O que conclui o argumento.

Resulta finalmente

AFIRMACAO 11

—_— e e —

A funcao wlx, %] = - JxBO(x, 0, ) satisfaz a equa
¢ao de Konteweg- de Vaies (1) nos xeR, £ > 0.




67

PROVA:
Para t > 0, k g‘E+, % ¢ IR
tem-se
2 2
- U By + WE; = £ £,

e entao, derivando com relagao a t,

ve

onde

H
i
|
</
+
3

ou seja, por (22)

Il
i
o
}.h

o

I
t=

N
1=y
[
()

w
Hh

o
I

1l
:

|
s
H-
(o)
E
Hh

o

ja que Lf = L%fF .

Segue entao

wtfo - BL - ILB) f0 = ).

Um calculo direto fornece
(B IL - I;B)fo = (wax - wxxx) f0 §

de modo que

(*) Eﬂt(x,t) - 6w(x,t) wx(x,t) + wxxx(x,t)]-fo(x,k,t) = 0

&{ xeR, t >0, k e C,
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pado (%, t) e R xR_,

tem—-se
£,(x, k, t) ~ et % o0

ao X+ + =,

de modo que (*) implica

wt(x, t) - 6w(x, t) wx(x, t) + Wxxx(x' t) = 0,

ou seja,
w satisfaz a equagao (1) nos x ¢ R, t > 0.

QED
Resulta entao imediato que
u(x, t) = 1 - Q.Bjlx + 6t, 0, t) =1 + w(x + 6t, t)

satisfaz a equagao de Korteweg- de Vries (1) nos x ¢ R, t > 0.

Quanto a condicao (2), pode-se mostrar apenas que

b b
(23) i u(x, t) dx — ( H(x) dx aoc t— 0
;a :‘a

para cada a, b dados. De fato, do problema direto de espalha-

mento sabe-se que

Il

H(X) 1l - DxBo(xr 0: O)r

de modo que (23) é conseqliéncia imediata da continuidade de B,

em IR x.ﬁ+ xIR+.




CAPITULO IT
ESPALHAMENTO ASSOCIADO A SISTEMAS ZS-AKNS

§1 - Introducgao

A técnica de solugao de problema (I, Cap. I) ex-
posta no capitulo anterior pode ser sumarizada como segue. O
perfil inicia wu(x, 0), pertencente a uma certa classe L , é

introduzido como potencial na equagao de Schr8dinger

—2 .~ { =
| SN D2 y +up = Ay , D= D/Dx

sendo determinado um conjunto de parametros associados ao pro
blema de autovalores (1) permitindo a reconstrucao do poten-
cial u. A identificacao desses parametros e a elaboracao de
um procedimento de recuperacao do potencial a partir deles
constitui a teoria de espalhamento do sistema (1) correspon-
dente a classe ]j de potencial. Se u evoluir com t de uma ma-
neira adequada (no caso em questao, a equagao nac fLinear de
Korteweg- deVries, a duas variaveis), pode ser possivel de-
terminar a priori a evolucao correspondente dos parametros de
espalhamento, reduzindo a gquestao de obter u(x, t) a um pro-
blema de espalhamento inverso (ro caso, uma equagao integral
Linear de Fredholm, a uma variavel). Esse procedimento consti

tui o método de espalhamento para a solugao do problema dado.

E natural perguntar se outros problemas além de
(I) podem ser resolvidos seguindo um esquema desse tipo, ou se
tal procedimento & inerente @ eguagao de Korteweg -dsVries [4].
Voltando ao Cap. I, a determinacao das leis de evolugao dos
parametros de espalhamento associados a (1) apoiou-se fundal-
mente no conhecimento do comportamento de u(x, t) na frontei-
ra x + *+ » e principalmente no fato de o potencial u ser {s0-
espectral, ou seja, manter invariante com t o espectro de (1)
— a descoberta notavel de C.S. Gardner, J.M. Greene, M.D.
Kruskal e R.M. Miura [19]. O primeiro ponto a observar & que

—
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outras equagdes além da KAV exibem essa invariancia (P.Dp. Lax,

1968 [28]). Segundo, outros sistemas diferenciais

(2) Ly = i, L =1IL(u)

podem ser considerados para o problema de espalhamento, e pro
cedimentos sistematicos para obtengao de equagoes de evolugao
conduzindo a potenciais u isoespectrais tém sido descritos [1],
EiP [4], [28]. Portanto, a técnica do Cap. I nao & particu-

lar @& equacao de Korteweg-de Vries.

Nesse capitulo, & descrita a teoria de espalha-

mento de (2) no caso do operador ZS—AKNS
D —q
(3) L = i i DS d/dx '

r -D

onde dois potenciais independentes intervem, ambos de classe

= (fFeClR, € : £, £' ¢ LI (R), £f(x)— 0 ao x—  =}.

Originalmente, V.E. Zakharov e A.B. Shabat [43] consideraram
o caso r = - g*, associado & equagao de Schrbdinger nao linear.
A generalizagao acima, devida a M.J. Ablowitz, D.J. Kaup, A.C.
Newell e H. Segur [3], permitiu o tratamento de diversas equa

coes de relevancia na Fisica Matematica [1], [3): (4]

Algumas provas sao omitidas quando encontradas em

detalhe no Cap. III ou em referéncias citadas; O tratamento &

andlogo ao caso dco operador de Schr¥dinger como descrito em

[15], ch. 4. A notagao segue Ablowitz [aE]




Wik

§2 - Teoria de Espalhamento

Nesta segao e na seguinte, serao identificados e
estudados parametros de espalhamento associados ao sistema
2S-AKNS (2), (3), ou seja,

=i q(x)]

’1[’1
(Z6-AKNS) —— y = (

| XX%) A 2

onde
g, re L={fecCl®R, €: £, f' ¢ L}(R), £(x) > 0 ao x— * =},

permitindo a partir deles a recuperagao dos potenciais q, r
num esquema analogo ao do Cap. I.

Observando que

g(x)— 0

r(x)-+ 0

€ natural [27] procurar solugdes de (ZS-AKNS) na forma

o}

=4 1
T oga R, R = ( )
R,
]
R
Y " iAx Ay _ 1
¢ = Re ’ R =
Y
R,
L, \
g iax
Y = L e ’ L =

112 )
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4"
L,
$ = ﬁ e-—iJ\x P;_. 5( |
"
Lo
com
1 [ 0
.] 5
R(X, A) i ( / ' R(xr >\) d ( ) ap X —+» — «
0 1
0 . 1
L%, %) =~ ( ) s Lifx, &) W ( ) ao x—* + @
1 0
Nos A ¢ -C:, isso equivale a procurar solugdes R, L para
i %
Ry (x,)) 1 0 q(y) Ri(y, )
o)) .
/ 2% Wil
(1) Ry (x,2) 0 r(yle Al 0 Ryo(y., )
+ - =
-] 2 o 2
R(+, X)) e CTMR, OO°NL @)
+oo
[ F ” T
L, (x,}) 0 0 q{x)ez"u (¥~%) Ly (¥}
MR E
j
{II) LQ(X,)\) 1 r(Y) 0 Lz(}{;}\)
b4
E (5,2) & ¢ m®, ©)%* N * ®,)?




enquanto para cada

ciste em resolver

s
IRl(x,A)

i)

N
(1) | R, (x,a)

iy
(FL)

¢oes fornece

R, L

e
[
——
»
-
-
i, e
Il
T oy
o
<l
+

Aoe

c’®r, )2 N

TEORENMA 1
Sendo ¢, 1
e
+ o
M = exp
tem-se
(1) para cada
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s b W
C_ o problema de encontrar R, L con-

>
| 0 qly) e—ZiA(x—y} E](y;l)
V) dy
] r(y) 0 R, (y,1)
L™ (R_) 2
4
N
0 . ql(y) Ly(y.,2)
21 N )dy
r(y) e 2ir{y=x) g Eig (¢ 1)
b4
L”(R,) ?

0 esguema iterativo usual de resolver essas egqua-

c (R, €) N L' (R)
+ o0
‘q(x}l dx + { |&(x) dx ] ,
— o /
\ e E+’ 04 problemas (1), (I171) admi-

€

tem uma uanica so0lugao,

tendo-se¢ ademads

2

CO[IQ X E+, @) ’

&.
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lR[x,AJLD < M
IV(&,A) e ExT, ,
|L(x,}\}|m < M
e, para cada x ¢ R,
R(x,+), Llx, ) analiticas em Ly
(2) para cada A ¢ €, o6 problemas (1), (11 admitem

uma anica so0fugdo,
tendo-se admais

ny ")

J R, L € C°(R x€_, €)2,
n
Rlx,%] s M
¥ iioal « B 2T,
4"
L{x;%) < M

¢, para cada x e R,

’U "\J - .
Rix, #), Llx, )} onaleticas em €.

o2

Para A ¢ IR, existem entao as quatro solugoes ¢,
1'\‘ ' —
V., ¥ do sistema (ZS—-AKNS) de ordem 2; a relagao

0 i
Pix,A ) ( ) et ¥
1
ao x — + e
1
n -iix
q;(xr )\) n ( ) e
0
L")
mostra serem ®(-,A), ¢(+,)) linearmente independentes, de mo
do que
$(-, A) =a(x) (-, A) + b(X) Y(+, A)
$les W) = BB $lis B = Bl Y,
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para  a(A), &), b, B e €.

Analogamente, nos X e R

o (e on) ata) 6l= %) + AM) #ls,Q

]

Y] 1] " ")
p(*,A) c(A) d(*, ) = d(a) il A

e em particular

nos A € IR:

1

0
R(x,}2) = a(l)( ) + b(}) (
0

) eZiAx + o(l)
1

0 1
R(x,1) = 'a‘i{x)( ) - B ( ) e 2EAX L 5(1)

enguanto

I §
L(x,2) = c(}) ( ) + d(a) ( ) R b alt)
d

2 0
" n i n .
Tix,2) = &) ( } - Al ( ) 23Ax (1)

. 0 1.
ao X — @
Em particular,
c()) + o(l) aop x—+ —
W[¢:¢] =R1L2-R2L1=
a(r) + o(l) ao x— + ®
"
/ -c(i) + o(1) 3G X~ = ™
n v L4 VIR & V) N N /
w [é, v] =Ry Lp - Rz In ={
\ —3(1) + o(1l) ao x— + o,

Como o wronskiano de um par gualquer de solucoes de (ZS-AKNS)

nao depende de X,

r1lli..IIIlllllI.l-lI-IIl-------............________
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segue entao

1l
Il

a(x) c(i) W [oCern)s p(ern)]

\t/l A e R,

o L)
a(i) c(A)

Il
Il

) s
~H L4 Cad)e wle o 2)]
de modo gque a, c tém extensoes analiticas a €, e a, ¢ ac..

analogamente, para cada A e R:

4 4
b () d(x) - W [oC,0), vwi,0)]

w v
b () d(x)} - W [@(‘rl)r ﬂ)(‘:l)]-

£ imediato entzo do Teorema 1

COROLARIO 2

Nas hipoteses do Teorema 1, Zem-se¢:

(&) a, e e C°(C,, €] N LW{E+] anafiticas em C,
d, ¢e CNE ., € O ™E) analiticas em C_

N u 0

({4) b, b, d, d € C°[R, €) N L [R),

. ~ i =
Finalmente, levando-se em conta W [¢, . ¢], W [v , v], obtém

se que
uv 4"

a(rx) a(r) + b(r) b(r) =1

c(n)  S(x) + d(n) d@) = 1.
TEOREMA 3

1

Sendo ¢, » ¢ C°(R, C) N L (R),

Lem-5¢

3
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(L) Ri{%, il + 0(1) a0 X—= - o

>

0
( ) + o(l) ao x— + o, x e C
1

"
B
L]
e SR
o]
m
ol
+

L{x,x)

com o(1) valendo undLformemente em x em C

0
( ) + 0(1) a0 x—+ - ®, A g C-

I

1
< ) +oll) a0 x— + o, €
0

com of1) valendo uniformemente em X em C.

(i) Rlx, )

n

v
L, )

P
m
{
|

(£44) Rylx,a) = ala) + o(l) a0 x -+ w, 2 eC

»

L,{x,x) = a(X) + o(1) a0 x =+ -=, Xe€T

’ +

com o(1) valendo uniformemente em X em C

n

(Lv) R, (x,2) o(1) ao x— + % e 0

E ol% %) ol(1) ag x— - o, A e €
1

com of1) valendo undigormemente em Im 2 = B

para cada B>0
N = _
(v) Rzlx,l) = alir) + ol1) a0 Xx— + =, X g C_
L") aQ g
Ll(x,xl = afx) + ol1) G0 %= = wy A w® B.

com ¢(1) valendoe uniformemente em X em C_

4"

(vd) Rylx,x) = ofT) ao X— + o, X & T
4 7]
Lyt%,2) = @l1) ao K= = e X e B

com of(1) valende undfoamemente em Im ) < -B
para cada B > 0
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(vid) Rylx,A = b(2JeZ€** 4 4(1) a0 x=+ =, X R
?il(x,xl =~B’(J\}e_2’i“ + 0oll) ao x-+ o, 2 e R
Bl Al = B 4 501 @0 Hw- o & 2 F
Izlx,x) = —b(AJQZLAx + 0ll) a0 x5~ @, % & R

com of1) valendo uniformemente em irem R.

PROVA:
(1) Seque imediato de (I), (II),
observando que
R, L & LP(R x C,)2
(ii) Inediato de (§;), (&,)
e do fato
o 2
R, L g "R x €.)
13:3) Tem-se
a(x) = Ry(x,2) Ly(x,x) = Ry(x,1) L;(x,2) ( x ¢ R),
de modo que o resultado segue imediato de (i)
(iv) Dado B > 0, e sendo Im A > B,
segue de
e
F e
R (x,1) = 1 r(y) e Al R,(y.rx) dy
1'_w

que, nos x 2 0:
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x/2
[
| ~2B (x-y) |
R, (o) | 2 x| 2BV R () dy +
X
C ] | e s
J
x/2
+ oo +
-B
< M g % ‘r(y)l dy + [r(y)i dy
Analogamente, nos Im A > B:
+@ x/2
-Bx |
’Ll(x,)\)‘ < M|e J lq(y)‘ dy + ) |q(y)| dy \}/xs_{).
- —c
(v) Analogo a (iii)
(vi) Analogo a (iv)
(vii) Ten-se, para cada X e R:
Ll(x,;\) = a(x) 'f’{l(x,x) + B(2) Rl(x,x) e—zmx;
de (i), (ii) e Corolario 2
segue entao
y . 1
L (x,0) =b() e PP 4 o) a0 x> -

uniformemente nos A £ IR.

") v
Analogamente para R,, R, e L QED

1 2°

Resulta imediato entdo a seguinte representagao pa

Rl Y]
ra os coeficientes a, a, b, b:

h
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cOROLARTO 4
_,_‘--’_-___-___-_‘__

Sendo ¢, n ¢ C°(R, C) O LY(R),

Tem-4e
+ ®@ 4@
(£) alx) =1+  qly) R (y,x) dy = 1 - | aly) Loly,x) dy
A E 'E+
4 @ 4 @
N P [ v
(£8) afx] » T # nly) R (y,a) ¢y = T - | qly) L,(y,x] dy
\5/ A e C-
4+ o 4 @

£
|

i) b = | aly) & BN R (y,a) dy = [ty Y Ty, dy
\?/ ‘A e R
4@ + e
v | . ny i .
({v)  b(A) = - 'q(g}QQ“Ag Ryly,r) dy = - q(y)eMw L,(y,2) dy

b/ A e R

Resta finalmente obter o comportamento assintdtico das fun-

¢oes de Jost ao X * =.

; LA P
Seja por exemplo V(x,2) = LA, Ae C,.

Da teoria de equagoes diferenciais ([6], Ch. 4) é natural es-

Perar

A

1
Ll = B0 & et V) & o( 12)
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gubstituindo em (II), wvem

. { 0 qlye?try=)
(0) 1 (1) 1 ) (0)
L (x) + i L " (x,x) +0 =\l1/) - L (y)dy
A2 ’ r(y) 0
x
1 " o Q(y}e2mk(y_x)
- (1)
A L (y,\) dy
r(y) 0
onde se supos
+ o :
0 q(y)e2mk(y—x)

() oo ()
o\ 7 ) ar=0 |— |-
r(y) 0 A 32

X
Se g' ¢ LI(O, +«), tem-se, integrando por partes,
+o +
.'. ’:
By B 21 (y=x)
qy)e?¥ly=x) 1 q(x) - — "(ye ,
2iA 21
X " x

de modo que é natural tomar
0

L(O)(X) = ( ) '
1

tendo-se entao

- 2'. Ny
1 (1) 1 q(y)e?ir(y=x)
P R IRV IR (- ) dy +
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+m
" s qly)e2iA (y=x)
) f% LYy ay =
r(y) 0
3%
+cn
gl —— e (¥ X)
23 2i a ¥
= —-J:- X +
A
0
+e
f [~ : S
| 1o qly)e2dd (y=x)
R (1)
‘ r(y) 0
L .

de onde parece natural tomar

]
(1) 1l -
Ly () 2 o= a4 g’ e ¥ %) dy} ’
® )
/!
com O que
+oo
(1) 1 { (1)
L2 (xrk) + O (T) E= : I'(Y) L]_ (Yr}\) dy =
|
t'x
$oo + +
-2 [ aw ay - e a' @ gt | g
23 | 5
X

Se r' ¢ L!(0, +»), segue entao, integrando-se por partes,

ll!ll‘..IllII--III----------------------
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25 (E=y) /1
r(y) '(t)e d = [ —
Y [ q ae ] b'S o \ 2 ’
x b'4
de onde
+m
(1) 1 ;
L, (x,)) = - Cor(y) qly) dy
231 '
T x

Espera-se portanto ter

+ w
_.2‘|‘\ —
0 1 [ atx) + (q'(y)e R
Lix, ) = ( ) T 2 J dy
1 2i) - + p(x,1)
4+«
- [q(y) r(y) dy
‘}C
com
(%:2) =0 s ao Y - & emn O
P d A2 +
no caso
g, r ¢ Cl®,c) N L[IMW)
a', r' e L'M)
g%y, Flx) -— 0 ao X - + o,

Para a prova, observa-se que p(x,X) & dado por

. 2 (y=-x)
fl(x,;\} I 0 gq(y)e

(*) p(x,A) = <8 oy, \) Ay

fz(x:l) I(Y} 0
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onde
[~ * + @
% L 2 2iX (y-x)
fl(xd) e qly)” rly) e dy - q(x) aly) r(y) a +
(212)
[ %
4+ +m f—
If.
? ' 21 (y-x)
-l a'ty) | jate) ze) ae| e gy
!
X :y
— + + o
3 [
 § 2iA (y-x)
f (x,A) = q'(y) r(y) dy - r(x) q'(ly) e dy +
2 (2ir) 2 ¥
L x x
“+c0 4o s
,f | 24 (t-
s Ir'(y)[ | qg'(t) e 244E-¥) dtiJ dy ”
:-x \-y
de modo que
cte / \
|f{x,h) I 5 5 \v X e R, v AeC -0,
@ Il
fl
£ = :
£,
a resolugcao da equagaoc de Volterra (*) pelo procedimento ite-
rativo usual fornece entao
cte / / -
Ip(){;A) |w = W \7 Xx g IR, V A E C+“0.
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N ny . ’
procedendo analogamente com Ri{x,\), R(x,A) e L(x,x), oObtem-

5
TEOREMA 5
Sendo
1 N 1
¢, » & C (R, C) L (R]
com
q'r "‘L! =4 Ll(R)
qlx), nlx) — 0 ao xX— * e,
entaoc
X
1 ] | qly) aly) dy -
(£)  R(x,A) ( / R J +o( 2)
0 2.4\ - ‘ A
X
r - 2iXMx-y)
rix) - | #'(y) e dy
+ o
' 2iM (y-x]
g . qlx) + q'lyl e 4 :
LIx %) =( ) + : + o(
1 24 K 22
+w
i /
- | qly) xly) dy
X
ao A—> @ om E:

onde 0 (-%;) vale uniformemente em x em R
' A




(i4) R(x, )

COROLARIO 6

(<)

(£4) dlr)

"

(£id) b(A)

tendo-s¢ ademadis

- 86

X
' - 241 x-y)
qlx) - q'lyl e dy
/0 I I ‘-—I .r'l ]
= | - = + 0 —
k 14 24 X ( Az,ﬁ
iq(y) rly) dy /
s

J qlyl nly) dy

1 X
+ e—
) YW

!‘ -24 0 y-x)

alx) + |2t (y) e

I

ao A — o em C_, unformemente nos x e R.

Nas hipoteses do Zeorema acima, Lem-se
+ @
‘
1-L— | qly) aly) dy + 0
24x | 22
‘a0 A= » em C,
+ o
1o+ | qly) nly) dg + O J;*)
2EX | AT
ao A — ® em C.

o(—r—) ao A— = emR
A

b e LY(R)

se #' e LT(R).




(4iv) E(l) = 0 (
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\
L) ao : =+ = em R

EW,

Y @
tendo-se ademads b e LY(R) se q' € L (R].

PROVA:

(i)

(i1)

(iti)

Tem-se pelo Corolario 4

'+‘m
a() =1 + ) qly) R (y,x) dy

- OO

e dai, pelo Teorema 5

+w
afy) = 1 = [q(y) r(y) dy +
21
+o Y
2ix (y-t)
+ L | qy) r'(t) e &
2i) [ dtjl oY % O( 5"

Analogo a (i)

Do Corolario 4
+eo

? —-21Xy
b(x) = | x(y) e Ry (y,A) dy
J

— 0

e entao, pelo Teorema 5,
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+eo
r —2iky
b(y) = | x(y) e dy -
e
Y
1 ) -2ixy ¥ 1 \
s e . |
- ' q(t) r(t) a | &y + 0( = )
Porém, integrando por partes, vem
4o y
( ‘
| —2ixy |
‘r(y) e [ Lq(t) r(t) d%] dy = O ( -%—-)'
!
de modo gque
+CO
E
-23)Y 1
b(A) = r(y) e dy + O( ) =
! B
+w
J -23Ay
sl e My v o)
2i) X%

Da teoria da transformacdo de Fourier [40],
r' € L'(R) aa
4o

~2iyy
r'(y) e dy — 0 ao i+« emR,

de modo que

b()) = o (—%ﬂ) ao A — * =,
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Finalmente, se r' ¢ ["(R),
entao
2 e 5
e dai
+o
[ £ (y) =2iay

Como b e C°(R, €), segue de (*) que b & LI(R) .

(iv) Analogo a (iii)

QED
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§3 - Teoria Espectral
Os paramentros a(y), d(x) descritos na secao an-

terior podem ser utilizados para uma caracterizagao algébrica

do espectro do operador

d
= ~tag{a)
dx
I = i
ey (') - 4
dx

num modo andlogo ao feito em [15], ch.4 para o operador de
Schrédinger (5, Cap. I). Convém observar que L. f = Af & exata

mente © sistema (ZS-AKNS) dado acima.

12(R): f' ¢ L2(R)}, tem-se

I
~—
'—h
M

para q, r ¢ LT (R), W!(R)

> L2 (R)?

I : w!m)?

com adjunto

L* : WI(R)?2 — L2 (R} 2

dado por
2 A r*(Xﬂ
dx
]L*ZJ_ I
d
‘kx —
gl dx

de modo QueiL é autoadjunto se e somente se g = r*. Observan

do que I. & fechado, segue gue seu conjunto nesolvente pf{L) €

o

a colegao de todos os A e C para os quais

L - 3T : WI(R)2 — [2(R)2 & uma bijegao com inver

sa continua [40]. Ademais, p(L) & aberto em €, e seu comple-
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o cspectro de I, denotado por o(LL). Parte de o (L) &

-ntart ¢
“'d‘wapblo espectro pontual de L,Po(IL), que € o conjunto dos
" ¢ para 0s guais IL - AI deixa de ser inversivel [40].
No que segue, sera mostrado
HEORENA T
Sendo ¢, #eC° (R, ¢) N LY R) NL"(R),
Lem-40C:
) ell) = (xe € oald) # 0NJIA e €: aln) £ 0)
L) Poll) = Tde e, ald) = oN\Jx e eo: q(r) = 0}
(¢id) olL) =R \_/ Pol(l) . (uniao disjunta)

em analogia com [lS],Ch.4, P43
PEOrOS1CAO §

Sendo q, » como no Teorema 7,

entao
(e c,: alr) # 0} C p(L)
{xe €.: @(x) # 0} CoplL).
FROVA -
% Seja A ¢ C, tal que a(a) # 0;

a(A) =W [¢(,2), v(,0)]

fesulta ontzg que

i ¢(+sx), y(+,1) constituem uma base de solucdes pa

e do comportamento de X, A KA ao x— *
th‘eempart P ¢’( r)r 1‘-‘( :) ©

icular que A ¢ Po (IL) .

S
ol
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0 resultado entao seguird se for mostrado que

- A" ': Z2m)2 — wlm)?2

for continua.
fl

para isso, seja f = ( ) e L?2(m)?
£2

e. considere o problema de se encontrar ¢ e W!

(. - AI) ¢ = £,

(R) 2 tal que

ou seja,
q -1f
et = A(xX) ¢ # (*)
dx if
2
0
(com ¢(+ ») = ( ) )
0
onde
=i q(x)
Afxn) =
¥ (a0) i
Como
[ —1iAX irx |
Rlbhx) e L, (x,}) e
B(x) = &Jx,m \ @bnxq =
=-ixx iyx
R (x,}) e L, (x,2) e
2 . 2
€ solugao fundamental de
9o = awm o,
ax
procura-se solugao de (*i na forma
bl(x) \
¢(x) = B(x) Ib(x) ; b(x) = (
b, (x)

com b1(+ ) = 0, bzf- o) = 0.
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Um calculo direto fornece
+ o
|
ix|x-
o(x) = G (x, y;r) £(y) | Y]dy
a(r) |
onde
Gl(xr ¥: A) Gz(xr Yi A)
G (x, y; A) =
H (x, y; ) H,(x, y; A}J
para
Ry(x,2) L,(y.,A) se y > X
Gltxr Y. x) = <
L, (x:2) R, (y,2) se x >y
R, (x,2) L, (y.2) se y > x
GZ(X: Y l) =
Ll(x,l) Rl(y,)\) se X >y
Rz{x,k) Lz(yfx} se y » X
Hl(xr Yr J\) =
LQ(X,R) Rz(y,k) se X > vy
R, (x,2) Ll(y,k) se y > X
HZ(X’ Yo« }t) = <
thx,k} Rl(y,l) se X > y
Decore dai que o e LzﬁR)z
com '
|el g .5 B cte. £ , o, de fato,
L (R) L (R)
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+w
= Im)-. |x-y|
I¢(x) N < cte. lf(y}|m . e dy
e dai
+oo ot 4o
2 " = I ([xyy | + [xy,])
]dJ{x}im dv £ s, / 5 ax| |£0y1) | | £(y,)| dy,dy,=
+o 4o
([ 1 “Im. |y - v, |
= cte. _ [ImA + Iyl— yzl |f(y1)L; ‘f(y2)|me dy}dy2=
+eo oo
=2.Imx« |n|[ | _
- [ an]- P Sl e < |
d J

ou seja, pela desigualdade de Cauchy - Schwarz,

+4-co 4o +-oo
2 -2 +Im) 2
,@(x) dx < cte. (I}M +2|n[). e |ﬂ|dn{ £@] d,;.:l

-— 00

Em particular, tem-se ¢ & Wl (R)2

ja que, no sentido das distribuicdes,

¢ = =~ if, + g®, - ire,
1 =y T 1
‘I’z - lf2 + r@i + lA‘;’z
Portanto, tem-se
1 Frocs 3 & 2 Ty i
L - AI : W (R) L™ (R) bijetiva com inversa

continua, o gue mostra A e p(L).

O caso X e C_, a(A) # 0O € analogo.
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Para a caracterizagao do espectro pontual de L,
serao uteis os dois lemas a seguir.

LEMA 9
Sendo
¢, » € C°(R, ¢) N (R)
entao
para cada A e C,
existe uma solucao (classica) &(-,X) € cl(m, C)a
p )
¢ = ( Al) , do sistema ZS-AKNS
@2
-4\ qlx)
d
e = P
dx _
alx) 5
tal que
, Imi«x &/
‘ @y (x,k)| > M e X 2 x,
para algum M > 0, Xg > 0.
PROVA :
Sejam
-ix 0 0 q(x)
A(R)E r Q(x) = i
0 i r(x) 0

e seja V(-,)) = CIGR, €)2 a solucao em R do problema

V= a(AV + Q(x)V
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+ ¢ +
laly)| @y = - |r(y)| dy < N
4 . 4
X0 X9
Tem—Sse
X
|
(0) (x=-y) Al(y)
Vix,A) = V(x,\) + /e v L Q(y) V(y,r) dy
J
%0
onde

(0) _ =ixlx-x.) ( 1 )
Vix; 2] = e 0

Considere agora X > X, qualquer, fixado no que se

gue, e seja

wx = ¢°([x,: %], @2

munido da norma
n W “X = Sup. iW{X} i°° e-Im;\. (x - XOJ

xgixgx

Nesse espago de Banach W , seja
X

BN t W ===k W

X X X
dado por
=
[ (x-y) A())
T [W] () = e oly) Wly) dy (xp<x < X).
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Tem—se

T  continuo,

X
con
+ oo
E§ < max Claly) | ay
X op !

e

(0)

’ J|r(y)| dy) 2

+<

-

V(x,2) = Vix,2) +'?x EV(':KJJ (x) nos x < x < X.
Dai
I - T W — W € inversivel,
X X X
com
- T < 2
H X Il op
e
(0) (0) -1(0)
V=V +m [v] = V + T ((x-T) v,
X X P4
de onde
: (9) -1 (0) 1
v st ol - -2
X X op X op 3o = 2
Em particular, nos 2 & DB X]:
(0) (0)
v Gen) = v ean | < v -V e s
i
(0) Imie (x = xq) Im)-(x - x.)
5_” V=V n e = - e 0
X 2
e entao
(0) 1 i o P
IV1(xf*)| 5 Vl(x,A) B _E_ ” Im)-(x x0}= “%_elml(x %)
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como X > x, € arbitrario,

seque entao

Vlx, )| =
2

Analogamente, pode-se mostrar

LEMA 1

Sendo

& Tm) » =
= mi-(x Xg)

g, * € C°(R, ¢) N LYR).

entao

para cada Ae C_

existe uma solugao ¥ (-,1)

]

-~

e Tl
¥ = ( ) ) , do sistema
¥s
|-42
2. 5
dx
nix)
Lal que
binai| = @ d e

para algum M > 0, x,> 0.
Resulta dai

PROPOSICAO 11

Sendo

q, 21

€ CI(R, €1,

2

ZS-AKNS

qlx)

L)

e C°R, €] N L}R) N L=(R]),

QED




(4)

[{4)

PROVA

(1)

99
tem-5¢
14 @ c, :+ alx) = 0} C Poll)
(% & €. = qMy) = 0} C PgllL)
Seja X e C, tal que a(r) =0, e considere a solugao
$(.,1) de (28) dada pelo Lema 9.
Como
i A X ’
i :
ql"(x.rl) = L (xrl) e 1" ( ) ellx de-
X
cai exponencialmente ao X =+ + o,

tem-se

g(+,x), @&(-,x) 1linearmente independentes e em

particular

~

a*¢y(+,A) + B +« &(-,r) para a,B & C.

¢(,2)

Tem-se entao

2ixx . iAx
R (x,2) = a-L (x,)) e + Beo;(x,2) e ,

o que da, para todo x suficientemente grande,

o —Imix -2-Imix
IR, (x,2) | > |8] Je,(x,0)] e - la] [T, (x.2) e

-2 Imix
> M 8] - =] L (e e

para algum M >0;
fazendo x — + «, vem pelo Teorema 3 (iii)
0 = Ia(l}l > M [Bl I

ou seja, B = 0.

Portanto, para tal ) existe a e C
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tal que
¢(':A} == a - 'b(':)kj

em particular, ¢(+,A), p(-,r) e w!(Rr) 2

€& Epi-ad) =& glom) » Bl a0 = 3 p(-,2) , de mo-
do que A é valor proprio de L, sendo 0l=edd , Ylesd )
autofungoes associadas.

(ii) Andlogo, usando o Lema 10

QED

A demonstragdo do Teorema 7 fica completa com

PROPOSICAO 12
Sendo
¢ 2 e C°R, ¢) N YR A 1°ER)
entao
({) R ¢ ofn)

(€4) R nao contem nenhum valox proprio de 1,
ou seqa,

R D Pelll) & vazio

PROVA :

Claramente A e o (L) se for possivel encontrar uma
seqliencia (en)y, ¢ w!'®2 -0 tal que

0= AT) op | L2 () 2

— 0 aoc n —+ + o

i enll

L? (R) 2
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pado X € R, considere a fungao de Jost

wlx, ) = L{x,1) e M

e, tomando « &€ C"(R, R)

tal que
a(x) = 1nos x e [0, l]
a(x) =0 nos x -1 ou x =
0 = alx) £ 1 VerR,
considere
= b4
e B ;B e B B
Tem-se
[n] -
Vo= a () e W (R)
n
e
[n] |
UIX
P 2 fle (X} L,(x,2) e
L2 '
I
2
= ! |Ls (x,2) ] dx — +
0
enguanto
+oo
Il(l.* lIJ¢[n]” < cte. o '{x)2 dx
ZGR)z n

de modo que pelo observagao acima A e o (L) .

v




porém A

porque

se
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Po (L) ,

¢ ¢ W (R)? satisfaz L ¢ = A¢ ,

entdao em particular

¢ e clm, ¢)?

e dai
v

¢ = G'IIJ(',A) & B'UJ(’,:’\);

agora,
2 2
¢ ¢ L“R)
claramente acarreta entao o = g = 0,
ou seja, ¢ = 0.

QED

COROLARIO 13

entao

() cada
paco

(£4) panra

coes

(£id)  pana
coes

PROVA. :

(i) Sendo

Sendo ¢, # e C°(R, ¢] N LY(R) N ["R),
valor proprio do operador I ¢ SIMPLES, ou 4ejfa, o es
correspondenzte das fungoes proprias Lem dimensdao 1

cada X e €, N Po(lL), ¢(-,2x) e ¥(*,)) "sdo 4un-
proprias de I associadas ao valor priprio A

cada X e €. O Po(L), $(-,2) ¢ Y(-,x) sdo fun-
proprias de IL associadas ao valor proprio A

A e C, N Po (L)

e sendo ¢ e W (R)? uma funcao propria associada, con-

sidere a solugao $(-,)) de (ZS-AKNS) dada pelo Lema 9.
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Claramente

como
-~ Im}k'}{ \
|e(x,A)|_ 2 Me ﬁ/ X 2 Xp
(para algum M > 0, X, >0)
e
¢ e L2m)?,
segue que B =0,
ou seja,

¢ = a-y(°,A) para algum o € C.

O caso X e C. N PO(L) é tratado de modo anilogo, utili
zando o Lema 10.

(ii), (iii) decorrem da prova da Proposicao 11.
QED
COROLARIO 14

Sendo

@, = e C'MR, ¢l A L'R)

com
1
q', ' e L (R)
glx) — 0, n(x) > o0 ac X *+ o,
entao
0 espectro poniual do operador I de Zakharov-Shabat
/AKNS ¢ Limitado, e FINITO (possivelmente vazio) ou
INFINITO ENUMERAVEL sem pontos de acumulagao em C-R.
PROVA :

ol s

Imediata do Teorema 7 e Coroladrio 6, levando em con

ta a analiticidade dos coeficientes a, X .

Rt

QED
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Pode—-se mostrar ademais [lS],Ch.S que os zeros em C

(c_) de a(x) (3(n)) s3o SIMPLES, ou seja,
tem-se

da

A A M
0 (Ag) # O para cada TR Po (IL)

fﬁ}(Ao) # 0 para cada Mg ¢ C_ N Po(L).

Vale também a representagao

PROPOSICAO 15

(£)

(44)

Sendo g, n € C°(R, ¢] N L'(R) N L”(R),
tem-se
para cada 20 € ¢, N Pol(lL):
to

ﬁ'—.(;\o} & __.g__

o1 (%, 20) 650x,20) dx

T

onde allg) € C & a constante de proporcionalidade en-
trhe as autofuncoes de Jost ¢(-,A0] e w[-,AO),
ou sefa,

dl+,20) = alrg)e wl+,2p)
para cada rg € €. N Poll):

.EEL(AO} = —7%2*—— i%l(x,xol Bol%aing) dx
dx —(-Ol(ko} J

onde

S(ro) € € & a constante de proporcionalidade entre
as autofuncoes de Jost $le,%0) ¢ Ve,

ou seja,
v ny v

6l+, o) = alrg) wl+,2ol-




PROVA:

(ii)
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Do Teorema 3 (iii), (iv) decorre

OR d_?(”
T k) —+ ( . a0 x— + @, A e C,.
0
Definindo
w : R X C+ = 2
por
N OR, ~2i2x
w(x,2)= (x,2) Rz(x,k) - R (%, A)—(x,2)|e
]. Dk r
obtém-se
W
"D—};‘{x,x) = - 2i ¢,(x,2) ¢,(x,})
e entao
x
wix,A) = - 2i ¢1(y,1) ¢é(y,k} dy {*)

-—

Para A = Ag E c, N Po (L) ,

tem-se pelo Teorema 3

-2ix,X
0
-e
Rl(x,ko)
80 X —* <+ 0y

RZ(XtJ\D) e = = F u(lo)

de onde segue o resultado fazendo Xx— + < em (%)
Analogo, utilizando

1
waRBREE ¥ K
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dada por
2 v L]
JR SR .
Y " 21
Wl i) 2 |2 Al B G — Bl —2 0% 1) | o™
IA X 2 et
QED

Considere agora o caso em que os potenciais ¢q, «r
dependem de um parametro adicional t, variando num certo inter
valo I, ou seja, q = g(x,t), r = r(x,t), X e R, t € I. As esti
mativas das secOes precedentes valerao uniformemente (em t) so
bre compactos C I se cada hipotese sobre g(x), r(x) for subs-
tituida pela correspondente sobre g(x,t), r(x,t) com uniformi-

dade (em t) sobre compactos C T.
Ademais, se

g, re C'® x I, €

com
a(x, ) [ax, |la (x,t)lax, |lrot) lax,  |lrg (xt) |dx
| |

uniformemente convergentes sobre os campactos C I, entao va-

lera
R, L ¢ clcmxzx6+, c) 2

1 = 2
R, I e C (RxIx¢€_, €

Il

1 —
a (t.x) = CHL x C+, C)

- ;
a (5] ¢ T 2€_; €)

a

Seja entdo a familia de operadores ZS-AKNS

= iq(x,t) 1
dx lq X
1 2 2 2
L(t) = : WM — L R
d
iy, t) -1 o




107

indexada pelo parametro t em I,

onde, naturalmente, & suposto
q(-,t), r(-,t) e L"(R) para cada $ 2 Iy
Uma aplicagéd
A :Jd—>€, J intervalo C I,

é dita uma C!- thajetonia (ou simplesmente frajetoria) de au-
tovalones de L(t) se ocorrer

(i) A € Cl(J, c€)

(ii) A(t) e Po(IL(t)) para cada t e J

(iii) o intervalo de definicao J nao pode ser estendido a um

intervalo maior J' C I com preservacao das propriedades
(1) e (ii).

Como conseqgliéncia dos resultados acima, tem-se gue (sob hipd-

teses razoaveis sobre q, r) o0s valores proprios de L(t) for-
mam Cl— trajetorias, ou mais exatamente

TEOREKA 16
Sendo
q, n € C][R x I, €)
com
() gl-,2), nl+,2) e L%(R) para cada £t e 1
10 te 4 tm
(i4) lalx,2) |dx, |lqglx,2)]dx, [[rlx,£]][dx, |2 e (x, ) | dx

uniformemente convergentes sobre compactos C 1,
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ENTAO
(£) dados 245 e 1 e Ag € Po(lL(z,)),
g o 4 1 gl
existe uma unica C -trajetoria de autovalores x : J— C
com l{{o) = A

(i4) duas trajetorias de valores propriocs nao se Lnftenceptam,
ou seja,

sendo
A: J,— €, om Ju — € trajetorias distintas,

entao
i) & witl ¥ 2 e 1, AR

(iii) se o0 4intervalo (maximal) de existencia J, de uma trafetd
nia ) fon abento num extremo T que peatenga ao 4Lintexn-

valo T,
entao
dist (Ax(£), R)— 0 ao £ = T em IJ,.
PROVA :
(i) Tem-se, se A, € C_ ,
da .
A=, (tOJAD) ?"' 0
OA
onde a € Cl(I X C,, C) : o resultado segue entao ime-
diato do teorema da funcao implicita. O caso rge C_ € a-
nilogo, considerando-se a fungao a.
(ii) Se

A ot Jk — C

:  J C
H u —=F

denotam duas tajetbérias distintas em intervalos com in-

%, '
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tersec¢ao Jy, nao vazia, entao (pela maximalidade de J s

Ju) existe tg ¢ JAu tal gque xlto) & ultyg).

Se ocorresse t e Jay com a(t)) = u(t)), o teorema da
fungao implicita (aplicado & equacdao a(t,A) = 0 ou
i

a(t,A) = 0, conforme o caso) daria Ar(t) = u(t) em toda

uma vizinhanga de t,, e repetindo sucessivamente este ar

gumento valeria

(0 = we) Ve Ty

contradizendo a existéncia de to'

(iii) Suponha por exemplo

M) e € Vo te J,.

Se nao ocorresse

dist (Ax(t), R) - 0 ao t—= T em Jy, T e I,

existiria (tn)n 2 JA com tn~+ T e k(tn)-+ Xg € C+;
como T e I, valeria a(T,23) = 0, de modo que

Ag € Po(IL(T)) e existiria uma trajetdria

Ho Ju + C

com T € J U(T) = A4,

ur
Pela unicidade éa solugao ¥ = u(t) (em torno de lg)
da equagao
a(t, ) =20
numa vizinhanca de T em I, ter-se-ia de ter
p(tn) = A(tn) para todo n grande,

de modo que ¥ e A teriam de coincidir, e em particular

T pertencia a Jy e
O caso A(t) e C- \/ t € J, & andlogo.

QED

Os autovalores de IL(t) formam entdo trajetorias
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suaves que nao se interceptam. Em geral, o nimero de autovalo
res de IL(t) pode variar com t, ou seja, autovalores podem ser
criados ou destruidos. Pode-se porém impor equacoes de evolu-
¢do para g, r levando a espectro invariante [1], [3], [4],[28],
de tal forma a se prever a evolugao correspondente dos para-
metros descritos na segao anterior. Nesse caso, a andlise des
sas equagoes pode ser feita considerando-se o problema (li-

near) de espalhamento inverso (§4), num modo andalogo ao des-

crito no Capitulo I para a equacgao de Korteweg- de Vries.




1A
§4 - Equagao de Gelfand - Levitan - Marchenko

Nesta segao sera mostrado um procedimento de recu
pcragéo das potenciais q, r a partir dos parametros introduzi
dos em §2 (espalhamento inverso), o que € alcangado no Teore-
ma 19.

pefinindo, nos X, s e R,

+ o
- 1 f 0 -iAs
(4) J(x, s) = e (L(x,A) - ( ) ) & dx
o 1
“} oo
_ i |
iis
(5) Iix, G = L (T (x,)) - ( ) ) e ai
27 0

tem-se pelo Teorema 5

J(x,+), d(x,+) e LZ@)2

com
5§ PN F{ K0 ) € LzﬂR)z
x —~& J(x,+) e LR
continuas,
TEOREMA 17
Sendo

com

qlx), nl{x) — 0 a0 XxX— t

)}
¢', ' € L'(R)

‘il
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entao

N(x,s) s¢e & 20
Jix,s) = ,

Y

( ] e 4 < 0

o.

o

N{x,s) se & * 0
Tix,8)

x,8) = /
0
\ ( ) 5e & < 0

0

com

N, N e ¢°m x [o, + o[, C}z

0 n 0
Nix, 8) — ( ) ; Nlx, 4] ( ao A=+ +
0 o/
uniformemente (em x) sobre compactos C R.
Ademads ,
2
M(X,O} = I + @
i {q(g) nly) dy
“x
e o
/g \
= 'lq(yl nly) dy
n, L
N{x,0) = X
= -%— nfx)
\ #
PROVA:

Pelo Teorema 5 (i), observando gue
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o +o
; | 23 (y=-x)
~2i)(x-y) ' .
' dy = - 21 q('_Y) e d
g(x) * q'ly) e ._
4 x
1
______ﬂl.___.—- +
pl 2i (i + ) 2X (1 + A)
L4 _bc
ten - \
2 (y—-x%)
: Jq(y) (y
Lis.A) - ( ) s X ' + p(x,2)
1 o
N - gly) r(y) dy
2i (i + A) /
X
- nde
° —_ 2
p e C (R % C+, c) .
¢uso na prova do Teorema 5, vale
M -
|p(x,)\)|m£—|-l—lg— A£C+—0,\V/XEJR

I para alguma constante M>0,
‘§ % rodo que

X >~ px,*) & L )2

,,,‘ continua.

.-h teoria da transformada de Fourier [40], segue ent&o

Mendo

\ 4

Blx, 8) g —=— Jp(x.l) e % a
2T

S;CR, C) = (f ¢ C°MR, €): £f(x) =0 ao x— % »}
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que
p(x,*) € C° (R, €))7
=+ 0
com
x —® p(x,-) ¢ Eg R, C)?2 continua,
ou seja,
sup |p(x, s) - p(X, s)|_ — O ac x— x emRR
s € R
para cada x e R,

Em particular,

=t
m

c’°(R2, €)?

e 0

B(X; s) — ( ao s> + «
0

uniformemente (em X) sobre compactos C R.

Observando que, para cada X £ IR,

p(x,-) @ analitica em C,. continua em C

+
€ nos s <0
-i§2 @
pix, z) e dz —* ac R t =,
0
|z] =R
z e C,
segue do teorema dos residuos que
*Feo
B ¥ -iAs 9
p(x,8) = p(x,2) e ax = g <
2m 0

- - ]

Por outro lado,
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4 e
%% L=t 1| -
aty) e gy = = Jax+ 30 e gs =
pr3 F‘0
+r.u
3 A
S [‘H(s) g(x + —E—) P ds,
5 2
onde H denota a fungao de Heavyside,
produz
+eo
+oo
1 23X (y-x) —ds 1
== qly) e dy| e qh 5 B
e I [.J = H(s) g(x 2)
J X

pelo teorema de inversao da Transformada de Fourier [40].

Analoganmente,

+m
£ .
J & oM g oL Gem
1 = 3
0
da
+o
-ixs o
- . e an = —L H(s) e °
27 21 (d + A) 2
Portanto,
+
9 —iAs
J(x, s) = L [L(X;A) - ( ) ] e ar =
27T 1
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1
- = H(s) q(x + ——)
2 2
= oo + p(x,s)
e j
L. mis) = : qly) r(y) dy
2
X
de onde segue imediato © resultado sobre J(x, s) e N(x, s). O

Ny v - -
caso de J(x, s), N(x, s) & tratado de modo analogo.
QED

Em particular, tem-se as seguintes representagaes de Fourier
. v
para L(x, 1), L(x, A) nos A € =R

o
0
iis
(6) L(x,A) = ( ) + N(x, s) e ds
]
0
+w

Y
(7) L(x:A\)

I
G
o g
‘\-.___/
+
.
=ze
—_—
s
n
[
|
)
>
0
o7
n

Na verdade, essas relacoes valem para um conjunto maior de va-

lores de A, O que sera importante no Teorema 18z

LEMA 18
Nas hipoteses do Teorema 17, Tem-s¢
para cada x € R:
+ o0
0 ALAA . / -
(<) L{x,x) = ) + Nix,s) e ds \‘ re C,
1



{

(£4)

PROVA :

(i)

L A%, 3l

Seja, nos

v(x)
onde

F(x)
Claramente

¥ E
o

F/R

Pelo Teorema de Cauchy, para cada A e C

F(X)

onde CR

{z

L

+f
0
= Rl ) = ( ) - F(a)
3
+ o
xS
= ‘[ N(x,s) e ds
0
(e, , €)2
0
e C°(R, €2 - ja que F(2) = L(x,A) - ( )
i 3

nos A e R.

+
F(2) 4, \f o Y
2ri z = A

Y e

R
& o caminho formado pelo semicirculo

e €, |2] =R} e o segmento [- R, R],

orientado positivamente.



Em particular, nos R > |i]|,

g Y ' ie 5
vy = o g - L viRe ) spe’
271 1z = X 2y i rei® - 3
CR 0
ja que por (6) v(z) =0 \V’ z £ R.

O resultado segue entao se for mostrado que

IV(R eJlG)l d — O aoc R— + o
0
Ora,
0 |
L(x,k)—( )g” \Tlxlzl,xeq
1 | 2]
da, nos R 2 1:
T
i g M
|:L(x,Re)-— < ) :\des_ —+ 0 ao R++ =,
. l s R
0
Por outro lado,
L T + o
i i f -Rs . send <
_[|F(Re}e)|w ds < [j IN(x,s)lm'e ds ] dae
A A A
o + o 4o
1/2 1/2
—2Rs senb 2
A [ 2 ds] de - [ IN(x,s) | ds:l =
. J N
0
0 0 i
: 1
= cte. — 49 +— — 0 ao R —* + %,
Ysen 6 VR

0
o que conclui o argumento.
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(ii) Analogo a (i), considerando

Y1)

1
W ' % —
L(x,\) - ( ) = BLX¥ A e €.a
0

onde

v
F(x) ds

m
—_—
Ze
b
0
0}
|
)
>t
n

QED

Esta-se em posicao, afinal, para estabelecer um
procedimento de reconstrucao dos potenciais g, ¥ a par-

tir dos parametros de esPalhamentO discutidos em §2.

Lembrando que, nos A & IR,

- 21X
R(x,\) = a()) L(x,x) + b(A) L(x,x) e

e supondo que o coeficiente a()) NRO tenha zeros sobre R,

ou seja,

(8) a(x) # 0 : \/ X e B

pode-se escrever

b)) 2iax

1 R(x,A) = L(x,A) + L(x,\) e

a(hr) a(x)

Pelos resultados da segao §2, tem-se

1
e C°m®R, C) N LW
= |
b
— e (‘mw) N (2@ N c;aR, €)
a -

pe (4), (5) vem
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+m’u
L f
f 0 \ | iAs
L(x,x) = | ' + ' N(x, s) e ds =
X 9. 4
0
0 "
. ( ) « 477 5 o] o)
1
+oo -
1 -iAs
L(x,2) = ( ) + ﬁ(x,s) e ds =
0
0
l y
= ( ) & fz‘”ig[cr(x,-)] (),
0 N
onde E; denota a transformada de Fourier
+u:|
_ 1 -jlgm -
Slgl &) = = J £(w) e dm'gw[f.(m)] (&)
-
e : E; sua inversa
4+

=5k 1 lgm =
S [g] ® = 75 f(w) e aw:z g [£@] (&)
w

-0

Tem-se entao

1
L r(x,\) = ( ) A S [Fen] ;s
0 |

a(x)

21Ax

0 i =1
1 a(xr) a(a)

o que da
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% ; &
(9) /.,._ (\-i _.._.l R(X,l)- = ( \ (x, s) = J(x, s) +
2n ~.la(y) 0
0\ -1 ;
" ( ) 1 b(}) 28X e, 8§ &
1 V2r 5 a(i)
ey 2i T
b 1Ax
< Jix,8) | (x)| (Re )
N S o] e |
A S
Definindo, nos £ e IR,
+eo
2 (g) = — Lo
cont 27 a(x)
resulta
~1 1
1 b()) 2iix
e (x, s) = @ (2% + s)
/2n gk[au) } cont =TS
enguanto
-1 53 -1
it A
S; b)) A ax E; [g(x,¥)] (x,xi} (%, s)
A a(i) v
p -
= 3 Bla) 2% [J N (x,y) g 1o dy ] eiks ax
27 a(x)
o 0
+ 00 + =
o %) [- b()) eix(zx + o+ 8] gy 1 sy =
(%) 2T a(a)
0 =om

I
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+o

= N(x,y) @ (2x + y + s) dy
d cont :

0

onde a troca na ordem de integracao (*) é justificada pe

lo fato de que

“+ oo 40

oo +eo
] ik 5 A
{ £(2) [ J gl & - dy] dr = _|r gly) [ [ ety e dx}dy

\V/ £, g & L-ZCER).

Resta considerar o membro esguerdo da expressao (9):

escrevendo, para x e R fixado,

1
B = = mig A = ( )
a(y) 0

(e) _ -1
¥4k = ROy — para cada ¢ > 0
L= 3 & %

nos i e R,
tem-se
2 2 (E:) 1 2 2 2
F ¢ L"R)°, F e L "M)° N L”MR)

F(S)'”+ F ao e ¥ O em L (R)",

de modo que

gl[p(e)] N c};[F] e LRI,

Para cada ¢ > 0 dado,
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| i)xs
F(x) 2 ax — 0 ao R—+ + w
{ l - 3 & A
X & C+
|r]= R ' nos s » 0,
de modo que
+ oo
=71 (E) ixs
_l C: %‘ (l}] (s) = 1 F(E)(A} e ax. =
Y2 e B ,
A -0
R
1 R i
= lim F(A) —— dA =
27 1 - 1 € A
R+ @«
-R
eiks
= lim F(}) dax
2T 1 - 4§ €& A
Rl &
CR para s > 0

De (8) resulta pelo Corolario 2 que a equagao

a(p) =0, A€ C+

tem um nimero finito d > 0 de zeros, todos em C+, de-
notados por
Ais 3 Amgp awwy &
1 2 a
que sdo os autovalores em €, do operador ZS—AKNS.

portanto, para cada R >max {[A,], VAo | o movse del}

tem-se pelo teorema dos residuos
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Fazendo ¢ } 0, obtém-se entao nos s > 0

i

d
k=1 da k

d
ix (2x + s)
= i Ck Toloe, %) & Kk

onde

. &
C, .8 — ( ‘5’1'(5"‘}{) wz(gmk) dg

Pelo Lema 18, resulta entao nos s 2 0

& b
1 1
R(X;}\) i ( ) (X;S)
YZmu g)\ L(J\) 0 ]
+e
0
= - Q (2x + 8) - N(x,y)Q (2x+s+y)
(1) DISCR J hrscriBeteny) &
' 0
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onde
d :
126
o (mh= =&y Goom (£ ¢ R),
DISCR '
=1
entendendo-se Q = 0 caso d = 0.
DISCR
A expressao (9) da entao, nos s = 0,
+ o
0
- Q (2x + s) - N(x,y)Q (2x + 84+ y) &F =
1 DISCR DISCR
0
+o
5 0
= N(x,s) + ( ) Q (2x + s) + JN(x,y)sz (2xt+s+y) dy
nll cont cont
0
ou seja,
chamando
geE) = 4 () + Q (gly &£¢ Bi
cont DISCR
tem-se, nos xelR, s 20,
; +eo
0 ¢ 0
"]
N(x,s) + ( ) Q(2x + s) + N(x,y) 9(2>c+s+y)=( )
: 0
0
Analogamente, partindo da relacgao
~ N n ~ -23Ax
R(x,2) = a(y) L(x,2) - b(x) L(x,x) e ; A e R,

e supondo
MY
(11) a(a) # O V A e R,

obtém-se nos xeR, s =20,
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+ @
i ¢ f 0
(12) N(x,s) + ( ) G(2x + s) + (ﬁf(x;y) G(2xtsty) dy = ( )
0 J g
0
onde o 3
b —3AE v "-ilf;:
Q(g) = - 1 %li— e dx + 1 % Ck k&
27 a(i)
A k=1
PO X &0
sendo o Bt ik E os zeros de a(i),
4o
j =1
~ i n NN N v
C. & & (Y2 )0 (y,x ) @ . =2 00 i
k - - ¥ e N, Poked k=1,2,...,d
Em termos das funcgoes
o, (g) = 2 g (28), B_(x y) = 2N(x, 2y)
~ - n v ~
Q+(E) = 209 (28), B+(x, y) = 2N(x, 2y).

os resultados acima se escrevem

TEOREMA 19

Sendo ¢q, n € tais que 04 cceficientes de e&-
palhamento alils %()) ndo tem zeros REAIS, e sende  (na
notagdo de §2)

4

d
3 24X, E
Q (g) = ! b(xa) QZLAE dy - 24 E Ck i @ “*k
5 n ~ala)
k=1
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+ o W
d n,
T -24i)E T -24X, &
3+(£) Z v = f’)m e dx  + Z.LZ "ék-e R
w alxr) —
k=1
onde
X1s Ao » Ay sao os autovalores em C, de [(ZS-AKNS)
4] N Y _
Ay Aas v sd0 04 autovalores em C_ de (ZS-AKNS)
e
+m
. T
o ol _
sz i lpl[Z,Ah} l;’z(Z,Ah) dZ » h. > ],2, ,d
2
+ o
N [ b v v u —I‘ "
sz = = _;{'2_'_ ﬂa’l{z,kh} qaz(zglh) dz » fe— = 1,23 Jd!
ENTAO, para cada x e R,
. " 2 )
existem solucgoesd B+(x,-), B, (x, ) e L (0, + =)
do par de equagoes
+®
1 ¢ 0
B_‘-(X,y) + (0) B+(X. + y] + ‘ﬁ+(x.+y+z] E_r(x’z] dz =(0)
0
R 4@
0 0
§+(x,y) + ( ; ) Q+(X + oy * 9+(x+y+z) B, [x,z) dz =( J

0

X & Ry 4

2

(GELFAND - LEVITAN - MARCHENKO)
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tais que

; e o ) C)2
(i) B, B, e C°R xR,

+!’
0 0
(ii) B, lx,4)~ ( ) L B (x,y)> ( ) ao Yy + @
- 0 k 0
uniformemente (em x] sobre compactos C R
+
(i) ~la [alz) ate) dz
+ @ . E
B+{X,O] B d ’ B+(X;O} | X
.q(z) alz) dz e
X

Eﬁm¢£
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§5 - Método de Espalhamento para a Equagao de Sine
Gordon

Nesta segéo, a teoria de espalhamento desenvolvida
nas segaes anteriores sera utilizada para elaborar um processo

de construgao de solucoes u(x, t) da equacgao de Sine-Gordon

(13) u = sen u , u real
xt

x e R, t >0

com a condigao inicial
u =
(14) « (Xs 0) U, (x)

onde

U, = Kz & suposta tal que permita u(x, t) evoluir

na classe estabelecida pelas condigoes abaixo:

(cl) u e CM®xR, R

(c2) para algum par de inteiros £, m,

vale
dix, &) — 2%& ao X— = o
ulx, £) — 2wm ao XxX—> + @
uniformemente (em t) em cada Lo, T]
(C3) ux(x, £y =0 aop x—* & @
para cada t = 0 fixado
4o 0 +
(c4) bu (x,t) lax, lu(x, &) - 2mel ax, [lax.®) - 2am| dx
¥ i —o 0

uniformemente convergentes em cada [0, %]



130

lu_, (x,8) | ax convegente

para cada t > 0 fixado.

chamado [2]

il HE B et i B B
2 <

considere (para cada X € €C-0) o sistema ZS-AKNS

-3 q
(15) . s
Ox . v
-q A
onde V = V(x, t, A») & suposta evoluir conforme [2]
. cosu senu
(16) v A \ : BV
)t 42 :
senu - cosu
A equacdo (13) torna (15), (16) compativeis e faz valer

]LtV = (BL - LIB)V

onde I & o operador correspondente a (15), ou seja,

- a T
dx —q
L = i
da
-q —.
L ax
e
"0 a, "
th = =1
q 0
[ E |
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£ esperado entao do formalismo de Lax [28] que o espectro

de

r = L(t) seja invariante com t, o que motiva o raciocinio heu-

ristico a seguir.

considerando as fungoes de Jost de (15)

-5 1 _
é(x, t;2) = R(x, t; A) e AR ~ ( ) e-lkx

ao x— -
0
s 0
1AX iAx
p(x, t; 2) = Lix, t; 1) e v ( ) = ao x*+
1
0
A " i iAx
(x, £; A) = R(x, t; 2) ellx A ( ) e a0 X~
1
X % A
" v -1 AX e
6(x, t; A) = L(x, t; 1) e " ( ) LK a0 x—=+
0
introduzidas em §2, .
n 2iAx
tem-se, nos i e R, R = aLL. + bL e '
e na hipdtese de se ter
¢ = cv, c = clt, 2),
decorre
2ixax 24Ax
Rt—att+att+bt1,e + bL,_ e
- . Ce
= cv ¥ 4 oy, ™ = R + BR
t t B
ou seja,
~ v 2iAx 2iAx
atL + aLt + th e + bLt e
e ~ = 2iax N 2iix
=—t_ ap + L. Bt @ + aBL + b e IBL
c c
Fazendo-se X —» 4 =, Obtém-se entio, em vista de (C2),

Y S,
£ & 4
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St

2

i

4

- | )

de onde resulta pela invariancia do espectro

Em particular, R(x, t, A) & esperado evoluir conforme

R, = (B - = R.
4
N n -
Tratando L, R, L. de maneira analoga, resulta

AFIRMACAO 20

Sob as cendicoes (C1), (C2), (C4),
tem-s¢, de u satisfaz (13),

(4) para cada rx e €, - 0:
g, = BE - -2 8
L, = BL #+ 4 L
% i
({i4) para cada 1 € €. ~ o
Et - BR + A ﬁ
42
t, =Bl - 21
4 X
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PROVA :
De §2 sabe-se que R satisfaz
x
[0 qly.t)]
3 i 1
R = ( . ;] + Ry, t; Ndy
il ) eZil(x—y) 0

—<0

(i e R, €206, Xig €.

+
de modo que Rt satisfaz
X
(*) By = Ry, ;3 2} dy +
2i (x-Y) 0
-qt(y:t) €
X
0 qgl(y.,t)
+ 5 Rt(Y: t; A) dy:'
A (x-
-gly.,t) e ¥
cuja solugcao é unica no espago
= 2 » 2
W ={ueC®,C : we L' R) },
tendo-se Rt‘ IBR - — R e W.
4
0 resultado decorre entao do fato de que IBR - LR

4
satisfaz (*), o que pode ser visto apOs sucessivas inte-

gragbes por partes.

As demais equagdes tém prova analoga.

QED
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pecorre dai, por um raciocinio similar ao acima,

AFIRMACAO 21

Sob as condigoes da Afinmagao 20,

tem-s¢e

v
f=1

(£ al£, x) = al0, A) X e C V’ b »

v
L=

4 o ——
alt, x) = al0,; A) X g €., v £

({4) para cada A e R -~ 0:

b(£, a) = blo, 2) e—&t/ZA

v
o

V ¢

i

L4/2A
e

blz, a) = blo, i)

Em particular, o espectro de L independe de Z%.

Para cada autovalor kk € C+, existe ay € C UR+, C)

tal que

1l

%y £ %) oy (t) blx, ti Ay)

tendo-se entao (sendo = J/3t)
. 21 23
B-—+ \r=gr = &Le"* + o -
t k kK t
4
k
o 23\, x i
wp o g BEe * &
a k 4)
k k
o gue fornece
b“k s 5
k
ot 22y
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Analogamente,
b
a
)k_ i 3
= a8
ot 2X,
v
para cada autovalor Ak e C_,
v
onde o (t) € a constante de proporcionalidade entre as
s N ~ ~ N
autofungoes oC-r 2 ) e (-, £5 Ay)

Em vista da Afirmacgao 21,

decorre entao que

-3t /2
= k
Ck(t) Ck(O) e
4"
v ~ it/2)
- k
Ck(t) Ck(O) e
onde
4w
. =i}
3
¢ (t) = = [dfl(y: € Aed 4,00 B M) dy
+w 5
U] 1 Ny . u 4" n,
Ck(t) = - - ¢1(y, t; Ak) wz(y, t; Ak) dy

Reunindo os resultados da seg¢ao anterior, resulta entao

PROPOSICAO 22 (ESQUEMA PARA SOLUCAO DE (13), (14))

Sejfa Ul e O funcao real que defina uma s0£ucgao

wlx, £) para o problema

u = sen uw .
X (x e R, £ 2 0)

ux{x, 0) = UI{X)

satis fazendo (C1) - (C5), com o coeficiente de espalhamento
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alr) = al0,)) sem zernos nreais,
e beja
+ o
: it d
S 2LME Vel = .
o o b(0,2) ax T ; + 24N &
gl ) B - [Ssslies g da = 24 c,(0) e ZA k
J “ al0, ) _ 2—- d R
" h=‘l
(¢ e R, £ = 0]
onde
Ays Agar vees Mg sd0 04 autovalones de I (0)
e
4@
i -1
Ck,(ol .—_.—;-— ( q,al(Z,U;Kk) ]pz(z,ﬂ;kh) dZ) N f2=1,2,...,d
ENTAQ
ulx, t) ¢ anica,
sendo dada poxr
ulx, 2) = - Blx, 0, 1)
onde

para
Blx,

da equagaoc

]

B(x,y,Z)

cada x g R, £ 20;

., t) ¢ a unica solugcao em L%, + =)

+m +m

Q:[X+U,I) - af(x+y+z, 1) o, (x +z+s,1] B(x,s,f) ds dz

=1
<
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A .
v B o { ¥, b / g /‘\ <2 CC_.
{.:“1 ( }(»’) J = F\Ji
ST I S ol TN
L b
'\_/‘ % {‘ ‘}-—
L (xo2) = - Lo

2 ) 2 By . s D% ) «
N, LI & (D) s &
& J‘_.n.t‘lt:-(: i ::)i
o o. - A
: .;\k\- ‘j:-! _")'._;LA(L:«‘JC') ( G i
. 1) odunde v des e dwhats ‘
: | e ( cﬁ_ipn) Py« o)
‘.‘)Ui'ﬂ“ & san -2t I . "
(ol G b
{..’u sk R = M‘LL&L"‘“" 3
r FJNQ s hl (C' ]
H_.; Sy LS [:3) ads = c
(e) Lpiw) - sz* (x+3+9) C.ﬁ2
— i\'u (&)
(1) (%.{‘1) i ! Tl b s Qi (s) ds = (u )
S + & o
-3 e 5 ql, C")
Dail quLw'[sltm:L ¢ ) pet ¢1(3) e (fLB pr\{ LL? |
i B - u wocth dllaa Ol 4= 3
bk \l\, [V LO._{'CUL' OL;LE$1M“ ( '{.\;w‘- Tk o
\ \‘EZ/‘-WM e , 1 e . l
(&) J (e[ dy __J[ O, (xese) G d ) ds | v
._t,w ¥ L9 |
Y J l 4}2{"” dy + J [ J_Q{( X+Y4s) Ci; (s) @2 ) s } dy
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Decorre do Teorema 19, observando que
para r = - g real, tem-se
Y *
RI(X,x) = - Rz(x, A %)
» *
Rz(xtk) = Rl{x: R*) v
& N A€
Ll(x:A) = Lz(xr l*)
v *
L (x,)) ==L (x, A%)
2 1
de modo que
n * N
kk = Ak k& 3, 25 woge G =g
a(r) = a*(A¥) V ae T
U "]
b(A) = b*(A) V A e R
" £
& ® T %
e em particular
* v
Q = -
+ +
[4].

A unicidade resulta de Ablowitz

QED
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caAPITULDO I IZXI

ESPALOHAMENTO ASSOCIADO AO SISTEMA DE SHIMIZU-WADATI

§1 - Introdugao

Nesse capitulo, sera apresentada a teoria de espa-

lhamento associado ao problema de autovalores

-3 f:‘{(x}1

(sW) N = anbas . A6
dx

| -a*(x) i

tendo em vista sua aplicagao ao problema de Cauchy nao linear

q

1+ ]qi2

XX

q(x: 0) = QO(X) r

-

num esqguema analogo ao do capitulo anterior. O potencial q &

suposto satisfazer

(4) ¢ e C2(R, €) N L'(R)

(44) qg(x)— 0 ao X— & o

oo

(idi) g, e LYR) N L®(R)

(iv) gy e LR
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sendo o problema. de espalhamento de (SW) para essa classe de

potencial analisado em §2, §3. A invariancia do espectro quan-
do q satisfaz a equagao diferencial acima é estabelecida em §4.

A analise do problema inverso de espalhamento, apresentada em

§5, conduz a elaboragao de um método exato de solugao para o
problema de valor inicial acima quande o perfil conhecido(%ﬁx)
permitir que a solugao q(x, t) evolua consistemente com as con
digoes (i) - (iv). Esse método & apresentado em §6, sendo apli

cado para a obtengao de 1l-solitons seguindo Shimizu- Wadati

[34] .
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§2 - Teoria de Espalhamento

Nessa

secao e na seguinte, sera desenvolvida a

teoria de espalhamento para o sistema (SW), em estreita analo

gia com os sistemas (ZS-AKNS) considerados no capitulo ante-

rior. O problema

JostI

$(x,

?(x,

V(x,

y
v (x,

x)

x)

A)

x)

Para

inverso é analisado em §5.

o sistema (SW), considera-se as solugaes de

R(x

I

n
R(x,

L(x,

4t
L{x,;

(1)
NNE
INE
()

X

e—mlx —lkx

A)
0

M= = &

0

=

x—i-+m.

!—l

=iAx
e

0

Sendo g € LIUR) N c° (R, C), isso eqguivale a considerar, para

cada ) ¢ E; , 0s problemas

R(x, A)

(R1)
R(., 1)
1 "
A escolha R

| 0 ql(y)

+ A R{y 2

) 5 2ix (x-y) s
-q (y) e 0

-

C°m, 2 N L*m®_)?

[

0
1

) ¢ justigficada pelo Teorema Z a segulti.
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4 w
j 24 s
0 o § ol @ i (y—=x)
Lix, A} = + A L(y,)) dy
(R2) 1 et 0
X
L(*, A) = C°®R, O NLo®R)*
e, nos X\ e E: ’
_ o -
0 5 — e—2m(x y)
" i
R(x, A) = ( )' A { R(y,}) dy
*
(X1) ) I g 4
| E( J\) o 2 .y = 2
| L “ e C°(R, €©)° NLYMR_)
i e
,f 1 f 0 q‘)’)
5 v ' N
_' Lix, A) = ( > - A [ _ Ly, gy
! . o ; _q*@)éQmMyﬁ} 0
(R2) X
Yo, X)) = ™R, ©? N L”UR+)2
~

0. esquema iterativo usual de solugcao desses problemas fornece

TEOREMA 1

Sendo ¢ € €° (R, € N LY(R)
e teo

r
| <,

Claly)] dy o,

-

It

entao

d
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(L) para cada AeC, = 44 problemas (R1), (R2) admitem uma
unica solucdo,

Lendo-se ademais

o o 2
R,LcC(R){C+,C] »

R{x, <), L{x, ) analiticas om C, para cada x € R

| e
| IR(x, 3)| < olrIal,
! w y -
| A llal SR AR
| [Lix, A)|_ < e 1
(L4) para cada X e C_, o0s problemas {EI}, (EZ) admitem uma

unica solucdo,

‘Lendo-se ademais

“ N o . 2
R, L ¢ "R x T, ¢)

?E'(x, el Pf[x, *] analiticas em C_ para cada x ¢ R

e
Rix, 2] o el
i X[ all \V/xem, re T
IL(X, A]I < 1

Da unicidade da solugdo de (R1l), (R2), (ﬁl), (§2) resulta em

particular

TEOREMA 2

Nas hipoteses do Teorema 1, Zem-se

ﬁl(x, A= RyIx,1%), ?e‘z(x, x) = - R;’(x,A*J



—
>~
-
>
n
—
N %
>
-
-~
*
-
r-

§ i N N
Nos A € R, existem as quatro solugoes ¢,¢,¥,y do sistema (SW),

tendo-se por exemplo ¥, $ linearmente independentes. Em parti

cular,I

]

a(x) (-, A) + Db(A) w(+, 1)

¢'(': A)

6(+, 2) == a(r) ¢(+, A) + B(A) $(+, A)

1

para af(i), b(x), 3(1), B(x) € € , de onde

1 0
$(x, X) = a(}r) ( ) o A W 0y ( ) eIrX 4 o(1)
0 1

0 il
da < ) eIXx 4 B < ) e M AE L s

1L 0

Il

v
¢(X: A)

80 X+ o e,

Observando gque o Wronskiano de duas solugaes quaisquer de (SW)

é constante em x, resulta entao

W [¢(x, Ay, vi(x, lJ] = lim ‘W [¢(x, X) ; ¥ix, U] = a(})
= + w
W le(x, M, v(x, V] = lim W [3(x,0), vix, V] = ax)
I - X+ + =

A notacao aqui ¢ coernente com [34].

y
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e
LAY Y]

1 =  1im  wle(x,2), é(x,\)] = 1im  wW[é(x,2), ¢(x,N)] =

¥+ = @ N =+ = ©

=a(x) a0 + b)) B

ou seja,
7 L4 V] U]
(1) a(r) a(x) + b(a) b(r) =1

HY]
Em particular, a(ir), a(i) podem ser estendidas analiticamente

via

a(x)

m
I

Wlo(-,2), v )] = R (x,2) L,(x,1) = R, (x,2) L, (x,1)

\/ A E E;
v

L 7 LT LT

LY Ay L
a(x) = Wle(-,n), v ,n)]

A e €

Do Teorema 2 vem

a*(A*) = Rj(x,l*) L;(X,A*) - R:(X,A*} L:(x,l*) =

Il

Y " v v
= Rz(xr X) Ll (%, X)) o+ R] (x.r x) LZ{X! ) =

= A() A e C_
enquanto
b(x) = lim RCTE e
X = + (x & R)
o "N 212 x
b(x) = lim  R,(x, A) e
X —+ + o
fornece
n
b*(x) = b(X) \V/ A e R.

De (1) resulta

(2) la(x)l2 + I.b(k)l2 = 1 \i T
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vale entao

TEOREMA 3

Sendo ¢ ¢ C (R, €) N LY(R),

tem-5e¢e
LV ¥ B =
() a, b, a, b e CC(R, €] N L®(R)
(£} a € Co(f;, ¢) NLT(C,) analitica em e,
({44) deC°(C, ¢ NL®(C ) analitica em C_

O comportamento assintdotico das funcgoes de Jostao

X =+ + « pode ser estudado como no Cap. 2 (Teorema 3), obtendo

se
TEORENA 4
1 o
Sendo ¢ € C°(R, €) N L (R), entao
(L) ao x—> - «:

]
( ) + o(7) , AE_C:

Rix, A) =
0
uniformemente (em X) sobre compactos C €,
0
R{x, A) = ( ) + ol1) , A e C_
-1
uniformemente (em X) sobre compactos C €.
i
L(x, Al = o), ree,

;w‘ '
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uniformemente (em X

E(A} e—ZLXx N

) s0bre compactos

Li{%; &) = o(1), X e R
uni formemente (em A) sobre compactos
L{x, A) = alr) + oll), e T,
uni pormemente (em x) sobre compactos
N =
[o0x, a) = dlx) + oll), e T
uniformemente (em X) so0bre compactos
Ll %) = oll) , 2@t
uni formemente (em x) sobre compactos
ao X=¥ & 8
0
Lix, a) = ( ) ¥ Gl1) 5 re C,
I
uniformemente sobre compactos C E:
1
Tix, a) = ( ) * af{l) ., 28 €
0
und formemente sobre compactos C 75_
R (x, A) = ald] + oll), i e T,
uni formemente sobre compactos C €,
R, (x, il = ol#) . re €
uniformemente sobre compactos C €,
R (x, A = b(a) ¥ 4 o(1) , A eR

|

)
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und formemente sobre compactos C R

“
R, (x, x) = ofT) , 2 e C_

uniformemente sobre compactos C C

" ~ 5
£ (x, 3] =BG B 25001 , ae®

uni{ formemente sobae cempactos C R
4 n
R [x, A} = <« afx] + (1] , x e €

unifoamemente sobre compactos C €

Para o problema inverso (§4), é preciso estudar o comportamen
to das funcoes de Jost para | x| grande. Examinando a prova do
Teorema 5, Cap. 2, observa-se qgue pode ser estendida mais ge

ralmente a sistemas da forma

y' = (AD(x) + B(x))Y

onde D & matriz diagonaf, o que corresponde aqui a mudar a va
riavel dependente em ordem a diagonalizar A(x).
Em tudo que segue nessa segao, sera suficiente que o poten-

cial q satisfaca (i), (ii), (iii), (iv), §1.

Considere por exemplo a fungao de Jost ¢(x, ),

nos ) € C+ : escrevendo

-1 g (x)
1;

@(X, k) | (s m——— IF(X; A’) r
1 + ¢(x) *(x) y
onde
2
o) = (f1+ |ato] :
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vem
”i}.é(x} + q (x) q (x) 1
11 12
—S-—F{x,l) = F(x,\)
' X
q21(x) -iAd (x) + qzz(x)
onde
q (%) = = (0 (x) -1) ¢ (x) - g*(x)q_(x) |=qg’,(x
11 20 (x) (1 + ¢ (%)) X q Ay 95
i
g (%) £ g (x) (1+6(x)) -q (00 |=-q (0
12 20 (x) (1 + ¢(x)) X . X q21

tendo-se ademais de

q* (x) - @ (1L + (%)
B (% &) 5 s ¢ (x, A)
2 ¢(x)
L—ii (1L + #(x)) g (x)
que
0 -
F(x, X)) ~ ( ) e_llh aop xX— - ®..
-
Escrevendo
F(x, ) = R(x, 1) g i
tem-se entio
ia(l + o(x)) + q“(x} qlztx) T
d
— Rilx: A = R(x,A)
ax
(x) ' i (1l-0(x)) + g (%)
L 21 22

y
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com

0
R(x, \) — ( ) a0 ¥ - o

i
o 2 i 2
ou, equivalentemente, para R(., 1) & C (R, €) N L"@R_) :

X

; 20 (xy)  ir[e_(y)-e_(x] 0 (% - Q)
]R](X,R} = | q12(y) e e e JRz(y,A) dy

-—

il}\E:_.(X) + Q22 (x)

Rz(x, A) = - i e
- 3
ife_(R=e_(y)] 0Qp2(x) = Qyy(y)
+ J qzl(y) e [e E ]e o - R, (y, 2) dy
onde
R,
()
R,
fo 4
r
Qij(x) = kj qij(y) dy .
X
e (x) = | (1- ey ay
Em particular, chamando
-ixe_(x)
alx, ) 2 Rix, X) e '

tem-se |
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X

0 {
sz(x) :
(*) S(x, ») = e +. | EB(x,y7sx) S(y, A) dy

i

—_—

onde
0, 0 &
s qlz(y) ¥ JSo~2iN(x-y + e_(y) —e_(x)

E(x,y;)) =

Dusk®) <0y (V)
q21(y) o 22 22 0

Pela analise de §2, Cap. 2, € natural esperar

' 1
S(x, ») = S(D)(x) 8 TS(I)(Xr A) + 0 ( —-l——>
A

ao A — o em C

obtendo-se de (*) como candidatos

0
Q.. (%)
S(O)(x) - ( ) & 22
i

X
0. T Qi) f 2@ (x-y +e_(y)—e_(X));
11 SR ,
€ [e qlz(x) - | gly) e dy |
(1) 1 '
S (x,2) = —
2 x
Q, (%) o r Q) +Q,, (y)
= ( q:z(y) q‘21(3(} - dy
onde
d Qi (3)
Wy [e 22 d (y) e C°m@, € N L'(R)
dy 12 :




£52

v —Q,, (¥) 1 ]

q,, ¥ =49, @ C'(R, €©) NL M) N L")
//¢{y)

v =Q,, (¥) 1 1

q2l(yJ = q21(y} . e CMR, C) NL R NLTMR).

pPara a prova, seja pl(x, i) dada por
0
S(x, \) = s'% (%) « -%— s (x, M) + p(x, N);

entio de (*) p(x, A) satisfaz

S p(x, A)

Il
©

(x, A\) + | E(x, y: 2) ply, A) dy

onde po(x, A\) pode ser calculada a partir de (*), obtendo-se

afinal que

pg(x,l)lws.—ii—l-z—' VXEIR,VA55+—O

| A

para alguma constante M > 0.

O esquema iterativo usual de analise da equagao de Volterra

(**) fornece entao

M c-i:'q et
< .
|P(X: D\)Im— 17\[2 e \U/ Xx g R, J\EC+"0
onde
0 (x) Q (x)
C = sup [e E & & ot
X e R
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=7

pai

R(x, A)

|

fornece

¢ (x,

22

onde
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4o
(g, + 19,0 e ) dy
ide (x) q(x) (1 + 0(x))
e
S(x, X)
1+ ¢(x) $TE 5 W0 a* (%)
iIr(x - e_(x)) 1 u_ (%)
A) e = e +
# (L - ¢(x))
g (x)
q (x) i W
1 + &(x) v (x,}\)
1 1
* O(T
g* () A
i vztx,)\)
1 + & (x)
aoc A— = em C_,
a relagao 0 (—jé-) vale uniformemente nos xelR
A

u (%), vl(x, %) vz(x, A) sao dadas por

= 0

w_ (%) 53
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& 11 - ®{xl]

—énlx + e, (%)) *(x) - W (x)
vix, i) e ) = ‘q e §is
1
w (x, A)
1
+ ; B x) + 0 —1—*
A w,(x, A A2
ac A—r = en E;
-4(1 - ¢(x]))
" -ix(x -e_(x}) q*(x) u¥(x]
d(x, A) e = e
- J
Vo(x, Al
1 Y] 1 I
+ B(x) + 0 5
A vV (x, 1) .
2
ac A= e em €_
]
E(x, %3 e&A(x e le s = e’ i P
iAl1 - ¢o(x))
q(x)
?45 (e X)
1~ 1 1
+ B{x) + 0 =T
A %2(x, %) A
ao A ® em C_
onde
o(x) = f 1+ ]q(x)\2




p_fxl 2

o [x)
0

ullx,

v.ix,

wl(x,

w,lx,
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X
e (x) = (1 - 8ly)) dy
e (x) = | (1 -elyl) dy
-x
X +w
= .‘J do(y} dg :- u+(x)5 ‘;.' Uoly] dlj »
e X
o qxlx) 1 - o(x) ) @x(x}
Z q(x) ¢ (x) & (x)
(x) ~
x) E ep* qlz{xl o(x) ! +
X
* () 2ix(x - y + _[(y) -e_[(x])
0 " J aly) e dy
X
f
u_(x) ! 2 s
2k 2 = ; qlzlg} oly) dy
4
r
Sur(x) | 5 -
xlrg2 - e *t | q 2(y)‘ o (y) dy
X
-ui(x) -1
A) £ e * q21(x] ¢(x) +
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4 o
(| 2idly - x + € Lyl -, (x])
+ e " | hiy) e . . i dy
X
Y Uf(x] * 2 |
U1(x’ x) = e qlz(x_) 9 (%) +
X
(x) -24ix(x -y + e_ly) -e_[(x]]
+ ep' I g¥(y) e dy
X
v uf(X) 2 =ik
v,(x, 2] = - e ! |q12{y}| ¢ (y) dy
+ m
v -ll+(x] 2 =i
w lx, A) = - e @, () |" ely) " dy
‘X
-u, (x) .-
Z’z("’ ) E & -qz‘:lxl ¢ (x) . +
+co
w*ix) [ ~2irly - x + e, (y) -e (x])
+ e “ ;'[ h*{y) e ¥ ! dy
LX
‘ *(x) (1 + a(x)) - ¢ (22 (1)
(3] = q (x + o(x)) - ¢ [(x
o 7 Slx) (1 + ®ix}]| * %
(] ¥t

T4y - 12
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" _ -
qlx) 41
1 + o(x)
B(x) = i
x) £ —
‘ ¢ (x)
4 1 + ¢(x)
B ’ =
q(x)
s 1+ ¢(x)
- 1
B(x) = —
2 .
q*(x) _
1 + ¢(x) % }
d i p_(x) - uf{x) o )-1 _1
= ey . X
B = dx qlz(x] " J
i w, (x) - wilx) -
el = 2 q *lx)-e ' @(x)! 1
dx . 12

COROLARIO 6

Nas hipoteses do Teorema 5, Zem-se

]

"i(-LXE ]
alx) e eV o+ 0 (—I—)

aoc A—r = em C+

3 . ® ]
i BRI e+ "(T)

ac A— o em €
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onde
+
g = f (1 - ¢(x)) dx 5 o(x) = \/1+ ]Q(X)]z .
+ o
1 - ¢ ¢
1 q
Uy = = —_— 2 + . dx
2 q ¢ )
PROVA:
pelo Teorema 5 tem-se, nos X ¢ R, X ¢ E; .
—dx X
Rl(x.l) ! & 1% = eu__(X) + plfxf A) .
com
cte —
{x; i) <, \Q/ A -
lp1 i A)] o xeR, Ae€, -0.
Pelo Teorema 4(ii), ao X = + o
; —-ixe (X =3A
Rl(x, A) e AZ) — af(r) e .

de modo que ao X— + =

p](X, Ay — P(A)
para algum P(:\) e C .,
com
cte
(Al &
lp (V)] s '

de onde segue imediato © resultado para a(i).

Analigamente, considerando nos xeR, Ae C_ e

v

™ - -
TR P PRSI

TR




~ ire_(x) u¥(x)
- Rz(x, A) e = e + 52(}:, : %
a, cte
|o, 0% 33 = —— \7 e R, Ae & — 0,
By .
segue fazendo X +
% ide H* a
a(x) e = e + p ()
com
l-P(MI & .__l_;_i,_ A i@ — 0 s

QED
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§3 - Teoria Espectral

O sistema de Shimizu- Wadati [34]

ay
(SW) = A A(x)Y ' A =
dx
*
-q. 1
pode ser escrito equivalentemente como
. |
A (x) L. ¥ = LY v

dx

de modo que O parametro X 4o sistema (SW) pode ser interpreta

do em termos do espectro do operadonr de Shimizu- Wadats

il -q(x)
L}
L = ; B R
1+ |a(x) | * S dx
q (%) -3

Sendo um operador fechado, segue [40] que A e C esta no con-
junto resolvente p (L) de L se e somente se L - A for uma bije

= : < 1 2 2 2 : 3
gao linear ae W (R) - sobre L (R) com inversa contlinua.

Os resultados a seguir visam a caracterizar o espectro g (R)

de L em termos dos coeficientes de espalhamento do sistema (SW) .

PROPOSICAO 7
sejaq e C IR, €] N LYR) N LT(R)
e considene » e C, Ztal que alr) # 0.

Entao

o operadohr

3 - i WERIZ= 1P

' S
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, v, 1 2 2 2 .
¢ uma bijegdo de W (R)” sobre L (R)© com Lnversa con

tinua, ou seja,

tem-3e

A e pllL).

PROVA:

A prova é andloga a da proposicao 8, Cap. 2: ©

operador inverso
w- 0" 12m? o wm?

& construido explicitamente usando-se as funcoes de Jost

¢ = R e_mX , ¥ =1L eixx , que formam um sistema fundamental
de solucgdes para (SW) ja que W [6, v] = a(») # 0, obtendo-se
entao
to o -
G(x,yid)  Gylx/yit)
i 1 i | %=
w2~ [E] (1) = —— sty STEE
a(x)
Hlbny;M szhy:M
:onde
* M 9
R1(x"” [q (y) L](y.A) = A Lz(y,x)] se y »>X
Gl(x,y;x)E
L Geon) [3 R0 - 6T R, (y, )] se x >y
.Rl(x,k) Eq(y} Lz(y,x) - i Lz(y,x)] se y > X
GZ(XIYF)\) =

L (x,A) [ R, yeN) - aly) R, (y,M)] se x>

-h“
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/ R, (X, ) [q*(y) L, (y,\) - Lz(y,x)] se y > X

H]{x,y;x) z
Lz(x,h) [ﬁ RZ(K.A) -q*(y) Rl(y,A}} se X >y
R2(x,)\) [q(y) La(y,l) -1 Ll(y,k)] se y >X
Hz(x,y:k) z
L, ) [3 Ry - @) R, (y,\)]| se x>y
Obtém-se
oo
-1 8 M(}) -2 I+ |n 1 t/2
| - | < ——{ | e L+ 2 |n]) an
op la(a) | Tm 2
para
M()) = sup { 1G1(x.y;k)\ 2 le(x,y;l)l + ‘Hl(x,y;l)] +
X:;¥ & R

+ ]Hz(x,y:k)( %
QED

Analogamente, pode-se mostrar

PROPOSICAO §

Sendo ¢ e C°[R, ¢) N L'R N L7(R],

seja XA e €. tal que wir) # 0.

Entao Aoe o)
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Como no caso dos sistemas (ZS-AKNS) , os zeros dos coeficientes
de espalhamento constituirao os autovalores de (SW), todos de

multiplicidade 1. Para estabelecer esse fato, € necessario

LEMA 9
Seja g e C°(R, ¢ NL'(R .
Entao
(£) para cada xe €,., existe para (SW) solugac
61
%(', X’ E CI(R' clz k] q’ = ( - ) ]
L&)
tal que
% Find. = %
¢. 1%, %) > Ae % E X
1 0
para algum A >0, X € R.
(£4) para cada A e C_ , existe s0lucao
v
1y 1 2 & 1
¥, 2) e C'R, €)° ‘”() ’
¥y
tal que
-Im\ * x \f
|w2{x, )| 2 Ae X = Xy
para algum A > 0 , x,¢ R.
PROVA:

Andloga 3 do Lema 9, Cap. 2: sendo X eR tal que

“+ oo
1
By { law | & < —~
.X
0

»



164

-~

e sendo (=, A) € ClaR, C)2 a solugéo do problema

[ a
¢ = A A(x)¢
dx
J;
(] (X ) = ( ) r
0
. 0
tem—se
& TmA - - o
¢i(x' Xl & -8 e ks () Y %= Hg

2
Para a parte (ii), basta substituir a condig&o inicial acima

( 0
por W(xo) = 1 J

QED

Resulta entao imediato

PROPOSICAO 10

1
Sendo ¢ e C°(R, ¢) N L (R) N L”(R),

tem-se

{r» e€:alx) =0} ¢ PoLl

tx e €.t d(x) « 0 ¥ € Poll}

e cada tal autovalon e simples.

Finalmente, como no Cap. 2, pode-se mostrar

PROPOSTCAO 11

Sendo q e C (R, € N L' (R) N L™(R),
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tem-se
R C o(lL)

¢ alem disso R nao contem autovalones.

Os resultados acima reunidos permitem a seguinte caracteriza-

g¢ao algébrica do espectro de L:

TEOREMA 17

Sendo ¢ € C°(R, €) N LY([R) N LT(R],

entao

(4) JL) - (e, saln 403\J e e &0 S 0D
2il  pelk) = fa e €, fall = 03\ JSixe €° &(x) = 0}
(Léid) o) = R\ PolL) (unido disjunta)

Ademais, cada autovalor de L ¢ simples, tendo-se

s, ad; Wi¥; A) autofungoes associadas a A € C, N Po(lL)

%(-, A7 5 %(-, A autofuncoes associadas a h € ¢ NPoll).

Como na Proposigao 15, Cap. 2, pode-se mostrar também

PROPOSTCAO 13

Sendo ¢ ¢ C° (R, €] O LYR) N L®(R),
entao:

(L) para cada rg e C, N pg(lL), Lem-se

e e T R T
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+ co
4B 15 § % wln ) ) dbgd . & gl w0ngd »
4 0 yl v (y, 2, q LNYsAy

- 24 wl(rj,kolwzly,xo)} dy
onde
¢>(',A0] = atxo)-w(.,xg)
(L4) para cada rp € C_ N Pol(ll), tem-se

+ o
A = a(X ) " () ¥ (g, X 1% + qy)¥ _(y,X )% +
dx”‘a) ule | [q yl v Ly, qly P2

v v ¥ y
- 20 v (y,h )Y, (g, h ) | dy
onde
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§4 - Invariancia do Espectro

Nessa secao, os resultados do §3 serao utilizados
para obtengao de uma familia de potenciais Jsoespectrails g(x,t)
para o operador de Shimizu- Wadati

1 =g (5%, %) |
1
L(t) = d

¥ gzt * dx
q (X;t) ""j.‘.

seguindo o formalismo AKNS [3], [4].

Inicialmente, g & suposto satisfazer

(c1) ge C'MR xR, , C)

+w +

(c2) JIT ]qlx, IJI dx , [ ‘qilx,«t}| dx

] -

uniformemente convergentes em cada [0, T|

(c3) ql-, t) e L7(R) para cada £ 2 0

condigdes (Cl), (C2) garantem que as fungoes de Jost e os coe
ficientes de espalhamento de (SW) introduzidas em §2 sejam continua-

mente diferenciaveis com respeito a t nos respectivos dominios.

Sabe-se do Teorema 12 que o espectro de L(t) & da

do pela uniao disjunta

o @(t)) = R\ Po(m(t)) -

de modo que & suficiente considerar o espectI© pontual Po(L(t) .

O problema de autovalores

L(t)Y = Y , vew ®°

e e T T T
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é equivalente ao sistema de Shimizu- Wadati

‘ —-i qlx,t)
DY

(SW) = Xx A(x,t)y , A((x,t)
dX

1

. ‘
~¢ (%) i

para ¥(-, t) = cmr, 0 nLPm) 2.
Considerando o problema de evolugdo [3], [4]

PR
QE

= Bv

(3)

v(-, 0) = y¥(-, 0)

onde VY¥(-, 0) & autofungao de IL(0) correspondente ao autovalor

A e
bll(x' t: A) blzfx, vy )
B = B(X; t; k) =
b (x; & %) b__(x, t; A)
L21 22 E

1
para bij de classe C , tem-se

N dv _ D dv _,0a o OV _
“ﬁ[_ﬂ AAvlle 3 v o oR

=DBV+BDV_)\3AV")\ABV
J x

J % dE

=B(-§-{T—J\Av) + [%—?{— +>\BA—?\AB—3\3—‘:—}V

de modo que W = QJL - MAV satisfaz

J

b

-‘_
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IV
= B
Mt v

(4)
w('r 0) = 0

se a matriz B for escolhida de tal modo a satisfazer

(5) 9B . yEn = dames OR ;
JX Jt
DV

caso em que ) = )AAV para todo t em virtude da unicida-
X

de de solucao de (4).

Procurando as fungoes bij na forma

(0) (1) 2. (2)
b, = b "(x; £) + 21b A
ij ij i] (32; ) # bij (35 )

obtém-se de um calculo direto

2
21 A
(6) By % . SR T Bigs
l o(x, t)
. . o q(x, t)
(7) b]? = iy 9(x, t) 2A2 W e e
x
*4
q X, t) q* . £
(8) by, = #x| —— | - 2a? gley )
P(x, t) ¢(x, t)
X
onde

~

o(x, t) = \/ 1+ |a(x, t)]?

desde que o potencial g satisfaga ademais

‘-“'
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] q
(C4) iq, + ( e ) = 0 nos x € R, 20
XX

Resta apenas mostrar que nesse caso a solugao v(-, t) de (3)
evolui em WIOR)Z, o que & estabelecido pelos resultados abai
X0, sendo B dado por (6) - (8).

LEMA 1

Se q satisgaz (C1) - (C4) e ademadis,

para ‘cada t > 0,

qlx, ) — 0

ao X = - o

qx{x, ) — 0
entao

(A

RIx, £ &) = #lx; £ 1) *7°F satisfaz, para ca
da AecC, o,
a equacgao de evolugao

2
R, = BR + 24x R

PROVA :

2 ©
De (Rl) segue que Rt(-,t;k) € Cotmqm) N L°®R)?

é solugao da equagao nao homogénea
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0 qt(y,tf

{5%) Rt(x,t:m) = A | R(y,t;x) dy +

0 gly,t) 7

R(YIt; )\) dy
21X (x—vy)

j ~q" (y.t) e
cuja solucdao & claramente unica em "R, O’ NLTM®R)*. 0 re
sultado segue entao do fato que BR + 2i2*R também satisfaz
(*) em conseqliéncia de (C4), o que pode ser visto de um calcu
lo direto e algumas integragoes por partes.

QED

£ imediato entao

LEMA 1

Nas condicoes do Lema 14, Zem-se que

para cada x € R, Xre €,
a so0lugao ¥(x, <; A e CI{E_Z+ ; ¢)? do problema de Cauchy

|

y
| B By
R
" v(,to) = ¢(x, L,; 1)

¢ dada pox
-~z - Z)
yix, £;2) = ¢ dlx, £; 2}

Em particulanr,
2

yec'[R xR, x ¢, C)

"‘—
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Analogamente ao Lema 14, pode-se mostrar

Nas mesmas condigoes do Lema 14,
tem-se que

s O -4AX

Rix, 45 &) ¢(x, £; A) e satisfaz, para ca
da A e C_, a equacac de evolugao

1

R BR ir 2R
4 - - 2427R

nos x eR, &£ =40,

Tem-se em conseqliéncia

LEMA 1

) Nas mesma condigoes do Lema 14,
fem-se que, para cada x e R, A ¢ C_,

a solugao e, =3 ) ec'(®,, €)® do probtema de Cauchy

+?
_by
Nt By
1y - ‘\' -
viz,) olx, 2,5 A

¢ dada pon

v
Yiz, £ 2} = & dlx, £ Al
Em particulan,

¥eCIRXR, x €, €.

Finalmente, &€ fundamental observar

"-_
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glx, £+ 0

qx{x, £]> 0

uniformemente em cada [0, T)

Entao, sendo A e C qualquen:
(4) Tomando
v el (R, ¢
tal que
lvix)| < M e k% X 2 %
para afgum M >0, a >0, xg €R,

(£4)

¢ considenendo a solugdo Y(x,+;A) € ¢ ®, , E1°
do problema de Cauchy

~ "
: = BY

]

&~
o
|

v(x) ;

com Y¥(+, *; A) € C°[R xR, , €1° ,
entao

para cada T > 0 existem X, € R, M, >0
tais que

v(x, %; A}lm < My-e

Tomando
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fal que

/
|wfx)|w < M X \7 X £ X

para alfgunm M>0, a >0, x, ¢ R,

e considerando a solugdo ¥(x,-; X) e Clﬁﬁ+ " Cf
do problema de Cauchy

v

= By
hE

‘i‘(tol = wix)

com Y¥(*,* ; 2) € C (R x'ﬁ+ -

entao para cada T > 0 exdisiem x, e R, My > 0

Ltadis que

U{(x: ‘t). }"]

PROVA:

Escrevendo

5 2 ‘i’(}{r t) -1
bll = - 21727 + 212 '
¢(x, t)

tem-se que Y(x,+; ) resolve o problema

Y
Ot

= S(MNY + Q(x, t; MN)Y

?(to) = wr{se)
onde
i
=21 0

o
N
e
L
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~
2ia2 ¢ Beat) ~ 1 e
¢ (x, t) 12 X, L3
Qlx;8: %) =
b21 (x, t: A) _2m2¢(x, t) - 1
= p(x, t)

e em particular

t

_ e(t—tO)S(A) 5 o (IS (2

¥Y(x,t; )

vix) + )Q(xxc;m Yixagya) do

ty
Sendo T > t, fixado, considere (para € > 0 a ser escolhido

adiante) X, € Rx, > xU) tal que

2 ¢o(x, t)- 1

21

2. B .| BisEsbad)] 2 e Abes Btk e e
o (x, t) | g 172l
\V/xle, £ Lo 1
Fixando X > x,, considere o espaco de Banach
- : 2
Wy o =C ([xy. %] x [0, T] , ©
munido da norma
! W “ = sup wix, t) .
X Of._tiT o
d X <X < X
| EF E
e defina
BN W —_ W
X7 S X

via
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t
- (t = t) S(A)
T [w] (%, £) = e (A abw, widd wix, € ds
X, T
tO
Sendo
n (t - t ) S(})
vix, t) £ e 0 v(x) )
tem-se
o
Yy =v + T Y
% [¥]
Como iy € 4 (W ) com
XJ'T X;T
P 2
- ATt i A
IVT ‘\ < 4 ¢ T- sup ( ie a5 |+|e21 tﬂ ),
Xy T -T<t<T

tomando ¢ suficientemente pequeno seguira

= F |
H(I X,T} < 2
op
e entao
“w u & 2 "$ “ < 4M L(T)
XL X,T
onde
~242% 2i2’t
L(T) = sup (]e | -+ ]e b is
-
Em particular,
—ax

vix, t; A)I < 4M L(T) e

&/ X e Dcf x] ., te [0, 7],

"‘.-I--------------.-------I---------------___-
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e o resultado (i) segue da arbitrariedade de X > X,.

para (ii), o raciocinio & analogo.

QED

Resulta finalmente

TEOREMA 19 (Invariancda do Espectrol
Se q satisgaz (C1) - (C4) com

qlx, ) — 0

H+
g

ao X:=

qx(x, t) = 0

uniformemente em cada [0, ] .

entac nos £ > 0
0 especitno de L(£) € Lnvardante com L
e tambem
o espectro pontual de L(t) ¢ invariante com L.

PROVA:
Pela caracterizacao do espectro de L(t) dada pelo
Teorema 12, €& suficiente mostrar a invariancia do espectro pon

tual, gue decorre quase imediatamente dos lemas acima:

Seja Ap € Po(L(tg)) para algum t, 2 0, e seja
T > t, qualquer. Supunha por exemplo A, € c,- Pelo Lema 15,

a solugd@o ¥(x, +; Ag) ¢ Cldﬁ+, )2 do problema de Cauchy
0 _ py
Ot
w(tu) = (%, o)




178

é dada por

sl
-212° (¢ to)

Y(x, t;2 ) = e elx, £y A s
0 0

Como a fungéo de Jost ¢(x, to;ko) decai exponencialmente ao
X = * o segundo e_Imk'|Xl,

segue pelo Lema 18 que

|y (x, Eixg)| < M

para algum M > 0, x, > 0,
de modo que V¥(+, tixr,) ¢ L2MR)2 para todo 0 & t 2 T.

Sendo ¥ (-, tidg,) solugao de (SW) para X = A,, segue entao
que Y¥(-, t;ko) e W (R)? para todo 0 < t < T

com IL(t) ¥Y(+, t;Xy) = Ay = ¥(=, t;iy).

Logo, A, € Po(L(t)) para tcdo S . R U

e entdoc para todo t > 0 , j&@ que T > t, €& arbitrario. O ca

so A, € C_ & tratado de modo analogo.

QED
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§5 - Espalhamento Inverso
Supondo q € c?m, ¢ NL'®w) com
g(x) — 0 ao X+ + w

q, © dw) N T m)

1
q){}{ € L (R)

e observando que

Ll (X: X)

o —
e € R =x C+, c) .,
A

o Teorema 5 permite 'definir (nos %, s £ R)

B A
LI(X: )/7\ 0

(9) J(x,s) = 4 % ( & - ] e (x,8)
LLz(x,l) 1

tendo-se J(x, *) e L2{JR)2 para cada x ¢ R.

Como no Cap. 2, J(x, s) = 0 nos s < 0, e sendo

v
o

N(x, s) = J(x, s) . S

tem—-se
- o 2
NeC®R xiR+ w &)

com
0

N(x, s) — ag ©B=F 4 =

0

uniformemente (em x) sobre compactos C R.

"...------I--lIIIIlIlIIIIIlIIIIIIIIIlI-III-IIII-II-II----------
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Ademais, escrevendo N = | , tem-se
Nj
1 - ¢(x) -
(10) N (x, 0) = g 1%
1 *
g (x)
onde
2
o(x) =~/ 1+ |qx|
+ o

=
+
X
i
1
Q| Q
g
—_—
o |
1
!—l
NS
+
L= &<°G»
S |
jo ]
kg

A expressao (10) relaciona o nicleo N e o potencial g, porém
em comparagao com o Cap. 2 a relagao & complicada pela presen
¢a do termo e i (¥) | Mesmo assim, o problema inverso & resol
vido determinando-se N a partir de uma equagao integral
(Gelfand- Levitan- Marchenko) na qual intervem os parametros
de espalhamento do sistema (SW), recuperando-se g a partir
de (10), num esquema analogo ao do Cap. 2. Quando g depende
de uma variavel adicional t e evolui nessa variavel de modo
adequado, os parametros de espalhamento podem ser determina-
dos para qualquer t se forem conhecidos para um valor particu
lar t;, e resolvida a equagao de Gelfand- Levitan correspon-
dente (na qual t atua como simples parametro), pode-se entao

obter g(x, t) para o valor de t desejado.

A obtengao da equagao de Gelfand- Levitan pode ser

feita de modo analogo ao Cap. 2], sendo esquematizado abaixo.

" Um procedimento afternaiive valido quando q(x] Zem suporte
compacto ¢ 4indicado em [34]

P ——————————
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Da definicao (9) segue nos X ¢ R

40
i st i A
(11) L,(x, 2) = Al O L Nl(x, s) el ds
L} 0 )
+m
” I
hiD b4 - ! i
(12) L (x, 1) = e & Ll a2 | N, =9 s ™
2
0

e como no Lema 18, Cap. 2 essas relagOes valem em verdade pa-
ra todo X £ C_.

Supondo. a(r) # 0 nos » e R, tem-se de §2
%
R, (x,2) L, (x,2) L, (x,2)
1 b(}) 2ixax
a(x) i At
R2 (-“C.r)\)/A L} (xrl)/l L2 (X!A‘)/l

e entao de (11), (12)

Y- R (x,1) e—u+(x)_
< : . ide (x)
C: 1 T TO L (x,8) =
(13) === =5
Yo x| a(r) & i ) g
2 Hed /)\
= =
%
Jz(x,s) 0 ;
ik 3 b(}) 2i 4
) ( - ( " )g el - [
% 2m -u+(x}
—J](x,s) e X
: e i [x
—1/ Ab(X) o= 1[J1] (x,1) L2t [x + e ()]
+ O a(x) (x,s)
i b))  ~ -3 2iA[x + e, (x)]
—_— J #.X
ra () ~ [9,] 18] B

~
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observando que - € LZGR}.
ra(A)
-1 - g
Chamando B = ——l*~ SiJ i e211€+(x)|
cont X
/2T | ra (i) |
ou seja,
+
¢ 5 §x
- 1 b () ixe, (x) LAE
(14) B (g) = = i T e ar ,
cont 27 J Aa()
vem
1 Sl b 2ia[x+ e (%]
15 —_— 1 =
(15) — EES =y © (%, s) Bont (2% * s)
A
enquanto
s -1
o | Bl ' 2ix[x +
(16) ‘-v.\. = -0 . C [J (3, y}] (%, 2) e * [x g""(X)] (x, 8)=
aY, Aa(k) oad 2
A ¥
+e
= Nz(x, y) Bcont(Zx + s +y) dy .
0.
Por outro lado, no sentido das distribuigoes
.._1 -1 .
(72 (“-; R S [J]] {x, 1) e2m[x+ €+(k)] (x; 8) =
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+I:D

= Nl{x, v) Bg nt(2x + 8 + y) dy

o]

Resta considerar o membro esquerdo de (13). A condicao impos-

ta de a(X) nao ter zeros reais implica por §2 gque a equagao

a(xy) = 0, A€ E;

tem um nimero finito de zeros, todos simples [15], que se po-
de denotar por ll, Az, S Xd.

Pelo Teorema dos Residuos, segue entao

T R, (x,)) sh® 9
-1
l — .
(18) —— E:J 2 ene'*(x) - (x,8)=
/zﬁ Al a(i)
Rz(x,J\)/A 0
4 L (x, k)
1
A (2x + s + €, (x
. & Z o, el k( 4+ ()
k=1 Lz(xr.k)/A
k
onde
C) = a ;, sendo « a constante
/da (A,) g
da k

de proporcionalidade entre as autofuncoes de Jost
¢('r lk): ‘b(‘: Ak.) r ou Seja,

. A - % a A
¢(,k) % ﬂ)(fk)

r

ou, pelo Teorema 13,

"..IIIllIIIlIIIllIIIllIIIIIlllIIlllllllIIIIIIIlIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII---
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+w -

19 o = | @@ vAI? +am) vy, RIF =20 vl W)Y, vy |c.-\

B /

por (11), (12), segue entao de (18)

= -H (x)
Rlb“ A) pE \
1 -1 1 ile+(x)
(20) — f:} —_— e (x,s)
27 ~ a())
: Ry(x, A) ), \ o /|
0
= - \ Bdiscr(ZX 4 S) +
*
-~ (%)
AV
+w
f Nl(x, v) Bdiscr(Zx + s + y) dy
+ 0
“+
- Nz(x, y) Bdiscftzx + s+y) day
"0
onde
d
c 2ir € (%) i &
§ k %+ Kk
= - 1 e
L) Bdiscr(g) * ‘% e g
k
k=1
2
11 — B " E)
Bdiscrcg) d£2 dlscr(

A expressdo (13) da entdo, reunindo (15), (16), (17), (20),
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o
(22) N ( - |_|+(X) B* * ,
2 ), (xe s) =e (2x + s) + N,(x, y) B(2x + s + y) dy
0
+ o
2
(23) N*(x S} =B —m——— | N _ (x ) B(2x
, (X1 )sz X Y (2x + s + y) dy
0
nos x eR, s > 0, onde
(24) B(g) = Bcont{g) ¥ Bdiscrtg)

Tem-se portanto

TEOREMA 20

com

Sendo
2 1
g e C(R, C] n L (R)
glx)—+ 0 a0 X+ & o
Q, ¢ LRy N LT (R)

1
Qyy € L (R)

tal que o coeficiente de espalhamento a(r) nao tenha zenos nreads,

entao,

sendo (na notagaoc de §2)

ey Ay 08 autovalonres em C,_ de (SW)

e dx +

e et

1 { b(2) eZixe+{xl Axg
Aa(X)
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d
— c ; ;
> k GZAAE§+(xl o P pE

onde 03 coeficientes Cp

I~

sdao dados por (19),

- N. . e 2
Zem-se que existe so0lucac N = ( 1) € CO(R xR, , C
com
0
Nix, 8) — ( ) ao 45— + @
0
unigormemente (em x] sobre compactes C R
2 2 E
e x —~t N(x, *) e L (R) continua

para a equagac (nos x e R, & > 0)

0o
-u, (%) ¥
Hl(x,él o g OF B*(x, 2x + &) * ( N;(XQH Blx, ¢x+ 4 #+ yg)
Y di

+ o

NZ{x, ) = — ( Nllx, g) Bix, 2x + & + g} dg
0

(GeLfand- Levitan- Marchenko)

Ltal que

T
] - J 1+ |q(xl| -u*[X)
= e +

q*(x)

N o(x, 0)
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Em termos das fungoes

Kl(x; y) = Nl(x, y = X) eu+(x)

*
K, (x, y) = Ny(x, ¥y - x) e“+(X)

(x e R, ¥ 2 X).

as equacoes de Gelfand- Levitan se escrevem

+
IX
+
2 f
* J |
(26] K_(x, ¥y ==—5 | K (x, 2) B(x, y + z) dz
2 ‘)y 1

tendo-se

2 ' *
1 - %+ (%) —u (%)
(27) K [x: x) = N/ la(x) | eu+(x) w, (x
1

q”* (%)

que é a forma encontrada em Shimizu- wadati [34].

dz
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§6 - Aplicagao a equacgao iqt + g/ v1 # |q[?)x£=0

Nesta segao, os resultados das secoes anteriores

serdo aplicados 3 equagao de evolugao

(28) ig, + a // 1+ 1q|2

XX

introduzida em §3.4, onde g £ C!@®R x?§+, C) e

zer as condigoes de contorno

glx; £y ==90
(29) ao S
qx(x, t) — 0

com
+ @ <o
(30) la(x, t)| ax, { |qt(x, t) | ax

uniformemente convergentes em cada

0 tratamento segue Shimizu-wWadati [34].

suposto satisfa-

0 T 1

§6.1 - Evolucao dos Parametros de Espalhamento

Pelos Lemas 14, 16 tem-se

R, = B R+ 2i22 R nos (x, t,2)
(31) Ay i N
R, = B R~ 2i22 R nos (x, t,2)

e analogamente pode-se obter

e R xim+ i

"
(&)

ol

e R xIR+ > 2
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Ly = BL - 2i)%L | fios {¥; t.1) eRxT{er'C__b
(32)
" v o —
Ly = BL # 2ix%L nos (x, t,A\) e R xR, x C_
onde
by (x, 5 2) b, (%, t; X)
B =
boy(x, t; A) =bj;(x, t; 1)
para
24i*
b1 (%, £;2) &8 - ————
1 &(x, t)
(x, t)
b {x; E;Xx) = 32X -g——-——-—' + 2)\2 —C'I-(—X—'—tl
12 ¢(x, t) o(x, t)
% ’
*(X t) P 212 q*(xr t)
b (xf t;l) = i L——'—’ (x t) r
2) o(x, t) ¢ '
X
V(% £} = -V/l + |g(x, t)|?
PROPOSICAOQ 21 (Evolucac dos coceficientes de espalhamento)
Nas hipoiteses acima sobre q, fem-se
() alt, ) constante nos t 2 0
para cada e €
(£4) 3(i, X constante nos £ = 0
para cada X g €
| 44x% 1
(£ii)  blt, 2) = b(o,a) ¢ nos t > 0
para cada X e R
v v ~Aix2
(4v) B, %) = b0, x) e i nos 1 >0

para cada A € R

e e D 7 R S e R O M~ I o
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PROVA :
(1) Para A € E; , tem-se de §3.2
alt; 1) = R](x,t,J\) L, (x.,t,2) = Ll(x,t,k) R, (x,t,2)
e entao
ap = Ry L, # RiLop = LRy, = IRy ¢
o que da a, = 0 por (31), (32).
(ii) Analogo a (i)
(iii) Para X & R, tem-se de §3.2
23\ “
R(x,t,\) = blt,n) Lix,t,2) e ™ + a(t,n) L(x,t,))
e entao
R, = b L eZiAx + bL ezmX + a E
E t t o !
o que da por (31), (32)
b, L e 2AIE @R R
ou seja,
= 44122
bt 4ix4 b
(iv) Analogo a (iii)

QED

A proposicao acima fornece uma prova alternativa
para a invariancia do espectro pontual de L(t) se q obedecer
as condigoes estabelecidas nessa secao. Em particular, no Teo

rema 19, ndo é preciso exigir uniformidade em t nas condigoes

de contorno (ii).
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PROPOSICAO 22

Nas mesmas cendigoes da propesdgac antehrion,
se, na notacao de §3.5,

) 460%, £
(4) apl2) = a (0] e k

para cada A, € Po (L) O c,

LAY
. 44X, %%
(i4) G, (£) = G,l0) e i

W

para cada i, e Po(L) g,

PROVA :
) 2iA, x
(1) Tem-se R(x,t,lk) = ak(t) th,t,kk) e k
e entao
21k X - L5 (1 P <
Rt=0"ktLe ¥k +kLte k -
o que da po¥’ (31}, (32)
= 3% 2
fpe = AIRLE g
(ii) An3logo a (i)
Em particular, sendo (como em §3.5)
"]
a, (t) a (t)
- k k
e (t) = da o Az
di ai -

tem-se

Lem-

QED
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4322t N Y —44A
(33) Ck(t) = Ck(O) e R Yy S ) =g . (0) 8 A kt

§6.2 — EspatLhamento Tnvenrso

A analise de §3.5 - §3.6.1 permite concluir entao

TEOREMA 23 (Metodo de Espalhamento para (SW])

Sende q € CI[R x-ﬁ;, ) com

+ = + @ + o
r

(4) / |q(x, z)] d% ; qx(x,t) dx , ; ]qxx(x,t)] dx

-0 - ]

uni formemente convergentes em cada [0, T]

(L4) glx, £) = 0, qx{x, t) = 0 ao XxX— %
uni§ormemente em cada [0, T]
i . q =
(L44) gy * / 0
2
V1 o+ lal

XX

tal que o coeficiente de espalhamento all, ») do sistema (SW)
para t = 0 nao tenha zehos heals,

ENTAO
sendo oo hp wtey Ag 08 autovalones em C, de L(0)
: ' 4, t +£)
Bdibc&(x.tii)- —i.zg:: Ch(O)IL Q&Kk{25+(x,i) v 4y

k=1
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+co
| (A (2 x,t] + 4rzt +t)
Bcont(x’“tfg}E 1| _blo, M) L* €4
27 _ xa {0, A) i
onde
o4 o0
| 2
c, (0] = (’LJ [q*(y, 0) L (y, 0; g )

vqly, 00 L Ly, 05 )" ¢
= |

240, U
k- dy

; p : 1
2¢L1(y,0,kk) Lz(g,o,lh)J e

Lem-s€ que

Nl{x,t;é}

existe N(x,£;4)= ) e € (R x R, x ﬁ;, ¢)?
Nolx,£;4)
tal que
] 2 2 P
(£) (x, £) ~—~*% Nix, £; ) e L (R,) ¢ continua
0
('('-'{'-) N(X, b 6]—*( ) aog A& +

0 /

uniformemente em (x, #) sobre compactos C R xR,

(L44) para cada x eR, teR,,
Ltem-5C nos s =0
-u (x, £ *
Nl{x, £i 5) = 2 »t ) 8 (. f; Zx + 5] #
+D:I
" :
+ | Nz(x, 3 2z} Blx, &; Lx + &+ z) dz
0
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+
B
% ,
N, (x, 25 &) = 5 - N, [x,t52) Blx,t; 2x + & + z] dz
. 0
: I =~ %z, & _u*
(<v) N (x, £; 0) = - 5 n¥x, 1)
q (x, 2]
onde
e, 1= [ 1+ lalx, 2112
teo
e lx, £) = ] (1 - oly, 2)) dy
x
+ o
[ [Taq. ly, £} 1 -¢ly,t) o, (y,%]
Z qly, £} oly, t) oly,x)
Em termos das funcoes
M (x, t)
K, (x, t; y) = Nj(x, t; y - X) e
Kz(x, t; ¥ = Nz(x, Li g = %) e”i(x’ €
tem-se por (iii), (iv) do teorema acima
4
* | * *
(34) Kl(x,t;y} = B (X, tix + y) & | Kz(x,t;z) B (x,t;y+z) dz
‘ ‘X
+C°
* Dz
‘35) Kz(x' t; y) = o : Kl(x,t; z) B(x, t; y + 2z) adz
x
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com
1 - ¢(x, t) . _ *
(36) K, bz, &z 2 = UM S B s £)
a(x, ©)
§6.3 — Solitons

Se no procedimento acima o coeficiente de reflexao
b(0, ») for nulo, resultarao solugoes especiais (solitens) que
poderao ser encontradas resolvendo (34), (35) e recuperando
q(x, t) através de (36) . A analise porém & complicada signifi-
cativamente pela presenga dos termos e+(x, t) . p+{x, t), por
envolverem implicitamente a solugao procurada q, € sera ilus-
trada abaixo para O caso mais simples em que ha apenas um auto

valor a considerar, correspondente ao caso de 1 - solitons.

Suponha entao b (0, A) =0 \d A € R, tendo-se tam-

bém a(0, A) = 0 em E+ unicamente para A = XA, £ + in (n >0).

Tem—se nesse caso

' 28, ( &
B(x, ti y) = -%— a (t) 1 Ly +(x0 B

1
onde, na notagao de §3.6.2,

2
4ix,t
dl(t) = = icl(t) = = ﬂC](O) e

A equagao de Gelfand- Levitan (34), (35) torna-se

*
g, £8) . ]
1A % 4+ ¥ * 2¢, (x, t)
K (x, t; y) = — RE TR E Jm B]
1 k*
1
4o
* *
* a, (t) —iny [y + 2 * 2€+(x,t}]
o K (%, z) - e dz
. 2 X
X 1
+e
x i iz i 2o, €]
Kz(xrtFY) = Kl(x’t;Z)A]d] (t) e 1 [y +7 dz




196

ou seja,
*
—iAly
K,(x, t; y) = £(x, t) e ®
+
' iA,2 -idyy
+ g(x, t) K, (%, £y 2) & 1 dz - e
x
onde
aj (e) :
1 s L A 2. (%; £)
£(x, t) = —5— e [ L
1
A 2 ~4ne; (X £) -2nx
glx, t) = - —5—la &) e 7 e
2\ n :
Para £, n > 0 essa equagao admite uma inica solugaoc no es-

pago w={we c®(8, € : wix, £t; °) € L®(x, + ©) para cada
(x, t) e R x?§+}, onde 4 = {(%, t; ¥) ¢t xeXR, £t 20, ¥y 2 x},

tendo-se
. *
a, (¢) B8 4y + Boy il H]
Kl(x:tFY) — = 5 —
A b s 3
; L4 4o s an[x+e  (x,t)]
4n xl
nos (x, t; y) & 4.
Como :
2 *
1 - 1+ lax0]" w(x,t) - u(xt)
K (X,t,}() = e
1 *
q (x, t)
2 g 2
4irt -8&nt + 4i(&8° -n9)t
d () =d (0) e 1T =4d(0) e ,

obtém-se

*
g, e V/I_; Iq(x, t)l2 e“+(xr £ — W (%.t)
g*(x, t)

e e e e e e S e A e e e
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HUFE* = 9% =22k [x # e 0%, €]
ne ‘ e
* . L
10 18 . i
Ale 1 e "o cosh [8£nt —ag - 10, + 2n[x + c+(x, t)] ]
onde
8 d, (0)
e 0 = 1 5 50 = G 130 (C‘Or BO € TR)
2n
1 /42 5
Ay = (£2 + n?) / e¥q

e em particular

VG.+ |q(x,t)l2~ 1 B n

la(x, t)] Ihl cosh[Zn [x + 4gt] + 2ne (x,t) = a) - iel]-l

de onde, para & > n,

2n |cosh [2n-[x + 4et] + 2ne+(x, 2 M ay ~ i01]|
x| = ﬁ =
JEZ + n? (Ioosh [2”' [x + 4gt] + 2ne (x,t) - oy - 3'161” =
, £%4n?
Dai
4n’® b [20- [x + 45t +2n-e(xt)-a]——~rﬁ—"—
lq(x't)l - 2 . 2'1? “
(£2 + 12) (COSh [2n-[x + 4gt] + 2ne, (x, t) - “0] & FEE_:“;;)
e entao
i0 -16&nt + 20, - 2i0,; - 4n[x + %jx,tﬂ
Al e (1+e n
glx,t) =

“8Ent + il (£2 - n)t + §, + 20(€ + in) [x+ e, (x,0)]
e
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onde
- * —
e eu+(x, t) py (%, t)
g ™ e
£2 gy (coshz[Zn[x + 4£t] + 2ne (x,t) - u]_ .__2_1__)
+ 0 2 ~
& % g
ou seja,
parall=£+ir] com £ > n > O:
2n uE(x,t) - (x,t) - 4b(e2-n?)t - 2ig(x +e (x,t))-iB
g(x,t) == ———— ¢ m(x, t)
g2 ¥ g2
onde
cosh [Zn(x + 48t + 5+(x,t)) - By % j@l]
m(x,t) =
coshz[Zn(x + 48t + e+(x, t)) = ag] - on?
£2 42
d. (0)
)
0 =1, & = o, 4+ 1By ,
2n
i
o= x| 1 .

Porédm essa expressao ainda nao determina q(x, t) de modo fa-
cil, devido & presenca dos termos e (x, t), py(x, t), que en-
volvem a funcao q de um modo complicado. Tentando resolver es-

se problema, definamos

"TEEE
_ 2n
o
@
{u, &) = &, (a— 4t + . EY.
+ 4 -

Entao

Ne e %
et iy B = * (%, t) =~\/1 * Jalz®&)] -1 =
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cosh? (2nu + 2ng+(u, t))

2
cosh (2nu + 2n%+(u, £))

ou seja,

Y cosh? (2n [u + g+(u, t)] )

[u + g, (u t)] =
ou ¥

2n?2

242

cosh” (2n[u + £, (u, )] ) -

+

de onde,
Ay
observando que e+(u, t)—= 0 ao u—r + @ ,

segue

i i

tgh [2n [u + g+(u, t)]] i E '

n
N
e+(u, t) =

"]
o que permite encontrar c+(u, t) para cada u e R, t ¢ R da-

dos, e em particular e+(x, t) para qualguer x, t.

pa|=—
-
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1—‘:(}{' t) - U+(X, t}
Resta mostrar como obter o fator e
Ora:
+ew i *
™ = g
WE(x, €)= g lx, 8) == | —E *"‘< L - 1)ax-=
2 - gl ol :
” 4 1+ |q|
+o
> | (log %) ( ___._l______z_ - l) ax
24 q %
5 1+ |g
onde, para £ > n > 0:
g(x,t) N cosh [2n[x + 48t + £, (e, 0]+ 30, - 0‘.0] "
10g e = — | log
q*(x't) DX cosh |:2n[x + 4Et + E+(x,t)]- i'e1 — ao]

X

%
- 8i(g2 -n2)t - 41f [x + e:+(x,t]]— 218, + 2u, (x,£) - 2u (x,t)|=

A}

2n\/1 + |alx, €)%

5 2iEn
€2+n2 cc:ush2 [2n[x + 4t + e+(x, t)]' Gf}:l - n?
.52-{—“2
com
/ cosh? [2n[x + 4gt + e (x, £)] - ag)

v/ 1+ lq(x, t)l2 =

J 2n2
cosh? [211 [x+ 4ttt + c+(x,t}] - a{,] - e—
EZ 4 y*
Obtém-se entdo, apds algum calculo,
y T
41&n 1
Bl O = w68 =——r | O *
£740% | cosh [2n'[y + 45t + s:+(y,t)]— “0]"
> €2+n2
+m
2 £ e =
) 2n . (v y(ly, t) vy, t))Y ay
2
iR Ty cosh I:.'Zn[y + 4Et + e (v, t)] - ac__l
x
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ou seja,
chamando 2E g = My
tem-se
£ 4ign? 5
X 2
£ 2412 coshz[Qn[x + 4ttt + e, (x, t)] - « ] FRQEVSEES, ) faEte
+ 0 9 ’
£ + n
2 i
o i £
g coshz[?n[x + 4Et + e+(x,t)] - o, ]
ou seja, sendo v(x, t) = 27 [X + 48t + € (x, t}] =
41 £n? 1 cosh? v(x, t)
n 2 2 3
% (82 + n?) _cosh2 i, ) = 0 cosh”™ v(x, t) - e
£2 + n2 g2 + p?
2i&n i i v ,
= - 3 (x, t)
(£2 + n2) cosh® v(x,t) - = %
52 < le
N cosh (v(x, t) + iel)
= - 10g
Jx cosh (v(x, t) - iel)
de modo que
+o
' cosh (v(y,t) + 10.)
) d : 4
£, ) | log ; Y
. - oY cosh (v(y,t) - ie,)
X
210 cosh (V(X;t) = lel)
= log (e 1) + log
- cosh (v(x,t) + 10 )

Portanto,




e dai

q(x,t)

onde

com

rica

Em particular, ao i

R g i et ey e S B e
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1 cosh (v(x, t) - ie;)

‘COSh (vix, t) + 101}

1[291— RBo— 4t(£2- n2) — 2&-(x + e+(x,t))]

o e cosh [?n[x + 4£t] - oy + 2ne+(x,t) - iel]
——= >
\/52+" cosh? I:?.n[x + 4et + ¢, (%, B)]- a:l PR
+ 0 2 ?
E .] n.
Ay = E <P 3N 3 E Fin 20
6, = Arc tg ——
5 d, (0 - i ¢, (0)
0 1 (0) 1 , B Sy gk '
2n 2n

E+(x, t) calculado, para cada X, t € R dados, via

v
€4

o
2N

(u, t) para u = x + 4Et -

£+(x, t) =

sendo E+(u, t) a solugi@o real da equagao numeé-

L “ ]
e, (u,t) = =3 tgh (2nfu + € (u, £)] ) -1
+ M :

I+
8

glx, £) = O(e_:zn[XI

)
q, (%, t) = o(e™2nlxl,

-2
a (% £) = o2 1xl)
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uniformemente em t sobre compactos C R.

Ademais, tem-se, para cada t & Iy

N 2 %9
—— |g(x, £)|"=0 == X+ 4t + c+(x, t) =
JIx 27
engquanto
%o A
x + 4Bt + e (x, t) = admite uma unica solugao
2n
x = x(t)
tendo-se
5 4n2g2
g (i), €} |* = '
(82 - n?)

de modo que para cada t ¢ R existe um dnico ponto de maximo

x = x(t) para |aq(x, t)| , tendo-se ademais

. _ 2ng
Iq( d t)lMAX a E2_:2
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