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RESUMO 

Apresentamos um novo algoritmo, baseado no algoritmo de inversão 

de matrizes de Leverrier-Fadeev, para extrair os autovalores e os coeficientes do 

polinômio característico da matriz (si+ A), não-simétrica, que surge em conexão 

com o método LTSN - o qual utiliza a transformada de Laplace para a solução da 

equação de ordenadas discretas S N. 

O algoritmo baseia-se em propriedades exibidas pela matriz, cuja es

trutura e valores dos elementos fazem com que todos os seus autovalores sejam reais 

e simétricos em relação a zero. Evidências experimentais demonstram que, os au

tovalores do bloco superior esquerdo da matriz, de dimensão N /2, entrelaçam os 

autovalores negativos de -A. 

O algoritmo foi implementado em FORTRAN 77, usando algumas ro

tinas do BLAS e do LAPACK, e estruturado de forma a explorar a estrutura da 

matriz, permitindo efetuar os cálculos necessários em um menor tempo e com um 

menor gasto de menória. No entanto, apesar de ganhos obtidos em comparação com 

o algoritmo usualmente utilizado, proposto por Barichello, nossos experimentos de

monstram a instabilidade numérica do algoritmo de Leverrier-Fadeev. 
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ABSTRACT 

We present a new algorithm to compute the eigenvalues and the coeffi

cients o f the characteristic polynomial o f a nonsymmetric matrix o f the form (sI+ A), 

which arises in connection with the LTSN method for the solution of thc discrete 

ordinates equations S N. 

Our algorithm is a modifi.cation of the matrix inversion Leverrier-Fadeev 

algorithm, exploiting the pattern existent in the matrix -A and some properties 

exhibited by its eigenvalues, which have been determined experimentally. More 

specifi.cally, its eigenvalues alllie on the real axis and are symmetrically distributed 

around zero. Also, -A has a block structure and the eigenvalues of the left-hand 

superior block interleave the negative eigenvalues of the matrix. 

The algorithm was designed to exploit these characteristics, compu

ting only the nega:tive eigenvalues of -A (due to their symmetrical distribution) by 

means of the well-know bisection method to obtain the zeros of thc characteristic 

polynomial. Since the eigenvalues of the left-hand superior block of A interleave 

those of the matrix, it is possible to use intervals made of pairs of those eigenva

lues which contain just a single eigenvalue of - A. Also, the structure of -A was 

used to develop optimized sections of code of thc algorithm to reduce the number 

of operations required. 

The whole algorithm was implementcd in FORTRAN 77, making use of 

some of the BLAS and LAPACK routines. The results obtained although presenting 

a better performance than that used currently, due to Barichello, show that the 

algorithm is susceptible to the ill-conditioning of the matrix. 
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1 INTRODUÇAO 

A descrição matemática do transporte de partículas, corno nêutrons, 

fótons e elétrons, através de um meio, é comumente chamada de Teoria de Trans

porte. Essa teoria é usada no tratamento de urna ampla variedade de fenômenos 

físicos, tais corno: a descrição da difusão de nêutrons através dos elementos com

bustíveis de um reator nuclear, o transporte de radiação e o movimento de moléculas 

de gás, entre outros. 

No entanto, a equação de transporte [8], apesar de poder representar 

urna ampla variedade de fenômenos, tem um tratamento matemático bastante difícil , 

urna vez que se trata de urna equação íntegro- diferencial, envolvendo sete variáveis 

independentes. Assim, na tentativa da obtenção de resultados numéricos precisos, 

duas linhas de modelagem tem sido implementadas: a probabilística, que busca 

soluções aproximadas para a forma exata da equação, c a determinística, que procura 

soluções exatas para formas aproximadas da equação de transporte. Neste último 

caso podemos citar o Método de Ordenadas Discretas (SN ), [8] no qual a variável 

angular da equação é discretizada. 

Segundo a abordagem determinística, recentemente foi proposto o método 

LTSN [15], que determina urna solução analítica para as equações SN, e que consiste 

na aplicação da Transformada de Laplace nessas equações, na variável espacial x, 

e inversão analítica da solução transformada do sistema algébrico, resultando numa 

expressão para o fluxo angular em termos dos valores na fronteira :.r:= O do domínio. 

Ocorre que a aplicação da Transformada de Laplace gera um sistema 

simbólico que deve ser resolvido e, para resolvermos esse sistema precisamos cal

cular a inversa da matriz LTSN. Foi determinada em (3] uma expressão analítica 

para o cálculo dessa inversa que tem se mostrado inviável computacionalmente à 

medida que N cresce. Além disso, nessa expressão se faz necessário o cálculo das 

1 



raízes do determinante da matriz simbólica, o que também dificulta o tratamento 

computacional. 

No entanto, uma vez que o determinante a ser calculado é de uma 

matriz do tipo (si+ A), que chamaremos matriz "LTSN, , as raízes equivalem aos 

autovalores da matriz -A. É importante salientar que a matriz LTSN é completa e 

estruturada, conforme detalharemos nos capítulos seguintes. 

Dessa forma, nesse trabalho, desenvolvemos um algoritmo para o cálculo 

dos autovalores da matriz "LTSN, explorando sua estrutura particular buscando a 

melhor maneira de se obter os autovalores da matriz -A. 

No capítulo 2, apresentamos sucintamente a formulação LTSN para o 

problema com anisotropia de grau arbitrário L. 

No capítulo 3, é feita uma revisão dos métodos básicos utilizados para 

o cálculo dos autovalores da matriz LTSN. 

Finaimente, no capítulo 4, o cálculo dos autovalores é especificado, 

sendo fornecido detalhes sobre cada um dos passos que compõem este algoritmo. 

Resultados numéricos são também incluídos para testar o algoritmo desenvolvido. 
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2 MÉTODO LTSN 

2 .1 Descrição do Método 

Consideremos o seguinte problema de ordenadas discretas com aniso

tropia. de grau arbitrário L, em uma. placa. homogênea, 

com m = 1, · · · , N; N par, O ~ x ~ a, L < N, sujeito às seguintes condições de 

contorno: 

(2.1.1a) 

e 

(2. l. lb), 

onde fm c 9m são os :fluxos incidentes na fronteira do domínio; 1/Jm(x) = 1/J(X,fl.m) é 

o fluxo angular das partículas na direção de fl.m, O't é a seção de choque total; CJst 

(l = O,· · · , L) são as componentes de ordem l da seção de choque diferencial de 

espalhamento; Q(x) é o termo de fonte; P1(p.) são os Polinômios de Legendre; fl.m 
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são as raízes do polinômio de Lcgendre de N -ésimo grau e Wm são os respectivos 

pesos da quadratura de Gauss. Essas raízes são ordenadas da seguinte forma: 

-1 < /1-N < · · · < /1-!:!..+t < 0 < /1·!:!.. < · · · < fJ-1 < 1. 
2 2 

(2.1.2) 

Podemos reescrever a equação(2.1.1) como 

(2.1.3) 

onde 

(2.1.4) 

Para a resolução do problema de ordenadas discretas (2.1.3), usamos 

o método LT S N, que consiste em aplicar a Transformada de Laplace na variável 

espacial x, obtendo a equação transformada 

( 
, CJt ~ 2l + 1 P?(fJ•m) )nlo ( ·) 

S +--~ -
2
- CJ8 1Wm 'f'm S 

fJ.m 1=0 fJ.m 
L N 

""" 2l + 1 Pt(fJ.m) "' ( )- ( ) - ( ) - ~ -
2
- (J si ~ Pt fJ.k 'l/JkWk = 'l/Jm O + S m S 

1=0 fJ.m k=l 
k:f:m 

(2.1.5) 

A equação (2.1.5) representa um sistema de N equações lineares algébricas 

e N incógnitas que podem ser escritas na forma matricial como 
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AN(s)1/;(s) = 7/;(0) + S(s) (2.1.6) 

onde a matriz AN(s) é de ordem N, dada por: 

(2.1.7) 

e a matriz A é tal que seus elementos são descritos por: 

se t=J 

(2.1.8) 

"""L 2/ + 1 D ( ) D ( ) ~ - .L.it=O -2-rt Jl.i rt Jl.i P.i (Js/, se i =I j. 

Usando ainda a seguinte notação, 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

e 

S(s) = ( Q(s) Q(s) . . . Q(s) )T 
J.L l ' /l 'J ' ' /lN 

(2.1.11) 

e se conhecemos a inversa da matriz AN(s ), a solução do sistema (2.1.6) é dada por: 

5 
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(2.1.12) 

Observamos que a principal dificuldade que se origina na aplicação dessa formulação 

é que para a solução do sistema (2.1.6) devemos determinar a matriz inversa da 

matriz AN(s), que é dependente do parâmetro complexos. 

2.2 Inversão da matriz AN(s) 

Foi determinado em [13], para grau arbitrário de anisotropia, uma ex

pressão analítica para o cálculo da inversa da matriz AN( s ), dada por: 

(2.2.13) 

onde 

a(s) = det(sl +A) 
(2.2.14) 

é o polinômio característico da matriz -A e I denota a matriz unitária de ordem 

N . 

Através do algoritmo de Leverrier-Fadeev [16], o qual esta sendo utili

zado pela primeira vez para o método LTSN, podemos determinar simultaneamente 

os coeficientes ak do det(sl +A) e as matrizes Bk através das seguintes equações: 
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a1 = -trA 

tr(ABi- I) 
ai = - . , 

l 
i= 2, .. ,n 

i= 2, .. ,n -1 

(2.2.15) 

(2.2.16) 

(2.2.17) 

(2.2.18) 

onde tr(A) denota o traço de A. Ficando assim perfeitamente determinada uma 

expressão analítica para a matriz (AN )-1(s ). 

2.3 A Formulação LTSN 

Como foi observado na seção 2.1 , a principal dificuldade surgida na 

aplicação LTSN é a solução do sistema (2.1.6) uma vez que os elementos da matriz 

são dependentes do parâmetro complexo s. Assim, uma vez obtida a expressão 

(2.2.13) para a matriz inversa (AN )- 1(s), a solução de (2.1.6) pode ser escrita como: 

N-1[ N-2B B 
'1/J(s)= s +s t+· ·· +s N-1 ('1/;(0)+S(s)) 

detAN(s) 
(2.3.19) 

onde '1/J(O) e S(s) são dados respectivamente em (2.1.10) e (2.1.11), as matrizes Bi 

(i = 1, ... , N - 1) e o detAN( s) estão definidos na seção 2.2 . Agora, sendo '1/J( s) 
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escrito em termos de quocientes de polinômio, a inversão da transformada pode ser 

feita analiticamente usando-se a técnica da expansão de Heaviside, obtendo-se: 

(2.3.20) 

Agora sendo C(x) = .c-1{(AN)-1(s)} e S(x) = .c-1{S(s)}, então: 

1/J(x) = C(x)?/J(O) + C(x) * S(x) (2.3.21) 

onde 

C(x) * S(x) = 1:
0 
C(x- r)S(r)dr (2.3.22) 

e 

N 

C(x) =L BkékX (2.3.23) 
k= l 

com sk sendo as N raízes do determinante da matriz AN(s), também autovalores de 

-A, e Bk sendo N matrizes coeficientes, provenientes da inversão da transformada 

de Laplace. 

É importante observar que nenhuma aproximação numérica foi feita 

para a solução da aproximação S N. 

No entanto, a solução (2.3.21) ainda não está completamente definida, 

pois conhecemos somente as primeiras N /2 componentes do vetor 7/J(O) . Entretanto, 

8 



aplicando-se as condições de contorno em x = a dados por (2.1.1b), a solução do 

sistema linear de ordem (N /2 x N /2) fornecerá os valores das incógnitas em x = O, 

ou seja, os valores "1/Jrn(O), m = N /2 + 1, ... , N. Dessa forma a solução do problema 

(2.1.1) fica perfeitamente determinada. 
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3 REVISÃO DOS MÉTODOS BÁSICOS 
UTILIZADOS 

O algoritmo apresentado neste trabalho utiliza, em conjunto com o algo

ritmo de Leverrier-Fadeev (Seção 2.2) , o método QR, para extração dos autovalores 

do bloco superior esquerdo da matriz -A, e o método da bissecção para o cálculo 

de raízes de funções, os quais são brevemente recapitulados a seguir. 

3.1 Método QR 

O método Q R é um método de formulação simples que calcula todos os 

autovalores de uma matriz A e, se desejado, todos os autovetores. Para isso, fazendo 

A= A 0 , fatoramos essa matriz em: 

Ao= QoRo 

multiplicando os fatores em ordem inversa, obtemos: 

onde, essa nova matriz é similar à matriz Ao pois, 

Logo, esse processo não altera os autovalores da matrir. original. 
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Dessa forma, o método QR é definido pelas seguintes relações: 

(3.1.1) 

e 

(3.1.2) 

onde Ak aproxima-se a uma forma triangular e suas entradas diagonais aproximam 

seus autovalores, que são também os autovalores da matriz original Ao. 

Na prática, não é vantajoso aplicarmos o método Q R diretamente em 

uma matriz cheia, pois cada iteração envolveria O( n3 ) operações. 

Então, antes de aplicarmos o método QR reduzimos a matriz à forma 

de Hcssenberg, o que reduz para O( n2) operações em cada iteração. 

Considerando que o número de iterações para encontrar cada autovalor 

seja pequeno ( << n), o número total de operações para calcular os n autovalores é 

O(n3 ). 

Porém, para acelerar a convergência do método Q R utiliza-se translações 

da matriz original. Assim, as equações (3.1.1) e (3.1.2) devem ser trocadas, respec

tivamente, por: 

(3.1.3) 

c 

(3.1.4) 

11 



onde Ak e Ak+1 são semelhantes, pois: 

Usualmente, após 3 ou 4 iterações, a matriz Ak, para n = 4, assume a 

forma: 

* * * * 
* * * * B c 

Ak = * * * + (3.1.5) 

+ o D 

€ )..' 
1 

Quando € for considerado pequeno o suficiente, >.~ é assumido como sendo uma boa 

aproximação para o verdadeiro autovalor >.1 de Ao. 

Para achar o próximo autovalor, o algoritmo continua com a matriz 

B da equação (3.1.5) cujos elementos diagonais devem ser reduzidos pelo primeiro 

passo Q R, e outros dois passos são suficientes para achar >.2. Esse é um procedi

mento sistemático para achar todos os autovalores de Ao. Assim, o método QR está 

completamente descrito, pois não é de nosso interesse o cálculo dos autovetores. 

3.2 Método da bissecção para extração de zeros 
de funções 

Dada uma função f( c) contínua no intervalo [ao,bo] tal que f(ao)f(bo) < 

O, o método da bissecção localiza uma das raízes contidas em [ao, b0] através da bi

partição sucessiva desse intervalo. 
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Dividindo [a0 , bo] ao meio, obtém-se o ponto médio eo, havendo, pois, 

dois subintervalos, [ao, co] e [co, bo], a serem considerados. 

Se f( eo) = O, então a raiz Ç é o ponto médio; caso contrário, a raiz 

estará no subintervalo onde a função tem sinais opostos nos pontos extremos, ou 

seja, se f( ao)!( eo) < O, então, Ç E (ao, eo] = (at, bt]; senão Ç E [Co, bo] = [a1, b!) . 

O novo intervalo (a1 , br] que contém Ç é dividido ao meio e obtém-se 

o ponto c1. O processo se repete até que se obtenha uma aproximação para a raiz 

exata Ç, sujeita a uma tolerância € especificada. 

O método da bissecção tem a garantia de sempre localizar uma das 

raízes contidas no intervalo [ao,bo] (desde que f(ao)f(bo) <O seja satisfeita). Apesar 

de apresentar uma taxa de convergência menor do que outros métodos, tais como 

o de Newton e suas variantes, ele exige um menor esforço computacional do que 

estes, pelo fato de necessitar apenas uma avaliação da função por iteração. No caso 

particular em que existe apenas uma raiz no intervalo considerado, é o método mais 

indicado. 

3.2.1 Análise do Erro 

Seja (ao, bo], [a1, b1], ... , [an, bn] a seqüência de intervalos geradas pelo 

método da bissccção; note que: 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 
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a seqüência an é crescente e superiormente limitada, logo ela converge; da mesma 

forma, bn converge. Aplicando a equação (3.2.8) repetidamente, temos: 

(3.2.9) 

e, aplicando limites a ambos os termos desta equação, temos 

lim bn - lim an = lim 2-n(bo- ao) = O 
n~oo n-+oo n-+oo 

(3.2.10) 

se chamamos r = lirnn .... oo an = limn ...... oo bn, então tomando os limites na relação 

O~ f(an)f(bn), temos O~ f 2(r), logo f(r) =O. 

Suponha que deseja-se parar o processo de bissecção na n-ésima iteração; 

então, é sabido q~e a raiz encontra-se no intervalo [an, bn], e a melhor estimativa 

para a raiz é o ponto médio do intervalo 

(3.2.11) 

então, o erro é limitado por: 

(3.2.12) 

assim, provamos o seguinte teorema: 

Teorema 3.1. Se a seqüência [ao, b0], [a1 , bt], · · · , [an, bn], · · · , denota os intervalos 

gerados no método da bissccção, então os limites limn--+oo an e lirnn .... oo bn existem, 

são iguais, e representam um zero de f. Se r= limn-+oo Cn e Cn = ~(an + bn) então 
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Dado um intervalo [a0, b0], suponha que se deseja avaliar quantas iterações 

são necessárias para se alcançar uma exatidão relativa de E, isto é: 

Ir- Cnl 
lrl :::; E 

(3.2.13) 

pela descrição acima, r ~ ao; assim, se satisfizermos Ir- Cnl/lrl :::; E, alcançaremos 

aquela exatidão. Pelo resultado do t eorema acima, determinamos n por: 

2-(n+l) lbo - ao I < E 

laol - (3.2.14) 

Para exemplificar, utilizamos em nosso algoritmo o método da bissecção 

com E= 1.1102230246252 x 10-16
, isto é, o épsilon da máquina, em precisão dupla 

(64 bits), padrão IEEE- 754; em média, 50 iterações são necessárias para obter-se 

tal tolerância, por raiz calculada. 

Note que o custo computacional do algoritmo da bissecção corresponde 

ao número de iterações n, conforme (3.2.14), multiplicado pelo custo de uma ava

liação da função a cada iteração. 

3.3 Método especial para matrizes tridiagonais 
simétricas 

Apesar da matriz LTSN não ser simétrica nem tampouco tridiagonal, 

o algoritmo que desenvolvemos inspira-se no método descrito nessa seção, o qual 

incluímos para melhor entendimento. 
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Explorando a rica estrutura matemática das matrizes tridiagonais si

métricas foi desenvolvido em ( ver [9, p.437]), um algoritmo alternativo para calcular 

seus autovalores. Esse algoritmo procede da seguinte maneira: 

temos que 

Se Tr denota a principal submatriz de 

a1 bt 

b1 a2 

o 

T = (3.3.15) 

o 

Pr(x) = dct(Tr- xl) 

=(ar- x)Pr-t(x) - b;_tPr-2(x) 
(3.3.16) 

para r= 2: n e Po(x) = 1. 

Como o cálculo de Pn(x) envolve O(n) operações, podemos achar suas 

raízes usando o método da bissecção. 

No entanto, algumas vezes é necessário computar o k-ésimo maior au

tovalor de T, para algum valor de k prescrito. Isso pode ser feito eficientemente 

usando a idéia de bissecção e o seguinte resultado: 

Teorema 3.2. Seqüência de Sturm- Se a matriz tridiagonal(3.3.15) é irr·edutível, 

então os autovalor·es de Tr- l separ·am estritamente os autovalores de Tr: 
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Porianto
1 

se a(>-.) denota o número de mudanças no sinal da seqüência 

então a()..) é o número de auto1Jalores de T que são menores do que À 1 onde os 

polinômios Pr(x) são definidos por(3.3.16} e Pr(À) tem o sinal oposto de Pr- t(À) se 

Pr(.~) = O. 

Logo, pelas propriedades da seqüência de Sturm, computamos Àk(T) 

através do método da bissccção, que produz uma seqüência de subintervalos que 

sempre contém um autovalor de T. 

Durante a execução do algoritmo da bissecção, informações sobre a 

localização de outros autovalores são obtidas. Seguindo sistematicamente essas in

formações é possível computar o subconjunto contínuo de À(t), isto é, >.k(T), Àk+1(T), 

, Àk+i(T) . 

Conforme será descrito no capítulo a seguir, o algoritmo por nós desen

volvido para calcular os autovalores da matriz LTS N foi inspirado nas idéias expostas 

nesta seção. 
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4 CÁLCULO DOS AUTOVALORES DA 
MATRIZ LTSN 

4.1 Introdução 

Na formulação do método LTSN (seção 2.3) são requisitadas as raízes 

do determinante da matriz (s i + A), que equivalem aos autovalores da matriz -A. 

Com o objetivo de investigar a melhor maneira de se obter os auto

valores da matriz -A, foi desenvolvido um algoritmo que calcula esses autovalores 

através do cálculo dos autovalores do bloco superior esquerdo, de ordem N /2, pro

cedendo ao cálculo das raízes negativas do polinômio característico, via bissecção, 

da matriz -A, usando os autovalores do bloco como intervalos de estimação das 

raízes. Porém, convém salientar que esse procedimento foi desenvolvido baseado na 

estrutura particular da matriz -A não sendo aplicável para outras matrizes. Esse 

procedimento será apresentado na seção 4.2. 

Ainda na seção 4.3, serão apresentados resultados numéricos obtidos 

com respeito a determinação das raízes propriamente dita, bem como o custo com

putacional do cálculo das mesmas. 
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4.2 D escrição do algoritmo para o cálculo dos 
autovalores 

Para desenvolvermos o cálculo dos autovalores da matriz -A, devemos 

em primeiro lugar observar a estrutura particular dessa matriz. 

A matriz -A apresenta uma estrutura de blocos cujos elementos estão 

dispostos da seguinte maneira: 

~1 

B c amn 

-A= + + (4.2.1) 

D E 

- al,m+l 

onde rn = N/2 

Infelizmente, a matriz -A é não-simétrica e, como é sabido, poucos 

resultados existem a respeito da distribuição dos autovalores de tais matrizes. Par

ticularmente, pode-se apenas afirmar que muito provavelmente exitirão autovalores 

complexos. 

No entanto, experimentalmente ( utilizando rotinas do LAPACK (1]) 

foi possível determinar que, para o problema em questão, os autovalores de -A são 

reais e simétricos em relação a zero (o qual não pertence ao conjunto de autovalores 
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de -A), o que confirma os resultados conhecidos em teoria de transporte para esse 

tipo de problema. 

Fatos interessantes também surgem quando determinamos o polinômio 

característico dessa matriz; ocorre que os coeficientes do polinômio característico 

relacionados aos termos de ordem ímpar são nulos e o termo de maior grau é 1. 

Assim, a equação característica da matriz -A é uma soma de potências de ordem 

par, o que nos garante que seus autovalores são simétricos em relação ao zero. Além 

disso, como a ordem da matriz é par, temos um número par de autovalores, o que 

elimina a possibilidade de termos o "zero" como um autovalor. Sendo assim, basta 

calcularmos apenas N /2 autovalores. 

Por outro lado, a própria estrutura da mat riz nos levou a investigarmos 

uma maneira alternativa de se obter os autovalores de -A, talvez mais rápido do 

que, por exemplo, utilizarmos diretamente o método QR sobre a matriz. 

Procedemos então à determinação experimental dos autovalores dos 

blocos da matrii ( novamente utilizando as rotinas do LAPACK [1)); particular

mente, escolhemos os blocos de ordem N /2 ao longo da diagonal. Os resultados de 

alguns destes experimentos, para diferentes valores de N e graus de anisotropia L, 

encontram-se tabelados no Apêndice 1; com eles nos foi possível observar que os 

autovalores do bloco superior esquerdo entrelaçam os autovalores negativos de - A. 

Se então tivermos disponíveis os coeficientes do polinômio característico 

de -A, podemos desenvolver um algoritmo que extrai as raízes negativas do po

linômio utilizando o método da bissecção, uma vez que dois autovalores sucessivos 

do bloco superior esquerdo de -A formarão um intervalo onde encontram-se exata

mente apenas um dos autovalores negativos de -A. 

O algoritmo LTSNEIG, ba...,eado nestas idéias, é exposto a seguir: 
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Algoritmo 4.2.1. LTSNEIG 

1. normaliza a matriz -A, usando 

uma norma adequada ( p. ex., 11-ll oo) 
2. calcula os coeficientes ak, 

executando o algoritmo POLCAR 

3. calcula os autovalores do bloco B 

4. extrai os autovalores de -A, 

determinando as raízes negativas 

do polinômio característico 

via bissecção 

5. multiplica os autovalores obtidos 

em 4 pelo valor da norma utilizada em 1 

Detalharemos cada um dos passos que compõem esse algoritmo. 

4.2.1 Normalização de -A 

Uma breve inspeção de Leverrier-Fadcev, descrito pelas equações (2.2.15)

(2.2.18), nos permite identificar a existência de produtos de matrizes na forma 

ABi- l· Essa operação é potencialmente uma fonte de erros de ponto-flutuante, 

particularmente de "overfiow". 

Além disso, se investigarmos o número de condição K( -A), veremos que 

a matriz é extremamente mal - condicionada, conforme mostra a seguinte tabela ( 

obtida para um problema típico): 
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Tabela 4.1 L= 1, C= 0.99, Ut = 1.0 

N liA Ih liA 1111 fÇ(A) 

4 3.4716 60.1721 208.8921 
8 6.8935 70.9534 489.1173 
16 12.7393 75.3185 959.5020 
18 14.1345 76.2216 1077.3505 
32 23.6312 77.0713 1821.2868 
64 44.6946 77.8155 3477.9298 
128 86.1258 78.1512 6730.8345 

De forma a minimizar tais problemas, normalizamos a matriz -A cal

culando uma norma ( p. ex. IIAih) de forma apropriada. Essa normalização não 

altera o problema a ser resolvido, pois valemo-nos de uma propriedade conhecida 

dos autovalores: se B = aA, onde A e B são matrizes, À é autovalor de A e J.L é 

autovalor de B, então J.L = a À. 

4.2.2 Cálculo dos coeficientes do polinômio característico da matriz 
-A 

Os coeficientes do polinômio característico são calculados através de 

uma modificação no algoritmo de Leverrier-Fadeev, descrito na seção (2.2). Esse 

algoritmo modificado calcula apenas os coeficientes relacionados aos termos de ordem 

par, pois como mencionamos anteriormente os coeficientes relacionados aos termos 

de ordem ímpar são nulos. O algoritmo, chamado de POLCAR, é detalhado a seguir. 
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A lgoritmo 4.2.2. POLCAR 

l.Z.._AxA 

2. c f- z 
3. a1 .._O 

4. k f- 2 

fori=1,2, ... ,~-1 

5. ak .._ -tr(c)/k 

6. ak+l .._O 

7. Q f- Z X C 

8. C.._ Q + akZ 

9. k f- k + 2 

endfor 

10. ak .._ -tr(c)fk 

Nesse algoritmo há duas multiplicações matriz-matriz- passos 1 e 7 -

os quais são calculadas através dos algoritmos PROD1 e PROD2, descritos a seguir. 
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Algoritmo 4.2.3. PROD1 

for j = 1,2, ... ,N/2 

1. Zj ~ auA1 

for k = 2,3, .. . ,N/2 

2 Z· ~ ak·Ak + Z· J ] 1 

endfor 

for k = N /2, N /2 - 1, ... , 1 

for i = 1, 2, ... , N 

endfor 

4. Zi ~ an+J-k,iV + Zi 

endfor 

endfor 

Essa multiplicação é baseada na estrutura da matriz ( 4.1). Conside

rando o caso N = 4, temos: 

au a12 a13 a14 

~1 a22 a23 a24 

A1= + (4.2.2) 

-a24 - a23 -a22 - a21 

-a14 - a13 -a12 - au 

Então: 
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Z= + 

- au 

expandindo o produto acima temos: 

Z = 

!L21 

X + 

aua12 + a12a22 +«ta(- aza)+al4(-ala) 

az1a12 + azzazz + aza(-a2a) + a21(- a1a) 

(4.2.3) 

( 

auau + a1zaz1 +a13(-az~) +a11(-a14) 

az1a11 + a2zaz1 + a23( -a21) + a24( - a14) 

(-az4)au + (-a2a)a21 +(-a22)(-a24) + {-a21)(-a14) 

(-at1)a11 + (-a13)az1 + (-a12)(-a21) + {-au)(-al4) 

(-a24)a12 + (-aza)azz + (-an)(-azJ) + (-az.)(- «ta) 

(-a14)a12 + (-a13)a22 + (-a12)(-a23) +(-ali )(- a13) 

au a13 + a12a2a + a13( -azz) + a11 ( - atz) 

az1 a13 + azzaz3 + aza( -an) + az1( -atz) 

( - a21 )a13 + ( -aza)az3 + ( -a22)( -azz) + ( -a21 )( -atz) 

(-a11)a13 + (-a13)aza + {-a12)(- a22) + (-all )(- an) 

a11a14 +a12a24 +a13{-a21) +aH(-att) J 
aztaH +azza24 +aza(-a:ll)+a:H(-au) 

( -az~ )a14 + ( -azJ )a21 + ( -azz)( -azl) + ( - azl )( -a11) 

( -a14 )a14 + ( - a13 )a21 + ( -a12)( -azt) + ( -au )( -au ) 

por inspeção, vemos que as colunas N /2 + 1, N /2 + 2, · · · , N, são as mesmas que 

as colunas 1, 2, · · · , N /2, apenas com seus elementos tomados na ordem inversa de 

linhas e colunas. Assim sendo, podemos calcular apenas metade das colunas da 

matriz Z, 

(

XII (XII)+ X2 1 (Xt2) + XJI ( - X42) + X41 ( -X41) 

x11 (x21) + xz,(xzz) + xa1 ( -xaz) + x~1 ( -x31) 
Z= 

Xtt (X3t) + X21 (x32) + :Z:JI ( - Xzz) + X4 1( -X21) 

Xt t (x11) + X2t (X42) + XJJ ( - x tz) + X4t (- XII) 

Xtz(XII) + X22(Xt2) + XJ'l( -X42) + X42( - X41 )J 
Xtz(xzt) + xz2(xzz) + xa2( - x32) + x1z( - x:n) 

x12(Xat} + X22(xa2) + xaz( -x22) + x~z( -xzt) 

XJ2(X4i) + X2z(X42) + XJ2( -Xt2) + X42( - XII) 

( 11.2.5) 

onde os dois primeiros termos de cada elemento são calculados pelas expressões (1) c 
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(2) do algoritmo PRODl e os outros dois termos de cada elemento pelas expressões 

(3) e (4). Por inspeção vemos que os elementos são: 

e 

z(1: 4, 1) = x(1, 1)x(1: 4, 1) + x(2, 1)x(1: 4, 2)- x(3, 1)x(4: 1, 2) - x(4, l)x(4: 1, 1) 

(4.2.6) 

z(1 : 4, 2) = x(l, 2)x(1 : 4, 1) + x(2, 2)x(1 : 4, 2) - x(3, 2)x( 4 : 1, 2) - x( 4, 2)x( 4 : 1, 1) 

(4.2.7) 

onde a notação : indica um grupo de linhas da matriz z. 

Assim o algoritmo PRODl é implementado como uma seqüência de 

_A.XPYs, uma rotina das BLAS( Basic Linear Algebra Subroutines)[4), [5], [6] e 

[7] . O algoritmo PROD2, foi desenvolvido de maneira semelhante, para calcular o 

produto Q = Z x C, onde Z = (-A) x (-A) e C= -A+ aki. 
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Algoritmo 4.2.4. PROD2 

for j = 1, 2, ... , N /2 

1. Qi +-- cuZt 

for k = 2, 3, ... , N /2 

2. Qj +-- ckjzk + Qj 

endfor· 

for k = N /2 , N /2 - 1, ... , 1 

for i= 1, 2, ... , N 

3. V n+ l-i = Zik 

endfor 

4. Qj +-- Cn+l - k,j V+ Qj 

endfor 

endfor 

4. 2. 3 Cálculo dos autovalores do bloco B 

Os autovalores do bloco B, de ordem N/2, são calculados de forma 

clássica, utilizando transformações de Householder para uma redução à forma de 

Hessenberg superior, seguido da aplicação do método QR sobre a matriz reduzida. 

Salientamos que, como o bloco B é uma matriz completa, não - simétrica e sem uma 

estrutura particular, não é possível utilizar qualquer método especial. 

Para efetuar o cálculo dos autovalores de B , utilizamos as rotinas 

DGEHRD e DHSEQR da biblioteca LAPACK [1) . 
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4.2.4 Extração dos autovalores negativos da matriz -A 

Para extrair as raízes negativas da matriz LTSN , usamos o método da 

bissecção. Os autovalores li do bloco B, calculados no passo anterior, são utilizados 

como intervalos para a determinação das raízes negativas do polinômio característico 

de -A, como segue: 

1 ~i~ N/2 -1 (4.2.8) 

i= N/2 ( 4.2.9) 

note 11 < 12 < · · · < IN/2-1 < IN/2 <O. 

Visando reduzir o número de operações de ponto flutuante, calculamos 

o polinômio usando a forma de Horner, a qual tendo em vista a existência apenas 

de potências de ordem par no polinômio, é expressa da seguinte forma: 

( 4.2.10) 
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4.3 Análise do Custo Computacional 

A análise do custo computacional do algoritmo desenvolvido para cal

cular as raízes da matriz LTSN é feita em cada passo, considerando-se basicamente 

o número de multiplicações em ponto flutuante. 

1. Normalização de - A: ~
2 

(devido à estrutura da matriz) 

2. Cálculo dos coeficientes do polinômio característico 

PROD1 : N
3

?_N
2 

PROD2: 

3. Autovalores do bloco B (Redução para Hessenberg+QR): 10"~
3 

4. Autovalores negativos ( método da bissecção) : conforme apresentado 

no final da seção 3.2, o algoritmo utilizado apresenta um custo da ordem 

de nO f, onde n é obtido através da equação(3.2.14), e O 1 é o custo 

da avaliação da função. Como a função é um polinômio de grau N , 

(contando apenas com as potências de ordem par) e, conforme seção 

4.2.3, ele é avaliado usando a forma de Homer, então ( N /2-1) produtos 

são efetuados para calcular a expressão e um produto é efetuado para 

se calcular s2 , totalizando N /2 multiplicações em ponto flutuante. 

Como o número de iterações n para cada i-ésimo intervalo de 

busca Ji de um zero pode ser diferente, obtemos a seguinte expressão 

(ver [12]) para o custo computacional dessa seção do algoritmo: 

"'N/2 (1 - 1 g lioil ) N 
L..,i= l 0 2 élit;-iod 2 

onde )oi e j 1i indicam os limites inferior e superior do intervalo Ji . 

5. Multiplicação dos autovalores pelo valor da norma de -A: N /2 
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Portanto, o custo total desse algoritmo é de: 

N 2 N 4 + 2N2
- 2N N 3 

Nf
2 

( lioil ) N N - + + 10-+L 1 - log2 € . . - + -
2 4 8 i=l !J1i - Jod 2 2 

(4.3.11) 

ao passo que se aplicarmos diretamente o método QR na matriz LTSN, reduzida à 

forma de Hessenberg, o custo computacional seria de 10n3 . Sendo assim, o algoritmo 

desenvolvido seria melhor que o método Q R apenas para N ~ 33 ( se considerarmos 

uma média de 50 iterações para determinar cada raiz). 

O custo computacional deste algoritmo é inferior ao usualmente utili

zado para o cálculo dos coeficientes do polinômio característico, o qual foi proposto 

por Barichello. Naquele algoritmo, baseado no cálculo de matrizes adjuntas, o custo 

é proporcional a N 4 ; dessa forma, nosso algoritmo representa uma redução razoável 

no custo, obtido principalmente através das rotinas otimizadas para o cálculo dos 

produtos entre matrizes ( ver secção 4.2.2) . 

. Porém, cabe salientar que a determinação destas raízes está ligada a um 

problema muito maior, a inversão analítica da matriz AN( s ), e para essa inversão se 

faz necessário o cálculo dos coeficientes do polinômio característico. 

4.4 Resultados Numéricos 

O cálculo das raízes da matriz AN(s), segundo o procedimento acima 

descrito, foi implementado na linguagem FORTRAN 77, e testado em estações de 

trabalho Sun SPARC1 localizados no Instituto de Matemática/UFRGS. 

Calculamos os autovalores da matriz AN(s) para diferentes valores de 

N ( 4, 8, 16, 18, 32, 68, 128, 256). Para ilustrar o problema de instabilidade numérica 

encontrada, apresentamos a seguir os resultados para N = 4, 8, 16 e 18, com grau 

de a.nisotropia arbitrário [11] e utilizando valores das seções de choque obtidos de 
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Barichello [2]. Após, comparamos esses resultados com os autovalores calculados 

pelo LAPACK. Incluímos, também, alguns gráficos para testar o algoritmo desen

volvido, nos quais podemos observar que para N = 4 ocorre uma intercalação entre 

os autovalores do bloco B e os autovalores da matriz AN( s) e uma concordância 

entre os resultados obtidos pelo algoritmo desenvolvido e pelo LAPACK, sendo que 

essa concordância permanece para os casos N = 8 e N = 16, também testados. 

Com isso, se confirma a validade do algoritmo desenvolvido para esses casos. 

Nos gráficos seguintes, x representa os autovalores do bloco B, o os 

autovalores da matriz AN(s) calculados pelo algoritmo desenvolvido e, no caso da fi

gura 4.10, *representa os autovalores calculados pelo LAPACK. O diâmetro máximo 

é a medida do maior intervalo. 
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2 .. .. .. . . . 

o ........ .. . 

-2 

- 4 

-6 

Figura 4.1 N = 4, L = 1, diâmetro máximo 1.82823669129, diâmetro 
mínimo=0.67217010644191, maior número de iterações=54, menor 
número de iterações=52 

o .. .... .. .. 

-2 

-4 

-6 

Figura 4.2 N 4, L 2, diâmetro máx.imo=l.979078335231, diâmetro 
mínimo=0.55575023120591, maior número de iterações=51 , menor 
número de iterações=47 
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Figura 4.3 N 8, L 1, diâmetro máximo=3.168641085296, diâmetro 
mínimo=0.560256072211, maior número de iterações=55, menor número 
de iterações=53 

Figura 4.4 N 8, L 1, diâmetro máximo=3.168641085296, diâmetro 
mínimo=0.560256072211, maior número de iterações=55, menor número 
de itcrações=53 
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Figura 4.5 N 8, L 2, diâmetro máximo=3.150995322157, diâmetro 
mínimo=0.49761814680651, maior número de iterações=55, menor 
número de iterações=52 

2 .5 x 10
4 

. . 
•• ••••• • • • • o ••• : · o ••••••••••• • •• ~ ••• • • •••••• •• •• 

• • • • • • • • o • •• •• -~ ••• ••• •• •••••• • : •••••• • ••••• ••• 

: : 
. . ............... :. ......... .. .... : . .. ......... .. . . . 
: : 

: : ............... ·t ..... ... .... .. . ; ... .. ....... ... . 
~ ~ 

• •••• •• ••••• • ~- ••• • ••••••• • •• • ~ o •••••••••••••• 

. . 

Figura 4.6 N 8, L 4, diâmetro máximo=3.137013080179, diâmetro 
mínimo=0.36951667091265, maior número de iterações=55 , menor 
número de iterações=52 
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Figura 407 N 8, L 7, diâmetro máximo=30128890016497, diâmetro 
mínimo=0027829454133904, maior número de iterações=55, menor 
número de iterações=52 

1 . . ... . o •••• • o. 
o • . .. ........... ·: ................ : ... -......... . 

o • 

0.5 · ··· · · · · · · ·· ·· . . . .. ..... . .. .. ; .... .. .. .. ... .. . , ....... . 
• o 

~ ~ 
o .-e u ltMI ):t a: · · · · · · · ·· · · · 

-Oo5 

- 1 ········ ·· · · ·· :· -·· ..... ..... . 

- 1o5 

-2 . . . . . . .. . .. ... . : ... . •······ · ··· ... . 

- 205 ··· ·· ··· ··· · ··· ;·· · · ······· · · · · .. 

Figura 408 N 16, L = 1, diâmetro má.x.imo=60556566175593, diâmetro 
mínimo=00076846758074, maior número de iterações=56, menor número 
de iterações=49 
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0.4 · · ······ · · 

0.3 ··· · ······ 

0.2 . . · · · ·· · · 

0.1 ......... . 

o ... ... ... . 

-0.1 .. . • . • . .. . 

-0.2 ··· · · ···· · 

-0.3 .. . . .. . .. . 

-0.4 . . . .. · · · · · 

Figura 4.9 N = 16, L = 1, diâmetro máximo=6.556566175593, diâmetro 
mínimo=0.076846758074, maior número de iterações=56, menor número 
de iterações=49 

No entanto, à medida que N cresce, os coeficientes do polinômio carac

terístico crescem muito causando uma oscilação em um dos extremos. Isso pode ser 

observado na figura 4.10, na qual a intercalação entre os autovalores do bloco B e os 

autovalores da matriz AN( s) não mais acontece, nem tampouco a concordância entre 

os resultados obtidos pelo algoritmo desenvolvido e pelo LAPACK. Essa diferença 

acentua-se para valores de N > 18. 
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Figura 4.10 N = 18, L = 1, diâmetro má.ximo=6.47828957849, diâmetro 
mínimo=0.05800499089, maior número de iterações=56, menor número 
de iterações=51 

Ainda na figura 4.10, podemos observar o polinômio característico cal

culado pelo algoritmo desenvolvido ( representado pelo traço contínuo) e o verdadeiro 

polinômio característico ( representado pelo traço pontilhado) o qual foi calculado 

pela seguinte expressão: 

p(x) = (x- ,\l)(:r - À2) · · · (x - ÀN) ( 4.4.12) 

onde 

À;, i = 1,· · · ,N ( 4.4.13) 

são os verdadeiros autovalores da matriz AN(s) calculados pelo LAPACK. 
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5 CONCLUSAO 

Neste trabalho, desenvolvemos um novo algoritmo para o cálculo dos 

autovalores da matriz que surge em conexão com o método LTSN. 

Baseando-nos no algoritmo de Leverrier-Fadeev, para obtenção dos coe

ficientes, foi possível desenvolver um algoritmo que explora as propriedades da ma

triz, através da quais constatamos a intercalação dos autovalores negativos de -A 

pelos autovalores de seu bloco superior esquerdo e nos possibilitando a escrever ro

tinas com um menor custo computacional.Este algoritmo foi desenvolvido tendo em 

vista também a necessidade de se obter os coeficientes do polinômio caracterfstico 

de uma matriz da forma si+ A, pois os mesmos são utilizados para o processo de 

inversão desta matriz. 

O algoritmo de Leverrier-Fadeev foi, aqui, testado pela primeira vez no 

método LTSN e implementado com algumas modificações, considerando a estrutura 

particular da matriz -A. 

No entanto, devido a instabilidade numérica encontradas no algoritmo 

de Leverrier-Fadeev, para as matrizes em questão, o algoritmo desenvolvido só deve 

ser utilizado para matrizes de ordem igual ou inferior a 16, nos quais obtemos me

lhores resultados que o método QR. 
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ANEXO A-1 TABELAS DE AUTOVALORES 

Nessa seção, listamos alguns dos inúmeros problemas testados, con

forme relatado na seção 4.2 . 

As tabelas mostradas a seguir contêm os autovalores li do bloco supe

rior esquerdo B da matriz AN e os autovalores negativos Ài, i= 1, 2, ... , N /2 dessa 

matriz. A formatação das tabelas foi feita de forma a evidenciar a intercalação dos 

autovalores Ài pelos autovalores li· 

Os valores tabulados foram obtidos através do método QR utilizando 

as rotinas LAPACK, DGEHRD e DHSEQR, ambas aplicadas sobre o bloco B c sobre a 

matriz AN. 
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Tabela A-1.1 N = 4, L= 1 

1 -0.2124104405D+Ol 
-0.1979939479D+01 

2 -0.5710108792D+00 
-0.1412078631D+OO 

Tabela A-1.2 N = 4, L= 3 

1 -0.1909523536D+01 
-0.1749577312D+01 

2 -0.3669977826D+OO 
-0.1098145158D+00 

Tabela A-1.3 N = 8, L:;;; 1 

'L li À i 

1 -0.4603553991D+01 
-0.4467686039D+01 

2 -0.1638977604D+Ol 
-0.1594013883D+01 

3 -0.1114802768D+01 
-0.11 03682290D+01 

4 -0.5787197711D+00 
-0.1412078482D+OO 

Tabela A-1.4 N = 8, L= 4 

'L li À i 

1 -0 .4281546636D+O 1 
-0.4104456825D+Ol 

2 -0.1533966672D+Ol 
-0.1476864002D+Ol 

3 -0.1077888220D+Ol 
-0.1056005884D+01 

4 -0.3236443635D+00 
-0.1004342293D+OO 
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N- 16 L= 1 Tabela A-1.5 - ' 

À i 

; -0.96366 730940+0 1 -0.9536398956 0+0 1 

2 -0.3276819008D+01 -0.3225643530D+01 

3 -0.2023794716D+01 -0.1993416391D+Ol 

' 4 -0.1507568103D+01 -0.1489485111D+Ol 

5 -0.1241962695D+01 -0.1232003026D+01 

6 -0.1095865800D+01 -0.1091348205D+01 

7 -0.1021324621D+Ol -0.1020106430D+01 

8 -0.5810096055D+00 -0.1412078482D+00 

b 1 A 1 6 N = 16, L= 15 Ta e a - · 

À i li 

; -0.85058221350+01 -0.82386317390+01 

2 -0.2887104682D+Ol -0.2794827340D+Ol 

3 -0.1781506789D+01 -0.1738145461D+Ol 

4 -0.1336182024D+Ol -0.1313016428D+01 

5 -0.1119529302D+Ol -0.1106382505D+Ol 

6 -0.1021510328D+01 -0.1014774498D+01 

7 -0.7178493293D+00 -0.6597169810D+00 

8 -0.1372385154D+00 -0.6083781653D-01 
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N- 32 L= 16 Tabela A-1.7 - ' 

-\ li 

; -0.18563626810+02 -0.18345823240+02 

2 -0.6241180628D+01 -0.6138259752D+Ol 

3 -0.3772407187D+01 -0.3710785606D+01 

4 -0.2721371454D+01 -0.2680828510D+01 

5 -0.2145326231D+01 -0.2117148166D+01 

6 -0.1786244922D+01 -0.1765914713D+01 

7 -0.1544710909D+Ol -0.1529644174D+01 

8 -0.1374374843D+Ol -0.1362994463D+01 

9 -0.1250847332D+01 -0.1242134401D+01 

10 -0.1160240716D+Ol -0.1153491043D+01 

11 -0.1094278181D+01 -0.1088968159D+01 

12 -0.1047949186D+01 -0.1043677405D+01 

13 -0.1018224827D+01 -0.1014725722D+01 

14 -0.1003131259D+01 -0.1000265571D+Ol 

15 -0.6934562022D+00 -0.6341042889D+00 

16 -0.1316573156D+00 -0.5922453055D-01 
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N- 64 L= 1 Tabela A-1.8 - ' 

À; /i 

: -0.4011935113 D+02 -0.4007735 784D +02 

2 -0.1339913466D+02 -0.1337019035D+02 

3 -0.8058168813D+01 -0.8035422789D+01 

4 -0.5772685072D+01 -0.5753888619D+01 

5 -0.4506089989D+01 -0.4490138143D+01 

6 -0.3702817757D+01 -0.3689059812D+01 

7 -0.3149148866D+Ol -0.3137158867D+Ol 

8 -0.2745334371D+Ol -0.2734813139D+Ol 

9 -0.2438563069D+Ol -0.2429289526D+Ol 

10 -0.2198261572D+Ol -0.2190065922D+01 

11 -0.2005507176D+01 -0.1998254955D+01 

12 -0.1847963817D+01 -0.1841545854D+01 

13 -0.1717248496D+01 -0.1711574270D+01 

14 -0.1607468058D+01 -0.1602461146D+01 

15 -0.1514361419D+01 -0.1509956259D+01 

16 -0.1434773846D+01 -0.1430913372D+01 

17 -0.1366322453D+Ol -0.1362956321D+01 

18 -0.1307176453D+01 -0.1304259678D+01 
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Tabela A-1.8 N = 64, L= 1 

t li ).i 

19 -0.1255908758D+01 
-0.1253400647D+01 

20 -0.1211393342D+01 
-0.1209256640D+01 

21 -O.ll72732749D+01 
-0.1170932951D+01 

22 -0.1139205966D+01 
-0.1137710755D+01 

23 -0.1110230347D+Ol 
-0.1109009130D+Ol 

24 -0.1085333433D+Ol 
-0.1084356958D+01 

25 -0.1064131888D+Ol 
-0.1063371935D+01 

26 -0.1 046315659D+Ol 
-0.1045744784D+Ol 

27 -0.1031636073D+01 
-0.1031227399D+01 

28 -0.1019897021D+01 
-0.1 O 19624064D+O 1 

29 -0.1010948810D+01 
-0.1010785305D+01 

30 -0.1 004684868D+O 1 
-0.1 004604528D+O 1 

31 -0.1001043644D+01 
-0.1001019563D+01 

32 -0.5817792778D+00 
-0.1412078482D+OO 
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28 L- 127 1 A1 9 N=1 ' -Tabe a - · 

ti 
1 -0.759464267 4D+02 

2 -0.2541417595D+02 

À i 

-0.7547054818D+02 

-0.2516251168D+02 

3 -0.1526858524D+02 -0.1510430525D+02 

4 -0.1091272446D+02 -0.1079607954D+02 

5 -0.8491434889D+01 -0.8404519915D+Ol 

6 -0.6951123236D+01 -0.6884178538D+Ol 

7 -0.5885850408D+01 -0.5832961470D+Ol 

8 -0.5105888960D+01 -0.5063226080D+01 

9 -0.4510663326D+01 -0.4475633237D+Ol 

10 -0.4041882719D+01 -0.4012671802D+Ol 

11 -0.3663432457D+01 -0.3638740551D+Ol 

12 -0.3351746098D+01 -0.3330622146D+01 

13 -0.3090793476D+01 -0.30725296020+01 

14 -0.2869293309D+01 -0.2853354322D+Ol 

15 -0.2679077556D+01 -0.2665052881D+01 

16 -0.2514088000D+01 -0.2501658288D+Ol 

17 -0.2369737201D+Ol -0.2358650779D+01 

18 -0.2242488306D+01 
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b 1 A 1 9 N = 128, L= 127 Ta e a - · 

À i li 

I 'g -0.21295 71 007D+O I -0. 21206073960+0 I 

20 -0.2028784864D+01 -0.2020669282D+Ol 

21 -0.1938360188D+01 
-0 .1930983565D+O 1 

22 -0.1856857765D+01 
-0.1850129363D+Ol 

23 -0.1783095337D+01 
-0.1776939043D+Ol 

24 -O.l716092885D+Ol 
-O.l710444362D+Ol 

25 -0.1655031315D+Ol 
-0.1649835813D+01 

26 -0.1599220899D+Ol 
-O.l594431528D+Ol 

27 -0.1548076859D+Ol 
-0.1543653235D+Ol 

28 -0.1501100294D+Ol 
-0.1497007455D+Ol 

29 -0.1457863134D+Ol 
-0.1454070667D+01 

30 -0.1417996155D+Ol 
-O.l414477492D+01 

31 -O.l381179365D+Ol 
-0.1377911202D+Ol 

32 -0.1347134223D+Ol 
-0 .1344096048D+O 1 

33 -0.1315617302D+01 
-0.1312791002D+01 

34 -0.1286415094D+Ol 
-0.1283784628D+Ol 

35 -0.1259339726D+Ol 
-0.1256890849D+01 

36 -0.1234225400D+Ol 
-0.1231945438D+Ol 

37 -0.1210925434D+Ol 
-0.1208803090D+Ol 

48 



!\. 128 L = 127 1 A19 ' = ' Tabe a - · 

t li À i 

38 -O.l189309778D+01 
-O.l187334970D+OI 

39 -0.1169262927D+01 
-0.1167426649D+01 

40 -0.1150682158D+01 
-0.1148976368D+01 

41 -0.11334 76037D+01 
-0.1131893563D+01 

42 -0.1117563148D+01 -0.1116097611D+01 

43 -0.1102871009D+01 -0.1101516762D+01 

44 -0.1089335144D+OI 
-0.1088087228D+01 

45 -0.1076898280D+OI 
-0.1075752391D+Ol 

46 -0.1065509668D+Ol 
-0.1064462118D+01 

47 -0.1055124495D+Ol 
-O.l054172168D+Ol 

48 -0.1045703421D+Ol 
-0.1044843693D+Ol 

49 -O.l037212258D+Ol 
-0.1 036442866D+O 1 

50 -0.1029621845D+Ol 
-0.1028940706D+01 

51 -0.1022908174D+Ol 
-0.1022313221D+Ol 

52 -0.1017052778D+Ol 
-0.1016541973D+Ol 

53 -0.1012043330D+Ol 
-0.1011615158D+Ol 

54 -0.1007874441D+OI 
-0.1007529258D+OI 

55 -0.1004549188D+Ol 
-0.1004291578D+Ol 

56 -0.1002084132D+Ol 
-0.1001924486D+Ol 
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Tabela A-1.9 N = 128, L= 127 

'1, ri ~i 
57 -0.1000527197D+01 

-0.1000471152D+01 
58 -0.9975627 454D+OO 

-0.99443475850+00 
59 -0.91918600590+00 

-0.9064761231D+00 
60 -0. 7597563835D+OO 

-0.7 400583708D+00 
61 -0.5507764208D+OO 

-0.52717164530+00 
62 -0.3315410480D+OO 

-0.3084500201D+00 
63 -0 .1458382127D+00 

-0.1287108514D+00 
64 -0.3183102019D-Ol 

-0.25 7233 7925D-O 1 
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256 L= 128 1 A 1 10 N = ' Tabe a - · 

À i 

~ -0.15 725 24536D+ 03 -O .1569319255 D+03 

2 -0.52510965110+02 -0.52313421110+02 

3 -0.31535517510+02 -0.31391388180+02 

4 -0.22538459580+02 -0.22425994590+02 

5 -0.17537248890+02 -0.17446148090+02 

6 -0.14353527300+02 -0.1427791461D+02 

7 -0.12149024850+02 -0.12085165810+02 

8 -0.1053236133D+02 -0.10477708600+02 

9 -0.92962430020+01 -0.92489702790+01 

10 -0.83206073020+01 -0.82793562260+01 

11 -0.75311002790+01 -0.74948317760+01 

12 -0.68792119860+01 -0.68471135340+01 

13 -0.63319439350+01 -0.63033688730 +01 

14 -0.58660672030+01 
-0 .5840493426D+O 1 

15 -0.54647555980+01 
-0.54417565140+01 

16 -O.S1155215680+01 
-0.50947451200+01 

17 -0.48089023570+01 
-0.4 7900555020+0 1 

18 -0.4537596396D+Ol 
0.45204334080+01 
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Tabela A-1. 10 -N- 256,L = 128 

z (i À i 

19 -0.4295879637D+Ol 
-0.4280193126D+01 

20 -0.4079201380D+01 
-0.4064815300D+01 

21 -0.3883898317D+01 
-0.3870662451D+01 

22 -0.3 706988327D+O 1 
-0.3694773889D+01 

23 -0.3546019226D+01 
-0.3534715319D+01 

24 -0.3398956102D+01 
-0.3388466841D+01 

25 -0.3264096220D+01 
-0.3254338378D+01 

26 -0 .3140003942D+01 
-0.3130905008D+Ol 

27 -0 .3025460356D+O 1 
-0.3016956936D+01 

28 -0.2919423902D+O 1 
-0.2911460378D+01 

29 -0.2820999271D+01 
-0.2813526683D+01 

30 -0.2729412626D+01 
-0. 2722387737D+O 1 

31 -0.2643991696D+01 
-0. 2637376200D+O 1 

32 _0 .2564149660D+O 1 
-0.2557909513D+01 

33 -0.2489371998D+01 
-0.2483476856D+01 

34 -0.2419205705D+Ol 
-0.2413628438D+01 

35 -0.2353250372D+01 
-0.2347966657D+01 

36 -0 .2291150778D+O 1 
-0.2286138745D+01 

37 -0. 2232590699D+O 1 
0.2227830634D+01 
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256 L = 128 b 1 A 110 N = ' Ta e a - · 

z ri À i 

38 -0.2177287705D+01 
-0.2172761789D+01 

39 -0.2124988771D+01 
-0.2120680858D+01 

40 -0.2075466554D+01 
-0.2071361980D+01 

41 -0.2028516220D+01 
-0.2024601633D+01 

42 -0 .1983952729D+O 1 
-0.1980215950D+01 

43 -0.1941608511D+Ol 
-0.1938038401D+01 

44 -0.1901331451D+01 
-0.1897917807D+Ol 

45 -0.1862983154D+01 
-0.1859716610D+Ol 

46 -0.1826437439D+01 
-0.1823309381 D+O 1 

47 -0.1791579023D+ Ol 
-0.1788581516D+01 

48 -0.1758302374D+Ol 
-0.1755428094D+Ol 

49 -0.1726510706D+01 
-0.1723752885D+ Ol 

50 -0.1696115096D+01 
-0.1693467468D+Ol 

51 -0.1667033704D+01 
-0.1664490461D+01 

52 -0.1639191089D+Ol 
-0.1636746838D+Ol 

53 -0.1612517596D+01 
-0.1610167323D+Ol 

54 -0.1586948818D+Ol 
-0.1584687858D+Ol 

55 -0.1562425115D+01 
-0.1560249119D+Ol 

56 -0.1538891184D+Ol 
-0.1536796095D+Ol 
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Tabela A-1.10 N = 256,L = 128 

1, ti ).i 

57 -0.1516295676D+Ol 
-0.1514277704D+01 

58 -0.1494590855D+01 
-0.1492646455 D +O 1 

59 -0.14 73732286D+O 1 
-O.l471858140D+01 

60 -0.1453678561D+Ol 
-0.1451871561D+01 

61 -0.1434391050D+01 
-0.1432648280D+01 

62 -0.1415833674D+01 
-0.1414152397D+01 

63 -0 .1397972704D+O 1 
-0.139635034 7D+O 1 

64 -0.1380776573D+01 
-0.1379210719D+Ol 

65 -0.1364215716D+Ol 
-0.1362704087D+01 

66 -0.1348262411D+01 
-0.1346802865D+01 

67 -0.1332890645D+01 
-0.1331481161D+01 

68 -0.1318075991D+Ol 
-0.1316714663D+01 

69 -0.1303795486D+01 -0.1302480517D+01 

70 -0.1290027536D+01 -0.1288757225D+01 

71 -0.1276751811D+01 
-0.1275524554D+01 

72 -0.1263949165D+01 
-0.1262763445D+01 

73 -0.1251601552D+01 
-0 .1250455933D+O 1 

74 -0.1239691952D+01 
-0 .1238585077D+O 1 

75 -0.1228204308D+Ol -0.1227134889D+Ol 
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256 L = 128 1 A 110 N = , Tabe a - · 

l 'ri À; 

76 -0.1217123456D+01 
-0.1216090276D+01 

77 -0.1206435077D+01 
-0.1205436981D+01 

78 -O.l196125636D+01 
-0.1195161530D+01 

79 -0.1186182339D+01 
-0.1185251186D+ 01 

80 -0.1176593084D+01 
-0.1175693902D+01 

81 -O.l167346424D+01 
-O.l166478281D+01 

82 -0.11 58431526D+01 
-0.1157593537D+01 

83 -0.1149838133D+01 
-0 .1149029462D+ O 1 

84 -0.1141556537D+01 
-O.l140776390D+01 

85 -0.1133577545D+Ol 
-0.1132825170D+01 

86 -0.1125892449D+01 
-0.1125167136D+Ol 

87 -0.1118493005D+Ol 
-0.1117794080D+ Ol 

88 -0.1111371403D+01 
-O.l110698231D+Ol 

89 -O.ll04520248D+01 
-0.1103872231D+01 

90 -0.1097932539D+01 
-0.1097309113D+01 

91 -0.1091601646D+Ol 
-0.1091002282D+01 

92 -0.1085521294D+01 
-0.1 084945498D+O 1 

93 -0.1079685548D+01 
-0.1079132858D+Ol 

94 -O.l074088793D+01 
-0.1073558780D+Ol 
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256 L= 128 b 1 A-110 IV = ' Ta c a · 

~ {i À, 
95 -0.1068725721D+01 

-0.1068217989D+01 
96 -0.1063591318D+Ol 

-0.1063105502D+Ol 
97 -0.1058680852D+01 

-0.1058216618D+01 
98 -0.1053989860D+01 

-0.1053546901D+01 
99 -0.1049514137D+01 

-0.1049092174D+01 
100 -0.1045249729D+01 

-0.1044848508D+01 
101 -0.1041192925D+01 

-0.1040812213D+01 
102 -0.1037340251D+01 

-0.10369798300+01 
103 -0.1033688465D+01 

-0.1033348130D+01 
104 -0.1 030234555D+O 1 

-0.1029914108D+01 
105 -0.1026975738D+01 

-0.1026674983D+01 
106 -0.1023909461D+01 

-0.1023628201D+01 
107 -0.1021033403D+01 

-0.1020771442D+01 
108 -0.1018345480D+01 

-0.1018102622D+01 
109 -0.1015843848D+01 

-0.1015619910D+01 
110 -0.1013526911D+01 

-0.1013321736D+01 
111 -0.1011393327D+01 

-0.1011206806D+01 
112 -0.1009442018D+Ol 

-0.1009274119D+01 
113 -0.1 007672189D+O 1 

-0.1007522985D+01 
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Tabela A-1.10 N = 256, L= 128 

z /i À; 

114 -0.1 0060833540+0 1 
-0.10059530470+01 

115 -0.10046753790+01 
-0.10045643030+01 

116 -0.10034485650+01 
-0.10033571320+01 

117 -0.10024037610+01 
-0.1 0023323090+01 

118 -0.10015425330+01 
-0.10014910110+01 

119 -0.1 0008673550+0 1 
-0.10008347890+01 

120 -0.10003817470+01 
-0.10003655490+01 

121 -0.1 0000903560+0 1 
-0.10000857760+01 

122 -0.99687372390+00 
-0.99344851330+00 

123 -0.91652153650+00 
-0. 90365584440+00 

124 -0.7564224 7380+00 
-0.73665870650+00 

125 -0.54 775586290+00 
-0.52417413120+00 

126 -0.32948970160+00 
-0.30649118630+00 

127 -0.14492025690+00 
-0.12790841460+00 

128 -0.31696212150-01 
-0.25652593590-01 
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