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INTRODUÇÃO 

Esle trabalho trata de classes de isotop1a de di~ecmoti1~ 

mo~ em varledades d1ferenc 1áve~s cornpaclas c on&xas ~orn ou &~m 

bon:h... Por di.( oren ciáve l ent enderemos sempre d J.i e~ew u3.ve 1 du 

Dada M var1edade diferen~1áve l corno a ri ma, uma ~sotuplci 

l' tn M 
.. 

H uma apl1cação c ontínua F: Mxi ... M I po .J· 
~ L '- ç iR 

ral que. 

l ) F' é d-lferenciável em M X (0, 1) 

~) I" ( . -... ) é u m . dife omorf J.s mo , or- E I .. 

(Dado~ X y e z c o n j un-cos, f: XxY ~ z uma b.p i ·!..c a~ c~. c ü 

X E X o Yc E y v amo s deno t ar p or f(.x. ) e f ( y o) ;;L ::tpl..:_ 
o 

y E y ~ í' (X ., Y) E z e o 
·~a çoes X E X .... f(x . ycJ E z. r.,:·: p€:' r 1 • cl. 

me •1 ' s ) • 

J) p ara tJ e r? urna ~ lz~nhanç~ ~u 
f'. 

o 

CHt de 1. 

Dados f e g d ifeomorf1smo s de M f1~emcs que ex1-r ~ 

umd 1so~~p1a l1gando f a g ou que f e isotop1c o a g ~ nc 

' '<ilç: ao f .., g , se e.J~..J.S t: e uma J. so t. op.:ta de; .M ~ F . r a: que 

(l ) = 1 

E claro que a relação 

~ ujas L1&óS95 chamaremos c l asse s de iso~op~a de M. AdElmal;:-; 1 

1 1 '-' gl e en"Gao ou se.ja a relc1.-

ça" ole 1sotop~a é compatível c om a c omp os1çao o que ro1na o co n 

~ 

JUnto Cla:::. clas3~s de isotop1a d e M um grupo com a. o:pcraçao n-:-:t 
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Em 1967 [ll] c o locou o problema de caract&rizar as 
\i e ~asseb 1 

·~las.;;e3 de J..sotopia Morse=Smale de uma v ariedade M sem r ~ ;;a_-c; 

quai.s pGd.emos ob tE:H' um rep res entan I., e Mor se- Sma l e. Para d.ar a e1e . 

f' i n.içã.o de difeomorí~ismo Mor·se-Smal.e pr.et;:1samos de outr as p re • 

1 i m:inares , 

M v ariedade 

d~f'erenc.~..áv~ . l ..,om bc rdo s v amos de no t.ar· pot P er- ( f) 

dos pontos pe r16d~c os de M ~vev os pontos p E M taJ.s que 

ex.1.s te n E Z, · l fn ( p ) -- p . t;a que N e.::.'.e oa.so 

n(p) = m1n ( n > O deno ta o p eríodo d e p. Ma1s 

geralmente , se C~ M e existe n E ~ n 1- O .. 

fn(c) ~ c] vamo s deno~ar por n (c) = mi n {n > O o f - pe.LÍoà o 

do C, 

~o de 

Se ex~ ste n E Z , 
n 

f ::c 1H ' a ... denr.1dade 

Dado p E M d .1. zemo s q u P. p é pon tu p eriódico h1.perlH:l 1 ~ 

f' s e p E Per(f' ) e D.frr(p) : T (M) ~ r (M) é h~perbÓl:t-
P p p 

~a, . . e . . nao ;am au~ovalores de m6du lo um v Nos~e caso os ~ub-

W~ ( p) = { q E M J i.m i' ~ TT ( P ) ( q ) = p} 
.... ~(X) 

ú 

W •J ( p) = ( q E M I 1 J n1 f i 11 
( p) { q ) = P] , 

i ...., ~CX) 

rt e ncm.1nados vt:.,_r_. .. dado estáv-el €1 ~a: iSO.ade ~nstáve{ a.e p , respe( • 

r . ~ 
C ·~ 1 me rs·c>e.s 1. nj c ta va::. de um espaço euc l_dJ.ano de 

Di.TT ( p) d 'ct 1 e mo u ,~ mP .• 
p 

1101 "' ma~o:r quo um . resp ectivame nte " 

Deno~andn por O(f) o c on j unl o f-1nvar l anLe do& pon~os n ao 

t'! r , .-1. n r. e:, de f ' t. e . o s pon~os p E M 1 a1s que para Loda 
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v~zinhança abert a V de p exist e n E Z , "tal q u e 

fn(v) n V f ~ estamos em condiç~es d e def i n 1 r um dife omorf ~smo 

Morse ~ Smale, MoS . para simplif ica r. 

é dite lv1 o S ... se sa· · 

tisfaz as t r~s condiç~es abaixo 

1) O( fJ 6 f~nit o logo O( f ) = Per (f) 

2 ) os po n tos p eriÓdic o s de f s ão h i perbÓlicos 

3) 
~ 

sao transversais ~ara "t odo p e q e m 

P er (f) o 

Di z e mos que f E Difr(M) , é o c o nj u n t o dos d1 ~ 

f·eomorfismos de classe ·Cr ele M, r~ l , mun1 do da "top olog:l.a C:I' • 

6 e strut u r almen t e es táve l _quando exis t e u ma vizinhanç a de f . 

r 
V .ç D!!.f (M) 

9 ta l q ue t oldo g E V é ~:; opologJ..c:amente ccnju~ 

gado à iu e . 9 -e x i ste h: M 4 M h o me o morfísmo t, , q :fh ;:: hg o 

Os d i f e omorf ismo M.S . for mam u m subc on jun co aberto de 

PalJ.s [ 8], e são os e s tru t u r e. l me n t;e estávels ma.1.s 5iffi 

ple s qu(~ existem no seguin te sentido : 

Teor ema l (Pal~s -Smale (9]) - Dad o f E Difr (M) te mos: 

f é estruturalmente estáv e l c om O( f) f'.:;,_ n .::t"Lo se e 

s omen ~e se f ~ MaS . 

O obje "tivo deste trabal ho é dar uma resp os t a à q uesta c 

levan t ada por Smal e em variedades de d imens~o d o ls. Nes~as 

varie d a des temos g 

Te orema A ~ Se M é v ari edade diferenc1 á v e l d e d i mensão d ois 

tiva e cp 

sem bordo com característ i ca d e Euler~Po~ ncaré n ega 
~ c ada u ma d a s ' 

é uma cla sse de i s o t opia de 
---11[' ____ .) 

M e n t:ã.o 1 seg1.;.1 n t0 s 



é u~cessár-J.a e s uf' ic:.Í8ni.e para que cp t:-e nha um 

repre~en~ante Morse~Smale : 

1) c (cp ) = c (cp ) = 1 

2) 

J) 

cc(cp) = cc (cp) = 1 

Para roda m~~rica riemani ana de M, I 
\ ) e para :;oaa 

classe de c urvas fechadas s1mpies a E g t-emos que 

l 
1 .~..m [ ~ ( ( , ) .. cp n ( <1 ) ) ] :n = 1 
n -fco 

4 ) é d8 ··· 1po algebr ica.rr•e n te r' 1 n.J. • o, 
~· 

Nos casos em que x(M) ~ O 10!11os '3. seguJ.nte s:t+-uaçao: 

M :::t; s2 cem apenas duas classes 
:;, 

\1 o:: p- tem a p c:) nas uma c l a sse de 

~ "' 1'2 v Nesre caso uma classe de 

me n LE:~ se H l ( cp ) ®I ~ H l ( '!1 7..2: )®C 

1 JJ .:;un o ± l 1 ±J.. ~ 
2 

:::: 2 1 e l 
~- ± 

2 

~ o J~omorflsmo i nduzido por ~ 

2 M :::. K 

M. S .. 

de ~so ~.opia e ambas t e m M , S v 

lS0
4·vPJ.<>- a qual r.ew M .,Sv 

::.so ·op:...a ,. cp , tem MoS .. :e ~ so-

em au t; o v.alor~:~3 :r~o ..:.on 

H,(cp) 
.... 

c pr·~meir·c gr·u.po 

tem 

rema bem c omo uma d1scussio de v~rias ~ondlç6es neces6irJ.as ma~ 

nao :;ufic:1en~e-~ para que uma c·1..:...:::-se da t.-:.c top 1a. possua um y·e1=.r·~ 

sen~an~e M~r ~e-Sma:e est,io n a Par~e l ~as~e r~ab~~hou 

e m super i ie-J.es ~ 
w 

a. a.çao na. h : molo 

gia é ~ nsuf' 1c~anre p ara tal ·' r a:r a.~t e r.!~ .:~.çao .. 

F1nalmente, na ParLe II . damos a ,demonstraçic do Teoremct 

A~ dos resu'·ado~ sobre classes de 3Soccp~a Pm v ar1edades de 
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Par t.e .I 

Seja G um grupo e Q ~ G. Dizemos qua Q . 6 um o~~r~ma 

de gerador e s p ara G quando par a tod c g E G 

e g . .. 
u Q- 1 ( Q- l = ( g 1 I g E Q) ) ;;ais que 

podemcs deí·'~ n1r 0 <..- ompr~mento de g E G em .r·slaç é:". ::.• a;. ::.L::-ema 

a. e ge :t adures g por C(Q,g) - o ::.e g "" e e c\ cy gj ~ 

:.. m1n (n ~ l I 3: g 1 '" u • ~ gn E cru · ~! 
t" q " .. " .. ' g J g g -~ g . .:o e 

L .n 

g 1- e . Podemos defin1r t ambém o ccmpr~men:,:; d.a (~as~';. o.u on 

J~gaçac de g E G e m re laçio ~ Q por , 

CC ( Q , g) == mi n ( C ( Q. •. g · ) 

ondEJ C .. nJ ( g) e a cla sse de g E G n a re~açio a0 ~onJugaça o 

Um grupo G e ~~'o 

um n u mere fi n 1to de ~lemen~os Ne~t e ~ a ~ c ~a ~ · a ~ G ~ ~m hc-

l 
· e ( :"l . )1 CI. <Lh) ~ s up l .1 m ::.up L C Cl ,h tg) }J 

gEG ~ 1 

-e .:a. 1a.zao d.:l •i' e-(:rren t c de h na~ (;.:'.. 2. ·=- sss de ·.on~:Jg="-çao em 1 e-

lC:tçào a q. c omo o n ·ú me r o não negabvog 

cc(q., h) = sup 
gEG 

1 
l i m sup [C({ Q . Ln ( g))]·n 
~ l 

U. F. R. G. S 
1nstituto de if.aiernatica 

8 I B L I O T t CA 



Dado G grupo f~n1rament e gerado, 

do geradore~ de G e h: G ~ G homomorfismo . os cresc1mentc~ 

dG- h go·z.am da~ S6guirn.es p:ropr itJd.a.a.us ~ 

1 
1 ) C ( Q , r ... ) = m ;,. x l1..m s u p [ C ( Q ~ 11 n { g ) J J n 

gE Q ~1 

2) c ( Q . :ti ) < ;c e CC ( Q •. h) ~ 1 

se h é Lm automor·fi.emo d e um gr-upo nao rl..''.l.. al 

F·rn p-J. ( ~ .1.. ( u lar , 

J) 

dcn.j.t=-

( ~. 

CC ( r• J 9 de. urr. 

L . ..,m· ·m.~! r 1 .-m.:: 

e C C (h ) ::. 1': ('I k .r. 1 • E:rn pQ:- .• ,_.lc.'I 

Cll<.j - CC( i<} ~- I G ~ 1_;111 g~ upo Jlao • _ '- :..•~ 1. 

j) pa.i a 

J e ~ 1. ~o e k ~ H ~ H é unt hCI'ffi(:m ,. 1 f • ~· me_, q 
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h 
G G 

TI 

J 
TT 

k 
H H 

c omuta ~emos que H ~ fini ~amen t e g eraao p C{h ) ~ C(k) e 

CC(h) ~ CC(k J . a onde v ale a i gua l dade se TI é um .1.~-,omo rfi~mo 

Ass 1m se X é um espaç o topo:ogí~ o c onexo p or camJ nto~ 

ou_:~ o grupo fundamen r a .l. é f ·J n ... t. ame n t e gerado ~ r ~ X-9X é continua pod§l_ 

mos def.l.nL~ a razio de crescime n t o d e f n o g~upo fundame n ral 

e a r azi0 de crescimen t o d e r nas c!as~es d e c o nj~gaçio d o 

i nduzl ao p or f e y ~ TT 
1 

{X 9f(x )) ...;, TT 
1 

(X x
0

) 

! 

> e c .~..~ 

sc:mo:·f'ismo induzido p or uma c u rva y ~ I ·-+ X . ~ ::.ga.n dc 

~ .. e .. , 

Y(C cx.J J [ a ] E rr, ~X . f{.x )J ... c 

e ex. ~ I ..,. X laço em f(x j , 
o 

p o is as propr 1eda~es de c~e ~ c1-

men ~o a~ ima me n o 1onadas 1mplicam que es1: es nume::co6 sã CJ 1.nde ~ 

pendent e ~ da s -~ .s co lha s de X E X e dr:?J y l~gando X à f (x )-
o o o 

Se f ~ X .... X ·e g : X - hcmc ':Óp J.c as { 1 .. e . 
., ... X sao e x::; s•'3 

H• XXI .... y . i C-Olll.lllUa t " q o H( ~ o ) = f e H( . l) =- g)' e n :.ao, 

pelas me s mas propri~dadee do cresc imen~ o ~ t e mo s que C(f) = C( g) 

e CC(f) = CC(g) donáe!e'S cres G1rnent os sào :.. n var1an1;es d.a elas 

se d e honio t o p 1a de uma apl1 c açào cont iín..a.. Em pa.:r'tl.cular s& X = M v~.~· 

riedade d~ fex enciáveL ~ompac ta c onexa c om ou sem bor do d e d1men 

sao m ~ l e f~ M ~ M é contínua podemos falar em C(f) e 

· cc(f) po1s o g r upo fundamen ~ al de M é f1n1 ~amen-e gerado . 

.. 



"* Se P E I n T M e ( ~ ) é uma. m6 >rica rieman.ia.na para ~1 

podemos usar ( ~ ) para d a r ou tra deE~niçio de comprimen to pa-

ra os elemen tos d e n 1 (M, P ) que , como \0remos em segu.1.da, está 

estreitamen te relacionado com o compr~monto destes elemenLos da· 

dos p or Slstemas de g~radoresv Ma1s expllc~tamente, dado 

g E rr 1 (MJP) deflnimos o c ompr1mento d0 g, 

'~ omprimento d.a e la~ se de conJugação de g 1 

c(( 1 ),g)~ e o 

cc ( ( > :• g) • em re 

lação à ( , ) por~ 
l 

C \ ( > ' g) :; .i n f { ( J< s I • ~ I > 
o 

s ~ l ~ M é d.1 f e r <::) n c 1 á v e 1 } 

por par~;es e S E g 

CC ( ( ) 1 g) = i n.f ( c ( < ' > -g ' ) g E Conj ( g)] > 

r e spec r • ,·amen te . 

AnaJogam8nre ao que flzemo~ a . .-.:l iPa d~f .P'\.J.mos , para 

f. M _.. M " c on r.1.n1.la c cr-es:unen(.,, ~ \r ) 

.... la . .s::.e::; -de c on.,)'ugaç.ao. c e i !10 grupo f undamental em 

relaç á0 a ( • ) p o . .:.: 

c ( f) = sup 
gETT l ( M ,, P ) 

e 

c c (1) = 

l1.m sup [ ( { ( 
~1 

l.1.m s u p [ c . t ( 
~j 

l 
) f yof')n g)]n 

1 
) . (y ·:- i)n g)jn: 

respec~~vamen Le_ onde Y: I.-. M Lf'mo ~>nl es d um o:arninho .:.1.-

ga·ndo P a :f\P). Veremo s .. c omo c o colár1.o do Lema 1 aba.ixo :, 

que c(f) = C(t) & qu9 c.-: (f) .:. C ( 1 ) dona.e r an r o c (f) qua.n~ 

t.o cc ( f) ~ndependem das esc olhas d8 ( , ) , P e Y. 

* Por In~(M) vamos deno~ar o subccnJunto aberto de M dddO p or 
M~õM .. 



!:~~~~-~ ( H.1.lnor [ 5] ) = · Seja M Vcirieaade r J.emaniana .:.orno a.cuna a 

P E Int M. En tio 1 exis~om conetanres positivas K e L 

e Q ç;; n 1 (M .. P). s~stema rlnito da geraaocee , fa~s que: 

K C:(Q,g) ~ r: (. \ 

para todo g E rr 1 (M,P) .. 

Coro lá~r 1 0 l Ocl.dO:;. p t:. orno n c 1.uf!la f ~ M ~ M o ' 

~cn : ~·-

nu ;: ... r~mos que ~ 

cc ( f) : CC (f ) ~ C(f) = c(f). 

Demonstração ~ ÚbVlcl . 

a. :c: um mer-gu :h.:-

a. t s· -+ M . S: = t 7. E C I :d :: ..:] .. 

a e b b. 

H ~ s ... xi--+ r-r H~ .O; ::- a 

' ~.ã.ú d""nom1nad.a=: 

cl. ~:~ e de 

e a ~ la35~ ae curvas fe : ha-

d&. 5 s imp los d..:. M a .·. l .asse d &i .l l'!.J.aa por r ~ ct. •. f E cp e a E a. 

inctepende das es~olhas feJtas o que rrcs·ra que uma ~ la.s ~e de 

de Mo 

A caaa cl as~a de c ~rvas fe ~ nadas b ~ mples de M, a., poci.e-

me..., as S•)C ].ar 
_, . 

uJll~ un1ca c.lasse de ' ::.onJuga.çao de 

P E inl. ( M) . da se g u .1 n t-e ma:nC' L!'::~.:· 
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Seja a E ~ c s dif eren ciável ligando P a a(l,OJ ~ 

CONJ'p (~) = con J (( S â f; - l]) 

de n 1 (M,P) dado p elo laço 

onde [ g ã ~ -l] ~nd2 ca o elemen:o 

1ndepende d.a~ e3e:olhas :fe1tas e qu e ~-CONJp (~) é 1njer.:1va .. 

Dorava~re . sa l vo mençio explic~La em cont rir1o , M v ai d e no Lar 

yma variedade difAr~nc.l've l de dim~n ~~o do~s c·om ou sem bord0 

c om caracterís~~ca de Eul er-Poincar6 .. x(M), n ega!JlVa" Nes t.e 

r: a::.o :=ugu.mdo a no~açao de Thurst.on [ 12], den.or:amos por g = .3(1\1) 

o conJun i:; o das clas.:;es de curvas fechadas s .unp le-:; de M, ~ ., 

t.a. 1 s que a. tem p elo menos um elemen.•0 (logo todo~) b1late2~l } ~ o 

!.em uma v1z1nl:ança t"ubular homeomorfa a.o ·:.:..:~nd:-·o. e nenhum (ba2_ 

~a que um) elemen~o de ~ 

Dma familia fi n ita (a1 ,v.u,an ]• n ~ !. ae ~urvas fecha-

aas ~1mples em M 6 d1La famii1 a n~o rr1~1al s~ as curvas sao 

dl<::.JunLas e 

Um direomorfismo f: M ~ M 'd~fo cte"omp cn{vel se ex~s-
' 

te uma famfl1a nio tr ivial de curva~ rechadas s~wples de M. [a], 

tal que f(~a) =Ia*~ neste caso d1zemos qua (a.] decompÕe f , 

' dL~a Je~ omponível se tem uw 

repre~entante uecompon!vel. 

Sv a. E g e ( , ) é uma métr~ca r~eman.1ana de 1'-1 , 

- l. I -------- --·-· , 
. dá ( ) .ià 1 · ) 

,.j( d f- I ct-=- \ ' ) d t a E ~} 1 ( ( . ) a) = 1 nf' ( 

'O 

~ 

Nus casos~ ~om0 agora . 
~ 

em que nao houver po~s1b111dade de con-

fusão vamos.J.enotar a .1.magem d.o uma função ~ g~ X ~ y' pele 

• mesmo :5J'mbolo , g "' 



~ 1 1-

denota o comprimen to de a I 

\ > . 
P a r a a. E g e P E I n t M temos quG~ 

.l ( < , '> • n J 3': cc (( 

:; nde õtM) 

) , ~O N J p ( et ) ) s: L 1 ( ( • ) • a. ) 

2 Õ IM l 
--. rF-f- -···- · 1_nf 1\. , • 1 . !3 } 
!3E8 

na ( . ) e to~a c:a5se de lSOrup~a ~ de M ;~mos 

lim ;:,up Ll \: 
n~ L 

ra.metll,..,Çu~:::: :; = {1' ) ~ 

l 
n ~ ri 

} CD (Ct))J s: CC (cp j .. 

U ~ M aberc0, Fa1s que : 

l) U Dom .L é :.gual e. N meno::. um llumero Li.n.l.rc c.e pon!..o.: 
í'E 3 
Lhamactos s!ngula11dade~ a~ a: . 

r.) . ~1 
í' 2f 1 : r

1
{c

1
nu

2
) ...; .r

2
(upu

2
l " 8 :1 E:l, !eorrr:a ix y) ...; 

...; (g( .x. y) ±y .. , \ c .::: L\f -. f r:.> ~ :R con;:. r an ~.a' il tl ! E:; 
- t1. 

3) Pc:tra f....ddõ. p E M -· u Dom. f G.X1..:.te uma pa r·a me r .c1·za.ça('' 
f'E3í 

g: v -+ (R.:; , p E: v ç; M aber " ( J ' ··"' CJ. 1,.. 
g(p) ::. o <::: g(3') e 

dada em cootdenada· pola~tl~ em :orn1 oe O po_ 

rk/ 2 [co::::(,:;:2-+·~e)ct9 .. =t:P(~~k 9)ctr] r> o. 9 E F >;! K ~ l . 
t1. 

Se aM ~ ~ a defi n ição é anáaoga ma~ ex~ge-se que cada compon~n-

Le do bo.tdo 1enr a. :'lume-no:= u.rn"" ::1ng1ll'lci,"t""'dt: for a tai-s qua:..s os 
~ 

b0rd0s ~~o folha = de ~ -

Dada a: 1 ~ M J~f~renc1~ve1 ~efLnimo~ ( a por . 

a 



onde 

r Gt is 

f 
~ 

que 

' a = 
'a 

n 

r ... ., 
~.:::J.. 

u > 
l 

t 
L 

o =-.. 

~12·-

d(y._"a) 
1 -;~ú :· · ( · J I 

.. 
sao dlemen tos de 

r . < 
J.. 

~ <'" -- 1 ~- · 2 ) ... .... •J :' ~.~ n -. :... 

~ claro que 1ndepende d,:,.,s t~scolhas fe .~ t as donde pod.~ 
a 

para. a. E g por~ 

-3'· = inf ( á. E· a.} 
I 

a. 

Duas fo l heaç~e. co~ me~1da :; 1 e :;
2 

sio d~tas transver
'de Tnt(M) : 

s<:cJ.-:> quando :::;ae uan::-versal.~ e m tod.::. ponr, c· . n.âo s.1.ngular tanto de 

3 L quant:o d~ :; 2 Uea.r:emos 
. 

a :no ~aç.ao 3' ., 
i = i..32 ' À E R 9 quando 

:;l e 32 L: O'lll' ld!.TeUt c om o :f' o n.eaç c e::: e 3 _l = À 3 2 para ~o 
I 

a a 
da ap1i ~ção ct~rerenci~vel 

E~t.amo~· e nri:l.o ~m .:cn d.J..ç Õe:::; d e de<:f ~ n.~.r u1n dLf·eomorf :u :mo 

Pseudo-Anosov P A para s1mpl1f i car. f: fvl-+ M t~ um cl.lfeomorfls 

À E R. À > e f olhe aç c e s 

da :Ju e :;s 'a.i. s que :J s :Ju . 
s .:-, d.O r ! an:::. v·ersaJ.:::; e 

co(<; ~ 
' ' ) = 1./Ã :-; S 

t: ' 
cp(3'u) = À :;u ... Thur-sr.on ern [ 12] def'lniu e esTu~ 

Importantes para n ,~·::; ne~do- trabalho :;d.o o-: s~::. gui n ~;es t.e o rema. s~ 

r~ or~ma 2 - l od a ~ la~6e de iso~Op1a d & M. cp. p0.s.su1 um :rep-r·e-

sen•a.nt e que é, 

l) Pseudo--Ano s o\,. Ol,t 

2) De t·ompc-nível ou 

3) > d e 

com c-u.rvaTur-e con -:;t-ant· e - 1 1.:1 taJ qu8 ÕM .i' 

é uma u:rn ao 

de geod~sicas íe~hadas . 



Teorema 3 - Dacta uma classe de iso• op1a de 

p ara todo a. E g . e r.oda. métr-ica r1.eman1an a., 

rr.c=> que 

para algum 

e À 

.l = 

> 

D a.d.c. 

l JL :m [ J t < 
n~ l 

.À,_ ~· ""' I 
.. k • 

+'· 
.L • 

.l 
, n( , . n 

- 1 .,t:+> , a l ) J = 

. , 

~, om 

l · (J 1 ·t' filâ. I~ -n;,:,. o 2 .x. :. r ~:> IP- 1 :: .._, ' 

tl': P .. A 

htperbc-llCO.:> A ss 1.m p e l.o 1' ~, t. : t-má. , , <'t :' 1 s' err 

p ... a. de M 

.:>eru bor:ló e 1 

é dE: t .t n .1 '.J o p ._." . 

f11 

l( f) ~ 
r=O 

onu G H (M) 
. l 

eo . . 
1 

- ' ~ a:1 s que 

< ) de te~ 

se e .:somon -:e ::>c 

f 

f~ M ~ M 

c p r m.:. .• r o 

m ~ 

f' 

:.em ~celic 1en -

..;, ,., "" · (:1. ~ -

,.2L :J( '5 tJ~: , NCiA• 
•• ,.. Oa. "'l l~ lt 08J0l00 1 

.. 

- • uiiOT1:iCA 



tes racionais e H . (f) 
l 

~ a aplicaç~o ~nduzida por f em H . (M) • 
l 

Se f ~ um d1feomorf1smo cujos ponto ~ per16dicos sio b1per b 6l1-

R • 

c. os r,e mop e pela formula. de Lefsch ei-;z ., q1.1e 

L( f' ) = L: 
pEPe r(f') 
n(p)=l 

L(p) o nde 

e n = d i m 1.[\l~ p ) = número de au t nval0res de Df de m6dulo 
p 

maior que um e 6 = 1 se Df g 'T Wu{·p) --+. T 1vu(p) preserva a 
p p p 

or1e n t açio e 6 = - 1 em c aso contrir~o . 

Em par~iGu lar, como fo1 observado po~ Sma l e e m [Il] , se 

j L( f n) I ~ I: I L( p) j ~ #O (f) 
pEO (f) 

TT ( p) ·l n 

para todo n E z . n f. O. 

F~ 1971 Shub [10] anunL1ou: 

Tc o~ ema 6 -- Dâ.üa ~.lasse de :J_5{)'t.op ~a de .M ., Se 

au '· ovalco:·&s dG H _ {co) 
.1. • 

l = o , l ., .. " v ~ lll • 

Em par t t cu~a.:r s6 cp á uma ci a;';s c àe lbO(OpJLa qu~~ po ssu1 

~ &VJdenle, e n t io, da diecu~~~o a c Lma que todaE estas 

p a:r a. que uma 

~!asse d e ~sotopi a possá a M w S ~ 

Jar~edade de dimensio dois, 

é d1.L0 de t ipo algebri c amen te f l n 1 1·o se ex!sLe uma famí li a fl-
1 

ni t a e d~sjunta de mergulhes ( (j} ' .1 - J CJ :' S .XL ~1. 1 m ;?; .l 

Lal quc.-1 



·-1 5·--

l) í (l~cr) = ~ O' 

2) para r.odo p E ~r ~ E lnt. cr ... 

Uma -::;l a :=;se ó .. e l.Sü {, O p ia 
.. 
e d..:; r ~ p<:: a.l.geb.r ~ cc..men t e f in: t a se 

Nie .lsen [ 6], .:-.:- mplH ande à.iretam~)nte .... 
c polinoli!Jc c ara c, t e r i s t .l co 

de p --c,•.,-ç u que uma cl.as..:e de •-l PO a. ::. g <:7 b ric amente finita 

Re s ul t a da& observaç~ea ~~~m~ e do reorema A 

que ta l conJec~ura ~ fal;:,d e que uma ~la~ ~e l? 1 ~ of op i a á d e 

t i po aJgeb rL .. am~ni~ fin.it a se e .s 0 s ç: p o =:-. u ... l'LS .. 

Demo n s t rar emos agora o roo~ema A p~ - a 0 qual será ne 0 essá 

.~ 

r·1.a a s 9gui nt.~ pr cpos lÇ-'-"-0 ~ 

N 

fechada;:, .. En t~o . rtada M v ar ledad0 a~fe r enc~av0l de ULmens ic 

do1s sem b ordo con~en~c 
;' 

N ~ orno s• ... b " a< :t t: d ad.:.; (..UJ O ,:omp i em8n tar ~ 

d .. mpo Mor s e · Sma .l e 

X 
.~ 

na. o ~ em Ór b .1 ~él.s f e-

chaa.a s e X,X L , pa--

1) i nvarian te 

U. F. R. G. S. 
na1:'11! "' ·iP. :··,! ?; _-r.•Mic: 

~; ; r~ 1 _ ! O T f. C /J 
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2) X é transversa.l 
.. aN a 

J) M - Int( N) ç;; u 1oi
5 

( p) 
p poço de X 

~":_monstração: Como f'~ N -+ N é uma .:..'::>o rr.er:~a dado p E N ex~ste 

, 

exp ~ 
p T (N)-+ B(p. e ) ç;; N 

p 

e uma con.Jugaçao enrre 

f'TT ( p ) ~ B ( p ~ e ) -+ B ( p , e ) 

e 

Dí'TI (p): T (N) -+ T (N) y 

p p p 

Isto mostra que a :fron 1;eira. do conJunr o dos pont .. os (1 e N com pe -

ríodo ~gua .l a 
.. 

n e um compacro 1 

onde 

( B 1 } ·1- ( B
2

} é uma ·família f ~nt t, a. e ::J. L S Jl111 1 a Ú.8 subva t •J edades de 

l 
Int(N) 8 ~ s- " t.ais que B

1 
é bilateral 0 B

2 
é urnlatera~ e 

(C} ~ uma fami! La fJnita disjunLa de subvar~edades de N, 

e ac ç;; aN. Em torno de cada 0 lemen ~ o, F da f ami 

,. 
sao. p elo comportamen to local de f' 

' 
ou segmentos de gtc,dé.:.1 cas , vamos tornar urna ..., .tzlnhança cubular 

normal í'echada T = T(F) t. q . 

se expressa. de uma maneira simples e (T(F)} 

Ma.1.s prer..1samen~e . se p E A entã.o T(p) = D(p ê ), par-a e > O 

suf1C1.entomente pequeno; se F = Bl L'n 1 ao T(F) = () onde 

cl X ( -1 ~ 1] o· - .. lni- N 
, 

mergulho t. q . a( ~o) Bl e ..... "' .•. e um -
() 

- l +'TI ( • . ) 
.L C1 z • t == (L.. .- I) j z E sl e r E [ ]. -t I J ; se F = B"> enLao 

<:.. 



~ Mb-- In-r, N e un: mcrgu_:t.o J,qo 

o-((x.o)) E B ~' t::. 
v X E íR , 

·- 1 n ( (:X ( X. • - • ) e !-l .f lJ . ) ) - on:J.'E: 

~ c:z:"I) r c Mb e Mb . L (J espa.Ç-D quo•: :~e n L e -t ' 
\...I. '.J IR 

·'"' 
c ' .. : ~ i] p!7!..ü gr ~ 

I .X • '" ) f--. ( X.-1 ; ~ :, ) 
~ 

~ 11n4:W8~t~. ~& f: ( :n,ao 

1 (CJ = p 

p( O ) p ( l .. ~ 

I .. oN ~ ~ 

E L - ~ . iJ 
I 

O .;,~ paço K = v. L: In~ T(F) 

à um ab91 to dE: ( ' \ \X , YJ E R 
2 o X ~ e v ~ Oj ~ 

f :ode s +~m 
J 

A:-~:rn K -q v o.: p ""nr :.. s pe! ... i O:!.C ll l 

K é urr.a -ra.r:!..od.a.:.-.; •. !Trp.!;.r rl. 

L)'.)ln..,.,.:::, :::c mo K .. 1e·:cb erto p .: . .r K ,, 1 <1 ..J. a p : ! _ a.ç 3. o 

K/ f 

em """!..:..t ::-5._.caps .rr.cr1c.~ .,., tlt··-::r l·:..t·· :!e rr .. -~~ .. -;.·~C~ ? 

d u po.!. _'gcn _ 5 d.e 

mewo:: '-tffi .... a.mp•:- ' (tf!! dua.~ fon te:: 

k t .t. 

<.. O}I)Ç• mo:;: f· .r:. é. a. i • gur··~,. 1 &, 8-&Ja. 

,j: ,._, o pull "ba. ~ L·e.-.: t-· ' ampc v :la. 

çao . que X' .. 

F 

X''. 

TT 

' 1 

. 

! :: .n . {•,-

F , . 
.: 

tT -· r~ 

o .::..·~,-. r;~ C• am K oD• ::.de . cm;;,n -

E .,. 1 Ô. J.·: ~ n ~ . .1. \.': f~ _d,. . c•n.,;: - :l..l 
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SeJa X' a extensão f- i nvariante de X:' a N t.q o X' em 

Int (T(F)) tem o seguin t e d iagrama de fase: 

·r ÕT(B
1

) 

----.. ~...--...- -~~~-

t 
a I )---

jt., 

I[ 
'-:..____ ( ) õ1' B1 

õT(B 2 ) 

~ 
I 

õ (T(p)) 

se F = p E A 

t 
a 

-B 
1 

se 

se 

F = Bl 
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7 r 
~ õN 

se F = C 

c 

t Llaro que p odemos t omar esta ex~ensio de tal ~anOlra que X1 

não t enha l igaçÕes de sela e que podemos excender X' a X, 

campo Morse-Smale em M. colocando um poç o no ~ n!erLor de c aaa 

d1sco de M - Int (N) pois X 6 ~ransversal a õ N no ~entidc 

de I n t N a Ext N dond e a p roposiçio está demonsLrada . 

Corolirio 2 - Seja M v a riedade dlferenti ável c ompaula conexa 

de d1mensio dois sem bordo e fE M ~ M d~feomor-

f'i::.mo perlÓdJ..c o. Ent.ão exist.e X• M-+ l'M campo Mose~Sma.la 

t. f o r 
e 

d~feomo1f1smo MoS . 

Dem_on.3 rraçã(); Por Palais [ 7] e .xis to uma mé l:"r::..ca r iemanlana para 

M para a qual r é uma 1sowe•~ i a . O Coro.:ár1.o 

é, entao, ev1denro da proposiçao bas ~ando ~ornar M = N. 

Vamo s agora examinar o problema das classe- da Ls o top ia 

que poss6em M.S. om superfÍc1es~ M, Lais que x(M) ~ O. Temos 

então que M é uma das ::oegu:tntes super.fÍc1.e~: a e .'3fera, o 

plano proJ et1vo. o ~oro ou a garrafa de Klei n . 

No caso 2 M = S , M possui somente duas classes de 1so-

"topla a que prosorva e a que i n verte J. or:Lensação de e em 

j. 



cada uma d e l .as podewos e xibir um M. $ • • No pr.i meiro c aso o tempo 

um de um campo MuS o sem Órbitas ~echadas, e . g . polo n orte-polo 

sul, ·cesolve . No segundo caso p odemo s tomar 9 p or exemplo~ 

onde R ~ a ref lexio no eixo € e X 

' o Ga mp o polo n orte - polo sul com a n e c essiria s~metria c omo mos 

tr.& a ~ -i.gura abd .. i xo ~ 

a. a 

Se M = p 
2. 

s-Ó cemos uma cl..asse de iso t op.ia. v a_ da identida de, e 

novamen•e o ternpc• um de um campo MoS o sem Órbitas fechada s res o l 

a 

.. 



M ::. '1'2" Nes te ca s o "amos mostrar que lJmé'l classe de 1·so top .ld. cp 

se 
? T- pOSSU.L MoS . se e sornente se o~ aut.ovalores de 

H1 (cp)®I ~ H1 (M iZ)®C ~ H
1

(M , Z)SC - " sao numeras aa tormct ±l ? ± l' 

l J'J . l .[)_ . 2 ± 2. 1 e t 2- ± 
2 

l • Em par t. i. c u 1 a. t , so 

me nie se- ltrH , {cp)®IIs: 2 resul-raao Já demon scrado p or G u Flelt a s 

num ~rabalho ni n publ.1.cado o 

por Mann~ng (4J que : 

são os aut ov.alores de H
1 

(\D )®I .. 

guc~se que 

nest;e c..aso À. 
i 

donde Ol.• 

e À 2 E { ·~ 1 , t l} , 

~io complexos da forma a ± ib , b ~ o 
2 

"l'b 1 donde e a. :::: a ± ib é d.a f o J"·.rJla 

! 
± ~21 n('1Ce ss 1. dad ..,. 3.a.:: 

~ 
o que· pr·ov-::. a. 

onde ;.., , e 

Â 1 
e 

. .. ; 
sao rc·&.l-" 

ou 

Par ét 

• .-•mo o) e .,paço quo .... Á0.tl. ;_ 

d ,.... R 2. ' b 1 , . d I"' .2' -.:; p eJ. o grupo r.1. e lano ..~.lv r e ge:raac p ..:: .!.a!:. 1:-..omc- r 1 .:.c:..:) ,. li:\ 

e S : ~ , (X . y) é R~ .,.\I. Y · l J 

grup o gérado pelas lSOm~ tr.:~..a::, Cl e 13 

por uma '11.8. t.r 1 /, 

fotma 

Na ·ba~e 

a b 
A .,. ( . d) 

(a..sJ do-) 

E st l 2 .z) 

s~ os autovalores de H. (cp )®1 

. 
H 

1 
( r.: .. z J H , ~cp) 

.. 
exp! t) -::G I_; 

e p(ld t'rfl(.o =· o bter f E cp Ód 

X 

y 

... 
:-;ao roai . .., ·~~ xt.shc' urn ~ ubospçao UD.i 

-d.J.men.,;lona: A - tnvar1ant, e cte !R
2 

ton' 111• 'l.! n<.t.Çd(' ra. ·.1c nal donde p~ 
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demo-, mergulho que 
.v 

naD 

var1ant-e 1 e~ f(V) ::. Y, Podomos obte r antic cr
1 

a 
2 

me ::-gu-

lho:: s1 [ -·l. l] 2 2 Int n .In c 1/J X ·-f T T., q ., crl u Cí2 - r . crl a2 = 
f' ; c. L q . f 1 ~ 2 f' ~.1 e "' cp 0'1 - O' i 

j = e O' (j, em 
1 ."l , 

s·t ){[ ~ i/-!, i:? ! ,-. 1gual a um dos qu.u ~.ro dJ.fot:•omcrf'ismos aba ixo~ 

t". • )o-... (z,±t) •.}U t 2. , I J - .,. l Z ,±i ) • 

Em o l S ~. L " 1 / ., ~ / Z] ) 
l 

( 
i I 

tomemo~ 0 c ampo - 1) X , i = 1,2, 

•·n 1P X 

F J 11 --; ~ rr 1 ti r , • 

'> . '- , 

) pu;,ll-1orward, v~a 

\ 
\ 

. 

o 
.L 

:-•• ;·' X tJma exton~ao a 

do cc~.mpo com o soguín~e 

r;:. de .... .:uLpo x· '~" q -



o ( 
l 

- 2.4. 

o
1

( .1) = a
2

( ,1.) 

\~ 

X é um campo H ,S, 9. JJ•c ·i.t ! 1• cuide 

.... 

?-- (J ( .... 2 .o ) 

pequf'na lSCtOple~. para ev.1!•1.>: ~c-·.n g('rl'í"--. •<?fn·)·- q1..<e 1 , X. 

M S e nr cp conclu1ndo o ca~o M ~ T~ 

M 1, a garrafa d.~ K ! (·J n, I
, L 
\ . v ~'~.m · > ·•• rn o -. r 1. :J. r· q 11 t; ~ o,-:~. a 

· 1'3.:::~'-! d·· 1so• r p'. j d<·. M I orn ~f , S . ]> , ,r ;,: 1 H'l' O 0 =11f ~·.;..entr:: mo=. 

e t' ~ cp 

1(Y) = Y 

2 M = T e 

enunc.i.acto .. 

y : 

H l ( cp )~ I 

b11.as Llt> grupu. G. 

1\1 . 

mcrgulh0 O•i <J ·or<~ J ,,, ...... n~ ,.: m.1r'1 .:ij_:: :o 

cem au LovaiJrc~ t~~ ~. 

gerado pe; <' ... i ::·C·H•·· 1 • 1 =• :- a. ·e 13 
) 

d.O lRe..-



G p odt:' 

sk 
g· =- g k 

ró.l qu.:J 

::;er ~ den·lf l cado 

sl 
gl k :<!: 1 

2 
c om n 1 ( K ~ P) • P E 1(

2
• d E G , e aac g , 

e g:i E { a. , S } , S 
1 

:::: ±1 9 ex~s te pEZ 

~ I s J_ I í 

g (x.)) - (x ~ ~ 
g . =O. 

1 

S i 1 ( - 1 ) g: 1 =O. y + n) 

pa1 & • od0 x e y E R . 

Is r o mo&~ r d que dado g E G ex1s ~ e uma expressio á n ica de 

n e m E Z . Se ja 

1.:mv d~ ~ q~e ae~xa P fixo u Tamos que 

D<:..<lo. F - i f . , f ): 
\ l 2 

fR 2 .... 
.... 
"" IR ~ le v ant.a.me nlo de f' t.qo 

- iR2 F ( p) = F' para p E sobre p ~ temo.;; que~ 

J I t . (X • .J.. 
I 

·Y) = T
1 
(x ~ y) -r a 

.::!) J , \ X+l .. .. y) ; (~l)a f2 (x ~ y) -t c 

.5) f, (X y - 1) = t· ,(x 1 y) + b 
""' 

!f ) ,!x .y.l) b 
f

2
(x,y) 1 = (~1) .... d 

; 

I-'vr J) ·emo~ que f
1

(x y ) é uma homot:op~a em SJ._ ~ R/Z 

d~ grav ~ e p0r 1) temos que f'1 (1 , JoR = r of 1(o , ) onde R 

~ uma rotaç~o em s 1 por r an t o 

: . - g r f 
1 

( 1 , ) = gr f' 1 ( O ~ ) donde 

. 

g ~lf 1 ( 1J ) - R J ~ gr(T :- f
1

( o 1 )) 

lJ : ~r f , ( x , ) = O • 
; U. F. R. G. S. 

ln~tituto rJc '-' <:r:r.miltic:' 

B I B L I O T É CA 



Ana~ogamen~e temos 

- -a, c e dE fl , donde 

-logo dd = l e d = ±1.. 

c a s a. e 

-
;::: sctct 

A!:: sim provando o que que,rlaCIIC'::. po1s basta tomar 

1 
Y= S ~ M na classe de conjugaçio de S ~ ~edificar f con~ 

venl&nLemente. Is~o termina com o caso X(M) 2 O. 

Passemos então à demons i ração do 'T'ec.r ema A .. 

Teorema A ·- Se M é s uper.fície d1.feren : 1 &vc~ 1 senJ bor·do :em 

Laractarística de Euler-Po1ncar~ X = X(M) < O e 

l \ 
~ J 

2) 

3) 

c ( q> ) ~ ·= ( q> ) = l 

c c ( q> ) -· c. c ( q> ) -= 1 

v ex. E g v ( 9 ) 

l1 m [ J. ( < 
tl·< ':0 

métr:l ca r ·1 t>man -.a na de 

l_ 

) llt r n . 
9 ) cp ~CX.j J :. J. 

~ 

de t 1po algebricame n te f1n1 ro . q> e 

Demonstraçao · Se 9 X1St;e f E q> M .. S. ·~ ~rnc '= pe i' 

o = entropia ( f) :a: log c ( 1) ::. log 

donde C(f') ::: c(f ) - 1. E: c laro que j ) i mp .i ·i c a. 

M 

Bo,.Yen 

c (q>) 

2) e~ 

se~·vaçoe s da Parr.e I re.lacíouando os e~emcn 1.-.~ de g 

[ 2] qtte ~ 

pela3 obM· 

l'em c..las-
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ses de conjugação de ·n 1(M), temos que: 

l i m sup i ( ( 
m: ,l 

1 
>, ' cp n <l )n ~ CC(cp ) = 1~ 

para ·!:;odo a: E g , e ( ) , mé·trica riemaniana. de M " Pelo 
1 

'f'eorema 3 exi ste o li.mite d e ( i(( , ) , cpn(<l))n) . donde 3) 
~ l 

é n ecessário p ara 2)u Vamos p rovar agora que 3) i mpl1ca 4) o 

De fa~o~ s upondo 3) vamos provar 4') onde : 

4') Existem f E cp , (cr} f~m{lia finita e disjunt a de mergulhos 

4 ' a) f (1: a ) = E a 

4'b) fm{p ) = p ~ p E M -E Int a e 

-4 ' c) Ex~sLe métrica riemanian a de cur~atura c onstante -l 

em M = I Int ~ t Dqo f ' isometria em M - t Int a 

e cr( "~1 ) ~ a( • J) s a c· geodés icas .fe c hadas . 

Realme n re. por bip 6tese e p e l os Teoremas 2 e J exis~e 

! E cp que é pe1~Ód1ca ou de~omponível v Se p odemos obler 

f E cp pe1l6dl ca estamos feitos d e modo que podemos sup or que 

exlstem difeomorrismos decomponfveis e m ~ · SeJa e nLi o 

R = R(cp) . t d "' "'! · - t ' . d o c.onJun.o as Ia~:1. :1.as n.ao ·r2.v:1 a J.s .e c urva8 fecha= 

das simp J.es de M.. ( aJ ~ tais que exJ.ste f E cp satisfazendc 

f (i::a) = í.:a, Em R vamos aeiini:r uma relaç ão ref2.ex:tva e t.raq~ 

~ :<.:! l t·l va. :s: ~· dada p0r (a 1.} ~ ( a
2

} s·e e some n te se ex:is te 

y g (a 1 } ..,. fa
2

} .injetiva t al que Y( a 1) e a
1 

represen t am o 

meswo elemen~o de g~ para todo a
1

w ~ f~cil ver quey 

é uma relação de e qui vaJ.ência e m R Y que s; 2nduz uma re·lação 
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de ordem nas classes desta relação de equlvalênc~a e, como a card1 

nalidade dos elementos de R ~ l1mi tada por K - K(X ( M)) > O, 

existem elementos ma .. ximais em R/: . Seja .-enr.a.o ( a} E R t v q . 
I 

(a} 
,. 

maximal nesta ordem f E to q o .f (l: a) = l: a ,, Tomando e e cp 

om M uma métr.1.ca de curva t u ra nega tiva9 ( ) ' podemo ~ supor 

pelo teorema de Gauss-Bonnet e p elo Teorema 10, página 243, de 
i 

Blshop e Crittensen [1], que o s a 1 s são gecd~s~cas fe c hadas 
I 

de ( • ) o Se ja. ( cr a} famíl ia de mergulhos dJ.SJUn!.-os de 

sl X [ ~ l ' 1] em M l; o q o cr a ( ?o) = a ., Mod.if.1.can.d o f por uma 

.lSOtop .~a podemo s supor que f (r: cr ) = r: cr e r (I: a) ::. í:a SeJa a a 

N ~ M componenf.,e conexa de 1'1 ~ l: Int cr a' n ::1T(N) ~ 1. e 
a 

g ~ N ~ N o d1feomorfJsmo induz1d.o por fn g (p) 
n 

' = r (PJ 

P E 

6 
g 

N., Se N é a esfera meno s ti·ês di se os a b ertos temos que 

é 1 s o t6p 1co à identidade donde, por Fenche1 [3]" 

pl C;O à i some ~ria peri6dica orne· ~m N na. o é a 

rera menos tr~s d1scos abertos temos. p elo Teo~em~ 2 , que g e 

1soL6pi ~ o a h que ~ PA , decomponívol ou per26d.1ca . 

Em qualqu~r c aso, porém , 

da de N. Seja então F' : IXN ~ N lsoLopia l1gando IN 
~l 

a g h . 

A part1r de F ' podemos obter uma 1::o•0p1.a de M, F 

zendo: 

1) F ( ' o) = IM 

2 ) F (p 9 t) = F' ( p , (~ ) p E N e t E I 

J ) F'(p ,t ) = p para t odo t. E I e p ~ v !;;; M, v v·1 z.1.nhan-

ça conexa de N tal que v n a = q; ' para ~odo a v 

Ass1m foF ( 1 1) Vamos agora mos-

" .. 
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quu ll: N _. N no caso em que nao ~ a a~rsra monos 

~ 

nao pode ser P . A . n e m de componive l. De fato so 

-,... , 
1.1 l:H ,,IT·~ 0n 1 ve l (a' } 

, 
~·· •.;;: e urna família na o :.r:J.v~al d e c ur"a:::. 

f~:~-.hada~ . .,.. : rnp 1 u;;, dr> In·r: (N) que decompÕe h en tão a. famí"lla 

'I'.t.\}o.l ( <:t} ( r 1 (a ' ' I 
E na0 u ) a (a'} e - n < 1 ~ O} e e s t t· 1. ~ 

[a} e de compÕe 1) E cp que coni:;rad J z 

( aJ " Se h 

giJlll Â > q I) c : l i rn -L(( L ~k(b)N) - À onde b 
.. 
o uma u ! 

k_.O 
.;.,. j .·.r nad<:~. ::.1mpies d.e In ~. (N) qu8 na o .i 1m: c. a dJ. .'>C O 0U c 11 Lndr r, . 
t-·"' l l k 2. 

l. ( ( ond~ t( g) •· e c: C r · · • t.n . .l • n [ ( j ~ gue 

u rntpr 1m~nl r. df.' um.a ge odésica fechada ;, 1mples is cH,Ópl ca. cl. 

N • "• 1 ..!~ ctr. I n t N e 

. k b 11 ·: 

onde g 

· • • , : •. l!l:• c~- (.;:,.,l.::: '": "B o nn e~ e pe l ü i -3 ~c, rle ( 

A~ - • •ll L 

'-l ._ .. i lo g ·-

( 1 :F ( 
kn 

. j ) 

I J m 1 ( 

k_.,co 

li 1 \ •1 f f I r (1.. ( ~ L} (I - .. 1 tJ} f e 

~ . 

g 

-· 

I q u c c o n t. r a d 1 z a 111. p .-) i e s e 1 nu- ) fi. i. 11m n. 

k 
h 

N e \ e r~ .a.m os 

) ' (fd' ( 
I.- M 

' ) .\n"b) ,, l) = À > J ' 

o qua p rova qu.: 

O 1 ecr o•N'~ 

Lal qu o a~ compon0nte s conexaa u e õN 

-te.., gcc•o t-., 1( a::. J <·~ [,acta~ e P•:>.Pé:l. qual h ~ urna ~s omeLrla. Le van. 

[ c l• I ' ) 
• 1 I 

.. 
\' \.IIJ1fl 

f 111 'd! U.l • '· 

O< 1 < n, Vl<':l. 

J-,ome•t 1a e m U f'
1 (N). que 

:tE&: 

l 

e~ •. a mé tr 1 c i'!. I i) 111 

1 
·~. e quE:: õ \ U f'

1 
( N)) 

:tE.Z 
· e m p or -: omp o n en; '-'-



conexa~ geodésicas 'fechadas" 

Procedendo da mesma maneira nas outras Órb~ras das c omponente& 

conexas de M - U a vemos que ~ sati5Ea7 4 f) . y 

~ c laro que 4 1 ) ~mplica 4) e que 4) 1mpl~ ca 1) po1s v~-se facLl-

ment e que C(fm) ::: 1 uma vez que fm = IN fora de um númer-o 

fini to d e ci l ~nrJros d:tsjun t os mergu 'ho . .:l ·sem t-1 e que C(fm) = 

Port anto de ~') segue-s e !) 

vamos agora p n,,·ar que se ~ sat.1::.fa(.'; l.; 1 ) r vdE':mes 0 XJ.bJ..r umM " S 
1 

e m ~ Para canto seja f E ~ · (o ] ~..om em 4') .. 

Dado (J e , , ,-J. _ _. ~] x ,. ' ,-; 
- • -. ::::> L ~ ~ • .1.J 

sotóp~c o a um di Eeomorf~ smo h de s 1 x [ - !,:] !al qu8 h é 

a nm do~ q1,;<.:..rro dtf'oomortJ.::mcs a-

ba::...x.o ~ 

cu ~ /. I ) •· - (; . ± ~ ) 

11 ga.n do 

I , a 
s _,Á [ ~ J ., ! ] 

F 

prc.p :,... t 0dade5: 

1 ) F - ( ., 0 ) = I em S l X [ ~ l , 1 J 

2) 

J) F' , ( ) I • '- "· ' .. s 1x 1 , • , t. = em umo. v: z1 n r•d"'>ça >::> " , 

L(-' anao , v.1.a o . esta :tsotvp:t a pata ~ , · b • (~ m o ~ u tn a 1 .s o r o p 1. a 

F: MXI ... M l • q ' 

1) F(p , !. ) .::. p pa ra. ~=0 e p E ~ vu p ~ a o t E I 

d) .f o) F( 1 J ) é lS O tÓpl ("O à (. a. é um 

ll f O ~ 1 [ f ' A F ( J ) - n I 1 ) ( ± ) mo r g'u 10 .. q , " .. J o . 1 , • :-..: z,, t ou 
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Procedendo da mesma maneira nas outras 6rb~Las 

cr E (cr] , e mod:!f.lc&.n.do :f p or uma ísotopía obt.e mos expres·sÕes 

s 1 mi 1 a r e s de e m um mergulho di.::>l :.tngu.Ldo de cada f Órb:t -

ta de . [ cr} " Na. .::ubvar·iedade de M , M' ::. (M ~ ~ In L cr) U 

tomemos o c.ampt X 

em c ada 6rb\ta 9 = (fi {cr(s1x[ -l/l,1/2J J)) rw levando o campo 
. lli;:V-J 

( ·t. ,t) ~-~ (z~± ) ~3 (z.t) i-+(z 9 ±L) invar:Lan t.e. c ome• .mostra a iJ..gu--

ra.abaixo, pel o mergu lho distingutdo de e e ~:>m seg-u. 1 o a i t era.ndo 

í 
S 'xÜ 

po' f e f?n• l. adr~. Órb1 La, P . das componen ~e= c' nexas de 

M • i: Jnt Ci lomando o f 1terado de um c ampo am N 

' .i:'l. l '.t..::tni.t- daà.o p~lé1. PróposJ..ção 1 onri~ N é <:?.::colh1J.o e f.1.xaao 

ar b1 t r ·ac ..La.mon ;: , . .., em P . 

SeJa. X -a ex: eJJ3í'l'' <le X' p a .ca M 
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para todo a o 

2) X não tenha l~gaçÕes de sela~. 

Modificando f em 
YEa 

pequena isotopta para evitar Lang~nc~aE ~emob que foX1 ~ M. S . 

e foXl ' isot6ptCO à f V L & (1- .:- X .) donde í'c. X .
1
. E co 0 

' 'EH 
q ue prova o Teor,:ma A" 
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