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RESUMO

Neste trabalho, resolve-se um problema de transferéncia radiativa de-
pendente do tempo combinando o método espectral e LTSy. Para tal, expande-se
a intensidade angular de radiagao dependente do tempo em uma série truncada de
polinomios de Laguerre na varidavel tempo, substitui-se esta expansao no problema de
transferencia radiativa, toma-se momentos e obtém-se problemas estaciondarios, que
sdo resolvidos pelo método LTSy . Apresenta-se resultados numéricos para o tempo
adimensional variando de 0,1 & 5, a ordem de aproximagao na expansao truncada
em polinomios de Laguerre, M, variando de 54 a 100 e calcula-se o termo integral

que corresponde a fonte pela regra do trapézio considerando-se 10, 20 e 30 pontos.
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ABSTRACT

In this work, the time dependent radiative transfer problem is solved
combining the spectral and LTSy methods. To this end, the angular radiation in-
tensity is expanded in the time variable, in a truncated Laguerre polynomial series.
Replacing this ansatz in the radiative transfer problem taking moments, steady-state
problems are obtained, that are solved by the LTSy method. Numerical results are
presented for the dimensionless time ranging from 0.1 to 5, the order of approximation
of the truncated series in Laguerre polynomials, M, varying from 54 to 100 and the
integral term corresponding to the source is evaluated by the trapezoidal rule con-

sidering 10, 20 and 30 points.
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1 INTRODUCAO

A teoria de transporte descreve a distribuicao de particulas como
néutrons, elétrons, fétons, moléculas de gds, {ons e ondas eletromagnéticas em um
meio [15]. Este trabalho direciona-se para a equacao de transferéncia radiativa que
descreve o transporte de fétons. A equagao de tranferéncia radiativa é uma equacao
integro diferencial. A complexidade desta equacao decorre do fato da mesma ser
descrita num espaco de fase constituido de sete varidveis independentes (trés de

posicao, duas de dire¢ao, uma de freqiiéncia e uma de tempo).

Intimeros métodos de solugao tém sido propostos para a solucdo desta
equacgao dependente do tempo, dentre os quais, cita-se: em 1981, Levermore e Pom-
raning [25] deduziram a teoria da difusdo partindo da equacao de transferéncia ra-
diativa; em 1987, Pomraning [35] derivou a condigdo inicial e de contorno para esta
aproximagao; Ganapol [18], em 1986, obteve uma solugao numérica para a equacio
de transporte dependente do tempo usando a técnica de expanséo em polinémios de
Legendre; Larsen e Pomraning [24], em 1991, mostraram que as equacgoes de orde-
nadas discretas (equagdes Sy) sdo um limite assintético da equagio de transporte
dependente do tempo; em 1992, Szilard e Pomraning [43] resolveram numerica-
mente a equagao de transferéncia radiativa acoplada com a equacgdo de balanco de
energia. Neste trabalho o termo correspondente a derivada temporal é aproximado
pelo método das diferencgas finitas em esquema backward, o termo da derivada espa-
cial foi apro-ximado por elementos finitos linear e o termo integral pelas equacoes
Sy. Szilard e Pomraning [43] também resolveram este problema tanto para o caso
de absorcao pura bem como para espalhamento. Cabe observar que nestes casos a
equacdo de transferéncia radiativa é linear. Uma revisdo detalhada sobre os métodos
de solucdo da equacao de transferéncia radiativa ou de transporte sem simetria az-

imutal dependente do tempo é discutida por Oliveira [28].
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Neste trabalho, seguindo a idéia de Oliveira [28], resolve-se a equagao de
transferéncia radiativa linear dependente do tempo em uma placa plana, considerando-
se espalhamento isotrépico. pelo método espectral. Este método consiste na ex-
pansao da intensidade de radia¢ao angular em uma série truncada de polinomios or-
togonais de Laguerre na variavel temporal. Substitui-se esta expansao na equacao de
transferéncia radiativa tomando-se momentos, isto resulta num conjunto de proble-
mas estaciondrios unidimensionais com fonte a serem resolvidos recursivamente pelo
método LTSy. Este método, proposto por Vilhena e colaboradores [3,45,37,38,46],
consiste na aplicagao da transformada de Laplace na variavel espacial no sistema de
equagoes diferenciais lineares de primeira ordem decorrentes da aproximacao de or-
denadas discretas da equacgao de transferéncia radiativa estaciondria. Uma descrig¢ao
detalhada e completa pode ser encontrada no trabalho de revisdo do método LTSy,

por Vilhena e colaboradores [47] e ainda nos trabalhos de Segatto et al [37,39,20].

O trabalho estd organizado em 5 capitulos: no capitulo 2 deduz-se
a equacgao de transferéncia radiativa cldssica no sistema Euleriano. No capitulo 3
descreve-se os fundamentos do método espectral bem como a aplicagao deste método,
combinado com o método LTSy, na solugao da equacao de transferéncia radiativa
com espalhamento isotrépico em uma placa plana e, ainda, solu¢ao simbdlica do sis-
tema algébrico resultante pela combinacdo do método de Schur e particionamento.
No capitulo 4 mostram-se os resultados numeéricos encontrados pelo método pro-
posto para diferentes valores de tempos e ordem de aproximagao da série truncada
em polinomios de Laguerre. Finalmente, no capitulo 5, discute-se os resultados

encontrados e apresenta-se sugestoes de trabalhos futuros.



2 EQUACAO DE TRANSFERENCIA
RADIATIVA

Neste capitulo deduz-se a equacao de transferéncia radiativa classica no

sistema Euleriano,

2.1 Sistema Euleriano

O principal objetivo da teoria de transporte consiste na determinacao
da distribui¢ao de particulas num meio, levando-se em conta o deslocamento e in-
teracoes com o meio. Entretanto, devido & natureza aleatéria dos eventos de in-
teracao, nao é possivel prever-se o nimero exato de particulas, numa certa regido,
num dado tempo. Por isso, trabalha-se com uma descri¢io matemadtica de processos
de transporte de particulas estatisticamente, baseada em consideragoes do tipo: as
colisbes sao consideradas instantaneas; entre as colisoes as particulas deslocam-se
em linha reta e com velocidade constante; as particulas sao consideradas pontuais;

as propriedades do material sao consideradas isotrépicas.

A equacgao de transferéncia radiativa é uma equacao de conservagao
de fétons. Esta equacao pode ser deduzida de varias maneiras. Neste trabalho
apresenta-se a derivacdo da equagdo no sistema Euleriano[34]. Para tal, considera-

se um elemento de volume AV definido como:
AV = Az Ay Az Av Ap Aep. (2.1)
O nimero de fétons no tempo ¢ nesse cubo é dado por:

n= f(r,v, Q1) AzAyAzAvAulp, (2.2)



onde f(r,v, §2,t) é a fungao de distribui¢do de fétons na posicao definida pelo vetor
r na diregao §2 descrito pelos angulos, polar # e o azimutal . com a freqiiéncia v

no tempo t.

A equagao de transferéncia radiativa obedece ao seguinte balanco de

energia cujos termos sao descritos a seguir:

1. variacao do nimero de fétons no tempo

3] 0
5 (6 QOAV = AV = f(r, 1,2, 1), (2.3)

onde AV é o elemento de volume no espaco de fase;
ii. variacao de fétons através da superficie no cubo - considera-se a taxa de fluxo

de fétons através da superficie no cubo, na dire¢do normal. Assim sendo, na direcéo

z, tem-se:

(fluzo), =z f(r,v,t) |ZT2% AyAzAvAuAp, (2.4)

onde o sub-indice = denota a componente de velocidade do féton na direcdo x, dada

por z= cf,, e o ponto € a derivada em relagao ao tempo, ¢ é a velocidade da luz e

i1 = cosf. A equacao (2.4) pode ser reescrita como:
'
(fluzo), = AVg— % e, v, 1) (2.5)
T

Procedendo-se, analogamente, nas outras variaveis y, z v, u, , obtém-se:

a . o d . d . d . a .
fluzo = g“‘f+a_yyf+5;“f+5”f+é§”f+§;pf AV, (2.6)

que para simplicidade de notagio neglicencia-se o argumento de f;

iii. absorcdo - a taxa de absorgio de fétons no cubo é expressa como:

a= co.f(r,v,Q,t)AV, (2.7)



onde o, é o coeficiente de absorgao:

iv. espalhamento para fora do volume de fase - a taxa de espalhamento é dada por:

CAV//O'S(I’,V — Q.9 ) f(r.v,Q,t)dQdV"; (2.8)
0 4r
onde o4(r,v — v'. Q2.0 t) é a secdo de choque de espalhamento diferencial e d2 é
o angulo sélido diferencial sendo, d§2 = sin8dfdy = dudy;
v. espalhamento para dentro do volume de fase - a taxa de espalhamento é expresso

como:

cAV f f ay(r, v — v, ¥.Q,8) f(r,//, ¥, £)dVd; (2.9)

0 4w

vi. emissdo de fétons - a taxa de emissao de fétons emitidos por unidade de tempo

e volume é representada por:

q=q(r,v,t)AV. (2.10)

A equagdo de transferéncia radiativa é entdao obtida somando-se os ter-
mos com o sinal apropriado para designar perdas e ganhos no balango. Cancelando-

se o termo AV comum a todos os termos descritos, obtém-se:

-(%f(u,ﬂ)+%d:f(v,ﬂ)+%yf(v,ﬂ)+% éf(v,ﬂ)+% v f(v,2)

a . a .
o IO + 529 f(1.9) = —eou) (1, 2) + q(v)

-+-c//0'_.,(v’ o, VDI, Q) - oy(v — Q) f(r, Q)dVdy . (2.11)
0 4r

Para simplicidade de notacao, os argumentos r e ¢ foram desconside-
rados na equacao (2.11). Observando-se que i=9= () pois esses angulos sdo fixos,
assumindo-se que o féton percorre uma trajetéria retilinea entre sucessivas colisées

e ainda considerando-se que os fétons com velocidade ¢, dire¢ao 2 ndao mudam de

(4]



freqiiéncia, entao v= (). Finalmente, observando-se que:

= cy, (2.12)
U=ieK),, (2.13)
i=cQ,. (2.14)

Entao, das simplificagées acima citadas, resulta:

ggf(l/, Q)+ .V f(r,) = q(v) — coa(v) f(v, Q)

+e f f o (V — v, Q) F(V,X) —oy(v — v, Q) f(r, QdVdY.  (2.15)
0 4w

Introduzindo-se a defini¢ao de intensidade especifica de radiagao,
I =chvf(v, ), (2.16)
onde h é a constante de Planck, entdo a equagdo (2.15) é expressa como:

%585 I(1,9) + Q.VI(v,Q) = hvg(v) — o, (v)I(v, Q)+

/‘”/ 553(,/ S, QI Q) —a,(v — vV, Q) [(v, Q)dVdY,  (2.17)
0 47

que é a equacao classica de transferéncia radiativa. E importante salientar que
a mesma expressao ¢ encontrada quando a derivagdo é feita em um sistema La-

grangeano [34].
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3 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSFERENCIA RADIATIVA PELA
COMBINACAO DO METODO
ESPECTRAL E LTSy

Neste capitulo apresentam-se os fundamentos dos métodos espectral e
LTSy e exemplifica-se suas aplicagoes na solugdo de um problema de transferéncia

radiativa dependente do tempo, em uma placa plana, considerando-se espalhamento

isotrépico.

3.1 Fundamentos do Método Espectral

As transformadas integrais sdo operadores, definidos em dominios nao
limitados e limitados, amplamente empregados na busca de solugoes analiticas ou
semi-analiticas de modelos em engenharia e fisica, descritos por equagoes diferenciais,
integrais, integro-diferenciais e de diferencas, entre outras aplicagoes. A principal
vantagem desta técnica consiste na redugao do niimero de varidveis independentes
destas equagoes ou simplificagoes das citadas equagoes em uma equagao algébrica.
Entre as transformadas em dominio nao limitados, destacam-se as transformadas
de Laplace, Fourier, Mellin e Hankel. Existe uma vasta literatura sobre o tema o
que torna impossivel que seja feita uma revisao completa e detalhada, mas que nao

impede a sugestao da leitura dos livros (2,6,14,17,23,40,44].

Por outro lado, a aplicacao da transformada integral em dominio li-
mitado teve seu inicio com o trabalho de Grinberg [22]. Também existe uma vasta
literatura sobre o assunto entre os quais aparecem os trabalhos de Mikhailov e Ozisik
[26], Cotta e Mikhailov [11], Cotta [10,12]. O procedimento formalizado por estes
autores foi denominado de técnica da transformada integral generalizada (GITT).

As principais etapas deste método sao: elaboracao do par de transformada pela

7



solucao do problema de Sturm-Liouville; aplicacao da transformada e solucao do

sistema de equagoes diferenciais ordindrias resultantes e aplicacao da transformada

inversa.

Cabe ressaltar que este método é aplicavel a problemas em que é possivel
determinar-se um problema de Sturm-Liouville associado ao problema em consid-
eracao. Para problemas em que estas construgoes nao sao realizaveis, utiliza-se o
método espectral [19,21]. A caracteristica bésica deste método consiste na expansao
da solucdao em duas diferentes bases. A primeira € constituida de um nimero finito
de fungoes globais ortogonais e suaves. A segunda é formada pela base de Lagrange
em um conjunto discreto de pontos no dominio (normalmente as raizes do esquema

de quadratura de Gauss [19] ).

Finalmente, transformadas integrais em dominio discreto (transformada

de Fourier, transformada Z) ndo serao objeto de analise porque fogem do escopo

deste trabalho.

3.2 Meétodo Espectral

Nesta se¢ao descreve-se a solugao do problema de transferéncia radia-
tiva linear dependente do tempo em uma placa plana considerando-se espalhamento
isotrépico aplicando-se o método espectral descrito na secao anterior. Para tal,
expande-se a intensidade de radiagao angular em uma série truncada de polindmios
ortogonais de Laguerre na varidvel {. Substitui-se esta expansao na equagao de
transferéncia radiativa e condigoes de contorno e toma-se momentos, resultando num
conjunto de problemas estaciondrios unidimensionais com fonte a serem resolvidos

recursivamente pelo método LTSy, que sera descrito na préoxima sec¢ao.



Seja entao, a equagao de transferéncia radiativa dependente do tempo

19 d 1 1 ) , )
sapl @ mt) +peI(@, ) +ol(z,p,t) = 5/_103(# — p)(z, ' )y,  (3.1)

sujeito as condi¢oes de contorno

1(0, u, t) = T1(p, ), >0 (3.2)
I(L, p,t) = Ta(p,t), <0 (3.3)

e condi¢ao inicial
I(z, p,0) = I(z, p), (3.4)

onde I(z, pu,t) é a intensidade especifica de radiacao, = € [0, L] é a varidvel espacial,
i € [—1,1] é o cosseno do angulo polar entre a dire¢ao do féton e o eixo x, t>0 é a
variavel temporal, c é a velocidade da luz, o é a se¢ao de choque total macroscépica

e o,(p' — 1) é a secao de choque de espalhamento diferencial. Por uma questio de

notagao assume-se que o, = o,(y — p).

Para eliminar a dependéncia no tempo da intensidade angular de ra-

diacao expande-se a intensidade em uma série truncada de polinomios de Laguerre

na variavel t, ou seja
M

I(.’E,,U., t) = sz(t)Ik(r1#)$ (35)
k=0
onde M é a ordem de truncamento da aproximac¢do em polinémios de Laguerre.

Substitui-se a expressao (3.5) na equacao (3.1) e toma-se momentos,

73"5Ln(t [ iL (t)I*(z, 1) +ZL;¢ :Ik(l p:)—i—chLk(t)I"‘(:n ,u)]
0

k=0

o. oo 1 M
=2 / / e~ Lo () Li(t) I* (2, ') dpd'dt, (3.6)
0 -1

k=0



Levando em conta as relacoes de ortogonalidade.

i { (@) E=n,
/ e L) La(t)dt = (3.7)
4 0 k #m,
resulta:
a 2 21n 2 i n ' ! 1 A n
p I, ) () + ()21 @) = F () [ 1 )i = 23 enm) Iz, ),
1 k=0
(3.8)
onde
% Kl n<k,
ax(n) = / e-‘L'k(t)Ln(t)d::{ (3.9)
0 0 n 2> k.

A igualdade em (3.9) pode ser verificada pelo principio da indugdo matemaética

conforme Oliveira[28]. A equagédo (3.8) pode ser reescrita como:
9 n n Ts n k
pa= I, 1) + 01, 1) = 3/ radd+ S B, @0
¢ k=n+1 nl
substituindo a expressao (3.5) na condigao inicial (3.4), resulta:
M
S kI*(z, 1) = L(z, p) ZL'I"‘ (z, 1), (3.11)

e=n+1

e a equacgio (3.11) em (3.10), encontra-se,

pa I ) + o @) = 2 [ P )ad + @ @), (312)
onde
1
ol =O'+E, (3.13)
Q(a,m) = 22 (;_“ ) "Z»w*(a: H). (3.14)
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Finalmente, substitui-se (3.5) nas condi¢ées de contorno (3.2) e (3.3),

tomando momentos, ou seja,

"0, ) = (nl!)2 /0 % et Lo (8T, (1, ). w0 (3.15)
L, )= #f:’ et Ln(8)Ts (i, £)dt, <0, (3.16)

Desta forma, obtém-se o seguinte problema estacionério de transferéncia radiativa,

a * TT O : n / T
pae M@ )+ Ma ) = 2 [ el + Q@n),  (317)

sujeito as condicoes de contorno

(0, ) = (an)i 7 e Lat (), 5>0 (3.18)
(L, p) = (nll)g 7 e La®)Ta(i n<0 (3.19)

Agora, para solucionar o problema estacionario de transferéncia radiativa utiliza-se

a solucao LTSy, detalhada a seguir.

3.3 Meétodo LTSy

O método LTSy consiste na aplicacao da transformada de Laplace na
varidvel espacial no problema de ordenadas discretas unidimensional, equacoes Sy,
resultando num sistema de equagoes algébricas lineares dependentes do parametro

complexo s e na inversao da intensidade de radiagao angular transformada.

Nesta se¢do descreve-se brevemente o método LTSy, para tal, considera-

se o problema de ordenadas discretas:

N
de%fm(:r) + 0y Im(z) = ‘C‘T«)i > o™ L(@)wy + Qm(2), (3.20)
= =1

11



onde, x € [0,z,] ¢ a varidvel espacial, © € [—1,1] é o cosseno do angulo polar,

m=1,....N. N par, e condi¢oes de contorno,

Ln(0) = fm, m=1: (3.21)

Im+%-(:r,,) = D5 m=1: (3.22)

Aqui, f. e g sdo a intensidade de radiagdo incidentes na fronteira do dominio;
In(z) = I(z,pum) é a intensidade especifica de radiacdo angular na direcio fpip,;
Qm(z) = Q(z, pm) é o termo de fonte; o, é a secdo de choque total; o, € a se¢ao de
choque de espa-lhamento diferencial; p,, sdo as raizes do polinémio de Legendre de

n-ésimo grau, sao simétricas e ordenadas tal que
-1 < pun <...<p%+1<0<p% Lo 2 iy < 1

e wy sdo os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre, ainda o™ é da

forma: .
™ =" BiP (1) P fim), (3.23)
=0

com [ os coeficientes da expansao dos polinémios de Legendre.

A equagao (3.20) pode ser escrita na forma matricial como,

d
—I(z) + AI(z) = S(z) (3.24)
dz
com condigoes de contorno,
L(0)=f, (3.25)
Iy(z,) = g, (3.26)

12



onde A é uma matriz N x N, da forma,

o, OW; (
;Z . 2,{1: ZI‘L:D d{ﬂ(ﬂz)ﬂ(ﬂ;) se 1=},
aij = (3.27)
T W . .
= {)[J.J ZIL=0 ﬁta(“‘!)ﬂ(#}) s€ 7 :/" 1

para 3,7 = 1: N . Os vetores I(z) e S(z) sdo expressos como:

I=[L(z) L), (3.28)

sendo I;(z) e I (z) vetores cujas componentes contém a intensidade de radiagao nas

respectivas diregoes discretas positiva e negativa e o vetor fonte com componentes:

S(z) = L i=1:N. (3.29)

Conhecida a solugdo LTSy do problema (3.20) a intensidade angular

de radiagao pode ser determinado como, [38]:

I(z) = B(z) 1(0) + H(z), (3.30)
onde
H(z) = B(z) * S(z) = jﬂ " B(x — 7)S(r)dr (3.31)
e
B(z) =L ((sI+A)™"). (3.32)

Para determinar as componentes desconhecidas do vetor I(0), escreve-se a equagiao

L,(0)
I>(0)

(3.30) na forma de matrizes em bloco,

ILi(z) _
I(z)

B11 (3'3) Blg(ﬂi)
Bgl(ﬂ':) Bgz(.‘ﬂ)

Hl(:r)

: (3.33)
H,(z)

13



aplica-se a condicao de contorno (3.26) na equacao (3.30) em & = z,, encontrando:
1,(0) = B3} (20) [La(20) — Bax(2,)1(0) — Ha(s)] (3.3)

Com isso determina-se o vetor I»(0) e, conseqiientemente, calcula-se o vetor inten-

sidade angular de radiacdo dado pela expressao (3.30).

A inversa da matriz (sI+ A) serd feito pelo algoritmo de Schur descrito

na proxima secao.

3.4 Inversao da matriz My(s)
Nesta secao apresenta-se os processos utilizados para a inversao da ma-
triz simbodlica gerada pela aplicacao da transformada de Laplace.

Considera-se a matriz,

Mp(s) =sI + A, (3.35)
cuja inversa
My (s) = (sI +A)7Y, (3.36)

deseja-se determinar. Primeiramente, aplica-se a fatoracdo de Schur [42] na matriz

A, segundo o qual, para qualquer matriz quadrada A, existe uma matriz unitaria

U tal que o produto,
A =UTUT, (3.37)

é uma matriz triangular superior. Substitui-se a expressdo (3.37) em (3.36), tem-se

===l

My (s) = U(sI + T)"1U” (3.38)

14



assim, a matriz a ser invertida tem a
S t11
0
sI+T=
0

onde o determinante é dado por:

forma

t12

S+ tgg

N

tl:\r

Pogpims det(SI -+ T) = H(S -+ t-i-i).

i=]

(3.39)

(3.40)

Com o objetivo de determinar a inversa da matriz (sI+ T), um processo recursivo

é estabelecido tal que

SI = [S + t11],

82 a3 s+ tu t12 _
0 s+ t22
S+t tio 13
Sz= 10 S+1aa  tog =
0 0 S -+ 133

e para a k-ésima matriz, tem-se:

S+t tio t13
0 S +tao tog

Sk = 0 0 S+ ta3
0 0 0

S+ trk

15

S

0

t12
S+ too

0

(3.41)
(3.42)
: (3.43)
L1k ]
tor
3y
S+ ik |
(3.44)



onde k=2: N e Sy = (sI + T). Usando a propriedade de matrizes em bloco:

-1

CD c! -Cc-'DE
= : (3.45)
0 E 0 E-
a inversa da matriz S, é dada por:
g1 1
S—l =, k=1
k—1 PO tkkv
S;l = ’ (3.46)
o 1
S+ trk
k=2: N, onde o vetor v é definido como:
T
N [ bie tok t3k ot E-1)k ] . (3.47)

Para efetuar a transformada inversa de Laplace da matriz (sI+T)~!, por Heaviside,

é necessario encontrar sua adjunta. Assim, multiplica-se as equacoes (3.46) e (3.40)
obtendo:

Adj(Sk_1)(s + tr) —Adj(Sk_1)v
Adj(Sy) = St det(Sy) = il i) ~ABgle | (3.48)
0 -+- 0 det(Sk_1)

Finalmente usa-se a técnica de expansao de Heaviside e encontra-se a seguinte ex-

pressdo para a matriz inversa de (sI 4+ A) :

LY I+ A)!) = [ZA‘?SN))"**“* eﬂ U7, (3.49)
i ds N/ |ls=5

3.5 Solugao LTSy

Nesta secao aplica-se a solugao LTSy, descrita na segao anterior, no

problema proposto em (3.17). Para tal, considera-se a equacao de tranferéncia
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radiativa. em uma placa plana. com espalhamento isotrépico. Discretiza-se a varidvel
angular p por ordenadas discretas. O termo integral da equagédo (3.17) é aproximado
por quadratura de Gauss-Legendre de ordem N, resultando em um conjunto de
equagoes diferenciais ordinarias,

N
7y m(Z)

> I (z)wy + =, (3.50)

2um (2 Hm

d n o’ n _
a_x'{m(:‘c) + #_n:‘(m(m) =

onde, z € [0, L], p € [-1,1], m =1,2,..., N, N par e condigdes de contorno:

)= (nl!)2 fow e Ln(t)T1 (ftm, t)dt, Ll 220 (3.51)
D e | T d
A(D) = oo - LT, ), pm <0, (3.52)

Aqui, I (z) = I(z, ptm, t,) representa a intensidade angular de radiacao

na diregdo p.,, no tempo t,; Q% (z) = Q(z, tm,t,) é o termo de fonte.

Aplica-se o método LTSy na resolucdo do problema de ordenadas dis-
cretas (3.50). Desta feita, aplica-se a transformada de Laplace na varidvel espacial

x, obtendo a equacgao transformada,

N U*—n Ts N_‘ﬂ -Q_n(s)
sl (s)+—1,,(s)— I (s)we = I (0) + ——, 3.53
)+ 7Tl = g S Talo) = [3(0) + == (3.53)

onde a barra denota a transformada de Laplace e m=1,2,...N. A equagdo (3.53),

representa um sistema linear algébrico de N equagoes e N incdgnitas, que matricial-

mente pode ser escrito como:

M (s)I(s) = 1(0) + S(s). (3.54)

A matriz My(s) é uma matriz quadrada de ordem N, dada por:

Mpy(s) =sI + A, (3.55)

17



sendo que I é a matriz identidade de ordem N e os elementos da matriz A tem a

forma,
a’ Gy o
1L 2u; S i=1J
a(i,j) = (3.56)
it gert 59,
2,&,‘
Os vetores, I(s), I(0) e S(s) sdo expressos como:
- o i g » T
I(s) = [Tu(s) Ta(s)... -.Tn(s)] (3.57)

que representa o vetor intensidade de radiagao transformado;

1(0) = [1;(0) I5(0)... .In(0)]", (3.58)

que representa o vetor intensidade de radiagao incidentes na fronteira em z = 0 em

todas as diregoes e o vetor fonte e expresso por:

(3.59)

Hi Ha HN

S(s) = Q:1(s) Qa(s) QN(S)] _

Para a resolugdo da equagdo (3.54), é necessdrio que se determine a
inversa da matriz My(s). Conhecida a matriz inversa de My(s) obtém-se a inten-

sidade angular de radiacao transformada
I(s) = My (s) I(0) + My (s)S(s), (3.60)

e aplicada a transformada inversa de Laplace, resulta que a intensidade angular de

radiacdo pode ser determinada como:

I(z) = B(z) I(0) + H(z), (3.61)

18



sendo

B(z) = £L7{My (s)} (3.62)
H(z) = B(z) * S(z) = ]0 " B(z — 7)S(r)dr, (3.63)

onde
S(z) = L71{8(s)}, (3.64)

y . | " ,
e o asterisco denota convolugdo. Cada elemento da matriz My (s) é uma funcao
racional e portanto a transformada inversa de Laplace pode ser calculada analitica-

mente pela técnica de expansao de Heaviside, resultando que,
N
B(z) = Z Pkess® (3.65)
k=1

sendo s as N raizes do determinante da matriz My(s), que também podem ser
obtidos como autovalores da matriz —A e P* sao as N matrizes de coeficientes,

provenientes da inversdo da transformada de Laplace.

As componentes desconhecidas do vetor I(0), dado pela equagéao (3.61),

sdo determinadas da mesma forma que na equagao (3.30).

3.6 Recentes Avangos no Método LTSy

Um dos recentes avangos no método LTS y é o método da diagonalizagao

(39] que permite inverter a matriz simbdlica (sI4A). Para tal, decompde-se a matriz

A como:

A =XDX, (3.66)

19



onde D é uma matriz diagonal de autovalores e X é uma matriz de autovetores

correspondentes. Entao,

B(z) = L£7'((sXX™!'+XDX™")™)
= Xﬁ_l ((SI_I_D)—I) X—I.
Al (3.67)

O método da diagonal é aplicavel a problemas de transferéncia radia-
tiva em placa com espessura grande. Muitas vezes, o aumento da espessura da
placa ou da ordem da quadratura ocasionam problemas de overflow. Para eliminar
tal problema decompoe-se a solugdo LTSy em homogénea e particular que contém
somente direcdes positivas, 1 > 0, e negativas px < 0 [20]. E necessario lembrar-se
que as diregoes discretas p sao simétricas ao redor de p = 0. Por outro lado, fisi-
camente falando, isto corresponde a considerar a particula viajando da direita para
a esquerda com i < 0 e o mesmo para a particula viajando da esquerda para a

direita com p; > 0. Esta propriedade é conhecida como propriedade da invariancia

das diregbes discretas [15], desta feita,

B(z) = XePoX!
= XeP'*xX-! 4 XeP X!

= B*(z) +B (), (3.68)

cujos elementos das matrizes D" e D™ sio da forma:

d;; 1;i: >0

=] W (3.69)
0 d,‘j <0

2

di; d;; <0

dpeg O T8 (3.70)
0 dij >0
20
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com d;; os elementos da matriz D.

Utilizando-se da propriedade da invariancia e a decomposicao da matriz

B(z), descrita acima. a solu¢do LTSy pode ser reescrita como:
I(z) = B (z — z,)I(z,) + B™(z)I(0) + H(z), (3.71)

onde

Hiz) = f B*(z — 7)S(+)dr + /0 " B-(z — 7)S(r)dr. (3.72)

Para determinar as componentes desconhecidas I5(0) e I (z,) dos vetores I(0) e I(z,)

respectivamente, aplica-se as condig¢oes de contorno (3.25) e (3.26) encontrando:
(I B1(0)) 11(0) — Biy(—20)Ta(,) — Hy(0)
(I - B%(0)) Ia(z,) — Bai(20)11 (0) — Ha(s,)

I (zo)
I,(0)
(3.73)

neste ponto é importante salientar que todos os argumentos das exponenciais sao

Bh(-z.) BR(0) |
B%(0) Bg(z.)

negativos, portanto nao existe problemas de overflow.

3.7 Convergéncia

Nesta segao, discute-se a idéia adotada por Pazos, Vilhena e Renz [33]
que demostra a convergéncia da solucao proposta para o problema de transferéncia
radiativa dependente do tempo. Para tal, considera-se a equagao de transferéncia

radiativa dependente do tempo t:

10 5, 1 ’ '
Eaf(l;#:t)+fiaf(msﬁat)+th($nu:t) = f»fif(z,u,t)d# + q(@, u, t), (3.74)

sujeito as condi¢oes de contorno

1(0, pu, t) = A(p,t), w>0 (3.75)
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I(l,pu,t) = Blp,t), n<0 (3.76)

e condi¢ao inicial

I(iﬂﬂ..O) = Iﬂ(‘r P:)- (3'77)
onde
JS
k= > (3.78)

Tém-se diferentes opgoes para aproximar o problema exato [32], neste
trabalho considera-se o esquema Sy, para a variavel u e expande-se a intensidade
angular de radiagao numa série de polinomios de Laguerre na variavel t, reduzindo
o problema a um sistema de equacoes diferenciais ordindrias na varidvel x. Assim,

define-se as segintes matrizes:

K, = [%‘6,-3;] matriz de espalhamento associada;
M = [pibs;) matriz das ordenadas discretas;
Qm(z,t) = [q(z, pi, t)] vetor fonte;

Som = [0¢045] matriz de colissdo associada;
Ialz,t) = [Lilz, p,2)) intensidade angular de radiacéo;

Wi = [w;iby;] matriz dos pessos associada.

Entao, obtém-se um sistema de equacées com as correspondentes condicoes de fron-

teira:
10 0
ﬂ-a—tfm(a:, t) + Mma—fm(:r,t) + ¥ mdm(@:t) = KW Laz, 1) + Qnlz,t), (3.79)
c T

sujeito as condigoes de contorno
In(0,t) = An(t), i >0 (3.80)

Ikl t) = B lt], pi <0 (3.81)
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e condicao inicial
Lilz,0) = Timlz), (3.82)

expande-se a intensidade angular de radiagao Sy numa série truncada de polinomios

de Laguerre na variavel t, ou seja:

M
In(z,t) = Y~ Li(t) I (2), (3.83)
k=0

e substitui-se (3.83) em (3.79), obtendo-se,

M M d M
> Li®)In(@) + M Y- Li(t) = I5(2) + o Y Li(0) 5 ()
k=0 k=0 k=0
M
= KnWnY Li(t)I}(z) + Qm(z, ). (3.84)

k=0

A seguir, toma-se momentos e leva-se em conta as relacdes de ortogo-

nalidade descritas em (3.7) encontrando-se:

M
% S an(n) I (2) + Mma"’;f;(m) b5 I (@) = KWl (z) + O™ (z),  (3.85)
k=0

onde

1 o t i
apln) = W[o et Lo (£) L (t)dt, (3.86)
n 1 o =i
Qn@) = s [, € Qe DLt (3:87)

Aplicando-se a transformada de Laplace na varidvel espacial em (3.85),

M
% S a(M)To(s) + M (sTo(5) = I(0)) + 3 mTa(5) = KmWinTia(s) + Qa(),
k=0
(3.88)

e reescrevendo a equagdo (3.88) na forma matricial tem-se:

(sA +B)1I(s) = AI(0) + Q(s),
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cuja solugao é da forma

.I'\u Nn
I(x {Z e “JPA} AI(0)+ Z e~ P« Q(z), (3.89)
k=1

e o asterisco denota a convolucao.

Considerando-se hipoteses na aproximacgao do termo integral, prova-se
que a solugao proposta converge para a solucao exata quando N — oco. Apresenta-

se a demostracdo para o intervalo fechado X = [0, L] e define-se o erro da solugéo,

conforme Pazos [33], como:

Ew i, ) =1{2)2, fl)) = k2 ik), para todkom =1,..., N, (3.90)

e o erro de truncamento na aproximagao do termo integral:

N
ro(z,t) = / [z, t, i) dp = S wal (2, t, i), (3.91)

L n=1
onde I(z,t, ) é a solugdo exata para a intensidade de radiacio na direcdo ., e

In(z,t) é solucao devido ao método proposto também na dire¢ao p,,.

Com estas definigbes obtém-se a seguinte formula entre ambos os erros,

% Em (z,1) -l-,um% Em (T,t) + 01 € (2,1) Z Wnknm €n (2,t)+7(z,t) (3.92)

n=1

para todo m=1,..., N,,. Agora, expande-se os erros em uma série truncada de polinomios

de Laguerre para a variavel t,

€m (z,t) = k—{l (m)Lk(t)
; (3.93)
7(z,t) = Tilo 7 () Li(t)
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a partir desta expansdo. determina-se as normas

“EKH - \/2! fﬂ Zm--'l wm(ef;; (I)]le‘

(3.94)
7] = vt B @)y2da
substitui-se os erros na equagio (3.92) e encontra-se:
M d M d M
Z € "()dth()nL,umZE- ()Lgt)+rr¢Z€ z)Li(t) =
k=0 k=0 2T k=0
M M
= Z R - Z €n (@)Li(t) + > (=) Li(t), (3.95)
k= k=0

esta equacao é multiplicada pelo polindmio de Laguerre L;(t) e~ e entdo é integrada

com respeito a variavel t

d ) M y o Nn ) o )
(pm=— €% (2)+3_ (k) €, (@)+(3)or €], (2) = @5 2w €l (2)+() 57 (2),
k=0 n=1

(3.96)
onde aj(k) = [5° L;(t )f—yLk(t)dt. Agora esta equagido é multiplicada por €7, (z) e

integrada com respeito a x obtendo-se:

9% [(eh @) - (e O) 43 ou(0) [ € (@) € @ [ e 0]

Nn

"*"an f el, (@) € () + ()2 f! €, 7 (z)dz. (3.97)

— - . ; 2 ; 2

Este primeiro termo do lado direito da equagdo, &2 [(egn (1))" = (&2, (0)) ] >0
porque os coeficientes €7 (x) da expansdo em polinémios de Laguerre e o erro do
fluxo aproximado €, (z,t) sdo nulos para x=0 ou x=1. Depois de alguma manip-

ulacao algebrica, o restanten da inequagao é multiplicada com w,,,assim tem-se:

an

03/02

m=1

wn (€2, (m))2 < ‘% A [Z w, € (m)] d:c+ [Z W €, ] 7 (z)dz

(3.98)



Aplica-se a inequagao de Cauchy-Schwarz em cada termo do lado direito. da equacio:

N L
i w,, € W/ W e;; (x) Z Wiy AZ“ Wy, (Efn (:1;))2“" ;
m=1 m=1 m=1
(3.99)
obtem-se a relacao
12 a2 V20, 2 .
2loy “e’” < 2oy "e’” - /J wm E"r (z )) |‘r’(a:)|dx. (3.100)
o \m=1

Aplica-se na forma integral a inequagio de Cauchy-Schwarz no 1ltimo termo do lado

direito da equacao:

2lo; ||ej“2 < 2lo, |

o + el ). 3101

Finalmente, obtem-se

||| < <= “TJH (3.102)

= Ts

inequagao valida para todo j = 0,..., L. Se o erro de truncamento na formula da

quadratura tender a zero, entdo 77(x) tende a zero também e assim ||77| — O.

A iltima desigualdade indica que o erro no fluxo aproximado é um fator
de truncamento na férmula da quadratura . Se para todo j =0: L, ||77|| — 0,assim

para todo 7 =0: L, ||| — 0.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Para analise da formulacao proposta implementou-se um programa em
linguagem Fortran 90. Para inverter a matriz My (s) utilizou-se o método recursivo
de inversdo que combina o método de Schur com o método do particionamento
e ainda o pacote matematico LAPACK. A convolugdo que aparece em (3.61) foi
resolvida numericamente utilizando a regra do trapézio. Cabe ainda ressaltar que

as unidades aparecem adimensionalizadas.

Considera-se o problema de transferéncia radiativa dependente do tempo

em uma placa plana, com os seguintes parametros L = 0,1, ¢c =1, 0 =1, 0, = 1,

I(0, pu,t) = 2 para >0, I(L,p,t) =0, para p<0eI(z,p,0)= 1%

Os resultados encontrados pelo método proposto para a temperatura

definida como,

! ) )
Tf(r,t)=/_lf($,#1t)d#,

sao apresentados nas figuras 4.1 até 4.7 para M variando de 54 até 100, N=2,
considerando-se 10, 20, 30 pontos na regra do trapézio e o tempo variando de 0,1 até
5. Mostra-se os resultados encontrados por Szilard e Pomraning [43] para N = 16

na figura 4.15.
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Figura 4.1: Temperatura de radiagdo para o t =0,1 (Vermelho M=98, Verde M=99, Azul
M=100).
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Figura 4.2: Temperatura de radiagdo para o t =0,5 (Vermelho M=54, Verde M=55, Azul
M=56).
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Figura 4.3: Temperatura de radiacdo para o t =1 (Vermelho M=83, Verde M=84, Azul
M=85).
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Figura 4.4: Temperatura de radiagé@o para o t =2 (Vermelho M=60, Verde M=61, Azul
M=62).
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Figura 4.5: Temperatura de radiag¢do para o t =3 (Vermelho M=64, Verde M=65, Azul
M=66).
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Figura 4.6: Temperatura de radia¢do para o t =4 (Vermelho M=87, Verde M=88, Azul
M=89).
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Figura 4.8: Temperatura de radiag¢do para o t =0,1 (Vermelho M=20, Azul M=40,
Rosa M=60, Verde M=80, Amarela M=100).
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Figura 4.9: Temperatura de radiagdo para o t =1 (Vermelho M=20, Azul M=40,
Rosa M=60, Verde M=80, Amarela M=100).
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A seguir apresenta-se nas figuras 4,10 até 4.16 a influéncia do niimero de
pontos utilizados na regra do trapézio para o calculo de fonte. Para tal, considera-se
o valor de M convergido nos casos analisados e toma-se 10, 20 e 30 pontos na regra

do trapézio.
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Figura 4.10: Temperatura de radiagdo para o t =0,1, M=100 (Vermelho P=10,
Verde P=20, Azul P=30).
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Figura 4.11: Temperatura de radiagéo para o t =0,5, M=56 (Vermelho P=10,
Verde P=20, Azul P=30).
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Figura 4.12: Temperatura de radiag¢do para o t =1, M=85 (Vermelho P=10, Verde
P=20, Azul P=30).
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Figura 4.13: Temperatura de radiagéo para o t =2, M=62 (Vermelho P=10,

Verde P=20, Azul P=30).
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Figura 4.14: Temperatura de radiagdo para o t =3, M=66 (Vermelho P=10,

Verde P=20, Azul P=30).
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Figura 4.15: Temperatura de radiagdo para o t =4, M=89 (Vermelho P=10, Verde
P=20, Azul P=30).
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Figura 4.16: Temperatura de radiagdo para o t =5, M=87 (Vermelho P=10,
Verde P=20, Azul P=30).
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Analisando-se os resultados mostrados nos graficos das figuras 4.1 a
4.7, observa-se a convergencia numeérica da solugao proposta, uma vez que. as curvas
encontradas para trés valores proximos de M em todas as figuras, apresentam uma

boa concordancia ou coincidéncia,
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5 CONCLUSOES

Tendo em vista que a meta desse trabalho constitui-se no estudo da
viabilidade da aplicacdo combinada dos métodos espectral e LTSy na solucao da
equagao de transferéncia radiativa dependente do tempo em uma placa plana, consi-

derando-se espalhamento isotrépico. e nao a precisao dos resultados, acredita-se que

o objetivo foi alcangado.

Essa afirmativa, justifica-se pelos seguintes argumentos: inicialmente
provou-se a convergéncia do método proposto para solugdo exata [33], e mostrou-se
que a curva dos resultados obtidos por este método para N=2 apresentam a mesma

forma das curvas de Szilard e Pomaring [43] para N=16.

Concluindo, observa-se que, obviamente, a precisao dos resultados pode
ser melhorada aumentando-se N, a ordem de quadratura de Gauss , e M, a ordem de

truncamento da aproximacdo em polinomios de Laguerre, o que é confirmado pela

conveérgencia da solugao proposta.

Como trabalho futuro sugere-se a implementagao do algoritmo de di-
agonalizagao da matriz simbdlica LTSy bem como seu scaling na solugao proposta,
para permitir a aplicagao deste método a placas de grande espessura e problemas

de transferéencia radiativa fortemente anisotépico.
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