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RESUMO 

:\!'este trabalho, aplicamos o método LTSN na solução de um problema 

inverso de condições de contorno em teoria de transporte. Para o problema inverso 

considerado aqui, supomos que a densidade de radiação é conhecida em cer tos po11-

tos no interior do domínio c então procuramos determinar que funções geram tal 

densidade. A motivação para, este trabalho vem do campo da radioterapia , uma veh 

que é difícil a determinação das características da radiação incidente ua superfície 

externa do corpo que deve origiuar a dose desejada uo interior. Propomos duas 

abordagens: urna que pode ser aplicada independentemente do môtodo usado para 

resolver a equação de transporte c a outra associada especificamente ~t formulação 

LTS ,y. Apresentamos resultados numéricos para diferentes tipos de <:oHdic.;ê><'s d<' 

contorno até a aproximação LTS12· 
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ABSTRACT 

In this work wc applied the LTS,v mcthod to the solution of an inverse 

boundary-condition problem in transport theory. For the invcrse problem considered 

hcrc, wc suppose that thc radiation dcnsity is known at certain positious within thc 

mcdium, aud wc thcu seek to determine what functions that can induce such a 

radiation deusity. Tlw motivation for this problem comes from thc field of radiatiou 

thcrapy, whcrc it is oftcu a difficult task to predict thc angular shapc and strcngth 

of an cxposiug radiatiou bcam incident on the surfacc of the body that will giYc risc 

to a desircd intcmal dose. \Ve proposc two approaches: thc first mw can be applicd 

iudepcndent of tlw rncthod uscd to solve thc trausport cquat ion and thc sccond onc 

is spccifically associated to thc LTS,v formulatio11. \V<' prcscut Immcrical rcsults for 

diffcrcnt typcs o f houudary-coudi tions until LTS 12 approximatio11. 
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1 INTRODUÇAO 

~a solução de problemas diretos, em teoria de transporte, o objetivo é 

normalmente a determinação da distribuic.;ão de partículas no interior e emergentes 

de um meio específico, a partir de condições iniciais c distribuição incidente conhe-

cida. Os problema~ inversos se caracterií\am fundamentalmente pelo fato de que uma 

ou algumas dessas coudições não são couheeidas, ou seja, o objetivo é exatamente o 

de determinar as propriedades e/ou o tamanho do meio, ou ainda, as características 

do contorno desconhecido. 

Os problemas inversos constituem uma classe de problemas de iu teresse 

em teoria de trausportc que vêm sendo estudados ao longo dos anos motivados por 

aplicações em diversas áreas de engenharia c física COlHO, por exemplo, a medicina 

nuclear. Dois tipos chissicos de problemas são mais roHmmcntc abordado~. cante-

tcribados pelo fato de que uma vez conhecida a distribuição de partítulas uo meio, 

procuramos determinar as características desse meio através do qual as partículas se 

propagam [8, 14] ou fontes [12, 16, 17] que tenham gerado essas partículas. Tmnbém 

são tratados problemas de determinação da coudição inicial [18]. Em trabalho re-

ccnte, :\kConnick [13] apresenta uma completa revisão sobre essa c:lasse de problc-

rnas na área de transferência radiativa. 

Há poucos anos atrás, motivados pela abordagem de problemas de pia-

nejamcnto de doses em tratamentos de radioterapia, Barichcllo c \ ' ilhena [L 3] 
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propuseram um novo tipo de problema inverso, que pode ser dito de "condições 

de eontorno,. Esse problema se caracteriza pela determinação das intensidades de 

radiação incidentes na fronteira do domínio, a. partir do conhecimento dos valores 

da densidade de radiação em pontos interiores do mesmo. Na verdade, a proposição 

desse novo tipo de problema se baseou fortemente, além da motivação acima exposta, 

na possibilidade de solução do mesmo pelo Ill<~todo LTSN [4, 22], cuja formulação 

relaciona diretamente a intensidade de radiação em qualquer pouto do domíuio. com 

a intensidade de radiação na fronteira. ~esse contexto, foram apresentadas soluções, 

para esse tipo de problema inverso, em meios linearmente anisotrópicos e cuja dis

tribuição dada foi obtida a partir da condição de contorno do tipo constante [1]. 

Recentemente, uma nova abordagem [2] permitiu que esse tipo de pro

blema inverso pudesse ser resolvido indepcudcntcmeutc do método que se use para 

soluciomu a equação de transporte. Essa nm·a proposta s<' baseia na expansão da 

condição de contomo em termos de urna base c de uma apropriada decomposição 

do problema direto em função dessa expansão. Alguns resultados llltrrH~ricos foram 

obtidos com o método dos harmônicos esféricos [2]. 

Neste trabalho, o método LTS,y será aplicado) juntamente con1 esta 

nova proposta [2], para a obtepc.;ão de resultados para o problema inverso com 

condições de contorno rnais geuéricas, incluindo reflexivas, bem <:orno para pro

blemas com mais alto grau de anisotropia. Além disso) uma mudanç<.t de base na 

solução LTSN, recentemente implementada [5J, será testada para cornparação dos 

2 



resultados obtidos anteriormente [1 , 3], por esse método especificamente. Assim 

sendo, no capítulo 2, definimos o problema e apresentamos a proposta de solução 

que poderá ser usada de forma mais geral. Os resultados numéricos serão obtidos 

pelo método LTSN, que serA descrito no capítulo 3, bem como as caraeterísticas 

específicas dessa formulação que permitem uma solução do problema inverso dife

rentemente da. que foi apresentada no capítulo 2. Resultados numéricos obtidos a 

partir das duas formas de solução são mostrados uo capítulo 4, até a aproxirnação 

LTS 12 . Finalmente, alguma~:> conclusões são apresentadas no capítulo 5. 
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2 O PROBLEMA INVERSO 

2.1 Introdução 

O problema inverso abordado nesse trabalho é caractcri~ado por ser 

um problema de dctcrmiHação da intensidade de radiação incidente num domínio, a 

partir do couhecimento da densidade de radiação em pontos interiores desse domíHio. 

Como já comentado, a solução desse tipo de problema tem importância c aplicaçâo 

no planejamento de doses em radioterapia, uma ve?- que gostaríamos de determinar 

as características da radiação iucidcnte na superfície externa do corpo que deveria 

originar a dose desejada no interior. 

::.Jotarnos que a análise de aplicações práticas da radioterapia po<k. em 

geral. ser baseada em urn modelo matemático mais complexo que aquele considcntdo 

aqui, que uesse caso pode vir a requerer métodos estritamente numéricos. Por isso, o 

modelo simplificado considerado aqui deve ser entendido como uma sug<'stão inicial 

de modelagem que ainda, pode ser tratada seguudo a abordagem analítica. 

4 



2.2 Formulação 

Consideremos a equação de transferência [9] para a intensidade de ra-

diação I ( r , Jl) , 

(2.2.1) 

onde r E (0, r 0 ) é a variável ótica, f1 E [-1, 1] é o eosseno do ângulo polar, medido 

do eixo posit ivo r, usado para descrever a direção de propagação da radiação c w é o 

albedo para espalhamento simples. Além disso, os /31 são os coeficientes da expansão 

em polinômios de Legcndrc da lei de espalhamento. 

Para problemas diretos em transferência radiativa. nonnalrncutc para 

a equação (2 .2.1 ), ternos as seguintes condições de contorno: 

c 

1(0, p,) = F1 (Jl) + rrr 1(0, -Jl) + 2p~1 t 1(0, -p' )p' dp' 
.lo 

(2.2.1o) 

(2.2.1b) 

pa.ra ft E (0, 1] . F1( Jt) c F2(JL ) são consideradas dadas c, r/'(j c fJ~. para 3 = 1 c 2, 

são, re~;pcctivamentc, os coeficientes para. reflexão especular c difusa. 

Para o problema inverso considerado aqui [3], supomos que a dcusidadc 



de radiação 

(2.2.2) 

é conhecida em certas posiGÕes { T;} dentro do meio e então procuramos determinar 

que funções F1 (J.l) c F2(p,), para p E (0, 1], podcrn iudu;ár tal densidade de radiação. 

Corno proposta para solução desse problema, formulamos c resolvemos 

dois conjuntos de problemas diretos: o primeiro conjunto. para k = O. L ... , k1, 

expresso pela cqmH(ão d<' tranfcrência. 

(2.2.3) 

para TE (0, To) c fL E [- 1,1] c com condições de contorno 

(2.2.3.u) 

c 

(2 .2.3./J) 

para fl E (0,1]. O seguudo conjunto, para k = O, 1, ... , k2, expresso pela <'quação 

de transferência 

(2.2.4) 

6 



para T E (O , To), fJ. E [ - 1, 1 J e condições de contorno 

(2.2.4.a) 

(2.2 .4.b) 

para. f.L E (O, 1}. Usamo~ {Hk} para denotar um conjunto de funções base que, a 

princípio, podem ser quaisquer. 

Se resolvermos estes dois conjuntos de problemas básicos c determinar-

mos, para k = O, 1, ... , /,; 1, a densidade de radiação 

(2.2.5) 

c para k = O, 1, .... k1 . a dem;idade de radiação 

(2.2.6) 

podemos aproximar a densidade de radiação definida. ua equação (2.2.2) por 

(2.2. 7) 

onde as constantes { u.k} e { bd são determinadas fazendo <Í>( T) coincidir com a 

densidade de radiação desejada <I>( T) em /,;1 + k2 + 2 posições {Ti}. Dessa forma , 
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resulta que 

k. ~'2 

L.:>l·k:=:l: (ri) + Lúk:=:~(ri) =<I>( ri), (2.2.8) 
k=O k=O 

para 't 1, 2, . . . , k1 + k2 + 2. Uma vez que este sistema de equações lineares é 

resolvido para {a~,;} c { b~,;}, segue que podemos encontrar as condições de contorno 

desejadas 

kl 

F I (p.) =L (l.~:Hk(f.l.) (2.2.9) 
k=O 

c 

k. 

F2(fJ.) = L h~.:Hk(fi.) (2.2.10) 
k=O 

para 11 E (0, 1] . .:'-iot.amos que nossa solução, dada pelas equações (2.2 .9) <' (2.2.10), 

é iudependentc do método usado para resolver os problemas básicos defiuidos pelas 

equações (2.2.3) c (2.2.4). 

Uma das propostas deste trabalho é utilizar o método LTS.\· para ob-

tcnção de resultados numéricos através dessa formulação. Para tanto, no capítulo a 

seguir descreveremos suscintamcntc a formulação LTS N . 
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3 MÉTODO LTSN 

3.1 Formulação 

Consideremos a equação de t ransferência [9] para a intensidade de ra-

diaçào f(T, p.), 

éJ L I 

I' o/< r,") + I (r, ,,) = ~ r; ,6,P,(I' )L I', (I'')I (r, ,i)d!i + Q( T, "), 

I 

(3.Ll) 

com condições de contorno 

1(0 J1) = FI (J..L), f.L >o (3.1.1a) 

c 

(3.1.1b) 

Aqui , como no capítulo anterior, T E (0, To) é a variável ótica, J.L E [-1, 1] é o 

cosseno do ângulo polar, medido do eixo poi-iitivo T, usado para descrever a direção 

de propagação da radiação, w <! o albedo para espalhamento simples e os .ô1 são os 

coeficientes da expansão dos polinômios de Legendre da lei de espalhamento. Além 

disso, Q( T, p.) é o termo de fonte. 

9 



A aproximação SN elo problema de transferência radiativa (3.1.1) é 

obtida basicamente pela discretização da variável angular f.L. Assim sendo, o termo 

integral da equação (3.1.1) é aproximado por quadratura de Gauss de ordem N, 

resultando em um conjunto de equações diferenciais ordinárias 

/, N 

dlm( r) ( ) w ~ ( ) ~ ( ) ( ) ) fi.,, dr + Im r = 2 ~ fltPt Jl.m ~ Pt fl·k !~,: r wJ.: + Qm (T , 
1=0 k=l 

(3.1.2) 

para rn = 1,2, ... ,:-.i, ?'.J par c condições de contorno 

J.L >o ( 3.1.2a.) 

I ,(ro) = F2(p.,, ), fi.< O. (3.1.2lJ) 

Os f.Lm, raí;~,cs do polinômio de Lcgcndrc de N-ésimo grau, são simétricos<' ordenados 

tal que 

-1 < f.LN < · · · </.I.~+ I < 0 < Jl.~ < · · · < fl.t < 1 (3.1.3) 

c wJ.. são os respectivos pesos da quadratura de Gauss. Ainda. ua uotação acima, 

Im(r) = I (r,fLm) c Q,(r) = Q(T,f.L,) . 

Para a resolução do problema de ordenadas discretas (3.1.2), através 

do método LTS,v, inicialmente aplicamos a transformada de Laplace ua variável 
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espacial, na equação (3.1.2), reescrita como 

<:om rn = 1, 2, .. . ,N , obtendo a equação para a intensidade ele radiação t ransformada 

l N 
- ) 1 - ( ) w L. P, ( ,1., ) L. -:;!"'(:; + -Im s - - ,B, P,(Jlk)h (s )wk 

11 ') '1 
"' - 1= 0 t "' 1.:= I 

( 3.1.5) 

sendo que a barra denota a transformada de Laplace, 

(3.1.6) 

e m = 1. 2, ... ,:\. A equação (3.1.5) representa um sistema liucar algôbrico de N 

equações c ::J iueóguitas, dado ua forma matricial por 

AN(s)I (s) = I (O) + S(s). (3.1.7) 

A ma.tri ;~, AN( s) é de ordem )i c pode ser escrita como 

(3.1.8) 
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sendo que I é a matrib identidade de ordem N c a. ma.tri/, A tem elementos 

se 2 = J 

a;_j = (3.1.9) 

se i # j . 

Ainda 

7 1 (,c;) 

l (s) = 
72(,c;) 

(3.1.1 0) 

JN(s) 

c 

! 1 (O) 

I (O) = h( O) 
(3.1.11 ) 

I N( O) 

esse último é o vetor cujas componentes repre:-;entam a intensidade de radia<.;ão em 

cada direção calculada em í = O e, finalmente, 

S(s) = (3.1.12) 

Para a resolução da equa.ção (3.1.7), <~ necessário que se dctenniuc a 

inversa da matriz A N(s ). Urna fórmula analítica para a iuversào desta matriz foi 
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obtida por Oliveira [15], resultando que A;/(s) é da forma 

N- lp N-2p p p A-1(s) = s N- 1 + s N-2 + · · · + s 1 + o 
N dct AN (s) ' 

(3.1.13) 

com as matrizes P 's definidas em [15]. Assim, por (3.1.7), 

l (s) = A~/ (s)I(O) + A j::/ (s)S(s), (3.1.14) 

e, conscqucntcmcnte, 

(3.1.15) 

Sendo 

(3.1.16) 

(3.1.17) 

temos 

l (T) = B ( T)l (O) + B (T) * S( T). (3.1.18) 

13 



onde 

B(7) * 5(7) = 1r B(7- :c)S(:c) dx. 
:r:=O 

(3 .1.19) 

De acordo com (3. 1.13), cada elemento de AN-1 (s) <~um quociente de polinômios em 

s e, portanto, a transformada. inversa de Laplace pode ser calculada analiticamente 

pela técnica de expansão de Heaviside, resultando que 

l\ ' 

B (7) = L Pke8
k

7
, ( 3.1.20) 

k=l 

onde sk são as :-J raí1.cs do determinante da matriL, AN(s ), que também podem ser 

obtidos corno autovalores da matriL. -A c Pk são as :-J matrizes coeficientes, prove-

aicnt<'S da iuversão da transformada de Laplace. 

É i111portante observar que neuhurna aproximação foi feita ao longo da 

derivação da solução da aproxima~ão SN. E, assim, dizemos qu<' o método LTS .\· 

estabelcc(' urna solução analítica para o problema de ordenadas discretas unidimen-

sional. :-Jo entanto, <~ importante salientar que na expressão (3.1.18), conllccemos 

apc1ws as i~ primeiras componentes do vetor I ( O). dados pelas condi<.;Õ(~S de contorno 

(3.1.1a). Para a determinação das restantes 'Í cornpouentes desc:ouhecidas, aplica-

mos em (3.1.18) as condições de contorno em 7 = To dadas por (3.1.1b) . ficando 

assim completamente estabelecida a solução. 

Outro aspecto a ressaltar é que como a rnat ri;, B ( 7) eu volve expouen-

ciais, ao aumentarmos o :-.I . aumentam as raí~es s~.; c temos problemas computac:io-
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nais de overflO\Y, bem como se aumentarmos a. espessura da placa. Para solucionar 

este problema, foi desenvolvido por Barichello et al. [5] uma mudança de base c a 

equação (3.1.20) foi reescrita como 

f!. ., 

B · (r) = :f )1\e- sk(ro- r)+ pk+~c-skr] ~JJ..: >o. (3.1.21 ) 
k=l 

Assim, teremos: 

( 3.1.22) 

onde I w(O) é um novo vetor de incógnitas, relativamente à equação (3.1.18). P ara 

conhecermos I w(O) aplicamos as ?'-l' condições de contomo agora em (3.1.22). Este 

procedimento tem se mos trado bem mais vantajoso computacioualmentc. 

3 .2 O M étodo LTS iV e o Problema Inverso 

Como já foi dito anteriormente, a proposta de solução, apresentada no 

capítulo 2, para o problema inverso tratado nesse t rabalho. é aplicável a diferentes 

métodos qu<' possam solucionar o problema direto. ;\o entanto. características cs-

pecífic:as da formulação LTSx pcnnitem ainda un1 outro tratamento para esse tipo de 

problema inverso. )la verdade, da equação (3.1.18), considerando, por simplicidade, 
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o problema homogêneo, 

I (r) = B( r)I (O), (3.2.1) 

onde 

l'l' 

B ( r) = I: 'Pke·~~.T, (3.2.2) 
k=l 

vemos, em (3.2 .1 ), que existe uma relação entre a intcn~idade de radiação 110 co11-

torno r = O e em qualquer outro ponto do domínio. Sendo b;.j os elcrnento~; da 

matriz B (r), de (3.2.1) c de (3.2.2), 

N 

[,(r ) = L brn.j(r)Ij(O). (3.2.3) 
j =l 

Portanto, partindo da definição da deusidade de radiação aproximada, 

N 

<Í>( r;) = I: Ij( r; )wj, (3.2.4) 
j= l 

ou seja, 

(3.2.5) 

substituiudo (3.2.3) em (3.2.5) c rcarranja11do os termos, 

N N 

<Í>(r;) =[L bm.t(r;)w,}I t(O) +· ·· +[I: brn ,x(r;)w,}f:...-(0) . (3.2.6) 
m=l m=l 
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Obtemos um sistema linear de ordem N, cujas incógnitas são exatamente os valores 

da intensidade de radiação em T = O em cada uma das direções. Para obtermos 

solução única para esse problema, precisamos que o número de pontos T;, onde a 

densidade de radiação é conhecida, seja igual a N. O sistema (3.2.6) pode ser reescrito 

C!( O) = <Í>( T; ), 

onde 

C = 

!1 (O) 

1(0) = 

h r(Ü) 

e 

<Í>(TJ) 

<Í> (7;) = 

<Í>(T:V) 

17 

(3.2.7) 

bJ.N('TN )wl + · · · + b.v.N( T :\' )ws 

(3.2.8) 

( 3.2.9) 

(3.2.10) 



temos que 

Depoi~ de encontrados os valores da intensidade no contorno r O, 

N 

Im( ro) = L bm ,j(ro) Ij(O) , 
j= l 

N 
m= 2 +1 , ... , N , (3.2.11) 

que represent a a intensidade emergente na fronteira r r0 em cada uma das 

direções. 

Esse t ipo de formulação foi testado anteriormente em problemas cou1 

anisotropia liuear [1 , 3] se mostrando invic\vel para o tratamento de pontos que não 

estivessem próximos ~t fronteira c, mesmo nesse caso, aumentando rapidamente o 

mal condicionamento do sistema ( 3.2. 7) com o aumento de N. 

Nesse trabalho, implementamos esl:ia formulação juntamente colll a mu-

dauça no tratamento das exponenciais descrita em (3.1.21). Ncss<' caso. 

(3.2.12) 

c, então. depois de calcularmos r · (o), eomo em (3.2.6), determinamos 

N 

fw(O) = L b;n)O)Jj(O), 
j=l 

N 
rn=1,2, .. . ,

2
. (3.2.13) 

Testamos esse procedimento para os problemas tratados ern [1] c outros com maior 

grau de a uisotropia c condições d<' contorno mais genéricas. cujos resultados serão 

apresentados no Cétpítulo seguinte. 
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS 

4 .1 Descrição Geral 

Para a obtenção dos resultados numéricos, formulamos um programa 

em liuguagem FORTRAN. Para o cálculo dos autovalores da matri;t, -A (raízes do 

cletenniuantc da matriz A N(s )), usamos a subrotina RG (que implemcnta o algo-

ritmo QR) c para a resolução dos sistemas lineares envolvidos, usamos as subrotinas 

DGECO c DGESL (eliminação ele Gauss), todas elas do pacote matemático Lin-

pack [10]. JA para a inversão da matriz AN(s), utilizamos o algoritmo de Tr;mska 

[20, 21], que mostra limitações computacionais para. valores graHdcs de ')J c, por esse 

motivo. nossos resultados são apresentados até N= 12. Essa, no entanto, não deverá 

ser urna restrição para t rabalhos futuros, uma VC;t, que foi desenvolvido [6 . I] um 

método recursivo para inven;ão dessa matriz simbólica que já garante resultados at~ 

N aproximadamente igual a 390. O referido método é apresentado 110 aaexo A-1. 

Usamos uma lei de espalhamento específica. para gerar uma tabela dos 

coeficientes {p1} afim de testar nossa técnica de solução, a lei de espalhamento bi-

uomial [11], 

. _ ( 2l + 1) (L + 1 - l) B 
Pl - 2l - 1 L+ 1 + l ' l-I, l = 1, ... ,L (4.1.1) 
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e f3o = 1. 

Por uma questão de clarc;~,a, utiliímmos, neste capítulo, o termo "for

mulação 1" para referenciar a solução para o problema inverso apresentada. no 

capítulo 2 e ':formulação 2'' para aquela apresentada no capítulo 3, especificamente 

para o método LTS N. 

Para a formulação 1, apresentamos resultados usando H~.: = P2k(p.), 

para /,; = O, 1, .. . , /.;1 , como o conjunto de funções base, oudc Pn( fl. ) deuota o po

linômio de Legendre de ordem 11. Além disso, por questões de simplicidade, con

sideramos o caso onde não há radiação incidindo na co11dição de <:ontomo direita. 

Para tratar esse caso, usamos k2 = -1 uo nosso formalismo c, então, o segundo 

conjunto de problemas diretos, definido por (2.2.4), uão <~calculado c as smnas {b!.:} 

nas equações (2.2. 7) c (2.2.8) podem S<'r ignoradas 11a resolução do problema. 

Fiuahnentc, para todos os exemplos, avaliamos a condição d<' contorno 

F 1(p.) para fl·m >O, rn = 1, ... , lf (positivos), obtida aproximadamente<' compara

mos com a condição de contorno exata. Ainda, consideramos a densidade de radiação 

conhceida em diferentes números de pontos, em diferentes posições no interior do 

domínio. 
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4.2 Aplicações 

Inicia lmente, tratamos algumas aplicações com a ':formulação 1" . 

~o primeiro caso, tornamos , w = 0.99, To = 100.0, diferentes graus de 

anisotropia L < !V c não consideramos reflexão especula r ou difusa (p~ = O, p~~ = 0). 

Resoh·emos, usando o método LTSN , o problema direto definido por (2.2.3) , s ujeito 

hs equações (2.2.3a) c (2.2.3b) com 

k, 

F, (p,) = L p2k(Jl ), ( 4.2.2) 
k=O 

nos pontos T; , conforme descrito abaixo. 

Utiliímmos, inicialmente, a aproximação LTSs a parti r de valores conh<'-

ciclos da intensidade de radiação em pontos próximos h fronteira esquerda, 7 = O, 

5 c 10 <' em pontos distribuídos HO domínio, T = O, 50 e 100, respect ivamente. com 

espessura To = 100.0 c grau de anisotropia L = 7. Os resultados são apresentados 

Has tabelas 4.1 c 4 .2. 

Tabela 4.1: Problema. inverso - LTS8 - intensidade de radiação tomada em r = O. 5 
c 1 O para o primeiro caso 

F, (!1) exata calculada 
F, (p ,) 2.520529 2.520529 
F, (J12) 1.209293 1.209293 
F, (113) 0.587301 0.587301 
F, (/1,,) 0.804245 0.804245 
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Tabela 4.2: Problema inverso - LTSs - intensidade de radiação tomada em 7 = O, 
50 e 100 para o primeiro caso 

FI (JJ.) exata calculada 
FI (JJ.I) 2.520529 2.520529 
FI (JL2) 1.209293 1.209293 
FI (JJ.3) 0.587301 0.587301 
FI (JLIJ) 0.804245 0.804245 

Observamos que tomando pontos, como por exemplo, 7 = 2, 5 c 10, 

ou seja, sem o ponto 7 = O, obtivemos os resultados para F 1 (fl ) coincidindo com os 

resultados exatos para LTSs c para LTS12, como apresentado nas tabelas anteriores. 

Para este caso, esperamos encontrar os coeficientes {o 1.:} iguais a uni-

dade, j á que a base { Hk(!;,) } escolhida é exatamente igual it função F1 (p) I omada na 

coudição de contorno, que são os polinômios de Lcgendrc de ordem par. :-Ja verdade. 

essa primeira aplicação foi assim escolhida para que a precisão dos co<'ficicntcs {a !c} 

pudessem servir como base para a análise da precisão dos resul tados obtidos pelo 

método proposto. 

O mesmo problema foi resolvido usando a aproximação LTS 12 a partir 

de valores conhecidos da intensidade de radiação em pontos próximor; it front eira 

esquerda, 7 = O, 5 c 10 c em pontos distribuídos uo dornínio, T = O, 50 c 100 , rcs-

pectivamentc, com cspessura70 = 100.0 c grau de anisotropia L= 11. Os resultados 

são apresentados nas tabelas 4.3 c 4.4. 
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Tabela 4.3: Problema invcrl:>o- LTS12 - intensidade de radiaGão tomada em 7 = O, 
5 c 1 O para o primeiro e as o 

FI (!l) exata calculada 
FI (111 ) 2. 768339 2.768339 
F1 (11.2 ) 1.959112 1.959112 
Ft (11-3) 1.078480 1.078480 
Fl ( !lt~ ) 0.619440 0.619440 
Ft (p.;s) 0.650664 0.650664 
FI (JlG) 0.840788 0.840788 

Tabela 4.4: Problema inverso - LTS 12 - intensidade de radiaGãO tomada em 7 = O, 
50 c 100 para o primeiro ca1:>o 

FI (Jl.) exata calculada 
FI (/.LJ ) 2. 768339 2. 768340 
Ft (112) 1.959112 1.959112 
FI (fi.J ) 1.078480 1.078480 
Fl(/1-t~) 0.619440 0.619440 
Ft (p.5) 0.650664 0.650664 
Ft (fi.G ) 0.840788 0.840789 

Aumentamos o número de pontos do interior do domíuio, ou seja, to-

mamos seis pontos c analisamos os casos a seguir: usando a aproximaGão LTS8 a 

partir de valorel:> conhecidos da intensidade de radiação em pontos próximos h fron-

tcira esquerda, 1 = O, 2, 4, G, 8 e 10 c nos pontos distribuídos no domínio, 1 = O, 20, 

40, 60. 80 c 100, respectivamente, com espessura 1 0 = 100.0 c grau de anisotropia 

L = 7. Os resultados são apresentados nas tabelas 4.5 c 4.6. 
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Tabela 4.5: Problema inverso- LTSs- intensidade de radiação tomada em T = O, 2, 
4, 6, 8 e 1 O para o primeiro caso 

F, (J.t) exata calculada 
F, (p.,) 2.588108 2.588108 
F, (J.t2) 1.127350 1.127350 
F1 (113) 0.651363 0.651363 
F, (J.Lij) o. 780216 0.780216 

Tabela 4.6: Problema inverso - LTSs - intensidade de radiação tomada em T = O, 
20, 40, 60, 80 c 100 para o primeiro caso 

F, (J.L) exata calculada 
F, (J.LJ) 2.588108 2.588017 
F, (J.t2) 1.127350 1.127714 
F, (Jl3) 0.651363 0.650872 
F, ( J.tt~) o. 780216 o. 780483 

Para a aproximação LTS 12 a partir <k valon•s conhecidos da iuteusiclad<' 

de radiação nos pontos T = O, 2, 4. 6, 8 e 10 c também nos po11tos T =O. 20, -lO, 60, 

80 e 100, respectivamente, com espessura To= 100.0 c grau de anisotropia L = 11, 

os resultados obtidos são apresentados nas tabelas 4. 7 c 4.8. 
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Tabela 4. 7: Problema inverso - LTS 12 - intensidade de radia<;ão tornada em 7 = O, 
2, 4, 6, 8 c 10 para o primeiro caso 

F, (fl.) 
F, (Jl t) 
F, (JJ.2) 
F1 (JJ.a) 
F, (JJ.") 
F, (J.Ls) 
F1 (JJ.a) 

exata 
4.064675 
1.042449 
1.170955 
0.740750 
0.792950 
0.697098 

calculada 
4.064675 
1.042449 
1.170955 
0.740750 
0.792950 
0.697098 

Tabela 4.8: Problema inverso - LTS 12 - iuteusidade de radia<;ão tornada em T = O, 
20, 40, 60, 80 e 100 para o primeiro caso 

F, (JJ.) exata calculada 
F1 (11. 1) 4.064675 4.4314?2 
F, (JJ.2) 1.042449 5.293837 
F, (/.ta) 1.170955 1.648882 
FI (Pll) O. 740750 4.873837 
F1 (p.;J o. 792950 8.185236 
F, (J.La) 0.697098 7.302393 

Notamos que, para esse número de pontos tomados. até T = 20, cucou-

tramos concordância de 2 casas decimais. Antecipamos aqui que resultado análogo 

só é obtido pela "formulação 2'; tomando pontos até 7 = 12. 

É observado então que a esc:olha de pontos { T;} afeta altamente o co11-

dicionamento do sistema linear (2.2.8). Isso fica evidenciado atrav<~s do número 

de condicionamento da matriz do sistema, obtido da subrotina DGECO. Embora. 

não tenhamos feito um estudo definitivo dessa questão, observamos que o esquema 

25 



definido por 

(4.2.3) 

para i = 1, 2, ... , k 1 + 1, com r. = rnin{lO.O, r0 }, ou seja., para pontos próximos à 

fronteira esquerda, proporciona uma melhora nos resultados sobre o uso da distri-

buição uniforme de pontos. 

?'-Jo segundo caso, consideramos os mesmos dados antcrion~s com as 

condições de contorno somadas ao termo de reflexão especular, ou seja, rri = 0.25 e 

P2 = 0.25. 

Inicialmcutc usamos a aproximação LTSs a partir de valores conhecidos 

da iutcusidade de radiação em pontos próximos à froutcira esquerda, T = O. 5 e 1 O <' 

em pontos distribuídos no domínio, r= O, 50 c 100, rcspcctivalllelltc, rom espessura 

To = 100.0 e grau de anisotropia L= 7. Os resultados são apr<'scutados uas tabelas 

4.9 e 4.10. 

Tabela 4.9: Problema inverso - LTS8 - intensidade de radiação rolllada em r= 0 .. 5 
e 1 O para o segundo caso 

F, (Jl) exata calculada 

F, (11 1) 2.520529 2.520529 
FI (J1.2) 1.209293 1.209293 
F, (p.J) 0.587301 0.587301 
F, (Jlt~) 0.804245 0.804245 
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Tabela 4.10: Problema inverso - LTSs - intensidade de radiação tomada em r =O, 
50 e 100 para o segundo caso 

FI (Jl) exata calculada 
FI (!li ) 2.520529 2.520529 
FI (fJ-2) 1.209293 1.209293 
FI (fJ-3) 0.587301 0.587301 
FI (fJ-<1) 0.804245 0.804245 

Para a aproximação LTS 12 , a partir de valores conhecidos da intensi-

dadc de radiação em pontos próximos à fronteira esquerda, r = O, 5 c 10 c em pontos 

distribuídos no domínio , r = O, 50 c 100, rcspc<:tivamcnte , c:om espessura r0 = 100.0 

c grau de anisotropia L= 11 os resultados são apresentados nas tabelas 4.11 e 4.12. 

Tabela 4.11: Problema inverso- LTS 12 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
5 e 10 para o segundo caso 

FI (Jl ) exata calculada 
FI (Jll ) 2.768339 2. 768339 
FI (fJ-2) 1.959112 1.959112 
FI (J13) 1.078480 1.078480 
FI (fJ-tJ ) 0.619440 0.619440 
FI (!li> ) 0.650664 0.650664 
F1 (J.La) 0.840788 0.840788 
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Tabela 4.12: Problema inverso - LTS 12 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
50 e 100 para. o segundo caso 

FI (p,) exata calculada 
F1(f..l1) 2.768339 2.768339 
FI (112) 1.959112 1.959112 
FI (!13) 1.078480 1.078480 
FI (p,-t) 0.619440 0.619440 
FI (p:J) 0.650664 0.650664 
F1 (Jla ) 0.840788 0.840788 

Aumentamos o uúmero de pontos do interior do domínio, ou seja, to-

mamos seis pontos c analisamos os seguintes easos: usando a aproximação LTS8 

a part ir de valores conhecidos da intensidade de radiação em pontos próximos à 

fronteira esquerda, T = O, 2, 4, 6, 8 c 10 e em pontos T = O, 20, 40, 60, 80 e 100, 

respectivamente, com espessura To = 100.0 c grau de anisotropia L = 7. os n•sulta-

dos são apresc11 tados nas tabelas 4.13 c 4.14. 

Tabela 4.13: Problema inverso - LTS8 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
2, 4, 6, 8 c 10 para o segundo caso 

FI (Jl ) exata ealculada 
FI (!LI ) 2.588108 2.588108 
Fd 112) 1.127350 1.127350 
FI (J13) 0.651363 0.651363 
F I (/11!) 0.780216 0.780216 
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Tabela 4.14: Problema inverso - LT S8 - intensidade de radiação tomada em 7 = O, 
20, 40, 60, 80 e 100 para o segundo caso 

FI (Jl) exata calculada 
Ft (JLt ) 2.588108 2.588108 
FI (Jl2) 1.127350 1.127350 
FI (Jl3) 0.651363 0.651363 
FI (JltJ) 0.780216 0.780216 

Usamos a aproximação LTS 1z a partir de valores conhecidos da intcn-

sidade de radiação em pontos próximos à fronteira esquerda, 7 = O, 2, 4. 6, 8 e 

10 com espessura To = 100.0 e grau de anisotropia L = 11 , obtemos os resultados 

apresentados na tabela 4.15. 

Tabela 4.15: Problema i11vcrso- LTS 12 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
2, 4, 6, 8 e 10 para o segundo caso 

FI (Jl) exata calculada 
FI (JlJ) 4.064675 4.064675 
F1 (pz) 1.042449 1.042449 
FI (/.LJ) 1.170955 1.170955 
FI (Jl4) o. 740750 0.740750 
FI (f.t5) 0.792950 0.792950 
F1 (Jl.a) 0.697098 0.697098 

Fica claro que, nos dois casos apresentados, ~t medida que aumentamos 

o sistema para a determinação dos U.k (tipicamente a partir de 8) . os resultados pnra 

F1 (p.) vão ficando cada vez mais distorcidos (número de condicionamento da matri:c; 
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aumenta rapidamente). 

No terceiro caso, para w = 0.99, To = 100.0 p~ = O, PZ =O e diferentes 

graus de anisotropia L, modificamos a condição de contorno para F 1(JJ.) = J1- JJ.2 . 

Usando a aproxima<;ão LTSs a partir de valores conhecidos da intensi-

dadc de radiação em pontos próximos à fronteira esquerda, T = O, 5 e 10 <' crn pontos 

T = O, 50 c 100, respectivamente, com espessura To = 100.0 c grau de anisotropia 

L = 7, os resultados obtidos são apresentados nas tabelas 4.16 e 4.17. 

Tabela 4.16: Problema inverso - LTS8 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
5 c 1 O para o terceiro caso 

F1(p.) exata calculada 
F1(11 1) 0.279004 0.283910 
FI (Jl2) 0.604419 0.592863 
FI (J.LJ) 0.850774 0.864215 
FI (J.Lij) 0.983032 0.976086 
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Tabela 4.17: Problema inverso - LTS8 - intensidade de radiação tomada em 7 = O, 
50 c 100 para o terceiro caso 

Ft (p.) exata calculada 
Ft (Jl.t ) 0.279004 0.303677 
Ft (fJ.2) 0.604419 0.585939 
Ft (113) 0.850773 0.854811 
FI (J.L4) 0.983032 0.984397 

Para a aproximação LTS 12 a partir de valores conhecidos da intensidade 

de radiação em pontos próximos à fronteira. esquerda , r = O, 5 c 10 c em pontos 

T = O, 50 c 100, respectivamente, com espessura ro = 100.0 c grau de a.nisotropia 

L = 11 , obtemos os resultados das tabelas 4.18 e 4.19. 

Tabela 4.18: Problema iuvcrso- LTS 12 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
5 c 1 O para o tere c i r o <:as o 

F t (J.L) exata calculada 
F t (J.L t) 0.191151 0.226390 
Ft (11.2) 0.427284 0.402529 
F1 (J.LJ) 0.638161 0.630967 
F t ( Pt~) 0.809356 0.823093 
Ft(J.L5) 0.929892 0.936625 
F1 (Jla) 0.992127 0.981279 
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Tabela 4.19: Problema inverso- LTS12 - intensidade de radiação tomada em T = O, 
50 e 100 para o terceiro caso 

FI (f.l) exata calculada 
F1 (J.ti) 0.191151 0.280313 
FI (!12) 0.427284 0.418539 
FI (J.L3) 0.638161 0.612069 
FI (J14) 0.809356 0.798619 
FI (f.t5) 0.929892 0.934404 
F1 (Pu) 0.992127 1.002831 

Nossa intenção, nesse caso, foi evidenciar a importância da escolha, da 

base usada na decomposição da condição de contorno c dos problemas diretos, no 

caso da "formulação 1" . É claro que essa escolha está associada ils características 

da função F 1 (p,), corno mostram os resultados até aqui apresentados. ~o <'ntanto. 

verificamos que mesmo quamlo os valores computados de F 1(f.1,) não são tão precisos 

(corno os apresentados acima), os valores para a densidade de radiação aproximada, 

calculada a partir da aproximação de F 1 (fl,), concordam em pelo menos 8 dígitos 

eom a densidade de radiação obtida na solução do problema direto. Como nos casos 

anteriores , a distribuição c o número de pontos tomados cont inuam influenciando 

grandemente. 

~o quarto caso, consideramos 

( 4.2.4) 
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Para a aproximação LTSs a partir de valores conhecidos da intensidade 

de radiação em pontos próximos à fronteira esquerda, r = O, 5 e 10 e nos pontos 

r = O, 50 e 100, respectivamente, com espessura To = 100.0 e grau de anisotropia 

L = 7, os resultados obidos são apresentados nas tabelas 4.20 e 4.21. 

Tabela 4.20: Problema inverso - LTSs - intensidade de radiação tomada em T = O, 
5 e 10 para o quarto caso 

Fl(J.t) exata calculada 
F1 (J;,l) o. 784359 O. 794786 
FI (J12 ) 1.134517 1.109954 
F1 (113) 1.434462 1.463033 
F1 (JLt~) 1.691529 1.676766 

Tabela 4.21 : Problema inverso - LTSs - intensidade de radia<(ão tomada em í = O, 
50 e 100 para o quarto caso 

F 1 (fJ.) exata calculada 
F1 (fJ.I) 0.784359 0.835503 
F1 (112) 1.134517 1.095690 
F I (J13) 1.434462 1.443663 
F1 (1;,11) 1.691529 1.693885 

Usando a aproximaGão LTS12 a partir de valores eouhccidos da intcnsi-

dade de radiação em pontos próximos à fronteira esqucrd<t, T = O. 5 c 10 <'em poutos 

í = O, 50 e 100, respectivamente, com espessura To = 100.0 e grau de auisotropia 

L = 11, obtemos os resultados apresentados nas tabelas 4.22 c 4.23. 
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Tabela 4.22: Problema inverso- LTS12- intensidade de radia~ão tomada em T = O, 
5 c 10 para o quarto caso 

FJ (J-L) exata calculada 
FI (Jll) 0.693610 0.748537 
FI (JL2 ) 0.940613 0.909071 
FI (J-L3) 1.172782 1.146977 
FI (Jl'l) 1.379154 1.396608 
FI (J15) 1.556058 1.597335 
FI (J.i.6) 1.747130 1.707570 

Tabela 4.23: Problema iuvcrso - LTS 12 - intensidade de radiação tomada. em T = O, 
50 c 100 para o quarto caso 

FI (Jl) exata calculad<1 
FI(Jll) 0.693610 1.012033 
FI (J1.2) 0.940613 0.987307 
FI (J1.3) 1.172782 1.054636 
F I (Jl'l) 1.379154 1.277022 
F l (JL5 ) 1.556058 1.586482 
FI (pG) 1. 747130 1.812878 

~os casos aqui tratados, testamos apenas dois tipos diferentes de ba-

scs: polinômios de Lcgeudrc c polinômios de Chcb~rshev, sem resultados que fossem 

significativamente diferentes. 

Notamos aiuda que, uessc último caso, os resul tados obtidos pelo método 

dos hannôuicos esféricos [2] para N = 199, ou seja, P199• apresentam <"Oucordância 

de apenas duas casas decimais entre o valor exato c o calculado da condição de 

contorno. 

Testamos, ainda, o primeiro caso eom w = O. 3 c observamos qu<' os 
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resultados foram análogos aos obtidos aqui . Porém, os resultados para F 1 (Jl) vão 

ficando cada ve;~, mais distorcidos para K 1 (número de pontos tomados) menor que 

para o caso com w =O, 99 (aproximadamente 6) . 

Tratamos, agora, das aplicações em que usamos a 11formulação 2': . Em 

[1], foí apresentada a solução para o problema inverso em meios linearmente ani-

sotrópicos, ou seja, L = 1 c cuja distribuição dada foi obtida. a partir da condição 

de contorno do tipo eonstantc, isto é, F1 (p,) = 1.0 c F2(p,) = 0.0. Além disso, a 

espessura da placa é To = 100.0 c w = 0.99. 

A mudança de base na solução LTSN , recentemente implementada por 

Barichcllo ct: ai. [5], foi testada para comparação dos resultados obtidos em [1], 

fornecendo resultados como os da tabela abaixo. 

Tabela 4.24: Problema inverso- LTS 11 - iuteusidade de radiação tomada em T = 12, 
14, 16 c 18 

exata 
1.000000 
1.000000 

calculada 
0.999997 
1.000007 

Esses resultados só eram obtidos anteriormente para pontos tomados 

até T = 10. o que evidencia urna melhora, que também acontece para outros valores 

de '2'J, em relação a formulação antiga. 

Com o objetivo de obtermos resultados mais genéricos do que os ob-

tidos anteriormente em [1], uo que di~ respeito ao grau de anisotropia c t ipo das 
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condições de contorno, c também para efeito de c:omparação com a "formulação 

1': , a "formulação 2" foi usada na solução do problema inverso cujas condições de 

contorno são do tipo F, (J.l.) = :L~~o Pu,(J.l), onde k1 = 5. Tomamos seis pontos do 

domínio para a "formulação 1", T = O, 2, 4, 6, 8 c 10, c número de pontos igual a 

N ua "formulação 2" , ou seja, para o LTSs tomamos T = 1, 2, . .. , 8, para o LTS12 

tornamos T = 1, 2, ... , 12 c grau de anisot.ropia L= !,obtivemos: 

Tabela 4.25: Problema inverso - LTSs- comparação das duas formulações 

F, (J.l.) exata "formulação 1" "formulação 2" 
F, (JLl ) 2.588108 2.588108 2.588108 
F, (JL2) 1.127350 1.127350 1.127350 
F, (JL3 ) 0.651363 0.651363 0.651363 
F, (p,"') 0.780216 0.780216 0.780216 

Tabela 4.26: Problema iuvcrso - LTS 12 - comparação das duas formulações 

F, (JL) exata :formulação 1" "formulação 2': 
F, (J.LJ ) 4.064675 4.064675 4.064672 
FI (JL2) 1.042449 1.042449 1.042451 
F, (J.La ) 1.170955 1.170955 1.1 70954 
F1 (1111 ) 0.740750 0.740750 0.740750 
F, (J.L5) 0.792950 0.792950 0.792950 
F, (J.l.G) 0.697098 0.697098 0.697098 

Apesar dos resultados concordarem com os exatos. em pelo menos 4 

dígitos, ao aumentarmos o valor de N, aumenta o número de pontos a serem to-

rnados na "fonnula<,:ão 2", aumentando assim a dimensão do sistema linear a ser 

resolvido c o mal condicionamento.Podemos observar o mal condicionamento a par-
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tir do monitoramento do número de condicionamento que sai da subrotina DGECO 

[10] . Isso impossibilita a utiliz.ação de aproximações de maior ordem :-J , no caso da 

«formulação 2", o que seria desejável. 
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5 CONCLU SOES 

Analisando os resultados numéricos obtidos na solução do problcrna in

verso, dito de condições de contorno, pelo método LTSx, alguns pontos podem ser 

ressaltados. 

Corno é característico dos problemas inversos, o mal condicionamento 

está presente c fica evidenciado quando se aumenta o número de pontos no interior 

do domínio , onde a densidade de radiação é conhecida, c também é claramente de

pendente da distribuição dos pontos considerados, ou seja, resultados satisfatórios 

são obtidos para. um número de pontos menor do que 8 c tomados próximos da 

fronteira r= O (até r = 10 para r0 = 100) . 

:\iesse sentido, a formulação apresentada 110 capítulo 2 parec<' mais <·on

vcnicntc já que podemos tomar um número de po11tos quaisquer, onde a de11sidad<' 

é conhecida, independentemente do valor de \i usado, rcdm~indo o sistema linear 

assoc:ia.do ao problema inverso c, conseqüentemente, garantindo um melhor coudi

cionamento. Também permitindo que o problema direto seja resolvido com maior 

precisão (maior ordem da aproximação). 

Como foi citado, a. modelagem aqui apresentada pode não rcprese11tar 

a abordagem mais realística do problema, mas dentro do modelo unidimensional 

busca um tratamento analítico. Isso talvez não seja possível no caso de problemas 

mais reais, que deverão demandar modelos mais complexos (multidimcusiouais). ~o 
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entanto, em trabalhos fu turos, considerando os recentes a.vanços na implementação 

da formulação LTS N para valores de N grande e a possibilidade do uso da formulação 

descrita no capítulo 2, ainda podemos incluir nesse modelo a consideração do espec

tro de energia da radiação. 

Finalmente, a investigação de questões como existência c unicidade, 

como em (12], devem ser cousidcradas para justificar a solução formal apresentada 

nesse trabalho. 
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ANEXO A-1 FORMULAÇAO PARA 
INVERSÃO DA MATRIZ A N(S) 

A-1.1 Redução da matriz pela D ecomposição de 
Schur 

Cousidercrnos a. rnatri;~, AN(s) escrita ua forma 

AN(s) = (si + A), (A-1.1.1 ) 

onde A é uma matri& numérica, sendo a inversa dada pela expressão 

AJ::/ (s) =(si + A)- 1
• (A-1.1.2) 

Aplicamos a fa toração de Schur [19] c a rnatri;~, original é então decomposta em 

A = U TUT , 

onde T é uma matriz t riangular superior e UUT = I. 

Substituindo a expressão (A-1.1.2) em (A-1.1.3) 
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onde U c UT são matri:les unitárias, e a expressão (A-1.1.4) t~ escrita na forma 

que pode ser reescrita como: 

Assim a matriz a ser invertida é da forma 

si+T = 
o 

o 
o 
o 

(A-1.1.5) 

(A-1.1.6) 

(A-1.1.7) 

s + t,v ;\' 

A-1.2 Inversão da matriz por particionamento 

Da matrih definida na expressão (A-1.1.7) conc:lnímos que 

N 

6.N = dct(sl + T ) = IT (s + t;;). (A-1.2.1) 
i= I 

Agora, para a determinação da matri7- inversa de (si + T), usamos um resultado 

válido para inversão de rnatri7.es em bloco 

(A-1.2.2) 
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e estabelecemos um processo recursivo tal que 

(A-1.2.3) 

(A-1.2.4) 

8 +til tl2 t l3 
Sz 

t l3 

s3 = o 8 + t22 t23 t23 (A-1.2.5) 

o o 8 + t33 o o 8 + t33 

e para a k-ésima matriz, temos 

s +til tl2 tl3 tJI..: tu, 

o 8 + t22 t23 t2k t21.: 
sk-1 sk = o o s + t33 ta~.: t31.· 

o o o o o . . . o s + tH: 

(A-1.2.6) 

A matriz inversa de Sk é determinada usando o resultado da equação (A-1.2.2). Esse 

procedimento fornece a seguinte fórmula recursiva: 

S-1 -
k -

[ 

8-1 
k-1 

o o o ... 
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para k = 2, ... '!V, 
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onde o vetor V é definido como 

(A-1.2.8) 

Para efetuar a transformada inversa de Laplace da matri~ (si + T), é necessário 

encontrar a adjunta.. Para isso, um esquema recursivo é também definido. Então 

multiplicamos a equação (A-1.2.8) pela equação (A-1.2.1) obtendo 

-Adj(Sk- t )v l 
dct(Sk- t ) 

(A- 1.2.9) 

Para c:onduir, usamos a técnica de expansão de Heavisidc e encontramos a seguinte 

expressão para a matri;~, inversa de (si + A ) 

.c-1((sl + A )- 1) = U.C- 1((sl + T)- 1)UT = U [t A~:j~N)J.~ , (J"' 11
] UT. 

1=1 dJ ,)J.., 

(A-1.2 .10) 
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