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RESUMO 

A Plataforma de Stewart é um dos exemplos mais populares dos manipuladores do 

tipo paralelo, disponibilizando 6 graus de liberdade, apresentando ao mesmo tempo 

propriedades superiores de precisão e relação peso/carga, quando comparadas com 

mecanismos do tipo serial, o que a converte em uma opção atrativa para ser aplicada como 

simulador de movimentos. Neste contexto, o presente trabalho estuda o controle de 

seguimento de trajetória de um Manipulador Plataforma Stewart (MPS) com atuadores 

hidráulicos para ser aplicado como simulador de movimentos de navios. O estudo envolve a 

análise da cinemática, dinâmica, e controle do manipulador, incluindo a modelagem 

matemática dos cilindros hidráulicos usados como atuadores. Atenção especial é dispendida à 

formulação da dinâmica do MPS no espaço de juntas, procurando demonstrar a propriedade 

de antissimmetría das Matrizes de Inércia e Coriolis. O controle proposto foi validado como 

estável pelo critério de Lyapunov, e, leva em consideração tanto o sistema mecânico da 

Plataforma de Stewart, quanto o sistema de acionamento hidráulico dos atuadores. Através de 

simulações de controle usando trajetórias similares às do movimento de um navio, 

comprovou-se que o sistema proposto consegue disponibilizar fielmente os movimentos de 

uma embarcação. 

 

Palavras – chave: Robô Paralelo; Plataforma Stewart; Modelagem; Atuador Hidráulico, 

Controle. 
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ABSTRACT 

The Stewart Platform is one of the most representative examples of parallel 

manipulators. It has six degrees of freedoms, and superior precision and load/weight ratio 

when compared to serial manipulators, properties that make them suitable and attractive 

options for motion simulation applications. In this sense, this work focuses on robust tracking 

control design for a high load capacity hydraulically driven Stewart Platform manipulator, 

capable of vessel motion simulations. The kinematic, dynamic and control analysis of the 

manipulator are presented, as well as a mathematical model of the hydraulic cylinders used as 

actuators. Especial attention is given to the derivation of the manipulator dynamics 

formulation, the skew symmetric property of the Inertia and Coriolis matrices is carefully 

proven in both Cartesian and joint state spaces. The proposed controller takes into 

consideration the manipulator mechanical dynamics and the actuators hydraulic dynamics. 

Furthermore, the Lyapunov criteria is used to guarantee control closed loop stability. The 

control performance is verified by means of computer simulations. 

 

Keywords: Parallel Robots, Stewart Platform, Modeling, Hydraulic Actuator, Control. 
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1 INTRODUÇÃO 

Os manipuladores paralelos, quando comparados com os manipuladores do tipo serial, 

apresentam as vantagens de ter características superiores de rigidez, precisão de 

posicionamento e capacidade de carga em relação ao peso. Por estes motivos, manipuladores 

robóticos paralelos de seis graus de liberdade (GDL), como a Plataforma de Stewart, são 

usualmente utilizados como simuladores de voo ou de movimentos de alta precisão em geral. 

Uma “Plataforma de Stewart” é um mecanismo constituído por uma plataforma móvel unida a 

uma base fixa por meio de elos paralelos de comprimento variável (Figura 1.1). Definindo 

adequadamente os cursos dos atuadores associados a cada elo, é possível posicionar e orientar 

a plataforma móvel em 6 GDL de acordo a coordenadas desejadas [Dasgupta e Mruthyunjaya, 

2000]. 

 

 
Figura 1.1 – Manipulador Plataforma de Stewart [Lara, 2008] 

 

Quando as condições de carga são ainda muito altas, os manipuladores paralelos são 

movimentados por atuadores hidráulicos. A habilidade de produzir grandes forças, sua alta 

durabilidade, boa rigidez e resposta rápida são algumas vantagens do uso atuadores 

hidráulicos em mecanismos robóticos [Merritt, 1967]. No entanto, o uso deste tipo de atuador 

apresenta dificuldades para o controle preciso em malha fechada [Cunha, 2001]. Não podem, 

por exemplo, ser modelados diretamente como fontes de força ou torque [Davliakos e 

Papadoupoulos, 2008], como os elétricos. Desta forma, os controladores para esses sistemas 

são usualmente desenvolvidos levando em consideração tanto a modelagem do sistema 

mecânico do manipulador, como a dinâmica do sistema de atuação hidráulico. 
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Uma solução viável para as dificuldades de controle baseia-se no controlador proposto 

por Slotine e Li, 1987, conhecido como Controle por Torque Calculado (Computed Torque 

Control), o qual permite a adoção de uma estratégia que divide o controle de um manipulador 

robótico em duas leis de controle, uma ocupando-se do sistema mecânico do manipulador, e a 

outra abordando o controle do sistema de atuação. Esta estratégia pode ser encontrada nos 

trabalhos de Hsu e Guënther, 1993 (atuadores elétricos), Bobrow e McDonell, 1998 

(atuadores pneumáticos) e Valdiero, 2005 (atuadores hidráulicos). 

Assim, no âmbito deste trabalho, propõe-se, utilizando a estratégia de controle supra-

citada, desenvolver um controlador para um Manipulador Plataforma de Stewart (MPS) com 

acionamento hidráulico. Para o desenvolvimento do controle serão estudadas a cinemática e a 

dinâmica do mecanismo do MPS, além do estudo da dinâmica de um atuador hidráulico. 

Posteriormente, com objetivo de validar o desempenho do controlador desenvolvido serão 

definidos alguns testes de simulação, focando em uma aplicação comum desse tipo de 

sistema, a qual consiste na reprodução dos movimentos de convés de navios pela plataforma 

móvel, sendo, portanto, realizadas simulações usando como referência trajetórias geradas por 

meio de softwares especializados em aplicações navais.  

1.1. Motivação 

O desenvolvimento desta dissertação de mestrado está associada a um projeto de 

pesquisa a cargo do LAMECC – Laboratório de Mecatrônica e Controle da UFRGS, o qual 

consiste no desenvolvimento de um mecanismo de transferência de pessoas e cargas entre 

navios e estruturas que operam em alto mar.  

Atualmente, alguns métodos de acesso a estruturas que operam em alto mar requerem 

alta perícia de um operador de maquinário ou mesmo do pessoal que está sendo transferido, o 

que, sob o ponto de vista da segurança, não é usualmente adequado. Segundo Cerda, 2010, na 

indústria do petróleo e gás, o acesso através de navios é possível por meio de dois diferentes 

métodos: uma pessoa pode ser içada do navio por meio do uso de um guindaste de elevação 

através de uma cesta (Figura 1.2.(a)) ou pode ser movimentada (passar, por exemplo, de um 

navio para a plataforma de desembarque) por meio do uso de uma corda de balanço (Figura 

1.2.(b)). Evidentemente, em ambos os casos, é necessária a intervenção humana durante o 

processo de abordagem. No primeiro caso é necessário que um operador opere o guindaste, 



3 

 

 

enquanto que no segundo caso, o próprio pessoal a ser transferido deve sobrepor-se às 

condições das ondas do mar para poder descer de maneira segura na plataforma. 

 

  

(a) Acesso via guindaste de elevação (b) Acesso usando corda de balanço 

Figura 1.2 – Métodos de acesso a estruturas que operam em alto mar na indústria do petróleo 

e gás [Cerda, 2010]. 

 

Em turbinas eólicas situadas em alto mar, o acesso se dá geralmente criando 

intencionalmente um contato físico entre a proa do navio e a área de desembarque da turbina, 

procurando evitar o movimento vertical do navio no ponto de contato (Figura 1.3). Desse 

modo, o pessoal pode passar com segurança do navio para a estrutura onde se encontra a 

turbina. Este procedimento é geralmente usado em embarcações de pequenas dimensões e 

condições relativamente calmas do mar. Além disso, a expertise do piloto do navio é essencial 

para alocar e manter o navio na posição correta de desembarque.  

 

 

Figura 1.3 – Acesso a turbinas eólicas através de navios [Cerda, 2010]. 

 

Conhecendo as desvantagens e limitações dos métodos anteriormente citados, o grupo 

de pesquisa do LAMECC está desenvolvendo um mecanismo de transferência entre navios e 

estruturas que operam em alto mar, visando a melhorar a segurança do processo de 

movimentação de pessoas e cargas. A proposta consiste em desenvolver um MPS hidráulico 
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com seis graus de liberdade (GDL) que possa ser implantado em navios para, através de um 

sistema de controle automático, compensar o movimento relativo entre as estruturas, 

reduzindo, assim, as possibilidades de acidente devido a erros humanos.  

1.2. Objetivo do estudo 

É importante lembrar que esta dissertação forma parte de um projeto de 

desenvolvimento de uma Plataforma de Stewart para transferência de pessoas e carga em alto 

mar. Nesse projeto, como etapa inicial foi previsto desenvolver duas plataformas de Stewart. 

Uma delas irá reproduzir o movimento de um navio em alto mar, enquanto que a outra será 

montada acima da primeira, operando como um mecanismo de estabilização, mantendo a 

plataforma superior próxima a uma posição e orientação desejadas, correspondente a uma 

orientação paralela a um plano alinhado com a superfície terrestre. 

Nesse contexto, o presente trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de 

uma estratégia para o controle para o posicionamento de um MPS acionado por atuadores 

hidráulicos, a qual deve ser capaz de reproduzir na base móvel superior do MPS movimentos 

de convés de navios. 

Para atingir o objetivo principal, foram definidos os seguintes objetivos específicos: 

 Levantamento da modelagem cinemática direta e inversa do MPS. 

 Revisão da dinâmica do MPS no espaço de trabalho Cartesiano, incluindo o estudo das 

propriedades das matrizes de Inércia e de Coriolis. 

 Desenvolvimento de uma formulação da dinâmica do MPS no espaço das juntas. 

 Modelagem do atuador hidráulico a ser utilizado no MPS. 

 Desenvolvimento de um controlador de posição do robô paralelo com atuadores 

hidráulicos capaz de posicionar a base móvel do MPS em uma pose desejada. 

 Verificação das propriedades de estabilidade do controlador desenvolvido. 

 Avaliar o desempenho do controlador para reproduzir movimentos de navios. 

1.3. Organização do trabalho 

Esta dissertação é composta por 7 capítulos. No Capítulo 2 é apresentada a 

fundamentação teórica sobre os temas considerados essenciais para a compreensão do 

trabalho e a revisão bibliográfica sobre o estado da arte dos manipuladores plataforma de 

Stewart. O Capítulo 3 apresenta o modelo cinemático inverso analítico de um MPS e o 
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detalhamento da metodologia empregada, juntamente com o método numérico aplicado para a 

solução do problema cinemático direto. Também é desenvolvida nesse capitulo a modelagem 

matemática da dinâmica no espaço de estados de trabalho. Já, o Capítulo 4 é dedicado à 

definição e caracterização de um atuador hidráulico linear, embasando o levantamento das 

equações dinâmicas do mesmo. No capítulo 5, é definida a estratégia de controle empregada 

no controle de trajetória do MPS, juntamente com as adaptações do modelo dinâmico 

necessárias para viabilizar a implantação do controlador, sendo, também, estudada as 

propriedades de estabilidade em malha fechada por meio do método direto de Lyapunov 

[Slotine e Li, 1991]. O Capítulo 6 apresenta os resultados das simulações computacionais 

realizadas para validação do modelo matemático do MPS e avaliação da estratégia de 

controle. Finalmente, no Capítulo 7, são apresentadas as conclusões da dissertação e as 

perspectivas para futuros trabalhos. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Neste capítulo é apresentada uma descrição dos manipuladores robóticos paralelos, 

incluindo comparações entre configurações paralelas e seriais e exemplos das aplicações mais 

relevantes destes tipos de manipuladores. Assim, pretende-se introduzir o leitor aos principais 

conceitos e aplicações dos manipuladores paralelos.  

Na segunda parte deste capítulo é apresentada uma revisão bibliográfica sobre o estado 

da arte dos manipuladores tipo Plataforma de Stewart, englobando desde a história do MPS 

até os trabalhos mais relevantes e atuais relacionados com os objetivos desta dissertação.  

2.1. Manipuladores Paralelos 

Esta seção descreve brevemente os manipuladores baseados em mecanismos paralelos. 

Primeiramente é apresentada uma definição dos mesmos, para, posteriormente, ressaltar as 

principais diferenças entre os manipuladores paralelos e os seriais. Por último, são citados 

alguns dos principais exemplos de aplicações robóticas dos mecanismos paralelos. 

2.1.1. Definição 

Para fundamentar o estudo dos Manipuladores Paralelos é importante introduzir os 

principais conceitos relativos às estruturas cinemáticas abertas e fechadas. Segundo Gosselin, 

1988, as estruturas cinemáticas abertas são compostas de elos binários, o que significa que 

esses elos podem ser ligados apenas a outros dois elos, sendo o elo base e o final ligados a um 

único elo, formando, assim, uma cadeia aberta (Figura 2.1.(a)). No caso das estruturas 

cinemáticas fechadas, o arranjo de elos é tal que existe pelo menos um laço fechado, 

resultando em uma cadeia fechada (Figura 2.1.(b)).  

 

 

 

 

 

 

 

(a) Braço manipulador de 2 GDL. Estrutura 

cinemática aberta. 

(b) Mecanismo de 4 barras. Estrutura cinemática 

fechada. 

Figura 2.1 – Exemplos de estruturas cinemáticas 



7 

 

 

 

É importante destacar que na Figura 2.1.(b) os graus de liberdade relativos aos 

deslocamentos das juntas inferiores estão restringidos, caracterizando um efeito semelhante ao 

da existência de um elo entre essas juntas. 

Segundo Merlet, 2006, um Manipulador Paralelo Generalizado é um mecanismo de 

cadeia cinemática fechada, cujo elemento efetuador está ligado à base através de várias 

cadeias cinemáticas independentes. 

Esta definição é abrangente e envolve, por exemplo, mecanismos redundantes com um 

número de atuadores maior que o número de graus de liberdade controlados. Visando a 

restringir essa definição aos casos usualmente encontrados em sistemas mecânicos, as 

seguintes características podem ser acrescentadas à definição de Manipulado Paralelo: 

 Pelo menos duas cadeias são conectadas ao efetuador; 

 Cada cadeia contém, no mínimo, um atuador simples; 

 As variáveis associadas com a atuação devem ser medidas por sensores; 

 O número de atuadores deve ser o mesmo que o número de graus de liberdade do 

efetuador. 

Ainda, segundo Merlet, 2006, os mecanismos com estas características têm as 

seguintes vantagens: 

 A presença de apenas duas cadeias paralelas suportando a plataforma móvel permite 

distribuir a carga entre elas; 

 O número de atuadores é mínimo; 

 O número de sensores necessários para o controle em malha fechada do mecanismo é 

mínimo; e 

 Se os atuadores são bloqueados, o manipulador permanece parado (na mesma 

posição). 

Considerando essas vantagens e a definição de Manipuladores Paralelos, Merlet, 2006, 

enuncia a definição de Robô Paralelo como “um robô composto por um efetuador com n 

graus de liberdade e por uma base fixa, ambos ligados por pelo menos duas cadeias 

cinemáticas independentes movimentadas por n atuadores”. 

Os Manipuladores Robóticos Paralelos são utilizados em aplicações onde é necessária 

precisão de posicionamento aliada a uma capacidade de carga significativa e durabilidade do 

sistema, aplicações nas quais os robôs paralelos são geralmente mais adequados do que os 
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robôs seriais. Estas e outras diferenças relevantes entre robôs com configurações seriais e 

paralelas são abordadas a seguir na Seção 2.1.2. 

2.1.2. Vantagens dos Manipuladores Robóticos Paralelos 

Em Arai et al., 1990, uma série de diferenças entre manipuladores robóticos seriais e 

paralelos é listada, destacando os problemas relacionados ao mecanismo e ao controle, 

objetivando definir as aplicações para as quais cada configuração é mais vantajosa. Com 

relação às características da estrutura mecânica, Arai et al., 1990, destacam inicialmente que 

os atuadores são fixados a elos móveis nas estruturas seriais. Assim, tanto as massas, quanto 

os momentos de inércia envolvidos são relativamente grandes. No entanto, nos manipuladores 

paralelos, os atuadores são geralmente montados próximos à base. Dessa forma, as massas e 

momentos de inércia das peças móveis podem ser significativamente reduzidas, de forma que, 

devido a essa configuração, os manipuladores paralelos geralmente são mais apropriados do 

que os manipuladores seriais em características dinâmicas. Além disso, o fato de os atuadores 

localizarem-se próximo à base implica na facilidade de poder isolá-los do ambiente onde o 

manipulador opera, o que permite a aplicação dos manipuladores paralelos sob condições 

severas, como em ambientes radioativos, úmidos, submersos e de alta temperatura.  

Embora o espaço de trabalho dos manipuladores paralelos seja geralmente limitado 

quando comparado com os dos seriais, devido principalmente ao fato de que um elo sofre 

mais facilmente interferência dos demais, a estrutura paralela é geralmente mais simples. 

De acordo com Merlet e Gosselin, 2008, o design dos robôs paralelos é pouco sensível 

a escalas, resultando no fato de que a mesma configuração estrutural pode ser usada para 

grandes ou pequenos robôs. Além disso, os robôs paralelos podem ser construídos usando 

diversas tecnologias de atuação ou de transmissão de potência. Na bibliografia encontra-se 

robôs com atuadores elétricos [CAE 7000 Series Full-Flight Simulator, 2012], pneumáticos 

[Albuquerque, 2012], hidráulicos [Yang et al., 2012] e construídos com cabos (como elos) e 

poleias motorizadas (como atuadores) [James et al., 1992]. 

Visando à aplicação de técnicas de controle, Dasgupta e Mruthyunjaya, 2000, 

compararam a complexidade da análise cinemática e estática entre robôs seriais e paralelos. 

Em manipuladores robóticos seriais, a cinemática direta é geralmente simples, enquanto que a 

cinemática inversa é complicada, necessitando a solução de um sistema de equações não 

lineares. Em contrapartida, nos manipuladores paralelos, a cinemática direta é usualmente 
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complicada e a cinemática inversa é de fácil equacionamento. Essa relação se inverte na 

análise estática das forças. A transformação direta de forças (cálculo das forças ou momentos 

do efetuador a partir das forças ou torques dos atuadores) é simples nos manipuladores 

paralelos, enquanto que os cálculos da transformação inversa de forças são geralmente mais 

fáceis nos manipuladores seriais. 

O controle de posição e velocidade depende em grande parte da cinemática. No 

controle de posição do manipulador no espaço de trabalho, a cinemática inversa é necessária 

para calcular os deslocamentos e/ou velocidades nas juntas. Por consequência, levando em 

conta suas características, o controle de posição no espaço de trabalho é mais simples nos 

manipuladores paralelos do que nos seriais [Arai et al., 1990]. Além disso, a obtenção do 

equacionamento da dinâmica no espaço de trabalho é também geralmente mais simples para 

os robôs paralelos do que para os seriais. O contrário ocorre quando se deseja obter 

expressões no espaço de juntas, sendo essa tarefa normalmente mais complicada para robôs 

paralelos do que para seriais. 

Para o controle de força ou torque no espaço de trabalho é necessário realizar uma 

transformação para o espaço das juntas de forma que se possa calcular as forças ou torques 

que os atuadores devem fornecer. Por outro lado, para realizar o cálculo das forças ou 

momentos no efetuador é possível valer-se da transformação direta de forças e torques. Para 

tanto, se tiver disponibilidade de sensores, deve-se medir os torques ou forças nos atuadores 

para, posteriormente, obter as magnitudes de força no efetuador. Como consequência, o 

controle de força é geralmente mais simples nos manipuladores robóticos seriais, porém, 

usualmente, a medição de forças é mais fácil nos manipuladores robóticos paralelos [Arai et 

al., 1990]. 

Os erros de posição das variáveis das juntas são acumulados ao longo da cadeia 

cinemática em um manipulador robótico serial, entretanto, nos manipuladores robóticos 

paralelos o erro no efetuador é dado exclusivamente pela média dos erros das variáveis das 

juntas. Merlet, 2006, destaca que em manipuladores seriais os erros no efetuador causados 

pelas deformações de flexão dos elos podem amplificar-se com o comprimento dos mesmos, 

o que não ocorre nos manipuladores paralelos. 

A capacidade de carga nos manipuladores robóticos seriais é limitada pois cada elo 

deve suportar a carga dos elos seguintes. Por outro lado, no caso dos manipuladores paralelos, 

a capacidade de carga corresponde à soma das capacidades de todos os atuadores. 
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Diante do exposto, é possível afirmar que os manipuladores seriais são úteis para 

tarefas de manipulação de peças relativamente leves que necessitam de movimentos 

complexos e de controle preciso de forças. Por outro lado, os manipuladores paralelos são 

adequados para manipular objetos mais pesados que requerem movimentos relativamente 

rápidos e com pequena variação de orientação. Assim, os robôs paralelos consistem, por 

exemplo, em alternativas adequadas para aplicação em simuladores de movimento da base de 

sistemas posicionados em embarcações, justificando a escolha de uma Plataforma de Stewart 

para simular o efeito do movimento das ondas do mar em convés de navios.  

2.1.3. Exemplos das aplicações dos manipuladores robóticos paralelos 

Nesta seção são apresentados alguns tipos representativos de robôs paralelos, 

objetivando mostrar a versatilidade deste tipo de robô, o qual pode ser aplicado em uma 

grande variedade de operações em diferentes setores da indústria. 

O robô Delta é o robô do tipo paralelo de 3 GDL translacional mais difundido. De 

acordo com Bonev, 2001, foi concebido e desenvolvido na École Politechnique de Lausenne a 

partir da ideia de, usando paralelogramos, construir um robô paralelo com efetuador 

apresentando 3 GDL translacionais e 1 GDL de rotação. A Figura 2.2 apresenta um robô delta 

comercial. 

 

 
 

Figura 2.2 – Exemplo e aplicação de robôs tipo Delta [Adaptado de Bonev, 2001]. 

 

Os paralelogramos, que dão forma ao robô delta, permitem que um elo de saída 

permaneça com uma orientação fixa com respeito a um elo de entrada. Usando três 

paralelogramos restringe-se completamente a orientação da plataforma móvel, obtendo-se 
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assim, 3 GDL translacionais. Os elos de entrada dos paralelogramos são montados sobre 

alavancas por meio de juntas rotacionais, as quais são acionadas por motores rotacionais ou 

atuadores lineares, que, por sua vez, são fixos à base. Finalmente, um quarto elo é usado para 

transmitir movimento rotacional da base do robô ao seu efetuador. Os elos de baixa inércia 

aliados aos atuadores montados diretamente na base permitem que a plataforma móvel se 

desloque com altas velocidade e acelerações. Isto, somado à capacidade do robô delta de 

transladar em todas as direções, torna esse robô uma opção especialmente adequada para 

operações do tipo pick and place. É geralmente empregado nas indústrias farmacêuticas, 

eletrônicas e alimentícias. Existem também variações que permitem que o robô delta seja 

usado em aplicações médicas ou, inclusive, como elementos de máquinas ferramentas em 

usinagem de peças (Figura 2.3). 

 

  
Robô Delta como instrumento médico. Máquina ferramenta baseada em um robô Delta. 

Figura 2.3 – Robôs Delta aplicados em diferentes atividades [adaptado de Bonev, 2001] 

  

Outra aplicação comum de estruturas paralelas em robótica consiste em guindastes 

robóticos, como, por exemplo, o RoboCrane da NIST (Figura 2.4) [James et al., 1992; Lytle et 

al., 2008]. O RoboCrane é baseado na ideia do MPS e consiste de um manipulador tipo 

guindaste. A característica que o diferencia dos demais consiste no uso de cabos como elos e 

motores rotacionais como atuadores. Conforme James et al., 1992, desde que os cabos se 

mantenham tracionados, a carga manter-se-á fixa e os cabos poderão resistir às forças e 

momentos de perturbação. Esse robô é capaz de controlar a posição, velocidade e força de 

ferramentas e máquinas em até 6 GDL. Dependendo do elemento suspenso pelo robô, uma 



12 

 

 

variedade de tarefas pode ser realizada, como, por exemplo, usinagem, escavação, 

posicionamento ou elevação. É aplicado nas indústrias naval e aeronáutica, além da 

construção civil. 

 

Figura 2.4 – RoboCrane, manipulador robótico paralelo por cabos [Lytle et al., 2008]  

 

Simuladores de movimento também são aplicações populares dos robôs paralelos. Por 

exemplo, a CAE [CAE 7000 Series Full-Flight Simulator, 2012], companhia canadense 

dedicada ao desenvolvimento e inovação tecnológica na área da aviação, fabrica simuladores 

de voo para a capacitação e treinamento de pilotos de aviões e helicópteros. O simulador CAE 

7000XR, apresentado na Figura 2.5, é um dos seus produtos. 

 

 

Figura 2.5 – Simulador de voo CAE 7000XR (CAE) 
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Baseado em uma plataforma Stewart com atuadores elétricos, o CAE 7000XR simula 

o movimento de uma cabine de avião comercial e é capaz de reproduzir movimentos 

associados à pilotagem da aeronave. Nos primeiros modelos do produto, os atuadores eram do 

tipo hidráulico, mas foram substituídos por elétricos para diminuir custos, melhorar a precisão 

e facilitar a manutenção, porém, diminuiu a capacidade de carga do manipulador. 

2.2. Manipulador Plataforma Stewart  

Conforme já comentado o Manipulador Plataforma de Stewart é um mecanismo de 6 

graus de liberdade (3 GDL de translação e 3 GDL de orientação angular) composto por uma 

placa superior, conhecida como plataforma móvel ou efetuador, uma placa inferior, chamada 

base fixa, e por 6 atuadores prismáticos na forma de “pernas” extensíveis, as quais conectam 

a plataforma móvel com a base fixa. Devido ao uso de 6 pernas extensíveis, também pode ser 

classificado como um robô hexápode. Na Figura 2.6, é apresentada a arquitetura da chamada 

Plataforma de Stewart generalizada ou simplesmente “Plataforma de Stewart” [Dasgupta e 

Mruthyunjaya, 2000].  

 

Figura 2.6 – Configuração genérica de uma Plataforma de Stewart [Adaptado de Becerra-

Vargas e Belo, 2012] 
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A estrutura generalizada da Plataforma de Stewart é constituída por atuadores lineares 

utilizados como pernas, juntas superiores entre as pernas e a plataforma móvel, e juntas 

inferiores entre as partes inferiores das pernas e a base fixa. 

O Manipulador Plataforma de Stewart (MPS), por ser um robô do tipo paralelo, 

[Dasgupta e Mruthyunjaya, 2000], apresenta vantagens, tais como, boa rigidez, alta precisão e 

alta relação entre o peso da carga e o peso da plataforma. O tipo de junta usada nas pernas 

desse manipulador não introduz esforços de flexão nas mesmas, pois impõe unicamente 

restrições de deslocamentos. Isto, somado ao fato que o peso da carga é distribuído entre as 6 

pernas extensíveis, permite diminuir a rigidez estrutural das pernas. Assim, a potência e o 

tamanho dos atuadores podem ser reduzidos. 

Devido às supracitadas vantagens mecânicas, o MPS pode ser utilizado em uma 

grande variedade de aplicações e em diversas áreas, tais como indústria manufatureira, 

espacial, naval, civil, além de aplicações em entretenimento e na área médica.  

2.2.1. Histórico do MPS 

O MPS tem origem nos trabalhos de dois pesquisadores que trabalharam 

separadamente e em períodos diferentes. Em 1947 V. E. Gough [Gough e Whitehall, 1962] 

estabeleceu os princípios básicos de um mecanismo com estrutura cinemática fechada que 

permitia o posicionamento e orientação de uma plataforma móvel para testes de desgaste em 

pneus. Em 1955, construiu o protótipo dessa máquina, apresentado na Figura 2.7.a.  

 

  
(a) Máquina de Gough 1955 [Gough e Whitehall, 

1962] 

(b) Máquina moderna de Gough [Bonev, 2003] 

Figura 2.7 – Máquinas desenvolvidas por Gough. 
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A estrutura construída por Gough era similar ao atual MPS, sendo constituída por uma 

plataforma hexagonal unida a elos extensíveis através de juntas esféricas. Os elos, por sua 

vez, eram conectados por meio de juntas universais à base [Merlet, 2006]. Segundo Bonev, 

2003, os atuadores eram elevadores mecânicos simples ajustados manualmente. Uma década 

depois, a máquina foi renovada, acrescentando-se motores controlados digitalmente, células 

de carga e sistemas de armazenamento eletrônico de dados (Figura 2.7.b.). 

D. Stewart por sua parte, publicou um célebre artigo onde propôs uma plataforma de 6 

GDL para ser usada como um simulador de voo (Figura 2.8) [Stewart, 1965]. O artigo teve 

um grande impacto no desenvolvimento subsequente dos robôs paralelos e várias sugestões 

sobre o uso dos MPS surgiram a partir dele, muitas das quais foram aplicadas posteriormente. 

Stewart, na mesma publicação, apresenta a proposta do uso do sistema como um simulador de 

movimento e como um mecanismo para manter aproximadamente parada uma carga em um 

navio sob os efeitos das ondas do mar, objetivos do projeto no qual a presente dissertação se 

insere. No entanto, o mecanismo paralelo proposto por Stewart é diferente de aquele que hoje 

é chamado paradoxalmente pelo seu nome [Bonev, 2003], sendo a própria estrutura de Gough 

um caso específico da proposta de Stewart, no qual os elos são ligados entre si nos pontos 

extremos onde são conectados à plataforma móvel. Por este motivo, na literatura é comum 

encontrar-se o termo “Plataforma Gough-Stewart”. 

 

Figura 2.8 – Plataforma para simulação de voo proposta por Stewart em 1965 [Stewart, 1965] 

 

Além dos trabalhos de Gough e Stewart sobre o MPS, Bonev, 2003, relata que em 

1962 o engenheiro americano Klaus Cappel concebeu um mecanismo semelhante ao de 

Gough, propondo uma estrutura do tipo hexápode com forma de octaedro para ser aplicada 
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em pesquisas sobre vibrações (Figura 2.9). Mais tarde, em 1971, obteve uma patente sobre 

sua invenção para uso em simuladores de movimento, aplicação similar ao trabalho de 

Stewart. Cappel, na metade dos anos 1960 já tinha fabricado o primeiro simulador de voo 

baseado no MPS partindo da sua própria ideia. 

 

  
Figura 2.9 – Simulador de voo desenvolvido por Cappel [Bonev, 2003] 

 

Através de revisão bibliográfica realizada, verificou-se que, o MPS é resultado do 

trabalho pioneiro dos três pesquisadores supracitados e que Stewart e Cappel propuseram a 

aplicação deste mecanismo em simulação de movimento, tendo Cappel mostrado a sua 

possibilidade prática, construindo o primeiro simulador de voo.  

2.2.2. Estado da Arte sobre MPS 

Conforme já comentado na Seção 2.1.2, a cinemática inversa de estruturas paralelas é 

relativamente simples sendo, portanto, relativamente comum encontrar artigos sobre MPS que 

apresentem seu desenvolvimento de forma que possa ser aplicada diretamente no presente 

trabalho para a definição da trajetória desejada para cada atuador. Por outro lado, devido à 

presença significativa de não linearidades, o estudo da cinemática direta é mais difícil, apesar 

de existir uma extensa bibliografia sobre a análise da cinemática direta, envolvendo diversos 

métodos que em sua maioria objetivam minimizar o seu custo computacional. Existem, por 
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exemplo, métodos numéricos iterativos, como o de Newton-Raphson [Nguyen et al., 1991;  

Korobeinikov e Turpalov, 2005], análise de intervalos [Didrit et al., 1998; Merlet, 2004], 

formulações no sistema numérico dos quatérnios [Ji e Wu, 2001; Charters et al., 2009], ou 

combinações de diferentes representações matemáticas do problema da cinemática direta com 

vários algoritmos de otimização para aplicação em cálculos em tempo real [Jakobovic e 

Budin, 2002]. 

Dentre os trabalhos estudados relativos a cinemática direta, destaca-se o de Liu et al., 

1993, que propuseram um algoritmo onde a cinemática direta é resolvida através da resolução 

de três equações não-lineares simultâneas determinadas explicitamente. Para isto, a base 

móvel superior do MPS deve apresentar a configuração simplificada de 3 vértices (ao invés de 

6, como no caso geral mostrado na Figura 2.6), diminuindo, assim, o número de variáveis a 

serem computadas. Gonzalez et al., 2011, implementam um método similar para uma 

aplicação em simuladores robóticos de movimento. No presente trabalho, optou-se pelo 

método incremental proposto por Lara, 2008, o qual será apresentado em detalhes mais 

adiante, na Seção 3.5.3. 

A modelagem dinâmica de manipuladores paralelos apresenta uma complexidade 

inerente, devida, principalmente, à estrutura fechada do sistema e às suas restrições 

cinemáticas [Lopes, 2010]. Por outro lado, a computação de forças e torques associadas aos 

movimentos do robô é fundamental para o dimensionamento dos elos e atuadores a serem 

usados no manipulador robótico e para o projeto e aplicação de esquemas de controle [Garcia 

et al., 2012]. Como consequência, grandes esforços têm sido dedicados para sobrepor as 

dificuldades matemáticas da análise, resultando em um alto número de trabalhos focados no 

estudo da dinâmica de manipuladores robóticos paralelos. 

Na literatura, diversas abordagens foram aplicadas ao estudo da dinâmica do MPS, 

como, por exemplo, o método Newton-Euler [Dasgupta e Mruthyunjaya, 1998; Pedrammehr 

et al., 2012], a formulação de Lagrange [Nguyen et al., 1991; Geng et al., 1992; Lebret et al., 

1993], o princípio do trabalho virtual [Li e Salcudean, 1997; Wang e Gosselin, 1998; Staicu, 

2011], o método de Kane [Liu et al., 2000], o conceito de momento generalizado [Lopes, 

2010] e a Teoria de Helicoides (Screw Theory) [Fichter, 1986; Gallardo et al., 2003]. Muitas 

vezes, as abordagens resultam em equações extensas e complicadas, difíceis de serem 

processadas em algoritmos de controle em tempo real. Por tal motivo, alguns pesquisadores 

combinaram métodos visando a simplificar as formulações, como, por exemplo, Guo e Li, 
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2006, que implantaram os métodos de Lagrange juntamente com o de Newton-Euler para 

obter um equacionamento explícito e compacto da dinâmica de um MPS. Outro exemplo é 

Garcia et al., 2012, que combinaram o princípio de trabalho virtual com a Teoria de 

Helicoides, simplificando consideravelmente o modelo. 

A abordagem de Lagrange descreve a dinâmica a partir dos conceitos de trabalho e 

energia, sendo caracterizada pelo fato de que a respectiva formulação pode ser obtida de 

forma sistemática. No entanto, sua implantação numérica implica um grande esforço 

computacional associado, principalmente, ao cálculo das derivadas parciais do Lagrangeano. 

O método de Newton-Euler, baseia-se nas leis de Newton e na equação de Euler para calcular 

as forças e momentos no efetuador, necessitando do cálculo das forças e torques internos 

(entre os elos), resultando em um elevado número de equações. O princípio do trabalho 

virtual é eficiente para derivar as equações da dinâmica inversa do MPS. Por outro lado, esse 

princípio não é aplicado diretamente para a análise da dinâmica direta devido à complexa 

transformação entre velocidades no espaço de juntas e no espaço de trabalho [Liu et al., 

2000].  

É importante mencionar o trabalho de Lebret et al., 1993, onde é aplicado o método de 

Lagrange por meio de um algoritmo passo a passo para analisar a dinâmica de um MPS, 

visando a obter expressões úteis do ponto de vista do controle. Para este estudo, os 

pesquisadores levaram em consideração tanto a plataforma como as pernas do robô, gerando 

como resultado extensas expressões. Não obstante, se as inércias das pernas são desprezadas, 

as matrizes Jacobiana, de Inércia e de Coriolis resultam mais compactas e mais apropriadas 

para a implantação computacional. O trabalho de Lebret et al., 1993, especifica 

detalhadamente os passos necessários para a obtenção dessas matrizes. 

É importante destacar que os métodos supracitados são baseados em princípios da 

mecânica clássica. Deste modo, suas abordagens são equivalentes, já que descrevem o mesmo 

sistema físico, fornecendo equações dinâmicas equivalentes. No entanto, essas equações 

apresentam diferentes níveis de complexidade e de carga computacional [Lopes, 2010]. 

Como discutido na Seção 2.1.2, derivar uma expressão para a dinâmica dos robôs 

paralelos no espaço de juntas é uma tarefa árdua quando comparada com sua obtenção no 

espaço de trabalho. Consequentemente, a bibliografia referente à dinâmica do MPS encontra-

se, quase exclusivamente, relacionada ao espaço de trabalho. Porém, é possível transformar o 

equacionamento no espaço de trabalho para o espaço de juntas por meio de métodos 
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matemáticos envolvendo a matriz Jacobiana, como apresentado por Kim et al., 2000, onde 

também é demostrado que as propriedades das matrizes de Inércia e Coriolis obtidas por meio 

desta transformação mantêm as mesmas propriedades que aquelas deduzidas no espaço de 

trabalho. 

Além dos equacionamentos dinâmicos, existem ferramentas computacionais que 

permitem realizar a modelagem dinâmica de sistemas sem a necessidade de os descrever 

matematicamente através de equações. Pode-se citar, por exemplo, SimMechanics-Simulink 

da empresa Mathworks [SimMechanics, 2015], o qual é um software onde a modelagem é 

feita através de blocos interconectados representando os elos e juntas do robô. Esse software 

disponibiliza a possibilidade de obter um modelo tridimensional (3D) do manipulador 

robótico e apresenta a capacidade de realizar simulações cinemáticas e dinâmicas. Smith e 

Wendlandt, 2002, desenvolvem uma plataforma de Stewart e implementam diferentes 

esquemas de controle usando SimMechanics. Nesse trabalho foram percebidas algumas 

vantagens do uso deste software, como a liberação do usuário do problema de realizar a 

integração numérica nas simulações; a propriedade de prototipagem rápida (rapid-

prototyping) através do uso de blocos, o que evita ao usuário modelar matematicamente o 

sistema mecânico; o fato de que a variada biblioteca de ferramentas do Simulink pode ser 

usada para obter um modelo linearizado do sistema, facilitando a síntese e o teste dos 

algoritmos de controle. 

Existem trabalhos na literatura que abordam os métodos de controle do MPS com 

atuadores hidráulicos, os quais se valem de diversas estratégias de controle realimentado, 

como, por exemplo, controle puramente proporcional, controle por torque calculado, 

esquemas baseados em modelo, além de técnicas de controle robusto e adaptativas. 

Considerando os objetivos do presente trabalho, é importante destacar o trabalho de Li e 

Salcudean, 1997, que trata da modelagem, simulação e controle de um MPS hidráulico com o 

fim de utilizar esse mecanismo como simulador de movimento. Nesse trabalho foi implantado 

um controle de posição, do tipo proporcional com realimentação de pressão hidráulica, 

obtendo, segundo os autores, boas características de resposta em frequência (9 [Hz] largura de 

banda) e estabilidade, avaliadas por meio de resultados experimentais. Li e Salcudean 

concluem ainda que, para o caso estudado, os efeitos inerciais das pernas não influenciam 

significativamente a inércia total e que podem, portanto, ser desprezadas na modelagem da 

mecânica do MPS. Davliakos e Papadoupoulos, 2008, propuseram um controle realimentado 
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não linear no espaço de juntas, baseado em modelos (mecânico do MPS e hidráulico dos 

atuadores), para calcular o sinal de controle para a servoválvula. Segundo os autores, a 

estratégia proposta garante que o erro de seguimento de trajetória tende assintoticamente a 

zero com o tempo. A vantagem deste controlador reside no fato de que ele necessita somente 

da realimentação dos comprimentos das pernas do MPS, diferenciando-se dos demais por não 

necessitar medir a pressão nas câmaras do cilindro. Por outro lado, Yang et al., 2012, 

apresentam um controlador não linear baseado na estratégia de torque calculado com uma 

abordagem de síntese que despreza a matriz de Coriolis, argumentando que a pequena 

contribuição deste termo à dinâmica total é insignificante. Os resultados experimentais 

apresentados pelos autores mostram um bom desempenho desse controlador no seguimento de 

trajetória.  

Já, Sirouspour e Salcudean, 2001, abordam o problema de controle de um MPS 

hidráulico, propondo um controlador não linear robusto adaptativo para seguimento de 

trajetória. Em uma primeira etapa, é realizada a síntese lei de controle por torque computado, 

similar à apresentada por Slotine e Li, 1987, que fornece erros de seguimento de trajetória 

exponencialmente estáveis segundo o critério de Lyapunov. Posteriormente, a esse controle é 

acrescentado uma lei adaptativa para diminuir os erros paramétricos de tanto a mecânica do 

robô como a dinâmica dos atuadores, e um controle robusto por modos deslizantes. A 

estabilidade do controle adaptativo robusto foi também verificada por meio do critério de 

Lyapunov. No entanto, nesse trabalho, Sirouspour e Salcudean não desenvolvem com 

detalhes as equações dinâmicas dos subsistemas mecânico e hidráulico, e, como 

consequência, propriedades importantes da dinâmica dos sistema, como a de antissimetria da 

matriz de Inércia e Coriolis, não são comprovadas e são simplesmente aceitas como 

verdadeiras. 

No presente trabalho, como será visto na Seção 5.3, é adotada um estratégia baseada 

no controle por torque calculado [Slotine e Li, 1987; Slotine, 1988], a qual foi originalmente 

proposta para aplicação no controle de robôs seriais com atuadores elétricos. A escolha por 

essa estratégia deveu-se, principalmente, ao fato de que essa lei permite, como será visto mais 

adiante, calcular a partir de uma estratégia de dinâmica direta, as forças necessárias para que 

cada atuador siga a trajetória de junta necessária para que o efetuador percorra a trajetória 

desejada. Assim, seguindo os trabalhos de McDonell, 1996, e Sarmanho, 2014 (os quais 

implantaram controladores similares em robôs seriais pneumáticos, obtendo, em ambos casos, 
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resultados experimentais satisfatórios) vislumbrou-se a possibilidade de modificação das leis 

de controle propostas para sistemas pneumáticos para uso em sistemas com atuação 

hidráulica, o que resultou no controlador apresentado no Capítulo 5 do presente trabalho. 

Com relação à aplicação de MPS em compensação de movimentos de navios, 

Gonzalez, 2009, descreve a utilização de um MPS com atuadores elétricos para emular 

movimentos de navios em operação. Nesse trabalho, além de estudar a cinemática e dinâmica 

dos MPS, também é apresentada uma análise da movimentação dos navios, incluindo sistemas 

de referências usados em navios, dinâmicas das ondas do oceano e parâmetros relevantes para 

a caracterização das mesmas. No estudo da cinemática, foram determinadas quais são as 

características de velocidade, aceleração e espaço de trabalho necessárias para o MPS, 

enquanto que na análise dinâmica foram determinados os valores dos esforços que podem 

ocorrer nos atuadores da plataforma durante sua operação. Na linha do trabalho de Gonzalez, 

Mello, 2011, agrega dados de movimento de um navio contêiner com motores desligados, sob 

condições específicas de vento e profundidade do mar. Os dados foram gerados no Centro de 

Instrução Almirante Graça Aranha (Rio de Janeiro - RJ) a partir de um simulador de 

movimento de navios usado para treinamento de pessoal. Mello, através do uso do 

SimMechanics, modelou um MPS para simular a aplicação de diferentes estratégias de 

controle. Assim, técnicas de controle PID, lógica difusa (fuzzy logic) e torque computado 

foram estudadas. Nesse estudo, foi considerada unicamente a dinâmica do MPS, sem, 

portanto, levar em conta a dinâmica do atuador. As simulações de controle usaram como 

entrada trajetórias aproximadas dos dados importados de movimento de um navio. 

Também sobre compensação de movimentos de convés de navios, destaca-se o 

trabalho de Cerda, 2010, onde é proposto um sistema inovador de transporte seguro para 

acesso a turbinas eólicas em alto mar. Esse sistema é baseado no uso de um MPS com 

atuadores hidráulicos fixado ao navio, o qual permite realizar transferência de pessoas e de 

cargas por meio de uma plataforma compensadora posicionada no navio. Para manter a 

plataforma aproximadamente parada, o sistema utiliza sensores para medir o movimento do 

navio sobre o qual a plataforma é fixada. O desempenho do mecanismo de transferência foi 

testado inicialmente usando um MPS com dimensões reduzidas sobreposto a outro MPS 

maior, usado para reproduzir os movimentos do navio, permitindo testes e ajuste dos 

controladores. Temas, como requisitos de projeto para o tipo de aplicação, modelagem de 

ondas e métodos de design estrutural do MPS são discutidos e soluções são propostas. Como 
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resultado, obteve-se um sistema de acesso seguro a estruturas que operam em alto mar com 

ondas de até 2,5 m de altura. O projeto no qual se insere esta dissertação visa a desenvolver 

um sistema similar, sendo o seu principal objetivo, conforme já apresentado, o estudo da 

cinemática e dinâmica visando a propor uma solução de controle para aplicação a um MPS 

que consiga reproduzir os movimentos de um navio operando em alto mar.  
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA DO MANIPULADOR 

PLATAFORMA DE STEWART 

Tendo em vista o projeto de um controlador de posição para o MPS em estudo, neste 

capitulo são introduzidas as modelagens matemáticas da cinemática e dinâmica de tais 

manipuladores. É apresentada a equação vetorial que governa a cinemática inversa juntamente 

com um método matemático para o cálculo da cinemática direta. Posteriormente, são 

deduzidas as equações que governam a dinâmica no espaço de trabalho.  

Além disso, é apresentado um estudo sobre o número de graus de liberdade do MPS 

considerando diferentes tipos de juntas, permitindo descrever a geometria do sistema em 

estudo em termos de parâmetros que definem um MPS específico. 

3.1. Configurações de juntas e estudo dos graus de liberdade  

Na literatura [Dasgupta e Mruthyunjaya, 2000; Lara, 2008; Gonzalez, 2009, por 

exemplo] são geralmente encontrados dois tipos de estruturas para plataformas de Stewart, 

classificadas de acordo com os tipos de juntas usadas para conectar os atuadores à base e à 

plataforma móvel. Um dos tipos é o conhecido como UPS (Universal-Prismatic-Spherical) 

cujo atuador é linear (junta prismática) e está conectado por meio de uma junta universal em 

um dos extremos e por uma junta esférica no outro. Outro tipo de estrutura é a conhecida 

como SPS (Spherical-Prismatic-Spherical), na qual o atuador é conectado tanto à base como 

à plataforma por meio de juntas esféricas. 

O número de graus de liberdade (GDL) de um mecanismo pode ser determinado pelo 

critério de Grübler. Segundo Tsai, 2001, esse critério pode ser visto como uma expressão 

geral para derivar o número de graus de liberdades de um mecanismo em termos do número 

de elos e do número e tipo de juntas incorporadas ao mecanismo. A Equação (3.1) apresenta a 

expressão geral que descreve o critério de Grübler:  

 

 𝑛 = 𝜆(𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 − 𝑗 − 1) + ∑ 𝑓𝑖
𝑗
𝑖=1 − 𝐼𝑓, (3.1) 

 

onde, 𝑛 é o número de graus de liberdade; 𝜆 representa o número de graus de liberdade no 

espaço geométrico onde o mecanismo opera (por exemplo, 𝜆 = 3 no plano e 𝜆 = 6 no 

espaço); 𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 é o número de elos do mecanismo incluindo a base; 𝑗 é o número de juntas do 
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mecanismo; 𝑓𝑖 é o número de graus de liberdade do movimento relativo de uma dada junta 𝑖; 

e, finalmente, 𝐼𝑓 indica o número de graus de liberdade passivos do mecanismo. Um grau de 

liberdade passivo é aquele que não pode transmitir movimento ao elo de saída do mecanismo, 

o que, no presente contexto, pode ser visto como um grau de liberdade que não tem efeito no 

movimento da plataforma móvel [Tsai, 2001]. 

O número de graus de liberdade depende do número de elos e juntas, como, dos tipos 

de juntas usadas para a construção do mecanismo. Portanto, para definir o número de GDL de 

um MPS é necessário, a partir do conhecimento da sua configuração (SPS e UPS), analisá-lo 

através do critério de Grübler. 

3.1.1. Calculo dos graus de liberdade para o tipo SPS 

Para o caso de um MPS do tipo SPS, os valores das variáveis envolvidas no critério de 

Grübler estão apresentadas na Tabela 3.1. O número de elos é 14, sendo 12 elos das pernas, 

mais a base e a plataforma. Estão também presentes 18 articulações, 3 por cada perna e 6 

articulações passivas (devidas ao fato de que o movimento de giro das pernas com respeito 

aos seus eixos axiais não apresenta influência no posicionamento da plataforma móvel). 

 

Tabela 3.1  – Parâmetros do critério de Grübler para o MPS do tipo SPS. 

 

Parâmetro Valor 

𝜆 6 

𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 14 

𝑗 18 

𝑓𝑖 para 𝑖 = 1,⋯,12 

Juntas esféricas 

3 

𝑓𝑖  para 𝑖 = 13,⋯ ,18  
Juntas prismáticas 

1 

𝐼𝑓 6 

 

Aplicando o critério de Grübler: 

 

𝑛 = 𝜆(𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 − 𝑗 − 1) +∑𝑓𝑖

𝑗

𝑖=1

− 𝐼𝑓 

𝑛 = 6(14 − 18 − 1) + (∑3

12

𝑖=1

+∑1

6

𝑖=1

) − 6 = 6 
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Assim, o MPS do tipo SPS possui 6 GDL. Além disso, verifica-se que este tipo tem 6 

GDL passivos, os quais estão associados à rotação das pernas com respeito aos seus 

respectivos eixos axiais.  

3.1.2. Cálculo dos graus de liberdade para o tipo UPS 

No caso de um MPS do tipo UPS, os parâmetros do critério de Grübler são similares 

aos do tipo SPS, diferenciando-se no fato de que as juntas universais permitem unicamente 2 

movimentos relativos (e não 3 como as esféricas). Os valores dos parâmetros são 

apresentados na Tabela 3.2.  

 

Tabela 3.2  – Parâmetros do critério de Grübler para o MPS do tipo UPS. 

 

Parâmetro Valor 

𝜆 6 

𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 14 

𝑗 18 

𝑓𝑖 para 𝑖 = 1,⋯ ,6 

Juntas esféricas 

3 

𝑓𝑖 para 𝑖 = 7,⋯ ,12 

Juntas universais 

2 

𝑓𝑖  para 𝑖 = 13,⋯ ,18  
Juntas prismáticas 

1 

𝐼𝑓 0 

 

Aplicando o critério de Grübler: 

 

𝑛 = 𝜆(𝑛𝑒𝑙𝑜𝑠 − 𝑗 − 1) +∑𝑓𝑖

𝑗

𝑖=1

− 𝐼𝑓 

𝑛 = 6(14 − 18 − 1) + (∑3

6

𝑖=1

+∑2

6

𝑖=1

+∑1

6

𝑖=1

) − 0 = 6 

 

Consequentemente, comprova-se que o MPS do tipo UPS possui também 6 GDL. 
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3.2. Descrição geométrica da plataforma de Stewart  

Os sistemas de referência a partir dos quais as coordenadas serão descritas 

matematicamente são definidos como sistema de referência “fixo” (𝐵), situado no centroide 

da base fixa, e o sistema de referência “móvel” (𝑃), fixado no centroide da plataforma móvel. 

Na Figura 3.1 são apresentadas as representações gráficas dos sistemas de referência. A altura 

da plataforma é considera como a distância vertical entre as origens dos sistemas de referência 

fixo e móvel.  

 

Figura 3.1 – Sistemas de referência usados no MPS [Adaptado de Valente, 2012]. 

 

Os pontos das juntas inferiores com respeito ao sistema fixo são chamados 𝑩𝑖, onde o 

subscrito 𝑖 especifica o número de perna. Os pontos das juntas superiores são designados 

como 𝑷𝑖 definidos com respeito ao sistema de referência (𝑃). Como os pontos 𝑷𝑖 são 

definidos com respeito ao sistema móvel e não ao fixo, para obter suas coordenadas no 

sistema fixo deve ser aplicada uma transformação matemática por meio de matrizes de 

rotação. Este processo de transformação será explicado posteriormente na Seção 3.4. 

Os pontos 𝑩𝑖 e 𝑷𝑖 são escolhidos de forma que eles configurem vértices de polígonos 

hexagonais inscritos em circunferências de raios 𝑟𝑏 e 𝑟𝑝 que definem a geometria da base e da 

plataforma móvel, respectivamente (Figura 3.2). 

Para calcular as coordenadas dos vetores 𝑩𝑖 e 𝑷𝑖, define-se os ângulos 𝜑𝑏 e 𝜑𝑝, 

conforme apresentado na Figura 3.2.  

 

𝑃1 

𝐵2 𝐵3 

𝐵4 

𝐵5 𝐵6 

𝑃2 𝑃3 
𝑃4 

𝑃5 𝑃6 

𝑃𝑧 

𝑃𝑥 
𝑃𝑦 

𝐵𝑧 

𝐵1 

𝐵𝑥 
𝐵𝑦 
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Figura 3.2 – Definição dos pontos das juntas na plataforma e na base fixa [Adaptado de 

Valente, 2012]. 

 

Considerando que os pontos de conexão dos atuadores são arranjados em pares, com 

intervalos de 120º ao redor dos círculos, que representam a plataforma móvel e a base [Mello, 

2011; Valente, 2012], pode-se escrever as equações das coordenadas dos pontos 𝑩𝑖 como: 

 

 𝑩𝑖 = [
𝑟𝑏𝑐𝑜𝑠 (𝜎𝑖)
𝑟𝑏𝑠𝑒𝑛 (𝜎𝑖)

0

] (3.2) 

𝜎𝑖 =
𝑖𝜋

3
−
𝜑𝑏
2

𝑖 = 1,3,5 ; 

𝜎𝑖 = 𝜎𝑖−1 + 𝜑𝑏 𝑖 = 2,4,6 . 

 

Analogamente, as coordenadas das juntas superiores 𝑷𝑖 são: 

 

 𝑷𝑖 = [

𝑟𝑝𝑐𝑜𝑠 (𝜗𝑖)

𝑟 𝑝𝑠𝑒𝑛 (𝜗𝑖)

0

] (3.3) 

𝜗𝑖 =
𝑖𝜋

3
−
𝜑𝑝

2
𝑖 = 1,3,5 ; 

𝜗𝑖 = 𝜗𝑖−1 + 𝜑𝑝 𝑖 = 2,4,6 . 
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As variáveis 𝑟𝑏, 𝑟𝑝, 𝜑𝑏 e 𝜑𝑝 podem ser considerados como parâmetros que definem a 

estrutura geométrica de um MPS particular. Os valores dos parâmetros geométricos que 

definem o MPS usado nas simulações numéricas realizadas no âmbito desta dissertação estão 

apresentados na Tabela 3.3. Estes valores foram definidos para a construção de um protótipo 

de MPS visando a simular condições de movimentação de até 0,35 [m] no convés de navios, 

aproximadamente. Esses parâmetros foram selecionados como similares aos do simulador de 

movimento baseado na Plataforma de Stewart desenvolvido no trabalho de Mello, 2011, e 

mediante simulações numéricas da cinemática do manipulador definido comprovou-se a 

factibilidade desta configuração para compensação de movimentos de translação verticais de 

até 0,35 [m]. 

 

Tabela 3.3  – Valores dos parâmetros geométricos do MPS estudado no presente trabalho. 

 

Parâmetro Valor 

𝑟𝑝 532 [mm] 

𝑟𝑏 532 [mm] 

𝜑𝑝 3𝜋/5 [rad] 

𝜑𝑏 𝜋/20[rad] 

Altura 600 [mm] 

Curso do atuador 400 [mm] 

 

A Figura 3.3 apresenta o desenho da Plataforma de Stewart definida através dos 

parâmetros especificados na Tabela 3.3 

 

 

Figura 3.3 – Plataforma de Stewart definida pelos parâmetros da Tabela 3.3. 
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3.3. Coordenadas no espaço de trabalho e de juntas 

As coordenadas dos 6 GDL do MPS estão associadas a movimentos lineares e 

rotacionais de um corpo rígido. Os movimentos lineares são os longitudinais (surge), laterais 

(sway), e verticais (heave). Os movimentos rotacionais são associados aos ângulos de Euler na 

forma de rolamento (Roll), arfagem (Pitch) e guinada (Yaw), adotando a sequência de 

rotações em torno do eixo-x, do eixo-y, e do eixo-z. Esta sequência é utilizada por Kim et al., 

2000, e foi adotada no presente trabalho para uso nos equacionamentos da modelagem 

dinâmica do manipulador Plataforma de Stewart.  

Deste modo, pode-se definir o vetor de coordenadas no espaço de trabalho, 𝒙, como o 

vetor de deslocamento entre o sistema móvel, situado na plataforma móvel, e o sistema de 

referência fixo. A Equação (3.4) apresenta o vetor 𝒙: 

 

 𝒙 = [𝑥 𝑦 𝑧 𝛼 𝛽 𝛾]𝑇 , (3.4) 

 

onde, 𝑥 representa o movimento longitudinal, 𝑦 o lateral, 𝑧 o vertical, 𝛼 a coordenada de 

ângulos associada ao rolamento, 𝛽 à arfagem, e 𝛾 à guinada.  

O vetor de coordenadas no espaço de trabalho é, em alguns trabalhos, denominado 

também como “pose” [por exemplo, Merlet e Gosselin, 2008; Mello, 2011].  

O vetor 𝒙 pode também ser expresso por meio de: 

 

 𝒙 = [𝒕𝑇 𝛼 𝛽 𝛾]𝑇, (3.5) 

 

onde, 𝒕 é o vetor de posição da plataforma móvel, definido desde a origem do sistema de 

referência fixo até a origem do sistema de referência móvel. A expressão de 𝒕 é: 

 

 𝒕𝑇 = [𝑥 𝑦 𝑧] (3.6) 

 

Por outro lado, no espaço de estados das juntas, as coordenadas podem ser 

selecionadas como os comprimentos 𝐿 de cada perna. Assim, o vetor de coordenadas no 

espaço de juntas, 𝒒, pode ser definido como: 

 



30 

 

 

 𝒒 = [𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4 𝐿5 𝐿6]
𝑇 (3.7) 

 

3.4. Matriz de Rotação 

A matriz de rotação determinada a partir de rotações sucessivas nos eixos 𝑥, 𝑦, e 𝑧, 

que correspondem aos ângulos 𝛼, 𝛽 e 𝛾, respectivamente, é denominada matriz de orientação. 

Assim, denomina-se a matriz de transformação das coordenadas com respeito ao sistema 

móvel para o sistema fixo como matriz de orientação 𝑹𝑃
𝐵  ∈  ℝ3𝑥3 . A equação para obter 𝑹𝑃

𝐵 

é: 

 𝑹𝑃
𝐵 = 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾), (3.8) 

 

onde, 𝑹𝑥(𝛼), 𝑹𝑦(𝛽) e 𝑹𝑧(𝛾) são as matrizes de rotação (ℝ3𝑥3) em torno dos eixos 𝑥, 𝑦, e 𝑧 

respectivamente, as quais podem ser expressas como 

 

 𝑹𝑥(𝛼) = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑠𝑒𝑛 𝛼
0 𝑠𝑒𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

], (3.9) 

 

 𝑹𝑦(𝛽) = [
𝑐𝑜𝑠 𝛽 0 𝑠𝑒𝑛 𝛽
0 1 0

−𝑠𝑒𝑛 𝛽 0 𝑐𝑜𝑠 𝛽
], (3.10) 

e, 

 𝑹𝑧(𝛾) = [
𝑐𝑜𝑠 𝛾 −𝑠𝑒𝑛 𝛾 0
𝑠𝑒𝑛 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝛾 0
0 0 1

]. (3.11) 

 

Deste modo, qualquer vetor expresso em coordenadas do sistema de referência móvel 

pode ser premultiplicado pela matriz 𝑹𝑃
𝐵 para obter as coordenadas do mesmo com respeito ao 

sistema de referência fixo. 

3.5. Estudo Cinemático 

O estudo cinemático consiste na análise dos movimentos de um objeto sem levar em 

conta as causas que os produzem. Dessa forma, nesta seção serão abordados temas 

relacionados com os equacionamentos da posição, velocidade e aceleração dos elementos em 

movimento, bem como, o estudo das relações entre as coordenadas no espaço de trabalho e 

seus correspondentes valores no espaço de juntas. Os problemas da cinemática inversa, 
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𝐵𝑖 

𝑃𝑖 

𝑃𝑧 

𝑃𝑥 

𝑃𝑦 

𝐵𝑧 
𝐵𝑥 

𝐵𝑦 

𝑩𝑖 

𝒕 

𝑷𝑖 

𝑺𝑖 

cinemática direta e de obtenção da matriz jacobiana, são abordados no âmbito do estudo 

cinemático.  

3.5.1. Cinemática Inversa 

De acordo com Spong e Vidyasagar, 1989, na robótica, a cinemática inversa ocupa-se 

do problema de determinar os valores das variáveis de juntas em termos da posição e 

orientação do efetuador. No caso de um MPS, consiste na determinação dos comprimentos 

dos atuadores lineares associados a uma pose desejada da plataforma móvel.  

Em aplicações onde o controle do robô é implantado no espaço de juntas, as trajetórias 

do efetuador são inicialmente planejadas no espaço de trabalho para, posteriormente, aplicar o 

equacionamento da cinemática inversa visando a obter a trajetória em termos das coordenadas 

de juntas. 

Conforme já comentado, em geral, para o caso usual do estudo de um robô serial de 

6GDL, o problema da cinemática inversa é mais complicado quando comparado ao da 

cinemática direta, não existindo sempre uma solução única. A estratégia geralmente utilizada 

consiste em levar todas as soluções em consideração e adotar critérios de seleção para decidir 

qual solução escolher. No caso de robôs paralelos ocorre o oposto, havendo sempre apenas 

uma única solução. Por isto, no caso do manipulador Plataforma de Stewart, a solução do 

problema é direta e está associada a uma simples equação vetorial.  

Na Figura 3.4 é apresentada a cadeia vetorial que relaciona o vetor de posição da 

plataforma móvel, 𝒕, com o vetor que representa ao comprimento do atuador linear 𝑖, 𝑺𝑖. 

Figura 3.4 – Cadeia vetorial para estudo da cinemática inversa [Adaptado de Valente, 2012]. 
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A partir das definições apresentadas na Figura 3.2 e as relações mostradas na Figura 

3.4, é possível chegar à seguinte equação vetorial: 

 

 𝑺𝑖 = 𝑹𝑃
𝐵𝑷𝑖 + 𝒕 − 𝑩𝑖. (3.12) 

 

O termo 𝑹𝑃
𝐵𝑷𝑖 representa o vetor de posição da junta superior 𝑖 com respeito ao 

sistema de referência fixo, pois, como já visto, as coordenadas do vetor 𝑷𝑖 são expressas com 

respeito ao sistema de referência móvel. Os valores de 𝑷𝑖 e 𝑩𝑖 são constantes e dependem do 

número da perna 𝑖, enquanto que 𝒕 depende da posição do centroide da plataforma móvel e a 

matriz 𝑹𝑃
𝐵 depende dos ângulos 𝛼, 𝛽 e 𝛾. Dessa forma, 𝑹𝑃

𝐵 representa a influência do 

movimento angular da pose no cálculo do vetor 𝑺𝑖. 

Usando a Equação (3.12), os vetores de cada perna, 𝑺𝑖, podem ser calculados para 

qualquer pose 𝒙 da plataforma móvel.  

Finalmente, é ainda necessário calcular os comprimentos dos atuadores a partir dos 

vetores 𝑺𝑖. Por meio da Figura 3.4, é possível interpretar que o módulo do vetor 𝑺𝑖 é 

equivalente ao comprimento da perna 𝑖, 𝐿𝑖, portanto: 

 

 𝐿𝑖 = ‖𝑺𝑖‖ = √𝑺𝑖 ∙ 𝑺𝑖. (3.13) 

 

3.5.2. Jacobiano 

No presente trabalho, o estudo do Jacobiano está baseado principalmente no trabalho 

de Lebret et al., 1993, o qual define o Jacobiano, 𝑱(𝒙), como a matriz que transforma as 

velocidades de movimento no espaço de trabalho, 𝒙̇, nas velocidades das juntas, 𝒒̇, relação 

que pode ser expressa por meio da seguinte equação: 

 

 𝒒̇ = 𝑱(𝒙)𝒙̇. (3.14) 

 

Para obter uma expressão para o jacobiano 𝑱(𝒙), Lebret propõe dois passos. No 

primeiro, determinam-se as relações entre as velocidades dos pontos das juntas superiores, 

𝒗𝑃𝑖, e as velocidades de movimento no espaço de trabalho, 𝒙̇. Posteriormente, no segundo 

passo, calcula-se o vetor 𝒒̇ a partir da expressão determinada no passo anterior para 𝒗𝑃.  
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Assim, no primeiro passo, começa-se definindo o vetor 𝒗𝑃𝑖 da junta 𝑖 como: 

 

 𝒗𝑃𝑖 =
𝑑(𝑹𝑃

𝐵𝑷𝑖 + 𝒕)

𝑑𝑡
 (3.15) 

 

O termo 𝑹𝑃
𝐵𝑷𝑖 + 𝒕, da Equação (3.15), representa o vetor que vai desde a origem do 

sistema de referência fixo até o ponto da junta superior 𝑖. Além disso, como o vetor 𝑷𝑖 é 

constante, a Equação (3.15) resulta em: 

 

 𝒗𝑃𝑖 =
𝑑𝑹𝑃

𝐵

𝑑𝑡
𝑷𝑖 + 𝒕̇ (3.16) 

 

A derivada da matriz de rotação 𝑑𝑹𝑃
𝐵/𝑑𝑡 pode ser calculada usando a Equação (3.8) e 

a regra da cadeia para derivadas. Assim, 

 

 

𝑑𝑹𝑃
𝐵

𝑑𝑡
=
𝑑(𝑹𝑥(𝛼))

𝑑𝑡
𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾) + 𝑹𝑥(𝛼)

𝑑 (𝑹𝑦(𝛽))

𝑑𝑡
𝑹𝑧(𝛾)

+ 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)
𝑑(𝑹𝑧(𝛾))

𝑑𝑡
 

(3.17) 

 

As derivadas das matrizes de rotação, 𝑹𝑥(𝛼), 𝑹𝑦(𝛽) e 𝑹𝑧(𝛾), podem ser expressas da 

seguinte forma, obtidas através de simples fatorações: 

 

 
𝑑(𝑹𝑥(𝛼))

𝑑𝑡
= 𝑨(𝒊̂)𝑹𝑥(𝛼)𝛼̇, (3.18) 

 

 
𝑑 (𝑹𝑦(𝛽))

𝑑𝑡
= 𝑨(𝒋̂)𝑹𝑦(𝛽)𝛽̇, 

(3.19) 

e 

 
𝑑(𝑹𝑧(𝛾))

𝑑𝑡
= 𝑨(𝒌̂)𝑹𝑧(𝛾)𝛾̇. (3.20) 

 

onde, 𝒊̂, 𝒋̂ e 𝒌̂ são os vetores unitários nas direções dos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente, do 

sistema de referência fixo, e os operadores 𝑨(∙) retornam matrizes antissimétricas da forma: 
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 𝑨(𝒘) = [
0 −𝑤3 𝑤2
𝑤3 0 −𝑤1
−𝑤2 𝑤1 0

], (3.21) 

 

onde 𝒘 é um vetor genérico definida em este caso como: 

 

𝒘 = [𝑤1 𝑤2 𝑤3]𝑇 . 

 

Substituindo as equações (3.17) a (3.20) na (3.16), resulta: 

 

 
𝒗𝑃𝑖 = 𝑨(𝑖̂)𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖

⃗⃗⃗⃗ 𝛼̇ + 𝑹𝑥(𝛼)𝑨(𝑗̂)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖⃗⃗⃗⃗ 𝛽̇

+ 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑨(𝑘̂)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖⃗⃗⃗⃗ 𝛾̇ + 𝒕̇ 
(3.22) 

 

De acordo com Lebret et al., 1993, define-se a matriz 𝑱2 = 𝑱2(𝒙), como a matriz que 

relaciona as velocidades das juntas superiores 𝒗𝑃 com as velocidades no espaço de trabalho, 

𝒙̇.  

Assim, 

 𝒗𝑃𝑖 = 𝑱2𝑖 [

𝒕̇
𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇

] = 𝑱2𝑖𝒙̇ (3.23) 

 

onde, 𝑱2𝑖 é a linha 𝑖 da matriz 𝑱2. Reescrevendo agora a Equação (3.22) em forma matricial, 

pode-se definir as linhas 𝑱2𝑖 como: 

 

 𝑱2𝑖 = [𝑰3𝑥3 𝑨(𝑖̂)𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖 𝑹𝑥(𝛼)𝑨(𝑗̂)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑨(𝑘̂)𝑹𝑧(𝛾)𝑷𝑖] (3.24) 

 

onde, 𝑰3𝑥3 é a matriz identidade de dimensões 3x3 e os outros 3 elementos de 𝑱2𝑖 são vetores 

colunas de dimensões 3x1. Resulta, assim, uma matriz 𝑱2 de dimensões 3𝑛x𝑛, sendo 𝑛 = 6 o 

número de GDL do robô. 

Uma vez determinadas as velocidades 𝒗𝑃𝑖, procede-se com o segundo passo, no qual 

se calcula relações entre 𝒗𝑃𝑖 e as velocidades das juntas prismáticas 𝐿𝑖. Com esse objetivo em 

vista, usando as equações (3.12) e (3.15), obtém-se a seguinte expressão: 
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 𝒗𝑃𝑖 =
𝑑(𝑹𝑃

𝐵𝑷𝑖 + 𝒕)

𝑑𝑡
=
𝑑(𝑺𝑖 + 𝑩𝑖)

𝑑𝑡
. (3.25) 

 

Derivando a Equação (3.25), como o vetor 𝑩𝑖 é constante com respeito ao tempo, 

pode-se obter: 

 𝒗𝑃𝑖 = 𝑺𝑖
̇  (3.26) 

 

Consequentemente, verifica-se que o ponto da junta superior 𝑖 tem a mesma 

velocidade que o vetor da perna, 𝑺𝑖. Por outro lado, a velocidade no espaço de juntas do 

atuador 𝑖, 𝐿̇𝑖, é igual à componente da velocidade do vetor da perna 𝑖 na direção axial da 

mesma. Ou seja: 

 𝐿̇𝑖 = 𝒔̂𝑖 ∙ 𝑺𝑖̇ , (3.27) 

 

onde, 𝒔̂𝑖 é o vetor unitário com direção do vetor da perna 𝑖, 𝑺𝑖. Substituindo a Equação (3.26) 

na (3.27), tem-se: 

 

 𝐿̇𝑖 = 𝒔̂𝑖 ∙ 𝒗𝑝𝑖 (3.28) 

 

Pode-se, agora, definir a matriz 𝑱1 = 𝑱1(𝒙) como [Lebret et al., 1993]: 

 

 
𝑱1 =

[
 
 
 
 
 
 
 𝒔̂1

𝑇 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3

𝟎1𝑥3 𝒔̂2
𝑇 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3

𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝒔̂3
𝑇 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3

𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝒔̂4
𝑇 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3

𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝒔̂5
𝑇 𝟎1𝑥3

𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝟎1𝑥3 𝒔̂6
𝑇 ]
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

(3.29) 

onde, 𝟎1𝑥3 são vetores linha de dimensões 1x3. Verifica-se, assim, que a matriz 𝑱1 possui 

dimensões 𝑛x3𝑛.  

As matrizes 𝑱1 e 𝑱2, estão, portanto, relacionadas da seguinte forma: 
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 𝒒̇ =

[
 
 
 
 
 
 
𝐿̇1
𝐿̇2
𝐿̇3
𝐿̇4
𝐿̇5
𝐿̇6]
 
 
 
 
 
 

= 𝑱1

[
 
 
 
 
 
𝒗𝑃1
𝒗𝑃2
𝒗𝑃3
𝒗𝑃4
𝒗𝑃5
𝒗𝑃6]

 
 
 
 
 

 𝑒 

[
 
 
 
 
 
𝒗𝑃1
𝒗𝑃2
𝒗𝑃3
𝒗𝑃4
𝒗𝑃5
𝒗𝑃6]

 
 
 
 
 

= 𝑱2

[
 
 
 
 
 
𝑥̇
𝑦̇
𝑧̇
𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇]
 
 
 
 
 

= 𝑱2𝒙̇. (3.30) 

 

Levando em consideração as relações expressas em (3.30) e a Equação (3.14), pode-se 

definir a seguinte expressão para o jacobiano [Lebret et al., 1993]: 

 

 𝑱 = 𝑱(𝒙) = 𝑱1(𝒙)𝑱2(𝒙) (3.31) 

   

3.5.3. Cinemática Direta 

Na robótica, a cinemática direta trata geralmente da determinação da relação entre os 

valores das variáveis de juntas do robô e a posição e orientação do efetuador ou da ferramenta 

fixada no efetuador [Spong e Vidyasagar, 1989]. Esse conceito, quando aplicado ao MPS, 

relaciona-se à obtenção do vetor de coordenadas no espaço de trabalho, 𝒙, a partir das 

coordenadas no espaço de juntas, 𝒒.  

Para robôs paralelos, a cinemática direta é mais complexa quando comparada com a 

cinemática inversa. Por exemplo, Liu et al., 1993, utilizam um algoritmo que necessita 

resolver três equações não lineares simultâneas para solucionar o problema da cinemática 

direta de um MPS com plataforma móvel de 3 vértices. 

No presente trabalho, ao invés de ser adotado um método direto, baseado unicamente 

em relações geométricas, optou-se pelo uso de um método incremental proposto por Lara, 

2008, o qual aproxima o vetor 𝒙 em cada instante adicionando um incremento ao valor do 

vetor 𝒙 no instante anterior. Essa abordagem envolve o uso do jacobiano, a aceleração das 

coordenadas no espaço de juntas 𝒒̈ e o valor do vetor de coordenadas no espaço de trabalho 𝒙 

em um instante anterior. A facilidade da implantação desta abordagem no software Simulink, 

justifica a sua aplicação nesta dissertação de mestrado.  

A cinemática direta será aplicada para obter o vetor de coordenadas Cartesianas no 

espaço de trabalho 𝒙 a partir do vetor de aceleração no espaço de juntas 𝒒̈. Para a implantação 

deste esquema, deriva-se a relação entre as velocidades 𝒙̇ e 𝒒̇ (Equação (3.14)) com respeito 

ao tempo, e rearranjando a expressão obtém-se: 



37 

 

 

 

 𝒙̈ = 𝑱−1𝒒̈ − 𝑱−1𝑱̇𝑱−1𝒒̇. (3.32) 

 

A Equação (3.32) fornece o vetor 𝒙̈ a partir dos vetores 𝒒̈ e 𝒒̇. A sua vez, o vetor 𝒒̇ 

pode ser obtido a partir de 𝒒̈ através de métodos numéricos. Por exemplo, o incremento do 

vetor 𝒒̇ em um intervalo de tempo 𝛿𝑡 é dependente do vetor 𝒒̈ de acordo com a Equação 

(3.33) 

 𝛿𝒒̇ =
𝑑𝒒̇

𝑑𝑡
𝛿𝑡 = 𝒒̈𝛿𝑡 (3.33) 

 

onde, 𝛿𝒒̇ é a variação incremental do vetor 𝒒̇. Posteriormente, para obter o valor atual de 𝒒̇, 

soma-se o valor de 𝒒̇ do instante anterior ao valor aproximado do incremento de 𝛿𝒒̇, de 

acordo com a Equação (3.34): 

 

 𝒒̇𝑘 = 𝒒̇𝑘−1 + 𝛿𝒒̇𝑘 (3.34) 

 

onde, o subscrito 𝑘 indica o instante atual. Substituindo a Equação (3.33) na (3.34), resulta: 

 

 𝒒̇𝑘 = 𝒒̇𝑘−1 + 𝒒̈𝑘𝛿𝑡. (3.35) 

 

Posteriormente, de maneira análoga ao método numérico aplicado na Equação (3.35) 

podem obter-se as expressões do vetor 𝒙̇, e, finalmente, 𝒙, a partir de valor calculado de 𝒙̈ 

pela Equação (3.32). 

 

 𝒙̇𝑘 = 𝒙̇𝑘−1 + 𝒙̈𝑘𝛿𝑡 (3.36) 

 

 𝒙𝑘 = 𝒙𝑘−1 + 𝒙̇𝑘𝛿𝑡 (3.37) 

3.6. Singularidades 

As configurações singulares são definidas por Gosselin e Angeles, 1990, como aquelas 

em que a matriz Jacobiana, i.e., a matriz que transforma as velocidades de entrada nas de 

saída, apresenta diminuição do seu posto (rank). Essas configurações são indesejáveis devido 

ao fato de que o número de graus de liberdade do sistema muda instantaneamente, o que pode 

ocasionar, por exemplo, impossibilidade de o manipulador apresentar determinadas poses a 
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partir de uma dada trajetória desejada ou, ainda, necessitar torque ou velocidade que tendem 

ao infinito para poder executar determinado movimento a partir da pose atual. Também 

segundo Gosselin e Angeles, 1990, nas situações de singularidade podem ocorrer três 

diferentes problemas:  

1) Nas situações em que a cadeia cinemática alcança o limite do seu espaço de trabalho 

ou um limite interno do mecanismo existe um vetor 𝒒̇ não nulo que produz um vetor 𝒙̇ 

nulo, ou seja, embora exista velocidade nas juntas, o efetuador não se movimenta por 

efeito da “perda” momentânea de um ou mais graus de liberdade. 

2) Quando o efetuador encontra-se em movimento sem que os atuadores tenham sido 

acionados, significando que existe um vetor 𝒙̇ não nulo que corresponde a um vetor 𝒒̇ 

igual a zero. Neste caso, o sistema “ganha” um ou mais GDL que não consegue 

controlar. 

3) Situações em que ambas as singularidades anteriores ocorrem simultaneamente. Esta 

singularidade depende da definição geométrica própria de cada MPS.  

 

Mello, 2011, determinou as condições em que ocorrem essas configurações singulares 

em um MPS. O primeiro tipo de singularidade ocorre quando o comprimento de um ou mais 

atuadores chega ao seu máximo ou mínimo valor. Já, o segundo tipo se manifesta quando as 

pernas do mecanismo pertencem a um mesmo plano, ou, quando ao menos dois elos são 

paralelos. Finalmente, o terceiro caso pode ocorrer quando os parâmetros geométricos do 

MPS são escolhidos de forma que 𝑟𝑝 = 𝑟𝑏 e 𝜑𝑝 = 𝜑𝑏. Nessa configuração geométrica, todas 

as pernas do MPS são paralelas entre si, o que torna o manipulador uma estrutura instável 

(sob o efeito da ação da força peso) e não controlável. 

De forma complementar ao trabalho de Mello, Lara, 2008, apresenta o critério de mau-

condicionamento (ill-conditioning), o qual permite determinar se o manipulador se encontra 

perto de uma região com singularidades. Dessa forma, é possível usar o critério para 

selecionar trajetórias com menores possibilidades de levar a estrutura a um ponto de 

singularidade. 

3.7. Equações dinâmicas do manipulador Plataforma de Stewart 

Esta seção está focada na estrutura e propriedades da dinâmica do MPS. Objetiva-se 

avaliar a influência dos diferentes coeficientes das equações dinâmicas visando a levantar 
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subsídios para projetar e implantar um controle adequado. Pode-se citar como exemplo da 

importância desta análise o fato de que somente através de uma fatoração particular dos 

termos de Coriolis e centrífugos é possível obter uma matriz de Coriolis, 𝑽(𝒙, 𝒙̇) com 

propriedade de antissimetria (ou seja, 𝑽(𝒙, 𝒙̇) + 𝑽𝑇(𝒙, 𝒙̇) = 0 [Spong e Vidyasagar, 1989]), 

sendo essa propriedade usualmente necessária para a demonstração de estabilidade em malha 

fechada usando técnicas tradicionais baseadas nos métodos de Lyapunov [Lebret et al., 1993]. 

No presente trabalho, o método de análise dinâmica utilizado é o baseado na 

Formulação de Lagrange que, quando comparada com outras abordagens, fornece uma análise 

sistematizada que simplifica a obtenção do equacionamento dinâmico necessário para a 

demonstração de estabilidade. Os passos para sua aplicação são os indicados por Lebret et al., 

1993, sendo que as expressões resultantes dos coeficientes das equações dinâmicas são as 

mesmas de Kim et al., 2000. 

Li e Salcudean, 1997 avaliaram os efeitos dinâmicos da inércia das pernas de um MPS 

hidráulico com relação aos da inércia total de um MPS típico, concluindo que, de forma geral, 

seus efeitos podem ser desconsiderados para efeitos da síntese dos controladores. Usando essa 

mesma simplificação (ou seja, não considerando os efeitos inerciais das pernas sobre a 

dinâmica total devido ao fato de que a massa da plataforma móvel é geralmente 

significativamente maior que a da perna), Davliakos e Papadoupoulos, 2008, desenvolveram 

um controlador para um MPS com atuadores hidráulicos com resultados satisfatórios (erros de 

posicionamento de aproximadamente 2%) de seguimento de trajetória. Além disto, usando as 

estratégias propostas na bibliografia, agregar a inércia das pernas à equação dinâmica 

dificultaria expressivamente a verificação das propriedades das matrizes de Inércia e Coriolis 

resultantes, o que tornaria muito mais difícil a análise de estabilidade e o desenvolvimento e 

aplicação de estratégias de controle. Tendo em vistas as ponderações acima, optou-se, no 

presente trabalho, também por desprezar as inércias das pernas. 

3.7.1. Formulação de Lagrange 

Segundo Lebret et al., 1993, a aplicação da formulação de Lagrange consiste dos 

seguintes passos: 

1) Calcular a energia cinética 𝑇 e a energia potencial 𝑈 da plataforma móvel como 

funções do vetor de coordenadas 𝑞: 
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 𝑇 = 𝑇(𝒒, 𝒒̇) =
1

2
𝒒̇𝑇𝑴(𝒒)𝒒̇ (3.38) 

e 

 𝑈 = 𝑈(𝒒) (3.39) 

 

onde, 𝑴(𝒒) é a matriz de Inercia, 𝑴(𝒒) ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 e 𝑈(𝒒) ∈ ℝ𝑛. 

2) Desenvolver a equação de Lagrange usando a expressão: 

 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇(𝒒, 𝒒̇)

𝜕𝒒̇
) −

𝜕𝑇(𝒒, 𝒒̇)

𝜕𝒒
+
𝜕𝑈(𝒒)

𝜕𝒒
= 𝝉, (3.40) 

 

onde, 𝝉 é o vetor de forças aplicadas pelos atuadores.  

Finalmente a equação (3.40) resulta na forma padrão: 

 

 𝑴(𝒒)𝒒̈ + 𝑽(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝑮(𝒒) = 𝝉 (3.41) 

 

onde a matriz de inércia 𝑴(𝒒) pode ser obtida diretamente a partir da expressão da energia 

cinética 𝐾(𝒒, 𝒒̇). O termo 𝑮(𝒒) ∈ ℝ𝑛, denominado termo de gravidade, é obtido a partir da 

energia potencial 𝑈(𝒒), por meio do último termo do primeiro membro da Equação (3.40). O 

processo de obtenção da matriz de Coriolis, 𝑽(𝒒, 𝒒̇) (𝑽(𝒒, 𝒒̇) ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛), é geralmente 

complexo.  

A dinâmica do manipulador robótico (Equação (3.41)) é expressa no espaço de juntas. 

Mas, conforme descrito na Seção 2.1.2, a obtenção do equacionamento dinâmico no espaço de 

trabalho é geralmente mais simples quando comparada com a sua derivação no espaço de 

juntas. Como resultado, neste trabalho, a equação dinâmica será descrita na forma [Lebret et 

al., 1993]: 

 

 𝑴(𝒙)𝒙̈ + 𝑽(𝒙, 𝒙̇)𝒙̇ + 𝑮(𝒙) = 𝑱𝑇(𝒙)𝝉 (3.42) 

 

onde 𝑱𝑇(𝒙) é a matriz Jacobiana transposta. Essa notação é a mesma que a da Equação (3.40), 

tendo sido substituídos os termos 𝑞 e suas derivadas pelas coordenadas no espaço de trabalho, 

𝒙. Como consequência, o termo 𝜏 foi substituído pelas forças e momentos aplicados no 

efetuador, calculado pela expressão 𝑱𝑇(𝒙)𝝉 [Lewis et al., 2006; Dasgupta e Mruthyunjaya, 

1998].  
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Para obter a matriz de Coriolis, é usada uma fatoração especial indicada por Lebret et 

al., 1993, que garante a propriedade de antissimetria da matriz 𝑴̇(𝒙) − 2𝑽(𝒙, 𝒙̇). A equação 

proposta é a seguinte: 

 

 𝑽(𝒙, 𝒙̇) =
1

2
[𝑴̇(𝒙) + 𝑯𝑀

𝑇 −𝑯𝑀] (3.43) 

 

onde, 𝑯𝑀  é uma matriz derivada de 𝑴(𝒙) e 𝒒̇, podendo ser expressa como [Lebret et al., 

1993]: 

 

 𝑯𝑀 = [
𝒙̇𝑇 ⋯ 𝟎3𝑥1
⋮ ⋱ ⋮

𝟎3𝑥1 ⋯ 𝒙̇𝑇
] [
𝜕𝑴(𝒙)

𝜕𝒒1

𝜕𝑴(𝒙)

𝜕𝒒2
…

𝜕𝑴(𝒙)

𝜕𝒒6
]

𝑇

. (3.44) 

 

onde 𝟎3𝑥1 representa um vetor linha de zeros de ordem 3x1 

Lewis et al., 2006, destacam a seguinte propriedade das matrizes de coeficientes da 

Equação (3.42): 

Propriedade 3.1: A matriz 𝑴̇(𝒙) − 2𝑽(𝒙, 𝒙̇) é antissimétrica se a matriz 𝑽(𝒙, 𝒙̇) é 

escolhida segundo a Equação (3.43). Assim, para um vetor qualquer 𝒘 ∈ ℝ𝑛, resulta que: 

 

 𝒘𝑇[𝑴̇(𝒙) − 2𝑽(𝒙, 𝒙̇)]𝒘 = 0, (3.45) 

 

o que pode ser demonstrado substituindo a Equação (3.43) na Equação (3.45), o que resulta: 

 

 𝒘𝑇[𝑯𝑀
𝑇 −𝑯𝑀]𝒘 = 0 (3.46) 

 

 𝒘𝑇𝑯𝑀𝒘−𝒘
𝑇𝑯𝑀

𝑇 𝒘 = 𝒘𝑇(𝑯𝑀𝒘) − (𝑯𝑀𝒘)
𝑇𝒘 = 0 (3.47) 

 

A operação de ambos termos da Equação (3.47) é um produto escalar, portanto, pela 

propriedade comutativa do produto escalar, pode escrever-se a seguinte identidade: 

 

 𝒘𝑇(𝑯𝑀𝒘) − 𝒘
𝑇(𝑯𝑀𝒘) = 0 (3.48) 



42 

 

 

3.7.2. Características da plataforma móvel 

São apresentadas agora as grandezas cujos valores influem significativamente no 

comportamento dinâmico do sistema. Dentre os parâmetros, neste sentido destacam-se:: 

a) A massa, 𝑚, da plataforma móvel; 

b) O tensor de inércia, com respeito ao sistema de referência móvel, 𝑰𝑚: 

 

 𝑰𝑚 = [

𝐼𝑥 0 0
0 𝐼𝑦 0

0 0 𝐼𝑧

] ; (3.49) 

 

onde, 𝐼𝑥, 𝐼𝑦 e 𝐼𝑧 são os momentos de inercia de massa em relação aos eixos x, y e z 

respectivamente. 

c) A velocidade angular da plataforma, com respeito ao sistema de referência fixo, 𝝎: 

 

 𝝎 = 𝑬(𝛼, 𝛽) [

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
], (3.50) 

 

onde, 𝐸 é definido como: 

 

 𝑬 = 𝑬(𝛼, 𝛽) = [

1 0 𝑠𝑒𝑛 𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽
0 𝑠𝑒𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] (3.51) 

 

No Apêndice A apresenta-se o processo de obtenção da expressão de 𝝎. A seguir, as 

características associadas a estes parâmetros são detalhadamente analisadas. 

3.7.3. Matriz de Inércia 

A matriz de Inércia, 𝑴(𝒙) é obtida através da energia cinética do sistema, por meio da 

Equação (3.38) reescrita com relação ao espaço de trabalho [Lebret et al., 1993]:  

 

 𝑇 =
1

2
𝒙̇𝑇𝑴(𝒙)𝒙̇ (3.52) 
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Para o caso da plataforma móvel, a energia cinética, 𝑇, é composta pela soma de dois 

termos relacionados com a energia translacional e com a energia rotacional.  

A energia translacional é considerada como a energia calculada no centro de massa, 

supondo a massa total da plataforma móvel concentrada nesse ponto, e é expressa por meio da 

Equação (3.53) [Lebret et al., 1993]: 

 

 𝑇𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
1

2
𝑚‖𝒕̇‖2 =

1

2
𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2) (3.53) 

 

A energia rotacional é constituída pela energia devida à rotação em torno do centro de 

massa da plataforma móvel. Consequentemente, a energia rotacional da plataforma móvel 

pode ser calculada através de coordenadas consideradas com respeito ao sistema de referência 

móvel, por intermédio da Equação (3.54) [Lebret et al., 1993]. 

 

 𝑇𝑟𝑜𝑡 =
1

2
[(𝑹𝑃

𝐵)𝑇𝝎]𝑇𝑰𝑚[(𝑹𝑃
𝐵)𝑇𝝎] (3.54) 

 

onde, o termo (𝑹𝑃
𝐵)𝑇𝝎 expressa a velocidade angular da plataforma móvel com respeito ao 

sistema de referência móvel. 

No caso da energia translacional, a Equação (3.53) pode ser expressa por meio da 

seguinte forma matricial quadrática: 

 

 𝑇𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
1

2
𝒙̇𝑇𝑴𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝒙̇ (3.55) 

 

Sendo 𝑴𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 definida como: 

 

 𝑴𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =

[
 
 
 
 
 
𝑚 0 0 0 0 0
0 𝑚 0 0 0 0
0 0 𝑚 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

   (3.56) 

 

Para derivar uma expressão matricial da energia rotacional na forma da Equação 

(3.52), deve-se primeiramente substituir a Equação (3.50), expressão que relaciona a 
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velocidade angular da plataforma móvel 𝝎 com o vetor de derivadas das posições angulares 

𝛼, 𝛽 e 𝛾, na Equação (3.54), resultando: 

 

𝑇𝑟𝑜𝑡 =
1

2
[(𝑹𝑃

𝐵)𝑇𝑬[

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
]]

𝑇

𝑰𝑚 [(𝑹𝑃
𝐵)𝑇𝑬[

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
]], 

de onde obtém-se: 

 
𝑇𝑟𝑜𝑡 =

1

2
[

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
]

𝑇

(𝑬𝑇𝑹𝑃
𝐵𝑰𝑚(𝑹𝑃

𝐵)𝑇𝑬) [

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
] 

 

(3.57) 

Reescrevendo a Equação (3.57) em termos do vetor 𝒙̇, tem-se: 

 

 𝑇𝑟𝑜𝑡 =
1

2
𝒙̇𝑇𝑴𝑟𝑜𝑡𝒙̇ =

1

2
𝒙̇𝑇 [

0 0
0 𝑬𝑇𝑹𝑃

𝐵𝑰𝑚(𝑹𝑃
𝐵)𝑇𝑬

] 𝒙̇ (3.58) 

 

Posteriormente, substituindo os valores de 𝑹𝑃
𝐵, 𝑰𝑚 e 𝑬 pelas equações (3.8), (3.49) e 

(3.51), respectivamente, obtém-se a expressão para 𝑴𝑟𝑜𝑡: 

 

 𝑴𝑟𝑜𝑡 =

[
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝐼𝑥𝑐𝛽

2𝑐𝛾
2 + 𝐼𝑦𝑐𝛽

2𝑠𝛾
2 + 𝐼𝑧𝑠𝛽

2 (𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)𝑐𝛽𝑐𝛾𝑠𝛾 𝐼𝑧𝑠𝛽

0 0 0 (𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)𝑐𝛽𝑐𝛾𝑠𝛾 𝐼𝑥𝑠𝛾
2 + 𝐼𝑦𝑐𝛾

2 0

0 0 0 𝐼𝑧𝑠𝛽 0 𝐼𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

 (3.59) 

 

onde, os operadores 𝑐 e 𝑠 representam as funções cosseno e seno, respectivamente, e o 

subscrito (𝛼, 𝛽 e 𝛾) indica o respectivo ângulo.  

Finalmente, a Matriz de Inércia pode ser obtida por meio da composição das matrizes 

de translação e de rotação [Kim et al., 2000]. Assim, 

 

 𝑴(𝒙) = 𝑴𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 +𝑴𝑟𝑜𝑡  

ou, 
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 𝑴(𝒙) =

[
 
 
 
 
 
 
𝑚 0 0 0 0 0
0 𝑚 0 0 0 0
0 0 𝑚 0 0 0

0 0 0 𝐼𝑥𝑐𝛽
2𝑐𝛾
2 + 𝐼𝑦𝑐𝛽

2𝑠𝛾
2 + 𝐼𝑧𝑠𝛽

2  (𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)𝑐𝛽𝑐𝛾𝑠𝛾 𝐼𝑧𝑠𝛽

0 0 0 (𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)𝑐𝛽𝑐𝛾𝑠𝛾 𝐼𝑥𝑠𝛾
2 + 𝐼𝑦𝑐𝛾

2 0

0 0 0 𝐼𝑧𝑠𝛽 0 𝐼𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

 (3.60) 

 

3.7.4. Matriz de Coriolis 

Na presente abordagem, os termos associados à aceleração de Coriolis e às forças 

centrifugas são agrupados na matriz de Coriolis. A formulação para obter a matriz de Coriolis 

foi apresentada por meio das equações (3.43) e (3.44), cuja aplicação apesar de ser direta, é 

geralmente extensa. Assim, por tratar-se de um desenvolvimento consolidado na bibliografia 

[Lebret et al., 1993] não será reproduzido no presente trabalho. 

A expressão usual resultante é a apresentada por exemplo, por Kim et al., 2000: 

 

 𝑽(𝒙, 𝒙̇) =

[
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝐾1𝛽̇ + 𝐾2𝛾̇ 𝐾1𝛼̇ + 𝐾5𝛽̇ + 𝐾3𝛾̇ 𝐾2𝛼̇ + 𝐾3𝛽̇

0 0 0 −𝐾1𝛼̇ + 𝐾3 𝛾̇ 𝐾4𝛾̇ 𝐾3𝛼̇ + 𝐾4𝛽̇

0 0 0 −𝐾2𝛼̇ − 𝐾3𝛽̇ −𝐾3𝛼̇ − 𝐾4𝛽̇ 0 ]
 
 
 
 
 
 

 (3.61) 

 

onde, os termos 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4 e 𝐾5 são definidos como: 

 

 𝐾1 = −𝑐𝛽𝑠𝛽(𝑐𝛾
2𝐼𝑥 + 𝑠𝛾

2𝐼𝑦 − 𝐼𝑧); (3.62) 

 

 𝐾2 = −𝑐𝛽
2𝑐𝛾𝑠𝛾(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦); (3.63) 

 

 𝐾3 =
1

2
𝑐𝛽(𝑐𝛾 − 𝑠𝛾)(𝑐𝛾 + 𝑠𝛾)(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦); (3.64) 

 

 𝐾4 = 𝑐𝛾𝑠𝛾(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦); (3.65) 

e 

 𝐾5 = −𝑐𝛾𝑠𝛾𝑠𝛽(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦). (3.66) 
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3.7.5. Vetor de Gravidade 

O vetor de gravidade é derivado da energia potencial, 𝑈, pela seguinte relação [Lebret 

et al., 1993]: 

 

 𝑮(𝒙) =
𝜕𝑈(𝒙)

𝜕𝒙
, (3.67) 

 

sendo a energia potencial expressa por: 

 

 𝑈(𝒙) = 𝑚𝑔𝑧 (3.68) 

 

Verifica-se por meio da Equação (3.68),  que o único fator dependente do vetor 𝒙 é o 

termo 𝑧. Como consequência, aplicando a derivada parcial com respeito a 𝒙, a energia 

potencial resulta em um vetor de ordem 6x1 com a seguinte forma [Kim et al., 2000]: 

 

 𝑮(𝒙) =

[
 
 
 
 
 
0
0
𝑚𝑔
0
0
0 ]
 
 
 
 
 

 (3.69) 

 

Assim, o conjunto de equações ((3.42), (3.60), (3.61) e (3.69)) consiste no modelo do 

subsistema mecânico do MPS escrito de forma apropriada para a aplicação do controle por 

torque computado. A seguir, no Capítulo 4 será apresentada a modelagem do subsistema 

hidráulico de atuação. A combinação destes dois modelos permite, conforme será visto no 

Capítulo 5, a definição do equacionamento de controle baseado na Lei de Slotine e Li com 

prova de estabilidade do sistema em malha fechada garantida por meio do Método Direto de 

Lyapunov. 
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4 MODELAGEM DO ATUADOR HIDRÁULICO 

Neste capítulo é introduzido o estudo do modelo matemático do subsistema hidráulico 

de atuação do MPS. Como já exposto, esse sistema é composto por uma unidade de potência e 

seis sistemas de atuação hidráulica compostos, cada um, por uma servoválvula de controle e 

por um atuador linear tipo pistão.  

Para obtenção do modelo, são estudados fenômenos físicos, como a vazão na válvula 

direcional, as dinâmicas das pressões no cilindro, e o equilíbrio de forças aplicadas na haste 

do cilindro. É também analisada a zona morta da válvula direcional proporcional, sendo 

apresentado um método para sua compensação por meio de software. 

Conforme também já comentado, objetiva-se obter um modelo matemático para o 

subsistema hidráulico que, acoplado ao modelo do subsistema mecânico, sirva para simular e 

implantar estratégias de controle no MPS, especialmente esquemas baseados no controle por 

torque calculado. 

Na Seção 4.1 é descrito brevemente o funcionamento e a composição do atuador 

hidráulico estudado. A modelagem matemática do atuador é apresentada na Seção 4.2, e a 

implantação do modelo matemático para simulação é abordada no Apêndice B. Já, na Seção 

4.3, é apresentado o método aplicado para a compensação da zona morta. Por último, na 

Seção 4.4, os resultados de simulações do modelo desenvolvido são comparados com 

resultados da literatura visando a avaliar o modelo. 

4.1. Descrição do Atuador Hidráulico Linear 

O atuador hidráulico linear analisado nesta dissertação consiste de um cilindro linear 

de dupla ação assimétrico controlado por uma servoválvula do tipo carretel com quatro vias e 

construção assimétrica. Considera-se que a carga é fixada no extremo final da haste. Assim, o 

atuador deve movimentar a carga transmitindo energia através de um fluido sob pressão, 

geralmente óleo hidráulico. Na Figura 4.1 é apresentado um esquema representativo deste tipo 

de atuadores. 

Segundo Franco, 2002, quando 𝑥𝑣 > 0, a configuração das vias do carretel faz com 

que o fluido sob pressão (pressão de suprimento da bomba 𝑝𝑠) esteja em contato com a 

câmara A do cilindro. Dentro do cilindro, o fluido está a uma pressão, 𝑝𝐴, menor que 𝑝𝑆, que, 

se for maior do que a pressão da câmara B, ocasiona uma força hidráulica diferencial 
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proporcional à área útil do êmbolo, a qual, ao vencer as forças de atrito e inércia, move o 

pistão. Esse movimento corresponde a uma vazão 𝑞𝑣𝐴 na direção servoválvula → câmara A. 

Por outro lado, no mesmo instante, e de maneira similar, a câmara B se encontra em contato 

com o fluido a baixa pressão (pressão de retorno 𝑝𝑅) e, consequentemente, é gerada uma 

vazão 𝑞𝑣𝐵 com sentido câmara B → servoválvula. Quando o pistão encontra-se em 

movimento devido à combinação desses dois efeitos, a velocidade da haste é 𝑦̇ > 0.  

O processo contrário acontece quando 𝑥𝑣 < 0. Neste caso, as vazões invertem o 

sentido juntamente com a velocidade da haste. Para comandar o movimento do carretel, uma 

tensão de controle é aplicada à servoválvula. 

 

 
Figura 4.1 – Desenho esquemático do atuador hidráulico [Adaptado de Valdiero, 2005] 

4.2. Desenvolvimento do modelo não linear do atuador hidráulico 

A seguir são desenvolvidas as equações que governam o comportamento dinâmico de 

um atuador hidráulico com cilindro assimétrico. Devido à natureza dos processos envolvidos 

na dinâmica do atuador, o resultado é um conjunto de equações não lineares.  

As seguintes considerações são adotadas para simplificar a modelagem do atuador 

linear hidráulico: 

(a) Os vazamentos internos entre as câmaras do cilindro são desprezados. 

𝑝𝑟 𝑝𝑠 𝑝𝑟 

𝑝𝐴 𝑝𝐵 

𝑞𝑉𝐴 𝑞𝑉𝐵 

𝑉𝐴 𝑉𝐵 

𝑝𝐴 

Posição do pistão do cilindro 

CILINDRO  

DIFERENCIAL 

TUBULAÇÕES 

VÁLVULA 

DIRECIONAL 

PROPORCIONAL 

𝑝𝐵 
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(b) Desconsidera-se a dinâmica da válvula, supõe-se uma resposta relativamente rápida do 

carretel ao sinal de tensão elétrica aplicada ao solenoide. 

Visando a facilitar o desenvolvimento do modelo matemático do atuador linear 

hidráulico, subdivide-se o sistema em quatro equacionamentos: 

(a) Equação do acionamento da servoválvula. 

(b) Vazão do fluido através do orifício da válvula direcional. 

(c) Variação da pressão dentro das câmaras do cilindro. 

(d) Equilíbrio dinâmico no pistão. 

O conjunto das equações de cada um dos desses subsistemas forma o modelo do 

atuador hidráulico. Nesta dissertação, os modelos são derivados seguindo os passos dos 

trabalhos de Valdiero, 2005, e Pereira, 2006. 

4.2.1. Equação do acionamento da servoválvula 

Li e Salcudean, 1997, Valdiero, 2005 e Pereira, 2006, modelam a dinâmica da válvula 

direcional proporcional como uma equação de segunda ordem que relaciona a tensão de 

controle na entrada da válvula com o deslocamento do carretel. Pereira aborda este problema 

introduzindo a grandeza 𝑈𝑐 [V], a qual representa uma tensão proporcional ao deslocamento 

do carretel dá válvula. O sinal 𝑈𝑐 está relacionado à tensão de controle 𝑢𝑣 através da equação 

de segunda ordem: 

 

 𝑈̈𝑐 = 𝜔𝑣
2𝑢𝑣 − 2𝜉𝑣𝜔𝑣𝑈̇𝑐 − 𝜔𝑣

2𝑈𝑐 (4.1) 

 

onde, 𝑈𝑐 é a tensão proporcional e o movimento do carretel [V], 𝜔𝑣 é a frequência natural da 

válvula [rad/s], 𝜉𝑣 é a razão de amortecimento da válvula, e, 𝑢𝑣 representa à tensão de 

controle [V]. 

No entanto, se a dinâmica do carretel é considerada suficientemente rápida para as 

condições de trabalho, ela pode ser desprezada, obtendo-se: 

 

 𝑈𝑐 = 𝑢𝑣 (4.2) 

 

A Equação (4.2) considera, portanto, a hipótese de que a dinâmica do carretel é 

desprezada e o mesmo atua imediatamente sob o comando do sinal de controle 𝑢𝑣. 
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Na Seção 4.2.2, a seguir, aborda-se a relação entre 𝑈𝑐 e o deslocamento do carretel da 

servoválvula 𝑥𝑣.  

4.2.2. Vazão nos orifícios da válvula direcional 

Como foi descrito na Seção 4.1, o valor do deslocamento do carretel 𝑥𝑣 determina as 

vazões 𝑞𝑣𝐴 e 𝑞𝑣𝐵 na válvula direcional. Para calcular a dependência das vazões com respeito 

ao deslocamento do carretel, pode-se usar a equação que relaciona a vazão de um orifício com 

a diferença entre as pressões a montante e a jusante, a qual é obtida por meio da equação de 

Bernoulli [Merritt, 1967; Franco, 2002; Pereira, 2006]: 

 

 𝑞𝑣𝐴 =

{
 
 

 
 
𝐶𝑑𝐴𝑜𝑟𝑆−𝐴√

2

𝜌
(𝑝𝑆 − 𝑝𝐴) 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐶𝑑𝐴𝑜𝑟𝐴−𝑅√
2

𝜌
(𝑝𝐴 − 𝑝𝑅) 𝑥𝑣 < 0

 (4.3) 

e 

 𝑞𝑉𝐵 =

{
 
 

 
 
𝐶𝑑𝐴𝑜𝑟𝐵−𝑅√

2

𝜌
(𝑝𝐵 − 𝑝𝑅) 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐶𝑑𝐴𝑜𝑟𝑆−𝐵√
2

𝜌
(𝑝𝑆 − 𝑝𝐵) 𝑥𝑣 < 0

 (4.4) 

 

onde, 𝑞𝑣𝐴 é a vazão para a câmara A do cilindro [m3/s], 𝑞𝑣𝐵 é a vazão para a câmara B do 

cilindro [m3/s], 𝐶𝑑 é o coeficiente de descarga, 𝐴𝑜𝑟𝑖 é a área do orifício por onde ocorre a 

vazão do fluido [m2], sendo que 𝑖 indica o orifício pelo qual ocorre a vazão: suprimento à 

câmara A (S→A), câmara A ao retorno (A→R), câmara B ao retorno (B→R), ou suprimento 

à câmara B (S→B). Ainda na Equação (4.4), 𝜌 é massa específica do fluido [kg/m3], 𝑝𝑆 é a 

pressão de suprimento [Pa], 𝑝𝐴 é a pressão na câmara A do cilindro [Pa], 𝑝𝐵 é a pressão na 

câmara B do cilindro [Pa], 𝑝𝑅 é a Pressão de retorno [Pa], e 𝑥𝑣 é o deslocamento do carretel 

[m]. 

A área do orifício 𝐴𝑜𝑟𝑖 é dependente da posição do carretel. O valor do coeficiente de 

descarga 𝐶𝑑 depende de diversos fatores construtivos e de operação [Merrit, 1967] e, em 

geral, não é fornecido pelos fabricantes, tornando complicada a aplicação prática das 
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equações descritas acima [Pereira, 2006]. Mais adiante, ainda nesta seção, utilizando a 

definição da constante de vazão 𝐾𝑣, será apresentado um método prático usado para resolver 

este problema.  

 

A Figura 4.2 mostra a servoválvula em corte, destacando um dos orifícios da mesma. 

De acordo com essa figura, pode-se verificar que a área do orifício da válvula é linearmente 

proporcional ao deslocamento do carretel, podendo ser escrita como 𝐴𝑜𝑟𝑖 = 𝑙𝑖𝑥𝑣, onde, 𝑙𝑖 é a 

largura do orifício. Em consequência, as equações (4.3) e (4.4) podem ser rescritas como: 

 

 𝑞𝑉𝐴 =

{
  
 

  
 
(𝐶𝑑𝑙𝑆−𝐴√

2

𝜌
 )𝑥𝑣√𝑝𝑆 − 𝑝𝐴, 𝑥𝑣 ≥ 0

(𝐶𝑑𝑙𝐴−𝑅√
2

𝜌
 )𝑥𝑣√𝑝𝐴 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 < 0

 (4.5) 

e, 

 𝑞𝑉𝐵 =

{
  
 

  
 
(𝐶𝑑𝑙𝐵−𝑅√

2

𝜌
 )𝑥𝑣√𝑝𝐵 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 ≥ 0

(𝐶𝑑𝑙𝑆−𝐵√
2

𝜌
 )𝑥𝑣√𝑝𝑆 − 𝑝𝐵, 𝑥𝑣 < 0

 (4.6) 

 

 

Figura 4.2 – Orifício da câmara da válvula 

 

As equações (4.5) e (4.6) são funções do deslocamento do carretel 𝑥𝑣 e das pressões 

nas câmaras (𝑝𝐴 e 𝑝𝐵). O termo 𝐶𝑑𝑙𝑖√2/𝜌, (entre parêntesis nessas equações), é constituído 

por parâmetros definidos pela geometria do orifício, condições de trabalho e caraterísticas do 

𝑥𝑣 

𝑟𝑎𝑖𝑜 

𝑙 
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fluido usado. O termo 𝐶𝑑𝑙𝑖√2/𝜌 pode então ser definido analiticamente como o ganho ou 

coeficiente hidráulico (𝐾𝐻 = 𝐶𝑑𝑙𝑖√2/𝜌) [(m3/s)/(N)1/2]. Franco, 2002, menciona que é 

comum que o valor de 𝐾𝐻 seja obtido diretamente através de experimentos ao invés de ser 

calculado analiticamente a partir do levantamento individual dos valores dos parâmetros. 

Desta maneira, Furst, 2001, e Pereira, 2006, introduzem uma nova abordagem do ganho 

hidráulico, denominando-o coeficiente de vazão, 𝐾𝑣, e apresentam um método para obter um 

valor aproximado através de equações em que os parâmetros necessários são facilmente 

obtidos a partir de dados de catálogo. A metodologia foi desenvolvida por Furst e consiste em 

obter um valor do coeficiente de vazão a partir da relação da vazão para uma dada entrada 

nominal de tensão de controle aplicada conjuntamente com uma dada pressão nominal de 

teste [Pereira, 2006]. A Equação (4.7) apresenta esta relação para a tensão nominal 𝑈𝑛𝑜𝑚 

(medida em [V]): 

 

 𝐾𝑣 =
𝑞𝑣𝑛 

√𝛥𝑝𝑡𝑛
 (4.7) 

 

onde, 𝐾𝑣 é o coeficiente de vazão total [(m3/s)/(Pa)1/2], 𝑞𝑣𝑛  é a vazão nominal [m3/s], e Δ𝑝𝑡𝑛 é 

a diferença de pressão total na válvula [Pa]. 

Os valores nominais de vazão e pressão podem ser encontrados no catálogo da 

servoválvula fornecido pelo fabricante. A Equação (4.7) é aplicada para o caso em que a 

queda de pressão é total, isto é, sendo considerada a soma das quedas de pressão em ambas 

vias da válvula, S→A e B→R, ou, S→B e A→R. Em alguns catálogos podem ser obtidos 

valores nominais para quedas de pressão por cada via da válvula (S→A ou B→R ou S→B ou 

A→R). Nesse caso, a queda de pressão se denomina parcial, e o coeficiente determinado é o 

coeficiente de vazão parcial 𝐾𝑣𝑝. 

A vazão através de um orifício pode então ser expressa em função de 𝐾𝑣 ou 𝐾𝑣𝑝, 

calculada com respeito a uma diferença de pressão total ou parcial, como apresentado na 

Equação (4.8). 

 

 𝑞𝑣𝐶 = 𝐾𝑣
𝑢𝑣
𝑈𝑛𝑜𝑚

√𝛥𝑝𝑡 = 𝐾𝑣𝑝
𝑢𝑣
𝑈𝑛𝑜𝑚

√𝛥𝑝𝑝 (4.8) 
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onde 𝑞𝑣𝐶 é a vazão de controle através do orifício [m3/s], 𝐾𝑣𝑝 é o coeficiente de vazão parcial 

[(m3/s)/(Pa)1/2], 𝑈𝑛𝑜𝑚 é a tensão de controle nominal [V], Δ𝑝𝑡 é a diferença de pressão total 

[Pa], e Δ𝑝𝑝 é a diferença de pressão parcial [Pa]. 

Vale a pena destacar que a Equação (4.8) é uma expressão da vazão como função da 

tensão de controle 𝑢𝑣, e não diretamente do deslocamento do carretel 𝑥𝑣. O método 

experimental usado para determinar os valores de 𝐾𝑣 e de 𝐾𝑣𝑝 introduz implicitamente esta 

relação. 

De acordo com Furst, 2001, se a vazão de controle em cada via é igual a vazão de 

controle para o caso de diferença de pressão total, a relação entre Δ𝑝𝑡 e Δ𝑝𝑝, para válvulas de 

4 vias assimétricas, é: 

 𝛥𝑝𝑡 = 2𝛥𝑝𝑝 (4.9) 

 

Substituindo a Equação (4.9) na (4.8) resulta: 

 

 𝐾𝑣𝑝 = 𝐾𝑣√2. (4.10) 

 

Posteriormente, as equações (4.5) e (4.6) podem ser rescritas como: 

 

 𝑞𝑣𝐴 = {

𝐾𝑣𝐴
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝑆 − 𝑝𝐴, 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐾𝑣𝐴
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝐴 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 < 0
 (4.11) 

e, 

 𝑞𝑣𝐵 = {

𝐾𝑣𝐵
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝐵 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐾𝑣𝐵
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝑆 − 𝑝𝐵, 𝑥𝑣 < 0
 (4.12) 

 

sendo, 𝐾𝑣𝐴 e 𝐾𝑣𝐵  os coeficientes de vazão parciais nas vias A e B da válvula [(m3/s)/(Pa)1/2]. 

4.2.3. Variação de pressão no cilindro 

De acordo com Cunha, 2001, as expressões das variações de pressão podem ser 

determinadas aplicando a lei de continuidade em ambas câmaras do cilindro. Para o caso 

estudado tem-se [Pereira, 2006]: 
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 𝑝̇𝐴 =
𝛽𝑐
𝑉𝐴
(𝑞𝑣𝐴 − 𝐴𝐴𝑦̇𝑣), (4.13) 

e, 

 𝑝̇𝐵 = −
𝛽𝑐
𝑉𝐵
(𝑞𝑣𝐵 − 𝐴𝐵𝑦̇𝑣), (4.14) 

 

onde 𝛽𝑐 é o módulo de compressibilidade efetivo [Pa], 𝑉𝐴 é o volume da câmara A [m3], 𝑉𝐵 é 

o volume da câmara B [m3], e 𝑦̇𝑣 é a velocidade da haste do cilindro [m/s]. 

Para calcular o volume de cada câmara, pode-se partir do fato de que o cilindro tem 

um volume total constante dividido em duas partes (câmara A e câmara B). Os volumes 

podem ser considerados como valores iniciais, incluindo os volumes das tubulações que ligam 

as câmaras às saídas da válvula mais uma variação dependente da posição do êmbolo. Como 

resultado, tem-se: 

 

 𝑉𝐴 = 𝑉𝐴0 + 𝐴𝐴𝑦𝑣, (4.15) 

e, 

 𝑉𝐵 = 𝑉𝐵0 − 𝐴𝐵𝑦𝑣. (4.16) 

 

onde, 𝑉𝐴0 é o volume inicial da câmara A [m3], 𝑉𝐵0 é o volume inicial da câmara B [m3], 𝐴𝐴 é 

a área transversal da câmara A [m2], 𝐴𝐵 é a área transversal da câmara B [m2], e 𝑦𝑣 é o 

deslocamento da haste [m]. 

4.2.4. Equilíbrio dinâmico do pistão 

Na Figura 4.3 são apresentadas as forças no atuador hidráulico quando inclinado um 

ângulo 𝜃 com respeito à horizontal. De acordo com Valdiero, 2005, aplicando a segunda Lei 

de Newton à haste resulta: 

 

 𝐹𝐻 − 𝐹𝑎𝑡 − 𝐹𝐿 − 𝐹𝐺 = 𝑚𝑃𝑦̈𝑣 (4.17) 

 

onde 𝐹𝐻 é a força hidráulica, devida a diferença de pressão [N], 𝐹𝑎𝑡 é a força de atrito [N], 𝐹𝐿 

é a força de cargas externas [N], 𝐹𝐺  é a componente da força gravitacional da haste [N], e 𝑚𝑃 

é a massa do pistão [kg]. 
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Figura 4.3 – Equilíbrio de forças na haste do atuador hidráulico [Valdiero, 2005]. 

 

A força hidráulica 𝐹𝐻 é originada a partir da diferença de pressão entre ambos lados do 

êmbolo da haste, podendo, consequentemente, ser expressa como: 

 

 𝐹𝐻 = 𝑝𝐴𝐴𝐴 − 𝑝𝐵𝐴𝐵. (4.18) 

 

A força devida ao atrito 𝐹𝑎𝑡 em um cilindro hidráulico pode ser modelada de diversas 

formas. Por exemplo, Davliakos e Papadoupoulos, 2008, consideram o efeito do atrito como 

uma soma das forças do Atrito de Coulomb (viscosa + estática). Existem modelos mais 

complexos, como em Lischinsky et al., 1999, que estudam a compensação de atrito com 

dinâmica baseada na microdeformação das rugosidades das superfícies em contato. No 

presente trabalho, utiliza-se para efeitos de simplificação, apenas a parcela linear do atrito 

(atrito viscoso ou de Newton), expressa por meio da Equação (4.19): 

 

 𝐹𝑎𝑡 = 𝐵𝑦̇𝑣, (4.19) 

 

onde 𝐵 é o coeficiente de atrito viscoso [Ns/m]. 

No caso de um atuador hidráulico aplicado a um MPS, a força externa 𝐹𝐿 é a força 

exercida pela junta superior, i.e., a força resultante da interação do atuador com a plataforma 

móvel. No entanto, como os efeitos dinâmicos das pernas foram desconsiderados no presente 

estudo, a força 𝐹𝐿 para o atuador da perna 𝑖 é considerada como a própria componente 𝑖 do 

vetor de forças 𝜏. 

 𝐹𝐿𝑖 = 𝜏𝑖 (4.20) 

 

𝜃 

𝑚𝑝𝑦̈ 

𝐹𝐿 

𝐹𝐺 

𝐹𝑎𝑡𝑟 

𝑉𝐵 
𝑝𝐵 

𝑉𝐴 𝑝𝐴 

𝑉𝐴𝑝𝐴 − 𝑉𝐵𝑝𝐵 

 

Posição do pistão do cilindro 
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A força devida a gravidade 𝐹𝐺  é a componente da força peso da haste na direção axial 

do atuador, dada pela Equação (4.21) 

 𝐹𝐺𝑖 = 𝑚𝑃𝑔 sen 𝜃 = 𝑚𝑃𝑔
(𝑺 ∙ 𝒌̂)

‖𝑺‖
 (4.21) 

4.2.5. Modelo matemático não linear do atuador hidráulico 

De acordo com o exposto nas seções anteriores, o modelo matemático não linear do 

atuador hidráulico linear é definido pelas equações (4.11) a (4.16), e (4.18). 

Do ponto de vista de controle, é adequado representar o sistema por meio de uma 

expressão da forma 𝐹̇𝐻 = 𝑢̂ + ℎ̂, sendo 𝑢̂ uma função da tensão de controle 𝑢𝑣, e ℎ̂ a 

expressão composta pelos termos independentes dessa tensão. Para obter essa expressão, 

deriva-se inicialmente a Equação (4.18) para, após, substituí-la nas equações (4.11) a (4.16), 

resultando, 

 

 

𝐹̇𝐻 = 𝐴𝐴
𝛽𝑐

𝑉𝐴0 + 𝐴𝐴𝑦𝑣
(𝐾𝑣𝐴

𝑢𝑣
𝑈𝑛𝑜𝑚

𝑓𝐴(𝑝𝐴, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) − 𝐴𝐴𝑦̇𝑣)

+ 𝐴𝐵
𝛽𝑐

𝑉𝐵0 − 𝐴𝐵𝑦𝑣
(𝐾𝑣𝐵

𝑢𝑣
𝑈𝑛𝑜𝑚

𝑓𝐵(𝑝𝐵, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) − 𝐴𝐵𝑦̇𝑣), 

(4.22) 

 

onde as funções 𝑓𝐴(𝑝𝐴, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) e 𝑓𝐵(𝑝𝐵, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) são dependentes das pressões 𝑝𝐴, 𝑝𝐵 e da 

direção do deslocamento do carretel 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣), sendo expressa de acordo com as equações 

(4.23) e (4.24) [Valdiero, 2005]: 

 

 𝑓𝐴(𝑝𝐴, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) = {
√𝑝𝑆 − 𝑝𝐴, 𝑥𝑣 ≥ 0

√𝑝𝐴 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 < 0
, (4.23) 

 

 𝑓𝐵(𝑝𝐵, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣)) = {
√𝑝𝐵 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 ≥ 0

√𝑝𝑆 − 𝑝𝐵, 𝑥𝑣 < 0
. (4.24) 

 

A Equação (4.22) pode ser rearranjada de forma a ter um único termo contendo a 

entrada de tensão de controle, o que resulta em: 

 

 𝐹̇𝐻 = 𝑢̂(𝑝𝐴, 𝑝𝐵, 𝑥𝑣, 𝑦𝑣)𝑢𝑣 + ℎ̂(𝑦𝑣, 𝑦̇𝑣), (4.25) 
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onde,  

 

𝑢̂ = 𝑢̂(𝑝𝐴, 𝑝𝐵, 𝑥𝑣, 𝑦𝑣)

=
𝛽𝑐
𝑈𝑛𝑜𝑚

(
𝐴𝐴

𝑉𝐴0 + 𝐴𝐴𝑦𝑣
𝐾𝑣𝐴𝑓𝐴(𝑝𝐴, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣))

+
𝐴𝐵

𝑉𝐵0 − 𝐴𝐵𝑦𝑣
𝐾𝑣𝐵𝑓𝐵(𝑝𝐵, 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑣))) 

(4.26) 

e 

 ℎ̂(𝑦𝑣, 𝑦̇𝑣) = −𝛽𝑐 (
𝐴𝐴
2

𝑉𝐴0 + 𝐴𝐴𝑦𝑣
+

𝐴𝐵
2

𝑉𝐵0 − 𝐴𝐵𝑦𝑣
) 𝑦̇𝑣 (4.27) 

 

As equações (4.23) a (4.27) representam também o modelo não linear do atuador 

hidráulico e permitem calcular a derivada primeira no tempo da força hidráulica 𝐹̇𝐻 em função 

da entrada da tensão de controle 𝑢𝑣, facilitando a aplicação de estratégias de controle 

realimentado. Além disso, facilitam também a obtenção de um modelo inverso, denominado 

difeomorfismo (diffeomorphism), onde 𝑢𝑣 é obtida a partir de 𝐹̇𝐻. O difeomorfismo é 

importante em estratégias baseadas em linearização por realimentação (feedback 

linearization, Isidori, 1995) e essencial na aplicação da estratégia de controle proposta no 

âmbito desta dissertação. 

Objetivando trabalhar com valores físicos próximos à realidade, os valores dos 

parâmetros hidráulicos usados neste trabalho são os determinados experimentalmente por 

Pereira, 2006, os quais estão apresentados na Tabela 4.1. 

 

Tabela 4.1 – Parâmetros hidráulicos. [Pereira, 2006] 

 

Parâmetros Valores Unidades 

𝐴𝐴 31,17x10−4 [m2] 

𝐴𝐵 15,27x10−4 [m2] 

𝐾𝑣𝐴 1,200x10−6 [m3/(s.Pa1/2)] 

𝐾𝑣𝐵 0,800x10−6 [m3/(s.Pa1/2)] 

𝑉0𝐴 6,924x10−4 [m3] 

𝑉0𝐵 3,439x10−4 [m3] 

𝛽𝑐 0,800x109 [Pa] 

𝐵 488 [N.s/m] 

𝑈𝑐𝑛 10,0 [V] 

𝑝𝑆 50,0x105 [Pa] 

𝑝𝑅 0 [Pa] 
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4.3. Compensação de Zona Morta 

De acordo com Valdiero, 2005, a zona morta é um efeito da imperfeição na construção 

do carretel de uma válvula direcional proporcional. Este efeito resulta em uma faixa de 

valores de entrada para a qual não há uma saída correspondente, de acordo à Figura 4.4, onde 

𝑢 é a entrada e 𝑢𝑐𝑧𝑚 a saída.  

 

 

Figura 4.4 – Zona Morta, representação gráfica [Adaptado de Valdiero, 2005]. 

 

Os valores 𝑧𝑚𝑒 e 𝑧𝑚𝑑 indicam os limites esquerdo e direito respectivamente, 

enquanto que 𝑚𝑒 e 𝑚𝑑 são os coeficientes angulares das relações entre 𝑢 e 𝑢𝑐𝑧𝑚. Geralmente, 

a zona morta em uma válvula direcional proporcional é devida ao fato de a largura do carretel 

de bloqueio ser maior do que a abertura do orifício (centro supercrítico), sendo, portanto, 

necessário movimentar o carretel uma certa distância para liberar o orifício para obter a vazão 

desejada.  

Este efeito representa uma não linearidade para o modelo matemático do atuador, o 

que traz dificuldades para a implantação de estratégias de controle. Para atenuar esse efeito, é 

possível compensar parcialmente a zona morta. Para isso, Valdiero, 2005, propõe um método 

de compensação através da inversa da mesma, a qual, no caso ideal, cancela completamente o 

efeito da zona morta.  

𝑚𝑑 

𝑚𝑒 

𝑧𝑚𝑑 

𝑧𝑚𝑒 

𝑢𝑐𝑧𝑚  

𝑢  
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O método de compensação é mostrado na Figura 4.5, e é expresso de acordo com a 

Equação (4.28). O termo 𝑢𝑑 é a tensão ideal que seria aplicada à válvula se não existisse a 

zona morta, 𝑢𝑐𝑧𝑚 é a saída que deve gerar o mesmo efeito que 𝑢𝑑, e 𝑙𝑐 é a largura de 

compensação. A faixa −|𝑙𝑐| ≤ 𝑢𝑐 ≤ 𝑙𝑐 engloba a zona de suavização, a qual evita que o 

controlador fique chaveando indefinidamente entre as tensões 𝑧𝑚𝑒 e 𝑧𝑚𝑑. Os parâmetros 

𝑧𝑚𝑒, 𝑧𝑚𝑑, 𝑙𝑐, 𝑚𝑒 e 𝑚𝑑 definem a função de compensação. A identificação destes 

parâmetros pode ser feita através de um procedimento relativamente simples, o qual é descrito 

com detalhes em Valdiero, 2005. 

 

 𝑢𝑐𝑧𝑚 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑢𝑑(𝑡)

𝑚𝑒
− |𝑧𝑚𝑒| 𝑠𝑒, 𝑢𝑑(𝑡) ≤ −|𝑙𝑐|

(
|𝑧𝑚𝑒| +

|𝑙𝑐|
𝑚𝑒

|𝑙𝑐|
)𝑢𝑑(𝑡)  𝑠𝑒, −|𝑙𝑐| ≤ 𝑢𝑑(𝑡) < 0

(
𝑧𝑚𝑑 +

𝑙𝑐
𝑚𝑑

𝑙𝑐
)𝑢𝑑(𝑡) 𝑠𝑒, 0 ≤ 𝑢𝑑(𝑡) < 𝑙𝑐

𝑢𝑑(𝑡)

𝑚𝑑
+ 𝑧𝑚𝑑 𝑠𝑒, 𝑙𝑐 ≤ 𝑢𝑑(𝑡)

 (4.28) 

 

 

Figura 4.5 – Compensação da zona morta [Adaptado de Valdiero, 2005]. 

 

1/𝑚𝑑 

1/𝑚𝑒 

𝑧𝑚𝑒 

𝑢𝑐𝑧𝑚  

𝑧𝑚𝑑 

𝑢  

𝑙𝑐  

−𝑙𝑐  
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No presente trabalho, a compensação da zona morta é usada para que os resultados das 

simulações forneçam as tensões de controle próximas às necessárias em uma aplicação real. 

Evidentemente, para obter resultados próximos aos reais, é importante utilizar parâmetros 

físicos validados com resultados experimentais. Assim, para as simulações são usados os 

parâmetros apresentados na Tabela 4.2, os quais foram obtidos experimentalmente por 

Pereira, 2006. 

 

Tabela 4.2 – Parâmetros da compensação da zona morta [Pereira, 2006] 

 

Parâmetros Valores Unidades 

𝑧𝑚𝑒 −1,8 [V] 

𝑧𝑚𝑑 0,8 [V] 

𝑚𝑒 1,0 [V] 

𝑚𝑑 1,0 [V] 

𝑙𝑐 0,5 [V] 

 

4.4. Validação do modelo matemático do atuador hidráulico 

Para validar um modelo, geralmente uma alternativa é valer-se de resultados 

apresentados por outros autores e documentados na bibliografia com informações suficientes 

para a realização da comparação com os resultados fornecidos pelo modelo desenvolvido. 

Assim, no presente estudo, utilizou-se os resultados das simulações numéricas do modelo do 

cilindro hidráulico desenvolvido e descrito por Pereira, 2006. Essas simulações foram 

realizadas supondo um cilindro hidráulico em posição vertical com o extremo da haste 

direcionado para baixo e com uma massa de carga (𝑚𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎) afixada, Nessa situação, é 

aplicada uma referência tipo degrau de 3 [V] à entrada da servoválvula. Os resultados dessas 

simulações numéricas foram logo avaliados através de ensaios em uma banca experimental, o 

que demostrou sua validade. Como resultado, amostra-se os valores da velocidade da haste 

durante o processo. A Tabela 4.3 especifica as condições do teste. É importante destacar que 

os parâmetros do cilindro hidráulico não foram devidamente identificados utilizados nas 

simulações de Pereira, portanto, para reproduzir os resultados do experimento foram 

utilizados os valores apresentados na Tabela 4.1. 
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Tabela 4.3 – Condições do experimento [Pereira, 2006]. 

 

Parâmetros Valores Unidades 

𝑝𝑠 50 [bar] 

𝑢𝑣 3 [V] 

𝑚𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 108,5 [kg] 

 

O diagrama de blocos do modelo simulado implantado em Simulink é apresentado no 

Apêndice C. Para a simulação utilizou-se o passo temporal fixo de 5 [ms] com método de 

integração de Runge-Kutta. 

Na Figura 4.6.a são apresentados os resultados das simulações obtidos por Pereira do 

perfil de velocidade da haste em função do tempo. Na Figura 4.6.b é apresentado o resultado 

da simulação do modelo desenvolvido nesta dissertação, sem levar em conta a dinâmica da 

válvula.  

 

 

 

(a) Resultado obtido por Pereira, 2006 (b) Simulação da dinâmica inversa 

Figura 4.6 – Resultados das simulações para validação do modelo hidráulico 

 

Comparando ambos os gráficos, observa-se que os valores finais da velocidade no 

estado estacionário são diferentes, sendo, porém, o comportamento do perfil de velocidade 

significativamente semelhante. A causa da diferença entre as velocidades finais pode ser 

devida ao uso de parâmetros não identificados especificamente para a faixa de trabalho do 

experimento. Por exemplo, segundo Watton, 2009, o coeficiente de descarga da vazão de um 

fluido através de um orifício é dependente do número de Reynolds do escoamento, como 

apresentado na Figura 4.7. 
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Figura 4.7 – Comportamento do Coeficiente de vazão em função do numero de Reynolds 

 

O Coeficiente de vazão através de um orifício pode variar com o valor do numero de 

Reynolds da vazão na faixa determinada pelas duas curvas da Figura 4.7. Assim, esta variação 

pode ter uma influência importante no valor da velocidade final. Pelo tanto, para as 

simulações no trabalho de Pereira, como o coeficiente de vazão não está devidamente 

especificado, este valor pode ter sido ajustado, segundo o estado de vazão, para adaptar as 

suas simulações numéricas aos experimentos realizados na bancada experimental, e poderia 

não coincidir com aqueles fornecidos na Tabela 4.1. 

Além desta variação, existem outras fontes de erros, como a aproximação suavizada da 

zona morta e a dinâmica não modelada do vazamento interno. Por outro lado, os tempos de 

assentamento e subida da curva de velocidade são também significativamente próximos em 

ambos casos.  Em vista da existência de fontes de erros e o comportamento obtido da 

simulação pode concluir-se que o modelo desenvolvido pode reproduzir satisfatoriamente o 

comportamento de um cilindro hidráulico se os parâmetros hidráulicos, principalmente se 

ajustes finos forem corretamente nos valores desses parâmetros. 
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5 CONTROLE DO MANIPULADOR PLATAFORMA DE STEWART 

Neste capítulo é apresentado o esquema de controle a ser implantado para o 

seguimento de trajetória no espaço de juntas do MPS. 

Na Seção 5.1 são apresentadas as principais características do controlador proposto 

para o MPS hidráulico, incluindo sua contextualização no âmbito das estratégias de controle 

geralmente utilizadas para tais sistemas. Já, na Seção 5.2, visando a adequar o modelo 

matemático à tarefa de controle, é apresentada a transformação das equações dinâmicas da 

plataforma móvel do espaço de trabalho para o espaço de juntas, sendo a seguir, acrescentada 

a dinâmica dos pistões dos atuadores hidráulicos. Além disso, é ainda verificada a propriedade 

de antissimetria das novas matrizes de Inércia e Coriolis resultantes. Por fim, na Seção 5.3, as 

leis de controle são deduzidas e uma análise de estabilidade do sistema em malha fechada 

pelo critério de Lyapunov é realizada. 

5.1. Esquema de controle a implantar 

O principal objetivo do sistema de controle é permitir o seguimento de uma trajetória 

desejada no espaço das juntas do MPS hidráulico, de forma que sua base superior reproduza 

uma trajetória desejada. As trajetórias no espaço das juntas são compostas por informações de 

deslocamento, velocidade e aceleração 𝒒𝑑, 𝒒̇𝑑, 𝒒̈𝑑 prescritas previamente para as juntas.  

A maioria das estratégias de controle de seguimento de trajetória encontradas na 

bibliografia [Kim et al., 2000; Sirouspour e Salcudean, 2001] se valem da interpretação que 

considera uma divisão teórica do sistema que constitui o MPS, em dois subsistemas: um 

mecânico e outro hidráulico, conforme apresentado na Figura 5.1.  

 

 
Figura 5.1 – Divisão do MPS em subsistemas mecânico e hidráulico. 

 

𝒙, 𝒙̇, 𝒙̈ 

𝒒, 𝒒̇ 

𝒖𝑣 
𝝉 

MPS 
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Por meio da Figura 5.1 é possível perceber que ambos os subsistemas se encontram 

interconectados através das forças exercidas pelos atuadores 𝝉 e pelos deslocamentos e 

velocidades das hastes dos cilindros 𝒒 e 𝒒̇. 

Essa abordagem permite dividir também a estratégia de controle, simplificando o 

procedimento de síntese da lei de controle, pois permite abordar os dois subsistemas de forma 

individual. Assim, analisando a Figura 5.1, pode-se notar que, para que o MPS realize uma 

dada trajetória, é necessário fornecer ao subsistema mecânico um determinado vetor de forças 

nas juntas 𝝉𝑑, para obter uma trajetória desejada. Dessa maneira, o controlador proposto é 

encarregado de calcular o valor de 𝝉𝑑 capaz de levar o subsistema mecânico ao seguimento da 

trajetória desejada.  

Por outro lado, para que as forças desejadas 𝝉𝑑 sejam aplicadas ao subsistema 

mecânico, necessita-se de uma lei de controle que calcule as tensões de controle que levem o 

subsistema hidráulico a fornecer essas forças ao subsistema mecânico. Isto significa que a 

segunda parte do controlador faz com que o subsistema hidráulico atue como uma fonte de 

força para o subsistema mecânico. 

De acordo com a estratégia discutida, o controlador proposto está esquematizado na 

Figura 5.2. 

 

 
Figura 5.2 – Esquema de controle a implantar. 

 

𝒙, 𝒙̇, 𝒙̈ 

𝒒, 𝒒̇ 

𝒖𝑣 𝒑𝐴, 𝒑𝐵 

MPS 

𝒙̇, 𝒙̈ 

𝒒𝑑 , 𝒒̇𝑑 , 𝒒̈𝑑 𝒙𝑑 , 𝒙̇𝑑  , 𝒙̈𝑑 

𝒒, 𝒒̇, 𝒒̈ 

𝝉𝑑 , 𝝉̇𝑑 
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O controlador apresentado na Figura 5.2 é basicamente constituído pela interconexão 

de duas leis de controle. A primeira, baseada na dinâmica inversa do subsistema mecânico, 

calcula o torque 𝝉𝑑 a partir do erro de trajetória e da informação das coordenadas de juntas 𝒒, 

enquanto que a segunda lei de controle computa os valores das tensões de controle que devem 

ser aplicadas a cada atuador hidráulico com o fim de fornecer uma força 𝜏 que se aproxime de 

𝝉𝑑 . Para isso, a lei faz uso do difeomorfismo da relação vazão-pressão-tensão do servo 

atuador estudado na Seção 4.2.5. 

O controlador proposto baseia-se no estudo realizado por McDonell, 1996, tendo já 

uma estratégia semelhante, mas com compensação de atrito, aplicada (no LAMECC/UFRGS) 

no desenvolvimento de um controlador para um robô com acionamento pneumático 

(Sarmanho, 2014). O controlador para o subsistema mecânico, em versões com parâmetros 

fixos e adaptativos, foi desenvolvido por Slotine e Li [Slotine e Li, 1987; Slotine, 1988] e teve 

seu foco direcionado originalmente ao problema de controle de manipuladores robóticos 

acionados eletricamente. Posteriormente, McDonell fez uma extensão da estratégia não 

adaptativa para sua aplicação em robôs pneumáticos. Entretanto, controles similares, baseados 

no trabalho de Slotine e Li, aplicados a sistemas com atuadores hidráulicos ou pneumáticos 

são frequentemente encontrados na literatura. Cunha, 2001, aplica o denominado “Controle 

em Cascata” para comandar um atuador hidráulico linear (com um grau de liberdade). De 

maneira semelhante, Perondi, 2002, modifica o Controle em Cascata para aplicação a um 

atuador pneumático (também com um grau de liberdade). Já, Valdiero, 2005, e Sarmanho, 

2014, aplicaram controles baseados na lei de Slotine e Li em robôs hidráulico de 2 GDL e 

Pneumático de 5 GDL, respectivamente, obtendo ambos resultados experimentais 

satisfatórios. 

Nos sistemas hidráulicos (Equação (4.22)) e pneumáticos, o sinal de controle atua 

diretamente nas derivadas das forças de atuação. Sarmanho, 2014, destaca que a estratégia 

proposta por McDonell é aplicável a sistemas físicos que não permitem o controle direto de 

força ou torque de saída (como são os casos dos sistemas com atuadores hidráulicos e 

pneumáticos), fato que torna esta estratégia atrativa para o controle de robôs com esses tipos 

de atuadores hidráulicos. 

Na Seção 5.3 será, simultaneamente com o estudo de estabilidade, apresentado o 

equacionamento referente à síntese do controlador proposto. Antes, porém, na Seção 5.2 será 

apresentado o equacionamento da dinâmica do sistema no espaço das juntas, seguida de uma 
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análise sobre as propriedades das matrizes de Inércia e Coriolis, necessária para o estudo de 

estabilidade do sistema. 

5.2. Dinâmica do robô paralelo no espaço de juntas 

A equação dinâmica dos robôs paralelos é usualmente expressa na literatura [Lebret et 

al., 1993; Kim et al., 2000] na forma da Equação (3.42), reescrita aqui como Equação (5.1): 

 

 𝑴(𝒙)𝒙̈ + 𝑽(𝒙, 𝒙̇)𝒙̇ + 𝑮(𝒙) = 𝑱𝑇(𝒙)𝝉 (5.1) 

 

A Equação (5.1) foi desenvolvida no espaço de trabalho, porém, como a estratégia de 

controle proposta é mais simples quando aplicada no espaço das juntas, é adequado 

transformar-se previamente a Equação (5.1) para o espaço das juntas. Para isso, parte-se da 

relação direta entre os vetores de velocidade 𝒙̇ e 𝒒̇: 

 

 𝒒̇ = 𝑱(𝒙)𝒙̇, (5.2) 

ou 

 𝒙̇ = 𝑱−1(𝒙)𝒒̇. (5.3) 

 

Derivando uma vez a Equação (5.2) com relação ao tempo, tem-se: 

 

 𝒒̈ = 𝑱̇𝒙̇ + 𝑱𝒙̈, (5.4) 

 

onde 𝑱 = 𝑱(𝒙). Se o jacobiano não é singular e substituindo a Equação (5.3), pode-se 

rearranjar a Equação (5.4) para obter a aceleração no espaço de trabalho 𝒙̈: 

 

 𝒙̈ = 𝑱−𝟏𝒒̈ − 𝑱−𝟏𝑱̇𝑱−𝟏𝒒̇. (5.5) 

 

De posse das relações entre as velocidades e acelerações no espaço de trabalho e das 

expressões para as velocidades e acelerações no espaço de juntas, equações (5.3) e (5.5), 

respectivamente, substituindo-as na Equação (5.1), a dinâmica do robô pode ser expressa no 

espaço das juntas por meio da Equação (5.6): 

 

𝑴(𝑱−𝟏𝒒̈ − 𝑱−𝟏𝑱̇𝑱−𝟏𝒒̇) + 𝑽(𝑱−𝟏𝒒̇) + 𝑮 = 𝑱𝑻𝝉, 
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𝑴𝑱−𝟏𝒒̈ + 𝑽𝑱−𝟏𝒒̇ − 𝑴𝑱−𝟏𝑱̇𝑱−𝟏𝒒̇ + 𝑮 = 𝑱𝑻𝝉, 

 𝑱−𝑻𝑴𝑱−𝟏𝒒̈ + 𝑱−𝑻(𝑽 −𝑴𝑱−𝟏𝑱̇)𝑱−𝟏𝒒̇ + 𝑱−𝑻𝑮 = 𝝉 (5.6) 

 

onde,  𝑱−𝑻 = (𝑱𝑻)−𝟏, 𝑴 = 𝑴(𝒙), 𝑽 = 𝑽(𝒙, 𝒙̇) e 𝑮 = 𝑮(𝒙). 

Pode-se, agora, acrescentar os efeitos lineares da inércia dos pistões dos atuadores, 

considerando-os como massas pontuais (desprezando ainda seus momentos de inércia). Para 

isto, usando a Equações (4.20) e sabendo que a aceleração da junta em uma perna é igual a 

aceleração do pistão (𝑦̈𝑣 = 𝑞̈𝑖) da mesma perna, reescreve-se a Equação (4.17) na forma 

matricial para 6 GDL: 

 

 𝑭𝐻 − 𝑭𝑎𝑡 − 𝝉 − 𝑭𝐺 = 𝑴𝑃𝒒̈ (5.7) 

 

onde 𝑴𝑃 é a matriz de massas dos pistões das 6 pernas, expressa como: 

 

 𝑴𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑚𝑃1 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑃2 0 0 0 0

0 0 𝑚𝑃3 0 0 0

0 0 0 𝑚𝑃4 0 0

0 0 0 0 𝑚𝑃5 0

0 0 0 0 0 𝑚𝑃6]
 
 
 
 
 
 

 (5.8) 

 

Substituindo o termo 𝝉 da Equação (5.6) pela Equação (5.7), obtém-se: 

 

𝑱−𝑻𝑴𝑱−1𝒒̈ + 𝑱−𝑻(𝑽 −𝑴𝑱−𝟏𝑱̇)𝑱−1𝒒̇ + 𝑱−𝑻𝑮 = 𝑭𝐻 − 𝑭𝑎𝑡 − 𝑭𝐺 −𝑴𝑃𝒒̈ 

 (𝑱−𝑻𝑴𝑱−1 +𝑴𝑃)𝒒̈ + 𝑱
−𝑻(𝑽 −𝑴𝑱−𝟏𝑱̇)𝑱−1𝒒̇ + 𝑱−𝑻𝑮 + 𝑭𝐺 + 𝑭𝑎𝑡 = 𝑭𝐻 (5.9) 

 

Definindo: 

 𝑴̅ = 𝑴̅(𝒙) = 𝑱−𝑻𝑴𝑱−𝟏 +𝑴𝑃 (5.10) 

 

 𝑽̅ = 𝑽̅(𝒙, 𝒙̇) = 𝑱−𝑻(𝑽 −𝑴𝑱−𝟏𝑱̇)𝑱−1 (5.11) 

 

 𝑮̅ = 𝑮̅(𝒙) = 𝑱−𝑻𝑮 + 𝑭𝐺 (5.12) 

 

Assim, a Equação (5.6) pode ser escrita como: 
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 𝑴̅𝒒̈ + 𝑽̅𝒒̇ + 𝑮̅ + 𝑭𝑎𝑡 = 𝑭𝐻 (5.13) 

 

A Equação (5.13) representa a dinâmica do robô paralelo, incluindo as massas dos 

pistões dos atuadores hidráulicos, em função das coordenadas de juntas. É importante 

mencionar que os termos 𝑴̅, 𝑽̅ e 𝑮̅ dependem também das variáveis cartesianas 𝒙 e 𝒙̇. 

Resta demostrar que, apesar da transformação entre espaços de estados, a matriz 𝑴̇̅ −

2𝑽̅ mantém-se antissimétrica. Para essa demonstração será usado o método apresentado por 

Lewis et al., 2006, o qual se vale da seguinte identidade:  

 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−1𝑱) = 0, 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−1)𝑱 + 𝑱−1𝑱̇ = 0, 

 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−1) = −𝑱−1𝑱̇𝑱−1 (5.14) 

 

Usando a identidade da Equação (5.14) e as expressões de 𝑴̅ e 𝑽̅, equações (5.10) e 

(5.11), respectivamente, obtém-se: 

 

𝑴̇̅ − 2𝑽̅ =  
𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−𝑇𝑴𝑱−1 +𝑴𝑃) − 2𝑽̅ 

𝑴̇̅ − 2𝑽̅ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−𝑇)𝑴𝑱−1 + 𝑱−𝑇𝑴̇𝑱−1 + 𝑱−𝑇𝑴

𝑑

𝑑𝑡
(𝑱−1) − 2𝑽̅ 

𝑴̇̅ − 2𝑽̅ = −𝑱−𝑇 𝑱̇𝑇𝑱−𝑇𝑴𝑱−1 − 𝑱−𝑇𝑴𝑱−1𝑱̇𝑱−1 + 2𝑱−𝑇𝑀𝑱−1𝑱̇𝑱−1 + 𝑱−𝑇(𝑴̇ − 2𝑽)𝑱−1 

 𝑴̇̅ − 2𝑽̅ = 𝑱−𝑇 (𝑴̇ − 2𝑽 + [𝑴𝑱−1𝑱̇ − (𝑴𝑱−1𝑱̇)
𝑇
]) 𝑱−1 (5.15) 

 

A comprovação da propriedade de antissimetria pode ser efetivada utilizando-se um 

vetor qualquer 𝒘 ∈  ℝ𝑛 na Equação (5.15), de forma que: 

 

𝒘𝑇(𝑴̇̅ − 2𝑽̅)𝒘 = 𝒘𝑇𝑱−𝑇 (𝑴̇ − 2𝑽 + [𝑴𝑱−1𝑱̇ − (𝑴𝑱−1𝑱̇)
𝑇
]) 𝑱−1𝒘, 

𝒘𝑇(𝑴̇̅ − 2𝑽̅)𝒘 = (𝑱−1𝒘)𝑇 (𝑴̇ − 2𝑽 + [𝑴𝑱−1𝑱̇ − (𝑴𝑱−1𝑱̇)
𝑇
]) (𝑱−1𝒘), 
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 (𝑱−1𝒘)𝑇(𝑴̇ − 2𝑽)(𝑱−1𝒘) + (𝑱−1𝒘)𝑇 [𝑴𝑱−1𝑱̇ − (𝑴𝑱−1𝑱̇)
𝑇
] (𝑱−1𝒘) = 0 (5.16) 

 

Pela Propriedade 3.1 (Seção 3.7.1), 𝑴̇ − 2𝑽 é uma matriz antissimétrica. Assim, 

𝒘(𝑴̇ − 2𝑽)𝒘 =0, o que cancela o termo da esquerda da Equação (5.16)). Ainda com relação 

à Equação (5.16), verifica-se que o seu segundo termo é também equivalente a zero, por ter a 

mesma forma da Equação (3.46). Demonstra-se, assim, que 𝒘(𝑴̇̅ − 2𝑽̅)𝒘 = 0, sendo, 

portanto, antissimétrica. 

5.3. Controle por Torque Computado pela abordagem de McDonell  

Nesta seção visa-se a determinar duas leis de controle, uma para o subsistema 

mecânico e outra para o subsistema hidráulico, seguindo em linha geral os procedimentos 

apresentados por McDonell, 1996 e Sarmanho, 2014. É importante destacar que esses 

trabalhos foram realizados com aplicação em sistemas pneumáticos e que, no presente caso, 

modificações foram realizadas para viabilizar sua aplicação a um sistema hidráulico. A 

exemplo de ambos os trabalhos, no presente estudo, as leis de controle são desenvolvidas com 

base no Método Direto de Lyapunov, resultando, assim, após o trabalho de síntese, em 

controladores assintonticamente globalmente estáveis, como demonstrado adiante. 

Conforme já comentado, o trabalho de McDonell, 1996, é uma extensão do esquema 

de controle proposto por Slotine e Li, considerado a divisão do controlador em duas partes: 

um laço interno que controla os torques ou forças de saída do atuador, e um laço externo que 

faz com que o robô siga uma trajetória predefinida.  

O equacionamento inicia com o seguimento do subsistema mecânico. Para isso, 

define-se inicialmente os vetores de erros de posição 𝑒, e velocidade 𝑒̇, de ordem 6x1: 

 

 
𝒆 = 𝒒 − 𝒒𝑑 , (5.17) 

 𝒆̇ = 𝒒̇ − 𝒒̇𝑑. (5.18) 

 

A lei de controle do subsistema mecânico (laço externo), é dada por: 

 

 𝝉𝑑 = 𝑴̅𝝂̇ + 𝑽̅𝝂 + 𝑮̅ + 𝑭𝑎𝑡 −𝑲𝑑(𝒒̇ − 𝝂) (5.19) 

 

onde 𝑲𝑑  ∈  ℝ
6𝑥6 é uma matriz simétrica positiva definida, com 𝝂 e 𝝂̇ definidos como: 
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𝝂 = 𝒒̇𝑑 − 𝜦𝒆 (5.20) 

 𝝂̇ = 𝒒̈𝑑 − 𝜦𝒆̇ (5.21) 

 

onde 𝚲 ∈  ℝ6𝑥6 também é uma matriz positiva definida, e  𝝂, 𝝂̇ ∈ ℝ6. 

Pode-se definir os erros de força nos atuadores 𝝉̃ e sua derivada 𝝉̇̃ como: 

 

 
𝝉̃ = 𝑭𝐻 − 𝝉𝑑 (5.22) 

 𝝉̇̃ = 𝑭̇𝐻 − 𝝉̇𝑑 (5.23) 

 

onde 𝑭𝐻  ∈  ℝ
6 representa o vetor que contém o valor numérico das forças hidráulicas dos 6 

atuadores hidráulicos. 

Substituindo os termos 𝑭𝐻 da Equação (5.13) e o termo 𝝉𝑑 da Equação (5.19) na 

Equação (5.22) obtém-se: 

 

𝝉̃ = 𝑴̅𝒒̈ + 𝑽̅𝒒̇ + 𝑮̅ + 𝑭𝑎𝑡 − 𝑴̅𝝂̇ − 𝑽̅𝝂 − 𝑮̅ − 𝑭𝑎𝑡 +𝑲𝑑(𝒒̇ − 𝝂) 

 𝑴̅(𝒒̈ − 𝝂̇) + 𝑽̅(𝒒̇ − 𝝂) + 𝑲𝒅(𝒒̇ − 𝝂) − 𝝉̃ = 0 (5.24) 

 

De acordo com o método de Slotine e Li, define-se a variável 𝒔 proporcional ao erro 

de seguimento de posição e velocidade, e sua derivada 𝒔̇ como: 

 

 
𝒔 = 𝒆̇ + 𝜦𝒆 = 𝒒̇ − 𝝂 (5.25) 

 
𝒔̇ = 𝒆̈ + 𝜦𝒆̇ = 𝒒̈ − 𝝂̇ (5.26) 

 

Substituindo as equações (5.25) e (5.26), pode-se rescrever a Equação (5.24) em 

função do termo 𝒔, obtém-se: 

 𝑴̅𝒔̇ + 𝑽̅𝒔 + 𝑲𝒅𝒔 − 𝝉̃ = 0 (5.27) 

 

Rearranjando os termos da equação (5.27), resulta: 

 

 𝑴̅𝒔̇ = −𝑽̅𝒔 − 𝑲𝒅𝒔 + 𝝉̃ (5.28) 
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A equação (5.28) será usada na análise de estabilidade mais adiante nesta seção. 

Continua-se agora o equacionamento do controle de seguimento de força executado no  

subsistema hidráulico, onde deseja-se fazer com que as forças hidráulicas satisfaçam a 

seguinte equação: 

 

 𝑭̇𝐻 = 𝝉̇𝑑  − 𝑲𝑡𝒔 − 𝑲𝑎𝝉̃. (5.29) 

 

onde, 𝑲𝑡  ∈  ℝ
6𝑥6 e 𝑲𝑎 ∈  ℝ

6𝑥6 são também matrizes simétricas positiva definidas como as 

matrizes 𝑲𝑑 e 𝚲.  

A dinâmica do atuador 𝑖, expressa pela Equação (4.25), é aqui reescrita como Equação 

(5.30): 

 

 𝐹̇𝐻𝑖 = 𝑢̂𝑖 (𝑝𝐴𝑖 , 𝑝𝐵𝑖 , 𝑥𝑣𝑖 , 𝑦𝑣𝑖)𝑢𝑣𝑖 + ℎ̂𝑖 (𝑦𝑣𝑖 , 𝑦̇𝑣𝑖) (5.30) 

 

De acordo com a estratégia proposta, é necessário que 𝐹̇𝐻 tenda ao valor definido por 

meio da lei de controle expressa na Equação(5.29). Para tanto, a tensão de controle da válvula 

direcional proporcional pode ser escolhida como: 

 

 𝑢𝑣𝑖 =
1

𝑢̂𝑖(𝑝𝐴𝑖 , 𝑝𝐵𝑖 , 𝑥𝑣𝑖 , 𝑦𝑣𝑖)
[(𝝉̇𝑑  − 𝑲𝑡𝒔 − 𝑲𝑎𝝉̃)𝑖 − ℎ̂𝑖(𝑦𝑣𝑖 , 𝑦̇𝑣𝑖)] (5.31) 

 

onde, (𝝉̇𝑑  − 𝑲𝑡𝒔 − 𝑲𝑎𝝉̃)𝑖 indica o termo 𝑖 do vetor resultante dessa mesma expressão.  

A aplicação da Equação (5.31) iguala a dinâmica da força de saída dos atuadores 𝐹̇𝐻 à 

lei de controle expressa por meio da Equação (5.29), o que pode ser demonstrado substituindo 

a Equação (5.31) na Equação (5.30). 

Para implementação da lei de controle definida em (5.31), é necessário dispor-se de 

medidas dos estados de pressões nas câmaras do cilindro, posição e velocidade do pistão.  

Procede-se agora a demonstração da estabilidade do controlador proposto 

considerando o modelo não linear do atuador hidráulico e do Manipulador Plataforma 

Stewart, apresentados anteriormente, juntamente com o controlador desenvolvido. Neste caso, 

define-se o controlador por meio das equações (5.19) e (5.31).  
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Para o caso ideal, em que os parâmetros inerciais e geométricos do Manipulador e os 

parâmetros dos atuadores hidráulicos são conhecidos, a convergência assintótica dos vetores 

𝒆, 𝒆̇ e 𝝉̃ é demonstrada por meio do Teorema 5.1, utilizando a teoria de Lyapunov. 

Teorema 5.1 – Quando os parâmetros do Manipulador Plataforma Stewart e seus 

atuadores cilindros hidráulicos são conhecidos, o sistema em malha fechada é globalmente 

assintoticamente estável. 

Prova: Propõe-se a função candidata de Lyapunov 𝑉𝐿𝑦 como: 

 

 𝑉𝐿𝑦 =
1

2
(𝒔𝑇𝑴̅𝒔 + 𝝉̃𝑇𝑲𝑡

−1𝝉̃), (5.32) 

 

A derivada da equação (5.32) é: 

 𝑉̇𝐿𝑦 = 𝒔𝑇𝑴̅𝒔̇ +
1

2
𝒔𝑇𝑴̇̅𝒔 + 𝝉̃𝑇𝑲𝑡

−1𝝉̇̃. (5.33) 

 

Aplicando as equações (5.28) e (5.23) na Equação (5.33), a derivada da função 

candidata de Lyapunov resulta: 

 

 𝑉̇𝐿𝑦 = 𝒔
𝑇(−𝑽̅𝒔 − 𝑲𝑑𝒔 + 𝝉̃) +

1

2
𝒔𝑇𝑴̇̅𝒔 + 𝝉̃𝑇𝑲𝑡

−1𝝉̇̃ (5.34) 

 𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔𝑇𝑲𝑑𝒔 + 𝒔
𝑇𝝉̃ +

1

2
𝒔𝑇𝑴̇̅𝒔 − 𝒔𝑇𝑽̅𝒔 + 𝜏̃𝑇𝑲𝑡

−1(𝑭̇𝐻 − 𝝉̇𝑑) (5.35) 

 𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔
𝑇𝑲𝑑𝒔 + 𝒔

𝑇𝝉̃ +
1

2
𝒔𝑇(𝑴̇̅ − 2𝑽̅)𝒔 + 𝝉̃𝑇𝑲𝑡

−1(𝑭̇𝐻 − 𝝉̇𝑑) (5.36) 

 

Como já visto, a matriz 𝑴̇̅ − 2𝑽̅ é antissimétrica, e, portanto, 𝒔𝑇(𝑴̇̅ − 2𝑽̅)𝒔 = 0. 

Dessa forma, a Equação (5.36) pode ser expressa como: 

 

 𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔
𝑇𝑲𝑑𝒔 + 𝒔

𝑇𝝉̃ + 𝝉̃𝑇𝑲𝑡
−1(𝑭̇𝐻 − 𝝉̇𝑠). (5.37) 

 

Na equação anterior, o termo 𝑭̇𝐻 pode ser controlado por um laço interno de controle 

aplicado ao atuador, sendo, portanto, possível selecionar a dinâmica da força de saída do 

atuador de forma tal que seja conveniente para a estabilidade do controle, enquanto que 𝑭̇𝐻 é 

escolhida segundo a Equação (5.29). 

Substituindo a Equação (5.29) na (5.37), tem-se: 
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𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔
𝑻𝑲𝑑𝐬 + 𝒔

𝑻𝝉̃ + 𝝉̃𝑻𝑲𝑡
−𝟏(𝝉̇𝑑 −𝑲𝑡𝒔 − 𝑲𝑎𝝉̃ − 𝝉̇𝑑) 

𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔
𝑻𝑲𝑑𝐬 + 𝒔

𝑻𝝉̃ − 𝝉̃𝑻𝑲𝑡
−𝟏𝑲𝑡𝒔 − 𝝉̃

𝑻𝑲𝑡
−𝟏𝑲𝒂𝝉̃ 

 𝑉̇𝐿𝑦 = −𝒔
𝑇𝑲𝑑𝒔 − 𝝉̃

𝑇𝑲𝑡
−𝟏𝑲𝑎𝝉̃ ≤ 0 (5.38) 

 

Como 𝑉𝐿𝑦, Equação (5.32), é positiva definida (𝑉𝐿𝑦 ≥ 0) e 𝑉 > 0 se ‖𝒔, 𝝉̃‖ ≠ 0, e, 

𝑉̇𝐿𝑦, Equação (5.38), é negativa definida (𝑉̇𝐿𝑦 < 0) para qualquer 𝒔, 𝝉̃ ≠ 0, resulta que 𝒔, 𝝉̃ são 

assintoticamente estáveis por Lyapunov [Khalil, 2002]. 

Como 𝒔 = 𝒆̇ + 𝚲𝒆 (Equação (5.25)), com 𝚲 > 0, essa equação pode ser interpretada 

como uma equação tipo BIBO (Bounded Input Bounded Output) linear de primeira ordem, 

com entrada definida como s e saída como e. Logo, tem-se que 𝒆 → 0 e 𝒆̇ → 0 se 𝒔 → 0. 

Assim, como 𝒔 é assintoticamente estável, a estabilidade do controlador é garantida pois os 

erros de seguimento de posição e torque tendem a zero, isto é, se 𝒆 → 0, 𝒆̇ → 0 e 𝝉̃ → 0 

quando 𝑡 → ∞.  

É possível, dessa forma, interpretar o controlador como duas leis de controle 

aninhadas. A primeira, expressa pela Equação (5.19), determina a dinâmica das forças 

hidráulicas necessárias para movimentar a estrutura mecânica do manipulador segundo a 

trajetória de referência. A segunda lei, expressa pela Equação (5.31), calcula a tensão de 

controle que deve ser aplicada a cada cilindro hidráulico visando a que os atuadores forneçam 

as forças hidráulicas determinadas pela primeira lei. 

A seguir, no Capítulo 6, são apresentados os resultados de simulações computacionais 

realizadas visando a avaliar tanto os modelos matemáticos desenvolvidos, como a lei de 

controle proposta. 
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6 SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

Para a implantação e teste do algoritmo de controle em um sistema real, é apropriado 

realizar previamente simulações visando à avaliação tanto do modelo matemático quanto do 

desempenho do controlador aplicado ao mesmo. 

Neste capítulo são definidas as condições de simulação e são apresentados os seus 

resultados, juntamente com uma breve discussão sobre os mesmos. Foi simulado o 

comportamento de um manipulador Plataforma de Stewart (MPS) sob dois tipos de trajetórias 

de referência em diferentes condições de trabalho objetivando avaliar a robustez do controle a 

essas condições. 

Na Seção 6.1 é validado o modelo matemático da dinâmica inversa do MPS 

desenvolvido na Seção 5.2 mediante a comparação de seus resultados com os de um trabalho 

similar encontrado na literatura. Na Seção 6.2 são especificadas as trajetórias que serão usadas 

como referências nas simulações. Posteriormente, a Seção 6.3 descreve o modelo de 

simulação, por intermédio de um diagrama de blocos,  indicando também os parâmetros 

geométricos, hidráulicos e de inércia do MPS simulado. Já, a Seção 6.4 apresenta os 

resultados obtidos nas simulações realizadas. 

6.1. Avaliação do modelo dinâmico 

Na falta de disponibilidade de uma bancada experimental para a realização de testes, é 

possível avaliar os modelos matemáticos por meio da comparação dos seus resultados com os 

de exemplos encontrados na bibliografia como Hajimirzaalian et al., 2010. Outra alternativa é 

a solução de casos cujas respostas são conhecidas ou por meio da solução de problemas que 

no caminho direto deverão apresentar uma “simetria” de resultados quando resolvidos sob o 

enfoque da dinâmica inversa, o mesmo ocorrendo com relação à cinemática direta contraposta 

à cinemática inversa. 

6.1.1. Dinâmica inversa no espaço de juntas 

Hajimirzaalian et al., 2010, modelaram a dinâmica inversa de um MPS a partir da 

aplicação do método de Lagrange. No presente trabalho, os resultados fornecidos por 

Hajimirzaalian et al., 2010, são reproduzidos usando o modelo desenvolvido nesta dissertação 

(equações (5.10) a (5.13)). Na Tabela 6.1 são apresentados os parâmetros geométricos e 
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dinâmicos que aproximam o MPS simulado àquele estudado por Hajimirzaalian et al, 

enquanto que na Tabela 6.2 são apresentados os parâmetros das trajetorias seguidas por cada 

grau de liberdade no espaço de trabalho. 

 

Tabela 6.1 – Parâmetros geométricos e inerciais do MPS simulado. Fonte: Hajimirzaalian et al., 2010 

 

Parâmetro Valor Unidades 

𝑟𝑝 0,115 [m] 

𝑟𝑏 0,265 [m] 

𝜑𝑝 0 [rad] 

𝜑𝑏 1,71 [rad] 

Massa da plataforma 1,36 [kg] 

Massas das hastes 0 [kg] 

Momento de Inercia 𝐼𝑥 0,171x10−3 [kg.m2] 

Momento de Inercia 𝐼𝑦 0,171x10−3 [kg.m2] 

Momento de Inercia 𝐼𝑧 0,341x10−3 [kg.m2] 

 

Tabela 6.2 – Trajetória simulada. Fonte: Hajimirzaalian et al., 2010 

 

Coordenada Valor Unidades 

𝑥 −0,10 [m] 

𝑦 0,10 sen 2𝑡 [m] 

𝑧 0,70 [m] 

𝛼 0 [rad] 

𝛽 0 [rad] 

𝛾 0 [rad] 

 

O diagrama de blocos simplificado do sistema simulado é mostrado na Figura 6.1.  

 

 
Figura 6.1– Diagrama de blocos da simulação. 

 

No bloco a esquerda, é gerada a trajetória desejada para o vetor de coordenadas de 

posição 𝑋, juntamente com suas derivadas (velocidade 𝒙̇ e aceleração 𝒙̈). Para a simulação da 

dinâmica inversa no espaço de juntas, os valores de velocidade 𝒒̇ e aceleração 𝒒̈ 
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correspondentes devem ser também calculados. Isto é realizado no bloco denominado 

“Cinemática Inversa”. Assim, apesar de a formulação da dinâmica inversa ser no espaço de 

juntas, os valores de 𝒙 e 𝒙̇ são também necessários devido ao fato de que os novos 

coeficientes matriciais dependerem também destes vetores. Por fim, os dados da trajetória são 

processados e as forças em cada junta, necessárias para seguir a trajetória, são calculadas. 

O esquema simplificado do mecanismo simulado é apresentado na Figura 6.2. 

 
Figura 6.2 – Diagrama esquemático do robô estudado por Hajimirzaalian et al., 2010 

 

Os resultados de ambas simulações são apresentados na Figura 6.3. 

 

  

(a) Reprodução dos resultados obtidos por 

Hajimirzaalian et al., 2010 

(b) Reprodução da simulação da dinâmica inversa 

 

Figura 6.3 – Resultados das simulações das forças nos atuadores 
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Por meio de uma inspeção visual, é possível notar a similaridade entre as respostas, 

destacando-se que os picos e vales das curvas coincidem tanto no tempo como em valores. 

Desta maneira, pode concluir-se que os resultados da modelagem da dinâmica inversa 

são compatíveis com os resultados encontrados na literatura [Hajimirzaalian et al., 2010], 

validando preliminarmente o modelo mecânico do MPS desenvolvido. 

6.1.2. Consistência das dinâmicas inversa e direta do MPS 

Nesta seção, procura-se demonstrar a consistência do modelo dinâmico da parte 

mecânica do MPS. O método de demonstração consiste em avaliar se o modelo direto (Seção 

6.3) apresenta comportamento consistente com o do modelo inverso (Seção 5.2), mostrando, 

assim, que os modelos desenvolvidos representam o mesmo sistema físico.  

O processo consiste em fornecer uma dada trajetória ao modelo inverso do MPS, 

obtendo as forças mecânicas para essa trajetória. A seguir, essas forças são aplicadas (em 

malha aberta) ao modelo direto, obtendo-se como saída do modelo direto uma trajetória que, 

se ambos os modelos foram corretamente desenvolvidos, deve ser compatível com a usada 

como referência no modelo inverso. A Figura 6.4 apresenta o diagrama de blocos simplificado 

do modelo usado nas simulações. Os dois blocos mais à esquerda fornecem a trajetória de 

referência no espaço de junta (um movimento senoidal no eixo 𝑧 com período 10 [s] com 

amplitude de 0,05 [m]). Os dois blocos mais à direita representam a dinâmica inversa e direta, 

respectivamente.  

 
Figura 6.4 – Diagrama de blocos do programa simulado. 

 

O resultado da simulação indicou que (até cerca de 2 [s]) o erro é menor que 

2,5x10−15 [m]. Posteriormente, a partir dos 2 [s], o erro cresce, devido, possivelmente, ao 

erro acumulativo resultante da integração em cada iteração, já que a simulação é realizada 



78 

 

 

com o sistema em malha aberta. Assim pode concluir-se que os modelos dinâmicos direto e 

inverso são consistentes entre sim. 

6.2. Trajetórias de referência simuladas  

Neste trabalho, dois tipos de trajetórias foram desenvolvidas para serem usadas como 

referências dos movimentos a serem reproduzidos pelo modelo: uma trajetória senoidal, 

selecionada arbitrariamente; e uma trajetória similar à do movimento de um navio, gerada por 

meio de um software especializado em aplicações navais [DNV-GL, 2015].  

6.2.1. Trajetória Senoidal 

A trajetória senoidal é composta por seis sinais senoidais com diferentes 

amplitudes, fases e frequências, cada uma aplicada a um grau de liberdade do espaço de 

trabalho. A Tabela 6.3 especifica os parâmetros de cada curva senoidal, enquanto que na 

Figura 6.5 é apresentado um gráfico dos sinais em função do tempo.  

 

 
Figura 6.5 – Trajetória senoidal no espaço de trabalho. 
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Tabela 6.3 – Parâmetros dos sinais senoidais que formam a trajetória desejada. 

 

Parâmetro 𝑥 𝑦 𝑧 𝛼 𝛽 𝛾 

Frequência  0,10 [Hz] 0,01 [Hz] 0,10 [Hz] 0,12 [Hz] 0,20 [Hz] 0,06 [Hz] 

Fase 
𝜋

1,1
 [rad] 

𝜋

3
 [rad] −

𝜋

4
 [rad] −

𝜋

8
 [rad] −

𝜋

5
 [rad] 0 [rad] 

Amplitude  0,04 [m] 0,02 [m] 0,10 [m] 8 [°] 12 [°] 1 [°] 

 

Os parâmetros da trajetória senoidal foram selecionados considerando uma faixa de 

frequências compatível com as dos trabalhos de Cerda, 2010, e Mello, 2011, os quais foram 

especificados considerando que as frequências esperadas para uma embarcação de grande 

porte. Mello, 2011, realiza simulações de aplicação de controle com trajetórias de frequência 

de até 0,2 [Hz], informando que frequências próximas a este valor são usualmente 

encontradas nos movimentos de translação vertical (Heave) 𝑧, rolamento (Roll) 𝛼 e arfagem 

(Pitch) 𝛽. Por estes motivos, as frequências selecionadas não são maiores de 0,2 [Hz], sendo 

os movimentos de translação vertical, rolamento e arfagem os de maior valor. 

6.2.2. Geração de trajetórias de movimentos de navios através de software dedicado 

Visando a avaliar o desempenho do controlador desenvolvido para reproduzir 

movimentos de navios, com o objetivo de simular o comportamento do MPS sob condições o 

mais próximas possíveis da realidade, um software especializado em aplicações navais foi 

utilizado para simular os movimentos de um dado navio a partir de condições de operação 

prescritas. Portanto, por meio deste software, foi possível gerar as posições, velocidades e 

acelerações em função do tempo nos seis GDL que são utilizadas como trajetória de 

referência nas simulações. 

A DNV [DNV-GL, 2015], empresa desenvolvedora de software para soluções da 

indústria marítima, oferece os programas comerciais GeniE e HydroD. GeniE é uma 

ferramenta para o design e análise de estruturas offshore e marítimas compostas de chapas e 

vigas. É integrada por módulos de avaliação de estabilidade e esforços mecânicos com uma 

interfase CAD. Por outro lado, o HydroD disponibiliza análises de estabilidade em ambos os 

domínios, frequência e tempo, através dos seus módulos Wasim e Wadam. Por exemplo, o 

módulo Wasim permite análise hidrodinâmica de navios considerados fixos ou flutuantes com 

ou sem velocidade de avanço, podendo fornecer como resultados movimentos globais do 

navio e os esforços devidos às pressões. Wadam, por sua vez, é um programa de análise 
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hidrodinâmica que calcula a interação onda-estrutura para estruturas fixas ou flutuantes sem 

velocidade de avanço. 

Para simular os movimentos de navios, o processo pode dividir-se nos seguintes 

passos: modelagem do navio, seleção de condições hidrodinâmicas, simulação do movimento 

do navio e extração de resultados. 

O processo de modelagem do navio é desenvolvido com ajuda do GeniE. O modelo 

utilizado refere-se a um navio do tipo cargueiro, obtido diretamente de uma biblioteca 

disponível no HydroD. Os parâmetros geométricos do navio estudado são de 288 [m] de 

comprimento, 36 [m] de largura e 23 [m] de altura. Um desenho representativo do modelo é 

mostrado na Figura 6.6. 

 

 
Figura 6.6 – Modelo do navio no GeniE. 

 

O módulo Wasim do HydroD aceita como entrada a definição de vários tipos de 

ondas, cada uma com seus próprios parâmetros de período, altura, fase, direção de avanço 

com respeito ao navio, computando o efeito combinado de todos estes fenômenos sobre o 

navio. Além disso, podem ser configuradas as condições de simulação como tempo de 

integração e duração da simulação. Assim, após a definição do modelo do navio e dos 

parâmetros das ondas do mar, é realizada a simulação no programa Wasim. 

A Figura 6.7 apresenta uma tela do Wasim solicitando a configuração das condições 

de onda do mar para a simulação.  
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Figura 6.7 – Preenchimento das condições de ondas 

 

Os dados de onda, para este trabalho, foram obtidos a partir de registros de medições 

realizadas no litoral do Estado do Rio Grande do Sul disponibilizados em Assis et al., 2013. 

Os valores dos parâmetros das ondas utilizadas são de 6,4 [s] de período, 1,88 [m] de altura 

(correspondentes a valores médios mensais), e 110 [º] com relação ao eixo longitudinal do 

navio (que corresponde a uma situação operacional provável). As simulações são realizadas 

com duração de 120 [s] e com passo de integração de 0,1 [s]. 

Após realizada a simulação, é necessário escolher e extrair os resultados. A simulação 

inicia com o navio em condições calmas de mar, para, posteriormente, ser alcançado pelas 

ondas definidas. Os resultados das simulações resultam em duas etapas, uma transitória, na 

qual as ondas são iniciadas, aumentando suas amplitudes linearmente com o tempo, e a etapa 

estacionária, com as ondas já com amplitude máxima.  

Os resultados podem ser apresentados de várias formas. Por exemplo, uma animação, 

da simulação das ondas e do movimento do navio (Figura 6.8.a), ou gráficos de variáveis em 

função do tempo (Figura 6.8.b). Neste caso, os dados do movimento resultante são posições, 

velocidades e acelerações nos seis GDL do espaço cartesiano. 
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(a) Representação das ondas do mar e movimento 

do navio 

(b) Tela de apresentação de resultados 

 

Figura 6.8 – Apresentação dos resultadas da simulação no Wasim-HydroD. 

 

As posições no espaço Cartesiano resultantes das simulações, usadas nesta dissertação, 

são as apresentadas na Figura 6.9. As acelerações correspondentes são as apresentadas na 

Figura 6.10. 

 

 
Figura 6.9 – Posições no espaço Cartesiano da trajetória simulada 
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Figura 6.10 – Acelerações no espaço Cartesiano da trajetória simulada 

 

A trajetória simulada do navio é originada por uma única onda que leva em 

consideração o movimento médio das ondas do mar. Assim, todas as curvas resultantes dos 

movimentos simulados (figuras 6.9 e 6.10) possuem frequências parecidas entre si e de valor 

aproximado ao da onda inicial 1/6,4 =  0,156 [Hz]. 

6.3. Definição do sistema a simular 

Uma única configuração geométrica do MPS hidráulico foi utilizada em todas as 

simulações. A definição dos parâmetros geométricos do MPS está apresentada na Tabela 3.3. 

Para o subsistema hidráulico, supõe-se que as pernas são compostas por 6 cilindros 

assimétricos iguais controlados por válvulas direcionais proporcionais assimétricas também 

iguais. Assim, os parâmetros hidráulicos dos atuadores podem ser considerados semelhantes, 

sendo seus valores apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2. Os valores das massas e de momentos 

de inércia de massa do subsistema mecânico são especificados na Tabela 6.4. 
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Tabela 6.4 – Massas e inercias do subsistema mecânico do MPS simulado. 

 

Parâmetro Valor Unidades 

Massa da plataforma 

móvel 
112 [kg] 

Massas das hastes 3,00 [kg] 

Momento de Inercia 𝐼𝑥 8,44 [kg.m2] 

Momento de Inercia 𝐼𝑦 8,44 [kg.m2] 

Momento de Inercia 𝐼𝑧 16,9 [kg.m2] 

 

A malha de controle por torque computado desenvolvido no ambiente do Simulink está 

apresentada na Figura 6.11.  

 
Figura 6.11 – Diagrama de blocos do sistema simulado. 

 

O programa está organizado de acordo com o esquema de controle da Figura 5.2. 

Existem cinco blocos principais: Trajetória desejada, Cinemática Inversa, Lei de Controle do 

Subsistema Mecânico, Lei de Controle do Subsistema Hidráulico e o MPS hidráulico.  

O bloco Trajetória Desejada gera as posições, velocidades e acelerações no espaço de 

trabalho, as quais deseja-se que o MPS reproduza. No entanto, por conta de uma maior 

facilidade de avaliação dos sinais de controle e das forças aplicadas, optou-se por realizar o 

controle usando as coordenadas no espaço de juntas. Por este motivo, o bloco Cinemática 

Inversa é agregado para transformar a trajetória desejada para o espaço de juntas. 
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Dispondo das trajetórias de referência no espaço de juntas, calcula-se, então, a ação de 

controle, a qual consiste em determinar o valor da tensão de controle a ser aplicada às 

válvulas dos cilindros hidráulicos que movimentam o MPS. Conforme exposto na Seção 5.1, 

o processo de cálculo está dividido em duas etapas: uma baseada no modelo mecânico e uma 

segunda referente ao modelo hidráulico. Ambas as etapas têm como entradas os valores 

desejados das grandezas controladas juntamente com os valores atuais destas grandezas. Por 

meio das leis de controle, essas quantidades são comparadas e é calculado o sinal de controle 

a ser aplicado. 

A Lei de controle do subsistema mecânico visa a computar as forças hidráulicas, e 

suas derivadas, necessárias para levar os estados atuais das variáveis controladas para o estado 

desejado, ou seja, levar as posições, velocidades e acelerações no espaço de juntas ao seus 

valores desejados. Para tal fim, utiliza-se, conforme já comentado, o modelo da dinâmica 

inversa do subsistema mecânico (Equação (5.13)) para implantar a lei de controle expressa 

pela Equação (5.19). Como resultado, obtém-se as forças desejadas que são utilizadas como 

entradas da lei de controle do subsistema hidráulico (Equação (5.29)). Essa lei tem como 

objetivo determinar o valor da entrada de controle de cada atuador hidráulico de forma que 

estes forneçam forças com valores aproximados aos desejados para o controle da dinâmica do 

subsistema mecânico. Assim, a Equação (5.31) é usada para calcular os sinais de controle 

aplicados às válvulas dos cilindros hidráulicos. Para controlar a força de saída, além de 

precisar dos valores das forças hidráulicas desejadas, utiliza-se também os valores dos estados 

de posições e velocidades de juntas 𝒒 e 𝒒̇, das pressões nas câmaras de cada cilindro 𝑝𝐴 e 𝑝𝐵, 

e das coordenadas da trajetória desejada. 

Finalmente, o bloco MPS Hidráulico representa a planta a controlar, composto pelos 

subsistemas hidráulico e mecânico interconectados, conforme esquematizado na Figura 5.1. 

Para simular o subsistema hidráulico da planta, as equações (4.11) a (4.16) e (4.18) foram 

implantadas no Simulink, conforme o apresentado na Apêndice B, conjuntamente com o 

modelo suavizado da zona morta (Equação (4.28)). Obteve-se, assim, um modelo completo e 

mais próximo à realidade de um cilindro hidráulico. O modelo do cilindro hidráulico foi 

replicado seis vezes, cada um para uma perna do MPS. Esses (seis) modelos foram 

conectados em paralelo, com suas respectivas saídas de força hidráulica aplicadas ao 

subsistema mecânico. Por fim, o subsistema mecânico, correspondente à dinâmica direta do 

MPS, é modelado adaptando a Equação (5.13), sendo a aceleração 𝒒̈ isolada, de forma que, a 
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partir das variáveis de trajetória e de força em um dado tempo, pode-se determinar a 

aceleração no instante seguinte, a qual é, posteriormente, integrada duas vezes, obtendo-se 𝒒̇ e 

𝒒 no instante seguinte. Assim, a partir da aceleração 𝒒̈ é possível obter as coordenadas de 

velocidade e posição no espaço de trabalho (𝒙̇ e 𝒙) usando a cinemática direta (Seção 3.5.3). 

Nas tabelas 6.5 e 6.6 são listadas as equações utilizadas em cada bloco do sistema da 

Figura 6.11. Os termos 𝑘 indicam o instante atual do processo de integração. Todas as 

simulações usam um passo de integração de 1 [ms].  

 
Tabela 6.5 – Resumo das equações usadas nos blocos da simulação (Figura 6.11) 

 

Bloco Equações 

Trajetória desejada Funções senoidais; 

Movimento simulado de um navio 

Cinemática Inversa 

𝑞𝑖 = 𝐿𝑖 = ‖𝑺𝑖‖, 

𝑺𝑖 = 𝑹𝑃
𝐵𝑷𝑖 + 𝒕 − 𝑩𝑖 , 

𝒒̇ = 𝑱𝒙̇, 

𝒒̈ = 𝑱̇𝒙̇ + 𝑱𝒙̈. 

Lei de Controle do 

Subsistema Mecânico 
𝝉𝑠 = 𝑴̅𝝂̇ + 𝑽̅𝝂 + 𝑮̅ + 𝑭𝑎𝑡 −𝑲𝑑(𝒒̇ − 𝝂) 

Lei de Controle do 

Subsistema Hidráulico 

𝑭̇𝐻 = 𝝉̇𝑠  − 𝑲𝑡𝒔 − 𝑲𝑎𝝉̃, 

𝑢𝑣𝑖 =
1

𝑢̂𝑖(𝑝𝐴𝑖 , 𝑝𝐵𝑖 , 𝑥𝑣𝑖 , 𝑦𝑣𝑖)
[(𝑭̇𝐻)𝑖 − ℎ̂𝑖(𝑦𝑣𝑖 , 𝑦̇𝑣𝑖)] 

Função de compensação aproximada da zona morta 

suavizada (Equação (4.28)) 

MPS hidráulico – 

Subsistema mecânico 

𝒒̈𝑘+1 = [𝑴̅
−𝟏(𝑭𝐻 − 𝑽̅𝒒̇ − 𝑮̅ − 𝑭𝑎𝑡)]𝑘, 

𝒒̇𝑘+1 = 𝒒̇𝑘 + 𝒒̈𝑘+1𝜹𝒕, 

𝒒𝑘+1 = 𝒒𝑘 + 𝒒̇𝑘+1 𝜹𝒕, 

𝑿̈𝑘+1 = 𝑱𝑘
−𝟏𝒒̈𝑘+1 − 𝑱𝑘

−𝟏𝑱̇𝑘𝑱𝑘
−𝟏𝒒̇𝑘+1, 

𝑿̇𝑘+1 = 𝑿̇𝑘 + 𝑿̈𝑘+1𝜹𝒕, 

𝑿𝑘+1 = 𝑿𝑘 + 𝑿̇𝑘+1 𝜹𝒕. 

MPS hidráulico – 

Subsistema Hidráulico 

𝑞𝑣𝐴 = {

𝐾𝑣𝐴
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝑆 − 𝑝𝐴, 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐾𝑣𝐴
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝐴 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 < 0
 

𝑞𝑣𝐵 = {

𝐾𝑣𝐵
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝐵 − 𝑝𝑅 , 𝑥𝑣 ≥ 0

𝐾𝑣𝐵
𝑢𝑣
𝑈𝑐𝑛

√𝑝𝑆 − 𝑝𝐵, 𝑥𝑣 < 0
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Tabela 6.6 – Resumo das equações usadas nos blocos da simulação (Figura 6.11), continuação 

 

Bloco Equações 

MPS hidráulico – 

Subsistema Hidráulico 

𝑝̇𝐴 =
𝛽𝑐
𝑉𝐴
(𝑞𝑣𝐴 − 𝐴𝐴𝑦̇𝑣), 

𝑝̇𝐵 = −
𝛽𝑐
𝑉𝐵
(𝑞𝑣𝐵 − 𝐴𝐵𝑦̇𝑣) 

𝑉𝐴 = 𝑉𝐴0 + 𝐴𝐴𝑦𝑣 , 

𝑉𝐵 = 𝑉𝐵0 − 𝐴𝐵𝑦𝑣, 

𝐹𝐻 = 𝑝𝐴𝐴𝐴 − 𝑝𝐵𝐴𝐵, 

Função inversa da compensação aproximada da 

zona morta suavizada. 

 

Nas seções subsequentes são apresentados os resultados de simulações usando dois 

tipos diferentes de trajetórias desejadas expressas no espaço de trabalho: uma primeira do tipo 

senoidal com amplitudes, e frequências selecionadas arbitrariamente; uma segunda obtida por 

meio do movimento simulado de um navio gerado através dos softwares HydroD e GeniE.  

6.4. Resultados das simulações 

Nesta seção são apresentados os resultados das simulações da estratégia de controle 

aplicada ao MPS hidráulico. Em cada simulação, é usada uma das trajetórias de referência 

desenvolvidas na Seção 6.2. Conforme já comentado, na primeira simulação, a trajetória 

simulada é a trajetória senoidal, enquanto que a segunda simulação é feita utilizando uma 

trajetória de referência obtida por intermédio dos softwares HydroD e GeniE. Em ambos os 

casos, os parâmetros de simulação utilizados são iguais. No entanto, em uma terceira 

simulação, os parâmetros inerciais do controlador e da planta são selecionados com valores 

diferentes, visando a examinar o desempenho do controlador em caso de presença de erros 

paramétricos. 

6.4.1. Simulação I – Trajetória senoidal 

Para esta simulação, a trajetória de referência é a senoidal apresentada na Seção 6.2. 

As condições de simulação são as descritas na Seção 6.3, sendo, portanto, importante ressaltar 

que a planta simulada é considerada ideal, sem perdas por atrito nas juntas. 
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As posições em função do tempo, obtidas através da simulação, são apresentadas nas 

figuras 6.12 e 6.13 para cada um dos 6 GDL do espaço cartesiano, juntamente com a trajetória 

desejada.  

 
Figura 6.12 – Curvas da trajetória de traslação no espaço cartesiano em função do tempo 

resultantes da Simulação I. 

 
Figura 6.13 – Curvas da trajetória de rotação no espaço cartesiano em função do tempo 

resultantes da Simulação I. 
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Os erros de seguimento de trajetória no espaço cartesiano são mostrados na Figura 

6.14.  

 
Figura 6.14 – Erro no espaço cartesiano. 

 

Ainda mais, uma ampliação aos erros de trajetória no espaço cartesiano em estado 

estacionário (a partir dos 7 [s] de simulação) são apresentados na Figura 6.15. 

 
Figura 6.15 – Erro no espaço cartesiano no estado estacionário. 
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Visando a avaliar uma situação de operação usual, o sistema mecânico encontra-se 

inicialmente em uma situação de pose não concordante com a trajetória desejada. Assim, o 

erro inicial é não nulo, diminuindo conforme o tempo aumenta. De acordo com a Figura 6.14, 

o tempo de assentamento é de aproximadamente 6 [s], verificando-se que, a partir desse 

instante, o MPS consegue seguir com menor erro a trajetória de referência. 

Os deslocamentos das pernas em função do tempo são apresentados na Figura 6.16. 

 

  
Figura 6.16 – Curvas de deslocamento das pernas em função do tempo - Simulação I. 
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Os limites máximo e mínimo dos deslocamentos são apresentados nos gráficos, o que 

permite determinar se existem posições fora do espaço de trabalho do manipulador. Os erros 

em estado estacionário tanto para o seguimento de trajetória no espaço cartesiano quanto no 

espaço de juntas mantiveram-se na ordem de ±5x10−5 [m] para translações e ±5x10−3 [º] 

para rotações. 

As forças hidráulicas exercidas pelos atuadores estão ilustradas na Figura 6.17.  

 

 
Figura 6.17 – Forças hidráulicas exercidas pelos atuadores. 

 

A faixa de valores das forças aplicadas varia entre 140 e 340 [N], compatível com o 

dimensionamento da força do sistema hidráulico. Para efeito de comparação, ressalta-se que o 

valor necessário para manter a plataforma móvel em repouso em uma posição fixa é de 

aproximadamente 250 [N]. É importante destacar ainda que, devido à seleção de ganhos do 

controlador, o comportamento das forças hidráulicas não apresenta picos indesejados de alta 

frequência. 

As matrizes de ganhos 𝑲𝑑, 𝑲𝑡, 𝑲𝑎 e 𝚲 foram selecionadas como matrizes identidades 

de ordem 6𝑥6 multiplicadas por escalares positivos. A Tabela 6.7 lista os valores dos 

escalares selecionados para a Simulação I. Esses ganhos foram selecionados de forma a 

manter as forças dos atuadores dentro das faixas de operação do sistema, respeitando as 

limitações de potências, da bomba hidráulica que alimenta o atuador. A combinação de 
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ganhos maiores com erros iniciais elevados levam a um comportamento oscilatório, com 

“picos” de pressão. 

 

Tabela 6.7 – Valores dos ganhos de controle. 

 

Ganho Valor 

𝑲𝑑 1 

𝑲𝑎 1 

𝑲𝑡 1 

𝚲 1 

 

Os sinais da Tensão de Controle gerados pela estratégia de controle são mostradas na 

Figura 6.18.  

 
Figura 6.18 – Tensões de Controle aplicadas aos atuadores hidráulicos, computadas pela 

estratégia de controle. 

 

Na Figura 6.18 verifica-se que o máximo valor da tensão é de aproximadamente 3 [V], 

enquanto que o seu valor mínimo é −5 [V]. Devido às assimetrias (gravidade, pistão) 

associadas às diversas não linearidades do sistema, os sinais de comando mostram-se também 

assimétricos. Dentre outros fatores que podem ser citados como responsáveis pela assimetria 

do sinal de controle, estão a assimetria da trajetória seguida no espaço de juntas (Figura 6.16); 

a diferença entre as variações de força necessárias para movimentar a plataforma; o efeito da 

Limite superior de 

suavização 

Limite inferior de 

suavização 
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gravidade; e, a compensação da zona morta, cujo efeito é analisado posteriormente nesta 

seção. Além da assimetria, é possível notar no sinal de controle a ocorrência de mudanças 

súbitas de inclinação para os níveis de tensões de 1,3, 0 e −2,3 [V], provocados pela 

compensação da zona morta, pois com já descrito na Seção 4.3, a função de compensação da 

zona morta (Equação (4.28)) atua como uma “máscara” que altera as inclinações das tensões 

calculadas pelo controlador 𝑢𝑣 para evitar que o spool de controle da servoválvula atue na 

região de zona morta. Isto é possível através de uma “suavização”, a qual consiste em 

transformar linearmente os valores na faixa de −𝑙𝑐 ≤  𝑢𝑣 <  𝑙𝑐 à faixa de 

𝑧𝑚𝑒 −  𝑙𝑐 ≤  𝑢𝑣  <  𝑧𝑚𝑑 +  𝑙𝑐. Segundo os parâmetros que caracterizam a zona morta 

(Tabela 4.2), 𝑧𝑚𝑒, 𝑧𝑚𝑑 e 𝑙𝑐 equivalem a −1,8, 0,8 e 0,5 [V], respectivamente. Assim, a faixa 

suavizada em [V] corresponde a: 

 

−1,8 − 0,5 ≤ 𝑢𝑣 < 0,8 + 0,5 

−2,3 ≤ 𝑢𝑣 < 1,3 

 

ou seja, tensões calculadas de −0,5 [V] são transformadas a tensões compensadas de 

−2,3 [V] e tensões calculadas de 0,5 [V] são compensadas a 1,3 [V].  

Este efeito explica as mudanças bruscas de inclinação para os níveis de 1,3, 0 e 

−2,3 [V] da Figura 6.18. Por outro lado, este efeito também é responsável por acentuar a 

diferença entre os módulos dos valores máximo (3 [V]) e mínimo (−5 [V]) da tensão de 

controle compensada, pois o limite inferior do compensador é maior em valor absoluto que o 

limite superior. 

6.4.2. Simulação II – Reprodução de movimentos de navios 

Nesta simulação visa-se a verificar o desempenho do controlador na tarefa de 

comandar o MPS para que reproduza os movimentos de um navio, obtidos de acordo com os 

procedimentos apresentados na Seção 6.2.2. Os parâmetros de simulação são os mesmos que 

os da Simulação I. 

Os resultados do erro de seguimento de trajetória no espaço cartesiano são 

apresentados na Figura 6.19. 
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Figura 6.19 – Erro de seguimento de posição no espaço cartesiano. 

 

Ainda mais, uma ampliação aos erros de trajetória no espaço cartesiano em estado 

estacionário (a partir dos 10 [s] de simulação) são apresentados na Figura 6.20. 

 
Figura 6.20 – Erro de seguimento de posição no espaço cartesiano em estado estacionário. 
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Da mesma forma que no caso da Simulação I, tanto os erros de translação como os de 

rotação iniciam com valores não nulos, diminuindo a medida em que a resposta se aproxima 

do estado estacionário. É possível notar que o tempo de assentamento é de aproximadamente 

7 [s], e que, a partir desse instante, o seguimento de trajetória apresenta um comportamento 

com menores erros.  

Os erros de deslocamento das pernas estão apresentados na Figura 6.21.  

 
Figura 6.21 – Erro de seguimento de posição no espaço de juntas. 

 

As curvas de erros de deslocamento das pernas do MPS, exibem comportamentos 

similares aos erros no espaço cartesiano. Para ambos casos, os erros em estado estacionário 

oscilam entre ±0,5x10−4 [m] para translação e ±2x10−3 [º] para rotações. Assim, 

considerando o comportamento e os valores finais dos erros, pode ser concluído que, as 

Simulações I e II tiveram resultados similares quanto ao seguimento de trajetória. 

A Figura 6.22 apresenta os resultados das forças hidráulicas da Simulação II. 
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Figura 6.22 – Forças hidráulicas exercidas pelos atuadores. 

 

Quando comparadas com os resultados de forças hidráulicas da Simulação I, verifica-

se que a faixa de valores, 160 a 350 [N], é similar. No entanto, as forças obtidas na 

Simulação II apresentam um comportamento mais homogêneo, com frequências próximas 

entre si e pequenas defasagens. Isto se deve, possivelmente, ao fato de que as curvas da 

trajetória de referência possuem as mesmas frequências (Seção 6.2.2) para todos os GDL.  

Os sinais de controle são mostrados na Figura 6.23. É interessante notar que os 

períodos dos seis sinais de controle são parecidos (aproximadamente 6,5 [s]), correspondem 

ao período da onda de mar simulada (Seção 6.2.2), o que está em concordância com os 

resultados das forças obtidas da simulação. Os valores máximo e mínimo das tensões foram 

de 2,5 e −4 [V], respectivamente. Estes valores são menores que os da Simulação I, apesar de 

as forças necessárias terem níveis similares em ambas as simulações. A diminuição dos 

valores máximos e mínimos do sinal de controle deve-se, provavelmente, ao fato de que a 

frequência da trajetória de referência é, neste caso, de 0,156 [Hz], enquanto que a trajetória 

senoidal possui uma frequência máxima de 0,2 [Hz], envolvendo, portanto, maiores 

velocidades que no caso da Simulação I. Como estas velocidades maiores precisam de vazões 

hidráulicas maiores, é necessário tensões maiores para que as áreas efetivas dos orifícios de 

passagem do óleo aumentem até os valores adequados para a passagem da vazão adequada. 
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Figura 6.23 – Sinais de Controle aplicados aos atuadores hidráulicos. 

 

Com os resultados desta simulação, pode-se concluir que o controlador desenvolvido 

pode ser capaz de controlar um Manipulador Plataforma de Stewart acionado através de 

cilindros hidráulicos com o objetivo de reproduzir movimentos do espectro apresentado por 

navios. 

6.4.3. Simulação III – Teste de robustez a erros paramétricos inerciais 

A terceira simulação tem como objetivo comprovar a robustez do controlador 

implantado ante possíveis diferenças que ocorrem entre os valores de inércia da planta e os 

valores nominais utilizados no controlador implantado. Assim, as simulações, cujos resultados 

serão apresentados a seguir, foram realizadas com valores diferentes dos utilizados no modelo 

da planta. Desta maneira, é simulado o comportamento do controlador ante possíveis erros na 

definição dos seguintes parâmetros de inércia do sistema mecânico: 𝑚, 𝑚𝑃, 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, e 𝐼𝑧. Os 

valores dessas grandezas foram reduzidos em 5%, 10% e 20% do valor nominal. A Tabela 

6.8 apresenta os parâmetros para cada erro. 
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Tabela 6.8 – Parâmetros inerciais utilizados na Simulação III 

 

Parâmetro 
Modelo da 

Planta 
𝟓% 𝟏𝟎% 𝟐𝟎% 

𝑚 [kg] 112 106 101 89,6 

𝑚𝑃 [kg] 3,00 2,85 2,70 2,40 

𝐼𝑥 [kg.m2] 8,44 8,02 7,60 6,75 

𝐼𝑦 [kg.m2] 8,44 8,02 7,60 6,75 

𝐼𝑧 [kg.m2] 16,88 16,0 15,2 13,5 

 

Os ganhos do controlador 𝑲𝑑, 𝑲𝑡, 𝑲𝑎 e 𝚲 são selecionados iguais em todas as 

simulações. Cada um deles corresponde a uma matriz diagonal com elementos de igual valor. 

No total foram realizadas 6 simulações, sendo, para cada valor de porcentagem de erro, 

testados ganhos com valor igual a  5, e a 10 em uma segunda simulação. Os resultados em 

termos de erros no espaço de juntas para o sistema em estado estacionário estão apresentados 

na Figura 6.24. 

 

  

(a) Erro de deslocamento utilizando ganhos de valor 5  (b) Erro de deslocamento utilizando ganhos de valor 

10 

Figura 6.24 – Erro de deslocamento das pernas em estado estacionário para cada caso de 

simulação 

 

Percebe-se por meio da Figura 6.24 que o erro em estado estacionário, e, portanto, a 

qualidade do seguimento de trajetória, é dependente tanto dos ganhos selecionados de 

controle como do erro paramétrico. Uma observação importante é que, com o aumento dos 
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ganhos do controlador, o erro diminui consideravelmente. Os valores dos erros máximos 

resultantes estão apresentados na Tabela 6.9. 

 

Tabela 6.9 – Valores dos erros máximos de deslocamento das pernas no estado estacionário 

 

Ganho 𝟓% 𝟏𝟎% 𝟐𝟎% 

5 ±1,59x10−3 [m] ±3,26x10−3 [m] ±7,04x10−3 [m] 

10  ±0,827x10−3 [m] ±1,63x10−3 [m] ±3,33x10−3 [m] 

 

Conclui-se a partir dos valores da Tabela 6.9, que conforme o ganho aumenta em duas 

vezes, o erro em estado estacionário é reduzido aproximadamente à metade. Portanto, espera-

se que o erro do espaço de juntas em estado estacionário diminua com o aumento dos ganhos 

de controle. 

Aumentar os ganhos do controlador também diminui o tempo de assentamento. A 

Figura 6.24 indica que o tempo de assentamento para os seis casos foi menor que 2,5 [s], 

significativamente inferior ao da Simulação II (que era de cerca de 7 [s]). No entanto, 

aumentar os ganhos traz comportamentos não desejados a outras variáveis do sistema. Por 

exemplo, a Figura 6.25 apresenta os resultados das forças hidráulicas da simulação com 10% 

de erro e Ganho 10, enquanto que a Figura 6.26 apresenta as velocidades de movimento das 

pernas, correspondentes à mesma simulação. 

A curva de forças hidráulicas (Figura 6.25) necessárias apresenta um pico inicial de 

aproximadamente 500 [N],  enquanto que a curva de velocidade apresenta um pico inicial 

0,4 [m/s], quase o dobro da velocidade necessária para manter o seguimento de trajetória no 

restante da trajetória. Estes picos podem requerer um sistema hidráulico de alta potência, pois, 

altas velocidades requerem grandes vazões hidráulicas, o que resulta na necessidade de usar 

bombas hidráulicas de alta capacidade volumétrica e/ou rotação. 
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Figura 6.25 – Forças hidráulicas exercidas pelos atuadores para o caso de 10% de erro e 

Ganho 10 

 

 
Figura 6.26 – Velocidade de movimento das pernas para o caso de 10% de erro e Ganho 10 

 

Como partes dos testes de robustez, modificou-se os parâmetros que definem a 

compensação da zona morta, deixando-os deferentes dos valores nominais utilizados no 
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modelo. Para testes onde os limites de compensação foram selecionados inferiores aos limites 

nominais da zona morta dos cilindros (𝑧𝑚𝑒𝐶𝑜𝑚𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎𝑑𝑎 > 𝑧𝑚𝑒 e 𝑧𝑚𝑑𝑐𝑜𝑚𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎𝑑𝑎 < 𝑧𝑚𝑑), a 

ação de controle apresenta efeito inócuo sobre o sistema a controlar, pois  o ritmo 

compensador calcula valores de tensão que se encontram dentro da zona morta da 

servoválvula, por tanto, não ha resposta dos cilindros. Por outro lado, quando os limites de 

compensação foram selecionados superiores aos limites da zona morta da servoválvula 

(𝑧𝑚𝑒𝐶𝑜𝑚𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎𝑑𝑎  < 𝑧𝑚𝑒 e 𝑧𝑚𝑑𝑐𝑜𝑚𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎𝑑𝑎 > 𝑧𝑚𝑑), o compensador consegue atuar sobre o 

sistema, mas, o esforço de seguimento de trajetória é comprometido, e a plataforma móvel 

não reproduz o movimento desejado. Esse comportamento deve-se, provavelmente, ao fato de 

que, se a compensação não é exata, novas não linearidades são introduzidas ao sistema, o que 

ocasiona um mau controle do sistema. Como regra geral, para compensação da não 

linearidade da zona morta, deve ter-se especial cuidado na identificação dos limites da zona 

morta e na seleção dos parâmetros de compensação.  

A partir dos resultados apresentados, pode-se concluir que o controlador desenvolvido 

nesta dissertação pode controlar um MPS hidráulico na presença de erros inerciais 

paramétricos, apesar de seus erros de seguimento de trajetória apresentaram um aumento 

proporcional aos erros de estimativa da massa. Além disso, uma ausência de compensação da 

zona morta e, mesmo, erros paramétricos significativos no algoritmo de compensação, podem 

levar o sistema a apresentar resultados inadequados na malha fechada. 
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7 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

Diante dos resultados apresentados ao longo do presente documento, é possível 

afirmar que o objetivo principal do presente trabalho, ou seja, o desenvolvimento de uma 

estratégia de controle baseada no método de Slotine e Li para ser aplicada em Manipuladores 

Plataforma Stewart com acionamento hidráulico visando à aplicação na simulação de 

movimentos de navios, foi atingido. 

Como resultado do estudo da bibliografia, foi possível identificar as principais 

complicações da análise cinemática e dinâmica dos robôs paralelos, destacando a dificuldade 

de derivar um equacionamento no espaço de juntas da sua dinâmica adequado para a síntese 

do controlador. Além disso, a partir das revisões das publicações relacionadas ao controle por 

torque computado baseado no método de Slotine e Li, evidenciou-se a necessidade de 

modificar o equacionamento da dinâmica do MPS encontrada na bibliografia para o espaço de 

trabalho de juntas levando em consideração a necessidade de que as matrizes dos coeficientes 

de Inércia e Coriolis da equação dinâmica devem cumprir com a propriedade de antissimetria.  

O estudos sobre a modelagem do MPS permitiram verificar que a cinemática inversa 

pode ser facilmente deduzida, e que, ao contrário, a implantação de um método numérico para 

a computação da cinemática direta consiste de uma tarefa muito mais trabalhosa. Além disso, 

a partir dos resultados teóricos e de simulações obtidos, é possível concluir que a seleção do 

método de Lagrange para a derivação da expressão da dinâmica do MPS é adequada para 

aplicação da estratégia de controle proposta, pois, além de fornecer um equacionamento 

compacto no espaço de trabalho, proporcionou também um método de fatoração da Matriz de 

Coriolis de forma que a propriedade de antissimetria mantém-se garantida. Verificou-se, no 

entanto, que a aplicação dessa metodologia limita a análise dinâmica do MPS, no sentido de 

que foi necessário desprezar os efeitos inerciais das pernas, o que consiste, por seu lado, de 

uma simplificação aplicada com frequência por outros pesquisadores, baseando-se no fato de 

que a inércia das pernas tem um efeito muito menor na inércia total do manipulador quando 

comparada com a inércia da plataforma móvel (𝑚𝑝𝑒𝑟𝑛𝑎/𝑚 ≈ 0,06).  

No contexto, o principal objetivo da modelagem do sistema hidráulico consiste na 

obtenção de uma expressão da dinâmica da força hidráulica fornecida pelo atuador em função 

da entrada de tensão de controle para um dado estado de operação do sistema. Mediante uma 

estruturação das equações da dinâmica dos cilindros, obteve-se uma expressão para a relação 
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inversa (difeomorfismo) da dinâmica da hidráulica, essencial para o controlador calcular a 

tensão elétrica de controle adequada a ser aplicada à servoválvula. 

Com respeito ao controlador desenvolvido, conclui-se que, no contexto, a principal 

vantagem da lei de Slotine e Li consiste na possibilidade de o manipulador robótico poder ser 

interpretado como dois subsistemas acoplados: um mecânico e outro hidráulico. Essa 

abordagem permite tratar separadamente as não-linearidades físicas associadas aos atuadores 

hidráulicos das não-linearidades geométricas do subsistema mecânico. Com essa abordagem, 

o controlador solicita a uma fonte de força (cilindro hidráulico) os valores necessários para 

movimentar adequadamente o subsistema mecânico segundo uma trajetória de referência. 

Porém, é também possível concluir que a síntese do controlador não se mostrou trivial, pois 

envolve uma série de adaptações prévias para obter-se a adequada representação da dinâmica 

do subsistema mecânico do MPS no espaço de juntas. Diante dos resultados teóricos obtidos, 

é possível afirmar que a vantagem da metodologia proposta é a possibilidade de o processo de 

derivação das leis de controle que regem o comportamento do controlador garantir 

simultaneamente a estabilidade do sistema em malha fechada pelo método Direto de 

Lyapunov.  

As simulações efetuadas mostraram que a ferramenta numérica utilizada (Simulink) é 

adequada para as tarefas de computação. Além disso, os resultados obtidos demonstraram que 

a estratégia de controle consegue movimentar o MPS hidráulico seguindo uma trajetória 

similar às de convés de navios em alto mar, verificando-se que os erros de posição tendem a 

zero com o tempo. Pode-se também concluir que, na presença de erros paramétricos inerciais, 

o controle é o suficientemente robusto para controlar o manipulador, aumentando porém o 

erro de seguimento de trajetória.  

Quanto aos trabalhos futuros, a atividade mais importante no contexto do projeto no 

qual esta dissertação se insere, é o de avaliação das possibilidades de aplicação dos resultados 

teóricos obtidos no presente trabalho no sistema de compensação de movimentos de convés 

de navios que está sendo desenvolvido no Lamecc/UFRGS (sistema anti-heave de navios). 

Nesse sistema está previsto que os comprimentos instantâneos de cada atuador serão 

monitorados por meio de sensores lineares de posição. Além disso, para aferir o efeito do 

movimento dos cascos, as respectivas trajetórias ao longo do tempo serão obtidas a partir de 

unidades inerciais utilizadas para medir acelerações angulares e rotacionais, as quais, por 

meio de integrações, irão permitir obter as velocidade e deslocamentos necessários. Os 
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resultados teóricos obtidos no presente trabalho permitem concluir a possível configuração a 

ser aplicada utilizando o equacionamento da cinemática inversa, a qual, conforme discutido 

ao longo do trabalho, é mais simples e, consequentemente, com processamento digital mais 

rápido, favorecendo assim o controle em tempo real. A configuração do MPS é aquela em que 

os sensores inerciais estarão colocados na base inferior (ligada ao convés). Neste caso, a pose 

desejada, necessária para manter a plataforma superior aproximadamente parada pode ser 

calculada considerando a base superior como a de referência e a base inferior como efetuador 

(cuja trajetória desejada é a mesma do plano móvel paralelo ao convés, medida pelos 

sensores). Assim, por meio da cinemática inversa, será possível calcular o comprimento 

instantâneo de cada atuador necessário para compensar o movimento da base inferior.  

Além da supra-citada aplicação em compensação do movimento das marés, as 

seguintes atividades também deverão ser realizadas: 

Construir o protótipo para avaliação experimental dos modelos e esquemas de controle 

para o MPS hidráulico propostos. 

Acrescentar os efeitos das inércias das pernas no modelo matemático do MPS para 

avaliação do seu efeito, por meio de comparação de resultados de simulações com 

experimentais. 

A partir da comparação dos resultados, avaliar também a robustez do controlador na 

presença de erros na determinação dos valores dos parâmetros dos subsistemas mecânico e 

hidráulico. 

Acrescentar ao controlador uma parcela adaptativa para a inércia (e outros parâmetros 

que vierem a ser considerados importantes como, por exemplo, os ganhos de vazão das 

válvulas), visando a diminuir os erros paramétricos.  

Avaliar por meio de experimentos e simulações os efeitos das parcelas não-lineares do 

atrito e, dependendo do resultados dessas avaliações, acrescentar ao controlador uma parcela 

de compensação explícita do atrito como, por exemplo o proposto por Sarmanho, 2014.  
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  APÊNDICE A – CÁLCULO DA VELOCIDADE ANGULAR  

A velocidade angular da plataforma móvel 𝝎, usada para calcular a sua energia 

cinética na Seção 3.7.1, é dependente dos ângulos de Euler selecionados e das velocidades de 

rolagem, arfagem e guinada, isto é, 𝛼̇, 𝛽̇ e 𝛾̇. 

Segundo Spong e Vidyasagar, 1989, a derivada com respeito ao tempo de uma matriz 

de rotação é igual à matriz antissimétrica da velocidade angular multiplicada pela mesma 

matriz de rotação, o que pode ser expresso por meio de: 

 

 
𝑑(𝑹)

𝑑𝑡
= 𝑨(𝜴)𝑹 (A.1) 

 

onde, 𝑹 é uma matriz de rotação qualquer, 𝛀 é a velocidade angular correspondente ao 

movimento nesse instante, e 𝑨(∙) é uma função que retorna uma matriz antissimétrica a partir 

de um vetor, segundo a equação: 

 

 
𝑨(𝒘) = [

0 −𝑤3 𝑤2
𝑤3 0 −𝑤1
−𝑤2 𝑤1 0

] ,

𝒘 = [𝑤1 𝑤2 𝑤3]𝑇

 (A.2) 

 

Através da Equação (A.1) é possível deduzir que a velocidade angular da plataforma 

móvel 𝝎 é dependente da matriz de rotação 𝑹𝑃
𝐵. Consequentemente, pode-se escrever a 

relação entre 𝜔 e 𝑹𝑃
𝐵 como: 

 

𝑑(𝑹𝑃
𝐵)

𝑑𝑡
= 𝑨(𝝎)𝑹𝑃

𝐵 

 

 𝑨(𝝎) =
𝑑(𝑹𝑃

𝐵)

𝑑𝑡
𝑹𝑃
𝐵−1 (A.3) 

 

Para as matrizes de rotação, a inversa é igual a própria transposta, 𝑹𝑇 = 𝑹−1, logo: 

 

 𝑨(𝝎) =
𝑑(𝑹𝑃

𝐵)

𝑑𝑡
𝑹𝑃
𝐵𝑇 (A.4) 
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A matriz de rotação transposta é calculada como: 

 

 𝑹𝑃
𝐵𝑇 = 𝑹𝑧(𝛾)

𝑇𝑹𝑦(𝛽)
𝑇𝑹𝑥(𝛼)

𝑇 (A.5) 

 

E a matriz de 𝑑(𝑹𝑃
𝐵 )/𝑑𝑡 pode ser obtida por meio das equações (3.17), (3.18), (3.19) e 

(3.20), resultando: 

 

 

𝑑(𝑹𝑃
𝐵)

𝑑𝑡
= 𝑨(𝑖̂)𝑹𝒙(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝛼̇ + 𝑹𝑥(𝛼)𝑨(𝑗̂)𝑹𝑦(𝛽)𝑹𝑧(𝛾)𝛽̇

+ 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑨(𝑘̂)𝑹𝑧(𝛾)𝛾̇ 

(A.6) 

 

Aplicando a Equação (A.4): 

 

 𝑨(𝝎) = 𝑨(𝑖̂)𝛼̇ + 𝑹𝑥(𝛼)𝑨(𝑗̂)𝑹𝑥(𝛼)
𝑇𝛽̇ + 𝑹𝑥(𝛼)𝑹𝑦(𝛽)𝑨(𝑘̂)𝑹𝑧(𝛾)

𝑇𝑹𝑦(𝛽)
𝑇𝛾̇ (A.7) 

 

O que resulta em: 

 

 

𝑨(𝝎)

= [

0 −𝛽̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝛽̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝛽̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛼 0 −𝛼̇ − 𝛾̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛽

−𝛽̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝛼̇ + 𝛾̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛽 0

] 
(A.8) 

 

Pode-se, agora, obter o vetor velocidade angular a partir da matriz antissimétrica: 

 

 𝝎 = [

𝛼̇ + 𝛾̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛽

𝛽̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝛽̇ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝛾̇ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛼

] (A.9) 

 

 𝝎 = [

1 0 𝑠𝑖𝑛 𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽
0 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] [

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
] (A.10) 

 

Finalmente, definindo a matriz 𝑬 como: 

 

 𝑬 = [

1 0 𝑠𝑖𝑛 𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽
0 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] (A.11) 



112 

 

 

 

Pode-se escrever a velocidade angular como: 

 

 𝝎 = 𝑬[

𝛼̇
𝛽̇
𝛾̇
] (A.12) 
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  APÊNDICE B – IMPLANTAÇÃO DO MODELO MATEMÁTICO 

NÃO LINEAR DO ATUADOR HIDRÁULICO VISANDO À 

SIMULAÇÃO 

O modelo computacional do subsistema hidráulico do atuador, assim como todos os 

demais modelos computacionais utilizados no trabalho, foi desenvolvido com o auxílio do 

software de simulação Simulink. A abordagem adotada para a implantação computacional 

consistiu em dividir o subsistema hidráulico em duas partes: cálculo das vazões através dos 

orifícios segundo o modelo da válvula direcional proporcional; e cálculo das derivadas das 

pressões e volumes das câmaras de acordo com o modelo do cilindro hidráulico. 

A Figura B.1 apresenta o diagrama de blocos construído no software Simulink® que 

calcula a vazão através dos orifícios de acordo com as equações (4.11) e (4.12). A entrada 

desse subsistema é a tensão de controle 𝑢𝑣, enquanto que as suas saídas são as vazões através 

dos orifícios da válvula 𝑞𝑣𝐴 e 𝑞𝑣𝐵. As pressões 𝑝𝐴 e 𝑝𝐵 são calculadas em outro módulo onde 

está programado o modelo do cilindro hidráulico. 

 
Figura B.1 – Implantação no software Simulink do modelo matemático das vazões através dos 

orifícios das válvulas. 

 

O diagrama de blocos referente ao modelo do cilindro hidráulico é mostrada na Figura 

B.2.  
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Figura B.2 – Dinâmica das pressões no interior das câmaras A e B do cilindro hidráulico. 

 

O modelo envolve o cálculo dos volumes das câmaras a cada instante (equações (4.15) 

e (4.16)), a determinação da dinâmica das pressões 𝑝𝐴 e 𝑝𝐵 (equações (4.13) e (4.14)), e as 

relações entre as coordenadas de juntas 𝑞 e 𝑞̇ (obtidas dos vetores 𝒒 e 𝒒̇) do MPS com o 

deslocamento e velocidade da haste do atuador 𝑦𝑣 e 𝑦̇𝑣. As relações entre 𝑞, 𝑞̇, 𝑦𝑣 , e 𝑦̇𝑣 foram 

acrescentadas devido ao fato de que o subsistema hidráulico é interconectado com o MPS, 

sendo, portanto, as entradas 𝑦𝑣 e 𝑦̇𝑣 obtidas a partir das coordenadas de juntas 𝑞 e 𝑞̇. Para 

determinar a supracitada relação, basta utilizar a informação de que o deslocamento da haste 

𝑦 é uma medida do afastamento de qualquer ponto da haste com respeito ao seu ponto inicial, 

o que é equivalente à diferença entre o comprimento total 𝑞𝑖 da perna 𝑖 em um dado instante e 

o comprimento nominal dessa mesma perna. Essa relação pode ser expressa por meio da 

seguinte equação: 

 𝑦𝑣 = 𝑞𝑖 − 𝐿𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑙, (B.1) 

 

onde 𝐿𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑙 [m] se refere ao comprimento nominal do atuador. Derivando duas vezes a 

Equação (B.1), obtém-se a relação entre as velocidades e as acelerações: 

 

 𝑦̇𝑣 = 𝑞̇𝑖, (B.2) 

 

 𝑦̈𝑣 = 𝑞̈𝑖. (B.3) 
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  APÊNDICE C –IMPLANTAÇÃO EM SIMULINK PARA 

VALIDAÇÃO DO MODELO DO CILINDRO HIDRÁULICO 

O diagrama de blocos do modelo de simulação usado para simular o experimento de 

Pereira, 2006, (Seção 4.4) é apresentado na  

Figura C.1. O algoritmo foi desenvolvido no entorno de programação Simulink, 

envolve o modelo do cilindro, a aproximação da zona morta e o modelo dinâmico do sistema 

mecânico obtido através da aplicação da Segunda Lei de Newton (Equação (C.1)).  

 

 𝐹𝐻 − 𝐵𝑦̇𝑣 +𝑚𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎𝑔 = 𝑚𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎𝑦̈𝑣 (C.1) 

 

onde, 𝐹𝐻 é a força hidráulica exercida pelo atuador, 𝐵 representa o coeficiente de atrito 

viscoso, 𝑚𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 é a massa da carga afixada ao pistão, 𝑔 é a gravidade, e, 𝑦̇𝑣 e 𝑦̈𝑣 são a 

velocidade e a aceleração, respectivamente, do pistão. 

 
 

Figura C.1 – Diagrama de blocos do modelo desenvolvido. 

 


