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RESUMO 

Nesta dissertação apresentamos os principais algoritmos para o cálculo 

do Máximo Divisor Comum de polinômios a uma variável: os Algoritmos Euclidianos 

e os Algoritmos Modulares. Obtemos uma nova cota superior para os coeficientes 

do M.D.C., bem como demonstramos os resultados necessários para a obtenção da 

cota atualmente utilizada pelos Algoritmos Modulares. Além disso, apresentamos 

uma classe de polinômios para os quais a nova cota é menor que a anterior. 
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ABSTRACT 

In this thesis we present the main algorithms for computing the Greatest 

Common Divisor of two un ivariate polynomials: the Euclidean Algorithms and the 

Modular Algorithms. We obtain a new upper bound for the coefficients of the 

G.C.D., as well we prove the results that are necessary for obtaining the bound that 

has been used by the Modular Algorithms. Besides, we present a class of polynomials 

for which the new bound is smaller than the previos one. 
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1 INTRODUÇAO 

Neste capítulo inicial faremos a colocação do problema do cálculo do 

Máximo Divisor Comum de polinômios a uma variável e apresentaremos uma des

crição do desenvolvimento deste problema ao longo desta dissertação. Alguns resul

tados básicos que serão úteis no desenrolar deste trabalho também serão apresenta

dos aqui . 

1.1 Computação Algébrica 

A Computação Algébrica é um campo de investigação científica que 

pode ser considerado um ramo tanto da Matemática quanto da Ciência da Com

putação, e cuja principal característica é a habilidade de criar, analisar e implemen

tar algoritmos para objetos matemáticos não numéricos. 

Dentro do amplo campo da Computação Algébrica, a área de Álgebra 

Computacional tem importância especial. Esta pode ser considerada como sendo a 

projeção da primeira sobre o estudo de questões algébricas, ou seja, a construção de 

soluções algorftmico-simbólicas para problemas que envolvam estruturas algébricas. 

Nas últimas décadas foram obtidos importantes sucessos nesta área, 

tais como algoritmos para a integração de funções, para a fatoração de polinômios 

e para a solução de equações diferenciais, entre outros exemplos. Ao mesmo tempo, 

poderosíssimos Sistemas de Computação Algébrica foram desenvolvidos e aperfeiçoa

dos e estão à disposição da comunidade científica para auxiliar na manipulação 

algébrica de expressões, bem como para fornecer meios para a implementação ele 

algoritmos. Exemplos de tais sistemas incluem MACSYMA, MAPLE, DERIVE, 

MATHEMATICA e REDUCE. 

1 



1.2 O Máximo Diuisor Comum Polinomial 2 

1.2 O M áximo Divisor Comum P olinomial 

Os polinômios, que conforme D. E. KnuLh são o pmne1ro passo de

pois dos números, têm importância fundamental na área de Computação Algébrica, 

especialmente na Álgebra Computacional. 

Em geral, est ruturas algébricas, por mais complicadas que sejam, po

dem ser representadas através de polinômios. Portanto, conhecê-los e operar com 

eles de modo eficiente é de fundamental interesse quando está em jogo a eficiência 

de algoritmos para resolver problemas relevantes dentro das estruturas algébricas. 

Sem uma boa aritmética polinomial, um sistema de Computação Algébrica, como os 

que citamos anteriormente, seria muito ineficiente, pois grande parte das operações 

destes sistemas são baseadas em operações com polinômios, como a simplificação e 

a fatoração. 

Durante a última década houve grandes avanços no poder e eficiência 

dos sistemas de Computação Algébrica. O preço dos computadores que suportam 

tais sistemas têm diminuído, tornando-os disponíveis a um maior número de pessoas. 

Quando um usuário de um destes sistemas digita um comando como MDC(f ,g), ele 

espera não só obter urna resposta, corno espera obtê-la rapidamente. Desta forma, a 

eficiência é uma grande motivação para se estudar algoritmos para o Máximo Divisor 

Comum de polinômios. 

Nosso maior objetivo, neste trabalho, é estabelecer algoritmos para o 

problema do cálculo do Máximo Divisor Comum de polinômios a uma variável que 

sejam úteis na prática. 



1.3 Desc rição do Problema e Q,ycmizaçclo do Tmbalho 

1.3 Descrição do Problema e Organização do 
Trabalho 

3 

Definição 1.3.1 Sejam f e g dois polinômios com coeficientes em um do·mínio 

fato1·ial D. Um i\lfáximo Divisor Comum de f e g é ttm polinômio de máximo grau 

que divide f e g, ott seja, dizemos que d(x) E D[x] é mn Máximo Divisor Comum 

de f(x) e g(x) se: 

i) d(x)lf(x) e d(x)lg(x); 

ii) V d' E D[x], d'lf(x) e d'lg(x) ---+ d'ld(x) . 

Na seção 1.4 deste capítulo mostraremos a existência e a unicidade, 

a menos de multiplicação por elementos invertíveis, do Máximo Divisor Comum de 

polinômios com coeficientes em um domínio fatorial. Por esta razão, consideraremos 

a noção de M.D.C. somente em domínios fatoriais e poderemos falar no M.D.C. de 

dois polinômios f e g que indicaremos por M DC(J,g). 

No capítulo 2 desta dissertação apresentaremos os primeiros algoritmos 

para o cálculo do M.D.C., chamados de Algoritmos Euclidianos, os quais baseiam-se 

na aplicação de um algoritmo para a divisão de polinômios, analogamente ao que é 

feito para o cálculo do M.D.C. de números inteiros utilizando o Algoritmo da Divisão 

de Euclides. 

Na busca de uma solução eficiente para o cálculo do M.D.C. de po

linômios, principalmente para aqueles com coeficientes inteiros (os mais freqüentes 

na prática da Álgebra Computacional), constata-se que os Algoritmos Euclidia

nos têm várias deficiências, como mostraremos no capítulo 2. Todavia, este é um 

exemplo de problema em que a. comunidade científica alcançou um grande sucesso. 

Uma famíli a de métodos (ditos Modulares) foi criada para a resolução de inúmeros 

problemas algébricos, incluindo o cálculo eficiente do M.D.C. de polinômios com 

coeficientes inteiros. 



1.4 P relimi11ares 

No capítulo 3 teremos oportunidade de mostrar como os .Métodos l\Io

dulares podem ser utilizados para o cálculo do Máximo DiYisor Comum de dois 

polinômios em Z[x]. Algoritmos mais eficientes que os Euclidianos serão apresenta

dos. 

Como observaremos, para que os Métodos Modulares possam ser utili

zados com sucesso no cálculo do M.D.C., é necessário que se conheça, de antemão, 

uma estimativa para o tamanho dos coeficientes do Máximo Divisor Comum que 

queremos calcular. 

No capítulo 4 trataremos da obtenção de cotas superiores para os co

eficientes do M.D.C. polinomial. Apresentaremos um resultado de Mignotte [14] 

de 1974, que é a cota mais utilizada pelos Algoritmos Modulares. Introduziremos 

ainda uma nova cota superior, obtida durante o desenvolvimento deste trabalho, 

que é vantajosa em relação à cota de Mignotte para grande parte dos polinômios. 

Faremos comparações entre as duas cotas e obteremos uma classe de polinômios 

para os quais a nossa nova cota é, garantidamente, melhor que a anterior. 

Finalmente, no capítulo 5 faremos uma conclusão deste trabalho, a qual 

incluirá uma apreciação das contribuições apresentadas nesta dissertação. 

1.4 Preliminares 

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos de Álgebra que 

serão utilizados direta ou indiretamente durante esta dissertação. 

1.4 .1 Existência e Unicidade do M.D. C. 

D efinição 1.4.1 Seja R um anel comutativo com unidade e seja a E R. Dizemos 

que: 



1.-1.1 Existência e Unicidade do M.D.C. 5 

(i) Um. elemento b E R é 'ttm diviso·r de a (em R ) se existe c E R tal que 

a = bc. Dizemos também que b divide a, ou que a é múltiplo de b, e 

esc1·evemos bla; 

(ii) a é invertível (em R) se existe b E R tal que ab = 1; 

(iii) a e b E R são associados (em R) se existe u E R, tt inue·rtível em R, 

tal que a = ub; 

(iv) a é Í1'1'edutível (em R) se a não é invertível em R, a =J O e semp1·e que 

a = bc, com b e c em R, então b ou c é invertível em R. 

Definição 1.4.2 Sejam a 11 ... , an E R. Dizemos que dE R é 1tm JV!áximo Divisor 

Comum de a1, ... , an se: 

ii) V d' E R, d'la1, ... , d'lan ~ d'ld. 

Proposição 1. 4.3 Seja D um domínio de integridade e sejam a1, ... , an E D. Se 

d e d' são Máximos Divisores Comuns de ab ... , an então d e d' são associados. 

Demonstração: Como d' é um M.D.C. de a1, ... , an, temos que d'la~, ... , d'lan. 

Conseqüentemente, d'ld. Analogamente obtemos que dld' . Portanto, existem u, v E 

D tais que d' = ud e d = vd'. Logo, d' = uvd' e, por tratar-se de um domínio de 

integridade, uv = 1. Portanto, u e v são invertíveis e de d' são associados. O 

Por esta proposição, num domínio de integridade temos unicidade do 

M.D.C. a menos de multiplicação por elementos invertíveis , e, portanto, podemos 

falar do M.D.C. dos elementos a 1 , ... , an que indicaremos por Jvf DC(a1, ... , an)· 

Entretanto, num domínio qualquer não podemos garantir a existência do M.D.C., 

que será obtida ao trabalharmos em um domínio fatorial (proposição 1.4.5) . 
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Definição 1.4.4 Um domínio de integ·ridade D é ·um domínio de fatora çào tinica 

ou domínio falot·ial se: 

i) todo elemento nao mtlo de D é invertível ou pode ser escrito como 

produto de um número finito de elementos irredutíveis de D; 

ii) a decomposição na pat·te i) é única a m enos da ordem dos fato res irre

dutíveis e a menos de elementos invertíveis. 

Proposição 1.4.5 Seja D um domínio fatorial e sejam a =J O, b =J O E D. 

Então, existe d E D tal que d = J\!!DC(a,b). 

D emonstração: Como D é um domínio fatorial, existem p1 , . .. , Pt irredutíveis 

distintos e q1 , ••• , qs irredutíveis distintos tais que 

_ pai . . pat b _ ..i3t • . qf3• a - 1 ••• t e - CJt ··· s' 

com ai, !3i E N•, i = 1, ... , t, j = 1, ... , s. Podemos reescrever a decomposição de 

a e b (completando com expoentes nulos quando necessário), de maneira que 

a= p~ 1 · ... · p~r e b = qf1 · ... · q~r, onde Pi = qi, i = 1, ... , r . 

Seja d = p't · ... · p~r, onde /i= min{ai,.Bi} , i= 1, ... , r. Temos que: 

(i) a= (pJI . .. •. p~r ) . (p~I-'YI. • ... p~r-'Yr) = d· (p~l-'Yl .. .. . p~r-"(r) e 

b _ (p'YI . . p'Yr) . (p(Jl- 'YI . . -f3r-"(r) = d . (p(Jl-'Yl . . -f3r-"(r) 
- 1 · · · r 1 · · · Pr 1 • • • Pr· · 

Logo, dia e dlb. 

(ii ) Seja cl' E D tal que d'la e d' lb. Então, d' = pJ~ · ... · p~;, onde 1I :::; ai 

e 1i :::; f3i, i = 1, ... , 1·. Conseqüentemente, 1i :::; min{ ai, {3i} = "(i, 

i = 1, ... , T, e, portanto, d'ld. 
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Por (i) e (ii) obtemos que d = lv!DC(a ,b). O 

P ara o anel de polinômios a uma variável sobre um domínio fatorial, 

obteremos a existência do ?vl.D.C. como conseqüência da proposição anterior e do 

teorema 1.4.6. 

Teorema 1.4.6 (Gauss) Seja D um domínio fato1·ial. Então D[x] é um domínio 

fatoTial. 

Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser vista com detalhes em 

[8]. Nela os autores utilizam as noções de polinômio primitivo e conteúdo de um 

polinômio que apresentaremos na próxima seção. O 

1.4.2 Conteúdo e Parte Primitiva de um Polinômio 

cr 

Definição 1.4.7 Seja f(x) =L a;xi E D[xL onde D é um domínio fatorial. O 
i= O 

conteúdo de f é o M DC(a0 , •.• , aa) e será indicado por c(!). Dizemos que f é 

pTimitivo em D[x] se o conteúdo de f é 1. 

Pela proposição 1.4.3, o conteúdo de cada polinômio com coeficientes 

em um domínio fatorial é único a menos de mult iplicação por invertíveis. Con

seqüentemente: 

1) Se f E D[x], D um domínio fatorial, então podemos escrever f -

c(!) · f 1(x), com f1(x) primitivo em D[x]; 

2) Esta representação é única a menos de multiplicação por um invertível. 

Assim, podemos escrever qualquer polinômio não nulo f como 

f = c(!) · pp(f) , 
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onde pp(f) é um polinômio primitivo chamado de pa-rte p1'imitiva de f. 

Lema 1.4.8 (Lema de Gauss) O pToduto de 7)Qlinômios vrimitivos sobTe um domínio 

fato1'ial é primitivo. 

cr 

D emonstr ação: Seja D um domínio fatorial e sejam f(x) = L aixi e g(x) 
i=O 

{3 

L bixi polinômios primitivos em D[x] . Se f· g não é primitivo, então existe um 
i=O 
irredutível p E D que divide todos os coeficientes de f· g. Como f e g são primitivos, 

existe um primeiro índice j tal que p não divide ai e um primeiro índice k tal que p 

não divide bk. Por outro lado, p divide o coeficiente de xi+k em f· g que é 

(onde ai = O, Vi 2: a, e bi = O, Vi 2: [J) . Como p divide a0 , ••• , ah divide b0 , .•. , bk 

e divide Cj+k, temos que p divide ajbk. Porém, isto contradiz a hipótese de que pé 

um irredutível que não divide ai nem divide bk. Logo, f · g é primitivo. O 

C or olár io 1.4.9 Sejam f e g E D[x], onde D é um domínio fatorial. Então) 

c(! · g) = c(f)c(g), 

pp(f . g) = pp(f)pp(g), 

a menos de multiplicação po1· inveTtíveis. 

D emonstr ação: Seja d = c(!) e d' = c(g) . Temos que f= d pp(f) e g = d' pp(g). 

Logo, f · g = dd' pp(f)pp(g) e, portanto, 

c(f · g) = c(dd' pp(f)pp(g)) = dd' c(pp(f)pp(g)). 
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Pelo lema de Gauss (lema 1.4.8), c(pp(f)pp(g)) = l. Logo, c(!· g) = dd' = c(f)c(g) 

e, portanto, pp(J · g) = pp(f)pp(g), a menos de multiplicação por invertíveis. o 

Lema 1.4.10 Sejam f e g E D[x], onde D é um domínio fatorial. Então, 

c(MDC(J,g)) = NIDC(c(J),c(g)), 

pp(lvf DC(J, g)) = lvf DC(pp(f), pp(g)), 

a menos de multiplicação por invertíveis. 

Demonstração: Seja h= M DC(f,g). 

(i) hlf e hlg => f = h · q1 e g = h · q2, qb q2 E D[x]. Pelo corolário 

1.4.9, c(!) = c(h)c(qt), c(g) = c(h)c(q2), pp(J) = pp(h)pp(q1 ) e 

pp(g) = pp(h)pp(q2), a menos de multiplicação por invertíveis. Logo, 

c(h)lc(f), c(h)!c(g), pp(h)lpp(f) e pp(h)lpp(g), e isto implica que 

c(h)IM DC(c(f), c(g)) e pp(h)IM DC(pp(J),pp(g)). 

(ii) Seja d E D tal que dlc(f) e dlc(g). Então, existem m, n E D tais que 

c(!) = d · m e c(g) = d · n. Logo, f = dm pp(f) e g = dn pp(g). 

Conseqüentemente, h = M DC(J,g) = d · M DC(m pp(J), n pp(g)) e, 

portanto, c( h)= d · c(NI DC(m pp(f), n pp(g))). Logo, d!c(h) . 

(ii)' Seja d'(x) E D[x] tal que d'(x)lpp(J) e d'(x)lpp(g). Então, d'(x) é primi

tivo e existem m(x), n(x) E D[x] tais que pp(f) = d'(x) ·m(x) e pp(g) = 

d'(x) · n(x). Logo, f = c(f)d'(x)m(x) e g = c(g)d'( x)n(x) . Con

seqüentemente, h = MDC(J,g) = d'(x) · MDC(c(J)m(x),c(g)n(x)) 

e, portanto, pp(h) = pp(d') · pp(NIDC(c(f)m(x),c(g)n(x))) = d'(x) · 

pp(MDC(c(f)m(x),c(g)n(x ))). Logo, d'(x)lpp(h). 

Por (i) e (ii)' concluímos que pp(h) = NIDC(pp(J),pp(g)). O 
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Definição 1.4.11 S eja f E D[x] . O coeficiente líde1· de f é o coeficiente do termo 

de maior grau de f e será indicado po1·l(f ) . Dizemos que f é mônico se l(J) = 1. 

1.4.3 Resultante 

a ~ 

D efinição 1.4.12 Seja D um domínio e sejam f(x) = L aixi e g(x) = L bixi, 
i=O i=O 

onde a01 , b13 -=f. O, dois polinômios em D[x] de graus ~ 1. A ?'esultante de f e g, 

indicada por Res(f, g) é o determinante da matriz 

aa aa- 1 a1 ao O O O 

O ao ao-1 a1 ao O O 

o o 
o o 
bo O 

o o 

sendo que existem f3 linhas de ai e a linhas de bi. 

o 
o 

OI ~ 

Teorema 1 .4.13 Seja D um domínio e sejam f(x) = L aixi e g(x) = L bixi , 
i=O i=O 

onde aa, b13 -=f. O, dois polinômios em D[x] de graus ~ 1. Então, são equivalentes: 

i) R es(f, g) = Oj 

ií) Existem polinômios não mtlos f 1 e h E D[x ], de graus menor·es que a 

e /3, r·espectívamente, tais qtte f 1 (x )g(x ) = 91 (x )J(x )i 

S e D é um domínio fatoTial, estas condições são eq~tivalentes a: 

iii) f e g possuem um fator· comum em D[x] de grau 2:: 1. 
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a-1 {3 -1 

Demonstração: Encont.rar polinômios não nulos f , ( x) = L CiXi e g1 ( x) = L dixi 
i=O i=O 

em D[x] tais que .ft(x)g(x) = g1(x)f(x) é equivalente a encontrar uma solução 

não trivial do seguinte sistema homogêneo de a + {3 equações nas incógnitas 

aad/3- l - biJCa-1 =O 

aa-ld/3-1 + aad{J-2- bp-tCa-1 - bpca-2 = O 

aodo - boeo = O 

Existe uma solução não trivial deste sistema se e somente se o determinante da 

matriz dos coeficientes é nulo. Observa-se que o Res(f, g) é o determinante da 

transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, a menos de multiplicação por 

-1 das linhas envolvendo bi. Conseqüentemente, i) e ii) são equivalentes. 

Suponhamos que f e g satisfazem iii). Então, 3 p(x) E D[x) de grau ~ 1 tal que: 

f(x) = p(x)ft(x), com !1(x) E D[x], grau de !1 <a e 

g(x) = p(x)gt(x), com 9t(x) E D[x], grau de 91 < {3. 

Logo, JI(x)g(x) = fi(x)p(x)g1(x) = J(x)g1 (x). Conseqüentemente, iii)::::} ii). 

Suponhamos que existem f 1(x),g1(x) E D[x] que satisfazem ii) . Sendo D(x] um 

domínio fatorial, todos os fatores irredutíveis de grau~ 1 de f aparecem no produto 

fi(x)g(x). Nem todos eles podem aparecer em fh pois, por hipótese, ft tem grau 

menor que f. Assim, pelo menos um dos fatores irredutíveis de grau ~ 1 de f 

aparece em g. Conseqüentemente, ii) ::::? iii) e, portanto, são equivalentes. O 

Corolário 1.4.14 O Tesultante de dois polinômios não nulos com coeficientes em 

um domínio fatorial é ze1·o se e somente se eles possuem um fator comum de grau 
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D emonstr ação: Segue imediatamente do teorema 1.4.13. O 

1.4 .4 Teorema Chinês dos Restos 

Apresentaremos uma versão para números inteiros do teorema Chinês 

dos Restos. Uma generalização para domínios Eucl idianos pode ser vista em [12]. 

Teorema 1.4.15 (Teorema Chinês dos Restos) Sejam m e n dois inteiros Te

/ativamente primos, ou seja, MDC( m, n) = 1. Então, V a, b E Z , :3 c E Z tal que 

x = a mod m e x = b mod n se e somente se x = c mod mn. 

D e monstração: Como J\1! DC(m, n) = 1 e Z é um dorninio principal, existem a e 

/3 E Z tais que 1 = am+f3n. Seja c = a+(b- a)am. Suponhamos que x =c mod mn. 

Então, x = c mod m e, como c = a mod m, obtemos que x = a mod m . Além disso, 

c= a+ (b - a)am = a+ (b- a)(l - f3n). Logo, c = a+ (b - a) mod n = b mod n, 

e, port anto, x - c mod mn implica x = b mod n . 

Reciprocamente, suponhamos que x = a mod m e x = b mod n . Visto que c = 
a mod m e c - b mod n, temos que x = c mod m e x = c mod n . Logo, como m 

e n são relativamente primos, x =c mod mn. O 



2 ALGORITMOS EUCLIDIANOS 

Neste capítulo apresentaremos algoritmos para o cálculo do Máximo 

Divisor Comum de polinômios a uma variável com coeficientes em um domínio 

fatorial. 

Os algoritmos que descreveremos baseiam-se na aplicação de um algo

ritmo para a divisão de polinômios sobre um domínio fatorial, uma extensão do 

Algoritmo da Divisão de Euclides para polinômios sobre um corpo. 

Também apresentaremos algoritmos especfficos para o caso particular 

de polinômios sobre um corpo, os quais utilizam o próprio Algoritmo da Divisão de 

Euclides. 

2.1 Algoritmos para a Divisão de Polinômios 

Para calcularmos o Máximo Divisor Comum de polinômios com coefi

cientes em um domínio fatorial D, necessitamos de um algoritmo para a divisão de 

polinômios em D[x] . 

Se o domínio fatorial for, em particular, um corpo K, o teorema 2.1.1 

mostrará que é possível dividir polinômios em K [x], ou seja, que K[x] é um domínio 

euclidiano. 

Teorema 2.1.1 Seja J( um corpo e seja K[x] o domínio dos polinômios numa 

variável sob1·e f(. Seja a : K[x]\ {O} --+ N a função grau. Então} 

Vf(x),g(x) E K[x], g(x) =I O, existem únicos q(x ),1·(x) E K(x] tais que 

f( x) = q(x) · g(x) + r(x), com r(x) =O ou ôr(x) < ôg(x). (2.1) 

13 
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2.1 Algoritmos para a Divisão de Polinômios 

Ct (J 

Demonstração: Sejam f = ~ aix ; c g =L bixi E K[x], onde bfJ =I O. 
i = O i=O 

Existência: 

Se f(x) = O ou se ôf(x) =a < {3 = ôg(x ), basta tomar q(x) = O e 1·(x) = f(x ). 

Se ôf(x) ~ ôg(x), consideremos o pol inômio f 1(x) definido por: 

Assim, 

J(x) = ~; xet- fJg(x) + /1(x) e ôft(x) < ôf(x ). 

Então, por indução sobre ôf(x) =a, temos que 3 q1(x), r 1(x) E K[x] tais que 

j 1(x) = q1(x) · g(x) + r1(x), com r1(x) = O ou Ôr1(x) < ôg(x). 

Conseqüentemente, 

e, portanto, basta tomar q( x) = ~; xet-IJ + q1 ( x) e r( x) = r 1 ( x) . 

Unicidade: 

Suponhamos que existam q1(x), r 1(x), q2(x), 1·2(x) E K[x] tais que 

onde ri(x) = O ou ôr·i(x) < ôg(x ), i= 1, 2. 

Assim, 

14 
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Se q1(x) =/:: q2 (x), como b13 =/:: O e f{ nã.o possui divisores de zero, teremos que: 

Logo, â(r2(x)- r 1(x)) > âg(x), o que é absurdo, pois 

â(r2(x)- r l (x)) ~ max{âr t(x),é.lr2(x)} < og(x). 

Portanto, q1(x) = q2(x) e daí segue que 

r1(x) = f(x) - q1(x) · g(x) = f( x)- q2(x) · g(x) = 1·2(x). O 

Para obter os polinômios q(x) e r(x) que satisfazem a equação (2.1), 

podemos utilizar o Algoritmo 2.1 que generaliza o processo usual da divisão de 

polinômios . 

Algoritmo 2.1 (Algoritmo da Divisão de Euclides) Dados dois polinômios com 
cr /3 

coeficientes em um corpo, f(x) = L aixi e g(x) = L bi xi, onde b(J =/:: O e 
i=O 1= 0 

cr-/3 (J-1 

a 2:: {3 2': O, este algoritmo encontra os polinômios q(x) =L qixi e r(x) = L ri xi 

tais que 
i = O 

J( x) = q(x) · g(x) + r( x ), onde r(x) =O ou âr(x) < âg(x). 

1. Para k = a- {3 , a- {3- 1, ... , O, 

faça 

1.1. 

1.2. Para i={J + k-1, {3 +k - 2, ... , k, 

2. O algoritmo te1·mina com r; f- a;, 'V O ~i ~ {3 - l. 

i=O 
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Exemplo 2.1 Escrevendo apenas os coeficientes na divisão dos polinômios 

f(x) x8 + x6 + 8x'1 + 8x3 + 8x2 + 2x + 6 e 

g(x) - 3x6 + 5x<~ + 7x2 + 2x + 10 E Z 11 [x], 

obtemos: 

1 o 1 o 8 8 8 2 6 3 o 5 o 7 2 10 

1 o 9 o 6 8 7 4 o 1 

o 3 o 2 o 1 2 6 

3 o 5 o 7 2 10 

o 8 o 5 o 7 

Portanto, 

f(x) = (4x2 + 1)g(x) + (8x 4 + 5x2 + 7) mod 11. 

Se o domínio fatorial D não for um corpo, pelo teorema 2.1.2 obteremos 

a existência e unicidade de uma "pseudo-divisão" de polinômios em D[x]. 

Teor ema 2.1.2 Seja D um domínio fatorial e seja D[x] o domínio dos polinômios 

numa variável sobre D. Seja â: D[x]\{0}--+ Na função grau. Então, 

'v'f(x),g(x) E D[x], g(x) #O, existem únicos q(x),r(x) E D[x] tais que 

l(g)8 f-éJg+1j(x) = q(x). g(x) + r(x) , com r(x) =O ou âr(x) < âg(x). (2.2) 

Ct {3 

Demonstração: Sejam f = L aixi e g =L bixi E D[x], onde bp #O. 
i=O i =O 

Existência: 

Se f( x) =O ou âf(x) =a < f3 = âg(x), basta tomar q(x) =O e r(x) = b~-fJ+ 1 j(x). 
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Se âf(x) = âg(x), basta tomar q(x) =ao e 1·(x) = bpf(x)- et0 g(x), pois teremos 

q(x) · g(x) + r(x) = aog(x) + (b13](1:)- a0 g(x)) = bf3f(x) = l(g)o- (3+ L.f(x) 

e, ou 8j(x) = âg(x) =O e, portanto, 

ou 8j(x) = âg(x) 2: 1 e 

Logo, 8r(x) ~a- 1 = j3- 1 < âg(x). 

Se âj(x) > âg(x), consideremos o polinômio f 1(x) definido por: 

Temos que âft(x) ~a - 1 e, portanto, âj1(x) - âg(x) ~a - 1- j3 <a- /3. 

Então, por indução sobre âj(x)- âg(x) = a- /3, :l q1(x) , r1(x) E D[x] tais que 

Logo, 

Conseqüentemente, 

e, portanto, basta tomar q(x) = a0 b{J-/Jxo- /J + q1(x) e r(x) = r1(x) . 
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Unicidade: 

Análoga à demonstração da unicidade no teorema 2.1.1. O 

Para calcular os polinômios q(x) e 1·(x) que satisfazem a equação (2.2), 

podemos utilizar o Algoritmo 2.2. 

Este algoritmo baseia-se na constatação de que o Algoritmo 2.1 requer 

divisão apenas por bp, o coeficiente líder de g(x ), e que esta divisão é realizada a-{3+ 

1 vezes (passo 1.1). Assim, se f(x) e g(x) têm coeficientes inteiros, os denominadores 

que aparecem em q(x) e r(x ), ao aplicarmos o Algoritmo 2.1, são divisores de b{;- {3+1
• 

Conseqüentemente, se multiplicarmos f(x) por b~-{3+1 saberemos que no passo 1.1 

todos os quocientes poderão ser calculados em Z. 

Algoritmo 2.2 (Pseudo-Divisão de Polinômios) Dados dois polinômios com co-
" {3 

eficientes em um corpo, f(x) =L a;x; e g(x) =L b;xi, onde bf3-:/:- O e a~ f3 ~O, 
i=O i=O 

a - {3 {3- 1 

este algoritmo encontra os polinômios q(x) =L q;xi e r(x) =L r;xi tais que 
i = O i=O 

l(g)cr-{3+1 f(x) = q(x) · g(x) + r(x), onde r(x) =O ou âr(x) < âg(x). 

1. f(x) +- b~-IJ+1 f(x) 

2. Aplique o Algoritmo 2.1 para os polinômios f(x) e g(x). 

Exemplo 2.2 Escrevendo apenas os coeficientes na divisão dos polinômios 

obtemos: 

f(x) - x8 + x6
- 3x<~- 3x3 + 8x2 + 2x - 5 e 

g(x) - 3x6 + 5x4
- 4x 2

- 9x + 21 E Z[x], 
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1 o 1 o -3 -3 s 2 -5 3 o 5 o -4 -9 21 

27 o 27 o -81 -81 216 54 -135 9 o -6 

27 o 45 o -36 -81 189 

o -18 o -45 o 27 54 -135 

-18 o -30 o 24 54 -126 

o -15 o 3 o -9 

Logo, 

27 f(x) = (9x2
- 6)g(x) + ( -15x4 + 3x2 

- 9). 

2 .2 Algoritmos para o M .D .C . de Polinômios 
sobre um Corpo 

19 

Nesta seção apresentaremos algoritmos para o Máximo Divisor Comum 

de polinômios que, em particular, possuem coeficientes em um corpo. 

Os algoritmos que descreveremos a seguir baseiam-se no lema 2.2.1. 

Lema 2.2.1 Sejam f(x), g(x) E K[x], onde [( é um corpo. 

Seg(x) =O, então MDC(f,g) =f. Caso contrário, lv!DC(f,g) = MDC(g,r), 

onde r é dado pela equação (2.1). 

Demonstr ação: 

Iº caso: g(x) =O. Temos que: 

(i) f lf e f lg, pois f= 1 ·f e g =O= O· f . 

(ii) Qualquer h' E K [x] que divide f e g , divide f. 
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Logo, por (i) e (ii) concluímos que NI DC(f, g) =f. 

2º caso: g(x) =/= O. Seja h= 1\II DC(J,g). Então, 

(i) hlf e hjg => hlf e hjqg => hl(f - qg) => hjr. 

Logo, h jg e h j1·. 

(ii) Seja h' E K[x) tal que h'jg e h'jr. Então, h' jqg e h'lr => h'j(qg+r) => 

h'jf. Logo, como h' também divide g, temos que h'ji\lf DC(f, g) = h e, 

conseqüentemente, h'jh. 

Por (i) e (ii) concluímos queM DC(f,g) = h= M DC(g, r). O 

Algoritmo 2.3 (Algoritmo de Euclides) Dados dois polinômios f e g com coe

ficientes em um corpo, este algoritmo calcula o M.D. C. de f e g utilizando o Algo

ritmo da Divisão de Euclides. 

1. Se g = O, 

então 

1.1. ht-fj 

1.2. vá para 8; 

2. Calcule r(x) utilizando o Algoritmo 2.1; 

3. Se r(x) =O, 

então 

3.1. h f- g; 

3.2. vá para 8; 

4. Se âr(x) =O, 

então 

4.1. h f- 1; 



2.1 Algoritmos pam o M.D.C. de Polinômios sobre um Corpo 21 

4.2. vá para 8; 

5. f~ g; 

6 . g ~r; 

7. vá para 2; 

8 . O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado. 

Segundo Knuth [11], este processo de cálculo do M.D.C. via sucessivas 

aplicações do Algoritmo da Divisão de Euclides foi utilizado pela primeira vez por 

Simon Stevin em 1585. 

Exemplo 2 .3 Considerando os polinômios J(x) e g(x) do exemplo 2.2, ao aplicar

mos o Algoritmo 2.3 obtemos os seguintes coeficientes: 

f( x) g(x) 7'( X) 

1, o, 1, o, -3, -3, 8, 2, -5 3, o, 5, o, -4, -9, 21 5 o 1 o 1 -g- , 'g-, '-3 

3, o, 5, o, -4, - 9,21 5 o 1 o 1 -g-, 'g-, ' -3 _ill -9 441 
25 ' ' 25 

5 o 1 o 1 _117 -9 441 233150 102500 -g-, 'i}l , - 3 25 ' ' 25 19773' - 6591 

_ 117 -9 441 233150 _102500 - 1288744821 
25 ' ' 25 19773 ' 6591 543589225 

Logo, MDC(f,g) = 1. 

Como podemos observar pelo exemplo 2.3, mesmo que f e g sejam 

polinômios com coeficientes inteiros e pequenos, o Algoritmo 2.3 pode produzir coe

ficientes intermediários não inteiros e grandes. Além disso, cálculos com coeficientes 

racionais envolvem cálculos ele M.D.C. de inteiros, uma operação que se torna cara 

à medida que os coeficientes crescem. 

Podemos melhorar o Algoritmo 2.3 tornando f e g mônicos antes de 

aplicarmos o Algoritmo da Divisão, pois assim eliminaremos os fatores que tornam 



2.1 Algoritmos p(l1"0 o M.D. C. de Polinômios sobre um Corpo 22 

os coeficientes mais complicados que o necessá.rio. A validade do Algoritmo 2.4, no 

qual implementaremos esta. modificação, é dada pelo lema 2.2.2. 

Lema 2.2.2 Sejam f(x) , g(x) E K[xL onde [( é um coTpo. Então, 

Demonstração: Seja h= NIDC(J,g). 

Então, hlf e h!g. Como num corpo qualquer elemento não nulo é invertível, temos 
1 1 

que hll(J) f e hll(g)g. 

Seja h' E K [x] tal que h'lt(j) e h'll(~). Então, h'll(J) l&) e h'll(g) l(~), ou seja, 

h'lf e h'lg. Conseqüentemente, h'IM DC(J,g) = h. 

Portanto, h = MDC ( r{n, T(gy) . O 

Algoritmo 2.4 Dados dois polinômios não nulos f e g com coeficientes em um 

corpo, este algoritmo calwla o M.D. C. de f e g tornando os polinômios mônicos em 

cada etapa e utilizando o Algoritmo da Divisão de Euclides. 

f 
1. f f- l(f) i 

g 
2. gf--l(g); 

3. Calcule r(x) utilizando o Algoritmo 2.1; 

4. Se r(x) = O, 

então 

4.1. h f- g; 

4.2. vá para 9; 

5. Se âr(x) =O, 

então 

5.1. h f- 1; 
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5.2. vá para 9; 

6. f f- g; 

7. 

8. vá para 3; 

9. O algoritmo te1·mina com h como o M.D. C. procurado. 

Exemplo 2.4 Considerando os polinômios f(x) e g(x ) do exemplo 2.2 (também 

utilizados no exemplo 2.3), ao aplicarmos o Algoritmo 2.3 obtemos: 

J(x) g(x) 

1, o, 1, o, -3, -3, 8, 2,-5 1, o,~' o,-~, -3,7 

1, O,~, O,- ~, - 3,7 1,0, -~, 0,~ 

1,0,-~,0,~ 1 25 49 
'13'-13 

1 25 49 
'13'-13 

1 6150 
, - 4663 

1 6150 
, -4663 1 

Ao aplicarmos o Algoritmo 2.4, apesar dos coeficientes intermediários 

não serem tão grandes como os obtidos através do Algoritmo 2.3, ainda teremos o 

problema de utilizar aritmética racional e, conseqüentemente, ter que avaliar um 

grande número de M.D.C.s de números inteiros. 

Na próxima seção apresentaremos algoritmos para o M.D.C. nos quais 

os coeficientes intermediários pertencem ao mesmo domínio dos polinômios inici

ais. Assim, se estivermos procurando o M.D.C. de polinômios em Z[x], todos os 

coeficientes intermediários serão nümeros inteiros. 
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2.3 Algoritmos para o M.D.C. de Polinômios 
sobre um Domínio Fatorial 
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Nesta seção apresentaremos algoritmos para o cálculo do 1vi.D.C. de 

polinômios sobre um domínio fatorial, os quais tem corno "ferramenta" principal o 

algoritmo que permite dividir estes polinômios: o Algoritmo da Pseudo-Divisão. 

Podemos estender o Algoritmo 2.3 para um algoritmo que calcule o 

M.D.C. de polinômios com coeficientes sobre um domínio fatorial, utilizando o Al

goritmo 2.2 ao invés do Algoritmo de Euclides. Além disso, analogamente ao que 

fizemos no Algoritmo 2.4, podemos tornar os polinômios primitivos antes ele apli

carmos o Algoritmo da Pseudo-Divisão, obtendo coeficientes intermediários menos 

complicados. 

Se estendermos o Algoritmo 2.3 sem tornar os polinômios primitivos 

em cada etapa, teremos, em geral, crescimento exponencial elos coeficientes, como 

poderemos observar no exemplo 2.5. 

Exemplo 2.5 Sejam f e g os polinômios do exemplo 2.2. Ao aplicarmos o Algo

ritmo 2.3 utilizando o Algoritmo da Pseudo-Divisão no passo 2, obtemos a seguinte 

seqüência ele restos: 

15795x2 + 30375x - 59535, 

1254542875143750x - 1654608338437500 

e 

12593338795500743100931151992187500. 
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A validade do Algoritmo 2.5, no qual utilizaremos o Algoritmo da 

Pseudo-Divisão e retiraremos os fatores comuns dos coeficientes dos polinômios em 

cada etapa, é dada pelos lemas 2.3.1 e 2.3.2. 

Lema 2.3.1 Sejam f(x), g(x) E D[x], onde D é um domínio fatorial. Então, 

Nf DC(J,g) = M DC(c(J), c(g)) · M DC(pp(J),pp(g)) . 

D emonstração: Seja h= NIDC(J,g) . Temos que h= c(h)pp(h) . Pelo corolário 

1.4.10, c( h) = a·M DC(c(f), c(g)) e pp(h) = b· M DC(pp(f), pp(g)), onde a e b são in

vertíveis. Conseqüentemente, h= a·b·Nf DC(c(f), c(g))·M DC(pp(f),pp(g)) . Como 

o produto de invertíveis é um invertível, h= M DC(c(J), c(g)) · M DC(pp(J), pp(g)). 

o 

Lema 2.3.2 Sejam f(x ), g(x) E D[x] polinômios primitivos de graus a e (3, res

pectivamente, tais que a 2: (3 . 

Se g(x) =O, então MDC(J,g) =f. Caso contrário, MDC(J,g) = k!DC(g,r) = 

MDC(g,pp(r)), onde r é dado pela equação (2.2) . 

Demonstração: 

1º caso: g(x) =O. 

Análogo à demonstração do 1º caso no lema 2.2.1. 

2º caso: g(x) # O. Seja h = J\1 DC(f, g). 

(i) hlf e hlg =? hl(l(g)o-P+lJ) e h lqg =? hl(l(g)o-.B+l f - qg) =? hlr. 

Logo, hlg e hlr. 

(ii) Seja h' E K[x] tal que h' lg e h'lr. Então, h'lqg e h'lr· =? h'l(qg+r) =? 

h'l(l(g)o- .t1+l !). Como g é primitivo e h' divide g, temos que h' é 

primitivo e, conseqüentemente, h'lf. Logo, h'IM DC(f,g) =h. 
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Por (i) e (ii) concluímos que J\1DC(f,g) =h = MDC(g,1·). 

Além disso, como g é primitivo, i\1 DC(g , 1·) = J\1[ DC(g, pp(1·)) . 

Portanto, 

JVI DC(J, g) = iVI DC(g, T) = lV[ DC(g, pp(T)). o 
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Algoritmo 2.5 Dados dois poli·nômios não n1dos f e g com coeficientes em um 

domínio fatorial1 este algo1·itmo calcula o M.D. C. de f e g tomando os polinômios 

primitivos em cada etapa e utilizando o AlgoTitmo da Pseudo-Divisão. 

1. d ~ M DC(c(f), c(g)); 

2 . f~ pp(f); 

3. g ~ pp(g); 

4 . Calcule r( x) utilizando o Algoritmo 2.2; 

5 . Se T(x) =o) 
en tão vá p ara 10; 

6. Se &r(x) = 01 

então 

6 .1. g ~ 1; 

6.2 . vá para 10; 

7. f{-- g; 

8. g {-- pp(r); 

9. vá par a 4; 

10 . O algoritmo te1·mina com d · g(x) como o JVI.D.C. proc1trado. 
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E xemplo 2.6 Para os polinômios 

f(x) = x8 +x6 - 3x4 -3x3 +8x2 +2x -5 e 

g(x) 3x6 + 5x4
- 4x2

- 9x + 21 E Z[x], 

dos exemplos anteriores, utilizando o algoritmo 2.5 para calcular seu M.D. C., obte

mos: 

f(x) g(x) r(x) 

1, o, 1, o, - 3, -3, 8, 2, -5 3, o, 5, o, -4, - 9, 21 -15, o, 3, o, -9 

3, o, 5, o, - 4, - 9, 21 5,0,-1,0,3 -585, -1125, 2205 

5,0,-1,0, 3 13,25,-49 -233150, 307500 

13, 25,-49 4663,-6150 143193869 

O Algoritmo 2.5, além da vantagem de poder ser aplicado para po

linômios sobre um domínio fatorial que não seja um corpo, é mais rápido que os 

algoritmos apresentados na seção anterior, visto que, no caso dos polinômios terem 

coeficientes inteiros, trabalha-se em todas as etapas com números inteiros, evitando 

o problema de aumento no custo ao utilizar-se aritmética racional. Entretanto, para 

eliminar os fatores comuns dos restos e obter coeficientes menores, temos que calcu

lar M.D.C.s de números inteiros em cada etapa, exatamente o que estamos tentando 

evitar ao não utilizar aritmética racional. 

Felizmente, é possível evitar o cálculo da parte primi t iva de cada r(x) 

no passo 8 do Algoritmo 2.5 e manter os coeficientes com um tamanho razoável, 

bastando dividir cada resto por um elemento do domínio que prova-se ser um divisor 

de seus coeficientes . Este algoritmo, chamado de Algoritmo Sub-Resultante, foi 

descoberto por George E. Collins e aperfeiçoado por W. S. Brown e J. F. Traub. 

Para uma demonstração da validade do Algoritmo Sub-Resultante, veja 

[11]. 
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Algoritmo 2.6 (Algori tmo Sub-Resultante) Dados dois polinômios não nulos 

f c g com coeficientes em um domínio fato1·ial, este algo·rilmo calcula o M.D. C. de 

f e g utilizando o Alg01·itmo da Pseudo-Divisão de Polinômios, necessitando de um 

número meno1· de cálculos de M. D. C.s de coeficientes. 

1. d +--- /vi DC(c(.f), c(g)); 

2. f +--- pp(J); 

3 . g +--- pp(g); 

4. a+--- b +--- 1; 

5. k +--- âf(x)- âg(x); 

6. Calcule r( x) utilizando o Algoritmo 2. 2; 

7. Se r(x) = O, 

então vá para 14; 

8. Se âr(x) =O, 

então 

8.2. vá para 14; 

9. f+--- g; 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

r(x) 
g +--- abk; 

a +--- l(J); 

vá p a ra 5; 

O algoritmo te·rmina com d · pp(g) como o i'v!.D.C. JYrowrado. 
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Exemplo 2. 7 Ao aplicarmos o Algoritmo 2.6 para os polinômios f(x) e g(x) dos 

exemplos anteriores obtemos: 

J(x) g(x) a b 

1, o, 1, o, -3, -3, 8, 2,-5 3, o, 5, o, -4, -9, 21 1 1 

3, o, 5, o, - 4, - 9,21 - 15, o, 3, o, - 9 3 9 

-15, o, 3, o, -9 65, 125, -245 -15 25 

65, 125, - 245 - 9326, 12300 65 169 

Apesar de termos crescimento linear dos coeficientes intermediários, o 

Algoritmo Sub-Resultante é o melhor de todos os algoritmos baseados no Algoritmo 

da Divisão de Euclides estendido para polinômios com coeficientes em um domínio 

fatorial, os chamados Algoritmos Euclidianos. 

Podemos conseguir algoritmos melhores que os Euclidianos para o cálculo 

do M.D.C. utilizando métodos modulares que descreveremos no próximo capítulo. 

Como na prática geralmente trabalha-se com polinômios com coeficien

tes no domínio fatorial dos inteiros, a partir do próximo capítulo trabalharemos com 

polinômios com coeficientes em Z ao invés de polinômios sobre um domínio fatorial 

genérico D. 



3 ALGORITM OS MODULARES 

Os algoritmos para o cálculo do Máximo Divisor Comum de polinômios 

baseados no Algoritmo da Divisão de Eucl ides, estudados no capítulo anterior, po

dem ter um custo computacional extremamente grande devido ao crescimento das 

expressões intermediárias . Como observamos no capítulo 2, no melhor algoritmo 

deste tipo, o Algoritmo Sub-Resultante, ainda há crescimento linear dos coeficientes 

intermediários. 

Neste capítulo veremos que é possível obter algoritmos para o M.D.C. 

mais eficientes que os Euclidianos: os algoritmos que utilizam métodos modulares. 

3 .1 Métodos Modulares 

A idéia principal dos métodos modulares é calcular o M.D.C. de dois 

polinômios com coeficientes inteiros em um outro domínio e, através de homomor

fismos, recuperar a resposta do problema original. 

Estes métodos baseiam-se no seguinte diagrama: 

j,g E Z(x] 

.i 
fv ,9v E Zv(x) --+ 

h= iVI DC(f, g) E Z[x] 

t 
h = j'vf DC(fv, 9v) E Zv[x] 

Ou seja, dados dois polinômios com coeficientes inteiros, calcula-se o 

Máximo Divisor Comum dos seus polinômios correspondentes em Zv[x], onde p é 

um número primo (na prática trabalha-se com vários números primos pequenos) , e 

então obtém-se o M.D.C. em Z[x] conforme descreveremos na seção 3.3. 

Os Algoritmos Modulares possuem a vantagem de não haver possibi

lidade de crescimento dos coeficientes intermediários na determinação do M.D. C. 

30 
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em Zp[x], pois o tamanho de todos os coeficientes fica limitado por p. Entretanto, 

surgem os seguintes problemas: 

Problema 1: Os coeficientes do M.D.C. em Zp[x] podem ser muito pequenos , isto é, 

menores que os coeficientes do M.D.C. procurado; 

Problema 2: O grau do M.D.C. em Zp[x] pode ser diferente do grau do ;\LD.C. em 

Z[x] . 

O Problema 1 é evitado através da obtenção de uma cota superior para 

os coeficientes do Máximo Divisor Comum que se deseja calcular, ou seja, calcula-se 

um número M maior que o módulo de todos os coeficientes do M.D.C.: 

n 

onde h= I.:cixi = MDC(f,g). 
i=O 

Trabalha-se então em Zp[x], onde pé um número primo maior que 2M (na prática 

trabalha-se com vários primos cujo produto é maior que 2M), de maneira que os 

coeficientes ficam entre - M e NI. 

Nos métodos modulares fica portanto evidente a importância do cálculo 

da cota NI. No capítulo 4 apresentaremos duas cotas superiores distintas para os 

coeficientes do Máximo Divisor Comum. 

O Problema 2 também pode ser contornado, como veremos na seção 

3.2, onde introduziremos alguns resultados que garantem e explicam a eficiência 

destes métodos. 
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3.2 Escolhendo os Números Primos 

Q ~ 

Sejam f( x) = L CLiXi e g( x) L bixi polinômios com coeficientes 
i = O i=O 

inteiros e seja p um número primo. Denotaremos por fp( x) o polinômio f( x) mod p 

e gp(x) o polinômio g(x) mod p E Zp[x] . 

Lema 3.2.1 Se p não divide o coeficiente líder do 1\IIDC(f,g), então o gra·u do 

MDC(fp,gp) é maioT ou igual ao gmu do lv!DC(.f,g). 

Demonstração: Sejam h(x) = M DC(J(x),g(x)) e hp(x) = h(x) mod p E Zp[x]. 

Temos que h/ f e, como homomorfismos preservam múltiplos, segue que hpj fp· Ana

logamente, hpf9p· Logo, hpjM DC(Jp,gp)· Portanto, o grau do M DC(fp,gp) é 

maior ou igual ao grau de hp. Como p não divide o coeficiente líder de h, temos que 

o grau de hp é igual ao grau de h e obtemos a desigualdade procurada. O 

Na prática o lema anterior não resolve o problema de obtermos o grau 

correto do M.D.C. ao trabalharmos módulo p, já que para utilizá-lo precisaríamos 

conhecer de antemão o coeficiente líder do M.D.C. que queremos calcular. Além 

disso, o lema só garante a desigualdade. 

Porém, como conseqüência do lema obteremos o corolário 3.2.2 que 

poderá ser utilizado na prática com mais facilidade. 

Corolário 3.2.2 Se p não divide simultaneamente os coeficientes líde?'es de f e g, 

então o gmu do MDC(Jp,gp) é maior ou igual ao gmu do MDC(J,g). 

Demonstração: Visto que o M.D.C. de f e g divide os dois polinômios, o seu 

coeficiente líder terá que dividir os coeficientes líderes dos dois polinômios. Como 

por hipótese p não divide o coeficiente líder de f ou não divide o coeficiente líder 

de g, obtemos que p não divide o coeficiente líder do M.D.C. de f e g. Assim, pelo 

lema 3.2.1 , o grau do 1\11 DC(fp, gp) é maior ou igual ao grau do 1\11 DC(J, g) . O 
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Trabalhando com um nümero primo p que satisfaça as hipóteses do 

corolário 3.2.2 poderemos garantir que o M.D.C. em Zp(x] não terá grau menor que 

o M.D.C. em Z[x]. Porém, ainda exisLirá a possibilidade de que o grau do ~I.D. C. 

em Zp[x] seja estritamente maior que o grau do M.D.C. em Z[x]. Por exemplo, 

considerando os polinômios 

f(x)- x8 +x6 -3x4 - 3x3 +x2 +2x-5; 

g(x) 3x6 + 5x4
- 4x2

- 9x + 21, 

citados em [6], obtemos que l\IIDC(]2,g2 ) = x + 1, enquanto que 1\IIDC(J,g) = 1. 

Trabalhando com p=5 e com os polinômios 

r(x) x3 +5x-1; 

s(x) x-1, 

obtemos que M DC(r5 , s5 ) = x- 1, enquanto que M DC(r, s) = 1. 

Entretanto, conforme mostraremos no corolário 3.2.4, somente para um 

número finito de primos p existe a possibilidade de que o grau do M.D.C. módulo p 

seja maior que o grau do M.D.C. sobre os inteiros. 

Lema 3.2.3 Seja h= 1\IIDC(f,g). Se p não divide simtdtaneamente os coeficientes 

líderes de f e g, e não divide Res(fjh,gjh), então MDC(f~,gp) = hP. 

Demonstração: Como p não divide o coeficiente líder de h (conforme observa

mos na demonstração do corolário anterior), obtemos que hp é não nulo. Assim, 

considerando os quocientes !P/ hp e gpj hp, temos que: 

(3.1) 
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Por outro lado, como p não divide Res(fjh,gjh), obtemos que Res(fjh,gjh)v é não 

nulo. Visto que o resultante é um determinante e det( J11.,) = (det(l\J))v, onde i\1! 

representa uma matriz, obtemos que Res(J.,jh.,, g.,j h.,) = Res(J /h, gj h)., =J O. Pelo 

corolário 1.4.14, concluímos que J.,/hv e g.,/h., nào têm nenhum fator em comum e, 

conseqüentemente, 1\IIDC(J.,/h.,,g.,/hv) = 1. Substituindo este resultado em (3.1) o 

lema fica demonstrado. O 

Corolá rio 3.2.4 Existe somente um n·timero finito de mímeros primos p tais que o 

1\II.D.C. em Z[x] não tem o mesmo grau do J\IJ.D.C. em Z.,[x]. 

Demonstração: Se p é um número primo p tal que o grau do M.D.C. em Z[x] é 

diferente do grau do M.D.C. em Z.,[x], então p não satisfaz as hipóteses do lema 

3.2.3, ou seja, p divide simultanean:ente os coeficientes líderes de f e g, e divide o 

Res(f jh,gjh). Como f /h e gjh são relativamente primos (pois h = M DC(f,g)), 

pelo corolário 1.4.14 obtemos que o Res(J f h, g /h) é diferente de zero e, portanto, 

tem um número finito de divisores. O 

Como conseqüência do corolário 3.2.4, temos que sempre é possível 

obter um número primo p tal que o grau do M.D. C. em Z.,[x] seja o mesmo do 

M.D.C. em Z[x], o que garante que os algoritmos modulares que apresentaremos na 

próxima seção terminarão após um número finito ele passos. 

3.3 Calculando o M.D.C. 

Nesta seção apresentaremos três algoritmos para o cálculo do Máximo 

Divisor Comum de polinômios, baseados em métodos modulares. A eficiência destes 

algoritmos, embora possa parecer surpreendente, está atestada pelas suas imple

mentações nos sistemas de Computa.çã.o Algébrica. 
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Lembremos que para que os métodos modulares possam ser uLilizados, 

é necessário que o Problema 1 e Problema 2 da seção 3.1 seja.m resolvidos. Os algo

ritmos que apresentaremos a seguir diferem pela técnica de resolução do Problema 1. 

A solução do Problema 2, ou seja, a garantia de que o grau do M.D.C. modular seja 

o mesmo do M.D.C procurado, é obtida nos três algoritmos através de tentativas, 

processo cuja validade está garantida pelo corolário do lema 3.2.3. 

Com o objetivo de evitar o Problema 1, os algoritmos modulares re

querem que seja previamente conhecida uma cota superior para os coeficientes do 

M.D.C. No capítulo 4, discutiremos detalhadamente a obtenção de duas cotas su

periores distintas (corolários 4.1.6 e 4.2.5). Como ambas são razoavelmente simples 

de serem implementadas, sugerimos que para a aplicação destes algoritmos as duas 

sejam calculadas, escolhendo-se a menor delas. 

3. 3.1 Primeira Solução 

Nesta primeira resolução do M.D.C. via métodos modulares, a garantia 

de que os coeficientes do M.D.C módulo p sejam do tamanho correto (Problema 1), 

é obtida escolhendo-se p maior que 2M, a cota para os coeficientes. 

Sejam f e g dois polinômios com coeficientes inteiros para os quats 

busca-se 
n 

h(x) = MDC(f(x),g(x)) = l:cixi , 
i=O 

NI ;?: llhlloo = m~x lcJ 
I 

Se escolhermos p satisfazendo 

p ;?: 2JVI, 

poderemos garantir que os coeficientes do MDC obtido módulo p têm o tamanho 

correto. 
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A lgoritmo 3.1 Dados dois polinômios não rndos f e g com coeficientes inteiros, 

este algoTitmo calcula o M.D.C. de f e g utilizando redução módulo um núme1'0 

pnmo p. 

1. M f- cota superior para os coeficientes doi\1 DC(!, g); 

2. p f- número primo maio?' que 2M; 

3. Se p não divide o coeficiente líde1' de f ou não divide o coeficiente líder 

de g, 

então h f- !VI DC(Jp,gp), 

senão vá para 2; 

4. Se h divide f e divide g, 

então h f- h, 

senão vá para 2; 

5. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado. 

Observações: 

l.Neste algoritmo escolhemos um número primo p maior que os coefi

cientes do M.D.C. de f e g para evitar o Problema 1. Não é necessário, entretanto, 

escolher p maior que os coeficientes intermediários que podem ser maiores que os 

coeficientes "·finais, do M.D.C . (veja o exemplo 2.5). 

2. Para calcular o M.D.C. de fP e 9p no passo 3, pode-se utilizar o 

Algoritmo de Euclides para polinômios sobre um corpo (Algoritmo 2.3) ou um de 

seus derivados, apresentados no capítulo 2. 

3. O passo 4 baseia-se no seguinte resultado: 

Lema 3.3.1 Sejam f e g polinômios e seja h o M.D.C. de fp e gp, onde p é um 

número p1'imo que não divide simultaneamente os coeficientes líderes de f e g . Se 

h divide f e divide g, então ele é o M.D.C. de f e g. 
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D emonstração: Pelo corolário 3.2.2, o grau de li é maior ou igual ao grau do 

M.D.C. de f e g. Por outro lado, como li divide .f e divide g, ele divide o ).l.D.C. 

ele f e g e, portanto, seu grau é menor ou igual ao grau do M.D.C. de .f e g. Con

seqüentemente, pela unicidade do M.D.C . concluímos que ÍÍ é o M.D.C. de f e g. O 

4. Se no passo 4 h não divide f ou não divide g, isto significa que h 

tem grau maior do que h. Pelo lema 3.2.3, isso é equivalente a dizer que p divide 

Res(Jfh,g/h). Como existe somente um número finito de primos p que satisfazem 

essa condição , segue que o algoritmo termina com sucesso após um número finito 

de passos. 

Exemplo 3.1 Sejam 

f(x) - x8 + x6
- 3x4

- 3x3 + 8x2 + 2x- 5 e 

g(x) 3x6 + 5x4
- 4x2

- 9x + 21 E Z[x]. 

Ao calcularmos uma cota superior M para os coeficientes do M.D.C. de f e g, 

obtivemos M = 99.3579 utilizando o corolário 4.1.6, e M = 510.219 pelo corolário 

4.2.5. Assim, 

1. M ~ 99.3579 

2. p ~ 199 

3. h~l 

4. h~l. 

No passo 3 aplicamos o Algoritmo 2.3 para calcular o i\I!DC(.fi99,9I99), obtendo os 

seguintes coeficientes: 
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f( x) g(x) r(x ) 

1, o, 1, o, -3, -3, 8, 2, -5 3,0,5,0,-4,-9,21 -89,0,-22,0,66 

3,0,5,0,-4 ,-9,21 -89,0,-22,0,66 59,-9,54 

-89,0,-22,0,66 59,-9,54 -84,74 

59,-9,54 -84,74 30 

-81,74 30 o 

Ao aplicarmos o Algoritmo 3.1 , é possível que tenhamos que trabalhar 

com um número primo grande, o que possibilitará que os coeficientes intermediários 

no cálculo do M.D .C módulo p também sejam grandes, ocasionando lentidão nos 

cálculos. Uma solução para este problema será apresentada no Algoritmo 3.2. 

3.3.2 Uma Segunda Solução 

No algoritmo abaixo, utilizam-se vários números primos pequenos (ao 

invés de um único número primo como no Algoritmo 3.1) e o Teorema Chinês dos 

Restos (teorema 1.4.15) para obter-se o M.D.C. de polinômios em Z[x] através de 

imagens homomórficas. Esta idéia, devida a vV. S. Brown e G. E. Collins, foi descrita 

detalhadamente por Brown em [5]. 

Algoritmo 3 .2 Dados dois polinômios não nulos f e g com coeficientes inteiros, 

este algoritmo calcula o i\IJ.D. C. de f e g utilizando redução módulo números primos 

pequenos e o Teorema Chinês dos R estos. 

1. M ~ cota superior para os coeficientes do M DC (f, g); 

2. N ~ j\1[ DC (coef. líde1' de f 1 coef. líder de g); 

3. p ~ número primo que não divide N; 

4. h ~ !vi DC(.f~>' 9v); 

5. Se o grau de h fo1' zero, 

então 
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5.1. h~ 1; 

5.2. vá para 11; 

6. pr·odprim ~ p; 

7. result ~ h; 

8. Enquanto prodprim ~ 2AI/ 

faça 

8.1 . p ~ número primo que não divide N; 

8.2. Tt ~ M DC(fp, gp); 

8.3. Se o grau de h for meno1· que o grau de result, 

então vá para 5; 

8.4. Se o grau de h for igual ao grau de result, 

então 
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8.4.1. result ~ Teorema Chinês dos Restos aplicado a cada coefici

ente dos polinômios result (mod prodprim) e h (mod p); 

8.4.2. prodprim ~ prodprim x p; 

9. Se 1·esult divide f e divide g, 

então 

9.1. h~ result; 

9.2. vá para 11; 

10. V á para 3; 

11. O algoritmo te1·mina com h como o M.D.C. procurado. 

Observações: 

1. O passo 8.3 testa se o M.D.C. módulo o novo primo obtido em 

8.1 tem grau menor que os M.D.C. anteriores. Em caso afirmativo conclui-se que 

os M.D.C. anteriores devem ser desprezados pois vieram de más reduções, ou seja, 

2. O passo 9 só será executado se todos os M.D.C. calculados vierem 

de más reduções, uma possibilidade remota. 
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3. Se o primei ro primo calculado no passo 3 for de boa redução, nenhum 

dos desvios será executado durante a aplicação do algoritmo. 

Freqüentemente, as cotas superiores para os coeficientes do M.D.C. são 

muito pessimistas (veja as tabelas 4.1 e 4.2 do capítulo 4), sendo possível que já 

tenhamos encontrado os coeficientes corretos antes de atingirmos 2)\1!. Considerando 

esta possibi lidade, numa tentativa de melhorar o Algoritmo 3.2 apresentaremos o 

Algoritmo 3.3, no qual testaremos se já foi obtido um divisor dos polinômios e, 

portanto, o seu M.D.C., sempre que os coeficientes não se alterarem após aplicarmos 

o Teorema Chinês dos Restos. 

3.3.3 Terceira Solução 

Algoritmo 3.3 Dados dois polinômios não nulos f e g com coeficientes inteiros, 

estealgorítmo calcula o M.D. C. de f e g utilizando redução módulo números primos 

pequenos e o Teorema Chinês dos Restos, testando se o M.D. C. já fo i obtido antes 

de atingir-se o dobro da cota superior para os coeficientes. 

1. M ~ cota superior para os coeficientes do J\1! D C (f, g); 

2. N ~ j\lf DC (coef. líder de J, coef. líder de g); 

3. p ~ número primo que não divide N; 

4 . h ~ M DC(Jp, gp); 

5. Se o grau ele h for zero, 

então 

5.1. h~ 1; 

5.2. vá para 11; 

6. prodprim ~ p; 

7. Tesult ~h; 

8. Enquanto prodprim :::; 2NI 

faça 
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8.1. p f- mímero primo que não divide Ni 

8 .2. h t- ivf DC(Jp,gp)i 

8.3. Se o grau de ii for menoT que o grau de resuit, 

então vá p ar a Si 

8.4. Se o grau de h for igual ao grau de resttll, 

então 

8.4.1. anterior f- Testtlti 
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8 .4.2. r·esult f- TeoTema Chinês dos Restos aplicado a cada coefici

ente dos polinômios result ( mod prodprim) e h ( mod p) i 

8.4.3. Se result = anterior e result divide f e divide g, 

então 

8.4.3 .1. h f- resulti 

8.4.3.2. v á para 11; 

8.4.4. prodprim f- prodprim x p i 

9. Se resttlt divide f e divide g, 

ent ão 

9.2. vá para 11i 

10. V á para 3; 

11. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado. 

Observa ção: Testar em cada etapa se já encontramos o M.D.C. é uma operação 

que pode ter um custo muito grande. Por esta razão, no passo 8.4.3 este teste é 

realizado apenas quando os coeficientes não se alteram após a aplicação do Teorema 

Chinês dos Restos, visto que, neste caso, é maior a possibilidade de que já tenhamos 

encontrado os coeficientes corretos. 

A obtenção de uma cota superior que não se distancie demasiadamente 

dos coeficientes verdadeiros é um ponto crucial para os Algoritmos Modulares, pois 
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poderemos obter o r..-I.D.C. airavés do Algori tmo 3.2 mais rapidamente e sem a 

necessidade de realizar os dispendiosos testes implementados no Algoritmo 3.3. 

No próximo capítulo trataremos desse problema, inclusive introduzindo 

uma nova cota para o M.D.C. que, na maioria dos casos, é melhor que a cota 

atualmente utilizada, ou seja, fica mais próxima dos coeficientes para a maior parte 

dos polinômios. 

Uma alternativa em relação à utilização do Teorema Chinês dos Restos 

para a obtenção do M.D.C. módulo 11pr'odprim x p" nos Algoritmos 3.2 e 3.3, é, 

conforme sugerido por J. Moses e D. Y. Y. Yun em [18], a utilização do lema de 

Hensel para passarmos da solução módulo p para a solução módulo pk, com k sufici

entemente grande. Entretanto, este método, conhecido por p-ádico, só é válido dire

tamente quando i\1DG (h, í) = 1 ou MDC (h, t) = 1, onde h= MDC(fp,gp)· 

Esta é uma das razões pelas quais este método não é utilizado na prática. 



4 C OTAS SUPERIORES PARA OS 
COEFICIENTES DO M.D.C. 

Os Algoritmos Modulares mais eficientes para o cálculo do Máximo 

Divisor Comum de polinômios, apresentados no capítulo anterior, requerem que seja 

onhecida uma cota superior para os coeficientes do M.D.C. que se deseja calcular. 

Neste capítulo apresentaremos a nova cota superior, que obtivemos uti

lizando a norma com pesos introduzida em Beauzamy et al [1], e a cota utilizada 

atualmente, devida a Mignotte (14), obtida como conseqüência da desigualdade de 

Landau. Na seção 4.3 faremos uma comparação entre as cotas. 

4.1 Uma Cota Superior para os Coeficientes 

A cota superior para os coeficientes do Máximo Divisor Comum de po

linômios que apresentaremos nesta seção é obtida aplicando-se a desigualdade de 

Landau-Mignotte para o M.D.C. de dois polinômios. Apresentaremos detalhada

mente a obtenção desta cota, utilizando resultados que, embora estejam disponíveis 

na literatura, não estão compilados de modo simples como faremos aqui. 

n 

Definição 4.1.1 (Norma Euclidiana) Seja h = L c;xi um polinômio com coe
i=O 

ficientes complexos. A No1·ma Euclidiana de h é definida por 

n 

llhll = L lciF· 
i=O 

n 

Definição 4.1.2 (Medida de Mahler) Seja h= L cixi um polinômio com coe-
i=O 

fici entes complexos e sejam z 1 , .. . , Zn as S11as ·raízes. A J\!Iedida de }\lfahler de h é 
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,. 
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definida po1· 
n 

J\!I(h) = ]cn] IT max{l , ]zd}. 
i=l 

A medida de Mahler também pode ser escrita na forma 

lvf(h) = lcni IT ]zd. 
lz;l>l 

O lema que enunciaremos a seguir será necessário para obtermos a de

sigualdade de Landau. 

Lema 4.1.3 Seja h um polinômio com coeficientes complexos e seja z um número 

complexo não nulo. Então1 

il (x + z)h(x)il = ii(zx + l)h(x)ll-

n 

Demonstração: Seja h(x) =L CiXi. Então, 
i=O 

n n+l 

(x + z)h(x) = (x + z ) L CiXi = L (Ci-t + c;z)xi, onde C-t = Cn+t =O. 

Logo, 

il(x + z )h(x )]]2 

Além disso, 

i=O i= O 

n+l n+l 

L ]ci-1 + Ciz ]2 = ,I)ci-1 + Ciz)(ci-1 + ciz ) = 
i=O i=O 

(leol2 izl2
) + (icol2 + zc1co + zc1eo + ]ct]2 ]z]2) + · .. + 

+ (]Cn-d2 + ZCnCn-1 + ZCnCn- 1 + ]cn]2 ]z]2) + (]cn]2
) = 

( 1 + lz I') ( ~ lcd') + ~ ( zc,c,_, + zc,c,_,), onde c_, = O. 

n n +l 

(zx + l )h(x) = (zx + 1) L c;xi = L (ci- lz + c;)xi, onde c_. = Cn+1 =O. 
i=O i=O 

Logo, 
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ll (zx + l)h(x)ll 2 
n+ l n+ l 

L l ci- 1 :~ I ' .12 = L (ci_1z + ci)(ci- tZ + ci) = 
i:O i:O 

(lcol2
) + (i,,,nzl2 + ZCtCo + ZCt CO + lcd2

) + · · · + 
+ (lcn-d2 1zrl. I ;:cnCn- 1 + ZCnCn-t + lenl2 ) + (lcnl 2 lzl2

) = 

- (1 + JzJ'J ( )'= Jc;J') + t (zciCi- 1 + ZCiCi-1 ), onde - 1 = O . 
• 11 1=0 

Conseqüentemente, 

ll(x + z)h(x)ll2 
= ll(zx + l)h(x)ll 'l •· o lema fica demonstrado. O 

n 

Teorem a 4.1.4 (Desigualdad e d ·~ Landau) Seja h(x) =L Cixi, onde Cn =J O, 
i = O 

um polinômio com coeficientes C0111 ,,texos, e sejam z1 , • . • , Zn as suas 1·aízes. Então, 

M(h) ~ llhll. 

D emonstração: Sejam Zt, . . . , ~,. ltS raízes de h fora do círculo unitário, isto é 

k n n 

f(x) = Cn IT(zp· -1) IT (x- Zj) = L bixi. 
i=l i=k+l i=l 

Aplicando o lema 4.1.3 em cada lttt l dos k fatores ZjX- 1 de f, obtemos que 

k n 

llf(x) ll - lcniii (J(zix -1) IT (x- zi)ll = 
1-1 i =k+l 

A, n 

- lcni ii(JC-zix+1) II (x- zi)ll= 
1- l j=k+l 

/,· n 

lcniii J [ (x- Zj ) IT (x - Zj)ll = 
1- 1 j=k+l 

.. 
= lenlll l [ (x- zi )ll = llh(x)ll· 

l-I 
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Além disso, temos que 

Conseqüentemente, J\II(h) ::; 11!11 = llhll e o teorema fica demonstrado. O 

n 

Teorema 4.1.5 (D esigualdade de Landau-Mignotte) Seja h= L c;xi um di-

() 

víso1· do polinômio f = L aixi (onde ai e Ci são inteiros). Então, 
i=O 

i=O 

(4.1) 

Demonstração: Sejam z1, ... , Zn as raízes de h ordenadas de maneira que z1, ... , Zk 

sejam as raízes fora do círculo unitário. Cada coeficiente c; de h é, a menos de sinal, 

soma de (7) parcelas, sendo cada uma delas um produto de n- i raizes; ou seja, cada 

parcela é da forma CnZj1 ••• Zj,, onde {j~, ... ,ji} é um subconjunto de {1, ... , n} com 

cardinalidade n - i. Conseqüentemente, 

Como t, ( 7) = 2", segue que 

n 

L lc;l ::; 2nlenllzt ... Zki = 2n NI(h). 
i=O 

Por outro lado, como as raízes de h também são raizes de f, obtemos que 

Nf(h) n ° 1 iVJ(.f) 
-,-, = IT max{l, lz;l} ::; IT max{l, lzil} = -la I , 

Cn i=l i= l 0 
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onde z~, .. . , z~ são as raízes ele f. Logo, 

i\!!( h) :s; I:: I i\!I(f). 
Além disso, pela desigualdade de Landa.u (teorema 4.1.4), 

i\t!(f) :s; llfll. 

Assim, 

Corolário 4.1.6 (Cota de Landau-Mignotte) Todo coeficiente do M.D. C. de 
OI {3 

f= L aixi e g = L bixi {onde ai e bi são inteiros) é limitado por 
i=O i=O 

2min{OI,{3} M DC(a b ) min { - 1-
01 1 {3 iaOI I (4.2) 

n 

Demonstração: Seja. h = L CiXi o l\1! DC(f, g). Então, h é um divisor de f e 
i=O 

g com grau menor ou igual ao grau de cada um dos polinômios. Além disso, o 

coeficiente líder ele h divide o coeficiente líder de f e o coeficiente líder de g. 

Conseqüentemente, 

e 
{3 1 
"' jb·j 2 < 2min{OI,,{J} lvf DC(a b,a)-
~ I - Oll lb I 
t=O tJ 
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Assim, 

t lb;l' } , 

e obtemos a cota procurada. O 

A cota de Landau-Mignotte 4.2 é a cota mais utilizada nos algoritmos 

modulares para o cálculo do M. D. C. polinomial implementados nos sistemas de 

Computação Algébrica. O resultado que apresentaremos na próxima seção é melhor 

que este resultado de 1974 para a maioria dos polinômios. 

4.2 Uma Nova Cota Superior para os 
Coeficientes 

Nesta seção aplicaremos um resultado apresentado por Beauzamy em (2) 

para obter uma nova cota superior para os coeficientes do M.D.C. de dois polinômios. 

Em seu trabalho Beauzamy utilizou a norma com pesos que havia sido 

introduzida por E. Bombieri em Beauzamy et al [1], ao invés da norma euclidiana. 

a 

D efinição 4.2.1 Seja f = L aixi um polinômio com coeficientes complexos. A 
i=O 

norma com pesos de f é definida por 

( 

Q 2) 1/2 
[!h= L la~l 

i=O (J 

É fácil ver que a norma com pesos introduzida por Bombieri sat isfaz 

[!h ~ llfll· 
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Teorema 4.2.2 Sejam p e q polinômios com coeficientes complexos de graus m e 

n, 1·espectivamente. Então: 

(4.3) 

Este resultado é o melhor possível. 

Demonstração: A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2). Nela 

Beauzamy utiliza um resultado de Bombieri em [1] para polinômios a várias variáveis 

para obter a desigualdade 4.3. Ele também mostra em [2) que os polinômios 

satisfazem a igualdade, fazendo com que o resultado seja o melhor possível. O 

Beauzamy aplicou o teorema 4.2.2 para obter uma cota superior para 

os coeficientes de p ou de q, conhecendo os coeficientes do produto f= p · q. 

Teorema 4.2.3 (Beauzamy, 1992) S eja f um polinômio de grau a com coefici

entes inteiros, tal que f(O) =/:. O, e seja f = p · q 1tma fatoração de f em Z[x], onde p 

e q têm graus m e n, respectivamente. Então, qualque1· coeficient e cí de p satisfaz: 

( 4.4) 

Demonstração: Pelo teorema 4.2.2, temos que 

I I 

l 2 [ ] 2 m .n. [ ] 2[ ] 2 
(f 2 = pq 2 2: ( m + n)! P 2 q 2 · 

Logo, 
r.] 2 (rn + n)! (f]/ 
LP 2 ::; 1 1 -.-2' 

m .n . lqh 
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Como q tem coeficientes inteiros, seus coeficientes têm módulo 2: 1. Em particular, 

o primeiro e o último coeficientes de q têm módulo 2: 1. Portanto, (qh 2: V2 e 

[ ] 
2 < ( m + n) ! [f] 2 

P2 - 2 I I 2. m.n. 

Conseqüentemente, cada coeficiente Ci de p satisfaz: 

. 2 < (m) (m + n) ! 2 = (m) a! 2 _! ( m) (a) 2 
lc,l - i 2m!n! (!h i 2m!( a - m)! [!h - 2 i m [!h · 

Logo, 

ai 

2( - )I( - ')1 '1 (!]2. o a m. m z.z. 

Utilizando o teorema 4.2.3 Beauzamy obteve uma cota superior para os 

coeficientes de um fator qualquer de um polinômio. 

Teorema 4.2.4 (Beauzamy, 1992) Seja f um polinômio de grau a com coefici

entes inteiros tal que f(O) =J O, e seja h um divisor de f em Z[x]. Então, todo 

coeficiente Ci de h satisfaz: 

(4.5) 

Demonstração: Suponhamos que h tenha grau n 2: 1. Pelo teorema 4.2.3, temos 

que 

a ! 
2( a - n )!( n- i)!i! [!]2. 

Pela Fórmula de Stirling [4, 7]: 

I I I 

a ! "' 227T2a"'+2e-"' 

(a- n)! "' 
I I ( ) I 227T 2(a- n) a-n +2en-a 

(n- i)! "' 
I l ( ') I · 227r2(n - i) n-t +Ie'-n 

I I · I · 'I "' 227T 2i'+2 e-• z. 
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Logo, 

(4.6) 

Por outro lado, observa-se que o denominador em 4.6 é da forma 

onde x + y + z =a e x, y, z E Z+ 

(podemos assumir que x, y, z são não nulos). Considerando a função f(x , y, z) = xyz, 

e a superfície de nível g(x, y, z) =a, onde g(x, y, z) = x + y + z, obtemos que 

--+ ( 1 1 1 ) grad f(x, y , z ) = xx+ll2 yY+ll2zz+l/2 1 + 
2

x + lnx, 1 + 
2

y + lny, 1 + 
2
z + lnz 

--+ 
e grad g(x,y,z) = (1,1,1). Pela teoria dos Multiplicadores de Lagrange, o mínimo 

--+ --+ 
de f ocorre quando grad f = À • grad g. Logo, f atinge seu valor mínimo sobre a 

superfície g num ponto (x,y,z) tal que 

1 1 1 - + lnx = - + lny = - + lnz . 
2x 2y 2z (4.7) 

Como a função h(t) = it + lnt é estritamente crescente para t ~ 1, as equações 

4.7 implicam que x = y = z . Portanto, o valor mínimo de f sobre a superfície 

x + y + z = a ocorre no ponto ( a/3, a/3, a/3). Conseqüentemente, 

Assim, 

No teorema a seguir apresentaremos a nova cota superior para os coe

ficientes do M.D.C. de dois polinômios que obtivemos utilizando o teorema 4.2.4. 
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a {3 

Teorema 4.2.5 Todo coeficiente do M.D.C. de .f= L aixi e g = L b;xi {onde 
i=O i= O 

a; e bi são inleiTos) é limitado po1' 

(4.8) 

n 

D emonstração: Seja h = L CiXi o NI DC(J,g). Então, h é um fator de f e g e 
i=O 

qualquer coeficiente e; de h satisfaz: 

Conseqüentemente, 

e 
33/4 3/3/2 

lei I ~ 2.;; VP [g lz. 

Como geralmente (J]z é muito menor que 11!11 para a maioria dos po

linômios, espera-se que a nova cota seja melhor que a de Landau-Mignotte, como 

teremos oportunidade de mostrar na próxima seção. 

4.3 Comparando as Cotas 

Nesta seção faremos uma comparação entre a cota de Landau-Mignotte 

(desigualdade 4.2) e a nova cota superior (desigualdade 4.8). 

a {3 

Sejam f = L aix; e g = L b;xi polinômios com coeficientes inteiros. 
i=O i=O 

Seja 
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onde k = min{a,,B}, a cota de Landau-Mignotte para os coeficientes do ).'I.D.C. de 

.f e g, e seja 

a nova cota superior para os coeficientes. 

Comparando-se as quantidades envolvidas na determinação ele N/1 c 

Nf2 , observa-se que: 

33/4 33/4 
• 

2
ft ~ 0.643 < 1:::; M DC(aa, b13). Logo, 

2
ft< M DC(aa, b13); 

• [fh :::; IIJII e [gh :::; 11911, sendo que as desigualdades são estritas se os 

polinômios tiverem algum coeficiente intermediário não nulo. Ou seja, 

(3i, 1 :::; i:::; a - 1, tal que ai -:f. O) -+ [fh < IIJII 

e 

(3i, 1 :::; i :::; ,B - 1, tal que bi -:f. O) -+ [gh < 11911; 

• Se os coeficientes líderes de f e g forem pequenos é grande a possibili-
3a/2 2k 3{3/2 2k 

dade de que tenhamos Va < laal e .J1j < lbfJI e, conseqüentemente, 

N/2 < M1 , como ilustraremos no corolário 4.3.2. 

Proposição 4.3.1 Se laal = lbfJI = 1 e 1 <a:::; ,B <a+ 2, então 

3{3/2 2k 

e . .J(J < lbfJI' onde k = min{ a, ,B}. 

30' 
D e monstração: Por hipótese temos que a é maior que 1, logo < 301 < 4°. 

a 
Conseqüentemente, 
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Além disso, por hipótese temos também que f3 = a ou f3 =a+ 1. Portanto, 

ou 

Corolário 4.3.2 Sejam f e g polinômios mônicos cujos graus são maiores que 1 e 

diferem por no máximo uma unidade. Então, a nova cota super·ior para os coefici

entes de f e g é menor que a cota de Landau-Mignotte. 

Demonstração: Segue imediatamente da proposição 4.3.1 O 

É importante observar que as condições do corolário anterior não são 

muito restritivas, pois é muito freqüente que tenhamos polinômios mônicos e de 

graus similares ao calcularmos o Máximo Divisor Comum. 

Além disso, mesmo que os polinômios f e g tenham graus muito dis

tintos, isto é, que a diferença entre os seus graus seja grande, pelo lema 2.3.2 temos 

que l'vl DC(J,g) = NI DC(g, r), onde r é o resto obtido pela "pseudo-divisão,, de 

f e g. Conseqüentemente, podemos aplicar um dos algoritmos modulares para os 

polinômios g e r, cujos graus são similares, utilizando a nova cota superior. 

Também é importante notar que as hipóteses do corolário 4.3.2 são 

condições suficientes mas não necessárias para que a nova cota superior seja menor 

que a cota de Landau-Mignotte. Mesmo trabalhando com polinômios não mônicos 

ou com graus que diferem em mais de uma unidade obtivemos N/2 < !V/1 em vários 

casos, como ilustraremos a seguir. 



4.3.1 Exemplos 

4.3.1 Exemplos 

Consideraremos os seguintes polinômios: 

j 1(x) - 45x4
- 7Sx3 + 165x2 + 64x- 26 

h ( x) - x5 + 3x4 + 2x3 
- 2x2 

- 3x - 1 

h(x) - 21525x5 + 28050x4 
- 20401x3

- 16122x2 + 11254x - 1962 

ft ( x) x6 + x5 + 6x4 
- 5x3 + 2x2 + 2 

fs(x) - 904050x7 + 1479450x6 
- 2336817x5 

- 3403088x4 + 2021847x3 

+1477766x2 
- 1006566x + 170694 

!G(x) 3x6 + 5x4 
- 4x2 

- 9x + 21 

h(x) - x6 + 3x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 + 3x + 1 

fs(x) 3x6 + 5x4 + 9x2 + 4x + 8 

j9(x) - x8 + x6 
- 3x4 

- 3x3 + x2 + 2x - 5 

J10(x) - x8 + x6 
- 3x4 

- 3x3 + 8x2 + 2x - 5 

fu(x) - x8 + x6 + 10x4 + 10x3 + 8x2 + 2x + 8 

j 12(x) x8 + 8x7 + 21x6 + 21x5 + 42x4 + 13x3 + 12x2
- 14x + 12 

ft3(x) 9x9 + 3x8 + 14x7
- l6x6 + 5x5

- llx4 
- 3x3

- 2x2
- l3x- 13 

ft4(x) x 15 + 30x14 + 5x13 + 2x12 + 5x + 2 

fts(x) x18 + 9x17 + 45x16 + 126x15 + 189x14 + 27x13
- 540x12

- 1215x11 

+1377x10 + 15444x9 + 46899x8 + 90153x7 + 133893x6 + 125388x5 

+29160x4 
- 32076x3 + 26244x2 

- 8748x + 2916 

x33 + 7x32 + 27x31 + 76x30 + 174x29 + 343x28 + 603x27 + 968x26 

+1442x25 + 2016x24 + 2667x23 + 3359x22 + 4046x 21 + 4677x20 

+5202x19 + 5578x18 + 5774x17 + 5774x16 + 5578x15 + 5202x 14 

+4677x13 + 4046x 12 + 3359x 11 + 2667x10 + 2016x9 + 1442x8 

+968x7 + 603x6 + 343x5 + 174x4 + 76x3 + 27x2 + 7x + 1 

55 
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ftr(x) x4t _ x ''o _ x39 + x36 + x35 _ x33 + x32 _ x30 _ x2i + x23 + x22 _ x21 

-x2o + xt9 + x1s _ xt-~ _ xll + x9 _ xs + x6 + xs _ x2 _ x + 1 

a1(x) 78192x10 + 20480x9 + 58368x8 -161792x7 + 198656x6 + 199680x5 

-414848x" - 4160x3 + 171816x2 
- 48556x + 469 

a2(x) = 8192x10 + 12288x9 + 66560x8
- 22528x7

- 138240x6 + 572928x5 

-90496x" - 356032x3 + 113032x2 + 23420x - 8179 

a3(x) 4096x10 + 8192x9 + 1600x8
- 20608x7 + 20032x6 + 87360x5 

-105904x" + 18544x3 + 11888x2 
- 3416x + 1 

a4 (x) 4096x10 + 8192x9
- 3008x8

- 30848x7 + 21056x6 + 146496x5 

- 221360x4 + 1232x3 + 144464x2 
- 78488x + 11993 

f4o(x) a 1 • a 2 • a3 • a4 

9t(x) - -100x + 1 

gz(x) - 3x2 + 1 

g3(x) - 1010x 2 + 1 

g4(x) - -6x3 + 2 

gs(x) - 5x3 + 2 

96(x) -341x13 + 80x11 
- 4x7 + 3x2 

97(x) - - 700x36 + 300x20 + 1 

gs(x) - -XlOO + 1 

gg(x) -x1o1 + 1 

9tO(x) - xzoo + 1 

Os polinômios f 1 , }3, f5 e ft 5 são exemplos de [3], f" é um exemplo de 

[2], j 6 , j 8 , / 10 e j 11 são exemplos de [11}, fz, h e fg sã.o exemplos de [6], !12 e ft" 

são exemplos de [14] e / 13, / 16 e / 17 de [19]. O polinômio f10 é o SJGSAM P1·oblem 

#1, que pode ser visto em [21]. 
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Na tabela 4.1 sã.o apresentados pol inômios para os quais nossa cota é 

vantajosa sobre a cota de Landau-Mignotte, o que ocorre na maioria das vezes. 

.f 9 Cota de Landau-Mignotte Nova Cota Superior i\IIDC(.f,g) 

9s gg 1. 79273 X 1030 6.52851 X 1022 x-l 
98 910 1.79273 X 1030 6.52851 X 1022 1 

.fts !17 4.20819 X 10 10 3.18324 X 107 
.ft6 

CLt f.IO 5.78762 X 108 4.5577 X 106 
CLt 

CL2 CL4 3.22397 X 108 1.96157 X 1{)6 1 
CL3 (L4 1.457 42 X 108 540979 1 

!12 h4 7927.74 281.99 1 

/t2 ! t 4 7927.74 281.99 1 

fn fts 4678.57 155.208 1 

!t fs 3204.24 286.217 1 

ft3 ft4 1833.73 502.881 1 

/13 !17 1833.73 502.881 1 

/12 !t7 1254.14 281.99 1 

fs fiO 510.219 99.3579 1 

fs fg 452.548 95.441 1 

!4 fs 370.305 21.3622 1 
fs fu 297.904 64.471 1 

h h 169.328 11.3408 (x + 1)4 

/12 910 362.039 281.99 1 

Tabela 4.1: Comparação entre as cotas: M 1 > i'v12 

Na tabela 4.2, na próxima página, são apresentados polinômios em 

que a cota de Landau-Mignotte é menor que a nova cota 4.8. Note que para que 

isto aconteça, geralmente é necessário que pelo menos uma das três condições seja 

satisfeita: 

1) O coeficiente líder de um dos polinômios é mui to maior que seu grau; 

2) A diferença entre os graus dos polinômios é grande; 

3) Os coeficientes intermediários dos polinômios são quase todos nulos. 
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f 9 Cota de Landau-Mignotte Nova Cota Superior M DC(.f,9) 
CLt (L4 118429 1.96157 X 106 1 

h !16 67.4214 120077 1 

96 97 8415.28 76817.5 1 

h !12 67.4214 281.99 1 

91 98 2.0001 111.383 1 

94 95 8.43274 10.3886 1 

92 93 4 4.31362 1 

Tabela 4.2: Comparação entre as cotas: i'v11 < M2 

Cada um desses três fatores é "ruim" para a nova cota, isto é, estas 

condições são favoráveis para que a cota de Landau-Mignotte seja menor. De fato, 

os polinômios g~, ... , g10 foram criados com esse propósito. Entretanto, 1), 2) e 3) 

não são condições suficientes para que tal aconteça, pois mesmo que as três situações 

ocorram simultaneamente, a nova cota pode ser menor que a de Landau-Mignotte, 

como mostra o exemplo a seguir. 

Exemplo 4.1 Sejam 

f(x) x 3 +1 e 

g(x) - 10100x100 + 1 E Z[x]. 

A cota de Landau-Mignotte para o N! DC(f,g) é 8, ao passo que a nova cota é 

2.72818. 

(Os resultados apresentados nesta seção foram obtidos com a imple~ 

mentação das cotas no MATHEMATICA). 



-
5 CONCLUSAO 

Nosso principal objetivo no desenvolvimento desta dissertação era a 

apresentação de algoritmos eficientes para o cálculo do Máximo Divisor Comum de 

polinômios a uma variável. Apresentamos duas classes de algoritmos: os Euclidianos 

e os Modulares. 

Entre os Algoritmos Euclidianos, o Sub-Resultante (Algori tmo 2.6) é o 

que apresenta menor custo por requerer um número menor de cálculos de M.D.C.s de 

coeficientes além de evitar o crescimento exponencial das expressões intermediárias. 

Os Algoritmos Modulares, conforme observamos no capítulo 3, são mais 

eficientes que os Euclidianos. Para que estes algoritmos funcionem mais rapidamente 

é importante que seja conhecida uma cota superior para os coeficientes do M.D.C. 

que não esteja muito distante dos coeficientes verdadeiros. 

Uma das contribuições deste trabalho foi a apresentação e demonstração 

detalhadas 'dos resultados necessários para a obtenção da cota superior de Landau

Mignotte. 

A principal contribuição desta dissertação foi a obtenção de uma nova 

cota superior que é menor que a de Landau-Mignotte para grande parte dos po

linômios. Inclusive obtivemos uma classe de polinômios para os quais a nova cota é 

garantidamente menor que a anterior (corolário 4.3.2). 

Assim, para o cálculo do M.D.C. de polinômios a uma variavel su

genmos a aplicação do Algoritmo 3.2 com uma modificação no 1 º passo: se os 

poli nômios satisfazem a.s hipóteses do corolário 4.3.2, utiliza-se a nova cota; caso 

contrário, escolhe-se a menor das duas cotas superiores. Esta versão do Algoritmo 

3.2 será apresentada na seção 5.1. 

59 
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Uma extensão do estudo de algoritmos para o M.D.C. de polinômios a 

uma variável , que desenvolvemos nesta dissertação, é o estudo de algori tmos para o 

lvi.D.C. de polinômios a várias variáveis. Podemos obter um algoritmo semelhante 

ao Algoritmo 3.2 para o cálculo do M.D.C. de dois polinômios a n variáveis. Para 

mais detalhes veja [6]. 

5.1 Algoritmo Final 

Apresentaremos a seguir o algoritmo que acreditamos ter melhor desem

penho que todos os algoritmos apresentados durante esta dissertação. Este algoritmo 

é baseado no Algoritmo 3.2 e na utilização da nova cota superior nos freqüentes casos 

em que ela é menor que a cota de Landau-Mignotte. 

Algoritmo 5.1 Dados dois polinômios não nulos f e g com coeficientes inteiros, 

este algoritmo calcula o NI.D.C. de f e g utilizando redução módulo números primos 

pequenos e o Teorema Chinês dos R estos, escolhendo no 1º passo a menor entre as 

duas cotas superiores para os coeficientes. 

1. Se f e g são mônicos, de graus maiores que 1 e iô f - âgl < 2, 

então J\!I ~ nova cota superior para os coeficientes, 

senão M ~ min{ nova cota superior, cota de Landau-A1ignotte}; 

2. N ~ MDC (coef. líder de f , coef. líder de g); 

3. p ~ número primo que não divide N; 

4. h~ MDC(Jp,gp); 

5. S e o grau de h for zero, 

então 

5.1. h~ l ; 

5.2. vá para 11; 

6. prodprim ~ Pi 

7. result ~ h; 
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8. E nqua nto prodp1·im ::; 2i'v! 

faça 

8 .1. p f- mímem primo que não divide N ; 

8.2. h f- J'vf DC(fv, 9v) ; 

8.3. Se o grau de h for m eno1· que o grau de 1·esult, 

então vá para 5; 

8.4. Se o grau de h for igual ao grau de result, 

então 

61 

8.4.1. r esult f- Teorema Chinês dos Restos aplicado a cada coefici

ente dos polinômios result (mod prodprim) e h (mod p); 

8.4.2. prodprim f- prodprim x p ; 

9. Se result divide f e divide g, 

então 

9.1. hf--result; 

9.2. vá para 11; 

10. Vá para 3; 

11. O algoritmo termina com h como o M.D.C. procurado. 
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