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S I N O P S E 

O objetivo desta tese é introduzir o método dos 

elementos de contorno como uma nova técnica para resolver 

problemas da mecânica do contínuo. 

Por ser a primeira tese sobre o assunto, no 

curso de Pós-Graduação da UFRGS,não foram omitidos os pri~ 

cípios básicos do método e a tese se desenvolve sobre o as 

pecto teórico em todos os capítulos. Os exemplos apresent~ 

dos são acad~micos e os resultados foram obtidos com a im­

plementação de diferentes programas para cada capítulo. 

O método dos elementos de contorno e aplicado a 

problemas de potencial em reg1oes bidimensionais. São ana­

lisados os casos das equaç6es de Laplace, Poisson, circu­

lação estacionária e fluxo transiente de calor.Para as equ~ 

ções de Laplace e Poisson são analisados os elementos cons 

tante, linear, quadrático e quadrático isoparamétrico. No 

caso de circulação estacionária, são analisados dois ~éto­

dos para a resolução do mesmo problema e são utilizados os 

elementos constante e linear. Para o fluxo transiente de 

calor somente o elemento linear é analisado, sendo que sao 
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desenvolvidos também dois métodos para a resolução do mes~ 

mo problema. Para todos os casos acima é utilizado o "Méto 

do Direto" para o desenvolvimento das equaçoes de cantor 

no. A partir da equação governante e das condições de con 

torno, aplica-se um método dos resíduos ponderados e inte­

gra-se por partes até obter-se uma equaçao que envolva in 

tegrais somente sobre o contorno. 
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SUMMARY 

The objective of this thesis is to introduce the 

·method of boundary elements, a new technique to solve 

problems in continuum mechanics. 

Being the Civil Engineering Post 

course of UFRGS first thesis on this subject, 

Graduation 

the basic 

principles of the method were not excluded, and theoretical 

aspect of the work are developed in each chapter. Academic 

examples are presented, whose results were obtained by the 

implementation of different computer programs for each 

chapter. 

The method of boundary elernents is applied to 

potential problems in two dimensional regions. The 

equations analysed are those of Laplace, Poisson, steady 

state circulation and transient heat transfer. For the La­

place and Poisson equations constant, linear, quadratic 

and quadratic isoparametric elements were used. fu the case 

of steady state circulation two different schemes are 

developed using constant and linear elernents.For transient 

heat transfer problems two solution rnethods are also 

developed using the linear element only. In all cases the 
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"Direct Method" is used for the developrnent of the boundary 

equations. Starting frorn the governing equations and the 

boundary conditions a weighted residual rnethod ~ applied. 

Using integration by parts a set of equations are obtained 

wich involve integrals along the boundary only. 
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CAP!TULO I 

I N T R O D U Ç Ã O 

A necessidade de maior precisao e o aproveitame~ 

to da alta velocidade dos computadores eletrônicos tem to! 

nado a análise numérica o instrumento básico para a resol~ 

ção de problemas relacionados com a mecânica dos meios con 

tínuos. 

Dentre os vários métodos numéricos existentes, o 

método dos elementos de contorno surge como uma nova alter 

nativa para tentar solucionar estes problemas. 

O método dos elementos de contorno surgiu de tra 

balhos anteriores sobre as clássicas equações integrais.E~ 

tas equações foram aplicadas com sucesso em elasticidade 

b . . d" . 1 R" 17 C 10 A ... . I e tri Imensiona por Izzo e ruse . pos posteriores 

trabalhos destes mesmos autores, Lachat 14 realizou na Uni-

versidade de Southampton um trabalho que foi definitivo p~ 

ra a formulação do método dos elementos de contorno. 
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O método dos elementos de contorno pode ser vis-

to como uma combinação das integrais de contorno com astéc 

nicas modernas de elementos finitos e é interpretado como 

solução do método dos resíduos ponderados, relacionando as 

sim o método dos elementos de contorno com outras técnicas. 

Em elementos finitos a região é aproximada por elementos e 

as equações são aproximadas sobre a região por funções, as 

quais satisfazem totalmente ou parcialmente as conilições de 

contorno. Nos métodos de contorno a equação 
.. 
e satisfeita 

no domínio enquanto que as condições de contorno não são sa 

tis feitas. 

O método dos elementos de contorno consiste em 

dividir somente a superfície externa do domínio em uma sé-

rie de elementos, sobre as quais as funções em considera-

çao podem variar de diferentes maneiras. Isso permite red~ 

zir em um a dimensionalidade do problema e conseqUentemen­

te trabalhar com menores sistemas de equações além de redu 

zir os dados de entrada para o programa. Entretanto a ma-

triz gerada é cheia e não simétrica. O método dos elemen -

tos de contorno é adequado para resolver problemas com do 

mínio se estendendo ao infinito, tais como os freqUenteme~ 

te ocorridos em mecânica dos solos, hidráulica e análise 

de tensões. 

No segundo capítulo, o método dos elementos de 
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contorno é aplicado às equaçoes de Laplace e Poisson,em r~ 

giões homogêneas. São analisados quatro tipos de elementos, 

ou seja, elementos constante, linear, quadrático e quadrá­

tico isoparamétrico. No final do capítulo sao apresentados 

exemplos comparando os resultados obtidos com o método dos 

elementos de contorno, com soluções exatas e outros méto­

dos. 

No terceiro capítulo, o método foi aplicado a prE_ 

blemas de circulação estacionária, baseado na ref. 191, na 

qual foi dado um método para resolução de meios não homog~ 

neos. No que tange ao problema de circulação estacionária, 

foram desenvolvidos dois processos para a resolução do pr~ 

blema, sendo que tanto o elemento constante como o elemen­

to linear foram utilizados. Neste capítulo foi introduzida 

uma nova técnica baseando-se na ref. 111, técnica esta que 

modifica a análise e introdução das condições de contorno. 

No final do capítulo sao apresentados exemplos e 

os resultados obtidos com o método dos elementos de contor 

no sao comparados com outro método numérico. Neste caso não 

existe solução analítica para o problema. 

No quarto capítulo é feito um estudo inicial de 

problemas dependentes do tempo. São analisados também dois 

processos para a solução do mesmo problema, ou seja,um que 
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integra passo a passo no tempo e o outro o qual permite i~ 

tegrar anal1ticamente em relação ao tempo. No final do ca­

pítulo é feito um exemplo no qual os resultados obtidos p~ 

ra os diversos intervalos de tempo, utilizando o método dos 

elementos de contorno, é comparado com a solução exata. 

No quinto capítulo sao feitas as conclusões fi­

nais e recomendações para futuros trabalhos. 



2.1 

2 .1.1 

CAP!TULO II 

DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS DE BORDO 

PARA AS EQUAÇOES DE LAPLACE E POISSON 

EQUAÇÃO DE LAPLACE 

A equaçao de Laplace a2u --=o, 
ay2 
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de amplo 

significado físico e matemático, serve como base para o d~ 

senvolvimento inicial do Método dos Elementos de Contorno 

aplicado a problemas de potencial. A formulação do Hétodo 

dos Elementos de Contorno é feita aplicando- se Galerkin, 

que é um Hétodo de Resíduos Ponderados,à equação de Lapla­

ce, juntamente com as condições de contorno. ~possível f~ 

zer um relacionamento no desenvolvimento bâsico das expre~ 

sões de Galerkin para elementos finitos 4 com a expressao 
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usada como ponto de partida para o desenvolvimento dos el~ 

mentes de contorno. E importante ressaltar que os elementos 

de contorno lineares e constantes foram inicialmente desen 

volvidos por C. A. Brebbia2 . 

2 .1. 2 RELACOES BÁSICAS 
----~-----------

Considera-se uma função potencial "u" em um domí 

nio n, a qual satisfaz a equação governante, 

2 v u = O, em n 

Com as seguintes condições de contorno 

Condição essencial u -
= u em r 1 

Condição natural q = q em r 2 

sendo r = r 1 + r 2 o contorno global. 

y 

f'lt I 
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Aplicando Galerkin à equaçao e às condições de contorno, 

tem-se 

f (q-cl) wdr + f (u-u) ~~ dr 
r2 r1 

2.1.2(a) 

onde w e uma função de peso. 

Em elementos finitos, a condição essencial é automaticame~ 

te satisfeita se forem utilizados elementos conformes, en-

tão, 

f (v 2u)ôudn = f (q-q)ôudr 2 o 1. 2 (b) 

w 

onde w=ou 

Integrando o laplaciano por partes, tem-se 

2.1.2(c) 

e 

( 
32 ~ oU dx dy = (~óud X- fau aou dxdy 

j n a Y j a Y na Y ay 
2.1.2(d) 

Substituindo 2.1.2(c) e 2.1.2(d) em 2.1.2(b), obtém-se 
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= f C q - q) 8 u d r 2.1.2(e) 

r 
2 

cos Cy ,n) = cos S =-M = ~~ 

dv 

cosCx,n) sen S = _iy_r = t:,x = ax ar ~::,n a:n 

4---------------+ 
2.1.2(f) 

dx 

,.. 2 

Reescrevendo a expressao 2.1.2Ce), 

f~ -ªr 8 u d r+ fau dx 8 u dr- Jc~ ó8u + ~ a'âôyu) dxdy= 
ÓX ([f óy af dX dX óy 

= f C q - q) 8 u d r 

r2 

2.1.2(g) 
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Sub s ti tu indo as e xp r e s s o e s 2 . 1 • 2 ( f) em 2 • 1 . 2 ( g) , tem- s e 

f [ ~ux ( ) dU ( )] d J ( dU dou 'Clu dou 
o cos x,n- dY cos y,n ou r- ãX ax-+ dY ay-)dxdy = 

r n 

=f (q-ci)oudr 

r2 

Como, 

~~ = q = ~~ cos(x,n) - ~~ cos(y,n) 

é possível fazer, 

f
dU f dU 3oU dU dOU f - oU dr - [- -- + - -- ] d X d y = ( q - cl) o U d r dn dX étx dy dy 
r n G 

ou 

Jqoudr+ fq,oudr- fcdu dou+~ dou ]dxdy= 
dX dX dy dY 

~ ~ n 

f qoudr- J qoudr 

r2 r2 

Desta forma, a expressao 2.1.2(h) torna-se 

f C au a ou + ~ a ou) d n = fCi o u d r 
ax ax ay ay 

n G 

2.1.2(h) 

2.1.2(i) 
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Na expressão 2.1.2Ch) os termos q em r2 se cancelam e 

J qôudr =O, pois u= u em r 1 • 

rl 

A expressão 2.1.2Ci) é o ponto de partida para o Método dos 

Elementos Finitos neste caso. 

Para elementos de contorno, tem-se a expressao 2.1.2Ca) 

J. c q - q) w d r + J Cu - u) ~ ~ d r 
r2 n. 

Integrando o laplaciano por partes e aproveitando as expre~ 

sões desenvolvidas para elementos finitos, tem-se 

ou 

- Jcau ~ +~ ~) d n + Jq w d r = fcq- q) w d r + ax ax ay ay 
n r r2 

+ J Cu - u) a w d r an 
rl 

Ir. cdU dW 
" ax ax 

+ ~~ ~~) d n = - J q w d r - J q w d r + 

rl r2 

+ J q w d r - J q w d r + J u ~~ d r - J u ~~ d r 
s s ~ ~ 

Efetuando as simplificações necessárias, 



f
Cau aw + ~ ~)ds-2= f qwdr 

ax ax ay ay 
s-2 rl 

aw d r­
an 

a w d r 
an 

11 

2.1.2(j) 

I d f. C a u a w + a u ~) d ntegran o o termo - ax ax ay ay s-2 por partes, 
S] 

f c d u d w + ~ ~) d S] = - J u d w d y - r u ~ d X + 
ax ax ay ay ax J ay 

S] 

2.1.2Ck) 

Considerando as expressoes 2.1.2Cf), escreve-se 2.1.2(k) da 

seguinte forma: 

[fu 
aw ~ d r+ J u 

aw dx dr]+fc~+ a2w)udr2 - ay CTf ax ax 2 ay2 

ou 

-f [ u 
dW dW J f (l 2w a 2 w) u d r2 
ax cosCx,n)-u ay c os Cy, n) d r+ C-- + 

ax 2 ay2 
S] 

Então, para 2.1.2Ck) tem-se, 

- fu a w d r + J C~ 2 w + a 2 w) u d s-2 
an ax2 ay2 

S] 

2.1.2(1) 
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Substituindo 2.1.2(1) em f2.1.2(j), obt~m-se 

rca 2
w + a2

w)udíl= r u~~ d r+ f u ~~ d r-
J íl a x 2 a y 2 Jn r 

2 

Resultando a expressao, 

2.1.2(m) 

ou de uma maneira geral 

2. 1. 2 (n) 

Nota-se que o operador v2 age agora sobre w. Poderia ter 

sido escolhida uma função de peso w tal que v2 w =O. Então 

a expressão 2.1.2(n) ficaria igual a: 

a w d r 
an = J q w d r 

r 

Esta equaçao ~ aplicável somente no contorno e normalmente 
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nao é usada como solução de problemas. A equaçao nesta for 

ma gera uma matriz singular, além de não permitir que de­

pois de resolvido o problema, seja possível calcular a so 

lução em pontos internos, que é essencial em alguns casos. 

Normalmente, o que se faz, é escolher uma "solução funda-

mental" para a equação governante, por motivos de precisão 

e pelo fato de evitar os problemas acima citados. Chama-se 

então de w = u* a solução fundamental. 

2.1.2.1 A SOLUÇÃO FUNDAMENTAL 

Solução fundamental é a solução para a equaçao 

governante em um domínio infinito com um potencial unitá­

rio, aplicado em um dado ponto i. A equação governante é: 

ou • 

2.1.2.l(a) 

onde lii é a função delta de Dirac e representa um potencial 

unitário agindo em um ponto "i". lli tem as seguintes ca-

racterísticas, 
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Então 

tJ d ri = U· 1 
em i. 

J u C 'V 2 u * + 1:!. i) d r~ = J u v2 u * d r~ + ui 
ri ri 

14 

onde u· 1 representa o valor da função incógnita no ponto 

"i" de aplicação do potencial unitário. 

Se a equaçao 2.1.2.l(a) ê satisfeita pela solução fundamen 

tal, então 

f u 'í/2 u * d ri 

ri 

2.1.2.l(b) 

Substituindo 2.1.2.1(b) na equaçao 2.1.2(m), tem-se 

-ui = -f q u * d r- J q u * d r+ J u q * d r + J u q* d r 

G S ~ G 

ou 

ui+ J uq*dr+ f uq*dr= f qu*dr+ Jqu*d 
r~ r 2 r1 r2 

2.1.2.l(c) 



onde q = au 
an ' q * = au* 

an 
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A equaçao 2.1.2.l(c) é válida para qualquer ponto em n. 

Para um meio isotrópico tridimensional a solução 

fundamental2 é: 

u* 1 = Lfi1"T 2.1.2.l(d) 

onde r é a distância do ponto de aplicação da carga até o 

ponto em consideração. Para mostrar que u* = 
1 

4nr é solu-

ção da equação governante, substitui-se na equaçao de La 

place em coordenadas polares levando em conta a simetria. 

-A equaçao de Laplace em coordenadas polares e, 

a 2 u* 2 
--+-
ar2 r 

au* = !:11 
8T 2.1.2.l(e) 

Derivando a solução fundamental e substituindo na equaçao 

2.1.2.l(e), 

au* 1 a2u* 1 
= - = 

õr 4nr 2 d r2 4nr 3 

1 2 (- _1_) t.i -- + - = 
2nr 3 r 4nr 2 
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Então 

par a o ponto i , r = O e ~i = oo Para qualquer ponto dife-

rente de i, r f O e ~i = O. 

Assim mostrou-se que u* é solução de v2 u* = ~i. 

Também é possível mostrar que f u v2 u*d rl =-ui usando o te~ 
rl 

rema da divergência. Considerando-se uma esfera de raio R 

com centro no ponto i. Chamando a superfície da esfera de 

r , então r = 4nR2 sendo R o vetor normal externo. 

Assim, 

( au * d r 
j_ an 
r 

= J au* dr 
an 

r 

=Jau*dr 
aR 

r 
2.1.2.l(f) 

Substituindo a solução fundamental 2.1.2.l(d)em 2.1.2.l(f) 

e levando em conta que na esfera R é constante, 



I au * d r = 
aR 

r 

portanto 

1 

4nR 2 

- u. 
1 

1 
= - 1 

Para o caso bidimensional a solução fundamental e 
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1 1 
u* = 2IT ln(-y) 2.1.2.l(g) 

2.1.2.2 PARTICULARIZAÇÃO DA EQUAÇÃO PARA O CONTORNO 

A equaçao 2.1.2.l(c) é válida para todo ponto do 

domínio. Para formular o problema como uma técnica de con-

torno é preciso restringir a equação somente para pontos no 

contorno. 

Para isso ser feito, considera-se a superfície de uma re-

g1ao tridimensional conforme fig. 3. 
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HENISRRIO 

R NORMAL 

SUPERFICIE DE COIIITORNO 

FIG 3 

Considera-se o ponto centrado no hemisfério. O hemisfério 

tem raio e:, o qual pode ser reduzido a zero. 

Assume-se o contorno corno sendo suave e também que o ponto 

esteja em G. Considerações similares podem ser feitas se 

o ponto estiver em ~· 

Considera-se o contorno dividido em duas partes, 

au* d r f an = r u 
(2- e:-) 

au* d ( au* dr 
an r + J, u an 

r e: 

Pode-se agora substituir a solução fundamental no segundo 

termo do lado direito da equaçao e levar ao limite, isto é 

e: ~ o 



lim 
E:-+0 

u* = 1 
4Tie 

ôu* 
ôn 

Como no hemisfério, e 

lim~ -f. e-+o 
r e 
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= -

.... 
e constante, tem-se 

}
= lim 

e-+o 2.1.2.2(a) 

O mesmo cálculo pode ser feito para o termo Ir q u• d r, po-

rém neste caso 2 

lim 
e-+o 

= o 2 . 1. 2 . 2 (b) 

Portanto, o limite nao introduz nenhum termo adicional na 

equação 2.1.2.l(c). O mesmo resultado poderia ter sido ob­

tido pela anilise de um ponto em S ou em um domfnio bidi-

mensional. 

Substituindo 2.1.2.2(a) na equaçao 2.1.2.l(c), a equaçao 

do contorno pode ser escrita, 

Ui f ui - T + u q* d r 
r 

= 1 q u* d r 
r 
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Então a equaçao para o contorno é: 

f+ i uq* d r+ f uq*dr =f qu*dr+ f qu*dr 2.1.2.2(c) 
r2 rl r2 rl 

2. 2 OS ELEMENTOS DE CONTORNO 

A equaçao 2.1.2.2(c) agora pode ser aplicada no 

contorno do domínio em consideração. Daqui em diante somen 

te domínios bidimensionais serão considerados. 

Quatro tipos de elementos de contorno serao vis-

tos 

constante 

linear 

quadrático + + 

quadrático isoparamétrico 



Sendo que: 

2. 2. 1 

2.2.1.1 
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• ponto em que se calcula a in­
cógnita q ou u. 

+ ponto que define a geometria 
dos elementos 

ELEMENTOS CONSTANTES 

ANÁLISE DOS ELEMENTOS E FORMAÇÃO DO SISTEMA 

EQUAÇOES 

DE 

Discretiza-se o contorno com n elementos. Os va-

lores das variáveis "u" e "q" são constantes para cada ele 

mento e dados pelo valor do nó no meio do elemento. 

,. .. 4 

O contorno foi discretizado com n elementos, sendo que n 1 

pertencem a r1 (u=u) e n 2 pertencem a r2 (q=q), n =n1 + n2 
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~ sabido que 

f+ J. uq*dr + J Üq*dr =f qu*dr +f qu*dr 
r2 rl r2 rl 

esta equaçao é aplicada a cada nó "i" do contorno,formando 

um sistema de n equações com 2n variáveis, n das quais são 

conhecidas. 

A equaçao acima quando discretizada assume a forma 

u· 1 

T 

n 
+ I 

j =1 
u. 

J 

n i q * d r = I q. i u* d r 
rj j = 1 J rj 

2.2.1.l(a) 

u. e q. sao constantes para cada elemento por isso ficam fo 
J J 

ra da integral. 

-A equaçao 2.2.l.l(a) relaciona o no "i" com os elementos j 

ao longo dos quais as integrais são avaliadas. 

2.2.1.1.1 AVALIAÇÃO DAS INTEGRAIS 



~---- 12 -------~ 

~----r;-------~ 

f'll !I 

r 
I 
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SINTIDO DE INTURAÇÂO 

Considera-se de acordo com a fig. 5 que a integração é fei 

ta sobre o elemento j o qual contém o nó j. 

Inicialmente i ~ j 

I I X1, Y1 I 

f'IQ I 

sendo, 

SENTIDO DE 
INTEGRAÇÃo 

-x ,y - coordenadas dos nos no centro dos elementos 
c c 

x1 ,yl,xz,yz- coordenadas que definem a geometria dos ele-
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mentes. 

x. ,y. - coordenada do nó a partir do qual é feita a inte -
1 1 

graçao. 

x,y - coordenadas dos pontos de integração sobre cada ele-

mente. 

A integração é feita no sentido anti-horário e 

todos elementos devem estar ordenados. 

Sabe-se que a solução fundamental é, 

u* = 1 ln (-rl) 
2TI 

Definindo as coordenadas locais ç 

p =I r ~=-I 

I 
2 f=O 

f'IQ 7 

~ preciso definir o Jacobiano para a transformação de coor 

denadas 
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AY •• y 

L. dY 
df 

fi 
d' 

F18 I 

Da fig. 8, obtém-se a relação 

dr 2.2.l.l.l(a) 

Como 

dr = IJI di: 2. 2. 1. 1. 1 (b) 

sendo IJI o determinante do Jacobiano. 

Portanto 

2.2.1.1.l(c) 

Da fig. 8, 



ax 
ãi1 

Por conseguinte 

ax = 1 ir 
an TJT a~ 

ll 
an 
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dx 
-- <IT -ar 

<IT 

1 ax 
=- --

1 J I a~ 
2.2.1.1.l(d) 

A derivada de u* em relação a normal e feita usando a re -

gra da derivação em cadeia. 

au* 
éln 

au * ax = + ax a~ 

Da fig. 6, 

au* i.l 
ay a~ 

Então a solução fundamental torna-se 

Derivando u* em relação a x e a y, 

au* 
ax = 2.2.1.1.l(e) 



3u* 

av 

Da fig. 7 sao definidas as funções de forma, 

h 
1 (1 = 
2 

<P2 
1 (1 = 
2 

para t; = -1 

para t; = 1 

-

+ 

t;) 

t;) 

"' = 1 'f'l 

"' = o 'f'l 

<P2 = o 

1 
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2 . 2 • 1. 1. 1 (f) 

A geometria do elemento constante varia linearmente, então 

pode ser assim definida: 

xl 
(1 t;) 

x2 
(1 t;) X = T - + T + 

yl 
(1 t;) y = T - + 

Y2 
(1 + n T 

Derivando 2.2.l.l.l(g) em relação a t;, 

3X 
3t; = 

Pode-se agora avaliar IJI, 

2.2.1.1.l(g) 

2. 2. 1. 1. 1 (h) 



Então 

I J I = .e. 
2 

1 
2 

onde i é o comprimento do elemento. 

Conseqlientemente, 

Então 

au* 
an 

au* 
an 

= q* = -

= 

1 

2nr 2 

1 

2nr 2 
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2.2.1.1.l(i) 

(y-yi) (x2-xl) 
I 

2.2.1.1.1(j) 

Dadas estas expressoes, as integrais podem ser avaliadas. 

Considera-se primeiramente 

q J u* d r 

r 
= q J u* d r + q J u* d r 

I[ r2 
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Faz-se uma mudança de variável, 

f J.
i;=ll 1 

q u*dr =q 2n ln C-y) IJI di; 
1'. !;=-1 
J 

2. 2. 1. 1. 1 (k) 

:E sabido que r = f(!;), então substituindo o valor de I J I 
na expressao 2.2.l.l.l(k), 

f 
ql.fl 1 

q u * d r = -tr ln c r) d i; 
r· -1 J 

2.2.1.1.1(1) 

·considerando agora, 

u Ju*dr = u J q*dr+ 
r r

1 

2. 2. 1. 1. 1 (m) 

Substituindo 2.2.l.l.l(i) e 2.2.l.l.l(j) em 2.2.l.l.l(m) , 

obtêm-se 

u J q *d r 
r. 
J 

Desta forma 
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sendo lj o comprimento do elemento j. 

Para avaliar estas integrais, emprega-se a integração de 

Gauss, utilizando quatro pontos de integração por element~ 

De acordo com a ref. 

I= f1
f(ç:)dç: = 

-1 

12 I , 

n 
I wk f C ç: k ) + En 

k=l 

onde Wk =fator de peso, ç:k = coordenada no ponto de inte­

gração k, En = erro = O 

Esse esquema de integração ~ utilizado para todo tipo de 

elemento discutido neste capítulo. Para o elemento constan 

te, tem-se 

1IEEr I~ I 
-I 

' onde 1,2,3 e 4 sao os valores das coordenadas de t; e sao 

dados na tabela 1. 

Portanto ~ possível calcular todas as integrais numerica -

mente para os elementos j r i. 

Deve ser considerado agora o caso em que i J 

Neste caso r= O. Se for usada a integração de Gauss, os re 



31 

sultados serao pouco precisos. 

Porém para o caso em que 1 = j as integrais podem ser re-

solvidas analiticamente. 

Analizando primeiro a integral 

conclui-se que ela é igual a zero, devido a ortogonalidade 

existente entre n e s· (vide fig. 7) 

Considerando agora a integral 

Jr u*d r = 

j=i 

1 
zn f ln ( ~) d r 

r. 
l 

Quando i= j, o nó está no centro do elemento considerado , 

conforme figura abaixo. 

2 

I 
L, 

FIG 9 
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De acordo com a fig. 9, ~ po&s{vel escrever 

1 = TI 

= 2 ~ [ ln (f) - 1 J 2.2.1.l.l(o) 

-onde l e o comprimento do elemento. 

Desta forma todas as integrais sao avaliadas, independente 

de onde se localize o nó "i". 

2.2.1.1.2 FORMAÇÃO DO SISTEMA DE E0UAC0ES 

Foi visto que, 

u. 
1 

y+ I uj J q *d r = 
j =1 r. 

I qJ. ( u*dr 
]. = 1 j_ r. 

Definindo 

l q*dr = Hij 
r· J 

J 

J u*dr = 
rj 

J 

G·. lJ 

2. 2. 1. 1. 2 (a) 

2. 2. 1. 1. 2 (b) 



Substituindo 2.2.1.1.2(b) em 2.2.1.1.2(a), 

u. 
l 

2 
n 

+ . I 
J=l 

Chamando., 

H .. = H .. 
lJ lJ 

H .. 1 = 2 lJ 

u. H .. 
J l J 

q. G .. 
J l J 

quando i :f J 

+ H .. quando i j = lJ 

A equaçao 2.2.1. 1.2(c) pode ser escrita, 

n 

I 
j=l 

H .. u. = 
lJ J 

n 
I 

j=l 
G .. q. 

lJ J 
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2.2.1.1.2(c) 

2.2.1.1.2(d) 

2.2.1.1.2(e) 

O sistema de equaçoes para os n nos pode ser expresso em 

forma matricial, 

-+ -+ 
ti U = G Q 2.2.1.1.2(f) 

Na expressao 2.2.1.1.2(d) existem n 1 valores deu prescri­

tos em r1 e n 2 valores prescritos de q em S· 

ConseqUentemente existem n incógnitas sendo n 1 valores de 

q em r1 e n2 valores de u em r
2 

• 
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Reordena-se a equaçao 2.2.1.1.2(f), de modo que todas as 

incógnitas se localizem no lado esquerdo da equaçao e os 

valores conhecidos no lado direito. 

Desta forma, a equaçao 2.2.1.1.2(f) torna-se, 

-+ -+ 
A X = F 2 . 2 . 1. 1. 2 c g) 

Onde 

-+ 
X é um vetor n x 1, que contém as incógnitas 

-+ 
F é um vetor n x 1, que contém os valores prescritos de u 

ou q multiplicados por H .. ou G .. , respectivamente. 
lJ lJ 

6 é uma matriz quadrada n x n, não simétrica e cheia,cujos 

coeficientes sao os valores de H .. ou G .. corresponden-
lJ lJ 

tes às incógnitas u ou q de cada nó. 

Ao invés de montar o sistema de equaçoes 2.2.1.1.2(f) e de 

pois entrar com as condições de contorno para chegar na e­

quação 2.2.1.1.2(e), pode-se usar um esquema que ordena in 

cógnitas para um lado, valores prescritos para o outro la­

do, à medida que vai se montando o sistema de equações.Po! 

tanto, pode-se usar o seguinte esquema: 

Para cada nó usa-se um código que chamaremos de KODE. Se 

KODE = 1, neste nó ué prescrito (u=u) e q é incógnita. Se 
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KODE = 2, neste nó q é prescrito (q=q) e u é incógnita. 

Para cada nó "i" aplica-se a equaçao 2.2.1.1.2(g) com os 

elementos variando de 1 até n (j = 1,2, .•. ,n). 

Lembrando que , 

Hij = t q*dr 

J 

Inicia-se o processo, 

G .. 
lJ = l u*dr 

rj 

- Considerando o caso em que i r J 

q. é incógnita) 
J 

O termo Hij é multiplicado pelo valor de uj e vai pa­

ra a linha i no lado direito da equação 2.2.1.1.2 ( g) 
+ 

(vetor F), com o sinal trocado. 

Em contrapartida, como q. é incógnita, o termo G .. vai 
J lJ 

para a linha i e coluna j do lado esquerdo da equaçao 

2.2.1.1.2(e) (matriz 6), com o sinal trocado. 

29 - Se KODE(j) = 2, (q.=q., u. e incógnita) 
J J J 

O termo H .. permanece no lado esquerdo da equaçao 2. lJ 
2.1.1.2(g) (matriz A), na linha i e coluna j. 
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O termo G .. é multiplicado pelo valor q. e fica no 
1] J 

-+ 
lado direito da equação 2.2.1.1.2(g) (vetor F) na li-

nha i. 

Os termos que vao para uma linha i da matriz b sao co 

locados nas colunas correspondentes aos nós dos ele-
-+ 

mentos e os termos que vão para o vetor F são somados 

aos outros termos existentes nesta linha i. 

- Considerando o caso em que i = j 

19 - Se KODE(i) = 1 , ( u . = Ü . , q . é in c ó gn i t a) 1 1 1 

-+ 
O termo H .. vai para o vetor F com o sinal trocado 11 

multiplicando por ü .. Sabe-se de 2. 2 .1.1. 2 (d) que H .. = 1 11 
1 - - 1 H .. + -2 . Como H .. = O, entao H .. = -2 .Portanto o ter-11 11 11 

. -+F - l-mo que va1 para o vetor e - 2 ui. 

Este termo é somado com todos os termos anterioresexis 

tentes nesta linha i do vetor F. 

Como q1. é incógnita, o termo G .. avaliado em 2.2.1.1.l(o) 11 

vai com o sinal trocado para a linha i e coluna i da 

matriz A. 

29 - Se KODE(i) = 2, (q.=q. ' 
1 1 

u. é incógnita) 
1 



O termo H .. 
11 

matriz A. 

1 = 2 permanece na linha i e coluna 
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i da 

+ 
O termo G .. x q. permanece na linha i do vetor F, sen 

11 1 

do somado a todos os termos anteriormente existentes 

nessa linha. 

O processo segue até que todos os nós tenham sido per 

corridos (i =1,2, ... n), até que esteja formado o sis­

tema de equações, 

+ + 
A X = F 

O esquema acima desenvolvido pode ser melhor compree~ 

dido com um exemplo. 

Considera-se o seguinte caso: 

~rz 

'4•'4 u,..? 

. 1 
4 

1 
r. u1= ü1 3 u,.a3 

'l l '··? ';•? 
2 

~rz 
'2 \2, ut·~ 

Para este caso a 2.2.1.1.2(e)· 
... 

equaçao e: 
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Com este exemplo é possível ver mais claramente 

um dos motivos pelos quais adotou-se a solução fundamentru. 
u· 

Com a solução fundamental existe um termo ~' que gera o 

valor 1/2 na diagonal principal da matriz ~ quando temos 

q=q em rz Se tivesse sido usado outro tipo de solução tal 

como v2 w=o,no lugar de 1/2 existiria o valor zero na dia-

gonal principal da matriz~' pois como foi visto anterior-

- J au* mente , H . . = d r = o . 
11 an Portanto a matriz A poderia 

r. . 
1=J 

nao ser positivo definida se nao tivesse sido usada a solu 

çao fundamental. 

2.2.1.2 OBTENÇÃO DO POTENCIAL E DO FLUXO NOS PONTOS IN -

TERNOS 

Uma vez conhecidos os valores do potencial u e 
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do fluxo q no contorno, os valores de u e q nos pontos in­

ternos do domínio podem ser calculados. 

Recordando a equaçao 2.1.2.l(c), 

ui + i ü q * d r+ i u q * d r = 
rl r2 

i qu*dr+ J. qu*dr 
rl r2 

Esta equaçao é válida para todo domínio n. Portanto, se 
... 
e 

desejado calcular algum ponto no interior do domÍnio, bas-

ta fazer, 

u. = J. qu*dr- i uq*dr 
1 

r r 

sendo r rl + r2 q* au* 
= e = an 

ou em forma discretizada 

u. = 
1 

n 

I 
j =1 

q. G .. -
J 1J 

n 

I 
j=l 

u. H .. 
J 1J 

n - número de elementos no contorno 

2.2.1.2(a) 

2. 2 • 1. 2 (b) 

i - ponto do interior no qual queremos calcular u. 

Especifica-se em quais pontos internos se quer calcular u. 
1 

e aplica-se a equação acima. Os valores de q. e u. no con-
J J 
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torno já sao conhecidos, então para cada ponto interior a 

ser calculado tem-se uma operação independente de matrizes. 

Para o cálculo de Gij e Hij utiliza-se integração numérica 

para todos os elementos, porque o raio será sempre diferen 

te de zero, conforme pode ser visto na fig. 10. 

FIG 10 

Portanto 

t· 1 
G .. = 2::1. f tn cl.) d~ lJ 4rr r 

-1 

1 
H .. 1 f? [cx-xi)(yz-Yl)+(y-yi) (xl-xz)] d~ = 4IT lJ 

-1 

para qualquer ponto interno i e qualquer elemento j. 

Para calcular os fluxos internos q = ~u e q = au diferen 
X oX y 'dy 

cia-se a equação 2.2.1.2(a) em relação a x e a y. 

au* 
'dX dr - i u 

r 

d (] * 
~ dr (fluxo na direção x) 
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qyi = f q au* dr- f u ~ dr (fluxo na direção y) ay ay 
r r 

Sabe-se que. 

au* 
ax = -

au* = 1 (y-yi) ay 2rrr2 

q* au* (x-xi) (y2-yl) (y-yi) Cx2-x1) 
= = ;:m 2nr2 l 2nr 2 l 

Derivando q* em relação a x e a y 

Portanto as expressoes para os fluxos sao, 

l{
(y -y) [-r2+2(x-x.)2J 

dr- 2 1 1 + 
t r4 

r 
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f u 
r I i2(y 2-y1) (x-x.)(y-y.) 

dr - 1 1 + 
.tr4 

r 

Neste ponto todos os parâmetros estão definidos e explici­

tados, então é possível programar a equação de Laplace usan 

do elementos de contorno constantes. 

2. 2. 2 ELEMENTOS LINEARES 

2.2.2.1 ANÁLISE DOS ELEMENTOS E FORMAÇÃO DO SISTEMA DE 

EQUAÇOES 

fiG 11 
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Para os elementos lineares, tanto a geometria como as in-

cógnitas sao especificadas nos dois pontos extremos dos e~ 

mentos.u e q variam linearmente dentro de cada elemento e 

são definidos pelos dois valores nodais. Para descrever es 

sa variação, usa-se as funções de interpolação ~ 1 e ~ 2 com 

variação linear. 

Então, 

u(ç) = Ul~l + Uz~z = [~1 ~z] ul} 
uz 2.2.2.l(a) 

J 

q c ç) = ql~l + q2~2 = [~1 ~z] ql 

qz 

sendo 

~1 
1 

(1-;)' ~2 
1 (1+;) = 2 = 2 

onde ç, já visto anteriormente, é a coordenada adimensianru 

r- _ Zx 
<.,- 7 
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Como a geometria varia linearmente, 

2.2.2.l(b) 

-Conforme visto anteriormente, a equaçao do contorno e, 

u. f T + uq*dr = f qu*dr 
r r 

Esta equaçao é válida quando o contorno é suave. 

Para generalizar a equaçao, deve-se fazer, 

f u q* dr 
r 

= f qu*dr 
r 

2.2.2.l(c) 

onde ci é uma constante dada por nó, que varia de acordo 
1 com a geometria do contorno. Para um contorno suave, ci=z· 

A obtenção de ci para qualquer tipo de contorno, suave ou 

não, será visto mais adiante. 

A equaçao 2.2.2.l(c) discretizada para elementos lineares 

-e • 

c. u. + 
l l 

ne f. L uq*d r= 
j =1 ~ 

ne f 
j ~ 1 r· qu*d r 

J 

2.2.2.l(d) 



onde ne é o número de elementos no contorno. 

Nota-se agora que u e q estão dentro do sinal de integra­

ção pelo fato de variarem linearmente. 

As integrais ao longo de um elemento j na equaçao 2.2.2.l(d), 

lembrando de 2.2.2.l(a), tornam-se 

para cada elemento j existem duas componentes nodais, 

2 . 2 . 2. 1 (f) 

O outro termo da equaçao fica, 

2.2.2.l(g) 

onde 

2.2.2.l(h) 
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Substituindo 2.2.2.l(e) e 2.2.2.l(f)na equaçao 2.2.2.l(d), 

obtém-se a seguinte expressão para um nó "i" 

ci ui+ [Hil Hi2 · · · .Hinn] ul = [Gil 

uz 

onde nn e o numero de nós no contorno. 

G. 2 •••• G. J 1 1nn 

2.2.2.l(i) 

j j-1 
Sendo Hij igual à soma dos termos hiZ do elemento j e hil 

do elemento j-1, de acordo com a fig. 12 

FIG 12 

O mesmo se aplica para G ... 
1) 

Então a equaçao 2.2.2.l(d) pode ser escrita na forma, 

nn nn 
c.u. + I H .. u. = I G .. q. 1 1 j =1 1) J j =1 lJ J 

2.2.2.l(j) 

ou 

nn nn 
I H .. u. = I G .. q. 

j =1 lJ J j =1 1) J 
2.2.2.l(k) 



I 

J 

onde 4f 

H .. = H .. para i :f j 
lJ lJ 

H. . = c. + H. . par a i = j 
lJ 1 lJ 

Para todos os nôs "i" do contorno, obtém-se 

-+ -+ 
H U = G O 

2.2.2.1.1 AVALIAÇÃO DAS INTEGRAIS 

A avaliação das integrais é feita da seguinte ma 

neira: 

- integrais do tipo 

j f hil= ~lq*dr 
r· J 

j ( 
hi2 = J. ~2 q* dr 

I] 

lembrando de 2.2.l.l.l(i) e de 2.2.l.l.l(j), 

f
l (1-t;) 

r2 

-1 

2. 2. 2. 1. 1 (a) 



I 

1 
8 rr-

- integrais do tipo 

r j l· 
ln C.!) gil = .::::1. c 1 - ç; ) 

8II r 
-I 

i r j 
(.!) giZ = ]i (l+ç;) ln r 

-1 

dç; 

dç; 

sendo lj o comprimento do elemento J· 
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2 . 2 • 2 . 1. 1 (b) 

Todas as integrais podem ser calculadas numericamente usan 

do integração de Gauss do mesmo modo como foi feito para 

elementos constantes. 

Porém para o caso em que i=j Cr=o) existe uma descontinui-

dade em 2.2.2.1Ch). 

Então estas integrais devem ser avaliadas analiticamente co 

mo foi feito para elementos constantes. 



FIG 13 

l 1 - comprimento do elemento (1) 

l 2 - comprimento do elemento (2) 

Para o elemento (1), 

(1) 
g 

121 
= 

ll 
8TI J

l (1+~) 
-1 

O raio r pode ser expresso em função de ~ pelo fato do 

i pertencer ao elemento em questão. 

~] 

1---r_____, 

FIG 14 

Da fig. 14 

para ~ = -1 ~ r = l 1 

para ~ = 1 ~ r = o 

[1] 

49 

~ 

no 
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(1) 
Substituindo na expressao de 

g IZI. 
obtém-se 

1 
(1) .t1 

[(1-:) ~J giZ!= 8ri 
(1 +~) .tn d ~ 

-1 

Trocando as variáveis 

d~= - z d11 
11 

~ = 1-Z11 
i! 

Então 

o 

(1) .tl Z11) 1 z 
giZ! 

= 8n (Z .tn C-) c- y;) dn 11 n 1 

~ 

o 

C1) 1 11 ) 1 
giZ! 

= - 2ff C1 .tn C-) dn 11 11 

.t1 

Portanto 

(1) r r 1 c.!.) 1 n .tn c.!.) g =zn .tn dn - 2ff d11 
IZI n 11 n 

o o 

• 



Integrando estas expressoes, 

Como 

lim 
x-+o 

e 

lim 
X-+0 

Portanto 

1 nfu(-) 
n 

+ n 

[X fu(~)] = o 

[ x
2 

tn (~)] = o 

De manei~a similar, chega-se a 
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o 

2.2.2.1.l(c) 

2.2.2.l.l(d) 

2.2.2.1.l(e) 

Assim, todas as integrais sao avaliadas independente de on 

de se localize o nó "i". 



2.2.2.1.2 AVALIAÇÃO DA CONSTANTE "c." 
1 

Na seçao anterior foi visto que a equaçao 
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era geral e ci assumia os valores 1/2 para contornos sua­

ves e 1 para pontos no interior. Nesta seção serâ visto um 

processo que permitirá avaliar ci para qualquer tipo re cog 

torno. A constante ci não depende das condições de contor­

no mas somente da "geometria" do contorno. Portanto, pode-

mos particularizar para um caso especial de condições de 

contorno e utilizar o valor obtido para qualquer tipo de 

condição de contorno. 

Considera-se um potencial constante aplicado em 

todo contorno, então 

u = u em r 

portanto 

au q = = o em r an 

sendo r = r + r 1 2 



• 

Desta forma a equaçao 

H U = G Q 

torna-se 

-+ 

H U = Ô 

Para uma linha da equaçao 2.2.2.1.2(a), 

c. u. + 
1 1 

nn 
L 

j =1 
H .. u. 

lJ J = o 

... -sendo, nn= numero de nos no contorno 

-Como u = u 

(c. + 
1 

Então, 

c. = -
1 

em 

nn 
L 

j =1 

nn 
L 

j =1 

r ' 

H .. ) 
lJ 

H .. 
lJ 

u = o 
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2.2.2.1.2(a) 

O cálculo de "c." foi incorporado dentro do pro­
l 

grama e os resultados calculados para esta constante sãoum 

bom teste para verificar se há ~rro na programação ou êrro 
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na entrada de dados. Por exemplo, se for encontrado algum 

valor de c F 1/2 para contornos suaves, deve existir um er 

ro no programa ou nos dados de entrada. 

2.2.2.2 OBTENÇÃO DO POTENCIAL E DOS FLUXOS NOS PONTOS IN 

TERNOS 

Para os elementos lineares, a obtenção .deu e q 

nos pontos internos é feita de maneira similar aos elemen-

tos constantes. 

Para qualquer ponto interno, 

ui= J qu*dr- J uq*dr 
r r 

Então utilizando elementos lineares, 

Portanto, 

ne J 1 
I 1 qJ. 

j=l l 
Jq, 2u*dr 
r. 
J 



sendo 

- de elementos contorno n e - numero no 

1 valor de - 1 do elemento q_ - q no no 
J 

2 valor de - 2 do elemento 
2 q_ - q no no 

J 
f•• ~--· 1 valor de - 1 do elemento u - u no no 

j 

2 valor de - 2 do elemento u - u no no 
j 

Para o cálculo dos fluxos no pontos internos 

foi visto que, 

i 
f q 

3u* d r - f u q = 
X ílx 

r r 

i f q 
3u* 

dr - J u q = ar y 
r r 

Para elementos lineares, 

f 
3u* 

~1-ax 
r. 
J 

~ dr ax 

~ dr íly 

d r + 
2 q_ 
J f 

3u* 
~ 23X""" 

r. 
J 

dr -

55 

j 

j 

j 

j 
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ne { qi I 
y = j=l 

1 f ,~, au * d r + q2 f ,~, au * d r 
qj '~'1 ay j '~'2 ay 

~ f· 
J J 

f ~ } fj ~2 .ay d r 

para qualquer ponto "i" do interior. 

Assim estão definidos todos os parâmetros necessários para 

a implantação de um programa usando elementos lineares. 

2. 2. 3 

2.2.3.1 ANÁLISE DOS ELEMENTOS E FORMAÇÃO DO SISTEMA DE 

EQUAÇOES 

' 

fiG 1!1 
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Os elementos tem a sua geometria definida linea~ 

mente pelos nós extremos do elemento (nos 1 e 2) e tem as 

incógnitas definidas quadrâticamente pelos nós 1, 2 e 3 • 

Usando as funções de interpolação, ~.1 , ~ 2 e ~ 3 com varia­

ção quadrática u e q são assim definidos, 

u(_t;) = u1<J>1+u2<J>2+u3<P3 = [~1 <~>2 <1>3] Jul 

r2 
u3 

q c E;) = ql<J>l+q2<J>2+q3<J>3 = [<P 1 <j> 2 <j> 3] qll 2.2.3.l(a) 

q2f 
q3 

sendo 

~1 
1 t;(t;-1) = 2 

<1>2 
1 t;(t;+l) = 2 

<1>3 = (1-t;) (l+t;) 

A equaçao 2.2.2.l(c) discretizada para elementos quadrâti-

-cos e, 

c. u. + 
l l 

.Ie J uq*d r= .Ie J. qu*dr 
J=l J=l r· rj J 

2 • 2 • 3. 1 (b) 
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As integrais ao longo de cada elemento sao, 

[hj hJ hj J 
il i2 i3 ul 

uz 
u3 

2.2.3.l(c) 

Para cada elemento j existem tres componentes nodais. 

= f ~lq*dr 
r. 
J 

= f ~zq*dr 
r. 
J 

Para o outro termo da equaçao, 

f qu*dr = J [~ 1 ~ 2 ~ 3]u*dr J 
ql = [gil 

r· r· J J 
q2 

q3 

e 

j 
J ~ 1u*dr 

j f ~ 2 u*dr gil = giZ = 

r. r. 
J J 

j 
gi2 

j 

gi3 

= f ~3q*dr 
r. 
J 

2.2.3.l(d) 

j 

qll gi3] 

q2J 
q3 

2.2.3.l(e) 

J ~ 3u*dr = 
r. 
J 

2. 2. 3. 1 c f) 
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Aplicando a equaçao 2.2.3.l(b) a todos os nós do contorno, 

tem-se o sistema de equaçoes, 

-+ -+ 
H U = G Q 

que reordenado assume a forma 

-+ -+ 
A X = F 

2.2.3.1.1 AVALIAÇÃO DAS INTEGRAIS 

Para as expressoes 2.2.3.l(d), tem-se 

1 
= 1 J~C~-1) 

8rr 2 
-1 r 

2.2.3.l(g) 

Para as expressões 2.2.3.1(f), tem-se 



t· fl 1 = ii ~c~-1) tn (r) d~ 
-1 

t· Jl 1 = ~ ~C~+l) tn (r) d~ 
-1 

2.2.3.l(h) 

t. fl 1 = it (1-~)(1+~) tn (r) d~ 
-1 

Todas estas integrais sao calculadas numericamente usando 

integração de Gauss. Porém como tem sido visto até agora, 

quando i= j (r= o), as integrais 2.2.3.l(h) são calculadas 

analiticamente. 

12) 

[1;~------~------~ 
[3] [I) 

FIQ 11 

Considerando o nó i da fig. 16, para o elemento (1) ,tem-se 

O raio r pode ser expresso diretamente como função de t;. 

60 



+----.....:.'•-----+ 

[2] [s] 

r---r--7 

.e.1 
r = (1-~) T 

FIG. 17 

(1) 
Substituindo na expressao de g 

12 I ' 

(1) .e.1 f1 
g = BIT ~(~+1) .e.n 

121 -1 

Trocando as variáveis, 

~ = 1-2n 

d = -2dn 

Substituindo em 2.2.3.1(h) 

g (I ~)I = ~; J 
1 

( 1- 2 n) ( 1- n) .e.n (-
1
-) d n 

o n.e.1 

Então, 

[•] 

~--· 

61 

2.2.3.1(h') 

f
1 1 .e.1 f1 
( 1- 2 n ) ( 1 - n ) .e.n ( .e.

1 
) d n + zrr ( 1- 2 n ) (1- n ) d n 

-1 -1 
2.2.3.1(i) 

~···•••rl.IA 
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Na expressao 2.2.3.l(i) a primeira integral é facilmente cal 

culada, e resulta, 

r (1-Zn) (1-n) 

o 

2.2.3.l(j) 

A segunda integral pode ser escrita da seguinte forma, 

.e. I.l 2 ~ 
0 

(1-Zn) (1-n) dn 

2.2.3.l(k) 

Lembrando que, 

f fn X dx = X .tn X - X 

f X .tn X d X = ~ 
2 

.tn X - 4-

f X 
2 .tn X d X = X: .tn X - X9

3 



63 

Então 2.2.3.1(k) resulta, 

~~ J~l-2n)(l-n) ln(~)dn • .e1 c!Z.) 
2fí" 36 

2.2.3.1(1) 

o 

Portanto, juntando as expressoes 2.2.3.1(j) e 2.2.3.1(1) , 

obtém-se 

2.2.3.l(m) 

De maneira. similar, chega-se a 

C
2

) -t2 [ 17 J g = -6 - ln .e 2 llJ 12TI 
2.2.3.1(n) 

2.2.3.l(o) 

2.2.3.2 OBTENÇÃO DO POTENCIAL E DOS FLUXOS NOS PONTOS IN 

TERNOS. 

De modo similar ao que foi feito para elementos 

lineares e constantes, o câlculo deu e q usando elementos 

quadrâticos segue o mesmo desenvolvimento. 
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A expressao para obtenção de u em qualquer ponto 

1 no interior é, 

Para a obtenção dos fluxos em qualquer ponto i do interior 

usa-se a expressao, 

i 
q 

X 
= ne .e.· { 1 I f q. 

j =1 J 
J 4>1 
f· 
J 

au* 2 d r + q ax · J 

1 

f 4>2 
f· 
J 

3 f 4>3 
au* d r f ~1 ~dr + q. - u ax ClX 

i 
q 

y 

- u 

= 

J 

2 

j 

f. 
J 

f 4>2 
~ 

ax 
r. 
J 

d r -

f 4>1 
f. 
J 

j r· J 

3 f 4>3 u 
j r. 

J 

au * d r + 
ay 

~dr ax } 

au* df + 
ax 

au* d r + 
ay 



+ q ~ l ~ 3 a~; d r - u ~ J ~ 3 atiÇ d r -
J r· J r· 

J J 

- u~ f ~2 
r. 
J 

- u~ f ~3 
J r. 

J 

~d r lf. 3y 
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Assim também para os elementos quadráticos, todos os parâ­

metros estão definidos sendo possível a implementação ~um 

programa. 

2. 2. 4 

Os elementos isoparamétricos tem tanto a geome -

tria quanto as incógnitas definidas quadraticamente pelos 

nós 1, 2 e 3 conforme fig. 18. Esses elementos sao usados 

quando queremos representar melhor a geometria de corpos 
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curvos. 
y 

~lx1 ,Y1 l 

L_:_·:··~, 
I x2 ,Y2 l 

2 r: 

..__-----~x 

u e q foram definidos na seçao anterior em 2.2.3.l(a). 

Para definir a geometria usamos as mesmas funções de inter 

2.2.4(a) 

Para os elementos quadráticos as seguintes expressoes ha-

viam sido vistas, 

1 = 4IT 
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J l· r ln(l:) = .:::.2 ~(~-1) IJI d ~ gil 4rr r 
-1 

J l· Jl ln(l) giZ = n ~(t;+l) IJ I d ~ 2. 2. 4 (b) r 
-1 

j l· r 1 
gi3 = ·it Cl- ~)(1 +t;)ln C-y) I J I t; 

-1 

De 2.2.1.1.1(a), 

e 

Para elementos com variação linear de geometria IJI = ~ 

Porém em elementos com variação de geometria quadrática ou 

superior, I J I assume valores diferentes. PaTa variação qu~ 

drâtica da geometria, 



I 

Derivando em relação a ~. 

ax 
TI = 

Portanto 

= {[(s-ü,S)x1 + 

2. 

(~+O,S)x 2 - 2r,x 3 J + 
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2.2.4(c) 

Substituindo J nas expressoes 2.2.4(b) estas expressoes 

podem ser calculadas numéricamente quando i~j, usando aqu~ 

dratura Gaussiana como tem sido feito até este ponto.Porém 

quárido i=j (r=o), a integração numérica gera resultados po~ 

co ~f~cisbs~ Com exceção dos termos h~=i, h~=i, hJ
1
:=
3

i que 
11 12 

são iguais a zero, deve ser achado um meio de avaliar 



j=i J=l j=i 
gil ' giZ ' gi3 . 

69 

Nota-se que estas expressoes com a inclusão de !JI tornam-

se muito complexas para serem resolvidas analiticamente.E~ 

tretanto é possível utilizar a fórmula de quadratura de 

Stroud e Secrest 2 que resolve integrais dadas na forma 

sendo 

1 
I = J ln(i)f(s)ds ~ 

o 

n 
I 

i=l 

wi - fator de peso 

s. - coordenada do ponto de integração i 
l 

f (S.) - valor da função na coordenada s .. 
l l 

Os valores de s. e w. sao dados na tab. 2. 
1 l 

2.2.4(d) 

As expressoes 2. 2. 4 (b) devem ser expressas na forma 2.2.4(d). 

Para que isto sej~ possível, o raio r deve ser expresso em 

função de ~ (r= f C~)). Sabe-se que, 

r = 

3 
X = I 

j=l 
~- x. 

J J 

3 
Y = I 

j =1 
~· Y· J J 

e ~ = f(~) 
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Utilizando estas expressoes nao hâ possibilidades de ex 

pressar 2.2.4(b) na forma 2.2.4(d). Entretanto o raio pode 

ser expresso como função de ~. utilizando uma outra alter-

nativa. 

Considera-se um elemento curvo como sendo parte 

de um circulo, 

Da fig. 19, 

e r 
senz = za 

e r = 2d senz = 

a=a 'f' 
e=ec~' 
r =r 'fl 

,... .. 

a e = d 

2 a 
e 

e 
senz 

e Expandindo sen2 como uma série de potências 

2.2.4(e) 

2. 2. 4 c f) 

e e · e3 
sen 2 = Cz- 48 + •••• )---+para e< 1 radiano 

2.2.4(g) 
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ignorando (I)
5 

e termos de ordem superior. 

Substituindo 2.2.4(g) em 2.2.4(f), obtém-se 

2.2.4(h) 

Considerando os valores dos parâmetros a, r e e para o ar-

co inteiro e denominando estes valores com o índice t, rem-

se 

2.2.4(i) 

FIQ 20 

De 2.2.4(i) 

Da fig. 20 

et 
at 

= a 

d = I _a~ 
24(at-rt) 2.2.4(j) 
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Da fig. 19 

a a e = = d 2.2.4(j) 

Então 

2.2.4(k) 

Portanto agora a expressao 2.2.4(k) deve ser introduzida 

em 2.2.4(b). 

Considerando por exemplo o termo 

y ..-a---., 
1:~, til t'2.:J 

r: 2 
, 

I • • • f•l ,.o f•-1 

X 

para 

a = o -+- t;, = -1 



a = 
at 
2 --+ ~ = o 

a = at --+ ~ = 1 

Então 

at 
a = T (1+~) 

Substituindo 2.2.4(-t) em 2.2.4(k) 

Introduzindo 

at 
(1+~) 1 - 4 

[ 

2 

= (1+~) 
n 2 

Então 

Portanto 
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2.2.4(-t) 

2.2.4(m) 



sendo 

A integral 2.2.4(n) pode ser escrita como, 

1 

gJ - -.À-rr J (2n-l) (n-l).tn 
~~- LJl 

o 

Definindo 

A = (at-rt) 

at 
B = (at-rt) 

1 

Substituindo 2.2.4(q) em 2.2.4(p), obtém-se 
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2.2.4(n) 

2.2.4(o) 

I 

IJ I d n 

2.2.4(p) 

2.2.4(q) 

j 1 f 1 g - C 2 n - 1 ) ( n - 1 ) .tn lll - 2IT 
o 

[ 
1 J 1 I J I d n 

nA( /if +n) (IR· -n) 

\. 
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Portanto, 

1 
+f CZn-1) Cn-l)fn c 1 ) 

I 

IJ I d n + 
IB +n o 

1 
c 1 ) ~ + J C2n-l) Cn-l)fn I J I 1 

d ·n 2.2.4Cr) 
o IB- n 

J 

A primeira integral em 2.2.4Cr) pode ser avaliada numerica 

mente usando 2.2.4Cd). Porém as integrais restantes são r~ 

solvidas analiticamente. Para que seja possível, deve ser 

feita uma simplificação, porque a expressão IJI 1 

torna a 

' integral muito complexa. Então aproxima-se IJI da seguin-

te forma, 

2.2.4Cs) 

Substituindo 2.2.4Cs) na segunda e terceira integral em 

2.2.4Cr), é possível avalia-las. Porém estas expressoes sao 

mal condicionadas computacionalmente. Portanto, teriam a 

possibilidade de atingirem "overflow". Entretanto, existe 

a possibilidade de se fazer uma outra simplificação, i.e. 
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gj = 1 J~zn-1) (n-1)-tn C-1-) IJI' dn 
111 2TI 

0 
a t 11 

2.2.4(t) 

Com esta aproximação restringe-se consideravelmente a cur-

vatura do elemento a ser usado. Então 

+ 2~ nCa~l r C2n-ll Cn-ll IJI · dn 

o 

A segunda integral pode ser escrita, 

Fazendo 

2.2.4(u) 

sendo, 
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IJI I 

+ [c4n-3)y1 + C4n-l)y2 + 

Na expressao 2.2.4Cu) a primeira integral é avaliada usan­

do a quadratura de Stroud e Secrest e a segunta integral é 

avaliada com a quadratura de Gauss. 

Similarmente mostra-se que 

E para o termo central, tem-se 

j 
g 

131 

1 

= 2lrr J (1- ~) C 1 + ~ ) .tn C ~~A) I J I 
o 

d~ + 



Fazendo, 

Então 

Portanto 

J 
g 

131 
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+ f c 1- ~ ) c 1 + ~ ) tn c ~ ~ ) I J I d ~ 
-1 B 

= 2
1
rr .en c ; t l r Cl- n C1 + s l I J I d s + 

o 

+ ~ J 
1 

c 1- ~ ) c 1 + ~) tn c i) I J I d ~ 2.2.4(v) 

o 

A primeira integral em 2.2.4(v) é avaliada utilizando a 

quadratura de Gau~s. a segunda integral é avaliada com a 

quadratura de Stroud e Secrest. Assim há condições de ava­

liar todas as integrais necessárias para a formação do sis 

tema A X = * r . 

Se elementos retos estiverem sendo usados, os de 
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terminantes dos Jacobianos e as integrais 2.2.4(u) e 

2.2.4(v) assumem os valores previamente calculados, i.e. 

IJI' 

j 

glll 

j 

g 131 

f_. 

=J 
2 

= f_. 
J 

j f_. 

[ ~ - ln Ujl] = g = __:_]_ 

IZ I 12rr 

l· 
[ j · tn cljJ J = J 

3II 

Ao usar o programa deve ser lembrado que quanto maior a 

curvatura, menor a precisão. 

Para a avaliação dos fluxos e dos potenciais us~ 

do elementos quadráticos isoparamétricos, deve ser feito 

exatamente o mesmo que foi feito para os elementos quadrá-

ticos, lembrando que as integrais são avaliadas de modo di 

ferente. 

2.3 EQUAÇÃO DE POISSON 

2. 3. 1 INTRODUCÃO ----------
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a 2 u au 2 
A equaçao de Poisson como se apresenta ---+---=p 

ax 2 ay 2 

difere da equação de Laplace, pela existência do termo "p" 

que tanto pode ser variável (p=f(x,y)) ou uma constante. 

Dentro da teoria dos potenciais, a equaçao de 

Poisson tem várias aplicações como por exemplo o problema 

de torção, que será visto como aplicação desta equaçao na 

seção 2.4. 

2. 3. 2 

Considera-se uma função u que satisfaça a equaçao 

de Poisson 

Com as seguintes condições de contorno 

Condição essencial, u = ü em r
1 

Condição natural q = q em r2 

Com r = r 1 + r2 

Como para Laplace, aplica-se Galerkin, a equaçao governan-
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te e as condições de contorno. 

f C a u - q) u * d r - f Cu-u) a u * d r 
an an 

r2 rl 

2.3.2(a) 

Integrando o laplaciano duas vezes por partes, obtém-se 

f -pu*drl + J u'V 2u*drl = 
rl rl 

au* dr + an 
au* 
an dr 2 • 3. 2 (b) 

Usando a solução fundamental originalmente usada para La-

place, i.e. 

2.3.2(c) 

Substituindo 2.3.2(c) em 2.3.2(b) e levando a equaçao re-

sultante para o contorno, obtém-se 

c. u. + 
1 1 

r uq *dr = 
Jr 

J qu*dr - f pu*drl 
r r~ 

2.3.2(c) 

A expressao 2.3.2(c) discretizada para elementos lineares, 

por exemplo, torna-se 



c.u. + 
l l 

n e l I q *uJ. dr = 
j =1 rj 

ne I I u*qJ. dr -
j =1 rj 

Que pode ser escrita como, 

ou 

com 

c. u. + 
l l 

ne 

ne 
.L 
J =1 

H .. 
lJ 

ne 
u. = .I 

J J =1 
G .. q. - B. 
lJ J l 

ne 
.I 
J =1 

H .. u. = 
lJ J I 

j=l 
G .. q. - B. 
lJ J l 

H .. = H .. 
lJ lJ i ~ J 

H .. = H .. + c. 
lJ lJ l l = J 

f pu*dSl 
$l 

sendo o termo B. resultado da integração do termo 
l 

ou seja, para cada nó "i" em questão, integra-se 

mo J pu*dSl sobre todo o domínio Sl. 
$l 
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2.3.2(d) 

2.3.2(e) 

f pu*dSl, 
$l 

o ter 

Para os n nós do contorno a equaçao 2.3.2(e), torna-se 

-+ -+ -+ 
H U = G Q B 2.3.2(e) 

A equaçao 2.3.2(e) pode ser reordenada e escrita na forma, 
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+ + 
A X = P 2. 3. 2 c f) 

com 

+ + + 
P = F B 

A constante ci é avaliada de modo similar como 

foi feito para Laplace. Como se sabe, a constante ci depeg 

de apenas da geometria, não depende das condições de con-

torno e de outros parâmetros. 

Portanto é válido especificar todos os parâmetros arbitrá­

rios e se é válido para um caso particular, é válido para 

qualquer caso. Então fazendo u = u em r, escolhendo p=o em 

r' 

c. = -
~ 

nn 
I 

j=l 
H .. 
~J 

2.3.2.1 AVALIAÇÃO DO TERMO f pu*dn 
n 

Esta integração pode ser feita dividindo o domí-

nio em uma série de células similares na forma aos usados 

em elementos finitos, fig. 22. Integra-se numéricamente s~ 

bre cada célula, escolhendo um número de pontos de integr~ 

çao por célula. Então há um duplo somatório, um abrangendo 
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o número de pontos de integração por célula e o outro 

abrangendo o número de células. 

Desta forma, 

J~t pu*d~t = 2.3.2.l(a) 

onde 

NCI - número de células de integração em que se divide o 

domínio 

NPI - número de pontos de integração de cada célula. 

p 

- fator de peso 

- valor de p em 

uma constante 

cada ponto de integração, p pode ser 
-global ou pode ser dado por no. 

- valor de u* = _l_ 
2II 

1 ln(--) em cada ponto de integração c~ 
rk 

célula. 

- área de cada célula de integração. 

y 

L. 
~· 22 
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Basicamente em todo este trabalho foram usadas células 

triangulares com variação linear dos parâmetros, ou seja, 

três nós por célula. Somente para elementos de contorno qu~ 

dráticos isoparamétricos foram usadas células triangulares 

com variação quadrática de parâmetros, ou seja, seis -nos 

por célula. 

Na equação 2.3.2.l(a) os valores de u* e de p 

devem ser calculados em cada ponto de integração. Para 

u*=~ tn(~), a variável é o raio que é a distância entre o 

nó "i" em consideração e o ponto de integração k da célula 

de acordo com a fig. 23. 

CELULA L 

L. INTURACÁO K 

FI& 23 

Então, 

2.3.2.l(b) 

Para avaliar p e as coordenadas xk, yk usa-se o sistema de 

d d . 1 4,5 coor ena as tr~angu ares 



y 

L..--------4 ~ 

Al 
Ll = T 

Az Lz = A 

86 

2 IXz, Yzl 

, .• 24 

Os valores das coordenadas L1 , L2 e L3 sao dados na tab.3. 

Então, 

onde 

p 1 ,p 2 ,p 3 -valores de p dados nos nós das células 

valores das coordenadas cartesianas ortogonais 

nos nôs das células 

Usando coordenadas triangulares, calcula-se a área de cada 
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célula, 

Para o caso de elementos de contorno quadráticos isoparam~ 

tricos, integra-se com células de seis nós pelo fato de um 

dos lados da célula possuir geometria curva de acordo com 

a fi g. 2 5. 

y 

,.. u 

Então de acordo com ref. !S,Zül, 

y 

1'18 2& 

A I'OIITOa or c_) .... _ 
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Então, 

Para o cálculo da área sabe-se que, 

f flfl-L2 !JI dxdy = dL1dL 2 
o o 

sendo 

sendo 

6 ax· I _1 x. = 
i=l 1z 1 



Portanto, usando a tab. 3, 

n 

I 
i==l 

o o 

onde, 

n - número de pontos de integração 

w. - fator de peso 
1 

89 

!Jii - determinante do jacobiano avaliado em cada ponto de 
integração 

2. 3. 3 

TERNOS 
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A equaçao para o cálculo dos potenciais nos pon-

tos internos é, 

G .. q. -
lJ J 

nn 
I 

j=l 
H .. u. 

lJ J 
- B. 

l 

Expressão obtida ao se fazer c. = 1 em 2. 3. 2 (e). 
1 

2.3.3(a) 

Para obtenção do termo Bi deve-se agir de maneira similar 

ao feito para os nós no contorno, lembrando que agora o pog 

to "i" está no interior, conforme fig. 27 

FUi 27 

A única mudança é no cálculo do raio. 

Para os fluxos as expressoes sao, 

f 3u* f ~ I 3u* q ÓX dr - U d X dr - p ÓX drt 
r r rt 

au* 
ay 

2.3.3(b) 



A avaliação de f p 

te forma, 

f p 
SJ 

f p 
SJ 

onde 

au* 
ax 

au* 
ay 

SJ 

dSJ = 

dn = 

1 

2Tir~ 

1 

Znr-f 

au* dn ax 

NCI 
B:X = I 1 1=1 

NCI 
B! = I 1 1=1 

91 

f p 
au* dn - feita da segui!!_ e ay e 

[ NPI 
( au *) h I pk wk 

k=l ax k 

l 
2.3.3(c) 

[ NPI ( au *) I Pk wk JAL k=l ay k 

Todos os outros parâmetros foram definidos nas seçoes ante 

riores. 

A formação do sistema de equaçoes e a discretiza 

çao com os diversos tipos de elementos de contorno estuda-

dos até este ponto é feito de modo similar ao que foi fei-

to para a equação de Laplace. 

2.4 RESULTADOS 



92 

Foram passados exemplos considerando os elemen -

tos constantes, lineares, quadráticos e quadráticos isopa­

ramétricos, sendo que para os elementos lineares e quadrá-

ticos, foram feitos dois tipos diferentes de discretização 

em relação aos nôs situados nos cantos, i.e., foi introdu-

zido um tipo especial de representação. 

(a l ( b) 

12 fi----~ 

~=iJ ~=q. 

r r L ... r 
r. U:Ü U:Ü 

l 
r, r. r; 

1 

I 

1 
I 
1 

~=~ ~=q. 

li fi 

Em cada canto foram introduzidos dois -nos com as mesmas co 

ordenadas tornando assim possível a aplicação de ambas con 

dições de contorno válidas naquele ponto. Este tratamento 

não é essencial, mas melhora os resultados. 

Exemplo 1 - Equação de Laplace 

Programou-se um exemplo com as seguintes caracte 

rísticas: 
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y 

L. '2 
q.:o 

• l 
fi U:!IOO U=O r 

I 

j 
~-o 

rz 
• 

Foi calculado o potencial nos pontos assinalados na fig.28, 

a seguir foi feito um quadro comparativo com os resultados 

obtidos nestes pontos para todos os tipos de elementos,us~ 

do os dois tipos de discretização (a e b) , com a solução 

exata. 
J H • , 

+N +., 

+ o 

j:h' + 
K L 

A a c D E 

"' 21 
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Exemplo 2 - Equação de Poisson 

Foi passado um exemplo de torção em seçao elípt! 

ca. Os resultados obtidos com elementos de contorno foram 

comparados com a solução exata19 e com a solução ootida usa~ 

do elementos finitos 4. Este exemplo, assim como o desenvol 

vimento teórico, foram extraídos da ref. 141. 

A torção de Saint Venant para uma barra prismât! 

ca é governada pela equação diferencial, 

a (1 a~) a c.!. ~) = -2 e 
ãX G ãX + Ty G ay 2.4(a) 

onde G é o módulo de deformação transversal e e é o ângulo 

de torção. A variável do problema é "~", de modo que, 

"xz 
=~ 

ay "t yz 
=- ~ ax 

O valor de u deve ser constante no contorno e por conveniê~ 

cia é normalmente assumido ser igual a zero. 

Considerando um material homogêneo a equaçao 2.4 

(a) pode ser escrita, 

= - 2 



onde 

u = 

Então para u, este problema pode ser resolvido. 

O momento torcedor Mt é assim definido, 

Mt = J Ge = 2 J ~ dxdy 
A 

-onde J e a rigidez torsional. Por conseguinte, 

J=2fudxdy 
A 

O ângulo de torção é então dado por, 

M' 
t 

e = GJ 

Então as tensões de cizalhamento podem ser avaliadas 

T xz 
= G e au 

3y T yz 
= - Ge au ax 

96 

Como foi visto, a seçao é elíptica, definida pela equaçao, 
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com as características dadas na fig. 29 

Lx 

I··· 

-·· .... 
,.lt 

Foram usados elementos constantes, lineares, quadráticos e 

quadráticos isopararnétricos. A integração sobre a área foi 

efetuada usando-se 48 células conforme fig. 30(a) 

7 

lt 1!1 14 

FIG 30 tal 
Flt SO 1111 

No quadro a seguir foi feito urna cornparaçao com os resulta 

dos obtidos para a função u nos diversos pontos as~nalados 

da fig. 30(b). Os resultados foram comparados com a solu­

ção exata e com elementos finitos (elemento triangular li­

near). 
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12 . 5 CONCLUSOES 

Ao final do presente capítulo,há condição de av~ 

liar a eficiência dos elementos de contorno na aplicação 

prática de problemas do tipo de Laplace e Poisson. No caso 

de Laplace constatou-se que o elemento que gerou as respo~ 

tas que mais se aproximaram da exata, foi o elemento qua­

drático-h, ou seja, com dois nós de mesmas coordenadas em 

um canto. Este elemento apresentou em média uma diferença 

de 0,024% da solução exata. Porém o elemento linear-h, tam 

bém apresentou um bom desempenho,apresentando em média uma 

diferença de 0,041% da solução exata. Entretanto compara~ 

do os tempos de processamento entre os dois tipos de ele­

mento, verificou-se que para o mesmo problema o tempo ga~ 

to pelo elemento quadrático é maior do que o dobro do tem­

po gasto pelo elemento linear. Cabe ainda ressaltar que o 

elemento linear utiliza praticamente o mesmo tempo de pro­

cessamento que os elementos constantes e gera melhores re 

sultados. 

Para a equaçao de Poisson, o elemento que apr~ 

sentou maior precisão, foi o elemento quadrático isoparam~ 

trico. Porém o elemento linear também apresentou um bom 

desempenho, alcançando melhores resultados do que os ele­

mentos constantes e quadráticos e equivalendo-se as respo~ 
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~as obtidas com Elementos Finitos. Para elementos finitos 

foi usado um total de quarenta e oito elementos triangula­

res lineares, somando trinta e três nós. Quando ao tempo 

de processamento o elemento linear consumiu 60% menos do 

que o elemento quadrático e 80% menos do que o elemento qu! 

drâtico isoparamétrico. 



3.1 

CAP!TULO III 

ELEMENTOS DE CONTORNO NA SOLUÇÃO DE 

PROBLEMAS DE CIRCULAÇÃO ESTACIONÁRIA 

INTRODUÇÃO 

101 

No capítulo anterior foram abordados problemas 

simples, ou seja, as equações de Laplace e Poisson. Estes 

dois tipos de problema foram analisados em regiões homogê­

neas, mas apesar disso a experiência obtida foi muito Útil 

para enfrentar problemas mais complexos, dentro da Engenh~ 

ria. 

O problema de circulação estac~onâria devido a 

sua natureza mais complexa que os problemas vistos até ag~ 

ra, exige o desenvolvimento de novos métodos de resolução, 

que serao abordados nas seções a seguir. 
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3.2 MEIOS NAO HOMOGENEOS~~TODO GERAL DE RESOLUÇA0 9 

Considera-se uma região bidimensional isotrôpica 

sendo u o potencial e q o fluxo. ka(x,y) é a permeabilid~ 

de isotrôpica (condutividade), com k constante e a(x,y) mm 

variação contínua conhecida. 

A equação de Laplace para um meio nao homogêneo, 

pode ser escrita, 

a (ka~) +_a_ Ck4-y~) = O, em st 
ax ax ay o 

q = ka au , em r
2 an 

-u = u 

Como a= f(x,y) a equaçao 3.2(a) torna-se, 

k aa au a 2u aa au a 2u 0 -- + ka + k -- -- + ka = ax ax ay ay ax 2 

3. 2 (a) 

3. 2 (b) 

Multiplicando a equaçao 3.2(b) por uma função de pesou* e 

integrando sobre o domínio SI, tem-se, 

aa au a2u aa au a2u)u*dn + ka + k -- -- + ka " = O 
ax ax ax 2 ay ay ax2 
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ou 

J [(k~u*)~ + (k~u*)~ + 
ax ax ay ay 

r. 
(ka.u*) a 

2
u + (ka.u*) a 

2 ~ ] dn = O 
ax 2 ax 

3.2(c) 

Integrando uma vez por partes a equaçao 3.2(c), resulta, 

a a u*u + ka.u* au) d r-an an 

f [---ª-Ck~u*) u + _a_(k~u*)] u d n-
ax ax ay ay 

n 

3. 2 c d) 

Integrando a terceira integral da expressao 3.2(d) por pa~ 

tes, 

-1 [.2..cka.u*) au + ~(ka.u*) auJ dn = ax ax ay ay 
n 

+f [.Lcka.u*) 
ax 2 

a2 J + -- (ka.u*) u d n 
ay2 

n 

-f __ a (ka.u*)udr + an 
r 

3.2(e) 



Substituindo 3.2(e) em 3.2(d) resulta, 

I [ck ;~ u* u + k au* ;~ 
r 

a; (ka u*) u J d r + 

+I [L (kau*) + 
ax 2 

n 

a2 J (kau*) u dn-
ay2 

-f[ a~ (k ;~ u*) u + a~ (k ;~ u*) u J d n = O 

n 

Fazendo 

a (kau*) u = u (k au* + ku*~) 
an a a n an 

a 2 
afC2 (kau*) = 

a2 
(kau*) = 

ay2 

a (ka au* + k u*~) 
dX ax ax 

a (ka au* + ku*~) 
ay ay ay 

Substituindo 3.2(g) em 3.2(f), 

I 
(k au* au 

an 

r 

au* - u k a --) dr + an 
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3. 2 (f) 

3. 2 (g) 
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f [ 
a au* + - (ka -· ) + ax ax 

rl 

a au* J ay (k a ay) u dr2 = O 3.2(h) 

Na segunda integral da expressao 3.2(h) aparece 

a equaçao de Laplace para meios não homogêneos tendo u* c~ 

mo parâmetro. Se existisse uma solução fundamental para a 

equação não homogênea, tudo seria mais fácil. Esta solução 

porém não existe, entretanto em seu lugar é possível usar 

a solução fundamental para meios homogêneos, ou seja, 

3.2(i) 

Então, 

0
"" o + k ~ -0 - + k a -0 -- + ka _o __ u d rl = " "' "u* " "u* " 2 u * " 2 u * J 

ax ax ay ay ax2 ay2 

=JÍ,k aa au* + k aa au* J ud" u· _ 0 L a x ax ~ a Y Ty oG - a l -

rl 

3.2(j) 

Portanto 3.2(h), torna-se 

au au* 
an - u k a 3Il) d r + 
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+I k(~ ax 
n 

au* + -ª.E. au*) ud n - au
1
· = O 

ax ay ay 3. 2 (k) 

Introduzindo, 

k au = r an q em 2 

-u = u em r
1 

Portanto, 3.2(k) fica, 

Iau*qdr + J au*qdr - I aq*udr - I aq*udr + 

rl r2 ri r2 

•J[ku(;~ au* aa au* J o 3.2(.t) -- + - --) dn - ac.u. = ax ay ay 1 1 

n 

A equaçao 3.2(.t) é válida tanto para o interior quanto pa-

ra o contorno dependendo do valor assumido por c .. Nota-se 
1 

que na equação 3.2(.t) existem alguns termos no contorno e 

um termo integrado sobre a área, i.e., 

I= J[ku(~xa au* + ~ au*)J dn 
a 3X ay ay 

n 
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I é função da variável do problema "u", sendo esta a dife-

rença fundamental entre o que foi visto no capítulo ante-

rior para o termo "p" da equação de Poisson e o que está 

sendo visto agora. 

3. 2. 1 

Para avaliar I usa-se o mesmo procedimento que 

foi feito para a equaçao de Poisson. Portanto, 

I = j[ku(;~ au* dO. au* J d ~ + ay-) = ax ay 

~ 

NCI J NPI [()a au* +dO. au* J l = L l L Ca-x\ Cax)k Cay)k Cay-)k uk wk f AL 
1=1 k=l 

Usa-se células triangulares lineares como para a equaçao 

de Poisson. Então, 
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sendo, 

uk - valor da função de u nos pontos de integração das cé­

lulas. 

u1 ,u2 ,u3 - valores da função unos nós das células. 

valores das derivadas de a nos pontos de in­

tegração das células. 

a1 ,a 2 ,a 3 - valores de a nos nós das células. 

(·.a u *) c a u *) 1 1 d d d · ---- - ca cu a os em ca a ponto e 1ntegraçao. ax k' ay k 

Os outros parâmetros estão definidos nas seçoes anteriore& 

Para avaliação de I é necessário ter o valor de 

unos nós das células. Entretanto u ê incógnita, deste mo-
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do propoe-se um esquema iterativo para resolução da equa­

çao 3.2(-t): 

3.3 

19- Assume-se I 0 =0 e resolve-se 3.2(-t) corno equaçao de 

Laplace homogênea. Calcula-se as incôgni tas no con 

torno. 

29- Usando estes resultados calcula-se nos pontos in­

ternos do domínio, escolhe-se corno pontos inter 

nos a serem avaliados aqueles que coincidem com 

vértices das células de integração. 

39- Com esses valores calcula-se I 1 . 

49- Com I 1 volta-se a equaçao 3.2(-t) e resolve-se co­

rno se fosse a equação de Poisson. Calcula-se as in 

cógnitas no contorno e volta-se para o passo 29. 

O processo continua até a convergência. 

ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A CIRCULAÇÃO ES­

TACIONÁRIA. 

Um modelo em elementos finitos 11 para o problema 

de circulação estacionária de lagos negligenciando o termo 



variável do vento é, 

11 2u _ 3 C~ ~ + ~ a H) + fH C a u a H 
H ax ax ay aY av ay ax 

aH ) = 0 'x ay 

au aH) 
ax ay 
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3. 3 (a) 

Na equaçao 3.3(a) além do Laplaciano existem mais tres ter 

mos. Os dois primeiros sao: 

fH C a u a H _ ~ a H) 
av ay ax ax ay · 

Estes dois termos envolvem a variável do problema u e a pr~ 

fundidade H = f(x,y) e também as constantes globais f, a,v 

que sao respectivamente, coeficiente de Coriolis, coefici­

ente de fricção e a viscosidade cinemática. O outro termo 

- - H ( da equaçao 3.3(a) e ãV 'y 

Este termo não depende de 

a H a H) - d . d 
-- 1 "';\"y que e ev1 o ao vento. ax x a 

u que é a variável do problema e 

que presente com o Laplaciano formaria a equação de Pois­

son. Além dos parâmetros acima definidos, os outros parâm~ 

tros deste termo são, 'x e 'y que são as tensões ocasiona­

das pelo vento nas direções x e y respectivamente e são de 

finidos da seguinte forma 15 , 

'x = 

'y = + w 
2 

y 

w 
X 

w y 

3. 3 (b) 



com 

= w cos 9 

= w sen 9 

y 2p 
a 3, 2 x 10-6 

p 

sendo 

w - velocidade do vento 
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y 

w 

wx, wy - componentes da velocidade do vento nas dire­
çoes x e y respectivamente 

y - coeficiente de tensão do vento 

p - densidade 

p - densidade atmosférica a 

Os valores 'x e 'y sao constantes globais, pois o termo va 

riável do vento nao foi incluído na equação 3.3(a). 

A função ué definida como, 

onde U e V sao as velocidades do fluxo nas direções x e y, 

respectivamente. 

Considerando a equaçao 3.3(a) juntamente com as 



condições de contorno, 

-u = u em r1 

au = q an em 

r = r 1 + r2 

T 2 
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e aplicando Galerkin considerando uma função de pesou*, 

+f fH C~ aH 
av ay ax 

Si 

- f _!i_ a v 
Si 

C aH aH 
T --T -)u*d st + y ax x ay 

+ J C q - q) u * d r + f Cu - u) u * d r = o 3.3(c) 

Lembrando que, 

1 1 
u* = 2ff in Cy-) 

Resulta 



sendo 

ciui -f qu*dr +f uq*dr+f ~c;~;~+ 
r r n 

-f fH a. v 

n 

+f li a. v 
n 

q* = 

au aH 
{ ôy ôX 

(-r 
ôH 

y ôX 

au* 
an 

au ~)u* d n + 
ÔX ôy 

aH)u*dn=O 'x ay 
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3. 3 c d) 

Em relação à 3.3(d) ,dois procedimentos distintos podem ser 

adotados.O primeiro seria integrar por partes os termos em 

~au para que u seja a incógnita interna. O segundo proce­
oX· 

J 
dimento seria adotar aequação 3.3(d) na forma em que se e~ 

contra e usar au como incógnita interna. Entende-se por ax. 
J 

incógnita interna os valores das incógnitas que devem ser 

avaliados nos vértices das células de integração para per­

mitirem a avaliação dos termos integrados sobre a área e 

que dependem dessas incôgnitas. 

3. 3. 1 ANÁLISE DO PROBLEMA ENVOLVENDO u. COMO INC6GNITA --------------------------------]---------------
INTERNA 

A equaçao 3.3(d) reagrupada de forma diferente, 

pode ser escrita assim, 
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J J J 
[3 ,. a Ili fH a HJ c. u. - qu * d r + u q * d r + -l-) -- - u * 

1 1 H ax av ay 

r r Q 

+J[3caH)+fH aH]u*~dQ+f_!:!_(T aH_T aH)u*dQ = 0 H ay a v ax ay J a v yax x ay 
Q Q 

Integrando, 

R= JrlcaH)­Li-I a x 
fH aHJ u* au dn + 
av ay ax 

Q 

+ f H a HJ u * a u d Q 
av ax ay 

por partes, resulta 

R = Jl aH u*udr +JfH aH H an av an 
r r 

[ C aH)z +C aH)z]u*u d Q-JlcaH au* 
ax ay H ax ax 

Q 

(aH au* _ aH au*) udQ 
ax ay ay ax 

3.3.1(a) 

aH au*) udQ + 
ay ay 

3.3.1(b) 
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Como as células oo integração tem variação linear: 

- - a 2H . d d a H - .. d de parametros, entao =O. Cons1 eran o que an nao e e 
ax~ 

J 

finido 

J 
~ aH 
H an 

r 

no contorno (normal dirigida para fora), os termos 

u*u d r e JfH ~H u*u d r podem ser desconsiderados . 
Cl.\) on 

r 

Foram feitos testes no programa levando em consideração e~ 

tes dois termos no contorno e os resultados obtidos foram 
.. 1 a H 2 

discrepantes. Considera-se tambem que HzCax.) é muito pe-
J 

- 1 queno em relaçao a H .l.!!. Com todas estas considerações~ ax. · 
J 

sulta para 3.3.l(b), 

R = - ci!!. au* + i!! au*) u d Ç2 + 
ax ax ay ay 

+ f fH 
Cl.\) 

"H "U* c-o o 
ax ay 

Substituindo 3.3.l(c) em 3.3.l(a), resulta 

c.u. 
l l - f q u* d r + 

r 

f uq*dr­

r 

3.3.l(c) 

_ f ~ ( a H a u * + a H a u * ) d r2 + f f H ( a H él u * _ a H a u * ) d r2 + 
H ax ax ay ay u a.v rx 3")' ay dX u 

o Ç2 
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+J J!.. Cl.\) 
(, l!:! - l!:!) u * d n = o y ax 'x ay 3.3.l(d) 

n 

Para cada nó "i" no contorno ou ponto "i" no interior os 

termos em dr sao integrados sobre o contorno discretizado, 

com elementos de contorno. Os termos em dn são integrados 

sobre a área usando o mesmo processo que tem sido fuito até 

agora, ou seja, usando células triangulares com variação li 

near. 

A avaliação dos termos integrados sobre a 

feita da seguinte forma, 

J ~ (aH au* .+ 
ax ax 

n 

NCI 

{3:~:{ = L 1 

j =1 Hm 

r fH (~ au* 
J a.v ax ay 
n 

NCI 
f 

= a.v L 
j=l 

~ au*) 
ay ay udn= 

[c~) Cau*) + (aH) 
ax . ax ay . 

J m J 

~~ a~x*) u d n = 

I 

Cay-)m um wm au• J f 

- -are a e 

Ai} 



f 
H ("r aH 

a\) y ax 
aH) u*d S"l = 'x ay 

CaH) _, CaH) ]u* w 
ax . x ay . m m 

J J 

Para cada nó i no contorno ou ponto no interior, 

sendo 

NTPI 
I 

1=1 

aH a * aH au* NTPI 
(-~ + -, -"-) udS"l= L di 1 u1 = D. ax ax oY o y L= 1 1 

diL UL 

NTPI 
i!.!) u * d S"l = \ 'x ay L 

1=1 

NCI ;3 NPI f 1 [c a H) = L L 
lHm j =1 l m=1 ax . 

J 

+ C a H) 
ay . 

J 

= z. 
1 

(au*) + 
ax . 

m 
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3.3.1Ce) 

3. 3. 1 c f) 



onde: 

NTPI l 
L ziL uL = av 

L=l 

- T 
X 

C a H) _ 
ax . 

J 

NTPI - número total de pontos de integração 

NTPI - NCI x NPI 
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-H1 , H2 , H3 - valores dados da profundidade nos ms das 

células de integração 

H - profundidade nos pontos de integração de cada cé m 

lula 
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u - valor da função u nos pontos de integração de ca­

da célula 

Os parâmetros omitidos estão definidos nas seçoes interio-

res. 

la, 

ou 

Retornando a equaçao 3.3.l(d)é possível escreve-

nn nn NTPI NTPI NTPI 
c. u. + I H .. u . = I G .. q. + I d . Lu L - I e 

1
. L uL- I z 

1
· L 

1 1 j =1 1J J j =1 1J J L=1 1 L=1 L=1 

nn 
I H .. u. = 

j=1 1J J 

nn 
I -

j =1 

NTPI 
G .. q. + L 

1 J J 1=1 

NTPI 
d. 1 u1 - L 

1 1=1 

3.3.1(g) 

3.3.l(h) 

A equaçao 3.3.1(h) pode ser assim escrita, 

nn 
l 

j=l 
H .. u. = 

lJ J 

nn 
I 

j =1 
G .. q. + D. - E. - Z. 
lJ J 1 1 1 

3.3.1(i) 

Estendendo a equaçao 3.3.1(i) para todos os nós do contor-

no, obtém-se 



+ + + + + 
H U = G Q + D - E - Z 

Fazendo, 

I. = D. E. 
1 1 1 

r = n - Ê 

Então 3,3,l(j) torna-se, 

+ + + + 
H U = G Q + I - Z 

Na equaçao ~.3.l(k) as incógnitas sao u em r 
2 
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3.3.l(j) 

3.3.l(k) 

3u 
e 3n 

-+ .. 
mas I tambem envolve u, entretanto é necessário conhecer os 

valores deu, a priori, para a avaliação de li conforme foi 

visto anteriormente. Então conclui-se que a equação 3.3~(k) 

não pode ser resolvida diretamente. Conseqtlentemente, para 

resolver esta equação lança-se mão de um processo iterati­

vo, conforme visto na seção 3.2. 

O esquema proposto por R. Butterfield9 modifica-

do para o presente caso seria o seguinte, 

1 9 - Inicialmente 1° = O (o Índice superior significa 

a etapa da iteração) 

Então 3.3.l(k) torna-se, 

+ + + 
ti u = g Q - z 
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Esta equaçao nada mais é que a equaçao de Poisson formula-

da matricialmente. 

Assim, 

a. calcula-se u0 e q0 no contorno, 

b. calcula-se u 0 no interior (nos nós das células), 

-+ 
c. em função de u0 calcula-se 1 1 

r. = 
1 

-+ -+ -+ -+ -+ 
29 - Com 1 1 calculado, monta-se a equaçao ~U 1 =ÇQ 1 -Z+I1 

a. calcula-se u 1 e q 1 no contorno, 

b. calcula-se ul no interior 

-+ 
c. em função de ul calcula-se I2 

NTPI 
I~ = I (diL- eiL) ul 

1 1=1 L 

-+2 H*2= ;::t2 * 12 39- Com I , monta-se a equaçao, u g~- L+ 

Repete-se o processo até a convergência. 

A matriz a ser triangularizada nao se altera de uma itera-

çao para outra. Como se sabe a equação 3.3.l(k) pode ser 

reordenada na forma, 



A X = F Z + I 

Então inicialmente se faz 

-+o A X = -+ -+ 
F - Z 

-+ 
E nas iterações seguintes somente o valor de I varia, 

-+ -+ -+ -+ 
1 - A x1 = F - z + r 1 

-+ -+ -+ -+ 
2 - ~ X2 = F - Z + I 2 

n -
-+ 

= F 

(la. iteração) 

(2a. iteração) 

(n-ésima iteração) 
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Para os pontos no interior, o cálculo deu é feito da se-

guinte forma, considerando uma iteração a 

a u. = 
1 

nn 
I 

j =1 

a G .. q 
1J j 

nn NTPI a-l 
I H .. u ~ + I ( d. I -e· L) uL z . 

1 j =1 1J J L=l 1 " l 

3.3.l(f.) 

Foi constatado que o esquema nesta forma é total 

mente nao convergente. Inicialmente procurou-se a razão p~ 

ra este comportamento no fato de ter-se negligenciado cer-

tos termos em 3.3.l(b). Repondo-os, não produziu efeito p~ 

sitivo. A razão pela não convergência encontra-se na consi 

deração dos valores da constante c .• 
1 

Na análise da equação 
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de Laplace, foi visto que, 

nn nn 
c.u. + L H .. u. = L G .. u. 1 1 j =1 1J J j=l 1J J 

e 

nn 
c. = - L H .. u. 1 j=l 1] J 

Sendo que ci assume o valor } para contornos suaves e 1 p~ 

ra o interior. Então para o caso de circulação estacioná -

ria, ci merece tratamento a parte. 

3.3.1.1 AVALIAÇÃO DA CONSTANTE c. 
l 

Analisando a equaçao 3.3.l(g), 

c.u. + 
l 1 

nn 
L 

j =1 
H .. u .. = 

lJ J 

nn NTPI 
I G .• q.+ L (d.L-e.L) uL-zl. 

j =1 lJ J L=l l l 

Conforme foi visto anteriormente, c. depende somente da geo 
l -

metria do contorno. Então particularizando as condições de 

contorno e negligenciando o termo de vento, 

u = u em r 

q = O em r 
-+ 

Z = O em r~ 



Portanto, 

-
ui = uj = u1 = u em n 

Então 3.3.l(g) torna-se, 

NTPI 
(c . + I H .. ) u = I (di 1 - e i 1) u 

1 1J 1=1 

Por conseguinte 

NTPI nn 
c. = 

1 I (diL - eiL) - l 
1=1 j=l 

Definindo 

T. = 
1 

A expressao 3.3.l.l(a) resulta, 

c. = T. 
1 1 

nn 
. I 
J =1 

H .. 
1J 

H .. 
1J 
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3.3.1.l(a) 

3. 3 .1. 1 (b) 

Substituindo a equaçao 3.3.l.l(b) em 3.3.l(g) e consideran 

do uma iteração a, 

nn - a nn - a nn a a 
(T.- L H .. ) u. + L H .. u. = L G .. q. + I.- z. 

1 j =1 1J 1 j =1 1J J j =1 1J J 1 l 
3.3.1.l(c) 



Para os pontos internos, 

nn a nn 
L G .. q. - L H .. u~ + I~ - Z. 

a= j=l lJ J j=l lJ J J l 
u. 

1 nn_ 
(T. - L H .. ) 

l j=l lJ 
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3.3.1.l(d) 

Com esta modificação o esquema anteriormente divergente cog 

verge. E possível fazer um teste considerando u = u em r . 

. O programa calcula u para qualquer ponto no interior e pa­

ra na la. iteração. Porém a experiência mostra que para pr~ 

blemas com diferentes uno contorno, a resposta obtida pa-

ra os pontos no interior usando 3.3.l.l(d) sofre um amorte 

cimento muito grande e quase não difere da resposta obtida 

para Poisson antes de começar a iterar. Entretanto 3.3.1.l(d) 

pode ser substituído por uma equação mais flexível sem al-

terar as características de convergência. Então, 

nn nn 
L G;.q~- L H .. u~ I~ a 1 j =1 lJ J j =1 lJ J l u. = d + - z. 3.3.1.l(e) l T· l 

I H .. l - lJ 

sendo 

d = 2 para a 'f O 

d = 1 para a = O 

Este esquema foi testado usando elementos constantes e li-
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neares gerando resultados aceitáveis. 

3. 3. 2 ANÁLISE DO PROBLE""'fA ENVOLVENDO au COMO INC6GNI-
------------------------------ ax. -------------] 
TA INTERNA 

Conforme foi visto em 3.3(d), 

ciui-J qu*dr+J uq*dr+f[~c;~-!~ ;~~u• ;~ dn + 
r r n 

+r~( a H) +fH ( aH) ] u* Jlfl ay a v ax 
n 

a u d n +I ..!:!.. C T ay av y ax 
a H 

n 

aH)u*drl=O 'x ay 

3.3.2(a) 

Comparando a equaçao 3.3.2(a) com a equaçao 3.3.l(d) nota-

se que elas diferem somente pelos dois primeiros termos i~ 

tegrados sobre a área. Em 3.3.l(d) estes dois termos eram 

multiplicados por u e em 3.3.2(a) são multiplicados por ~~ 
au e ay respectivamente. 

A avaliação destes dois termos integrados sobrea 
.... .... 
area e feito da seguinte maneira, 

J [~ c;~l - !~ c;~l J u• !~ dn = 

r 



= 3 [c a H)_ fHm 
Hm ax . av 

J 

f H 
3 [c a H) + m C a H) J * Hm ay . Ci"'V ãX . um wm 

J J 
Cau) }A-ay m J 

Para cada nó ou ponto no interior i, 

I 
J l C a H) _ f H C a H) J u * 
Li-I ax av ay 

S"l 

NTPI 
audS"l= L k.L uL = K. 
ax L=l 1 1 

I 
[lc a H + fH 
H ay av 

aH J au NTPI 
C-) u * - d S"l = L n. 1 ui. = N. ax ay L=l 1 _ 1 

S"l 

sendo, 
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3.3.2Cb) 

3.3.2(c) 

C~) C au) valores das d · d d f - 1 - - er1va as a unçao em re _a 
ax m ' ay m 

çao a x e a y avaliadas nos pontos de i~ 

tegração de cada célula. 
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C~) = C~) L + C~) L + C~) L ay m ay 1 1 ay 2 2 ay 3 3 

onde, 

C ~u) e C ~u) (j = 1, 2, 3) - sao os valores nos nós das cé 
aX • aY • 

J J 
lulas de integração. 

Os demais parâmetros estão definidos nas seçoes anteriores. 

Retornando a equaçao 3.3.2(a), é possível escre-

vê-la na forma, 

ou 

nn nn NTPI 3 NTPI 3 c.u. + I H .. u.= I G .. q.- I kL (~)- I n.L(~)- z. 
1 1 j =l lJ J j =l lJ J L= 1 1 3X L L= 1 l 3y L l 

nn 
I 

j=l 
H .. u = 

lJ J 

nn 
I Ei .• q. 

j =1 lJ J 
K. 

l 
N. 

l 
z. 

l 

3.3.2(d) 

3.3.2(e) 

Estendendo a equaçao 3.3.2Ce) para todos os nós do conter-

no, 

-+ -+ -+ -+ -+ 
H U = g Q K N z 3. 3. 2 c f) 

Da mesma forma na equaçao 3.3.2Cf) as incógnitas sao u em 



au ~ ~ au 
r

2 
e ã'i1 em r

1
• Entretanto K e N também envolvem ax e 
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au 
ay 

que sao incógnitas, mas para a avaliação de K. e N. neces-
1 1 

au au .... .... sita-se conhecer os valores de --e --nos nos das cerulas. ax ay 

Portanto 3.3.2(f) não pode ser resolvida diretamente, en-

tão emprega-se um processo iterativo. Antes porém,cabe fri 

zar que para este caso c. = - H .. como é fâcilmente consta 
1 1J 

tado. 

O processo iterativo seria o seguinte: 

19 - Inicialmente K0 = N° = O 

Então, 

~ ~ ~ 

H U = G Q Z 

a. calcula-se u 0 e q0 no contorno; 

b. dá-se uma rotação em q 0 = 

obtém-se, 

e 

au0 
no contorno an 

o o c. calcula-se qx e qy no interior, 

o o ~1 ~1 
d. com qx e qy avalia-se K e N 

K~ 
1 

NTPI k. (~)o 
= I 11 ax 1 1=1 

N~ 
1 

e 
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-+1 -+1 zv - Com K e N monta-se a equaçao, 

Repete-se o processo até a convergência. 

o cálculo dos fluxos nos pontos internos e feito derivando 

a equaçao 3.3.2(a) em relação a x e a y. Portanto, 

i J~ J~ 
aK. aN. az. 

q d r- u d r- 1 1 1 
qx = --- ---ax ax ax ax ax 

r r 

i f au• f aa'Ç 
aK. aN. az. 

u dr- 1 1 1 
qy = - q dr- --- ---ay ay ay ay 

r r 

Teóricamente, ao fim do processo iterativo, ué calculado 

no interior da seguinte forma, 

u. = 
1 

nn 
I 

j =1 
G .. q. -

1J J 

nn 
I 

j=l 
H .. u.- K. - N. - z. 

1J J 1 1 1 

Entretanto, desta forma, este modelo nao converge, porque 

há uma mudança de sinal nos fluxos qx e qy no interior,que 

varia de iteração para iteração. Se o sinal do interior for 

corrigido, então os sinais no contorno mudam e o método con 

verge para a solução errada. 

Porém, um enfoque alternativo que gerou bons resultados foi 
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o de avaliar os fluxos nos pontos internos usando a técni-

ca dos elementos finitos. De acordo com a fig. 24, 

au 1 
[cy2-y3)ul + (y3-yl)uz + (yl-Yz)u3J = 2Ã ax 

3.3.2(g) 

au 1 [cx3-x2)u1 + (x1-x3)u2 + (x 2-x1)u3] = 2A ay 

Com todos os parâmetros já definidos. 

Então com essa modificação, o processo iterativo torna-se, 

19 - Inicialmente K0 = N° = O 

H U0 = G Q0 
- Z 

a. calcula-se u0 e q0 no contorno, 

b. calcula-se u0 nos pontos do interior, 

em função de o calculado - das células c. u nos nos 

avalia-se (~)o e au o 
3.3.2(g), (-

3
-) com ax Y• 

d. em função de (~)o e au o - -+1 -+1 
(ã'Y) obtem-se K e N ax 

29 - Com K1 e N1 monta-se 
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Repete-se o processo até a convergência. 

Para o cálculo deu nos pontos internos, usa-se as expres-

soes, 

u. = 
]. 

nn 
I 

j =1 
G .. q. -

]. J J 

nn 
I 

j=l 
H .. u. - K. - N. - Z. 

l.J J ]. ]. 1 

O tempo de processamento gasto por este processo 
... 
e menor do que o gasto pelo anterior (fluxos internos cal-

culados com elementos de contorno), porém é maior do que o 

tempo consumido pelo processo dado em 3.3.1. 

Na tentativa de melhorar os resultados, vâri~ mo 

dificações ao método foram examinadas e a que surtiu maior 

efeito foi uma técnica devida a Alarcón, }1artin e Paris 1 , 

que é apresentada na seção a seguir. 

3.3.3 ~QY!E!Ç~Ç~Q-~~-~~~~!§ª-ª-!~I~QºYÇ~Q-º~§_ÇQ~JÇQ§§ 
DE CONTORNO 

Este método pode ser aplicado a qualquer elemen-

to de ordem não constante. Nesta seção foi desenvolvido p~ 

ra elementos lineares. 

A necessidade desta técnica surge no fato de que 
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na união de dois elementos existem dois fluxos distintos 

ou não, um para cada elemento conforme a fig. 31 

SENTIDO 
OE IN TU RAÇÃO 

f'IG :SI 

Um programa simples de elementos de contorno adota um dos 

dois procedimentos dados abaixo. 

Considera-se o fluxo no nó 1 como sendo, 

q. = 
1 

j + 1 J. 
+ q 

q lll 121 

ou no caso de cantos onde r
1 

e r
2 

se encontram que adota -

se dois nós com as mesmas coordenadas. 
SENTIDO DE 

""'"'ÇÁO 1 
li J 

J J~l 

q.l c: 2:J .--........,_a--J+-1 --

~ IC:IJ rz 
Nenhum desses dois casos dão resultados muito bons, a me-

nos que u seja constante em ~e r2 • n segundo caso intro -

duz nós desnecessários dentro da análise. 
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O processo que vem a seguir, define dois diferen 

tes fluxos em cada nó, ou seja, qA e qD respectivamente 

qantes e qdepois do nó, conforme a fig. 32. 

FIG 32 

Assim existem três parâmetros por nó, ou seja, u, qA e qD 

alguns dos quais prescritos ou incógnitas. 

Portanto, existem cinco diferentes possibilidades de condi 

çoes de contorno em cada nó, em vez de duas, conforme tem 

sido visto até este ponto. 

As possíveis condições de contorno por nó sao, 

qA e qD sao conhecidos, qA f qD eu é incógnita 

qA eu sao conhecidos, qA f qD e qD é incógnita 
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qD eu sao conhecidos, qA f qD e qA é incógnita 

4 - u 

u conhecido, contorno nao suave (sharp corner) 

qA f qD , incógnitas 

-5 - u 

u conhecido, contorno suave (smooth corner) 

qA = qD, incógnitas. 

Considerando a equaçao de Laplace, sabe-se que, 

-+ -+ 
H U = G Q 3.3.3(a) 

ou 

-+ -+ 
A X = F 3.3.3(b) 

Como existem três variáveis por nó, para uma linha i de 

3.3.3(a) é possível fazer, 

nn 
I 

j=l 
H .. u. = 

lJ J 

nn A A D D I (G .. q . + G .. q. ) 
j=l lJ J lJ J 

3.3.3(c) 

Como ué constante por nó, nao depende do ângulo existente 

entre os elementos e H .. é montado da mesma maneira como foi 
l-J 
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feito antes. 

A equaçao 3.3.3(c) nao pode ser usada na forma em que se 

encontra, existindo a possibilidade de existir mais incóg-

nitas do que equações. 

Considerando primeiro as condições 1, 2, 3 e 5 que, 

conforme foi visto, possuem uma incógnita por nó, então de 

acôrdo com a fig. 32, 

condição 1 

3.3.3(b) 

-+ em A 

onde: 

índice superior (1) ou (2) significa o elemento, 

índice inferior significa -J o no, 

Índice inferior "i" significa - ponto o no ou 

do qual se integra. 

condição 2 

1 
- H 

i I j I 
X U 

I j I 

2 
- H 

iljl 

1 
X u + G X q 

ljl iljl ljiA 

a partir 

-+ 
-+ em F 
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2 
- G -+ em A 

i I j I 

condição 3 

1 2 2 -+ 

-H X U - H X u + G xq -+ em F 
i I j I I j I i I j I I j I i I j I I j I D 

1 
- G -+ em A 

i I j I 

condição 5 

1 2 -+ 
-H X U - H X u -+ em F 

i I j I I j I i I j I I j I 

-61 - 62 em A 
i lj I i jj I -

condição 4 

Requer tratamento especial pelo fato de existir duas 

incógnitas, q e q e somente uma equação. Então,cha 
ljiA jjiD -

mando aA e aD os ângulos que os fluxos qlj IA e qJj JD for­

mam com o fluxo normal ao nó j conforme a fig. 33, 

~-

Fll SI 



é possível dizer, 

q 
UIA 

= q cos a.A 
I j I 

q = q cos a.D 
I j I D I j I 

Portanto, 

1 
-H X u 

i I j I I j I 

2 
- H 

i I j I 
-+ 

x u -+ em F 
I j I 

1 
-G 

i I j I 
2 

X cos a.A - ti X cos a.D-+ em A 
ilj I 
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3.3.3(d) 

Assim o nGmero de inc5gnitas é igual ao nGmero de equaçoe~ 

Desta forma, basta avaliar os ângulos a.A e a.D.Considera-se 

a fig. 34, 
NORMAL AO 
ELEIIII:NTO ------+-+ 

.... 14 

MOIUIIAL 
AO NÓ 

Definindo os parâmetros conforme a fig. 35, 
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\ . 

IJ.Y 

\ 

li. X 

Fl!õ 3:5 

a1 , s 1 - ângulo dos cosenos diretores da normal ao no 

a, s - ângulos dos cosenos diretores da normal ao elemento 

a. - ângulo procurado, isto é, ângulo entre a normal ao nó 
J 

e a normal ao elemento. 

c os al = 

.e.l 
!!.Y 

= 
c os 

c os sl = 

t.Y 

11 

al 

t.Xt 

71 
t.X'= cos S .t 1 1 

Substituindo 3.3.3(e) em 3.3.3(f), obtém-se 

3.3.3(e) 

3. 3. 3 c f) 
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I 

t::.X' = 3.3.3(g) 

Da fig. 35, 

t::.X" = t::.X·- t::.X' 3. 3. 3(h) 

Substituindo 3.3.3(g) em 3.3.3(h), obtém-se 

t::.X" = t::.X·- 3.3.3(i) 

Da fig. 35, 

cos a = t::.Y 

T 

B 
!:::.X 3.3.3(j) cos = 7 

B 
I:::. f 

!:::.[ B t::.x" 3.3.3(k) c os = t::.x" 
= c os 

Substituindo 3.3.3(i) em 3.3.3(k), obtém-se 

c os 
I:::. f = c os 8 ( t::.X - cos 3. 3. 3(1!..) 

Da fig. 35, 

3.3.3(m) 
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Substituindo 3.3.3(!) em 3.3.3(m), obtém-se 

t:,l" 
cos s1 

= l - cos S (t:,X - cos a
1 

ôY) 3.3.3(n) 

Da fig. 35, 

c os 3.3.3(o) 

Substituindo 3. 3. 3(e) e 3.3.3(n) em 3.3.3(o), 

c os s1 
l - c os S (t:,X - t:,Y) c os a1 

c os a. = 
J t:,Y 

c os a1 

cos a. = 
J 

c os t:,X 
t:,Y coss)+coss cos s 1 3.3.3(0) 

Substituindo 3.3.3(j) em 3.3.3(o), 

l ôX ~) c os a. = c os a1(t:,y - t:,Y 
+ coss c os s1 J 

t:,y2 
+ coss s1 c os a. c os a1 "ill c os 

J 

Então, 
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c os 3. 3. 3(p) 

Desta forma, resta somente avaliar os ângulos a 1 ,s 1 ,a,s. 

A avaliaçio de a 1 e s1 € feita considerando os elementffi de 

contorno na fig. 36 como sendo um elemento finito triangu-

lar linear. 

o( I 

FIG 36 

Usando as funç6es de forma para este elemento, calcula- se 

au au os valores constantes de ax e 3Y 

au 
ax 

au 
ay 2lA [ (X o - X o l ) U o 1 + C X o 1- X o ) U o l + C X _0 1- X o l ) U o J 

J J- J+ ' J+ J J- J- J+ J 

A= (yo 
1

-yo) Cxo 
1
-xo) - Cxo-xo 

1
) (yo-yo 1) 

J- J J+ J J J- J J+ 

Sabe-se que, 

grad.u au i + 
ax 

au -+ 

ay J 



au 
ax 

li grad. u li 

Porém, para o caso em que, 

au 
ax 

au = = o ay 

au 
ay 

li grad. uI! 
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Então usa-se a técnica alternativa, dada a seguir. Conside 

ra-se a fig. 37. 

FIGI 37 

cos s1 = 
(x. 1 - x. 1) J- J + = (yj+l - yj-1) 

L L 

2 2 
xj-1) + (yj+l - Yj-1) 
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Os ângulos a e S s ao avaliados de acordo com a fi g. 37. Con 

siderando o elemento 1, 

cos Ci. 

cos s = 
(x. 

1 
- x.) 

J- J 

Desta forma, todos os parâmetros estão definidos e é possf 

vel a implementação desta técnica no programa. Cabe ainda 

dizer que as outras etapas do programa continuam as mesmas 

e que este método gera melhores resultados do que o origi­

nal, ou seja, dois graus de liberdade por nó. 

3. 5 RESULTADOS 

Alguns exemplos foram passados usando os 

procedimentos dados neste capítulo. 

dois 

O primeiro procedimento foi a análise do problema, envol -

vendo u. como incógnita interna, que convecionou-se chamar 
l 

de tipo 1 para maior facilidade na exposição dos resulta -

dos. O segundo procedimento foi a análise do problema en­

volvendo :~, (j=l ,2), como incógnita interna, usando a téc 

nica de elementos finitos para o cálculo dos fluxos inter-
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nos, que convecionou-se chamar tipo 3. 

Os resultados obtidos usando elementos de contor 

no foram comparados com um programa de elementos finitos 14 

o qual utilizou elementos triangulares lineares. 

~~~~~~Q_! - Programou-se um lago com as seguintes ca-

racterísticas, 
~------------------------~(U•OI 
I 20M 20m 

r- -----------1 
I I 
I 

80m 
Hoo5m H=lm 

I 

1 I 
I I 
L--------- --.J 

Fl6 38 

Considera-se somente o efeito do vento e coeficiente~ Co 

riolis igual a zero. 

Então, 

u O em r 

f = o 

Conforme foi visto em 3.3(b) 



' 

0,0000033 I w2 2 ' 2 
T = + w w 

X X y X 

0,0000033 I w2 + w 
2 r w2 T = y X y y 

Considera-se o vento agindo somente na direção x. 

wx = 10 m/s = o 

Então, 

T 
X 

= 0,00033 m2/sei (constante global) 

T = o y 

a = 2 

2 
v = 0,001 m /seg 
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Foram considerados os procedimentos tipo 1 e 3 utilizando 

elementos constantes e lineares para cada tipo. 

Para integrar os termos sobre a ârea foram utilizadas trin 

ta e duas células de integração com tres nós por célula , 

conforme fig. 39, com sete pontos de integração por célula. 

A malha usada para elementos finitos é dada na fig. 39. Os 

pontos nos quais foram calculados os potenciais também es-
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tão dados na fig. 39. 

Para discretizar o contorno foram utilizados dezesseis ele 

mentos de contorno. 

FIQ :S!I 

TIPO 1 TIPO 3 

i ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO I ELEMENTO PONTO ! 

CONST. LINEAR CONST. LI.NEAR I FINITO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2,73 2 '58 2 '45 2 '15 2,13 

4,16 3,99 5,49 5 '30 4,05 

2,73 2 '58 2 '45 2 '15 2,13 

o o o o o 
-2,73 -2,58 -2,45 -2,15 -2,13 

-4,16 -3,99 -5,49 -5,30 -4,05 

-2,73 -2,58 -2,45 -2,15 -2,13 

o o o o o 
o o o o o 

QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS 

9~9~~~º-~ - Programou-se o fluxo de um rio com as mes 

mas características geométricas dados na 

fig. 38. Considerou-se o efeito do vento igual a zero e o 

efeito de Coriolis também igual a zero. 
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rtn tão, 

T = 'y = o 
X 

f o 

a = 2 

0,001 
2 

\) = m /seg 

Foi utilizado o procedimento tipo 1 usando elementos line~ 

res. Foram utilizados dezesseis elementos para discretizar 

o contorno e trinta e duas células de integração com sete 

pontos cada, para integrar os termos sobre a ârea. Os pote~ 

ciais são calculados nos pontos assinalados na fig. 40. 

Foram consideradas duas situações de condições de contamo. 

101 ( bl 

r. 17 
U•IOOO U11IOOO 

13 12 11 lO 9 13 12 9 

T r; q=o 
21 1<4 +23 +22 21 • 14 +23 +22 +21 8 + 

I !I +24 +2!1 .f O 7 
I !I +24 +25 +20 7 

l 16 +17 ~8 49 6 
16 +17 +18 +19 6 

T 
fz" ÇJ.=O 

---+------------,J. 
I 2 3 4 5 

2 3 4 
~---r. r. 

U:O U•O 

FIG 40 
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situação a 

vai ores prescritos 
- tipo de condição nos u q de contorno 

1 2 o o 
2 '3 '4 5 o 
5 4 o 
6 '7 5 o 
8 3 o o 
9 2 1000 o 
10,11,12 5 1000 

13 4 1000 

14,15 5 1000 

16 3 1000 

situação b 

vai ores prescritos 

- tipo de condição nos de contorno u q 

1 4 o 
2 '3' 4 5 o 
5 4 o 
6 '7 '8 5 o 
9 4 1000 

10,11,12 5 1000 

13 4 1000 

14,15,16 5 1000 

A seguir - feita uma entre resultados com ele e comparaçao os 

mentos de contorno e elementos finitos. 
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f u n ç ã o "u" 

PONTO SITUAÇÃO (a) SITUAÇÃO (b) ELEM.FINITOS 

17 451,684 448,729 500 
18 196,297 195,755 169,13 

19 0,801 1,340 2 

20 213,209 219,8966 169,13 
21 548,317 551,272 500 

22 803,703 804,246 830,86 

23 999,200 998,661 997,99 

24 786 '791 780,104 830 '86 
25 500 500 500 

QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS 

EXEMPLO 3 --------- Programou-se o fluxo de· um rio com as se-

guintes características, 

40m +21 +28 +27 - 28 

+'o +31 + 25 

40 m +21 +22 +23 + 24 

100m 

FIG 41 
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-Em todo o contorno a profundidade e H 1 m. 

Nos pontos 21 e 26, H= 2m 

Nos pontos 22,23,24,25 e 27,28,29, H= 3m 

No ponto 31, H = 5 m. 

Considera-se o efeito do vento igual a zero e efeito de Co 

riolis também igual a zero. 

Então, 

L = L o 
X y 

f = o 

a = 2 

0,001 2 
v = m /s 

Foi utilizado o procedimento tipo 3 com elementos constan-

tes e com elementos lineares. 

Na fig. 41, estão dados os contornos discretizados e as si-

tuações de contorno para os elementos constantes e linea -

res. 



fi 
q.•o 

1 2 o 

I !I 

li 

17 

11 

2 

11------------------t 
U• 1000 

14 " lt 11 

I 

7 

. 
6 

3 4 !I 

I 

ELEMENTO CONSTANTE 

ELEMENTO LINEAR 

~-------------r;-_______ ..... 
u ... o 

~-----~ ------------------------~ 
U•IOOO 1!1 14 13 
••r-----~--~----~------, 

12 

17 

.. 11 

I 

F'IG 42 20 7 

I 
3 2 4 

~·-------

11 

\ 
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1 
10 r. 

U•!SOO 

• ! 

Os potenciais foram calculados nos pontus de 21 até 31 da 

fig. 41. 

Para avaliação dos termos integrados sobre a ârea, foram 

utilizadas quarenta células de integração lineares, confor 

me fig. 43, com sete pontos em cada. 

A malha utilizada para elementos finitos também é dada na 

fig. 43. 

• 
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P'IG 43 

PONTO ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTOS 
CONSTANTE LINEAR FINITOS 

21 488,767 489,779 480,830 

22 308,575 306,784 289,270 

23 8 2 '30 o 80 '7 30 120,240 

24 1,904 2 '5 68 2 

25 177,409 176,349 218,040 

26 511,231 510,220 519,170 

27 691,423 693,214 710,830 

28 998,096 997,432 998 

30 822,589 823,650 781,960 

31 500 500 500 

-QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS-
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0.4 CONCLUSOES 

O método dos elementos de contorno foi aplicado 

a um problema de circulação estacionária. Este problema é 

de natureza linear não homogênea e requereu o desenvolvi 

rnento de novas técnicas. 

Os resultados dos testes foram obtidos usando 

elementos constantes e lineares. 

De todos processos apresentados neste capítulo, 

os resultados obtidos utilizando os dois processos vistos 

foram equivalentes. Devido a falta de urna solução analíti-

ca, as respostas de todos os exemplos foram comparadas com 

as respostas obtidas, usando um programa de. elementos fi 

. 16 n1tos . 

Os resultados obtidos foram Úteis na extensão a 

problemas de maior interesse em hidráulica, onde as vanta-

gens dos elementos de contorno são de grande utilidade. 

Conclui-se, porem, que ainua restam ajustes as~ 

rem feitos, principalmente no que se refere ao cálculo dos 

fluxos nos pontos internos do processo iterativo. 
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CAP!TULO IV 

PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO 

4.1 INTRODUÇÃO 

Na engenharia, a solução de problemas em reg1me 

estacionário é de grande valia e apresenta resultados de 

uso prático. Porém existem casos em que se apresenta a ne­

cessidade da análise de regimes não estacionários a fim de 

obter maior precisão e maior semelhança com a realidade.fur 

esse motivo, este capítulo introduz os princípios básicos 

para a aplicação do método dos elementos de contorno a pr~ 

blemas dependentes do tempo, baseados nas refs. 13,6,7,81 

servindo como ponto de partida para resolução de problemas 

mais complexos. 

4.2 INTEGRAÇÃO NO TEMPO PASSO A PASSO 
' 



Considera-se a equaçao de fluxo de calor, 

1 au 
a a t 

Com u = u
0 

para t = O em 

E com as condições de contorno, 

para t > O 

para t > O 
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4.2(a) 

Usa-se uma aproximação do tipo diferenças finitas para a 

diferencial do tempo, 

au 
at = t.t = 

Então introduzindo este conceito na equaçao 4.2(a), tem-se 

4.2(b) 

Aplicando-se Galerkin à equaçao 4.2(b) juntamente com as 

condições de contorno, 



av2(u ) ---- u* dr~-

J 
[ 

1 ut. t] 
t. t a t.t t. t 

u* d,n= 
i'lt 

Sl 

= J (qllt- êíllt)u~t d r­

r2 

J (ullt-üllt)q~tdr 
r 
l 
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4.2(c) 

Integrando-se J v 2 ulltu~ t dn duas vezes por partes, obtém-se, 

Sl 

1 u~t] - u dSl= 
a l'lt t.t 

+ 

J q ~ t u ot d r - J u ~ t q ot d r + 

r r 

J
u u* dSl 

o ll t 
Sl 

4. 2 c d) 

u* 
A n2(u* )- l _llt tem a f equaçao v llt a ~'~t mesma orma que a equaçao 

de Helmohltz 2 • 6 , então pode-se escolher como solução funda 

mental a solução usada para a equação de Helmohltz. 

Então, 

u* = 1 K (_!_) 
t.t 2rra o vt:t 4.2(e) 

Que satisfaz a equaçao, 



v2u* 
llt 

u* + 
llt 

!:li = o 

onde K
0 

- função modificada de Bessel de ordem zero. 

Necessita-se também avaliar 

* au~t au~t ax + ql:lt = 

Mas, 

Sendo 

X ar = ax 

y 
--ª--!: = 
aY 

e 

= an 

au~t ar 
ar ax 

- x. 
l 

r 

- Y· l 
r 

1 

ax an 

' r 
Ko (/At) 2nall:lt u 

au* 
an 

au~t ll. 
ay an 
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4. 2 c f) 

4.2(g) 

4.2(h) 

4.2(i) 



De acordo com a ref. Jl8J , 

Para n o r = e X = 
I t. t 

K' r 1 { r (I_) = Z K_l(/t.t) o t,t 

Como 

K (x) = K (x) -n n 

Então, 

r 
=Kl(/_) 

vt.t 

+ Kl (~)} 

n=0,1,2, ..•. 

Substituindo 4.2(k) em 4.2(j), obtém-se 

K' C r ) = Kl (Ir ) 
o /t,t vt.t 

Substituindo 4. 2 (.t) em 4. 2 (i), obtém-se 

au* 
t,t = 

ar 

159 

4.2(j) 

4.2(k) 

4.2(-t) 

4. 2 (m) 
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sendo K1 - função modificada de Bessel de segunda classe 

de ordem 1. 

Portanto, 

(x-xi) (y2-yl) (y-yi) (xl-x2) 
r :t + r :t 

4. 2 (n) 

De acordo com a ref. 1181, os valores de K
0 

e K1 sao, 

onde 

K (-=) =- ln(--=)+y>r (-) r { r l r 
o 111 t 2111 t J o l11t 

l+l. 6 1 1 4 2 r . l+I+3 
+ ( ~~ t) ( 2 2) + ( ~-) ( 2 2 2) + ..... . 

2 ·4 11t 2 .4 .• 6 

r r 
= ~ln(--) 

l 2vSt 

-1 
1 r 
-2 C--=:-) 

216 t 

00 1+2 k J 
( r I 2 ~~) , <P ( k) + 

k!(l+k)! l l 
<P(l+k)J 

1 - - I 2 k=O 

I
0 

e r 1 - funções modificadas de Bessel de primeira 

classe de ordem zero e um respectivamente. 
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2 1 
I C___!__) = 1 + (-r-) + ( r ) 1 + C r ) 2 + ...•. 

o 161 2ht lflt 22.42 lt1t 22.42.6 

7 
+ (_:E_) 2 l 2 + ••••• 

v'M 2 .4 .6 .8 

y - constante de Euler= 0,5772156649 

~(k) = 1 + 1 + l 1 '*' 2 3+.,,+k ct>(o) = O 

Definidos todos estes parâmetros, retorna-se a 4.2(f), 

Então, 

=J(v 2 u* -Llt 

Q 

Portanto, 

~lu t drl+ l u,t6i d Q u* f 
allt Ll a /J 

ISCOt.A DE 'ENGENHARl.& 

~;LBLIO~ 
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* ui fl.t o Jcv2u* -
ufl.t 

ufl.tdrl+ = afl. t) 
, 

fl.t a 
rl 

u* u. I (v2 u • - fl.fl.t) u d rl = - l,fl.t 4.2(o) 
- fi. t a t a 

rl 

Substituindo 4.2(o) em 4.2(d), obtém-se 

-u. l,fl.t 
a = -f u~tqlltdr+ aZtf uou~t d" 

ou 

c. u. 't 
1 l,Ll 

a 

r r2 

A integral I u
0 

u ~t d o , avaliada sobre a âre a, é 

rl 

4.2(p) 

avaliada 

de modo usual. Usa-se células triangulares lineares. O va-

lorde u
0 

é conhecido a priori (valores iniciais). Calcula 

-se u nos pontos de integração de cada célula, usando are o 

lação 

DE ENGENHARU 
JSCOLl ~ ssu.o . 
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onde 11 , 12 , 1 3 sao as coordenadas dos pontos de integra­

ção das células e m é o ponto de integração onde está sen-

do calculado u
0

• 

Portanto, 

onde 

f 
u u* d ~ = o L'.t 

~ 

l NCI J NPI 
2rr I 1 I 

j=l lm=l 
w 

m 
ml 

X u f A. o J 

K (-r-) é calculado em todos os pontos de integração. 
o IL'.t 

1 
al'.t 

m 

Para um nó "i", 

NTPI 
I 

L=l 

L 
u pl· PiL o,L'.t = 

Aplicando 4.2(p) a todos nós do contorno, 

-+ -+ -+ 
H U = G Q - P 

4.2(q) 

4.2(r) 

A e4uaçao 4.2(p) pode ser escrita em forma discretizada, 

c. u. t nn _ nn NTPI 
1 ~,L'. +.I HiJ.uJ. 't =.L GiJ. qJ. 't- L PiL u~ At J=l ,u J=l ,u L=l ,u. 

4.2(s) 
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Sendo H .. e G .. assim definidos, para elementos lineares, lJ lJ 

rz:J J-+1 

,e. = 
J 

,e . 1 J+ 

j 
hil = 

j 
hi2 = 

j 
gi 1 = 

j 
giZ 

= 

FIG 44 

comprimento do elemento J 

= comprimento do elemento j+l 

1 
l. 

f (1-S) q~t(~) d ~ 
8rra/Et 

-1 

,e. r (1+S) q~t(ç) d ~ 
8rrart:f 

-1 

. .e. r (1- S) 
_1_ * d ~ ut.t 8rra 

-1 

L r (1 +S) 
_j_ 

u~t d ~ 8rra 
-1 

A avaliação da constante c. é feita do modo usual 
1 

e c. depende somente da geometria do contorno. Escolhe-se 
1 
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um caso particular de condições de contorno e generaliza -

se posteriormente. 

Então, 

-u = u em r 

portanto 

q = O em r 

Aplicando em 4.2(s), 

nn c. u. llt 
l l, + 

a 
I H .. u. t 

. 1 l J l, ll J= 

Como, 

= u. 
J 'll t 

= u 

nn 
c i = -a ( I 

j=l 
H .. + 

lJ 

L 
o' t 

NTPI 
= - I p. L 

L=l 1 

-= u 

L 
u o,6t 

4.2(t) 

Análise feita para todos os nós do contorno e também todos 

pontos no interior, nos quais deseja-se avaliar "u". 

4. 2. 1 
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Um esquema de resolução montado para este tipo 

de problema pode ser resumido da seguinte maneira: 

Define-se os tempos nos quais deseja-se obter resultados 

e divide-se em pequenos intervalos de tempo õt, conforme 

fig. 45. 

~ 4T 
1--1 

oi I 2 3 4 'I 3 4 >t 

t
0
=0 t, t2 t3 

FIG 45 

- Começando com t>Ü e u=u
0

, avalia-se u
6

t e q
6

t no contor­

no e u
6

t no interior no passo 1. 

- Os valores de u
6

t calculados no passo 1 sao usados como 

os valores iniciais do passo 2 para o cálculo de Pi. 

- Segue-se assim, passo a passo, calculando as incógnitas 

nos tempos desejados. 

Deve-se escolher um intervalo õt que forneça uma 

precisão desejada. Quanto menor o intervalo 6t maior -sera 

a precisão, porém aumenta de maneira acentuada o tempo de 

processamento. 
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Este método nao apresenta muitas vantagens por­

que além de consumir muito tempo de processamento, aprese~ 

ta nas funções de Bessel problemas de mal condicionamento 

computacional. Então outro esquema de resolução para pro -

blemas dependentes do tempo se faz necessário. Este esque­

ma é apresentado na seção seguinte que trata de problemas 

dependentes do tempo, usando soluções fundamentais depen -

dentes do tempo. 

4.3 SOLUÇÃO FUNDAMENTAL DEPENDENTE DO TEMPO 

Considera-se a equaçao 

1 3U = aat em n 

com u = u
0 

para t = o em n 

e com as condições de contorno 

u = ut em r
1 

para t > O 

3U 

3n 
t > o 

Aplica-se Galerkin:âequação governante e às con 

dições de contorno, integrando em relação ao espaço e tam-

bém em relação ao tempo. 



Para uma funçio de pesou*, tem-se 

JJ (v 2u - .! ~) u * d rt d t = a a t 
o ri 

-r f (u-ii) q *drd t 

o r 
1 

onde O .:;; t .:;; , 

ri (q-Cj)u*drdt 

r2 

4.3(a) 

au Integrando por partes em relaçio ao tempo o termo at' ob-

tém-se 

-n ~ 
o Si 

au u*drtdt 
at 

au* aT drtd t 4.3(b) 

Na expressao 4.3(a) integra-se o laplaciano duas vezes por 

partes e substituindo 4.3(b) em 4.3(a), obtém-se 

au* \1 f --a-r-)udrtdt- a uu*drt 

Si 

1t= T + 

t=O 



L 

+f Jqu*drdt = 

o r 
rJuq*drdt 
o r 
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4.3(c) 

A solução fundamental dependente do tempo para um domínio 

bidimensional é, 

4. 3 c d) 

onde Ç, = L - t 

Algumas propriedades da solução fundamental sao, 

1 au* a a-r- = 0 em r~ para qualquer t 4.3(e) 

1 
-r x

2 J r y
2 J l4 a (-r - t) - l_4 a (, - t) 

u* = e e 
4ITa(L-t) 

1 
4na(L-t) 

[ 
-2x J r -2x J -[4aC\

2

-t)] } 
+ 4a(L-t) l4a(T-t) e 



Portanto 

De modo similar, 

2 a u 1 
-2 - 4rra(-r- t) 
ay 

Então, 

e 

1 au* -a a t 

Portanto, 

.!_ au* ~ 
a ílE;. ílt 

1 au* 

2 

r2 -[4rat;,] 
= a ar- 3 3 e 

16 TI E;, 

Então, 

2 -[mJ 
1 

2 2 e 
4rra E;. 
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x
2 

2 J 
2 2 a (c-t) 4a(c-t) 

4a(~-J 

4. 3 c f) 

-[~J 
4. 3(g) 



Considerando agora outra propriedade de 

1 -1 {a: I 1 
u* = 4an~ e = 4an~ 

1 

1~1 e 

Quando, r t= e t + T 

Então u* + O 

u* 
' 

Quando r = O em um ponto "i" qualquer e t + T 

Então u* + ao 
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Nota-se então que u* comporta-se como delta de Dirac 6i 

portanto é válido dizer, 

o para r f O 

f u* d r, - 4.3(h) 

s-2 
1 o t=T para r == 

Analizando agora o segundo termo da equaçao 4.3(c), 

~ f uu*dn 

s-2 t=O 

~I u u*ds-t 
t=T 

Então de a~ordo com 4.3(h), 



~J uu*dn 

S1 

Porque 

J uu*dn= 

S1 

t=c 

t=O 

~J uu*dn 

S1 

u. 
l --a 

t=O 

Substituindo 4.3(i) em 4.3(c), obtém-se 

ciaui+ rJaac:: udr dt= rJu*qdrdt+ 

o r o r 
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4. 3(i) 

4. 3(j) 

A avaliação de ci é feita de modo similar ao que foi feito 

na seção anterior, o mesmo valendo para o cálculo dos ter-
... 

mos integrados sobre a area. 

4. 3.1 

Para integrar a equaçao 4.3(j) em relação ao tem 

po, assume-se uma variação no tempo para u e q. Como u e q 
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variam muito mais devagar do que u* e q* em relação ao te~ 

po,. é razoável dizer que u e q são constantes em pequenos 

intervalos de tempo. Portanto a equação 4.3(j) pode ser as 

sim escrita, 

(t2 
A avaliação de L q*dt 

tl 

e feita da seguinte forma, 

q* au* au* ax + 
au* ~ 4.3.l(b) = ~ = 

()X an ay an 

1 
-[~] 

u* = 4rra~ e 

1;. = tz - t tl ~ t ·~ tz 

au* Z(x-x.) 
l 

[~] 
3X - 16 rra F! e 

au* Z(y-yi) [4:2€] 
= - e ()y 16rra2~;. 2 

Portanto, 



au 
an 

Chamando 

= -

b 
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4.3.l(c) 

4.3.l(d) 

4.3.l(d) e uma integral imediata, basta multiplicarmos por 

2 r 
4a . 

Então, 

b ( - 4a -e 
r2 

IA I 
- L4ar,_j 

) 

Introduzindo os limites de integração, 

b 4.3.l(e) 



t2 

Para f u* d r 

t 
1 

J
t 2 Jt 2 

u* d r= 
1 -[~] 

4naç: e dt 

t1 t1 

Fazendo a substituição, 

para t = t1 

para t = t2 

Então, 

2 = r 

Derivando 4.3.l(g) em relação a t, 

3Z 
4 a TI C t 2 - t) + 4 a Z C - 1 ) = O 

Então, 

Ct 2-t) 
d t = d z z 

Então, 
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4. 3. 1 c f) 

2 
z r 

-+ = 
4a(t 2-t 1) 

-+ z = (X) 

4.3.l(g) 



1 -[~] 
4Ifã""[ e d t = 

= 

sendo 

De acordo com a ref. !18! , 

f
oo ve -v 

d v :::: 

k 

1 
4na f

oo -z 
~ d z 
z 

k 

Ei(k) = integral exponencial 

- y - in ( k) + 
oo n-1 kn 
L (-1) n.n! 

n=l 

y = 0,5772156649 
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-z 
e d z 

4.3.l(h) 

4.3.l(i) 

Em 4.3.l(i), Ln(k) pode ser expresso como uma s€rie de po-

tências, 

.tn(k) = a -
2 a 

T.2T 
3 

+ a 
"j,jT 



Portanto, a equaçao 

r 

=,h I Ei(k) qtz dr + 

r 
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4.3.l(j) 

t 2 e t 1 podem ser especificados de maneira arbitrária. Não 

há necessidade de usar esquemas de integração passo a pas-

so. Pode-se, simplesmente, avaliar uma vez no tempo t 2 de 

sejado. Se houver interesse em continuar o processo, os re 

sultados obtidos em t 2 são utilizados como valores iniciais 

para o tempo t 2 + ~t. Pode ser escolhida uma variação no 

tempo para u e q, igual à variação no espaço, ou seja, uma 

variação linear para u e q tanto para o espaço quanto para 

o tempo. Neste trabalho u e q foram considerados constan -

tes para pequenos intervalos de tempo com variação linear 

no espaço. 

A avaliação do termo integrado sobre a área na 

equaçao 4.3.l(j) é feita do modo usual, 

NCI 
I 

j =1 
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E de acordo com a fig. 46, 

J+l 

P'IG 41 

r (1- <l 
-Gac~:-t 1 J] hj 1 d ~ = 81f e b ( ~) 

i[ll r2 (~) 
-1 

r (1-<) 
-[4a(~:-t 1 J] j 1 

hiJ2l= 8ri e b(ç:) d ç: 
r 2 CU 

-1 

. t r J . 
E i~ ( ç:)J dç: gilll= ~ (l-ç:) 

-1 

j - ~ 
r(1+S) Ei~c~u dç: gil21- TI1f 
-1 

Assim estão definidos todos os parâmetros necessários para 

desenvolver um esquema de programação desta parte inicial 

de problemas dependentes do tempo. 

4.4 RESULTADOS 
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Foi passado um exemplo considerando o fluxo de 

calor em uma placa retangular, com as seguintes caracterfs 

ticas: 

fi 
Uo:O 

L. r i 
lm fi r; 

<;J•O 'l .. o 

1 l 
r. 
U•O 

- 1111 

A distribuição inicial de temperatura segue a lei, 

u
0 

= y(l-y) COS TI X 

A solução analftica para este problema de acordo com a 

ref 13 -
e' 

u(x,y,t) ~· 

00 

I e sen(2k+l)TI y 
k=O (2k + 1) 
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O contorno foi discretizado com dezesseis elementos (fig. 

47). Para cálculo dos termos integrados sobre a área,foram 

utilizadas trinta e duas células de integração, com sete 

pontos de integração por célula. 

13 12 11 lO 9 

14 +23 +22 +21 8 

1$ +24 +2$ tzO 7 

li +17 +" ~· 
I 

2 3 4 

FIG 47 

As temperaturas foram calculadas variando o tempo de O a 

O,ls em intervalos de O,Ols. 

Para resolução deste exemplo, foi usado o esquema de solu­

ção fundamental dependente do tempo. 

Nos gráficos apresentados a seguir, compara-se os resulta­

dos obtidos usando elementos de contorno com a solução ana 

lftica, para os seguintes pontos: 
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nos do contorno - 6 e 15 (fig. 47) 

pontos internL·~~ - 17 e '). 

Adotou-se a seguinte convençao para os gráficos; 

o 
_, 
-2 

-:s 

-5 

-· 
-7 

-· 
-lO 

-u 

-12 

-14 

-17 

-·· ./ 

Ih I;} 

/ 
/ 

Eixo X -+ 

Eixo y -+ 

2 

/. 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

-------. . . . . . 

tempo 

temperatura 

3 

/ 
/-

4 

NÓ I 

!I 

FIG 48 

solução analitica 

solução com elementos 
de contorno 

6 7 • 

___..--
..-· ....-·..--· --· --·-

-2 
h lO 

lO 

-·-



-2 
UaiO 

" 
li 

17 .. 
15 

14 

1:5 

12 

11 

lO 

• 
8 

7 

6 

4 

:s 
2 

o 2 4 
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NÓ 15 

---. ......._ 

• 7 8 • 
,.. 48 



-z ux 10 

.. 
17 .. 
15 

14 

I !I 

12 

11 

lO 

I 

• 
7 

I 

5 

4 

!I 

2 
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PONTO 17 

--....... . ..._ 
-...... -------- --- .. --. ...._,_ .. - ... ---. .. -----... 

o ._ _________________________________________ ;-----------------------~-
-~---~ 

2 4 I 7 • 9 lO 

ta ,f} 

FIG 50 



-z 
UxiO 

" 
17 

I e 

111 

14 

UI! 

12 

11 

lO 

9 

• 
7 

I 

4 

li 

I 

4 o 5 

PONTO 24 

-

FIG !11 

CONCLUSOES 

-·­·- ·-..-.~.....__ 
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--... . .__ ___ 

Ao a.plicar-se o método dos elementos de contorno 

a !Jroblemas não estacionários mas de natureza não complexa 

tirou-se vantagens para futuras aplicaç6es a problemas com 

maior grau de dificuldade. 

Neste capítulo foi dada a oportunidade de verifi 

car o mal comportamento computacional das funç6es de Bes­

sel, utilizadas para a resolução dos problemas com varia-

çao passo a passo no tempo. Verificou-se que o segundo 
~ 

me 

todo adotado gerou resultados aceitáveis, como pode serve 

rificado nos gráficos da seção anterior. No exemplo apre -

·-
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sentado, constatou-se que nos primeiros intervalos de tem­

po, a solução com os elementos de contorno afastava-se um 

pouco da solução analítica, mas a medida que o tempo avan­

çava, as soluçaes convergiam para um resultado comum. Os 

resultados obtidos foram considerados satisfatórios e a ex 

periência adquirida com este tipo de problema, foi de gra~ 

de valia para resolução de problemas de natureza mais com­

plexa. 



.CAPITULO V 

CONCLUSOES FINAIS E RECOMENDAÇOES 

PARA FUTUROS TRABALHOS 

186 

O método dos elementos de contorno foi aplicado 

a problemas de potencial em regiões bidimensionais. Foram 

.analisados os elementos constante, linear, quadrático e qu~ 

drático isoparamétrico, dependendo do caso estudado nos ca 

pítulos anteriores. De uma maneira geral o elemento linear 

apresentou-se como o sendo de melhor desempenho. Quanto à 

eficiência do método em si, algumas observações finais de­

vem ser feitas: 

-Nos casos das equaçoes de Poisson,circulação e~ 

tacionâria e fluxo transiente de calor, ocorre um pequeno 

problema no que se refere ao cálculo das integrais avalia­

das sobre a área utilizando células de integração.Este pr~ 

blema é decorrente do fato de haver valores do raio tenden 
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ao para zero, quando o ponto de integração está próximo do 

nó a partir do qual se iniciou a integração. 

Apesar disto, os resultados obtidos com este ti­

po de integração foram considerados bons. Existe também o 

inconveniente de que este tipo de integração aumenta o vo-

lume de entrada de dados para o programa. 

-No caso de circulação estacionária, além do pr~ 

blema citado acima, existe também o problema no cálculo dos 

fluxos internos no caso da análise feita considerando 

como incógnita interna. 

au 
ax. 

1 

De uma maneira geral considerando os problem~ e~ 

contrados, analisando globalmente ou separadamente cada c~ 

so estudado, os resultados obtidos com os elementos de con 

torno foram bons. O desenvolvimento de novos métodos de re 

solução, utilizando os elementos de contorno, deve ser le­

vado adiante porque o método se constitui num novo caminho 

e uma nova opçao no que se refere a resolução de problemas 

da mecânica do contínuo. 

Para futuros trabalhos, sugere-se: 

-No que tange as integrais envolvendo a área pa-

ra regiões bidimensionais ou volume para regiões tridimen-
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sionais, deve-se pesquisar urna maneira de avalii-las, sem 

que seja necessirio discretizar a superffcie ou o volume 

em questio, ou seja, a partir das integrais sobre a 
~ 

are a 

ou sobre o volume, deve-se chegar a alguma relaçio que en-

volva t~rmos pontuais e integrais sobre o contorno ou su 

perffcie respectivamente. 

-Aproveitando o desenvolvimento inicial para pr~ 

blernas dependentes do tempo, sugere-se a resolução de equ~ 

ção de Navier-Stokes: 

Considerando a formulação velocidade-vorticidade, tem-se 

v2u - 1 au 
v a t 

fazendo 

p 

então 

p (u,v) 

+ v,.., 
w 
~) 
ay 

Esta ~ urna equaçao nao linear na qual os termos não linea-

res estão agrupados no lado direito da equação. 
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Aplicando o método dos elementos de contorno, obtém-se 

"fi ;~u·drdt + 1 Juu*dn 
o r ~ t=O 

O termo p(u,v) deve ser avaliado em cada passo de tempo 

usando como aproximação os valores calculados no passo an-

terior. Após devem ser avaliadas as velocidades v1 e v 2 .E~ 
te é um processo iterativo e pode ser baseado no processo 

visto no capítulo III. 

-Sugere-se também a resolução de problemas de cam 

po utilizando elementos tridimensionais, e a resolução de 

problemas envolvendo mecânica dos solos. 

Muitas outras sugestões poderiam ter sido feitas, 

entretanto estas são suficientes para dar continuidade ao 

tipo de pesquisa iniciada com esta tese. 
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APENDICE A 

TABELAS 

TABELA 1 - QUADRATURA GAUSSIANA UNIDIMENSIONAL 

n i s. w. 
1 1 

1 1 o 2 
I 

1 1/ 3 I 1 
2 

2 -1/ 3 1 

1 o 8/9 

3 2 15/5 5/9 
I 

3 - 15/5 5/9 

4 1 0.86113631 0.34785485 

2 -0.86113631 0.34785485 

3 0.33998104 0.65214515 

4 
I 

-0.33998104 0.65214515 
I 

onde, wi = fator de peso, si =coordenada do ponto de in-

tegração, 
... 

1, n= numero total de pontos. 



191 

TABELA 2 - QUADRATURA GAUSSIANA LOGARITMICA UNIDIMENSIONAL 

n l i 
w. 

1 

2 1 0.11200820 0.71853931 
2 0.60227690 0.28146068 

1 0.06389079 0.51340455 
3 2 0.36899706 0.39128004 

3 0.76688030 0.09461540 

1 0.04144848 0.38346406 

4 2 0.25427491 0.38687531 
3 0.55616545 0.19043512 
4 0.84898239 0.03922548 

TABELA 3 - DOM!NIO TRIANGULAR 

n i Li Li Ll w. 
1 2 3 l 

1 1 1/3 1/3 1/3 1 

1 1/2 1/2 o 1/3 
2 2 o 1/2 1/2 1/3 

3 1/2 o 1/2 1/3 

1 1/3 1/3 1/3 -9/16 

4 2 3/5 1/5 1/5 I 25/48 
3 1/5 3/5 1/5 I 25/48 
4 1/5 1/5 3/5 25/48 

1 0.33333333 0.33333333 0.33333333 0.22500000 
2 0.79742699 0.10128651 0.10128651 0.12592918 
3 0.10128651 0.79742699 0.10128651 0.12592918 

7 4 0.10128651 0.10128651 0.79742699 0.12592918 
5 0.05971587 0.47014206 0.47014206 0.13239416 
6 0.47014206 0.05971587 0.47014206 0.13239416 
7 0.47014206 0.47014206 0.05971587 0.13239416 
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