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SINOPSE

O objetivo desta tese & introduzir o método dos
elementos de contorno como uma nova técnica para resolver

problemas da mecanica do continuo.

Por ser a primeira tese sobre o assunto, no
curso de Pos-Graduagao da UFRGS,nao foram omitidos os prin
cipios basicos do método e a tese se desenvolve sobre o as
pecto tedrico em todos os capitulos. Os exemplos apresenta
dos sao academicos e os resultados foram obtidos com a im-

plementacao de diferentes programas para cada capitulo.

0 método dos elementos de contorno & aplicado a
problemas de potencial em regioes bidimensionais. Sao ana-
lisados os casos das equacoes de Laplace, Poisson, circu-
lagao estacionaria e fluxo transiente de calor.Para as equa
¢oes de Laplace e Poisson sao analisados os elementos cons
tante, linear, quadratico e quadratico isoparamétrico. No
caso de circulagao estacionaria, sao analisados dois méto-
dos para a resolugao do mesmo problema e sao utilizados os
elementos constante e linear. Para o fluxo transiente de

calor somente o elemento linear € analisado, sendo que sao
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- . - - !
desenvolvidos também dois metodos para a resolugao do mes-

mo problema. Para todos os casos acima €& utilizado o "Méto
do Direto" para o desenvolvimento das equagoes de contor
no. A partir da equagao governante e das condigoes de con
torno, aplica-se um método dos residuos ponderados e inte-
gra-se por partes até obter-se uma equagao que envolva in

tegrals somente sobre o contorno.
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SUMMARY

The objective of this thesis is to introduce the
method of boundary elements, a new technique to solve

problems in continuum mechanics.

Being the Civil Engineering Post Graduation
course of UFRGS first thesis on this subject, the basic
principles of the method were not excluded, and theoretical
aspect of the work are developed in each chapter. Academic
examples are'presented, whose results were obtained by the
implementation of different computer programs for each

chapter.

The method’of boundary elements is applied to
potential problems in two dimensional regions. The
equations analysed are those of Laplace, Poisson, steady
state circulation and transient heat transfer. For the La-
place and Poisson equations constant, linear, quadratic
and quadratic isoparametric elements were used. In the case
of steady state circulation two different schemes are
developed using constant and linear elements.For transient
heat transfer problems two solution methods are also

developed using the linear element only. In all cases the
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"Direct Method" is used for the development of the boundary
equations. Starting from the governing equations and the
boundary conditions a weighted residual method is applied.
Using integration by parts a set of equations are obtained

wich involve integrals along the boundary only.
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CAPITULO I

INTRODUCXKO

A necessidade de maior precisao e o aproveitamen
to da alta velocidade dos computadores eletronicos tem tor
nado a analise numérica o instrumento basico para a resolu
¢ao de problemas relacionados com a mecanica dos meios con

tinuos.

Dentre os varios métodos numéricos existentes, o
método dos elementos de contorno surge como uma nova alter

nativa para tentar solucionar estes problemas.

O método dos elementos de contorno surgiu de tra
balhos anteriores sobre as classicas equagoes integrais.Es
tas equagoes foram aplicadas com sucesso em elasticidade

17 10.Ap65 posteriores

bi e tridimensional por Rizzo e Cruse
trabalhos destes mesmos autores, Lachat14 realizou na Uni-
versidade de Southampton um trabalho que foi definitivo pa

ra a formulagiao do método dos elementos de contorno.



0 método dos elementos de contorno pode ser vis-
to como uma combinagao das integrais de contorno com astég
nicas modernas de elementos finitos e € interpretado como
solugao do método dos residuos ponderados, relacionando as
sim o método dos elementos de contorno com outras técnicas.
Em elementos finitos a regido € aproximada por elementos e
as equagoes sao aproximadas sobre a regiao por fungoes, as
quais satisfazem totalmente ou parcialmente as condigoes de
contorno. Nos métodos de contorno a equagao € satisfeita
no dominio enquanto que as condigdes de contorno nao sao sa

tisfeitas.

0 método dos elementos de contorno consiste em
dividir somente a superficie externa do dominio em uma sé-
rie de elementos, sobre as quais as fungoes em considera-
¢ao podem variar de diferentes maneiras. Isso permite redu
zir em um a dimensionalidade do problema e conseqlentemen-
te trabalhar com menores sistemas de equagoes além de redu
zir os dados de entrada para o programa. Entretanto a ma-
triz gerada € cheia e ndo simétrica. O método dos elemen -
tos de contorno € adequado para resolver problemas com do
minio se estendendoc ao infinito, tais como os freqUentemen
te ocorridos em mecanica dos solos, hidraulica e analise

de tensoes.

No segundo capitulo, o método dos elementos de



contorno € aplicado as equagOes de Laplace e Poisson,em re
gioes homogeneas. Sao analisados quatro tipos de elementos,
ou seja, elementos constante, linear, quadratico e quadra-
tico isoparamétrico. No final do capitulo sao apresentados
exemplos comparando os resultados obtidos com o método dos
elementos de contorno, com solugbes exatas e outros méto-

dos.

No terceiro capitulo, o método foi aplicado a pro
blemas de circulagdo estacionaria, baseado na ref. |9|, na
qual foi dado um método para resolugao de meios nao homogé
neos. No que tange ao problema de circulagdao estacionaria,
foram desenvolvidos dois processos para a resolugao do pro
blema, sendo que tanto o elemento constante como o elemen-
to linear foram utilizados. Neste capitulo foi introduzida
uma nova técnica baseando-se na ref. |1|, técnica esta que

modifica a analise e introdugao das condigdes de contorno.

No final do capitulo sao apresentados exemplos e
os resultados obtidos com o método dos elementos de contor
no sao comparados com outro método numérico. Neste caso nao

existe solugdao analitica para o problema.

No quarto capitulo € feito um estudo inicial de
problemas dependentes do tempo. S3ao analisados também dois

processos para a solugao do mesmo problema, ou seja,um que



integra passo a passo no tempo e o0 outro o qual permite in
tegrar analiticamente em relagao ao tempo. No final do ca-
pitulo € feito um exemplo no qual os resultados obtidos pa
ra os diversos intervalos de tempo, utilizando o método dos

elementos de contorno, € comparado com a solugao exata.

No quinto capitulo s3do feitas as conclusodes fi-

nais e recomendagoes para futuros trabalhos.



CAPITULO II

DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS DE BORDO

PARA AS EQUACOES DE LAPLACE E POISSON

2.1 EQUAQAO DE LAPLACE
2.1.1  INTRODUGAQ

2 2
acu , 9°u _ de

U=,

A equacgao de Laplace
0x2  ay?

amplo

significado fisico e matematico, serve como base para o de
senvolvimento inicial do Método dos Elementos de Contorno
aplicado a problemas de potencial. A formulagao do Metodo
dos Elementos de Contorno & feita aplicando - se Galerkin,
que & um Método de Residuos Ponderados,a equacao de Lapla-
~ce, juntamente com as condi¢Oes de contorno. E possivel fa
zer um relacionamento no desenvolvimento basico das expres

~ . .. 4 ~
soes de Galerkin para elementos finitos' com a expressao



usada como ponto de partida para o desenvolvimento dos ele
mentos de contorno. E importante ressaltar que os elementos
de contorno lineares e constantes foram inicialmente desen

volvidos por C. A. Brebbiaz.

2.1.2 RELACOES BASICAS

—— e - -

Considera-se uma fungdo potencial "u" em um domi

nio @, a qual satisfaz a equagao governante,

Com as seguintes condigoes de contorno

I

Condigao essencial u = u em T,

em Fz

I
Q|

Condigao natural q

sendo ' = I'y + T, o contorno global.

L (9=3)

F=0. 0




Aplicando Galerkin a equacdo e as condigbes de contorno,

tem-se

J (v2u) wda = J(q—a)wdr + J(u—ﬁ) %% dr 2.1.2(a)
0 . Ty I

onde w € uma funcao de peso.

Em elementos finitos, a condig@o essencial & automaticamen
te satisfeita se forem utilizados elementos conformes, en-

tao,

[ (v2u) sudqa = [ (q-q) sudr 2.1.2(b)

W %

onde w=8u

Integrando o laplaciano por partes, tem-se

2

37 u _ |du du 3su
’[——Eﬁudxdy-[3§6ud)h-[EE—EF dxdy 2.1.2(c)
g 9% Q

e

82u au au adu
J;);-_Z-CSUdXdy:J—a—Y-(SUdX— J-a—s;—asf—d)(dy 2.1.2((1)
Q

Substituindo 2.1.2(c) e 2.1.2(d) em 2.1.2(b), obtem-se



au ou Ju 3déu oau 3du _
Ia_i Sudy+ I—za-}-sudx - J(a_x S = ay)dXdy )

= ( (q-qésudr 1200
r
2
d A 3
+ cos(y,n) =COSB=_H%‘£=Z%—='§%
dy
cos(x,n) = sen g = %% - % = %%
“L 2.1.2(6)
dx
FiG 2

Reescrevendo a expressao 2.1.2(e),

[31

du dx

d
a% Gudr*-[a—y a—F(SU.dP—

Q
—

‘hﬁi 3x+3§'379dXdY-

~

= J (q- E) sudr 2 1.2(8)



Substituindo as expressoes 2.1.2(f) em 2.1.2(g), tem-se

(au adu  Ju aéu)dxdy -

Ju Ju
[[Ei cos(x,n)- 3y cos(y,n)]éudlhj X 3K Iy Y

T Q

1
Como,
ou _ _ du _ du
T - cos(x,n) 5y cos(y,n)

[a—u audr-[[g—‘;— 98U , 3 30U 1444y = J(q—a)dudr
r Q b}

ou

BX  oX oy ay

{qdudr+ Jqﬁlldl‘--Jau 86U , 3u acsu]dxdy=
h B Q

= J(qdlld r - J gsudr 2.1.2(h)
b b}

Desta forma, a expressao 2.1.2(h) torna-se

Ju Jadu ., 3u 3du _ = .
JE_BT+W—5y_)dQ-fqaudr 2.1.2(1)

o) Iy
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Na expressao 2.1.2(h) os termos q em T, se cancelam e

f qsudr = 0, pois u=u em I';.

I

A expressdao 2.1.2(i) € o ponto de partida para o Método dos

Elementos Finitos neste caso.

Para elementos de contorno, tem-se a expressao 2.1.2(a)

f(vzu)wdﬂ = J (q-q)wdr+ J(G-u) 38 gr
Q Fz N

Integrando o laplaciano por partes e aproveitando as expres

sces desenvolvidas para elementos finitos, tem-se

3 9 au o9 —
@ o [quar - q-pear -
Q r b

ou

Efetuando as simplificagOes necessarias,
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Q ) I
+ 03w gr- | w2 gar 2.1.2(3)
3n an
n n

9u E)w+ U dw

Integrando o termo -~ [(EE 3% T 3y 3§)d Q por partes,

2 2
+J(a‘°+3“’)ud9 2.1.2(k)
Q 3x?%  3y?

Considerando as expressoes 2.1.2(f), escreve-se 2.1.2(k) da

seguinte forma:

_ Uu

[e¥]
€

@
~

d dw dx 324 320
aref o g gper] [ oo

ou

2 2
—[[u %% (;os(x,n)—u%f9 cos(y,n)]dr+[(3 w . 9%w
Yy 0 BXZ ay2

Jud®@

Entao, para 2.1.2(k) tem-se,

2 2
—fu-a—wdl“+ J(Bw+ aw)udﬂ 2.1.2(1)
ax? ay 2
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Substituindo 2.1.2(1) em @2.1.2(j), obtéem-se

i

2 2
((aw+3“’)ud9 uMdF+Ju9—9dI‘—
anz 3)’2 T1 112

Resultando a expressao,

[(Vzw)udQ= Jﬁ—g—;"—l dr + (u -g—‘r% dr- lawdr— qudr

0 F1 F2 2 1

2.1.2(m)
ou de uma maneira geral
((Vzw)tld52= [ u %% dr - J(1wd1‘ 2.1.2(n)
Q T T

Nota-se que o operador V2 age agora sobre w. Poderia ter

sido escolhida uma funcgdao de peso w tal que v2w=0. Entao

a expressao 2.1.2(n) ficaria igual a:

9w _
JUﬁdF—qudF

Esta equagao € aplicavel somente no contorno e normalmente
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nao & usada como solucdao de problemas. A equagao nesta for
ma gera uma matriz singular, além de n3ao permitir que de-
pois de resolvido o problema, seja possivel calcular a so
luc3ao em pontos internos, que € essencial em alguns casos.
Normalmente, o que se faz, € escolher uma "solucao funda-
mental' para a equagao governante, por motivos de precisao
e pelo fato de evitar os problemas acima citados. Chama-se

entao de w = u* a solugao fundamental.

2.1.2.1 A SOLUCAO FUNDAMENTAL

Solugao fundamental € a solucdao para a equacgao
governante em um dominio infinito com um potencial unita-

rio, aplicado em um dado ponto i. A equagdao governante é:

vZu*+ At = 0

ou ]

]
[an)

vZu¥+ A(x-x5,Y-Y;) 2.1.2.1(a)

i - - . .
onde A~ e a funcao delta de Dirac e representa um potencial
NP . . i .
unitario agindo em um ponto '"1i'". A~ tem as seguintes ca-

racteristicas,

JAidQ=1
9]
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J uat d g = uj em i.
Q

[ u(v2u* + at)das= J uviu*d o+ uy
Q Q

onde uj representa o valor da fungao incognita no ponto

oottt

i" de aplicacao do potencial unitario.

Se a equagao 2.1.2.1(a) € satisfeita pela solugao fundamen

tal, entao

[ uviu*d Q= -u; 2.1.2.1(b)
Q

Substituindo 2.1.2.1(b) na equacgao 2.1.2(m), tem-se

-ui='[ QU*dF—J au*dF+J ﬁq*d17+J uq*dr

h I n I

ou

ui+f uq*dr+ Jllq*df=‘[qu*df+ {qu*d

Fl r 2 T

2.1.2.1(c)
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an

A equagao 2.1.2.1(c) é valida para qualquer ponto em Q.

Para um meio isotrdpico tridimensional a solugdo

fundamental?l &:
« - 1
u* = 2.1.2.1(d)

onde T € a distancia do ponto de aplicagao da carga até o

. ~ 1 -
onto em consideracao. Para mostrar que u* = — ¢ solu-
s 41r

cao da equagao governante, substitui-se na equacao de La

place em coordenadas polares levando em conta a simetria.

A equagao de Laplace em coordenadas polares ¢€,

320

312

2 Jur i
A 2.1.2.1(e)

Derivando a solugao fundamental e substituindo na equacgao

2.1.2.1(e),

du* _ 1 32u* _ 1
or 2 ) 3
4Mr oT 4nr
1 2 1 I
* 3z (- ) =8
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Entao
1 1 1
A
21 r3 ra

para o ponto i, r=0 e A~ = =. Para qualquer ponto dife-
rente de i, r # 0 e A~ = 0.

. - ~ . i
Assim mostrou-se que u* € solucao de vZu* = A",
Também &€ possivel mostrar que J uvzu*dsz=—ui usando o teo
rema da divergeéncia. Considerando-se uma esfera de raio R

com centro no ponto i. Chamando a superficie da esfera de

r , entao T =4n1R2 sendo R o vetor normal externo.

Assim,
J v2u*dy = f Bu” 4p
an
v T
u* _ au*
f o dr = f R dr 2.1.2.1(f)
T r

Substituindo a solucao fundamental 2.1.2.1(d)em 2.1.2.1(f)

e levando em conta que na esfera R € constante,
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* 2
[ 3;% dr = - —2 J(ir -1 _ _AmRT_
r 4MR2 r 4TMR2 47R 2
portanto
f uviu*dq = - ug
Q

Para o caso bidimensional a solugao fundamental &

_ 1 1
ur = 2.1.2.1(g)

2.1.2.2 PARTICULARIZACAO DA EQUACAO PARA O CONTORNO

A equacdo 2.1.2.1(c) € valida para todo ponto do
dominio. Para formular o problema como uma técnica de con-
torno € preciso restringir a equagdo somente para pontos no

contorno.

Para isso ser feito, considera-se a superficie de uma re-

giao tridimensional conforme fig. 3.
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HEMISFERIO

n NORMAL

SUPERFICIE DE CONTORNO

£

PONTO NO CONTORNO

FiG 3

Considera-se o ponto centrado no hemisfério. O hemisfério

tem raio e, o qual pode ser reduzido a zero.
Assume-se o contorno como sendo suave e também que o ponto
esteja em T, . Consideracoes similares podem ser feitas se

O ponto estiver em TI,.

Considera-se o contorno dividido em duas partes,

au* u* au*
= +
[ u 5 dr J u 5 dr f u 5 dr
T r TE

2 (2-¢)

Pode-se agora substituir a solucao fundamental no segundo
termo do lado direito da equacdo e levar ao limite, isto €

e > O
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Como no hemisfério, e € constante, tem-se

£>0 dre?

. - 2 .
11m.{ _f u_ 4o }=:11m @ 2me?y | % 2.1.2.2(a)
FE

0 mesmo calculo pode ser feito para o termo [ qu*dr, po-

¥

TEM neste caso 2

lim " _1lim 2Me? _
€+O<frqu dl“} = €0 {q Tﬁ} = 0 Z.I.Z.Z(b)
€

Portanto, o limite nao introduz nenhum termo adicional na
equacao 2.1.2.1(c). O mesmo resultado poderia ter sido ob-
tido pela analise de um ponto em I, ou em um dominio bidi-

mensional.

Substituindo 2.1.2.2(a) na equagao 2.1.2.1(c), a equagao

do contorno pode ser escrita,

Ui
ui"j%'FJ uq*dr = [qu*dr
r r
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Ent3do a equagao para o contorno €:

uj - - ‘
7% + fqu*liF+ J uq*dr‘=J qu*dF+Jqu*dF 2.1.2.2(c¢)
5 0 ) 1
2.2 0S ELEMENTOS DE CONTORNO

A equacgao 2.1.2.2(c) agora pode ser aplicada no
contorno do dominio em consideragdo. Daqui em .diante somen

te dominios bidimensionais serao considerados.

Quatro tipos de elementos de contorno serao vis-

tos

1 o L

constante ! '
. d s
linear T T
- . . i 4
quadratico M A4 v

quadratico isoparamétrico +(///”J+‘N\\\\\+
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Sendo que:
. ponto em que se calcula a in-

cognita q ou u.

+ ponto que define a geometria
dos elementos

2.2.1 ELEMENTOS CONSTANTES

2.2.1.1 ANALISE DOS ELEMENTOS E FORMAGKO DO SISTEMA  DE
EQUACOES

Discretiza-se o contorno com n elementos. 0Os va-
lores das variaveis "u" e ''q" sao constantes para cada ele

mento e dados pelo valor do ndé no meio do elemento.

INCOSNITA CALCULADA

—
AN

SEOMETRIA DEFINIDA

Fi¢ 4

0 contorno foi discretizado com n elementos, sendo que n,

pertencem a I (u=u) e n, pertencem a I,(q=q), n =nj + ny

T
pHCENHAR )
coLA PF
- pjeLLUIECE

REVT
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E sabido que

_Uzi_ + J ug*dr + [Eq*dr=f qu*dr +[ qu*dr
T

¥

2 1 Ty n

esta equacgao € aplicada a cada no "i" do contorno,formando
um sistema de n equagbes com 2n variaveis, n das quais sao

conhecidas.

A equagao acima quando discretizada assume a forma

n
- ) U [ q*dr = Z CH[ u*dr 2.2.1.1(a)

uj e qj sao constantes para cada elemento por isso ficam fo

ra da integral.

A equacgdo 2.2.1.1(a) relaciona o né "i" com os elementos j

ao longo dos quais as integrais sao avaliadas.

2.2.1.1.1 AVALTACAO DAS INTEGRAIS
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S
~)
N/

SENTIDO DE  INTEGRAGAO

1

L —>
Fi¢ 8

Considera-se de acordo com a fig. 5 que a integracao & fei

ta sobre o elemento j o qual contém o no j.

Inicialmente i # j

{x,y) (xg, %!
1Xy,Yp) F—Fp——"— e
(X Y }
SENTIDO DE
INTEGRAGAO

i(X|,Yi)

Fi¢ ¢

sendo,

XY -~ coordenadas dos nos no centro dos elementos

Xy1,Y1,X2,yY2 - coordenadas que definem a geometria dos ele-
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mentos.
X;.Y; - coordenada do n6 a partir do qual & feita a inte -
gracgao,
X,y - coordenadas dos pontos de integragao sobre cada ele-

mento.

A integracao € feita no sentido anti-horario e

todos elementos devem estar ordenados.

Sabe-se que a solucao fundamental €,

L

on 10 ()

T

u* =

Definindo as coordenadas locais ¢

FIg?7

E preciso definir o Jacobiano para a transformacao de coor

denadas



dv
d¢

AY an

ax

Q
-

Q
-~

FIg 8

Da fig. 8, obtém-se a relagao

G = @@’

dr /(%)2 + (%%)2' de

Como

dr

|J| de

sendo |J| o determinante do Jacobiano.

Portanto

ol -/ @ @

Da fig. 8,

25

2.2.1.1.1(a)

2.2.1.1.1(b)

2.2.1.1.1(c)



d
EBE:H% Y -
3 dr ’ an
de
Por conseguinte
ax _ 13y Y .
an lJl g 7 an

A derivada de u* em relacgao

gra da derivagao em cadeia.

T =x/(x-xi)2 + (Y‘Yi)z

Entao a solugao fundamental

u* = g; In

Derivando u* em

(X"Xi)

T2

26

et

1 3
] ?

~

2.2.1.1.1(d)

Yy

a normal € feita usando a re -

torna-se

-

[(x-xi)2 + (Y'Yi)z:l

relacao a x e a vy,

2.2.1.1.1(e)



27

Da fig. 7 sao definidas as fungoes de forma,

- 1 -
$1 5 (1 £)
2.2.1.1.1(f)

para ¢

il
!
—
©
—
I
—
-
o
N
[l
o

il
—

©

1}
(o]

o

i}
—

para &

A geometria do elemento constante varia linearmente, entao

pode ser assim definida:

X X
_ 71 2
X = 2 (1 - E) + 7 (1 + 5)
2.2.1.1.1(¢g)
71 Y2

y = =5 (1 - ) + > (1 + ¢g)

Derivando 2.2.1.1.1(g) em relacao a &,

2.2.1.1.1(h)

Pode-se agora avaliar |J],
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2 2 ‘
9] = //(%§) R //(xz-x1)2+ (v,-v1)"

Entao

<
]

2.2.1.1.1(i)

onde £ & o comprimento do elemento.

Conseqlientemente,
Ju* 1 (X_Xi)(yZ'yl) 1 (Y'yi) (XZ-Xl)
T A 7 * 7
2nT? 2nr?
Entao
Ju* 1 [
- (e 0=y )+ ey ) Oy -x) |
on ey, 1 2 71 1 1 ™2

2.2.1.1.1(3)
Dadas estas expressoes, as integrais podem ser avaliadas.

Considera-se primeiramente

q { u*dr = q J u*dr + q [u*dr
r r I
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Faz-se uma mudanca de variavel,

&=l 1
q[ u* dr = qJ »= {n (—;J 1J| d¢ 2.2.1.1.1(k)
g

E sabido que 1 = f(&), entdo substituindo o valor de |J

na expressao 2.2.1.1.1(k),

ql . 1 1
q[ u*dr=THl[ fn (=) deg 2.2.1.1.1(1)

T

u fu*dr = u J q*dr + u J gq*dr 2.2.1.1.1(m)
T T T

Substituindo 2.2.1.1.1(i) e 2.2.1.1.1(j) em 2.2.1.1.1(m) ,

obtém-se

o [ arar = [ L [ 0y ey Ggox) |71 a

T. -
j 1

Desta forma

1
| 4= ) - (o) Oy )+ 0y ) (g o) | de
T, 1

J 2.2.1.1.1(n)



30

sendo £j o comprimento do elemento j.

Para avaliar estas integrais, emprega-se a integracao de

Gauss, utilizando quatro pontos de integracao por elementa

De acordo com a ref. |2/,

=}

1 .
I=[f(£)d£= wi £(g,) +E
-1 kzl k k n

onde wg = fator de peso, &, = coordenada no ponto de inte-

gragao k, Ep=erro=0

Esse esquema de integracgao € utilizado para todo tipo de
elemento discutido neste capitulo. Para o elemento constan

te, tem-se

//”r:—_?\“\\

4

1

onde 1,2,3 e 4 sao os valores das coordenadas de & e sao

dados na tabela 1.

Portanto € possivel calcular todas as integrais numerica -

mente para os elementos j # 1i.

Deve ser considerado agora o caso em que 1i= j.

Neste caso r= 0. Se for usada a integracao de Gauss, os re
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sultados serao pouco precisos.

Porém para o caso em que i = j as integrais podem ser re-
solvidas analiticamente.

i

Analizando primeiro a integral

au*
j CLEER

Tj._._.i

conclui-se que ela & igual a zero, devido a ortogonalidade

existente entre n e g. (vide fig. 7)

Considerando agora a integral

1 1
f u*dr = i J En(—i;—) ar
r. . T.

Quando i=j, o né esta no centro do elemento considerado |,

conforme figura abaixo.
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De acordo com a fig. 9, & possivel escrever

L
J u* dr ‘%1‘ JY tn (—i—)dr
Fi 0

£
=—%~[r£n@%)— r]?

0

J4 2
= [zn(T) - 1] 2.2.1.1.1(0)

onde £ & o comprimento do elemento.

Desta forma todas as integrais sao avaliadas, independente

de onde se localize o no "i'".

2.2.1.1.2 FORMACAO DO SISTEMA DE EOUACOES

Foi visto que,

us n n
- * ) uj J q*dr = ) q. { u*dr 2.2.1.1.2(a)
j=1 I j=1 )
J J
Definindo
f g*dr = Hij R J u*dr = Gij 2.2.1.1.2(b)
Fj rj
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Substituindo 2.2.1.1.2(b) em 2.2.1.1.2(a),

uy n E
+ 3 u. H.. = q. G.. 2.2.1.1.2(c)
T TR B S ET S B
Chamando,
Hij = Hij quando i # j

2.2.1.1.2(d)

I o
Hij =5+ Hij quando i J

A equacao 2.2.1.1.2(c) pode ser escrita,

q- 2.2.1.1.2(e)

O sistema de equagbes para os n nés pode ser expresso em

forma matricial,
> >
HU=GO0 2,2,1.1.2(£)

Na expressao 2.2.1.1.2(d) existem ny valores de u prescri-

tos em I, e n, valores prescritos de q em L.

Consegllentemente existem n incognitas sendo ny valores de

q em Ije n, valores de u em r, .
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Reordena-se a equagao 2.2.1.1.2(f), de modo que todas as
incognitas se localizem no lado esquerdo da equagiao e o0s

valores conhecidos no lado direito.

Desta forma, a equagao 2.2.1.1.2(f) torna-se,

o>
=¥
u
s 2

2.2.1.1.2(g)

Onde

+ - - -

X e um vetor nx1l, que contem as incognitas

+ - -

F e um vetor nx1, que contém os valores prescritos de u
ou q multiplicados por Hij ou Gij’ respectivamente.

A € uma matriz quadrada nxn, nao simétrica e cheia,cujos

. corresponden-

coeficientes sao os valores de Hij ou GiJ

tes as incognitas u ou q de cada no.

Ao invés de montar o sistema de equagdes 2.2.1.1.2(f) e de
pois entrar com as condigoes de contorno para chegarna e-
quagao 2.2.1.1.2(e), pode-se usar um esquema que ordena in
cognitas para um lado, valores prescritos para o outro la-
do, a medida que vai se montando o sistema de equagoes.Por

tanto, pode-se usar o seguinte esquema:

Para cada né usa-se um codigo que chamaremos de KODE. Se

KODE =1, neste ndo u € prescrito (u=u) e q € incognita. Se



KODE = 2, neste ndo q & prescrito (q=q) € u € incognita.

Para cada n6 "i" aplica-se a equagao 2.2.1.1.2(g) com

elementos variando de 1 até n (j=1,2,...,n).

Lembrando que,

Inicia-se o processo,

- Considerando o caso em que 1 # j

1? - Se KODE(j) = 1, (uj=ﬁj, a; € incognita)

0O termo Hij

35

oS

€ multiplicado pelo valor de ﬁj e val pa-

ra a linha i no lado direito da equacgao 2.2.1.1.2 (g)

>
(vetor F), com o sinal trocado.

Em contrapartida, como aj € incognita, o termo Gij

vai

para a linha i e coluna j do lado esquerdo da equagao

2.2.1.1.2(e) (matriz A), com o sinal trocado.

2° - Se KODE(j) = 2, (qj=aj, us € incognita)

O termo Hij permanece no lado esquerdo da equacgao

2.1.1.2(g) (matriz A), na linha i e coluna j.

2.
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0O termo Gij € multiplicado pelo valor aj e fica no
-5
lado direito da equacao 2.2.1.1.2(g) (vetor F) na 1li-

nha 1i.

Os termos que vao para uma linha i da matriz A sao co
locados nas colunas correspondentes aos nos dos ele-
>

mentos e os termos que vao para o vetor F sao somados

aos outros termos existentes nesta linha i.
- Considerando o caso em que 1 = j

Se KODE(i) = 1, (u.=u., q. € incognita)

>
O termo Hii val para o vetor F com o sinal trocado ,

multiplicando por ﬁi' Sabe-se de 2.2.1.1.2(d) que H;;=

H + 1. como ﬁii= 0, entao Hi, = .Portanto o ter-

ii 2

-> - 1
mo que vai para o vetor F e -z U

Este termo € somado com todos 0S termos anteriores exis
+
tentes nesta linha i do vetor F.

Como q; & incognita, o termo G.. avaliado em 2.2.1.L1(0)
vali com o sinal trocado para a linha i e coluna i da

matriz 5.

2° - Se KODE(i) = 2, (q;=d; , uj € incognita)
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0 termo Hii = % permanece na linha i e coluna 1 da

matriz 5.

_>
0O termo Gii X q; permanece na linha i do vetor F, sen

do somado a todos os termos anteriormente existentes

nessa linha.

O processo segue até que todos os nds tenham sido per
corridos (i =1,2,...n), até que esteja formado o sis-

tema de equagoes,

e
~<¥
]
e %

0 esquema acima desenvolvido pode ser melhor compreen

dido com um exemplo.

Considera-se o seguinte caso:

¢ [Py >
“'{4 Ugs?

A 4 -~
Louw=G § 3¢ u=0y 1
‘|'? ‘s‘?
¥ 2 \L

% Y2 vy
¢ Iz >

Para este caso a equacao 2.2.1.1.2(e) e:
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RTTIN RT Gl+G T, -H, XU +G, ,xq |

Tt 12: 12; 14 | |77 512927 13* Uzt 014Xy
——+*~F—4——

i} gl “H._xT z - 5 v
G21:1/2| G235“24 Uyl |THzaXU1*GapXap 7y sxus* Gy xqy
_____ TS _| 3

-G {H |—G T& -H.,,xu,+G,,xq —E§+F xq

31|‘32{ 33]'34 | |93 31¥U1* 032X 75* 654 xqy
___1___._!___.__.:_._._
Gy tHyg I7Gggl /2 | Jug | |7Hpxup*GypxapHysxus+Gyyxay
L 4t 4 L 1
Com este exemplo € possivel ver mais claramente

um dos motivos pelos quais adotou-se a solugao fundamental.
— - u.
Com a solugao fundamental existe um termo 7%, que gera o©

valor 1/2 na diagonal principal da matriz A quando temos

q=q em I, Se tivesse sido usado outro tipo de solugao tal

como vV2w=o,no lugar de 1/2 existiria o valor zero na dia-

gonal principal da matriz A, pois como foi visto anterior-
- du*
i1 an

mente, dT = o. Portanto a matriz A poderia

nio ser positivo definida se nao tivesse sido usada a solu

cao fundamental.

2.2.1.2 OBTENCAO DO POTENCIAL E DO FLUXO NOS PONTOS IN -

TERNOS

Uma vez conhecidos os valores do potencial u e
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do fluxo q no contorno, os valores de u e q nos pontos in-

ternos do dominio podem ser calculados.

Recordando a equacgao 2.1.2.1(c),

u; + J'ﬁq*dr+ [ uq*dr =J qu*dr+ J qu*dr
r r r r

1 2 1 2
Esta equagdao € valida para todo dominio Q. Portanto, se &

desejado calcular algum ponto no interior do dominio, bas-

ta fazer,

u; = [ qu*dr - [ uq*dr 2.2.1.2(a)
r r
_ _ a3u*
sendo T = N+, e q* = o -
ou em forma discretizada
I I |
u. = q: G.. - u. H.. 2.2.1.2(b)
1 j=1 J 1] j=1 J 1]

n - nﬁmero de elementos no contorno

i - ponto do interior no qual queremos calcular u.

Especifica-se em quais pontos internos se quer calcular us

e aplica-se a equagao acima. Os valores de qj e uj no con-
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torno ja sao conhecidos, entao para cada ponto interior a

ser calculado tem-se uma operagao independente de matrizes.

Para o calculo de Gij e Hij utiliza-se integracao numérica
para todos os elementos, porque o raio sera sempre diferen

te de zero, conforme pode ser visto na fig. 10.

% %)

FiGé 10
Portanto
1
L
= 2] 1
Gij i ( £n (r)dg
-1
e
s = g | 2 [0 0oy Oeys) Oy x| e
1

para qualquer ponto interno i e gqualquer elemento j.

Para calcular os fluxos internos Q, = %% e q, = u diferen

Y 3y
cia-se a equagao 2.2.1.2(a) em relagao a x e a y.

i Ju* ag* . -
Qy = L‘q X dr - L‘u 7%; dr (fluxo na direcao Xx)
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qi _ J q BU* 4 - J u %%; dr (fluxo na diregao y)

su* 1
;; - (x=x;)
202
du* 1
= - (y-v:)
4 2nr? !

su*r (X'Xi) (}’2“}’1) (Y'yi) (XZ—Xl)

q*= = —
an 2mr?2 £ 2nr2 £

Derivando q* em relagao a x e a y

aq*___1 J(yz'yl)[fr2+2(x“xi)2]+ 2(x1-%5) (r-y;) (x-x)

Y ]

9X 2nd -

aq* B 1 2 (}’2—}’1) (X'Xi) (}"’yl) (Xl" Xz) [-T +2 (y—yi) 2]

3y 21 7

Portanto as expressoes para os fluxos sao,

X r2 T

2
D1 o (,7vy) [-r2+2(x-x;)
e o fesn e

Y
mcﬁ“""ﬂ

oL
0 gy
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2(xy-%x,) (y-y.) (x-x.)
+ 1 72 1 1 udr
erd

—— 4r - *

i1 [ . (y;-y) 2(y,-yq) (x=x3) (y=-y;)
r T et

(xl_xz) -T +2(Y—Yi)2
+ qu‘
2 4

Neste ponto todos os parametros estao definidos e explici-

tados, entdo € possivel programar a equacao de Laplace usan

do elementos de contorno constantes.,

2.2.2 ELEMENTOS LINEARES

2.2.2.1 ANALISE DOS ELEMENTOS E FORMACAO DO SISTEMA DE
EQUACOES

FiG It
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Para os elementos lineares, tanto a geometria como as in-
cognitas s3o especificadas nos dois pontos extremos dos ele
mentos.u e q variam linearmente dentro de cada elemento e
sao de%inidos pelos dois valores nodais. Para descrever es
sa variacao, usa-se as funcgoes de interpolacgao ¢, € ¢, com

2
variagao linear.

Entao,

()
w(e) = upey *+upey = Loy 6] Juy

u, 2.2.2.1(a)

]

a(e) = a;éq + a0, = [6; ¢,] |a;

sendo

R S

onde £, ja visto anteriormente, € a coordenada adimensional

- &
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Como a geometria varia linearmente,

X = X367 * X590,

2.2.2.1(b)

~<
!

= Y19 Y Yo,

Conforme visto anteriormente, a equagao do contorno €,

Esta equagdo € valida quando o contorno € suave.

Para generalizar a equacao, deve-se fazer,

cjuj; + f uq*dr = J qu*dr 2.2.2.1(c)
T r

onde cy € uma constante dada por né, que varia de acordo
. _1

com a geometria do contorno. Para um contorno suave, ci=5-

A obtengao de c; para qualquer tipo de contorno, suave ou

nao, sera visto mais adiante.

A equagao 2.2.2.1(c) discretizada para elementos lineares

e,

qu*d 1 2.2.2.1(d)



onde ne €& o numero de elementos no contorno.
Nota-se agora que u e q estao dentro do sinal de integra-

cao pelo fato de variarem linearmente.

As integrais ao longo de um elemento j na equagao 2.2.2.1(d),

lembrando de 2.2.2.1(a), tornam-se

. .
(‘uq*dr= J Bﬁ ¢;q*dr uq| = Dﬁj.hizj u;| 2.2.2.1(e)

T L
J ]
) )

para cada elemento j existem duas componentes nodais,
J

] X ) )
hi, = J $ja*dr ,  hi, = J $,q*dT 2.2.2.1(f)
5 5

O outro termo da equagao fica,

* v [ j j
[ qu*drs= J [¢1 (152]1.1 dT jqp| = [:gil giZJ a4

I&] T-
J
) a; a,
2.2.2.1(g)
onde
j * j *
gi1 ~ $qu dr , g8, = ¢,u dr 2.2.2.1(h)
I

J T
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Substituindo 2.2.2.1(e) e 2.2.2.1(f)na equagao 2.2.2.1(d),

obtém-se a seguinte expressao para um no "i"

cyuy + [Hyy Hy,een oy Thug =065 6ipeeeGy 1 fayg

iz& '<q?>f

onde nn € o numero de nos no contorno.

5 . - J . j"'l
Sendo Hij igual a soma dos termos h., do elemento j e hil

do elemento j-1, de acordo com a fig. 12

& 0
11 i 09 12 3 i
hi o hit
2 hi II hi?
FiG i2

O mesmo se aplica para Gij‘

Entao a equacgao 2.2.2.1(d) pode ser escrita na forma,

nn __ nn
U, H.. u, = G.. q. 2.2.2.1(j
ciu; + jzl 15 Y3 jzl i 9 (3)
ou
nn nn
H.. u. = G.. q. 2.2.2.1(k
J.Zl ij Y j£1 ij 4 (k)



onde LF

H.. -
1) 1)

ij i ij

Para todos os nos "i" do contorno, obtém-se

(Jast
cy

u

(o]
¥

2.2.2.1.1 AVALIACAO DAS INTEGRAIS

A avaliacao das integrais € feita da seguinte ma

neira:

- 1integrais do tipo

i i
i1 = J ¢yavdr ., hj, = J b,qrdr
5 5

h

lembrando de 2.2.1.1.1(i) e de 2.2.1.1.1(j),

1
(1-¢)
=/ (

r2

3o
hi1= 55 Xi=X) Y=y )+ (yi-y) (xg-x,) » dg

-1

2.2.2.1.1(a)

BT R i SRR s,
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-1 (1+£)
his = 31

-1

(Xi_x) (}’2‘}’1)+(}’1'Y) (Xl_xz) deg

- integrais do tipo

8i1 ~ J $pumdr 8iz ~ ( bpurdr

gi1l i

1
N
?-J[Wﬁtn$da
-1

2.2.2.1.1(b)

1
—_—
g, = g {(1+a) en () de
-1

sendo Zj o comprimento do elemento j.
Todas as integrais podem ser calculadas numericamente usan
do integracao de Gauss do mesmo modo como foi feito para

elementos constantes.

Porém para o caso em que i=j (r=o) existe uma descontinui-

dade em 2.2.2.1(h).

Entao estas integrais devem ser avaliadas analiticamente co

mo foi feito para elementos constantes.

MRS e T G E—— ot i . N T i
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Fig 13

21 - comprimento do elemento (1)

£2 - comprimento do elemento (2)

Para o elemento (1),

1
RO
IZI 81

(1+5) £n (1) de
-1

O raio r pode ser expresso em fungao de & pelo fato do no

i pertencer ao elemento em questao.

@ n

~

?=| fn-l
F——r—o
FIG |4
Da fig. 14
£
r = (1-¢) -—21
para & = -1 > 1 = 21

I
—
+
=

I
o]

para &



(1)

Substituindo na expressao de g

Trocando as variaveis

L
n = (1—5) —21' ’

3
dg= -~ fl dn
1
Entao
0
(1) Zl
g =
|2]
0
(1)
12|
Ly
Portanto
£
SO | 1
=75 | 4 ($) dn

2]

- o (1'2%)211(;1;)&1

obtém-se

TRNCRE SRCNCICE



51

Integrando estas expressoes,

; 2 £
(11 1 1 a2, 1, n2|]
AR 5 S R R I 5 vl It D
2] 0
Como
lim 1 -
X0 [ X ﬂn(;)} o
© 2.2.2.1.1(c)
lim [xz Kn(l)} = o
X0 X
Portanto
gl | =75 (5 - fn L) 2.2.2.1.1(d)
2 :
De maneira similar, chega-se a
Wk 2.2.1
1 =77 (3 - 4n £,) 2.2.2.1.1(e)

Assim, todas as integrais sao avaliadas independente de on

de se localize o no "i".
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2.2.2.1.2 AVALIACAO DA CONSTANTE ”ci”

Na segao anterior foi visto que a equagao

cju; ¥ L uq*dr = JFQIJ*dP

era geral e Ci assumia os valores 1/2 para contornos sua-
ves e 1 para pontos no interior. Nesta secao sera visto um
processo que permitira avaliar c; para qualquer tipo de con
torno. A constante c, nao depende das condigoes de contor-
no mas somente da ''geometria'" do contorno. Portanto, pode-
mos particularizar para um caso especial de condigoes de
contorno e utilizar o valor obtido para qualquer tipo de

condigao de contorno.

Considera-se um potencial constante aplicado em

todo contorno, entao
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Desta forma a equagao

-> ->
HU=¢6Q
torna-se
—->
HU=70 2.2.2.1.2(a)

Para uma linha da equagao 2.2.2.1.2(a),

sendo, nn= numero de nds no contorno

DREAR
(c. + H..) u = o
i j=1 ij
Entao,
1
c. = - H. .
i j=1 ij
O calculo de "c." foi incorporado dentro do pro-

1

grama e os resultados calculados para esta constante sao um

- - M -~ -~
bom teste para verificar se ha erro na programagao ou €rro
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na entrada de dados. Por exemplo, se for encontrado algum
valor de ¢ # 1/2 para contornos suaves, deve existir um er

TO no programa ou nos dados de entrada.

2.2.2.2 OBTENGCAO DO POTENCIAL E DOS FLUXOS NOS PONTOS IN
TERNOS

Para os elementos lineares, a obtencao de ue q
nos pontos internos € feita de maneira similar aos elemen-

tos constantes.

Para qualquer ponto interno,

u; = J’qu*dr - J uq*drT
T T

Entao utilizando elementos lineares,

e [ 2
= * * -
ag = L 40y Jograr =] foquear
) T. T,
J J

T.

1 * 2 *
_ujf ¢1q dr -uj [ ¢2q dr f
]

Portanto,



ne . . . .
ug = 7 qatg +afgl -ulnd - u?nd
j=1 J il ] i2 j il ] i2 I
sendo
ne - numero de elementos no contorno
q% - valor de q no no 1 do elemento j
J
2 j l q% - valor de q no nd 2 do elemento j
— J
ﬁ" ﬁl-' 1 .
u, - valor de u no no 1 do elemento j
J
u% - valor de u no n6 2 do elemento j
J

Para o calculo dos fluxos no pontos internos ,

foi visto que,

[ * *
qt = Ut gr - | uw L ar
X } 9X X
T T

. ne
1 (. su* 2 su*
a> = 1 9 a; hl’aﬁfdr‘”q-f%;x dr -
= j
T.
j

fu-
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X j X J
] J
ne
i _ 1 au* 2 au*
a = 1 44 [ 1%y 4T * 9 ( %)%y 4T
)= ] T

para qualquer ponto "i'" do interior,

Assim estao definidos todos os parametros necessarios para

a implantacao de um programa usando elementos lineares.

2.2.3 ELEMENTOS_QUADRATICOS

2.2.3.1 ANALISE DOS ELEMENTOS E FORMACAO DO SISTEMA DE
EQUACOES

FIG 13
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Os elementos tem a sua geometria definida linear
mente pelos nos extremos do elemento (nos 1 e 2) e tem as
incognitas definidas quadraticamente pelos nos 1, 2 e 3 .
Usando as fungoes de interpolacgao, b3 ¢, € ¢

3 com varia-

cdao quadratica u e q sao assim definidos,

u(e) = upepruye tugey = 4y ¢ 45l Iul
42
43

Q(E) = q1¢1+q2¢2+q3¢3 =

[
)
-
=
-
Do
-
(O3}
[I
L
=
—
o
o
(3]
—
~
sV}
—

sendo

£(e-1)

©
H
)
o

_ 1
¢2 - 7 E(£+1)

vg = (1-8) (1+8)

A equacao 2.2.2.1(c) discretizada para elementos quadrati-

cos €,

ne
) J qu*dr 2.2.3.1(b)
=L T
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As integrais ao longo de cada elemento sao,

. dr = . IR R B
J uq dr—-f[¢1¢2¢;q dr ull—-[hil hiz hi3] uy
T. T:

J J u2 U,
B R uzg
2.2.3.1(c)

Para cada elemento j existem tres componentes nodais.

h? = J ¢,a%dr hY = J $,9*dl hY = [ $q™dr
il r. 12 . i3 L.

J J J

2.2.3.1(4)

Para o outro termo da equagao,

b3 ]
5 5
92 12 \
q3 q3J
2.2.3.1(e)
e
gj = f ¢, u*dr gj = [ ¢,u*dr , g, _ = f ¢,u*dr
i1 1 B WA 2 " %13 3
T T. r
J J J

2.2.3.1(1f)



AL L e,

Aplicando a equagdo 2.2.3.1(b) a todos os nos do

tem-se o sistema de equagoes,

[Jan
Y
]
o
po R

que reordenado assume a forma

1=
<y
]
e 307

2.2.3.1.1 AVALIACAO DAS INTEGRAIS

Para as expressoes 2.2.3.1(d), tem-se

g
—
—

f
i [0

2
a4 T 1

i 1
h =_1_(_£_L_§;_11

12 81 L, T '(Xi'x) (Yz"yl) (Y'l"Y) (Xl-x
. 1
J 1
his T BT J (1-8) (1+8)( (x;-x) (¥,-y )+ (y;-y
-1

Parda as expressSes 2.2.3.1(f), tem-se

1
Jéié:ll J(Xi"X)(Yz_yl)+(yi_Y)(X1—x

59

contorno,

|
Z)fdg
) de

)(xl—xg de

2.2.3.1(g)



oQ
—

fl
Zhe

1 1
[[ee-n b ae
-1

09
e
o

ft
mk?
'_‘—_-1 .

1 1
J £(e+l) £n (3) dg
1

2.2.3.1(h)

oQ
L1
i
a*jw
.

1 1
. Ll(l—s)(1+a) (3

Todas estas integrais sao calculadas numericamente usando
integragdo de Gauss. Porém como tem sido visto até agora,

quando i=3j (r=o0), as integrais 2.2.3.1(h) sao calculadas

analiticamente.

s

o
(2)

[N ] : A
3] 0y ¢

Fi¢ 1¢

Considerando o no i da fig. 16, para o elemento (1),tem-se

1) £y (1
g§21= g% [ g(g+1) 4n (%) dg
-1

O raio r pode ser expresso diretamente como funcao de ¢.

60
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-

[2] B 0]
1-! g-o ‘l-l
-
F16. 17
r = (1-¢g) -
s - (L
Substituindo na expressao de g‘ZI,
(1) 9 (L 1
lzl -1 1- 1
(1-¢) -
Trocando as variaveis,
! =
n =35 (1-¢) , &= 1-2n
d = -2dn

Substituindo em 2.2.3.1(H)

1) £y (1
gt - = J (1-2n) (1-n) £n (——)dn
2] o nly
Entao,
(LD & 2 2
8)2)% 75 | (1-2m) Q=) tn()dns 51 |
-1 1 -1

1
(1-2n) (1-n)dn

2.2.3.1(i)

‘SCU_A [ . TS bh'&“I&
BLBLIOTECA

P, »
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Na expressao 2.2.3.1(i) a primeira integral & facilmente cal

culada, e resulta,

1
! (1-2)(1-)2(1)d——£1£(£) 2.2.3.1(3)
ﬁ' n n n'z-l— n= —1—2—Hn1 L1 ]

(0]

A segunda integral pode ser escrita da seguinte forma,

1
2 2 1
= | (1-2n) (1-n)dn = »= | en(3)dn -
71 n n n 71 A n n
0

-J 3n £n (%—)dn + ( 2n2 Zn(%) dn

= 57 -Jﬁnndn+3 [nﬂnndn-Z anﬂnndn { 2.2.3.1(k)
0 0 0

Lembrando que,

[Knx dx = x fnx-Xx

2 2
_ X X
Jxﬂnxdx——z—ﬂnx T

3

3
2 . X _ X
[x Enxdx—Tﬂnx 5
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Entao 2.2.3.1(k) resulta,

1
L 2
7% J(l-Zn)(l—n) ﬁn(%)dn = ——111- (%1) 2.2.3.1(1)

(0]

Portanto, juntando as expressoes 2.2.3.1(j) e 2.2.3.1(1) ,
obtém-se

) |

g5 = o [16—7-&1 zl} 2.2.3.1(m)
De maneira similar, chega-se a

(2) ¢

g = T [%Z-Kn zz] 2.2.3.1(n)

1]

] L T 4 2

=) | 2 L
£ T [3 + fn (zj)} 2.2.3.1(0)

2.2.3.2 OBTENCAO DO POTENCIAL E DOS FLUXOS NOS PONTOS IN

TERNOS.

De modo similar ao que foi feito para elementos
lineares é constantes, o calculo de u e q usando elementos

quadraticos segue o mesmo desenvolvimento.
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A expressao para obtencao de u em qualquer ponto

i no interior €&,

e N

T

ne I 1 2
u; = z £ q: J¢1u*dr + qj J ¢2u*dr + Q5 f ¢3u*dr -
s y j

-u b.q*dr - uz. ¢q*dr-u§ $,q*dr
j 1 j 2 j 3
5 5

T

Para a obtengao dos fluxos em qualquer ponto i do interior

usa-se a expressao,

i ne 1 3 2 au*
a, = 1 Fqa e Wareal [, B
X J=1 JT‘ JF
J J
3 Ju* aq*
Y J 43 3x 4T - U ( fl 5% 4T -
Iy T
’ 29* gl y? 59° 4
- uJ %2 Tax - uj 03 Hx 4T
r r
J J
i ne ﬂ( 1 * 2 *
- j du du .
qQ = ) = q.fcb dF*Q.(¢ dr +
y J=121 3 1y 3’rj2 3y
J
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Assim também para os elementos quadraticos, todos os para-
metros estdo definidos sendo possivel a implementagidao de um

programa.

2.2.4 ELEMENTOS QUADRATICOS ISOPARAMETRICOS

Os elementos isoparamétricos tem tanto a geome -
tria quanto as incOgnitas definidas quadraticamente pelos
nés 1, 2 e 3 conforme fig. 18. Esses elementos sao usados

quando queremos representar melhor a geometria de corpos
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curvos.

Y
» P

2 3 i

{ Xz ,Yz)

+-

Fi 18

u e q foram definidos na secao anterior em 2.2.3.1(a).

Para definir a geometria usamos as mesmas funcoes de inter

X(8) = x41 * X8, * X3d3

2.2.4(a)

Y(E) = yqéq * Yp6, * Yzbs

Para os elementos quadraticos as seguintes expressoes ha-

viam sido vistas,

. 1
hJ = Zl' J E—g%ll (Xi-X) (YZ'Y1)+(Yi'Y) (Xl"x

Jld
SECEE Il de

2)

J Leces
h® = Zlﬁ [15—(-3-2—1—1 (Xi-X) (YZ'Y1)+(Y1’Y) (Xl"xz) |Jl de
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j 1
J 1
h13=7-[1c1-a) (146462 0,77+ 0379 &) p 19 [ d e
2 (1 1
3= ] - =
g -7 Ls(a 1) @) 9] e
J fi 1 1
8., =1 J g(g+1) £n(x) |J| d¢ 2.2.4(b)
i2 I T
-1
i 4 ) 1
g, =g |a-oaomd ]
-1
De 2.2.1.1.1(a),
= X Y
dr /(aE (3D de
e
P 9y '
-/t @
Para elementos com variagao linear de geometria |J|= %}

Porém em elementos com variacao de geometria quadratica ou

superior, |J| assume valores diferentes. Para variacao qua

dratica da geometria,
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x(&)

+

E(E-1)xq *+ &(1+8)x, + (1-&) (1+E)x,

+

y(g) = g(e-1)y; + £(1+8)y, + (1-£) (1+&)y,

Derivando em relagao a ¢,

e T (£-0,5)xy + (&+0,5)x, - 2&£X4
3
35 = (£-0,5)y; + (£+0,5)y, - 2¢y;
Portanto
2
|71 = [(a-o,S)xl + (£+0,5)x, - 2£xg ] +
1/2
2
v [e-0.5yy + (5r0.5)x, - 26y ] 2.2.4(c)

Substituindo J nas expressoes 2.2.4(b) estas expressoes

podem ser calculadas numéricamente quando i#j, usando aqua

dratura Gaussiana como tem sido feito até este ponto.Porém

quaride i=j (r=o), a integracdo numérica gera resultados pou
o o . ) - j=l J=] J=1

co precisos. Com excegao dos termos hY_ ~, he_~, h- que
il 12 13

sao iguais a zero, deve ser achado um meio de avaliar
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j=i  j=i  j=i

Nota-se que estas expressoes com a inclusao de |J| tornam-
se muito complexas para serem resolvidas analiticamente.En
tretanto € possivel utilizar a formula de quadratura de

Stroud e Secrest2 que resolve integrais dadas na forma

1 n
I = J Kn(%)f(s)ds ) Wif(Bi) 2,2.4(4)
o i=1
sendo
w. - fator de peso

1

B; - coordenada do ponto de integragao i

f(%) - valor da fungao na coordenada B
Os valores de B; e W, sao dados na tab. 2.
As expressoes 2.2.4(b) devem ser expressas na forma 2.2.4(d).

Para que isto seja possivel, o raio r deve ser expresso em

fungao de ¢ (r=f(¢)). Sabe-se que,

=
i}

[ (x-xi)2 * (y-yi)z }%‘_

3 3
x= 7 4. x. , y = ) ¢. Y. e o = £(&)
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Utilizando estas expressOes nao ha possibilidades de ex -

pressar 2.2.4(b) na forma 2.2.4(d). Entretanto o raio pode

ser expresso como fung¢ao de &, utilizando uma outra alter-

nativa.

Considera-se um elemento curvo como sendo parte

de um circulo,
o/
aza (f)

926§
rar (’)

Fie 19

[y \

v
: ve

¢

sen% = %ﬁ s B = % 2.2.4(e)

r = 2d seng = 2 % sen% 2.2.4(5)
Expandindo seng como uma s€rie de poténcias

sen % = (g - %% +....)— para 6 < 1 radiano

2.2.4(9)
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5
ignorando (%) e termos de ordem superior.
Substituindo 2.2.4(g) em 2.2.4(f), obtém-se

r =« a(l - %%) 2.2.4(h)

Considerando os valores dos parametros a, r € 6 para O ar-
co inteiro e denominando estes valores com o indice t, tem

s¢e

r, = at(l - g%) 2.2.4(1)

FI¢ 20

De 2.2.4(i)

) //24(at-rt)
0 =/ —m
t

Da fig. 20

d = t 2.2.4(3)
t
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a =
24(ag-r¢ .
N SR B T o) 224 3)
t

Entao

T = a 1 - — 2.2.4(k)

Portanto agora a expressao 2.2.4(k) deve ser introduzida

em 2.2.4(b).

Considerando por exemplo o termo gJ

para

a=0—rg= -1
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a=a — g =1
Entao
2t
a = > (1+£) 2.2.4(2)

Substituindo 2.2.4(£) em 2.2.4(k)

I3

2
a
ro= St (1ee)| 1 - 5E (1)

a, (1+£)2 (at—rt)
—7—(1+£){1- 7

T = )
t
Introduzindo
- (1+8)
n 2
Entao
(a,-r.)
t t
r=a,n |1l - n?%2 ———— 2.2.4(m)
LT

Portante
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oo A 1 '
€y " 7 [zn-1) -1yt moco e (IR
o) atn[l-n ——5;———1
2.2.4(n)
sendo
v sz 3 2'
7" = //(3; + (5D 2.2.4(0)

A integral 2.2.4(n) pode ser escrita como,

. 1
J 1 1 '
gDJ= =5 | (2n=1) (n-1)4n = |J] dn
! - t .2
o n(at rt) [ a,~T, i }
2.2.4(p)
Definindo
A= (at-rt)
a, 2.2.4(q)
° e (ag-T)
Substituindo 2.2.4(q) em 2.2.4(p), obtém-se
LR (Y : 3]
g =——J2n-1 n-1)4£n — n
| 21 nA(VB' +n) (VB -n)

o
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Portanto,

. 1
g?ﬂ=2%'{ (Zn-l)(n-l)ﬂn(ﬁ%)le dn+

o

1

1 (]
+L(zn 1) (n-1) £n (/B'+n) 1J] dn+
1 . ‘ L
+1(2n=-1) (n-1)4£n ( Y [J]'dn 7 2.2.4(r)
o) B -n J

A primeira integral em 2.2.4(r) pode ser avaliada numerica
mente usando 2.2.4(d). Porém as integrais restantes sao re
solvidas analiticamente. Para que seja possivel, deve ser
feita uma simplificagdo, porque a expressao [Jl' torna a
integral muito complexa. Entdo aproxima-se |J|' da seguin-

te forma,

|J| = a 2.2.4(s)

Substituindo 2.2.4(s) na segunda e terceira integral em
2.2.4(r), € possivel avalia-las. Porém estas expressoes Sao
mal condicionadas computacionalmente. Portanto, teriam a
possibilidade de atingirem '"overflow'". Entretanto, existe

a possibilidade de se fazer uma outra simplificagao, i.e.
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i1 (L 1 '
£ jo(zn-l)(n-l)zn G 191" an 2.2.4(t)

Com esta aproximagao restringe-se consideravelmente a cur-

vatura do elemento a ser usado. Entao

1 4
- o @D (- 3] e
o

1
1
o nca—lt) (2n-1) (n-1) [J]" dn

(0]

A segunda integral pode ser escrita,

1 1

2 g0 L(Zn-l)(n-l) 91" dn = gptn () [laca-l) 3] dc

Fazendo
2 2
a, ® T, =»/(x1—x2) + (Yl'yz)
i 1 A 1o ., 1 N
glll= 7T J(Zn-l) (n-1)£n (%) |J| dn+ ﬁ1an(;t—) La(a—l) |J]de
A J.

2.2.4(u)

sendo,



77

J 2
|J]" = [(4n-3)x1 * (4n-1)x, + (4-8n)x, J +

1/2

2
+ [(4n-3)y1 + (4n-1)y, + (4-8n)y3] (

Na expressao 2.2.4(u) a primeira integral &€ avaliada usan-
do a quadratura de Stroud e Secrest e a segunta integral €

avaliada com a quadratura de Gauss.

Similarmente mostra-se que

x,,v)

Fie 2

i A L
- £ | 00 G 191 ac s

g
H ]
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0 1 ,
anae m o 11 s

Fazendo,

Entao
j 1
g -3 (-0 e e e
Bl T ET,
(o]
Portanto
b 2 (1
¢ 0 (D) a-e) aen 9] e
13 t
(o]
11 1
*5 (1-g) (1+g) £n (E) |J] d¢ 2.2.4(V)
(o]
A primeira integral em 2.2.4(v) € avaliada utilizando a

quadratura de Gauss, a segunda integral € avaliada com a
quadratura de Stroud e Secrest. Assim ha condigOes de ava-
liar todas as integrais necessarias para a formagao do sis

tema A X = F.

Se elementos retos estiverem sendo usados, os de
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terminantes dos Jacobianos e as 1integrais 2.2.4(u) e

2.2.4(v) assumem os valores previamente calculados, i.e.

L.
=
3] = =

=
1
P

] ] Ly | 17
BT F T T {T' Bk

j 45 { 4 2 }
g =z |3t m B
sp St LY j

Ao usar o programa deve ser lembrado que quanto maior a

curvatura, menor a precisao.

Para a avaliagao dos fluxos e dos potenciais usan
do elementos quadraticos isoparamétricos, deve ser feito
exatamente o mesmo que foi feito para os elementos quadra-

ticos, lembrando que as integrais sao avaliadas de modo di

ferente.

2.3 EQUACAO DE POISSON

2.3.1 INTRODUCAO

- iy g o e - - —
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2 2
ofu_ ou‘_

A equagao de Poisson como se apresenta =
ax2 3y?

difere da equagao de Laplace, pela existéncia do termo 'p"

que tanto pode ser variavel (p=f(x,y)) ou uma constante.

Dentro da teoria dos potenciais, a equagao de
Poisson tem varias aplicagdes como por exemplo o problema
de torcao, que sera visto como aplicagdao desta equagdo na

segao 2.4.

2.3.2 FORMACAO DO _SISTEMA DE EQUACDES

Considera-se uma funcao u que satisfaca a equagao

de Poilsson

v2u - p = 0

Com as seguintes condigoes de contorno

Condicao essencial, u = U em Iy

Condigao natural , q em T

2

(]
Q]

Como para Laplace, aplica-se Galerkin, a equagdao governan-
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te e as condigoes de contorno.

an

Q F2 10}

[(Vzu-p)u*dg = f du qlu*dr —[ (u—ﬁ)a;: dr
2.3.2(a)

Integrando o laplaciano duas vezes por partes, obtéem-se

J -pu*dq + J uv2u*do = - J qu*dr- J %H u*dr +
Q Q I, Iy
Ju* — 3u*
+ J u = dr + [ u = dr 2.3.2(b)
r 2 Fl

Usando a solugao fundamental originalmente usada para La-

place, i.e.
v2u* = - ) 2.3.2(c)

Substituindo 2.3.2(c) em 2.3.2(b) e levando a equacao re-

sultante para o contorno, obtém-se

cyu; ¢+ [ ug*dr = J qu*dr - J pu*dQ 2.3.2(c)
J

r r 0

A expressao 2.3.2(c) discretizada para elementos lineares,

por exemplo, torna-se
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ne ne
c.u; + .us =} G.. q; - B, 2.3.2(d)
i B ij 7j 521 13073 i
ou
ne ne
H. . . = G. . . - B. 2.3.2(e
jzl ij Yj jzl ij 4; 1 : (e)
com
Hij = ij ’ N
ij - My v oo b7

sendo o termo Bi resultado da integracao do termo J pu*da,

- - -~ . Q
ou seja, para cada no "i1i" em questao, integra-se o ter

mo J pu*dq sobre todo o dominio Q.
Q

Para os n nos do contorno a equacao 2.3.2(e), torna-se

[Jan
4
1
¥ep)
O+
]
oo+

2.3.2(e)

A equagao 2.3.2(e) pode ser reordenada e escrita na forma,
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> >
AX =P 2.3.2(f)

com

o v
[}
¥
1
o~

A constante c; € avaliada de modo similar como
foi feito para Laplace. Como se sabe, a constante cy depen
de apenas da geometria, nao depende das condigdOes de con-

torno e de outros parametros.

Portanto & valido especificar todos os parametros arbitra-
rios e se & valido para um caso particular, &€ valido para

qualquer caso. Entao fazendo u = u em I, escolhendo p=o em

2.3.2.1 AVALIACAO DO TERMO J pu*dg
Q
Esta integracao pode ser feita dividindo o domi-
nio em uma série de células similares na forma aos usados
em elementos finitos, fig. 22. Integra-se numéricamente so
bre cada cé€lula, escolhendo um nimero de pontos de integra

¢dao por célula. Entdao ha um duplo somatdorio, um abrangendo
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o numero de pontos de integragao por <célula e o outro

abrangendo o nUmero de células.

Desta forma,

NCI NPI
f pu*dqo = Z ( Z Py ui W) AL 2.3.2.1(a)
Q = k=1
onde
NCI - nUmero de células de integracao em que se divide 0

dominio
NPI - nUmero de pontos de integracao de cada célula.
Wy - fator de peso

P - valor de p em cada ponto de integracgao, p pode ser

uma constante global ou pode ser dado por no.

uﬁ - valor de u*=-§ﬁ Kn(?%) em cada ponto de integracgao da
c€lula.
A, - area de cada cé€lula de integragao.

L.

Fie 22
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Basicamente em todo este trabalho foram usadas células
triangulares com variagao linear dos parametros, ou seja,
trés nos por célula. Somente para elementos de contorno qua
draticos isoparamétricos foram usadas cé€lulas triangulares
com variacao quadratica de parametros, ou seja, seis nos

por célula.

Na equacgao 2.3.2.1(a) os valores de u* e de p
devem ser calculados em cada ponto de integragao. Para
u*=7L-£n(%), a variavel € o raio que € a distancia entre o

né "i'" em consideracao e o ponto de integracdo k da célula

de acordo com a fig. 23.

CELULA L

Entao,

/ 2 2
Ty = (xi—xk) + (yi—yk) 2.3.2.1(b)

Para avaliar p e as coordenadas Xy, Yy usa-se o sistema de

2

coordenadas triangulares
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3 ixg,7y)

"ix,
5 X
' Fig 24
A A A
1 A2z _ 73
Lh=x» =% » L3==%x

Os valores das coordenadas Ll’ L2 e L3 sao dados na tab.3.

Entao,

WN
0
>
=
+
P
=
¥
<
-

onde

Py:PysPg - valores de p dados nos nos das células

*1:71
- valores das coordenadas cartesianas ortogonais
XZ ’YZ > -
nos nos das celulas
X3:Y3

Usando coordenadas triangulares, calcula-se a area de cada
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célula,
Ap = [(X2Y3+X1yz+x3yl) - (X2Y1+X1y3+yzxsi]/2

Para o caso de elementos de contorno quadraticos isoparamé
tricos, integra-se com células de seis nos pelo fato de um
dos lados da c€lula possuir geometria curva de acordo com

a fig. 25.

Y

> X Fig 2¢

x;=L1 (2L1=1), X,=L,(2L,-1), Xg=L (3L, -1), X,=4LyL,,

X5=4L2L3, X6=4L1L3

-



Entao,
‘pk = Plxl + pzxz + p3X3 + p4X4 + p5X5 + p6X6
Xp = XpXp ¥ XpXp + XaXg o+ XXy o+ XgXg o+ XX
Y = Y1Xqg *t YpXy * ¥aXg * VX, t VoXo * VX
Para o calculo da area sabe-se que,
1,1-L,
{ dxdy = f J | J] dL,dL,
0o
sendo
6 3. 6 ax . 6 X 6 o
BT I AR e G e R
121 9Ly 15 BLZ 1. aLz i oL,
sendo
6 8)(1
izl SII X, = (4L1-1)x1 + (4L2+4L1—3)x3 + 4L2x4
6 34
izl T, i T (4L,-1)x, + (4L +4L,-3)x; + 4L x,

+

88
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+

(4-4L —BLZ)XS - 4L.x

1 176
6 BXi
izl 3“1 y; = (4L1-1)Y1 + (4L2+4L1-3)y3 + 4L2y4 _
- 4L2Y5 + (4-8L1—4L2)y6
6 3X;
izl SLZ Yi = (4L2-1)y2 + (4L1+4L2—3)y3 + 4L1y4 +

+

(4-4L,-8L,)y. - 4L

1 176

Portanto, usando a tab. 3,

1 (1-L,
[ [lJI dL,dL, =

Wi lJli
i

[(Kae o]
—

0 0

onde ,

n - numero de pontos de integragao
Wi - fator de peso

lJli - determinante do jacobiano avaliado em cada ponto de
integracgao

2.3.3 OBTENCAO DO POTENCIAL E DOS FLUXOS NOS PONTOS IN
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A equagdao para o calculo dos potenciais nos pon-

tos internos €,

n
u; = ) G..q. - 7§ H..wu,- B, 2.3.3(a)

Expressao obtida ao se fazer c;=1em 2.3.2(e).

Para obtencao do termo B.l deve-se agir de maneira similar
ao feito para os nds no contorno, lembrando que agora o pon

to "i'" esta no interior, conforme fig. 27
{ \l!!h"iii

> /
\ ‘ F16 27

A Unica mudanga & no calculo do raio.

Para os fluxos as expressoes sao,

aX X

q’ anu*dl‘—Ju%dr-Jpau*dQ
T T Q

2.3.3(b)
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A u* du* - . .
A avaliagao de P do e p do e feita da seguin

. X 3%
te forma,
NCI [ NPI )
u* X au*
p de = B = ] I pp (%) A
~ 2.3.3(c)
NCI NPI
du* y du*
p do = B = 7§ ) py ( ) A
L) 3y i L=1 | k=1 k “ayx 'k | L
onde
(3;:) - 1 (xi—xk)
2
k ZHrk
(uty o1 (ri-yx)
¥k anﬁ

Todos os outros parametros foram definidos nas segOes ante

riores.

A formagao do sistema de equagoes e a discretiza
¢ao com os diversos tipos de elementos de contorno estuda-
dos até este ponto € feito de modo similar ao que foi fei-

to para a equacgao de Laplace.

2.4 RESULTADOS




Foram passados exemplos considerando os elemen -
tos constantes, lineares, quadraticos e quadraticos isopa-
ramétricos, sendo que para os elementos lineares e quadra-
ticos, foram feitos dois tipos diferentes de discretizacao
em relagiao aos nodos situados nos cantos, i.e., foi introdu-

zido um tipo especial de representacgao.

{a) {b)
€ E — > ¢ ‘; — —_
3 3
AN 1+ p T
_ u=U
=0 =U U=
R v u=l r u R
W J' J
- v yr Vv
¥4 ¢4
€ ) > ¢ 2 -3

Em cada canto foram introduzidos dois nds com as mesmas co
ordenadas tornando assim possivel a aplicacao de ambas con
dig¢des de contorno validas naquele ponto. Este tratamento

nio € essencial, mas melhora os resultados.

Exemplo 1 - Equacgao de Laplace

Programou-se um exemplo com as seguintes caracte

risticas:
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’L——)
T
~)

q:0

fi" u=s00 Uz 0

N
w1
~

-

e

Foi calculado o potencial nos pontos assinalados na fig.Z8,
a seguir foi feito um quadro comparativo com os resultados
obtidos nestes pontos para todos os tipos de elementos,usan

do os dois tipos de discretizagao (a e b), com a solugao

exata.
J [ H [] F
* *
+
o
£ +
K L
A s c ° €

FIg 28



94

P 0O T E N C I A L.

poNTo | ELEMENTO | ELEMENTO | ELEMENTO | ELEMENTO - ELEMENTO SOLUCAO
CONSTANTE | LINEAR(a) | LINEAR(b). | QUADRATICO(a)| QUADRATICO(b)| EXATA

A 420,4221 U, 417,9647 416 ,6060 416 ,6666
e —— 338,8679 333,3519 332,5499 333,3101 333,333
C 250 | memmmmmee | mmemeeeee 250 250 250
D | m----- -- 161,1321 166 ,6481 167,4501 166,6899 166,6666
B 79,5779 | =mmmmmmem | memmeeeo- 82,0353 83,3940 83,3333
F 79,5779 | =mmmmmmmm | mmeeoeooo 82,0353 83,3940 83,3333
G | mmmmmme- 161,1321 | 166,6481 167,4501 166 ,6899 166,6666
H 250 | memmmmmeo | cddciean 250 250 250
I ——————- 338,8679 333,3519 332,5499 333,3101 333, 3333
J 420,4221 ! I 417,9647 416 ,6060 416,6666
K 333,7814 333,9814 333,2431 333,3417 333,2799 333,3333
L 166,2201 166,0201 166 ,7584 166 ,6599 166,7216 166 ,6666
M 166,2201 166,0201 166,7584 166 ,6599 166,7216 166 ,6666
N 333,7814 333,9814 | 333,2431 333,3417 333,2799 333,3333
o 249,9999 249,9999 249,9999 249,9999 249,99 99 250

NLEM 12 12 12 12 12

N?DE NOS 12 12 16 24 24

memva 1,462372 1,472572 1,820438 3,6641068 4,372082

- QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS -
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Exemplo 2 - Equagao de Poisson

Foi passado um exemplo de torgao em segao elipti
ca. Os resultados obtidos com elementos de contorno foram
comparados com a solugao exata19 e com a solugao obtida usan
do elementos finitos4. Este exemplo, assim como o desenvol

vimento tedrico, foram extraidos da ref.|4

A torgao de Saint Venant para uma barra prismati

ca € governada pela equagao diferencial,

& 24

G-H = -20 2.4(3.)

d
X

onde G € o modulo de deformagao transversal e © € o angulo

de torgao. A variavel do problema € "4'", de modo que,

Txz oy yz X

O valor de u deve ser constante no contorno e por convenien

cia € normalmente assumido ser igual a zero.

Considerando um material homogéneo a equacao 2.4

(a) pode ser escrita,
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onde
U= 7o

Entao para u, este problema pode ser resolvido.
O momento torcedor M, ¢ assim definido,
M, = JGo= 2 J ¢ dxdy

A

onde J € a rigidez torsional. Por conseguinte,

J =2 Jt;dxdy
A

0 angulo de torgdo € entao dado por,

o)
I
cﬂ =
et

Entao as tensoes de cizalhamento podem ser avaliadas

ou ou
yz 3x

Como foi visto, a secao & eliptica, definida pela equacgio,
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com as caracteristicas dadas na fig. 29

P

Fie 29
Foram usados elementos constantes, lineares, quadraticos e

en g

quadraticos isoparamétricos. A integracdo sobre a area foi

efetuada usando-se 48 células conforme fig. 30(a)

FiG 30 (a)

Fi16 30 (b)

No quadro a seguir foi feito uma comparagao com os resulta
dos obtidos para a fungao u nos diversos pontos assinalados
da fig. 30(b). Os resultados foram comparados com a solu-

gao exata e com elementos finitos (elemento triangular 1i-

near).
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fun a
ELEMENTO | ELEMENTO ELEMENTO . mrmzmmeo QUA- | SOLUCAO ELEMENTOS
PONTO | CONSTANTE [ LINEAR QUADRATICO | DRATICO ISOPA | EXATA FINITOS
RAMETRICO —
01 0,6127 0,6265 0,6187 0,6358 0,638 0,6650
02 0,5394 0,5544 0,5458 0,5647 0,566 0,5615
03 0,3806 0,4008 0,3887 0,4148 0,414 0,3925
04 0,3180 0,3354 0,3226 0,3502 0,350 0,3414
05 0,3806 0,4008 0,3885 0,4131 0,414 0,3925
06 0,5394 0,5544 0,5457 0,5636 0,566 0,5615
07 0,6127 0,6265 0,6187 0,6358 0,638 0,6650
08 0,5394 0,5544 '0,5457 0,5646 0,566 0,5615
09 0,3806 10,4008 0,3885 0,4146 0,414 0,3925
10 0,3130 0,3354 '0,3228 0,3504 0,350 0,3414
11 '0,3806 '0,4008 0,3885 0,4131 0,414 0,3925
12 0,5394 '0,5544 0,5457 0,5635 0,566 0,5615
13 0,6075 '0,6254 00,6150 0,6368 0,638 0,6868
14 0,7556 00,7705 0,7620 0,7802 0,782 0,7895
15 0,7746 00,7892 0,7808 0,7987 0,8 0,7927
16 0,7556 0,7705 0,7620 0,7802 0,782 0,7895
17 0,6075 | 0,6254 0,6150 0,6368 0,638 0,6268
memm 16 16 16 16 48
NYDE NOS 16 R =7 3
C.P.U.
TIME(s) | 11,921056 11,749380 | 11,453052 19,827969

- QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS -
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2.5 CONCLUSOES

Ao final do presente capitulo,ha condigdo de ava
liar a eficiéncia dos elementos de contorno na aplicagao
pratica de problemas do tipo de Laplace e Poisson. No caso
de Laplace constatou-se que o elemento que gerou as respos
tas que mais se aproximaram da exata, foi o elemento qua-
dratico-b, ou seja, com dois nds de mesmas coordenadas em
um canto. Este elemento apresentou em média uma diferencga
de 0,024% da solugdao exata. Porém o elemento linear-b, tam
bém apresentou um bom desempenho,apresentando em média uma
diferenga de 0,041% da solugao exata. Entretanto comparan
do os tempos de processamento entre os dois tipos de ele-
mento, verificou-se que para o mesmo problema o tempo gas
to pelo elemento quadratico é maior do que o dobro do tem-
po gasto pelo elemento linear. Cabe ainda ressaltar que o
elemento linear utiliza praticamente o mesmo tempo de pro-
cessamento que os elementos constantes e gera melhores re

sultados.

Para a equagao de Poisson, o elemento que apre
sentou maior precisao, foi o elemento quadratico isoparamé
trico. Porém o elemento linear também apresentou um bom
desempenho, alcangando melhores resultados do que os ele-

mentos constantes e quadraticos e equivalendo-se as respos
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tas obtidas com Elementos Finitos. Para elementos finitos
foi usado um total de quarenta e oito elementos triangula-
res lineares, somando trinta e trés ndos. Quando ao tempo
de processamento o0 elemento linear consumiu 60% menos do

que o elemento quadratico e 80% menos do que o elemento qua

dratico isoparamétrico.
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CAPITULO III

ELEMENTOS DE CONTORNO NA SOLUGCAO DE

PROBLEMAS DE CIRCULACAO ESTACIONARIA

3.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior foram abordados problemas
simples, ou seja, as equacoes de Laplace e Poisson. Estes
dois tipos de problema foram analisados em regides homoge-
neas, mas apesar disso a experiencia obtida foi muito atil
para enfrentar problemas mais complexos, dentro da Engenha

ria.

O problema de circulagao estacionaria devido a
sua natureza mais complexa que os problemas vistos até ago
ra, exige o desenvolvimento de novos métodos de resolucao,

que serao abordados nas secoes a seguir.
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3.2 MEIOS NAO HOMOGENEOS-METODO GERAL DE RESOLUQAO9

Considera-se uma regiao bidimensional isotropica
sendo u o potencial e q o fluxo. ka(x,y) € a permeabilida
de isotropica (condutividade), com k constante e a(x,y) com

. —~ - .
variagao continua conhecida.

A equacao de Laplace para um meio nao homogéneo,

pode ser escrita,

3 ou 9 Uy _
5% (kaax) + 3y (k@g;) 0, em @ 3.2(a)

_ du
q = kaan » em T,

u=1u , em T

Como « f(x,y) a equagao 3.2(a) torna-se,

da du 32u 3a du 32u _
k-a—x—a—i+ka;;—2-+k—a?-§—}-’-+ka;—)‘<—2——0 S.Z(b)

Multiplicando a equagao 3.2(b) por uma fungao de peso u* e

integrando sobre o dominio 9, tem-se,
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ou

da du da du 3%u
(k22u*) 2= + (k2u*) 2= + (kau*)
L[ 3X 3X 3y Yy oy I

Integrando uma vez por partes a equagao 3.2(c), resulta,

J(k % u*u + keu* g—g) dr -

r

9 1.90 4 0 (1,00 4 -
[ax(k u*ju + ay(kayu )} udgQ

X
Q
9 d a 9
I [—a;(kau*)-a-‘)—i * 55 (kau*)-a; JdQ =0 3.2(d)
Q

Integrando a terceira integral da expressao 3.2(d) por par

tes,

9 du . 9 Ju _ 3
—[[g;(kau*)§§+-3?(kau* 37% de = -J an(kau*)udI‘ +
Q

r

32 32
+ [——?(kau*) + 2(kau*)} udgq 3.2(e)
ax ay
Q
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Substituindo 3.2(e) em 3.2(d) resulta,

- —a% (kau*)u} dr +

3

J[(k —g—% u*u + k ou*
r

+J[-J£i (kau*) + Cha (kou*) } uda -

ax?2 ay?
Q

_[[.5% (k %% u*) u + g% (k %% u*)ll] dao =0 3.2(f)
Q
Fazendo
3% (kau*)u = u (ka %ﬁ: + kll*%% )
;TZZ (kau*) = & (ka 80+ kur 2 - s20e)
a_ay_ZE (kau*) = 3‘3}; (Ko 3;},* . ku*%%)

Substituindo 3.2(g) em 3.2(f),

J (kau* 22 - uka B;J)dm

r
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3 su* 3 au* -
{ [— (a 22 + 2 (ka ay)] udg = 0 3.2(h)

Na segunda integral da expressao 3.2(h) aparece
a equagao de Laplace para meios nao homogéneos tendo u* co
mo parametro. Se existisse uma solucdao fundamental para a
equagao nao homogénea, tudo seria mais facil. Esta solugao
porém nio existe, entretanto em seu lugar & possivel usar
a solugao fundamental para meios homogéneos, ou seja,

kyZu* = - at 3.2(i)

Entao,

* * 2% 21*
Hka—a@i+kiﬁau + koY +kaau]ud9=

3.2(3)

]
S
=

IQJ
[o
@
c

*
=<
lo)

[o
@

E

*
I
c
Q.
o]
]
o)
c
[
]
o

Portanto 3.2(h), torna-se

- ukao 9

*
2;‘n)dr +

\_ﬁ

—

=*

[o

c

*
o)lo)
=] e



* *
+J k(_a_a.a_g__-f».é_g._a_u__)udﬂ_au.:

0
IX 23X 3y Yy 1
Q
Introduzindo,
Ju _ —
k 35 - a4 em T,
u=nu em T

Portanto, 3.2(k) fica,

(

Jau*qdr + ] au*qdr - J aq*udr - [ agq*udr +

0 5 n L

da du* da au* _
+[[ku(a_XTX_+W—87:| do aCiui—O

Q
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3.2(k)

3.2(¢2)

A equagao 3.2(£) € valida tanto para o interior quanto pa-

ra o contorno dependendo do valor assumido por c,. Nota-se

que na equagao 3.2(£) existem alguns termos no

um termo integrado sobre a area, i.e.,

I = [ku(-g-% L 5 aa“y*)J d g

Q

contorno e
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I é funcao da variavel do problema '"u'", sendo esta a dife-
renca fundamental entre o que foi visto no capitulo ante-
rior para o termo 'p" da equagao de Poisson e o que esta

sendo visto agora.

3.2.1 AVALIACAO DO_TERMO_I

o e wm o . L

Para avaliar I usa-se o mesmo procedimento que

foi feito para a equagao de Poisson. Portanto,

) [(%)k AL, + (—g—g)k(%‘})k] U Wy } A

Usa-se células triangulares lineares como para a equagao

de Poisson. Entao,

Gk - 27% [al(YZ_YS) voaplygmyy) GS(YI_YZ)}
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sendo,

u, - valor da fung3o de u nos pontos de integragdao das cé-

lulas.

u;,u,,uz - valores da fungdo u nos nos das células.

30 Jda _ : in-
(Ei%(’(§7%< valores das derivadas de « nos pontos de in

tegracao das cé€lulas.

aysays0g ~ valores de o nos nos das celulas.

CQE:) R (32:) - calculados em cada ponto de integracgao.
(au* - (Xk - x5)

90X Ty ank
AN Yy = ¥3)

Wk 21Ty

Os outros parametros estao definidos nas seg¢Oes anteriores.

Para avalia¢ao de I & necessario ter o valor de

u nos nos das células. Entretanto u € incognita, deste mo-
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do propoe-se um esquema iterativo para resolugao da equa-

cao

3.2(2):

19-

29-

39-

49-

Assume-se 19=0 e resolve-se 3.2(£) como equagdo de
Laplace homogénea. Calcula-se as incdgnitas no con

torno.

Usando estes resultados calcula-se nos pontos in-
ternos do dominio, escolhe-se como pontos inter
nos a serem avaliados aqueles que coincidem com
vértices das células de integracgao.

1
Com esses valores calcula-se 1.

Com I1 volta-se a equagao 3.2(L) e resolve-se co-
mo se fosse a equagao de Poisson. Calcula-se as in

cOognitas no contorno e volta-se para o passo 2°.

0 processo continua até a convergencia.

ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A CIRCULACAO ES-

TACIONARIA.

Um modelo em elementos finitos11 para o problema

de circulagdo estacionaria de lagos negligenciando o termo
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variavel do vento €,

3 .3u 3H _ 3u 3H fH .ou oH du JH
2, - 2 (9u 9  du on mn cou o Ju on
v H (ax 3X +ay 3Y) T o (ay X X ay)
H 3X oH _
"o Uy ax m gy ) 7O 3.3(a)

Na equagao 3.3(a) além do Laplaciano existem mais tres ter
mos. Os dois primeiros sao:

S(BU dH  3u BH) fH(Bu oH au BH)

H

9X 89X ay oy

Estes dois termos envolvem a variavel do problema u ea pro
fundidade H = f(x,y) e também as constantes globais f, a,v
que sao respectivamente, coeficiente de Coriolis, coefici-

ente de fricgao e a viscosidade cinematica. O outro termo

3H __ oH

- - H - .
da equagao 3.3(a) e EC(Ty 5 Tx 37) que e devido ao vento.

Este termo nao depende de u que € a variavel do problema e
que presente com o Laplaciano formaria a equagao de Pois-
son. Além dos parametros acima definidos, os outros parame
tros deste termo sao, T, © Ty que sao as tensoes ocasiona-
das pelo vento nas diregdes x e y respectivamente e sao de

finidos da seguinte formals,

Y20, / 2 2
W + W W
X y

X p

-
L

X

3.3(b)

Y20, / 2 2
T = w + W w
X y

y P y
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com 1~Y
=W s 8 w
Wy co
W, = w sen 0
Yy .
A,X
2
Y©P -
2 32 x 1070
o
sendo
Ww - velocidade do vento
wi, wy - componentes da velocidade do vento nas dire-
goes X e y respectivamente
y - coeficiente de tensao do vento

p - densidade

0, - densidade atmosferica

Os valores T © Ty sao constantes globais, pois o termo va

riavel do vento nao foi incluido na equagao 3.3(a).

A fungao u é definida como,

ot FE
2l

bant T
|

onde U e V sao as velocidades do fluxo nas diregoes x e vy,

respectivamente.

Considerando a equagao 3.3(a) juntamente com as



condigoes de contorno,

F=F1+F2

112

e aplicando Galerkin considerando uma fungao de peso u*,

3.3u
2 ~ 1204
J véuu*dQ JH(BX
Q Q

3H+

ou- oH

X 3y 3y
3Hy wao
3‘}—,')1,1 de J

u*dq +
H o eH__ ol
av Yy 86X X3y

+J (qQ - q) u*dr + J (u - u) u*dr =0

Ty

Lembrando que,

c
*
1}

1 1

Resulta

5]

yu*d o +

3.3(c)
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%]
|
<l
Qo
\<

Q
H oH oH ~
+[ R (Ty ﬁ - Tx W)u*d Q=290 3.3(d)
Q
_ ou*
sendo q* = T

Em relagao a 3.3(d),dois procedimentos distintos podem ser

adotados.0 primeiro seria integrar por partes os termos em

g%% para que u seja a incognita interna. O segundo proce-
diiento seria adotar aequagao 3.3(d) na forma em que se en
contra e usar g?% como incognita interna. -Entende-se por
incognita intern; os valores das incognitas que devem ser
avaliados nos vértices das ceélulas de integragdao para per-
mitirem a avaliagdao dos termos integrados sobre a area e

que dependem dessas incognitas.

3.3.1 ANALISE DO PROBLEMA ENVOLVENDO u. COMO_ INCOGNITA

e e o - e ma e S e e s et St Bt i e . e e P e mm mm e St me | AR o o o A e e = - = e e -

A equagao 3.3(d) reagrupada de forma diferente,

pode ser escrita assim,
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3.,0H, fH 5H U
Ciui-J qu*d T +J uq*dr +{[‘H('§‘£) “ay '8—}7]11* -a-x—dQ +
9)

r r

3,0H, ,fH 3H au (H oH _ oH =
+“ﬁ(‘a‘7)*m ﬁ]”*a—yd‘“J““ﬁz E 2

9) 9)

Integrando,

( 3 oH fH aH| . 3u
*JH37+3.:‘;3>J“ d g
Q

por partes, resulta

fH oH du* _ oH su*
J[&—\;(E—i—ay = 5y ax) ude 3.3.1(b)

2
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Como as células de integragao tem variagao linear

2 - =
de parametros, entao 278 0. considerando que 20 nao e de

an
X
J

finido no contorno (normal dirigida para fora), os termos

H on oV In

J 5 2H u*udr e Jiﬂ tle) u*ud I podem ser desconsiderados .
r r

Foram feitos testes no programa levando em consideragao es

tes dois termos no contorno e os resultados obtidos foram

discrepantes. Considera-se também que H—(BH 7 é muito pe-
J
queno em relagao a % g%i . Com todas estas consideragoes re
sulta para 3.3.1(b),
_ 3 (3H 3u* _ 3H du*
R = JH 5x 8x ' 3y ay) 449t
f
fH  5H 3u* 3H su*
+ J 2y (a—i—é-}"——ﬁ—g-{)UdQ 3.3.1(C)

Substituindo 3.3.1(c) em 3.3.1(a), resulta

c u; - J(1u*d r + Jqu*dr -

r r

d3H su* BH du* 3H su* B3H 3u* .
J B0x ax 3y By wd® J vOox oy T 3y x)uder

Q Q
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H oH _ fd0 -
+[ o (0 5% 7 ay) u*dg = 0 3.3.1(d)

Para cada ndé "i'" no contorno ou ponto "i'" no interior os
termos em dT' sao .integrados sobre o contorno discretizado,
com elementos de contorno. Os termos em dQ sao integrados
sobre a area usando o mesmo processo que tem sido feito até

agora, ou seja, usando cé€lulas triangulares com variagao 1i

near.

A avaliaciao dos termos integrados sobre a area €

feita da seguinte forma,

) udg-=

3 (2H au* . oH au*
3X 93X 3y dy

C PI . )
L Pl e [0, G0, 69, G T 0
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[ H (T oH _ T 3t u*d @ =

3.3.1(e)
Para cada n6 i no contorno ou ponto no interior,
NTPI
3 ,3H su* 3H su* _ ) -
JH’ Gx 5% T 3y By udes 21 diy up = Dy
Q
NTPI
fH 8H su* 3H aJu* - ) -
Jav 3% 3y ~ 3y ax)ud o= L§1 eip Yy = By
9/
NTPI
H dH dH, . _ 2
E;_'(Ty-s-i—'fx'a—y- u*do = -z_ ZlL— Zl
L=1
9/
3.3.1(£)
sendo
NTPI NCI J NPI [
Vanw =5 0T G @
L=1 j=1 [ m=1 m j
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NTPI £ NCI NPI J

L=1

[}

NTPI N

onde:

NTPI - nUmero total de pontos de integragdo

NTPI - NCI x NPI

(EE) , (-a—E - valores constantes por célula
9X’. oy~ .

J J

) = 2 [,y H] + gy H, + (y,-y,)H
X TR Y27Yzith 37710 Y17¥2/ 3
oH, _ 1 _ - -

('a?j TTE [(Xs X Hy + (xg=xg)Hy + (x, Xl)Hs]

H,, Hy, H; - valores dados da profundidade nos nos das
cé€lulas de integracgao
Hm - profundidade nos pontos de integragao de cada cé€

lula
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Hm = H1L1+ H2L2+ H3L3

u - valor da fungao u nos pontos de integragao de ca-

da celula

u._ - ulL1 + u2L2 + u3L3

Os parametros omitidos estao definidos nas segoes interio-

res.
Retornando a equagdo 3.3.1(d)e possivel escreve-
la,
%n__ %? NgPI NE?I NE?I
c.u. + u. = G:.: G + d.;u, - e., U, - z
1 j=1 1]7) j=1 Y7 o121 iL"L L1 1L "L = iL
3.3.1(g)
ou
%? nn NTPI Ng?l NE?I
H..u.= ) - G..q. + d., uy- e, u - z
j=1 ij ) j=1 i3] L=1 iL" L L=1 i, L L=1 1L
3.3.1(h)

A equagao 3.3.1(h) pode ser assim escrita,

.E H..u. = Zl Gij aj * D; - E; - Z; 3.3.1(1)

Estendendo a equagao 3.3.1(i) para todos os nos do contor-

no, obtém-se
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- - - - -
HU=G6GQ+D-E-1 3.3.1(3)
Fazendo,
I. = D. - E
i i i

Entao 3,3,1(j) torna-se,

> > > >
U=G6Q+1-72 3.3.1(k)

(Jan

Na equagao 3.3.1(k) as incognitas sdo u em r, e %% em T,
mas T também envolve u, entretanto € necessario conhecer os
valores de u, a priori, para a avaliagao de Ii conforme foi
visto anteriormente. Entao conclui-se que a equagao 3.3.1(k)
nao pode ser resolvida diretamente. Conseqllentemente, para

resolver esta equagao lanca-se mao de um processo iterati-

vo, conforme visto na segao 3.2.

0O esquema proposto por R. Butterfield9 modifica~-

do para o presente caso seria o seguinte,

19 - Inicialmente I~ = 0 (o Indice superior significa

a etapa da iteracgao)

Entao 3.3.1(k) torna-se,

>

> >
HU=G6Q - Z

~
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Esta equacao nada mais € que a equacao de Poisson formula-

da matricialmente.

Assim,
o o '
a. calcula-se u e g no contorno,

o) . . - -
b. calcula-se u no interior (nos nos das celulas),

(0]

-5
c. em funcao de u- calcula-se I!

NTPI
I. = §] (4

iL ~ ©iL) uoL
L=1 1

> _ - "1—>+
2° - Com I! calculado, monta-se a equagao HU!=GQ -zZ+I!
a. calcula-se ul e q! no contorno,
b. calcula-se ul! no interior

s
c. em fungdao de u! calcula-se 1?2

NTPI

1= 7 (d

1
..= €e..) u
L=1 iL iL L

>
32 - Com IZ, monta-se a equagao, tlﬁz= 962—7+T2

Repete-se o processo até a convergéncia.

A matriz a ser triangularizada nao se altera de uma itera-
gao para outra. Como se sabe a equagao 3.3.1(k) pode ser

reordenada na forma,

ISCOLA oE ENGENHARIA
" pgeLICIECH

L WM LIS ;M

e
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Entao inicialmente se faz

>
<y
o
i
oy
1
Ny

-
E nas iteragoes seguintes somente o valor de I varia,

- > > > _

1-AXl=F-27+1l (la. iteracgao)
> > >

2 - AX2=F -2+ 12 (2a. iteracido)

(n-€sima iteragdao)

Para os pontos no interior, o calculo de u € feito da se-

guinte forma, considerando uma iteragao a

a nn a NTPI
uy = Z G..q° - zllgj uy 1 (ad

y A L=1

a-1
eiL) u - 7.

iL™ L i

3.3.1(48)

Foi constatado que o esquema nesta forma € tofal
mente nao convergente. Inicialmente procurou-se a razao pa
ra este comportamento no fato de ter-se negligenciado cer-
tos termos em 3.3.1(b). Repondo-os, nao produziu efeito po
sitivo. A raz3o pela nao convergencia encontra-se na consi

deracao dos valores da constante c;. Na analise da equacgiao
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de Laplace, foi visto que,

c.u, + ) ..u. = Y G..u
i~i 551 ij j 551 ij 7j
e
1
c. = = H..u
i 521 ij 7

1
Sendo que c; assume o valor 5 para contornos suaves e 1 pa
ra o interior. Ent3o para o caso de circulagao estaciona -

ria, C; merece tratamento a parte.

3.3.1.1 AVALIACAO DA CONSTANTE ci

Analisando a equagao 3.3.1(g),

Conforme foi visto anteriormente, cy depende somente da geo
metria do contorno. Entao particularizando as condigoes de

contorno e negligenciando o termo de vento,

u=1u emT T

q=0 emT

Ny
i

0 em @
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Portanto,

Entao 3.3.1(g) torna-se,

_ _ NTPI _
(c; + 1 Hyy) us Lzl (djy - e;) u
Por conseguinte
N%?I %n -
c. = (d.; - e.;) - H. . 3.3.1.1(a)
i L=1 iL iL j=1 ij
Definindo
NTPI
T. = ) (d;; - e.y)
i L=1 iL 1L
A expressao 3.3.1.1(a) resulta,
nn —
c; =T, - jzl H 5 3.3.1.1(b)

Substituindo a equagao 3.3.1.1(b) em 3.3.1(g) e consideran

do uma iteracgao a,
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Para os pontos internos,

nn nn
G q%- H..u%+ 12 - 2
a _ j=1 1) ) j=1 1] J 1 1
us %?__ 3.3.1.1(d)
(T, =~ H..)
i j=1 ij

Com esta modificagao o esquema anteriormente divergente con
verge. E possivel fazer um teéte considerando u = u em T.
.0 programa calcula u para qualquer ponto no interior e pa-
ra na la. iteragdo. Porém a experiéncia mostra que para pro
blemas com diferentes u no contorno, a resposta obtida pa-
ra os pontos no interior usando 3.3.1.1(d) sofre um amorte
cimento muito grande e quase héo difere da resposta obtida
para Poisson antes de comegar a iterar. Entretanto 3.3.1L1(d)
pode ser substituido por uma equacdao mais flexivel sem al-

terar as caracteristicas de convergéncia. Ent3o,

a a
L - H.. ut a
a 1 121 1j 4 jzl I
ui | = +-T-I-Zl 3.3.1.1(e)
- ) H..
1]

sendo

d = 2 para a#o0

1]
o

d =1 para a

Este esquema foi testado usando elementos constantes e 1li-
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neares gerando resultados aceitaveis.

3.3.2 ANALISE DO _PROBLEMA ENVOLVENDQ —— COMO INCOGNI-

Conforme foi visto em 3.3(d),

* * 3,0H fH 3Hy . 3u
ciui-( qu dP+Jqu dr+J{H(ax -5 ayﬂu =X da +

r T f

3 oH, . fH, oH . du H 9H _ 8Hy 4 1o _
[[H(ay) _&_\)'(ax)]u 37‘““[7;3( y 3% Tx 3y)urde=0

Q

3.3.2(a)

Comparando a equacao 3.3.2(a) com a equagao 3.3.1(d) nota-
se que elas diferem somente pelos dois primeiros termos in

tegrados sobre a area. Em 3.3.1(d) estes dois termos eram

multiplicados por u e em 3.3.2(a) sao multiplicados por 2u

axX
au .
e 3? respectivamente.

A avaliagao destes dois termos integrados sobrea

area € feito da seguinte maneira,

3 ,9oH fH ,5H » oU -
“ﬁ Gx) - W (a—y')}“ 3x 49

0
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oH me

C
_ 3 oH du
= Z ) 29 [(_GB—DE)J.— - (W)j,ilumwm ('é"i)m Aj

[3 3H,, fH  3H du -
JLH Gy)tas GR ey 40

Q

=N(ZZI' Nfz’Ii [(_a_g)+me (28 ]u*w (2u) .

j=1 |m=1 Hpy 3y 50 @V axj mom 3y J
3.3.2(b)

Para cada ndé ou ponto no interior i,

NTPI
3.9H, fH, oH x ou - =
J[ﬁ(a—i)'ﬁ(a—f)]u sxde= 1 kjpu =K

Q

. NTPI
3.,0H  fH  3H £ ou R | -

JLH(EV'*EG (ii)]“ 3y 49 Lzl hip UL 5Ny

Q
3.3.2(c)

sendo,
au au . -
(EE) . (3? - valores das derivadas da funcao em rela
m m

gao a x e a y avaliadas nos pontos de in

tegragao de cada célula.
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(2

ax]n aX

au au au
() Ly + (=) L, + (52 L
X 1 1 2 2 X 3 3

() = &) t (5 L2t (35 JLs
m

onde,

(%%) e ( ) (j= 1,2,3) - sdo os valores nos nos das cé

J J
lulas de integragao.

Os demais parametros estao definidos nas segOes anteriores.

Retornando a equagao 3.3.2(a), & possivel escre-

ve-la na forma,

nn nn NTPI su NTPI su
C1u1+ jzl 1) J= leGlJ qJ- Lzl kiL (—8_) - Lzl nlL(By) B Zi
3.3.2(d)
ou
nn nn
Z Hiju = Z A 3.3.2(e)
j=1 J j=1

Estendendo a equacao 3.3.2(e) para todos os nos do contor-

no,
> > - > >
HU=G6Q-K-N -7 3.3.2(f)

Da mesma forma na equagdao 3.3.2(f) as incognitas s3ao u em



Ju
¢ 3n

- -
em Pl. Entretanto K e N tambem envolvem —

au
aX

129

2u
3y

que sao incdgnitas, mas para a avaliagao de Ki e Ni neces-

au au

sita-se conhecer os valores de — e — nos 1'165 das cé]ulas.

3X =~ 3y

Portanto 3.3.2(f) nao pode ser resolvida diretamente,

en-

tao emprega-se um processo iterativo. Antes poréem,cabe fri

zar que para este caso ¢; = - H.. como & facilmente consta

tado.

19

1]

O processo iterativo seria o seguinte:

.. 20
Inicialmente XK¥ = N~ = ()

Entao,

0 0
a. calcula-se u” e g no contorno;

o
- - o du
b. da-se uma rotagao em q = =~ Do contorno

obtém-se,

0 o} . .
c. calcula-se d, © qy no interior,

d. com qo e qO avalia-se ﬁl e NI
X y
NTPI 3u.0 1 NI 2u.°
kl - k.L(——) , Ny = 7§ n.. (s
=) iLoxy i L2 iltayrg

L =1
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>
1 e N

2° - Com K monta-se a equagao,

> > >
i Ol G g K- Rl- 32

Repete-se o processo até a convergéncia.

O calculo dos fluxos nos pontos internos & feito derivando

a equagao 3.3.2(a) em relagao a x e a y. Portanto,

’

i u* 2q* 2K; ANy 98Iy

ax = 5% 4dT- J 5% Y4T- 5% 7 3% T 3%
r r

. ( aK. aN. 37 .

* *

ql = 8y q dr- 29 ydr- LI L - L

Yy oy oy oy ay ay
r T

Tedricamente, ao fim do processo iterativo, u € calculado

no interior da seguinte forma,

. q; - ) Hi.u. - K - N, - Z.

Entretanto, desta forma, este modelo nao converge, porque
ha uma mudanga de sinal nos fluxos q, © qy no interior,que
varia de iteracao para iteragao. Se o sinal do interior for
corrigido, entdao os sinais no contorno mudam e o método con

verge para a solugao errada.

Porém, um enfoque alternativo que gerou bons resultados foi
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o de avaliar os fluxos nos pontos internos usando a técni-

ca dos elementos finitos. De acordo com a fig. 24,

ou
9X

au
ay

Com todos

Entao com

19 -

29 -

[(yz-y3)u1 * (yz=yqplu, + (yl-yz)u3]

;.1»—-

3.3.2(g)

= 7K [(xs’xz)ul voxmxgluy ¢+ (Xz‘xl)us}

os parametros ja definidos.

essa modificacao, o processo iterativo torna-se,

o o
a., calcula-se u” e q no contorno,
o . .
b. calcula-se u  nos pontos do interior,

-~ o) - -
c. em fungao de u  calculado nos nos das celulas

0 0
avalia-se (%;) e (%%) com 3.3.2(g),

- 0o o -
d. em funcao de (%%) e (%%) obtem-se El e ﬁl

Com ﬁl e N monta-se
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Repete-se o processo até a convergeéncia.

Para o calculo de u nos pontos internos, usa-se as expres-
soes,

nn mm :
u. = ) G.,.q.- Yy H..u, - K. - N. - Z.

O tempo de processamento gasto poTr este processo
€ menor do que o gasto pelo anterior (fluxos internos cal-
culados com elementos de contorno), porém € maior do que o

tempo consumido pelo processo dado em 3.3.1.

Na tentativa de melhorar os resultados, varias mo
dificagoes ao método foram examinadas e a que surtiu maior

. . - . . - . .1
efeito foi uma tecnica devida a Alarcon, Martin e Paris

que & apresentada na secao a seguir.

3.3.3 MODIFICACAO NA ANALISE E_INTRODUGAO DAS CONDICOES

Este método pode ser aplicado a qualquer elemen-
to de ordem nao constante. Nesta secao foi desenvolvido pa

ra elementos lineares.

A necessidade desta técnica surge no fato de que
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na uniao de dois elementos existem dois fluxos distintos

ou nao, um para cada elemento conforme a fig. 31

J+l
IC13

q{'cz: —

SENT|DO .
DE INTEGRAGAO

Cia

Flg 31

Um programa simples de elementos de contorno adota um dos

dois procedimentos dados abaixo.

Considera-se o fluxo no no i como sendo,

j*l ]

1T

ou no caso de cantos onde I, e T, se encontram que adota -

se dois nos com as mesmas coordenadas.

SENTIDO DE
mTEeaAcaoi

Jl

J
q’lcz:' Y
TJH
4 A
L 4

icia
Nenhum desses dois casos dao resultados muito bons, a me-
nos que u seja constante em r,er,. 0 segundo caso intro -

duz nos desnecessarios dentro da analise.
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O processo que vem a seguir, define dois diferen

tes fluxos em cada nd, ou seja, dp © qp respectivamente

’

Qyntes © qdepois do no, conforme a fig. 32,

-} q,A

Ce3
{2) L)

Co+i Ce—l

FI16 32

Assim existem trés parametros por nd, ou seja, u, qy € dy

alguns dos quais prescritos ou incognitas.
Portanto, existem cinco diferentes possibilidades de condi
coes de contorno em cada nd, em vez de duas, conforme tem

sido visto até este ponto.

As possiveis condigbes de contorno por nd sao,

q, € qp sdo conhecidos, q, # q e u € incognita

2 - _q—A, u

({29

q, e u sao conhecidos, q, # qp € dp incognita
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3 - dp » U

qp € u sao conhecidos, q, # qp € q, € incognita
4 - u

u conhecido, contorno nao suave (sharp corner)

qa # ap > incognitas

5 -1
u conhecido, contorno suave (smooth corner)

94 = dp> incognitas.

Considerando a equagao de Laplace, sabe-se que,

-> ->
HU=GQ 3.3.3(a)
ou
-> >
AX=F 3.3.3(b)

Como existem trés variaveis por ndé, para uma linha i de

3.3.3(a) € possivel fazer,

A A D D
(Gij q. *+ G..q.) 3.3.3(c)

) T
- H. . .=
. u L j ij %

1 BT 55

Como u € constante por nd, nao depende do angulo existente

entre os elementos e Hij € montado da mesma maneira como foi
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feito antes.

A equagao 3.3.3(c) nao pode ser usada na forma em que se
encontra, existindo a possibilidade de existir mais incog-

nitas do que equacgoes.

Considerando primeiro as condigoes 1,2,3 e5 que,
conforme foi visto, possuem uma incognita por ndo, entao de

acordo com a fig. 32,

condigao 1

(1) (2)

>
G..:X . + G em F 3.3.3(b
151X 950a Y Sipy1X YYyip T em (b)
(1) (2)
H. . + A.,. > em A
ilj| ilj| =

onde:
indice superior (1) ou (2) significa o elemento,
- - . - . - - - D
indice inferior j significa o no,

indice inferior "i" significa o né ou ponto a partir

do qual se integra.

condigao 2

1 2 1 >
- H X u - H X u + G > em F

- - - - - . . - xq
iljl 13! iljl 31 il3] |3 1A
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2
- G . > em é
ilj]
condicao 3
1 2 2 >
-H X u - H o Xu + G. X q > em F
ilj| 3l i3l |3 iy |ilp
1
- G. > em é
ifj]
condicao 5
1 2 >
—H. oxu - H. X u - em F
ilj| |5 ] ilj| 3]
—Gl .-G% . em é
ilil il

condigao 4

Requer tratamento especial pelo fato de existir duas

incognitas, q. . e q, . e somente uma equagao. Entao,cha
jla - [3lD
mando @, e a, os angulos que os fluxos q . e q. . for-
ATD 13]A ERR

mam com o fluxo normal ao ndo j conforme a fig. 33,

Co-1]

Fi¢ 33
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possivel dizer,

My

[}
Ka]

q | COS ay
13 ]A 131

3.3.3(d)

q q cCcos a
. . D
lilp 5]

Portanto,

1 2

—H- oxu - H o Xu >enm E
ifj| 13 ] ilj] 13 ]
1 2

-G X cos o, -& X COS an> em A
. . A 1. D -
ilj| ilj]

Assim o numero de incognitas & igual ao nimero de equagoes.

Desta forma, basta avaliar os angulos ay € aD.Considera-se

15
NORMAL AO NORMAL
ELEMENTO A0 N6

a fig. 34,

(4}

Fig 34
Definindo os parametros conforme a fig. 35,
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F16 35

ay, By - angulo dos cosenos diretores da normal ao nod
a, B - angulos dos cosenos diretores da normal ao elemento
oy - angulo procurado, isto €, angulo entre a normal ao no

e a normal ao elemento.

cos = %I
C!l N
1
_ AY
£ = , 3.3.3(e)
1
cos B, = AX! ’ AX'= cos B, 1L 3.3.3(%)
17T 1 4 3

Substituindo 3.3.3(e) em 3.3.3(f), obtém-se



Da fig. 35,

AX'" = AX -- AX'

Substituindo 3.3.3(g) em 3.3.3(h), obtém-se

cos 31
L T o Y
1‘
Da fig. 35,
cos = AY
¢ 7
_ AX
cos B = 7
_ Az@ . - 1"
Cos B = U Al = CcOS B AX

Substituindo 3.3.3(i) em 3.3.3(k), obtém-se

cos 81

AL = cos B(AX - -(F-(-l—l AY)

Da fig. 35,

A" = L - AR

~140

3.3.3(g)

3.3.3(h)

3.3.3(1)

3.3.3(3)

3.3.3(k)

3.3.3(4)

3.3.3(m)



Substituindo 3.3.3(£) em 3.3.3(m), obtém-se

CosS .Bl

Ag" = £ - cos g (AX - AY)

COSs a
1

Da fig. 35,

AK”

COS o.

Substituindo 3.3.3(e) e 3.3.3(n) em 3.3.3(0),

141 .

3.3.3(n)

3.3.3(0)

cos B,
£ - cos 8 (aX "EFS——G-IAY)

cos a. =

J AY

cos aj

Ccos = Eii—il £ - AX cos Cos B + COSB COS

%3 AY 8Y *1 1

- £ _ aX

cos o = cos %ﬁKY N cospg)+cosB cos B

Substituindo 3.3.3(j) em 3.3.3(0),

_ £  aX AX
cos aj = COS al(ZY Y ff) + COsB cos Bl
NG
COS 0. = COS 0o, + C0sB cos B
] 1 aY? 1
Entao,

-

3.3.3(0)
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cos o5 = COS a; COS’a+ COSB COS By 3.3.3(p)

1
Desta forma, resta somente avaliar os angulos al,Bl,a,B.

A avaliagao de a) e By ¢ feita considerando os elementos de

contorno na fig. 36 como sendo um elemento finito triangu-

lar linear.

FiG 38

Usando as fungoes de forma para este elemento, calcula- se

au au

os valores constantes de — e -——
X 3y

au _ 1 - - .
X A [(yj"l yj)uj+1+(yj yj+1)uj-l+(yj+1 yj—l)uj]
su _ 1 - _ _
3y - 7A [(Xj Xj-l)uj+1+ng+l xj)uj_1+(xj_1 Xj+1)uj1

A = (yj"l—yj) ()_(j"'l-xj) - (Xj‘xj—l) (yj—yj‘*‘l)

Sabe-se que,

du 7 du T
i = + ——
grad.u X 1 5y J
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su ou
cos ay = 9xX , cos 8, = oy
| |grad.ul | | |grad.ul |
au 2 dul
| lgrad.ul| = /(—ﬁ) * G5y

Porém, para o caso em que,

uJ__1 = uJ = uj+1,
3u _ au _
3x "3y - 0

Ent3o usa-se a técnica alternativa, dada a seguir. Conside

ra-se a fig. 37.

FlG 37

(x:_ 7 = Xs,q)
- -1 j+l - J
cos B, = , cos =
1 7 “1 L




144

Os angulos o« e B sao avaliados de acordo com a fig.37. Con

siderando o elemento 1,

(ys: = v:_q)

CcC0oSsS o = J J 1
L9

(x5 7 = x3)

cos g = 1-1 J
£

Desta forma, todos os parametros estidao definidos e & possi
vel a implementacdo desta técnica no programa. Cabe ainda
dizer que as outras etapas do programa continuam as mesmas
e que este método gera melhores resultados do que o origi-

nal, ou seja, dois graus de liberdade por no.

3.5 RESULTADOS

Alguns exemplos foram passados usando os dois

procedimentos dados neste capitulo.

O primeiro procedimento foi a analise do problema, envol -
vendo u; como incognita interna, que convecionou-se chamar
de tipo 1 para maior facilidade na exposicgao dos resulta -
dos. O segundo procedimento foi a analise do problema en-
volvendo ;2 , (j=1,2), como incognita interna, usando a téc

nica de elementos finitos para o calculo dos fluxos inter-
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nos, que convecionou-se chamar tipo 3.

Os resultados obtidos usando elementos de contor

' .. 14
no foram comparados com um programa de elementos finitos

0 qual utilizou elementos triangulares lineares.

racteristicas,

N f, w=0)
20m 20m
;r T
20m

[~ mm————.
. ‘.
| 1

80m [ ]
' Ha5m |He3m H=im
] i
t I
) 1
! j
1
e ]

_L J;Om
|
: J 80 m
rl- {U=0) "\
7
FiG 38

Considera-se somente o efeito do vento e coeficiente de Co

riolis igual a zero.

Entao,

Conforme foi visto em 3.3(b)
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~
I

= 0,0000033 m Wl
X y X

~
n

0,0000033 W_ t W W
X Yy

Considera-se o vento agindo somente na diregao x.

W, = 10 m/s wy = 0
Entao,
= 2 2
T, = 0,00033 m /seg” (constante global)
T =
y
o = 2

v = 0,001 mz/seg

Foram considerados os procedimentos tipo 1 e 3 wutilizando

elementos constantes e lineares para cada tipo.

Para integrar os termos sobre a area foram utilizadas trin
ta e duas células de integragao com tres nds por célula ,

conforme fig. 39, com sete pontos de integragao por célula.

A malha usada para elementos finitos & dada na fig. 39. Os

pontos nos quais foram calculados os potenciais também es-



tao dados na fig

. 39.
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Para discretizar o contorno foram utilizados dezesseis ele

mentos de contorno.

- Fi¢ 39
TIPO 1 TIPO 3
PONTO ,ELEMENTO | ELEMENTO 'ELEMENTO | ELEMENTO | ELEMENTO ;
CONST. LINEAR CONST. LINEAR FINITO
1 2,753 2,58 2,45 2,15 2,13 |
2 4,16 3,99 5,49 5,30 4,05
3 2,73 2,58 2,45 2,15 2,13
4 0 0 0 0 0
5 -2,73 -2,58 -2,45 -2,15 -2,13
6 -4,16 -3,99 -5,49 -5,30 -4,05
7 -2,73 -2,58 -2,45 -2,15 -2,13
8 0 0 0
9 0 0 0
QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS
EXEMPLO_2 - Programou-se o fluxo de um rio com as mes
mas caracteristicas geométricas dados na
fig. 38. Considerou-se o efeito do vento igual a zero e o

efeito de Coriolis também igual a zero.
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Entao,
T, =1t =0
X y
f =20
a = 2
2
v = 0,001 m"/seg

Foi utilizado o procedimento tipo 1 usando elementos linea
res. Foram utilizados dezesseils elementos para discretizar
o contorno e trinta e duas células de integragao com sete
pentos cada, para integrar os termos sobre a area. Os poten

ciais sao calculados nos pontos assinalados na fig. 40.

Foram consideradas duas situagoes de condigOes de contomo.

(+]] (b
5 > l'l' —
U= 1000 Uz 1000
13 12 i 10 9 T 3 12 H 10 9
=0
qu 14 23 22 21 L
14 4B + 2 s ¥ + + ,‘
q 25 [+ 7
1.3 +24 +zs +zo 7 13 +z F 43
L 16 +l7 +|8 +I9 6 9 16 +l7 +l8 _*!9 6
rT
2 q'=°
: ] 2 3 4 s
1 2 3 4 s r
.
B I A J— |

u=0

Fig 40



situagao a

valores prescritos

nos tipo de condigao u q
de contorno

1 2 0 0
2,3,4 5 0 -
5 4 0 -
6,7 5 0 -
8 3 0 0
9 2 1000 0
10,11,12 5 1000 -
13 4 1000 -
14,15 5 1000 -
16 3 1000 -

situagao b

valores prescritos

tipo de condigao

nos de contorno u 9
1 4 0 -
2,3,4 5 0 -
5 4 0 -
6,7,8 5 0 -
9 4 1000 -
10,11,12 5 1000 -
13 4 1000 -
14,15,16 5 1000 -

A seguir € feita uma

mentos de contorno e elementos finitos.

149

comparagao entre os resultados com ele



fungao

Mgt
u

PONTO SITUAGAO (a)  SITUACAO (b) 'ELEM.FINITOS
17 451,684 448,729 500
18 196,297 195,755 169,13
19 0,801 1,340 2
20 213,209 219,8966 169,13
21 548,317 551,272 500
22 803,703 804,246 830,86
23 999,200 998,661 997,99
24 786,791 780,104 830,86
25 500 500 500

QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS

guintes caracteristicas,

40m 420 }-28 427 _26
1 4% n 31 + 25
40m +2 +22 +3 + 24

| 100 m

4

FIG 41



Em todo o contorno a profundidade € H

Nos pontos 21 e 26, H = 2 m
Nos pontos 22,23,24,25 e 27,28,29, H

No ponto 31, H = 5 m.

Considera-se o efeito do vento igual

riolis também igual a zero.

Entao,
TX=Ty=O
f =0
a = 2
_ 2
v = 0,001 m“/s

151

= 1 m.

= 3m

a zero ¢ efeito de Co

Foi utilizado o procedimento tipo 3 com elementos constan-

tes e com elementos lineares.

Na fig. 41, estao dados os contornos discretizados e as si-

tuagOes de contorno para os elementos constantes e linea -

Ires.
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n > :
Ux 1000
8, 14 93 a2 g M
T T T M
o
I6
1 + R ELEMENTO CONSTANTE
4 s §=0 :
5 18 *
.!: s p
L 19 7
f2
+ .,
g-0
l 204 6
L i 1 H
ey ELEMENTO LINEAR
¢ I
U=.0
n —
u=1000 15 14 13 12
.
1" »]
17
10 n
U = 500
d 19 18 . l
T .
r
Fig 42 | 20 7
U= 500
f 2 3 4 s v
« N
U=0

Os potenciais foram calculados nos pontos de 21 até 31 da

fig. 41.

Para avaliagao dos termos integrados sobre a area, foram
utilizadas quarenta células de integragao lineares, confor

me fig. 43, com sete pontos em cada.

A malha utilizada para elementos finitos também € dada na

fig. 43.
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PONTO ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTOS
CONSTANTE LINEAR FINITOS
21 488,767 489,779 480,830
22 308,575 306,784 289,270
23 82,300 80,730 120,240
24 1,904 2,568 2
25 177,409 176,349 218,040
26 511,231 510,220 519,170
27 691,423 693,214 710,830
28 998,096 997,432 9938
30 822,589 823,650 781,960
31 500 500 500

-QUADRO COMPARATIVO DE RESULTADOS-
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3.4 CONCLUSOES

0 metodo dos elementos de contorno foi aplicado
a um problema de circulagao estacionaria. Este problema €&
de natureza linear nao homogenea e requereu o desenvolvi

mento de novas técnicas.

Os resultados dos testes foram obtidos usando

elementos constantes e lineares.

De todos processos apresentados neste capitulo,
0os resultados obtidos utilizando os dois processos vistos
foram equivalentes. Devido a falta de uma solucao analiti-
ca, as respostas de todos os exemplos foram comparadas com
as respostas obtidas, usando um programa de. elementos fi

nitoslé.

Os resultados obtidos foram Uteis na extensdao a
problemas de maior interesse em hidraulica, onde as vanta-

gens dos elementos de contorno sao de grande utilidade.

Conclui-se, porém, que ainda restam ajustes a se
rem feitos, principalmente no que se refere ao calculo dos

fluxos nos pontos internos do processo iterativo.
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CAPITULO IV

PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO

4.1 INTRODUCAO

Na engenharia, a solugao de problemas em regime
estacionario € de grande valia e apresenta resultados de
uso pratico. Porém existem casos em que se apresenta a ne-
cessidade da analise de regimes nfao estaciondrios a fim de
obter maior precisdao e maior semelhanga com a realidade.Por
esse motivo, este capitulo introduz os principios basicos
para a aplicaééo do método dos elementos de contorno a pro
blemas dependentes do tempo, baseados nas refs.|3,6,7,8| .
servindo como ponto de partida para resolucao de problemas

mais complexos.

4.2 INTEGRACAO NO TEMPO PASSO A PASSO
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Considera-se a equagao de fluxo de calor,

@
c

4.2 (a)

<

N

[

I
Q=
2l
(—f

Com u = u, para t = 0 em

E com as condigOes de contorno,

u=u_em I  parat > 0

Usa-se uma aproximagao do tipo diferengas finitas para a

diferencial do tempo,

y - L2t _ 10 4.2(b)

Aplicando-se Galerkin a equagao 4.2(b) juntamente com as

condigoes de contorno,
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u u
2 _1 Aty S S e B =

J[}V (uAt) 7 a0 |Yht do a |5t YAt din
Q Q
= - A * - -1 *

[ (app = Qpdupe 47 { (g - uydag dr 4.2(c)

T r

2 1

Integrando-se JvzuAtuthQ duas vezes por partes,obtém-se,

Q

Q2 r r
1 *
+ 2y JuouAtdQ 4.2 (d)

u*
A equacao Vz(uzt)- % 7%} tem a mesma forma que a equacgao

de HelmohltzZ’G, entao pode-se escolher como solugao funda

mental a solucao usada para a equagao de Helmohltz.

Entao,

(-%) 4.2(e)

1
* _— ——
u Tia K

At 0

Que satisfaz a equacao,
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1 i

244 % - * =

viur. FVPS up, o+ A 0 4.2(f)
onde Ko - funcgao modificada de Bessel de ordem zero.

*
Necessita-se tambem avaliar 2;
* * *
« AU Upe ax |, Yt sy
Que = = =t 4.2(g)
At an 93X on 3y on
Mas,
* *
Uiy dupy ar
X 9T 90X
* *
PUre duy, or
3y ar 2y
Sendo
ax 27 N
X T
4,2 (h)
ar Y " i
Y T
e
auy '
at o 1 ' Xy 4.2(4)

orT 2avat ©O “y/at
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De acordo com a ref. |18},

KL (x) = % Kn—l(x) ¥ Kn+l(x)}
= = L
Paran = 0 e Tt
e SN _r I L :
Como
K_n(x) = Kn(x) , n=0,1,2,....
Entao,
ry ook (L
K'1(7f%) Kl(/gz) 4.2 (k)

Substituindo 4.2(k) em 4.2(j), obtém-se

vy = k(-
K (=) = K (=) 4.2(L)

Substituindo 4.2(£) em 4.2(1i), obtém-se

*
auAt _ 1 T )

or 2navat 1 /it

4.2 (m)



160

sendo K1 - fung¢ao modificada de Bessel de segunda classe
de ordem 1.
Portanto,
auZt _ 1 K. ( T ) (X_Xi) (yz—yl)_'_(y—yi) (Xl"xz)
on 2na/at 1 /at r £ r L
4.2(n)

De acordo com a ref. |18], os valores de K_ e K; sao,

2
=) = - r L T r
Koo K“(z/z")+*J Lz * =) 7
1 11
R Sl IS Sl i S
/AT T2 42 /btT 22,4262

T

LS < L + —_) o+
Kl(7f?) 1£n(2/gf) Y{ Il(/KE)

fl

oo =
~
=
p—
1

/2t ]
1 I‘2At \
- = - — < e(k) + ¢(1l+k
2 (L KR I () + e )f
onde
Io e Il - fungoes modificadas de Bessel de primeira

classe de ordem zero e um respectivamente.
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2

r T T T
L y=1 21 _ —) s + (=) et . e
G =t ) ) 22 42 f O 22.4% 62

0

3
T - 1 T
LW = GO/ 22,

y - constante de Euler = 0,5772156649

¢(o0) =0

O]
+
R
+
4+
=

o(k) = 1 +

Definidos todos estes parametros, retorna-se a 4,2(f),

1 i
2u* - —— u*_ + =0
ViUt T aat Yar T8

Entao,
u* .
2.0« _ At 1 -
J(V Ule T aap T A i da
Q
u* .
::2*-.._4_1-; +.}_ Ald
{W uAt aAt)uAtdQ a Unt g
Q

Portanto,

$SCOLA OF ERCGENHARIE

- ¥
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_ [ — _ At i,At
0 (VEuly - gag) U 49 /5
Q
u* u.
A
Qzuzt— aAA:E)UdQ = - —_1_5’1——2 4.2 (o)
Q

i,at * - . % 1 *
a Afe Upg 47 Uieda¢ 4+ 3| Uolpe 4 @
T T Q
ou
c.u.
17i,At 1
Y T 4 * d + * — e *
2 Uelat 4T F U5 WedT - Fag| Yo Ype 49
r r Q
4.2(p)

A integral uo‘Jth Q, avaliada sobre a area, & avaliada
Q

de modo usual. Usa-se células triangulares lineares. O va-
lor de U, € conhecido a priori (valores iniciais). Calcula
-Se u, nos pontos de integragao de cada c€lula, usando are

lacao

BZBLIOTECH

e ¥

gSCOL

et
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onde Ll’ LZ’ L:,> sao as coordenadas dos pontos de integra -

cao das células e m é o ponto de integragao onde esta sen-

do calculado ug-

Portanto,
1 N%I JNEI 0 L
u do= 5= {K ( ) } u A
oUat Zn Sk 1m=1 Y J ]
Q
onde
0(7——) € calculado em todos os pontos de integracao.
At
Para um no "i'",
1 NTPI L
—_ * = - D
it |Yolatd® Lzl Pig%,at = Pi 4.2(q)
Q
Aplicando 4.2(p) a todos nos do contorno,
> > ->
HU=GQ-P 4.2(r)

A equagao 4.2(p) pode ser escrita em forma discretizada,

clul At nn _ nn NTPI
a leHu jat Z i3 95,8t " zlpiLu

4.2(s)
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Sendo Hi' e Gij assim definidos, para elementos lineares,

J
V2
3

C23 J+i cia G‘Lj
FiG 44
Ej = comprimento do elemento j
£j+1 = comprimento do elemento j+1
1
I I . (o) d
h,, = 1- g 3
i1l gra/at (1-2) 4y
-1
1
j 4
h, = - 1+¢ * (g) de¢
i2 " gravee | 77 950
-1
5 f
- - *
-1

A avaliagao da constante cy € feita do modo usual

e c; depende somente da geometria do contorno. Escolhe-se
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um caso particular de condigoes de contorno e generaliza -

se posteriormente.

Entao,

CiU: At %n _ Ng?l L
2 + H.. u = - P u
a 521 ij "1,At L21 1L “o,At
Como,
= = - =T
ui,At uJ,At uo, t
nn . NTPL )
c; = _a(.z H.. + _z_ piL) 4.2(t)

Analise feita para todos os nos do contorno e também todos

pontos no interior, nos quais deseja-se avaliar ''u'.

4.2.1 CONSIDERACOES FINAIS

progiuiuihpusgpauniugnfyigi. ghufunug i gie
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Um esquema de resolugao montado para este tipo

de problema pode ser resumido da seguinte maneira:

- Define-se os tempos nos quals deseja-se obter resultados
e divide~se em pequenos intervalos de tempo At, conforme

fig. 45.

AT AT
e

FIG 45

- Comegando com t>0 e u=u o, avalia-se u e q,, no contor-

At

no e u,, no interior no passo 1.

- Os valores de Ut calculados no passo 1 sao usados como

os valores iniciais do passo 2 para o calculo de Pj.

- Segue-se assim, passo a passo, calculando as incodgnitas

nos tempos desejados.

Deve-se escolher um intervalo At que fornega uma
precisdao desejada. Quanto menor o intervalo At maior sera
a precisao, porém aumenta de maneira acentuada o tempo de

processamento.
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Este método ndo apresenta muitas vantagens por-
que além de consumir muito tempo de processamento, apresen
ta nas fungoes de Bessel problemas de mal condicionamento
computacional. Entao outro esquema de resolugao para pro -
blemas dependentes do tempo se faz necessario. Este esque-
ma € apresentado na secao seguinte que trata de problemas
dependentes do tempo, usando solugoes fundamentais depen -

dentes do tempo.

4.3 SOLUCAOQ FUNDAMENTAL DEPENDENTE DO TEMPO

Considera-se a equagao

e com as condigoes de contorno

u=u_emT T para t >0

55 - 4y em [, para t > 0

2

Aplica-se Galerkin'a equagdo governante e as con
digBes de contorno, integrando em relagao ao espago e tam-

bém em relagao ao tempo.



Para uma funcgao de peso u*, tem-se

T
{I(Vzu-% %%)u*dfzdt = [ J (q-q)u*drdt -

o) T,

-J [ (u-T)q*drdt K 4.3(a)

0 r

Integrando por partes em relagao ao tempo o termo 3%, ob-
tém-se
T 1 t=1
- = U yxdedt = —‘ = uu*da I +
a ot
0 Q t=0
T
1 Ju*
* 3 I ( U % dod t 4.3(b)
0 °Q

Na expressao 4.3(a) integra-se o laplaciano duas vezes por

partes e substituindo 4.3(b) em 4.3(a), obtém-se

T

J {(vzu* + % EE:)udet -

X
0 °Q Q t=0
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T T
+[[qu*drdt=J[uq*drdt 4,3(c)

0 T 0 T

A solugao fundamental dependente do tempo para um dominio

bidimensional €&,

)
* = 1 “Ta
u® = m—g e 4.3((1)

viu* + % < = 0 em Q para qualquer t 4.3(e)

- XZ
+ [ME?_COJ [4a'(f3_<t) ] . [la(‘“tﬂ
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Portanto

52, 1 —[4a%i-th—[4a{i—t)]f <2 ) }

= e e .
2 dna(t-t) haz(r-t)2 4da(t-t)

De modo similar,

H

77 MMa(<-t) © © da(r-t) 4a(-t)

220 i —[4aé(12-t):' _[4a%;2—t)] [ 2 ) jl

V2u* = ————e - —e 4,3(1f)

Portanto,
2 2 -
1] - 7]
1 u* _ 1l tat 1 ae 4.3
a a3t 73 © - 226 .3(g)
l6m ¢ 4ma” g
Entao,
2. % 1 su* _
veur + T 51 0
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Considerando agora outra propriedade de u*,

Fat 1
u* = 1 e = 1
Zame Aamg ° )
fat
e
Quando, T # e t > T
Entao u* » 0

1t

Quando r = 0 em um ponto ''i'' qualquer e t - <t

Entao u* - o

Nota-se entao que u* comporta-se como delta de Dirac at ,
portanto € valido dizer,

r

0 para 1 # 0
J u*do = 4.3(h)

1 para 1 = 0

lJuu*dQ = 1 J uu*dQ - l[ uu*dgq
a a a
Q t:o Q :0 FT

Entio de acordo com 4.3(h),
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1 uu*dq -1 uu*dQ - Ei 4.3(1)
a a a :
Q t:o Q t:O
Porque
[ uu*dqa = JuAldQ = u
§2 Q

Substituindo 4.3(i) em 4.3(c), obtém-se

cju; (s it 1
Tt S udr dt= u*qdrdt+ Zluu dQl
t=0

0T 0°T Q

4.3(3)

A avaliacgao de cy ¢ feita de modo similar ao que foi feito
na segao anterior, o mesmo valendo para o calculo dos ter-

mos integrados sobre a area.

4.3,1 INTEGRACAO NO TEMPO_PARA A EQUACAO DE CONTORNO

Para integrar a equagao 4.3(j) em relagao ao tem

po, assume-se uma variag¢ao no tempo para u e ¢q. Como u e ¢



173

variam muito mais devagar do que u* e q* em relagao ao tem
po,. € razoavel dizer que u e q sao constantes em pequenos
intervalos de tempo. Portanto a equacao 4.3(j) pode ser as

sim escrita,

tz t
c.uy 2 1
S t|u q*d tdr= | q ju*dtdr+| = uLﬂan 4.3.1(a)
a
t=t
T t Q
1 T t1 1
Y
A avaliacgao de f q*dt €& feita da seguinte forma,
t
« - ou* _ 3u* a3x Ju* 3y
4 on 39X 9n 3y 9n 4.3.1(b)
1 Tag
u* = e
4TMag
€=t2“'t » t1$t§t2
=
au* Z(X—Xi) aE_:

5 © T Tgma & ©

Portanto,
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U _ 1 &

e e (G AR AL
Chamando

b = - [(X"Xi) (yl—y2)+(y-yi) (Xz"xl):} 4'3'1((:)

Lo dt 4.3.1(d)

4.3.1(d) € uma integral imediata, basta multiplicarmos por

rZ
H .
Entao,
t 1\4 _] tz
2 - 4ag}
b 4a -
q*d T = - -3 e )
8nLa? T tq
4

Introduzindo os limites de integragao,

4.3.1(e)

2
T
t -
[ 2q*d_r= ] b . {Ka(tz—tl;}

2nLr2a
4
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e dt 4.3.1(f)

2
= = r
r2 para t = t1 - 7 ST %
Z = s 2 71
a(t,-t
2
para t = t2 > I = =
Entao,
2
4az(t,-t) =1 4.3.1(g)

Derivando 4.3.1(g) em relacao a t,

32

43—5'-{

(t,-t) + 4az(-1) = 0

Entao,

(tz—t)
dt= ——— d 2

Entao,
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Aag © t= Tia(t,-t) Z e dI
Y k
© -7
=Z%J§dz 4.3.1(h)
k
sendo
2
K = T
De acordo com a ref. |18],
® -V
J % dv = Ei(k)
k
E; (k) = integral exponencial
© n-1 kn -
E; (k) = -y - &n(k) + nzl(—l) —— 4.3.1(1)

y = 0,5772156649

Em 4.3.1(i), £n(k) pode ser expresso como uma serie de po-

tencias,

An(k) = a = 59 + o = ...
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Portanto, a equacao 4.3.1(a) pode ser escrita,

[ 2 [t

¢iY% t, " 7mL | 2 ° Ug, dr=

T
T

4.3.1(3)

t, ety podem ser especificados de maneira arbitraria. Nao

[§S]

hia necessidade de usar esquemas de integracao passo a pas-
so. Pode-se, simplesmente, avaliar uma vez no tempo t2 de
sejado. Se houver interesse em continuar o processo, 0S Te
sultados obtidos em t, sao utilizados como valores iniciais
para o tempo t, + At. Pode ser escolhida uma variacgao no
tempo para u e q, igual a variagao no espago, ou seja, uma
variagao linear para u e q tanto para o espago quanto para
o tempo. Neste trabalho u e q foram considerados constan -
tes para pequenos intervalos de tempo com variagao linear

no espago.

A avaliaciao do termo integrado sobre a area na

equagao 4.3.1(j) & feita do modo usual,

2 'r2 _—
T _ m
[éa t,~-t ] NCI |[NPI [ﬁait -t )J J
2 1 2 71 n
u, e dg = Z (z ¢ wm)u,C 5 Aj
1 j=1 |m=1 ‘ 1

Q
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E de acordo com a fig. 46,

o3
3

ez J+i £ g3

FiGg 48

121781 | o, ¢ b(e)de
-1

j 2. 1

St T | (00 By k()] a

) gl

gJi|2[= Tﬁ?ﬁ (1+&) E1E<(£)] de
-1

Assim estao definidos todos os parametros necessarios para
desenvolver um esquema de programagao desta parte inicial

de problemas dependentes do tempo.

4.4 RESULTADOS
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Foi passado um exemplo considerando o fluxo de
calor em uma placa retangular, com as seguintes caracterig

ticas:

< v >

x
—{
Nl ———>

A distribuigao inicial de temperatura segue a lei,

u, = y(l-y) cos I x
A solugao analitica para este problema de acordo com a

ref 13 ¢,

-(n2t)/(a?)

u(x,y,t) = |— e cos Tl x

-feex+*n’t]/(a?)
e
0 (2k + 1)

e~—18

sen(2k+1)ny
k
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O contorno foi discretizado com dezesseis elementos (fig.
47). Para calculo dos termos integrados sobre a area,foram
utilizadas trinta e duas cé€lulas de integragdo, com sete

pontos de integragao por célula.

13 o2 N I 10 9
14 +23 +22 +2| ¢8
13 +24 +25 _‘,20 7
I
[] ) +IT +|. 4!’ ¢
I H 3 4 ]
Fig 47

As temperaturas foram calculadas variando o tempo de 0 a

0,1s em intervalos de 0,01s.

Para resolugao deste exemplo, foi usado o esquema de solu-

gao fundamental dependente do tempo.

Nos graficos apresentados a seguir, compara-se os resulta-
dos obtidos usando elementos de contorno com a solucgao ana

1itica, para os seguintes pontos:



-2

-3

-3
b
-7
-8

-9

=10

-2

=iq
-13
-16
-7

UII-O2
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nos do contorno - 6 e 15 (fig. 47)

pontos internous - 17 e 2

Adotou-se a seguinte convengao para os graficos:

-.-.-.-.-.-.- solugdo analitica

solucao com elementos
de contorno

Eixo x -+ tempo

Eixo y -+ temperatura

tx I-Oz

A 2

FIG 43
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Fig 49

tx nba
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Ux 10° 4 PONTO I7

& o 6 N o

N -

Fig 50
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4 PONTO 24

L " B T S

ix i

FIG Si

4.5 CONCLUSOES

Ao aplicar-se o método dos elementos de contorno
a problemas nao estacionarios mas de natureza nao complexa
tirou~-se vantagens para futuras aplicagoes a problemas com

maior grau de dificuldade.

Neste capitulo foi dada a oportunidade de verifi
car o mal comportamento computacional das fun¢oes de Bes-
sel, utilizadas para a resolugao dos problemas com varia-
Gao passo a passo no tempo. Verificou-se que o segundo mé
todo adotado gerou resultados aceitaveis, como pode ser ve

rificado nos graficos da secao anterior. No exemplo apre -
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sentado, constatou-se que nos primeiros intervalos de tem-
po, a solugao com os elementos de contorno afastava-se um
pouco da solugao analitica, mas a medida que o tempo avan-
gava, as solugOes convergiam para um resultado comum. Os
resultados obtidos foram considerados satisfatdorios e a ex
periencia adquirida com este tipo de problema, foi de gran
de valia para resolugao de problemas de natureza mais com-

plexa.

SR TEL e
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CAPITULO V

CONCLUSOES FINAIS E RECOMENDAGOES
PARA FUTUROS TRABALHOS

0 método dos elementos de contorno foi aplicado
a problemas de potencial em regioes bidimensionais. Foram
analisados os elementos constante, linear, quadratico e qua
dratico isoparamétrico, dependendo do caso estudado nos ca
pitulos anteriores. De uma maneira geral o elemento linear
apresentou-se como o sendo de melhor desempenho. Quanto a
eficiéncia do método em si, algumas observagles finais de-

vem ser feitas:

-Nos casos das equagOes de Poisson,circulacao es
tacionaria e fluxo transiente de calor, ocorre um pequeno
problema no que se refere ao calculo das integrais avalia-
das sobre a area utilizando células de integragao.Este pro

blema € decorrente do fato de haver valores do raio tenden
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do para zero, quando o ponto de integragao esta proximo do

né a partir do qual se iniciou a integracio.

Apesar disto, os resultados obtidos com este ti-
po de integracao foram considerados bons. Existe também o
inconveniente de que este tipo de integragdo aumenta o vo-

lume de entrada de dados para o programa.

-No caso de circulagao estacionaria, além do pro
blema citado acima, existe também o problema no calculo dos
fluxos internos no caso da analise feita considerando ——

como incognita interna.

De uma maneira geral considerando os problemas en
contrados, analisando globalmente ou separadamente cada ca
so estudado, os resultados obtidos com os elementos de con
torno foram bons. O desenvolvimento de novos métodos de Te
solugao, utilizando os elementos de contorno, deve ser le-
vado adiante porque o método se constitui num novo caminho
e uma nova opg¢ao no que se refere a resolucgao de problemas

da mecanica do continuo.

Para futuros trabalhos, sugere-se:

-No que tange as integrais envolvendo a area pa-

ra regioes bidimensionais ou volume para regioes tridimen-
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sionais, deve-se pesquisar uma maneira de avalia-las, sem
que seja necessario discretizar a superficie ou o volume
em questao, ou seja, a partir das integrais sobre a area
ou sobre o volume, deve-se chegar a alguma relagao que en-
volva teérmos pontuais e integrais sobre o contorno ou su

perficie respectivamente.

~Aproveitando o desenvolvimento inicial para pro
blemas dependentes do tempo, sugere-se a resolugao de equa

gao de Navier-Stokes:

Considerando a formulagao velocidade-vorticidade, tem-se

u- S gE Ty Y,
fazendo

pz—\lj(:vl%})% Vz‘z‘;l?)
entaoc

Esta € uma equagdao nao linear na qual os termos nao linea-

res estao agrupados no lado direito da equacgao.
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Aplicando o método dos elementos de contorno, obtém-se

T T
c.u, + qudrdt + v p(u,vyu*dadt =
0 r 0°Q
T
v 2%1” drdt + uu*dQ‘
0°T 0 t=0
O termo p(u,v) deve ser avaliado em cada passo de tempo

usando como aproximagao os valores calculados no passo an-

terior. Apo0s devem ser avaliadas as velocidades v .Es

e v
1 2
te € um processo iterativo e pode ser baseado no processo

visto no capitulo III.

-Sugere-se também a resolugao de problemas de cam
po utilizando elementos tridimensionais, e a resolugao de

problemas envolvendo mecanica dos solos.

Muitas outras sugestoes poderiam ter sido feitas,
entretanto estas sao suficientes para dar continuidade ao

tipo de pesquisa iniciada com esta tese.



APENDICE A

TABELAS

TABELA 1 - QUADRATURA GAUSSIANA UNIDIMENSIONAL
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n g5 W,
1 0 2
1/ 3 1
2
-1/ 3 1
0 8/9
3 15/5 5/9
- 15/5 5/9
4 0.86113631 0.34785485
-0.86113631 0.34785485
0.33998104 0.65214515
-0.33998104 0.65214515
onde , W, = fator de peso, £ = coordenada do ponto de in-
tegragao, i, n= nimero total de pontos.
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TABELA 2 - QUADRATURA GAUSSIANA LOGARITMICA UNIDIMENSIONAL

1 . w.
1 1
1 0.11200820 0.71853931
2 0.60227690 0.28146068
1 0.06389079 0.51340455
2 0.36899706 0.39128004
3 0.76688030 0.09461540
1 0.04144848 0.38346406
2 0.25427491 0.38687531
3 0.55616545 0.19043512
4 0.84898239 0.03922548
TABELA 3 - DOMINIO TRIANGULAR
1 i i
n 1 L1 L2 L3 wi
1 1 1/3 1/3 1/3 1
1 1/2 1/2 0 1/3
2 2 0 1/2 1/2 1/3
3 1/2 0 1/2 1/3
1 1/3 1/3 1/3 -9/16
4 2 3/5 1/5 1/5 25/48
3 1/5 3/5 1/5 25/48
4 1/5 1/5 3/5 25/48
1 0.3333333310.33333333 {0.33333333 1 0.22500000
2 0.7974269910.10128651 {0,10128651 | 0.12592918
3 0.10128651{0.79742699 [0.10128651 | 0.12592918
7 4 0.1012865110.10128651 | 0.79742699 | 0.12592918
5 0.05971587{0.47014206 {1 0.47014206 | 0.13239416
6 0.47014206]0.05971587 {0.47014206 | 0.13239416
7 0.4701420610.47014206 {0.05971587 | 0.13239416
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