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RESUMO 

Neste trabalho são tratados alguns resultados sobre superfícies com 

curvatura média constante, imersas na R3, sendo destacadas os 

teoremas de DELAUNAY (1841), LIEBMANN (1900), H. HOPF 

(1956), A.D. ALEXANDROV (1957) e J. RIPOLL (1985). 

Demonstra-se, com algum detalhamento, o leorema de DELAUNA Y 

para o caso da cônica -que rola, sobre urna reta, sem deslizar, ser uma 

eli(pse e não uma hipérbole, como no trabalho original, bem como prova-
, . . 

se 1que para gue a superfície de revalu9ãa com curvatura média constante 

seja completa, tal cônica deve ser, obrigatoriamanente, uma elipse. 

Utiliza-se, neste último teorema, resultados mais recentes como o 

de'i'ido a W. HSIANG (1981). _ 

\São também demonstrados o clássico teorema de ALEXANDROV de 

ca~acteriza9ão da esfera, como única superfície compacta e conexa que 

po~sui curvatura média constante não nula, e o de J. RIPOLL que 

generaliza o anterior pais substitui a hipótese de compaticidade por 

outr·a mais fraca que é a sua completude, embora exija que seja 

propriamente mergulhada na R 3, bem como sua inclusão num cone plano. 
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RESUME 

Dans ce travail sont traités quelques resultats sur les surfaces à 

coLJrbure moyenne constante, irnrnergées dans R3, ou l'on distingue les 

thé;oremes de DELAUNAY (1841), LIEBMANN (1900), H. HOPF (1956), 

A. D. ALEXANDROV {1957) et J. RIPOLL {1985). 

On démontre, evec guelgues details, le lhéoreme de DELA UNA Y, 

dans le cas ou la conique qui roule sur lD!e droite, sans glisser, est une 

elÜpse et non une hyperbole comme da~s le lravail original; et on prouve 

au~si que, pour que la surface de révoluÚon ª courbure rnoyenne constante 
I , 

soil~ compli~te, cette conique doit être obligatoirement une ellipse. 

I 

ipn utilise dans ce dernier théoreme des resultats plus récents 

corl11me ceux de W. HSIANG (1981). 
I 
i 
I 

On démontre aussi le théoreme classique de ALEXANDROV qui 
I 

car~ctérise la sphere comrne l'unique surface compacte et connexe 

pos~édant une courbure rnoyenne constante non nulle et celui de J. RIPOLL 

qui ;généralise le précédent en substituant 1 'hypothese de compacticité par 

une autre plus faible: sa completitude, quoiqu'il exige qu'elle soit 

proprement plongée dans R3, ainsi que son inclusion dans un cône plan. 

' .t.-; 
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APRESENT AÇJ\0 

Superfícies (imersas em R 3) com curvatura média constante têm 

sido estudadas desde aproximadamente 1750. Exemplos conhecidos são 

o plano, a esfera e o cilindro, sendo o primeiro uma superfície mínima, 

isto é, com curvatura média nula, e os outros dois, com curvatura média 

diatinla de zero. Outro exemplo, clássico, de superfície mínima é o 

catenóide, descoberto por MEUSNIER {1776). Novos exemplos com 

curvatura média constante foram obt.ido~ por DELAUNA Y (1841) a 

partir da revolu9ão da curva plana ~escrita por um foco de uma cônica 

quando esta rola, sem deslizar, sobre o ·eixo de revoluqão. Neste caso, 

a e~sfera e o cilindro saem como casos particulares. 

Curiosamente, enquanto as superfícies mínimas tiveram um 

de?envolvimento sistemático ao longo do tempo, não surgiram, desde 

D~LAUNAY, até o início deste século, novos resultados sobre as 

SUf)erfícies com curvatura média constante não nula. Em particular, 

cohtrariamente ao que aconteceu com as míninas, não foram 

de~3cobertos {até recentemente 1982 [HS2) e 1984 [WE]) novos exemplos. 

De fato, como se verifica atualmente, a teoria das superfícies com 

ct.rr--vatura média constante não nula pouco tem a ver com a das 

SUf)erfícies mínimas, embora estes estudos tenham tido, ao que parece, 

um tronco com um a partir da publicaç:ão de MONGE [MO] em 18 O 9, 

qu~ndo este se propôs a integrar a equa9ão diferencial parcial encontrada 

por-- LAGRANGE em 1760 para o c?so das mínimas, eguaç:ão esta 

enc~ontrada como simples exemplo da aplicaqão do !Tiétodo do que hoje 

chEtmamos cálculo das variações por ele desenvolvido. 

1 
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A questão consistia em resolver o problema do isoperímelro: 11 dada 

uma curva fechada simples; achar a área mfnin1a que tem esta curva 

como fronteira". Ou o problema: 11 dada uma extensão de superfície, qual 

deve ser a sua forma para que ela encerre um volume máximo:' 

DELAUNA Y foi o último matemático a encantar, até recentemente, 

exemplos de superfícies com curvatura média constante não nula e, na 

impossibilidade de se criarem novos exemplos, o que se fez foi tentar 

obter teoremas de caracterização dos e.~en::tplos conhecidos. 

O primeira resultado, ao gue parece, é o devido a LIEBMANN [LIE] 

no final no século XIX, mais precisamente, em 1900, quando prova que 

"as esferas são os únicos ovaloídes com curvatura meclia constante11
• 

Em i 956, H. HOPF [HOP] generaliza o resultado anterior ao provar 

que~ "as esferas são as únicas superfícies homeomorfas a esferas com 

cur:vatura média constante11
• 

... ' . 

i Data desta época a famosa conjectura de H.HOPF: "Toda superfície 

cornpacta (imersa em Rl) com curvatura média constante é uma esfera 

refonda". Em 1982, W. HSIANG [HS2] e outros apresentaram exemplos 

de :hipersuperfícies imersas em Rn com n)3 compactas com curvatura 

m€;dia constante positiva, que não a esfera, mostrando assim a falsidade 

da conjectura em dimensões altas. Em 1984, finalmente, WENTE [WE] 

fei cair por terra definitivamente aquela conjectura ao apresentar 

ex~mplos (urna infinidade deles) de superfícies imersas em R 3 com 
I 

cuf.vatura média constante homeomorfas ao toro. 
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Com os exemplos de WENTE, tornou-se impraticável uma 

caracterizaqão geral das superfícies imersas em R 3 com curvatura 
. ~ 

média constante não nula. E notável, entretanto, gue todos os exemplos 

obtidos até hoje, que não sejam as superfícies de Delaunay, são exemplos 

de superfícies com auto-intersecqão. De fato, um resultado devido a A. 

O. ALEXANOROV [AL2] prova .. que toda a superfiéie compacta 

mergulhada (sem auto-intersecção) com curvatura média constante é 

uma esfera redonda. Este resultado foi apresentada numa comunicação 

feita pelo autor em julho de 1955, em Zurich, onde mostrou uma 

síntese de sua demonstraç:ão, embora a primeira demonstraç:ão rigorosa 

lenha ·sido tomada pública em mar9o de 1956 por H. HOPF [HOP) e a 

demonstra9ão dada por A. O. ALEXANOROV tenha aparecido pouco 

mais tarde, primeiro em russo, 1957 e depois em inglês, 1962 [AL2]. 

Tanto um como o outro utiliza a seguinte caracterizaç:ão da esfera : as 

esferas são as únicas superfícies compactas que possuem um piano de 

simetria em cada direqão. Ambos utilizam o princípio da tangência 

que enuciaremos no capítulo III. 

Em 1985, J. RIPOLL [RP] provou que as esferas ...... .r' ' sao as unz c as 

superfícies próprias completas com curvatura média constante que 

estão_ contidas em cones planos. Desta forma, generaliza o teorema de 

ALEXANDROV, retirando de~t.e último a hipótese da superfície ser· 

compacta e a substituindo por outra mais fraca que é a sua completude. 

Em compensaç:ão exige a inclusão da superfície num cone plano bem como 

o feto dela ser própria. Embora a hipótese da conexidade da superfície 

não apareç:a explicitamente em [RI 1] como acontece em [AL2], esta 

hip:õtese é irrelevante pois se a superfície fosse desconexa, o que 

3 



leríamc;>s seriam cópias da esfera, todas como o mesmo raio. 

Mais recentemente, 1987, W. MEEKS I li [ME] obteve generalização 

dos resultados anteriores num trabalho no gual fez t.rrn grande avanç:o no 

sentido de caracterizar as superfícies mergulhadas completas com 

curvatl..ll'"'a média constante no R 3• 

Entre os vários resultados, MEEKS prova que: 

Teorema i: Se S é uma superfície propriamente mergulhada em R3 com 

curvatura média constante não nula, então S não é homeomorfa a uma 

superfície fechada com UrD único ponto removido. 

Teorema 2: Se S é uma superfície propriamente mergulhada em R 3 com 

curivatura meaia constante não nula e· S é homeomorfa a uma superfície 

fecf:mda com dois pontos removidos, então S está a uma distância 

lim,itada de uma linha reta. 

Teorema 3: Se S é uma superfície propriamente mergulhada em R 3 com 

curvatura média constante não nula e S é homeomorfa a uma superfície 
I 

fecf,mda com três pontos removidos, então S estã q. uma distância 

lim:itada de um plano. 

MEEKS lanqa também as seguintes çonjecluras: 

Conjectura !: Se uma superfície completa mergulhada com curvatura 

méc#a constante em R3 não intercepta dois planos não paralelos em R3, 

ent9o ela é de Delaunay. 

Con_]ectura 2: Se uma superfície completa mergulhada com curvatura 
I 

méd,ia constante em R3 está num semi-espaço do R3, então ela tem um 

plano de simetria. 
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Por sugestão do professor LUCIO RODRIGUEZ (IMPA), componente 

da banca de julgamento deste trabalho, juntamos dois resultados bem 

rec~entes. 

O primeiro, de NICOLAOS KAPOULEAS [KAP] que ratifica a 

necessidade da hipótese feita por RIPOLL da superfície (completa, com 

cur'vatura média constante não nula, contida em um cone plano) estar 

mergulhada em R 3 para gue ela seja uma esfera redonda, pois aquele 

autor dá uma boa guantidade de exemplos de superfícies completas, com 

cur-vatura média constante não nula, contidas em cones planos 

arqitrariamente estreitos, não compact.as, que estão imersas em R3• 

O segundo, de NICHOLAS KOREVAAR e outros [KOR] que prova as 

conjecturas de MEEKS adicionando às hipóteses uma a mais: a 

superfície possui um número finito de fins. Assim, KOREVAA~ prova 

{co.rolãrio 2.11) gue se a superfície é completa, propriamente 

mergulhada, com curvatura média constante não nula e possui dois fins, 

en~~o ela é de Delaunay. E mais: sé a superfície tem um número finito 

de 1fins e esta contida num semi-espaç:o, então ela possui um plano de 

sirT1elria na direção daquele plano de separação do espaço. 

5 
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No capítulo I apresentaremos alguns conceitos preliminares de que 

faremos uso no trabalho, bem como duas proposi9Ões básicas gue nos 

fornecem a curvatura média de uma superfície {regular, orientãvel), 

serp precisar recorrer à definição. 

O capítulo II está reservado à demonstra9ão do teorema de Delaunay, 

devido à sua importância histórica, para o caso da superfície de revolução 

ser completa {e mergulhada em R3). Tal demonstra9ão será feita, em 

parte, utilizando resultados mais recentes;· como o de H. HSIANG [HS1]. 

A cônica que será usada para que seu foco descreva, pelo método de 

rol~mento de Delaunay, a curva meridiana da superfície, é a elipse e não 
' . 

a hipérbole como no trabalho original do século passado, pois provaremos 

que se usássemos a hipérbole para construirmos a superfície completa, 

est{3 não poderia ser mergulhada em R 3• 

!Finalmente, no capítulo III trataremos de alguns teoremas de 

canacterização da esfera como única superfície com curvatura média 
, I 

cofistante n~o nula satisfazendo determinadas condições, isto é, dada urna 

superfície com curvatura média não nula, se adicionarmos a esta 

superfície outras hipóteses intrínsicas como compaticidade e conexidade 

ou outras hipóteses que dependam do espaço no qual ela eslã irnersa, tais 

hipóteses serão suficientes para se poder concluir a unicidade da 

super(ície. Destacamos, assim, os teoremas de caracteriza9ão de 

LIE;BAMANN (1900), H. HOPF (1956), A. D. ALEXANDROV (1957) e 

J. RIPOLL (1985), sendo que enguant.o os dois primeiros são apenas 

enunciados, os dois últimos são demonstrados com rigor. 

.. . ~; 
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c:APITULO I 

1. .PRELIMINARES 

Por superfície em R 3 entenderemos Superfície Regular, conforme 

d[efinição 1, página 52, em [doC1]. De acordo com esta definição, 

~uperfície regular não possui auto-intersec9ão. Por simplicidade, nos 

r·eferiremos a uma ·superfície regular apenas como superfície. Sendo S 

urrna superfície orientável, admitiremos sempre que uma orientação de 

~; foi escolhida de tal forma que está bem definida a aplicação Normal 

de Gauss, a qual denotaremos por N : S ~ S2 , onde S2 é a 

esfera unitária. 

, , , 
2~.CURVATURA MEDIA DE UMA SUPERFICIE ORIENTAVEL 

Seja S uma superfície orientável. 

A ft.fl'l9ão cl.D"'Vatura média de S, denotada por H, é definida por 

H{p) =-~traço (dNP ), \1 p E S, 

onde dNP é a diferencial, em p, da aplicação de Gauss de S. 

, 
3. VETOR CURVATURA MEDIA (de uma superfície orientável) 

Seja S uma superfície orientável. 

A função ~: S ~ R3 dada por 'Ft{p)=H(p)N(p), \-1 p e S, onde 

ij : S • R é a fl.fl1Ção curvatura média e N : S • S2 é a 

Jplica9ão Normal de Gauss, é dita flU1ç:ê'o vetor curvatura média e 'Ft{p) 

_ é dito vetor curvatura média em p de S. 

7 



4.PROPOSIÇAO 1 

SejaS uma superfície regular orientãvel. 

Suponhamos que S seja dada pelo gráfico da função 

f : U ~ R, com U C R 2 aberto. 
(u,v) ~ f{u,v) 

Então, a curvatura média H{u,v) é dada pela fórmula 

( 2 2 ) 3/2 ( 2 ) ( 2 ) 2H(u,v) f +f + 1· === f f + 1 +f f + 1 - 2f f f . u v uu v vv u uvuv 

Dernonstra9ão da proposição 1 
I 

-~ .. 

S
1
eja cp : U C R 2 · _ ___...,. S a parame~riza,qão de S dada por 

cp(u, v) = {u, v,f(u, v)), \I (u, v) E U. 

~:;em perda de generalidade, suponhamos que a aplica9ão de Gauss N 

é dada nas coordenadas {u, v) por 

• cpu x cpv 
N{u,:lv) = ; \ç:/ {u,v) E U. 

, llct>uxcpvll 
(1) 

Com1o cp (u, v) = (u, v,f {u, v) ) , 

lemi:)S cp {u,v) = (1,D.,f {u,v)) 
u u 

$ (u,v) = (o,i,f (u,v)). 
v v e 

Portanto, uma base do plano tangente T .+. { ) (s) é 
I ~ U,V 

i {3 == { ( 1 'o ,f ) ' ( o' 1 ,f ) } . u. v 

De ( 1) vem: 

I 1 ( ) 
N i (r:;: + f:;: + 1) uz -f u ' f v ' 1 . 

: u v. 

8 
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Donde 

1 . 2 . 2 J 
( 2 2 ) 3 (r ff - r !f + 1 l , r r r - r !f + 1 l , r r + r r f +f + 1 u v uv uu v u v uu uv u u uu u u 

u v 

N v 
1 ( 2 2 ) 

( 
2 2 ) 3 f f f - f {f + 1) ' f f f - f {f + 1) ' f f + f f f +f + 1 u v w uv v u v uv vv u v w u uv 
u v 

Como a traga de uma transfarmaç:ãa linear independe da base, 

podemos escolher a. base {3 = { cp
0 

, cpv} e escrever a matriz da 

diferencial de N na base {3 para encontrar seu tra9o. 

au a12 
Se é a matriz de dN (u, v) na base {3, 

a21 a22 

N . = dN ( ) ( 1 , O) = a 11 cp + a 21 cp u u,v u v 

Fazendo os cálculos encontramos: 

a11:= ---...-----..--
1

---......,.,.r-- (f f f -f (i+ 1) ) 
(Fz + fz + 1) 3/Z u v uv Ul:-1 v 

u v 

----..r-...--1~......-n-r-- ( f f f - f ( i + 1 ) ) 
a22 = (i + i + 1) 312 u v uv vv u 

u v 

Logo, 
2 2 

f ( f + 1 ) + f ( f + 1 ) - 2f f f uu v vv u . uvuv 

9 

2 ( f 2 + f 2 + 1 ) ,312 
u v 
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~ , 
S.EXEMPLOS DE SUPERFICIES COM CURVATURA MEDIA CONSTANTE 

EXEMPLO 1 

A esfera de raio r, S2(r) = { (x,y,z) E R3 I x2 + y2 + z2 = r} , com a 

orh:mla9ão dada pelo vetor normal -apontando para o seu centro, tem 

curvatura média constante H = _!__ 
r 

De fato, localmente, a esfera é dada, em um sistema conveniente de 

coo1rdenadas, pelo gráfico da fun9ão 

f(u,v) == \/r2 - u2 - v2 , para u2 + v2 < r 2• 

Calculando as derivadas parciais de f até segunda ordem e as substituindo 

na ~'órmula dada pela proposiqão 1, encontramos H = ~. 
O vetor curvatura média é ; {x,y,z) .em cada ponto (x,y,z) de S2{r). 

EXEMPLO 2 

P cilindro de raio r, C{r) = { {x,y,z) E R3 I x2 + y2 = r 2 } , com a 

• ! '" "' • '" '" '" ... d. '" '" H i or1en"a'"'ao conven1en"e, "em curva"ura me 1a cons"an"e = -2 . . . 
1 .,. r .. 
~e _f ato, localmente o cilindro é dado, em um sistema conveniente de 

cootdenadas, pelo gráfico da fun~ão 
i 

f(u,~) == \/r2 - u2 , para lu I (r e v qualquer. 
• . 1 
Procedendo como no exemplo anterior, encontramos H== Zr . 

O vetor curvatura média é -:h- (x,y,O) em cada ponto (x,y,z) do cilindro. 
r 

ExEMPLO 3 

O plano { {x,y,z) E R3 I ax+by+cz+d = O } tem curvatura média H = O. 

De fato, caso c~ O, tal plano é dado pelo gráfico da fun9ão 

f( ) . a b d I d d I d O O ti .. u,v =-0 u- cv- 0 que possu1 segun as er1va as parc1a1s con 1nuas. 

O vetor curvatura média é (0,0,0) em. qualquer ponto do plano. 

0~~1.;_ no caso da esfera e do plano, é mais prã.tico aplicar a definiç;ão. 
' ··-.·~7 

Outros exemplos de superfícies com curvatura H cons~~nte _são algumas das 
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6.~3UPERFICIES DE REVOLUÇAO 

DEFINIÇAO 

Superfície de revoluqão é aquela obtida pela rotaqão de uma curva 

regular plana em torno de um eixo do plano gue não encontra a curva. Uma 

tal curva é dita meridiana ou geratriz da superfície. Dizemos também 

que a curva gera a superfície. 

OBSERVAÇJ\0: 

1. ;Toda superfície de revoluc;ão é orientável. 
! • 

,... 

E~MPLOS DE SUPERFICIES DE REVOLUÇAO 

1. tA esfera menos dois pontos antípodas. 

2. P cilindro. 

7 .ffROPOSic;AO 2 

ISe a curva y{s) = (x{s),y{s),O), y{s) ) O, Vs e R, pararnetrizada 

po'j comprimento de arco, ao fazer uma revoluç:ão em torno do eixo x, 

gia uma superfícieS, então a funç:ão curvatura média H de Sé dada por 

I 

H( y{s)) = - ~ ( ~ + X y - X y ) , V s E R 

onde as derivadas se referem ao oomprirnenlo de arcos. 
I 
I 

I 

I 
I 
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Der n~nslraç:ão da proposi9ão 2 

~s~'·::,:.(s) = ( x(s) ;y(s) ,O ) com sER, y(s) )0 \/sER é a curva geralriz da 

sup ~erfície de revoluqão S, com s designando o comprimento de arco, 

entião Sé dada localmente por 

f{t, s)= (x(s) ,y(s)cost,y(s)sint ) com .(t,s) E U = (-rr ,rr)XR. 

Ne~ :;te caso, 

f(U) = S menos meridiano ( x{s),-y{s),O ) . 

Então, 

f t {t ,s) = ( O ,-y{s) sint, y(s)cost ) 

f (t.,s) = ( x(s)' y(s)cost, y(s)sint ) . 
s 

A aiplicaqão normal de Gauss nas coordenadas (t,s) será 

N(t.,s) = (-y(s), x(s)cost, x{s}slnt) 

e a matriz de sua diferencial, num ponto f{L,s), na base {ft , fs} será 

y 

o 

o 

xy-xy 

' 

cuj\b semitra9o é a fórmula a que se queria chegar, com o sinal menos. O 

OBSERVAÇAO: 
I 

·. peç~rre de N(t,s) = (-y(s), X(s)cost, X(s)sind que_ 

N áponta na direção do eixo de revolução, se e somente se x ~ O. 

12 

' 
-~ 



... 
CAPITULO II 

TEOREMA 

A curva plana descrita ~um dos focos de uma elipse quando esta 

rol~ sem deslizar sobre uma reta gera uma superfície de revoluqão com 

curvatura média constante. 

Além disso, toda superfície completa de revolugão corn curvatura 

média constante é oblida desta maneira. 

' 

OBSERVAÇOES: 
I 

1. ÇJuando a elipse é degenerada num segmento de reta ( excentricidade1), 

a qurva descrita é um semi-círculo e a superfície gerada uma esfera 
I 

me~os um meridiano. Neste caso, a curvatura média é constante, 
i 

conforme exemplo 1., embora a superfície não seja completa. 

2. 9uando a elipse é degenerada num círculo {excentricidade 0), a curva 

desprita é uma reta e a superfície gerada um cilindro. Neste caso, a 

curyatura média é constante, corforme exemplo 2. 

3. Chamaremos Curva de Delaunay à curva plana dada no teorema acima, 

bern como Superfície de Delaunay à superfície por ela gerada. 

Derhonslraqão do teorema 
I 
Demonstraremos somente para o caso da elipse não ser degenerada 
I 

em segmento de reta ou em círculo, pais estes dois casas já foram· 

tratados nos exemplos 1 e 2. 
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Provemos inicialmente que a curva de Delaunay gera uma superfície 

de. revoluqão com curvatura média constante. Para isso, procuremos 

encontrar a expressão analílica de uma tal curva, o que faremos ao 

· provar o seguinte 

LEMA 1 

·Uma elipse, com medida do eixo focal igual a 2a e excentricidade 

igual a e, contida no plarKJ xy tangenciando o eixo x, com seus focos de 

coordenadas (p , a(i - e)) e ( p , a(l -+ ~) ), respectivamente, ao rolar 

sern deslizar no sentido positivo de x, faz com que o foco mais longe do 

ei~o x descreva, no seu primeiro quarto de volta, a curva dada pelas 

y(~) = acosrj) + a\/ e 
2 

- sin
2 

rP 
I 
\ 
! 

2 

1 -e d _______ cp 

2 I 2 2 
aos $\ e - sin $ 

o 

onde $, que varia continuamente desde O até ares in (e), é o ângulo gue o · 

raio focal ao foco mencionado faz com a normal à curva no ponto de 

.tangência da elipse com o eixo de rolamento. 
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Oe:monslra9ão do lema 1 

Seja F' o outro foco. 

' ' ' 

Considerernos a elipse numa posi9ão 

genérica intermediária entre a posi9ão 

inicial e a posi9ão final de seu 

primeiro quarto de volta de rolamento. 

. \ ~ > 

Sejam P o ponto de contato da elipse 

com o eixo x e F o foco da elipse que 

descr.ev~ a curva cuja expressão 

x analílica estamos procurando. 

Seja <P o ângulo gue o raio focal PF forma com a normal à curva no 

poQto de contato P . ... 
~conhecido gue a normal à curva no ponto de contato é a bissetriz do. 

ângulo entre os raios focais nesse ponto . .,.. 
Ef fácil de ver que as coordenadas do foco descrevenle são 

(1)t 
)f = rcosrp 

X = {3 + s + rsinrp, 

'' ' 

onde s é a distância entre {3 e P, isto é, o comprimento de arco da parte 

da .elipse gue rolou no eixo x desde a. posiqão inicial rp=D até a posic;ão 

$=$ ainda na sua primeira quarta parte de rolamento. 

Calculemos, agora, as coordenadas do ponto de contato P mas relali va­

mente ao sistema de coordenadas f9rmado pelos eixos da elipse, 

orientando o eixo x1, das abscissas, no sentido do set,I centro para o foco 

descrevente F e orientando o eixo y 1, das ordenadas, por exemplo, como 

o r:epresent.ado no desenho acima. 
I 
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• 

Para esse cálculo, podemos aplicar o teorema do cosseno ao triângulo 

~F'PF e levar em conta que 

F'F=2ea 

FP=a-ex1 

F' P=a+ex 1, onde x1 é a abscissa do ponto de contato P relativamente ao 

si~3tema de coordenadas formados pelos eixos da elipse, como acima 

ex:posto . 
. I 

Aiplicando-se, então, o teorema do cossen~ e isolando-se x1, encontra-se: 

-a / 2 • 2 
x 1 = cp \ e - s1n cp ecos 

Este último valor substituído na equáqão da elipse 
2 

Y1 
+ 2 2 1 

a {1 - e ) 

no~ f Dl.ilbDB 

2 
· _ · a{l - e) 

1 - - tamp. e 

emos, portanto, as coordenadas do ponto de contato: 

{2 1) xl = -a / 2 z 
cp \ e - sin cp 

ecos 
2 

{2 2) Y1 = -a(! - e) tancp. 
e 

Po outro lado, o raio focal PF, do ponto de contato ·ao foco descrevenlé 

da curva pode ser facilmente calculado: 

16 
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{3, r= PF = a - ex1• 

Levando {3) em {2.1), obtemos: 

I 2 2 
. rcosrp = acoscp + a\ e - sin cp 

(4) I 2 2 
· rsinrp = asinrp + alanrp \ e - sin cp 

2 2 2 
Çomo ds = dx1 + dy1 , com x1 e y1 dados por {2.1) e {2.2), obtemos: 

cp 2 
a(i - e ) 

{5) 
2 I 2 2 

0 cos $\ e - sin cp 

s= d<P •. --------------------------

Leivando {4) e {5) em {1), concluímos: · 
I 

. I 2 2 
y == acoscp + a\ e - sin cp 

I 2 2 
x == {3 + asin$ + atan$\ e - sin $ + 

quE~ é o que queríamos obter. 

cp 2 
a(1 - e) __________________________ d$, 

2 I 2 2 

0 cos cp \ e - si n cp 

D 

Se continuarmos a rolar a elipse mais um guarto de volta, as equações 

da curva do mesmo foco descrevente serão: 

rp 2 
1 -e 

+a ---------------dcp. 
2 I 2 2 

0 cos cp\ -~ - sin cp 

Seguem-se os quatro sistemas de eguaqões gue rep~~sen~arn a curva toda: 
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\ 

EQUAÇOES DA CURVA DE DELAUNAY 

X y 

t a(l-e:l) 
ft+aslnrjl+atan!jl~ + 1/J 

- cos3~Ye"-sfi124J 
o 
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LEMA 2 {HSIANG) 

Se y = y(x), com y(x) ) O \-/x E R, satisfaz à e. d. o. 
2 

2 
y' + 1 --_!____.- , com c e d constantes, sendo y' = ~ , 

c + dy 

ent~o o gráfico de y = y(x) gera, por revolução em torno do eixo x, uma 

superfície com curvatura média constante igual a d. 

Dernonslra9ão do lema 2 

2 
2 y + y 

y' + 1 = > 
c+ dy ,; y'2 + 1 

y" 1 
:!tyy' 

(y' 2 + 1) 312 y~'z + 1) 112 

Ent~ão, nos pontos onde y' ~ O, 

1 
+ -ld-- '-· - -y (-:-y-,""2 -+--:1)"""":11'"'7112~ 

z 

y" 

2 
dy - c > -

+ 2d - o. -

1 y' y" y" 

y ( y' 2 .+ J l/2 - (y' Z + 1 ) S/2 - (y' 2 + 1 ) 512 
~ +X y-xy, 

onde estas últimas derivadas se referem ao comprimento de arco. 

Or;a, chegamos precisamente, pela proposi<7ão 2, a - 2H. 

Logo, H = +d = constante. O 

! Decorre da definição, que toda curva de Delaunay é gráfico de uma 

rwf9ãO di~erenciável y = y{x), com X E R. 
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Mostremos, usando o leme 1, gue tal fun<;:ão satisfez à egueqão diferen­

cial do lema 2 para certos valores de c e d. Com isso fica provada a 

primeira parte do teorema. 

De f ato, por um lado, 

[ 

coscp ] 
....... 1 + 

, Qy_ -as1n't' . I 2 • 2 

, _ _Ey_ _ ~ _ \ e -. s1n cp 

Y - dx - dx - [ cosrp ] dcp 1 + .. 
acoscp I 2 2 

\ e - sin rp 

=- tancp 

2 2 
e daí y' + 1 = sec rp. 

Po!í"' outro lado, 

1 cas$ + \/e 2 
- sin \p 

seccp = ---- ------------ . ~ ' 

coscp 2 I 2 2 
cos cp + coscp \ e - sin cp 

,---------------------
2 2 2 2 12 2 

1 - e ~ cos cp + e - 1 + cos cp + 2coscp\ e - sin cp 

a { coscp + \/e 2 
- sin 

2 
cp ) 

--------------------------
8 ( 2) 1 2( 2 2 2 ; 2 z 21 1 - e + 2a a cos $ + e - sin $ + 2cas$\/ e - sin rp 

I 2 z 
acosrp + a\ e - sin cp y 

20 
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Portanto a fun9ão que descreve a curva de Delaunay satisfaz à equa9ão 

diferencial ordinária em questão, com 

OBSERVAÇDES 

1 
d = 2a o 

1) A demonstração da primeira parte do teorema foi feita no presente 

trabalho somente quando a elipse dá seu primeiro quarto de volta, a 

partir da posição inicial em que seu eixo maior- o eixo que contém seus 

focos - é perpendicular à reta de rolamento x. Para os outros três 

quczrtos de volta a demonstrm;ão é ana1oga, pois as equa<;ões que 

de~crevem a curva em cada quarto de yoltq. diferem da anterior apenas 

qucznto aos sinais das parcelas de cada componente (ver pãgina 16). 

2) Como a curva de Delaunuy é CUJilpleta, a superfiéie por ela gerada 

tan
1

nbém será completa. 

3) Para que se tenha H)O, a superfície de Oelaunay deve ser orientada 

corn vetor normal apontando para o eixo de revolução. 

4) Também a curva descrita pelo foco de um dos ramos de uma hipérbole 

cujo eixo transverso é igual a 2a, quando esta rola sem deslizar sobre o 

ei~ro x, que lhe é tangente, gera, por revolução em torno desse eixo, uma 

SUf)erfície com curvatura média constante e igual a 2a. Neste caso, as 

eqtmções de tal curva são 

y{$) = -acos$ + a\/e2 - sin2$ 

o 
-· . 

onde-$, é, f3 têm as mesmas ·interpretações geométricas dadas no caso 

da elipse~ (ver [DEL]). 
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LEMA 3 

:Se a curva y{s) = (x(s),y(s),O), com y(s) ) O V sER, parametrizada 

por comprimento de arco, ao fazer uma revoluqão em torno do eixo x, 

gera tDTia superfície com curvatura média constante H, então, nas pontos 

em que y = y(x), 

2 
2 

y' + 1 
y 

2 
c -H y 

, onde y' = ~ e c é l.UTia constante. 

Derr10nstra9ão do lema 3 

Se y(s) = (x{s) ,y(s) ,O), com y(s) > O \:/ s E R, está p.p.c.a. e gera 

uma, superfície com curvatura média H, podemos aplicar a proposiç:ão 2: 

H - 1( x +-· ···) -- 2 -y xy-xy, ··, ' 

onde~ as derivadas se referem ao comprimento de arco s. 

Pensando y como funç:ão de x, isto é, y = y(x), temos: 

1 y' . X=, 
(y'2+1)172 

y= 
(y'2 + 1)1/2 

com y' _jy 
-y'y" y" - dx -X=. 

(y' 2 + 1) 2 
y= 

(y' 
2 + 1)2 

Entã:o aquela equa9ão diferencial da proposi9ão 2 fica: 
2 '· . 

1 y' y" y" 1 y" 
-2H = y___,(-y, ........ z-+-1~) - (y' 2 + !) 512 - (y' 2 + .~) 512 = y(y' 2 + !) 112 - (y,Z + D uz 

I 
I 
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Então, 

-y" 1 
yy' (/ + 1)312 + y(/ + 1) 112 + 2H 

Integrando esta última equa9ão, teremos: 

y 

Daí, 

2 

2 
+ H y 

y 

c . 

2 

, ., 

o. 

y' + 1 =. , que e o que quer1amos. 
c - H y 

..... 

OBSERVAÇAO 

Como k y' = dx , nos pontos onde x = x{y) podemos escrever 

dy 

I [ y . ]2 - 1 
\ c- Hy2 
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LEMA 4 

Se a curva y (s) = (x (s), y (s), O), com y (s) ) O \-1 s E R, parametrizada 

por comprimento de arco, ao fazer uma revolução em torno do eixo x, 

gera urna superfície com curvatura média H, então sua segunda 

coordenada satisfaz a uma das duas e. d. o. de segunda ordem: 
2 

Y= ZH\/1-l +!;__i__ ,quandoX~O . 

2 
1- y 

y 
, quando x s O , 

onde as derivadas se referem ao comprimento de arcos. 

Demonst.raç:ãu du lt::l 1 1a 4 

Se y(s) = (x(s), y(s), o) , com y(s) ) O \:/ s E R, está p.p.c.a. e gera 

ump .superfície com curvatura média H, podemos aplicar a proposição 2: 

H 1 (>< +"" .. ··) =- 2 y xy~xy 

2 2 
Como x + y = 1, \:1 s E R, porque y(s) está p. p. c. a., temos dois 

c~sos a considerar: 

I z 
x=\ 1-y e 

~ 2 
x = -\;1 - ') 

Em cada caso, teremos uma das duas fórmulas procuradas. 

OBSERVAÇAO 

o 

Se y{s) = (x{s),y(s),O) denota uma curva de DelauJw.y, p.p.c.a., então, 

para que o vetor normal N aponte para o eixo de rotação (e que portanto 

H ) 0), devemos ter x~ O. Portant.o, y = y{s) satisfaz à segunda da~ 

equações do lema 4: 
I. 2+ 1-y 

2 

y = -2H\;1 - y -
y ,. 
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. LEMA 5 

Seja H l: O. 

Dados (x0 ,y0 ,0), com y0 ) O e v= (a0 ,b0 ,0), com llvll = 1, existe 

urna única curva y(s) = (x(s),y(s),O), paramelrizada por comprimento 

de arccl, gerando tDTia superfície de revolução com ct..U"'Vah.o--a média 

constante H tal que y(O) = (x0 ,y0 ,0) e y(O) =v. 

Demonstrayão do lema S 

Pelo lema 4, a segunda coordenada da curva y(s) procurada deve 

satisfazer a uma das duas equa9Ões diferenciais ordinárias 

y = + 2H\/ 1 - y 
2 

+ 
2 

1 - y 
y 

Fazendo y = z, obtemos o sistema 

y=z 
·(· I 2 . i: = + 2 H\ 1 - z 

2 
1 - z 

+ ; lz I < 1. y 
· Para mostrar a existência e a unicidade da solu9ão {local) desse 

sistema, sujeito às condic;ões iniciais 

y(O) = Yo 
z {,O) = b!:! , 

basta observar que cada uma das fLmqões f 
2 . I 2 1 - z f(s,y,z) = z = +2H\ 1 - z + y 

é diferenciável (e daí L ipschitz) na vizinhanqa dos valores iniciais. O 

OBSERVAÇAO 

Em verdade, aqui consideramos o caso a0 ~ O e o caso a 0 :5: O. 
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LEMA 6 

Sej~ H) O. 

Dado (x0 ,y0 ,0), com O ( y0 ( ~ , existe tnna {única) curva de Delaunay 

y(s) = (x(s),y{s),O), parametrizada por comprimento de arco, gerando 

urna superfície de Delaunay com curvatura média constante H tal que 

y (O) = {xo,y0,0) e y{O) = {-1 ,0,0). 

Demonstra9ão do lema 6 
.. 1 . 

Sejam H ) O, x0 E R e O ( Yo ( ~ • 

Então existe uma elipse com medida do eixo focal igual a ~ e 

excentricidade e = 1 - 2y0 H. 

Coloquemos essa elipse no sistema xy de coordenadas retangulares 

satisfazendo às seguintes condições: 

1) a elipse é tangente ao eixo x ; 

2) a elipse estã no semi-plano y ~ O; 

3) seu diâmetro focal é paralelo ao eixo y e 

4) o ponto de tangência tem como abscissa x0 • 

Com isso, as coordenadas dos seus focos passam a ser: 

1-y0H, D)· 
H 

Fa9amos a elipse, a partir da posição acima indicada, rolar so~re o 

eixo x, sem deslizar, em gualguer das dais sentidos e estudemos a curva 

de Delannay descrita pelo foco (x0 ,y0 .,0). 

Já mostramos gue tal curva de Delannay gera uma superfície de 

Oela~ay, ao fazer uma revolu9ão em torno do eixo x, com curvatura 

média {constante) igual a H. 
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Se O ( y0 ( iH- , o ponto {x0 ,y0 ,0} da curva de Delaunay é um ponto 

que dista minimalmenle do eixo x. Sendo esta distância minimal, o 

vetor tangente à curva neste ponto é horizontal. 

Se 2~ < y0 < A , o ponto {x0, y0 ,O) da curva de Delaunay é um ponto 

que dista maximalmente do eixo x. Sendo esta distância maximal, o 

vetor tangente à curva neste ponto é horizontal. 

Se y0 = JH , ambos os focos da elipse em questão coincidem e 

teremos, então, um círculo cujo centro descreve uma reta gue gera, por 

revolu9ão em torno do eixo x, um cilindro.' Mas este caso é trivial. 

Orientando y convenientemente, temos y(s) = (-1,0,0). D 

Por fim, estamos em condi9Ões de provar e segunda parte do teorema 

que diz: "toda superfície completa de revolu9ão com curvatura média 

constante é gerada por uma curva de Delaunay". 

Demonstra9ão da segunda parte do teorema 

Seja S uma superfície completa de revolu9ão com curvatura média 

constante H. A menos de congruência, podemos supor que S é gerada 

por uma curva no plano z = O, digamos 

y{s) = (x(s) ,y(s) ,o), \1 s E R, e y(s) ) O, 

onde podemos supor que sé o comprimento de arco de y. 

Então existe (a,b) C R tal q\1\e urna JJDrção de y é tlaLla por y:..:y(x), 

\/ x € {a,b) e é maximal com esta propriedade. 

Oqserva~ão: podemos ter, eventualmente, .a = -co, b = +co. 

Tarnbém existe {c,d) C y({a,b)), maximal, tal que x=x{y). 
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Então, como conseqllência do lema 3, em (c,d) 

v -­_,... --
r 

dy 

\/lk-:/ ]2-1 
' 

para algum k constante. 

Observe--se que a integral acima é elíptica, e, então, x é urna fun9ão 

lirnit.qrh rir. y nn h"'r1"\rv'1.1n (r.;rl). 

Suponhamos x = x {y) crescente em (c,d). 

Seja x0 = lim x(y). 
y-4-d 

Então x0 é um ponto de máximo de y = y{x), e, portanto, y0 é um valor 

máximo de y = y (x). 

1 
Se y(xo) = Yo < H , 

podemos aplicar os lemas 5 e 6 para garantir que y(s) é de Delaunay. 

1 
Se y(xo) = Yo :?: H ' 

va1mos mostrar gue para que y(s) gere, por revolu9ão, urna superfície 

co:mpleta, ela deverá ler auto-intersec9ão, não gerando, por'lanlo, 

superfície no sentido que estâ sendo dado neste trabalho. (ver pãgina 5). 

Se~ja s+ o semicírculo de centro (x0,D,D) e raio ~ . 

Então y(s) deve interceptar s+' pois caso cunlnâl·iu, ljUi::lliJU y (s) 
girasse em torno do eixo x, geraria uma superfície de revolu9ão tal que 

a po~ão de R 3\S para a gual aponta. o vetor curvatura média de S 

cqnleria uma esfera de raio A (e, conseqllenteme~te, . com a mesm·a 

curvatura média de S), o que contradiz o princípio da tangência (cap. III) 

pois y{s) gera - por hipótese - urna surerfície com curva~ura média H. 
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Logo, y(s) intersecciona s+ em algum ponto. 

y 

y (xo) ••••••••.•• ~ •••••• 

I 

1 
H 

Se y(s) não tivesse auto-intersec9ão., poderíamos transladã-la para a 

direita até que se tivesse um ponto de tangência da curva com s+, onde 

os vetores curvatura média de s e da' esfera gerada por s+ tivessem a 

mesma orientação. 

Pelo princípio da tangência., S - gue é gerada por y(s) - deveria 

coincidir com a esfera gerada por s+ numa vizinhança daquele ponto de 

tangência, mas isso não é possível pois y(s) tem pontos cuja segunda 

coordenada é maior que A ( o ponto (x0,y0,0), por exemplo). 

Logo, para que S - gerada por y{s) - seja completa, y(s) deve ter 

aqto-intersecção. 

Concluímos assim que y{s) = (x{s) ,y(s) ,o), y(s) ) O \I s E R ao gerar 

urna superfície com curvatura média H localmente é dada por y = y(x) e 

seu máximo local estiver abaixo de ~ então ela deverá coincidir com 

urna .ctrva de Delaunay, mas se tal máximo estiver acima de}, a única 

m.aneira de y{s) gerar uma superfície é. que esta tenha auto-intersecção. 

Logo, toda superfície completa de revolução com curvatura médía 

constante é gerada por uma curva de. Delaunay. o 
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CAPITULO III 

!.PRINCIPIO DA TANGENCIA 

Sejam S 1 e S2 superfícies do R3 com curvatura média H constante e 

p E 5 1 n 5 2 um ponto de tangência. 

Se S 1 e S2 possuem a mesma orienta<;ão em p e S2 está em cima de S 1 

em uma vizinhan<;a conexa, V, de p, então S1 e S2 coincidem em V. 

OBSERVAÇOES 

1) p E S 1 n 8 2 é ponto de tangência ~ignifica que os planos tangentes a 

8 1 e a 5 2 em p coincidem. 

2) · 5 2 está em cima de S1 significa que se f1, f 2 : U--:---+R são funGões 

diferenciáveis, com U uma parte do plano tangente a S 1 em p,., cujos 

gráficos são vizinhanças de S1 e S2, respectivamente, então 

\:1 x E U, f 1 (x) :5: f 2 (x). 

3) O princípio da tangência para superfícies com curvatura média 

cor?stante vale também quando o ponto de tangência p estã no bordo. 

4) Quando sl e s2 são superfícies mínimas, isto é, quando têm 

curvatura média H = O em todos os pontos, podemos prescindir da 

hifJ!Õtese de ambas terem a mesma orientação em p. 

5) · A demonstrac;ão do princípio da tangência poderá ser encontrada, 

por· exemplo, em [LE A]. 
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2.JEOREMAS DE CARACTERIZAÇAO 

2.1. INTRODUÇAO 

A questão de obter oaraoteriza9Ões de certas superfícies em R 3, 

principalmente da esfera, e, posteriormente das superfícies de Delaunay, 

(ve-ja definiqão no capítulo 2) remonta há muitos anos. 

Convém lembrar que quando falamos em superfícies do R 3, estamos 

nos. referindo ao sentido dado por [doG:1]; assim, por exemplo, nossas 

superfícies não possuem auto-int.ersec9ão. 

Definimos superfície convexa como sendo aquela que é bordo de um 

coqpo convexo, onde corpo convexo é qtialquér subconjunto do R3 tal que 

dad!JS dois quaisquer dos seus pontos, o segmento de reta que os une 

est&i inteiramente contido nesse subconjunto. 

Por fim, definimos ovalóide como sendo uma superfície convexa 

com:paC?ta. 

No que se segue, daremos os principais teoremas de caracteriza9ão, 

dest
1
acando dentre eles, para demonstraqão, os devidos a A. D. 

ALs:XANDROV (1957), e J. RIPOLL {1985). 

2.2.TEOREMA DE LIEBMANN (1900) 

Se S é wna superfície convexa e compacta com curvatura média 

constante, então S ê uma esfera. 

· 2.3.TEOREMA DE H. HOPF {1956) 

Se S. é uma superfície homeomorfa a uma esfera e tem curvatura 
. . . 

média constante, então S é uma esfera. 
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2.4.TEOREMA DE A. O. ALEXANDROV {1957) 

Se Sé uma superfície do R3, conexa e compacta con1 curvatura média 

constante H, então Sé uma esfera. 

Demonstra9ão do teorema de Alexandrov 

Vamos dar a demonstração feita em [LEA]. 

Pela caracterizaqão da esfera que será utilizada, basta mostrar que S 

po$SUi um plano de simetria em cada direqão, isto é, dada urna direqão 

qualquer da R 3, um plano gue possui esta direqãa deixa invariante, por 

ref
1

1exão euclidiana, a superfície S. Como sempre, a direção do plano é 

dada pela direção da normal a ele. 
I 
!Seja P, plano, tal gue S tenha um ponto de tangência p com P e que 

toda a .superfície se encontre num dos dois subspaços determinados por P. 

Tm\nemos para direção, aquela do plano P e devemos mostrar .. que a 

s,erfície possui um plano de simetria nessa direqão, isto é, paralela a P. 

1Agora, tornemos planos Pi\ paralelas a P e que interseccionem S, 

tais que por reflexão euclidiana sobre cada P i\ a refletido da parte da 

suplerfície que esteja entre os dois planos P À e P caia ainda dentro de S. 

!seja P c o plano PÀ mais afastado de P e sejam Se a porção da 

superfície entre P e P e~ a reflexão por P de S . c c c c 

Duas situações podem ocorrer: 
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i a 't ..... Sl U8980: 

Existe p' E ( S n ~ ) \ P . c c 

$ ---c- , 
------ ---....... ' 

+-----------------------~s~Pc 
c 

p 

Ne~ste caso, aplica-se a princípio da tangência para se provar gue ~ = S, 
c 

ern uma vizinhan9a conexa do p'. 

De fato, 1) p E ~ n S é um ponto de tangência; 
c . 

28 't ..... _s1 uaç:ao. 

2) podemos orientar as superfícies de maneira gue ambas 

tenham a mesma orientaqão; 

3) S está por cima de $c em uma vizinhanqa de p~ 

Não existe p E ( S n ~ ) \ P . 
c c 

p 

Novamente, aplicando o princípio da tangência, desta vez para superfícies 

com bordo, prova-se que ~c= S, localmente. 
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Em qualquer uma das duas situaqões, mostraremos que P c é um plano 

de~ simetria para S. 

De~ fato. 

* d ,.. 1) Chamemos de X a componente conexa e ~ que contem 
* c 

e de X a parte de S da qual X é refletida. c 

A== {g E~ I~= S ~-m ~a vizinhan9a de g}, 

e !)bservemos que 

* A é não vazio, aberto~ fectJado em X. 

o ponto p 

* * 3) Como X é conexo, e A é não vazio, aberto e fechado em X, 

* ternos que A = X. 

* 4) Como A C S, X C S. 

5) Como X U ~ C S é uma superfície conexa e compacata (pois X e 

* X 
1 

são conexas e compactas que têm em comum apenas, eventualmente, o 
. * 

bordo) e como Sé conexa e compacta; temos que X U X= S. 

Lo!go, P é um plano de simetria na dire9ão de P. c 

Observe-se, por fim, gue a direç:ão ·do plano P inicialmente tomado foi 

arbitrária; portanto, provamos gue a superfície S possui um plano de 

sir1netria em qualquer dire9ão, a saber o plano P , como acima. 
. c 

l Logo, S é uma esfera redonda. o 
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-2.,5. TEOREMA DE J. RIPOLL (1985) 

Se S é uma superfície do R 3 , completa, própria, contida em um cone 

plano, com curvatura média constante, então Sé uma esfera. 

Para melhor compreensão do enunciado, vamos definir alguns termos 

qtte nele aparecem., bem como outros que virão no corpo da demonstrat;ão. 

St.tperfície Própria 

A superfície S C R 3 é própria quando para qualquer compacto K C R 3, 

S n K é compacta. 

C<)ne Plano 

Sejam v1, v2, v3 três vetores lineé?rme.nte independentes do R 3• 

Sejam nb I12, I13 os três planos gue possuem como vetores normais 

re~speclivos vl, v2, v3 ; temos Til n n2 n n3 = { o }. 

Um cone plano C é qualquer das oito componentes conexas de 

R:3\ ( n 1 u n 2 u n3 ) • 

Definimos também cone plano como sendo gualguer conjunto que 

difere do cone plano C acima por LUTI movimento rígido com 0-4-p0 • 

p0 é chamado vértice do cone plano C e I1 1, I12, TI~a, são chamados 

bc:>rdos de C. 

Um plano TI é dito transversal a C quando TI n C é limitado no R 3• 

O espírito da demonstração do teorema é supor que a superfície S 

nêío seja compacta - pois fosse compacta não haveria o que provar desde 

urna -vez que Alexandrov (1957) jã o fez - e construir um plano 

trransversal ao cone C da hipótese que seja plano de simetria para S. 

Como S é própria, a porção da superfície que estã. no sem i-espaço 

d~terminado pelo vértice p0 de C seria compacta e S seria compacta, o 

q11e ê uma contradição com a hipótese aditiva de S não ser compacta. 
,. . . 
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Df:~monstas-ão do teorema de Ripoll 

__ Suponhamos S não compacta. 

Seja C o cone plano que contém S e suponhamos C determinado pelos 

pe!los planos TI 1, TI2 e TI3 cuja intersec9ãO dã o vértice Po. 

Construamos., agora, o plano TI transversal a C e que seja um plano 

det simetria para S. 

Seja r 0 = { p E C I d~,TIJ = d(p,TI.), i,j = 1 ,2,3 } ..:_ r;P, 
onde d (p, TI k) é a distância ~uclidiana J no R 3• 

Chamemos r 0 de reta central a C. 

p 

c __ .. -~· 

PoQ~-..._-n;on C 
Seja {n;) lER a famDia de planos do R3 que são ortogonais a r 0 : 

t TI 1 r 0 , 
r o 

\-1 tE R 

Vê-se que \-/ t E R, TI t é transversal a C. 
r o 

De~notaremos este último fato assim: Tit T C. 
r o 

O!bserva-se, também, que 

e>~iste a ) O tal que 

{\Ir, reta contendo p0)(VIT, plano do R3) [4(r,r0 ) (a e n l r~ TI T C], 

is:lo é, urna pequena varia9ão de r 0 , mantendo fixo p0 , faz com que os 

planos ortogonais a r 0 ainda permaneçam transversais a C. r 0 determina 

ur
1
na família de sem i -retas, 

, I 

tn·ansversais a C. 
I 
I 
i 

contidas em C, normais a planos ainda 
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A.gora, sem perda de generalidade, suponhamos que 

t < o =::=;. nt n c = 0, 
r o 

i~;to é, consideremos a famDia { nt } só a partir do p0 r o ____.. 
VE3lor p0 p , onde p E r 0 

E1nt.ão existe l' tal que 

s < l' ~ t 

OBSERVAÇJ\0 

e p0 é o vértice de C • 

s 
TI nS==0 

r o 

na dire<;ão do 

Observemos que poderia acontecer .de e~istlr u ) t' tal que 11~0nS = 0 

e \-! v ) u, nv = 0. Neste caso, s· seria limitada • Como ela é própria, ro . 
a porção de S que ficasse dentro do semi-espaço que contém p0 , deter-

rninada por nv , seria compacta. Mas tal 11 porçãd' seria toda a superfí-
ro 

c;ie, o que contradiria a hipótese dFJ. não compaticidade de S. Portanto, 

podemos supor que todos os planos n;o, a partir de l~ encontrem s em 

a.lg':'m ponto. 

P l l d S ,.. ,.. · nt' n c ,.. t · t or ou ro a o, como e propr1a e e compac o, ex1s e um 
t' ro 

pt:>nlo de tangência entre TI e S. 
r o 

Mostremos agora que a curvatura média de S não pode ser nula. 

De fato. 

A primeira daguelas superfícies é parte do plano. 

Fosse também zero a curvatura de S, ambas deveriam coincidir pelo 

princípio da tangência, o que e um a~surdo pois S está contido em C, 

enquanto que o plano que contém nl' não está contido em C. 
r o 

Logo, como a curvatura média H de S não é zero, podemos tomar H > O. 
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l' Seja q0 E TI n S. 
r o 

Então 
' existe C C C com vértice q cuja reta central ró é a semi-rAta com 

o 
origem q0 e paralela a r 0 • 

E mais: 
' ' podemos escolher C tal que se q E C , q f. q0 , então a reta r, determ!_ 

nada por q e q0 , faz um ângulo com r'b menor que a. 

Portanto, qualquer plano ortogonal a r é transversal a C. 

Como Sé própria, R3\S tem duas componentes conexas. 
o 

Seja S a componente conexa de R3\S para a qual aponta o vetor 

curvatura média. 

Afirmamos: 
' . o c (l s, 

De .fato, 
' o ' estivesse C C S, pela ilimitação de C poderíamos determinar uma 

2 ' o 
esfera S C C C S com a mesma curvatura média H de S. 

2 
Então, movimentando S em dire9ão a S, ocorreria um primeiro momen 

2 -

tD no qual S n S =I= 0, isto é, haveria um ponto de tangência entre S 2 e S. 
2 

Então, pelo princípio da tangência, S = S; contradição, porque a esfera 

é limitada e a superfície S é ilimitada {porque contém o cone). , 
Portanto, C r; S. 

Segue que 
' existe q E S, q =f::. q0 tal que q E C . 

Seja r a reta determinada por q0 e q~ 

·Seja ainda 

r~ == { n~ }tER 
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l ' a famnia de planos ortogonais a r tais que rr n c = 0, \:1 t < o. _r 

Pela escolha do a, os planos. Til são transversais a C 
r 

própria, existe um primeiro momento, digamos m, tal que 

tangentes. 

e, como S é 

nm e s são 
r 

Mostraremos a existência de um elemento TI t em r tal que a reflexão 
r 

por nt deixa s invariante, isto é, um dos nt é um plano de simetria. 
r t r t t 

\/ t ~ m, seja U a componente conexa de R3\Tir tal que q0 E U . 
S · C't s n ut eja .:::> = ...._ . 
Seja ~t a reflexão de St por nl. 

r 
Como S é própria, temos 

t o 
~ · C S, para t ) m. 

SEI bem os que existe TI~ E r tal que a reflexão segundo TI~ reflete q0 em q. 

Então existe um primeiro momento m') m tal que 
t o 

~ · C S, para t < m' e 
t o . 

~ · q S, para t ~ rn' . 

Observando que desde uma vez que 
I' 0 t · 

TI 1~ T C, \-/t, S n U é compacto, 

a~;sim que 

111, 
~ e 

delvem ser realmente tangentes em um ponto de bordo ou em um ponto 

interior. 

Logo, o princípio da tangência implica que 

~ m'= S n (R3\tfTl'), o que conclui a prova. D 
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10 CLS:SCREEN 2:XC=80:YC=90:KEY OFF 
20 LINE <XC,0>-<XC,90):LINE (0,YCl-(640,YC) 
30 RR=.75:R=23:FOR X=YC TO 90 STEP 10:PSET<XC+i,X):NEXT:FOR X=YC TO 0 STEP -10:P 
SET<XC+1,X):NEXT:FOR X=XC TO 640 STEP R:PSET<X,YC-1):NEXT:FOR X=XC TO 0 STEP -R: 
PSET<X,YC-1):NEXT:R=R/10 
40 A=4:B=2:C=SGR<A*A-B*B>:E=C/A:U=AI<B*R> 
50 CIRCLE <XC,YC-(A+C>*10>,2.5:CIRCLE <XC,YC-40),46,,,,U:LINE <XC-23*2.3,YC-40>­
(XC+20*2.3,YC-40):LINE <77,5)-(80,2):LINE -<83,5) 
60 EG=E*E:DEF FN IN(X)=1/(COS<X>A2*SGR<.75-SIN(X)A2)) 
70 CX=9.688*R:C1X=CX:CY=A*<1-E):C2X=8.3083*R:C3X=19.376*R:C4X=11.0677*R 
80 ARC=i.047:FOR FI=0 TO ARC STEP .05:G=0:B1=FI 
90 GOSUB 380:X=A*<SIN<FI>+TAN<FI>*SGR<EG-SIN<FI>A2>+S*<1-EGll*R 
100 Y=A*(C0S(F!)+SGR<EG-SIN<FilA2)) 
110 CIRCLE<X*10+XC,YC-10*Yl,RR:NEXT:X1=X:LINE <XC+20,YC~20>-<XC+209,YC-20):LINE 

(XC+49*2.3,YC)-(XC+49*2.3,YC-43l 
120 V=8/(A*R>:CIRCLE<XC+C2X*10,YC-B*10),2.5:CIRCLE <XC+10*C1X/2,YC-A/2*10),92,,, 
,v 
130 FOR FI=ARC-.05 TO 0 STEP -.1:G=FI:B1=.0001 
140 GOSUB 380:X=A*<SIN<FI>-TAN<FI>*SGR(EG-SIN<FI)A2>+S*<1-EG>>*R+C2X+3.2 
150 Y=A*<COS(FI>-SGR(EG-SIN<FI)A2)) 
160 CIRCLE<X*10+XC,YC-10*Yl,RR:NEXT:X1=X:LINE <XC+97*2.3,YC+3)-(XC+97*2.3,YC-80) 
:LINE <XC+78*2.3,YC-40)-(XC+120*2.3,YC-40) 
170 CIRCLE (XC+CX*10,YC-CY*10),2.5:CIRCLE <XC+CX*10,YC-40l,46,,,,U 
180 FOR FI=0 TO ARC STEP .1:G=0:81=FI 
190 GOSUB 380:X=A*<-SIN<FI>+TAN<Fil*SGR<EG-SIN<FilA2l+S*(1-EG))*R+X1 
200 Y=A*(C0S(F!l-SGR<EG-SIN(F!)A2)) 
210 CIRCLE <X*10+XC,YC-10*Yl,RR:NEXT:X1=X:LINE <XC+102*2.3,YC-20)-(XC+185*2.3,YC 
-20):LINE <XC+145*2.3,YC+3>-<XC+145*2.3,YC-40) 
220 CIRCLE <XC+10*C1X/2+C3X/2*10,YC-B*10),92,,,,V 
230 CX=11.0677*R:CIRCLE<XC+CX*10,YC-B*10),2.5 
240 FOR FI=ARC-.05 TO 0 STEP -.05:G=FI:B1=0 
250 GOSUB 380:X=A*<-SIN<Fil-TAN<Fil*SGR<EG-SIN<FI>A2)+8*(1-EG>>*R+2*C1X 
260 Y=A*(C0S(F!)+SGR(EG-SIN<FI)A2)) 
270 CIRCLE <X*i0+XC,YC-10*Yl,RR:NEXT:LINE (XC+171*2.3,YC-40>-<XC+214*2.3,YC-40): 
LINE <XC+194*2.3,YC>-<XC+194*2.3,YC-83) 
280 GOSUB 380:X=A*(-S!N(0)-TAN(0)*SGR<EG-S!N(0)A2)+8*(1-EG>>*R+2*C1X 
290 Y=A*<COS(0)+SGR<EG-SIN<0>A2)) 
300 CX=i9.376*R:C3X=CX:CIRCLE(XC+CX*10,YC-<A+Cl*10),2.5:CIRCLE<XC+CX*10,YC-40),4 
6,.,.,. ,.U 
310 PSET<X*10+XC,YC-10*Yl 
320 FOR FI=0 TO ARC STEP .05:G=0:81=FI 
330 GOSUB 380:X=A*<SIN<FI>+TAN<FI>*SGR(EG-SIN<FilA2)+S*<1-EGl>*R+C3X 
340 Y=A*(COS<FI>+SGR<EG-SIN<FI>A2)) 
350 CIRCLE<X*10+XC,YC-10*Yl,RR:NEXT:X1=X 
360 V=8/(A*R>:CIRCLE<XC+C2X*10,YC-B*10),2.5:CIRCLE <XC+10*C1X/2,YC-A/2*10l,92,,, 
,v 
370 A$=INKEY$:IF A$=nn THEN 370 ELSE SCREEN 0:CLS 
380 P=FN IN(G):I=P:O=i0:D=1/(2*0)*(81-G) 
390 G=G+D:P=FN IN<G>:I=I+4*P:G=G+D:P=FN IN<G>:I=I+2*P:0=0-1:IF 0<)0 THEN 390 
400 G=B1:P=FN IN<G>:S=i/3*D*<I-P>:RETURN 


