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RESUMO

Este trabalho destina-se a ser um resumo minimo dos conceitos de anel e corpo
— com os exemplos habituais (inteiros, racionais, reais, polindmios e matrizes) — e
uma aplicacdo de uma atividade para estudantes do ensino médio com habilidade
em matematica. Para esse fim, colocamos uma breve nota histérica, procurando
responder a pergunta "Por que se definiu e se estudou as estruturas algébricas de
anel e corpo?" ou ainda " definicao e estudo das estruturas algébricas se referem a
qual experiéncia humana real?". Acrescentamos também uma nota filoséfica para
embasar os comentarios sobre a aplicacao da atividade. Essa nota € um resumo dos
textos que temos lido do fildsofo Mario Ferreira dos Santos. Nao se trata de uma

discussao, mas apenas um resumo da visao do autor.

PALAVRAS CHAVE: Anel, corpo, algebra.

ABSTRACT

This work is intended to be a minimum summary of ring and field concepts - with
the usual examples (integers, rational and real numbers, polynomials and matrices ) -
and applying an activity for high school students with math ability. To this purpose, we
put a brief historical note, seeking an answer to the question "Why are defined and
studied the structures of rings and fields?" or "The definition and study of algebraic
structures refer to which real human experience?". Also added a philosophical note to
support the comments on the application of the activity .This note is a summary of
the texts that we have read from the philosopher Mario Ferreira dos Santos .This is

not a discussion, but only a summary of the author's view.

KEY WORDS: Ring, field, algebra.
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1. INTRODUGAO

Este trabalho € um resumo da experiéncia real do professor de matematica.
Comegamos situando o leitor historicamente no conteudo da algebra de anéis e
corpos, depois desenvolvemos o mesmo com definicdes, exemplos e teoremas. Por
fim mostraremos uma proposta de atividade realizada com alunos de Ensino Médio
do Colégio Estadual Senador Alberto Pasqualini da cidade de Novo Hamburgo, com
uma nota filosoéfica anterior para sustentar a proposta de atividade.

O objetivo central deste texto esta certamente a parte matematica, é a parte mais
extensa e com mais sub-secdes. Neste capitulo, apenas procuramos tomar livros
textos que ja versam sobre o0 assunto e detalha-lo. O leitor ndo encontrara aqui nada
novo, todas as afirmagdes ja foram anteriormente demonstradas, mas certamente
encontrara detalhes que os autores por vezes suprimem. Esta € a razao de ser do
nosso escrito, ndo criar, mas divulgar conceitos especificos de matematica. Todo
interesse € despertado por alguma propaganda, esta € uma propaganda das
estruturas algébricas.

Na sec¢ao historica o leitor perceberd como os conhecimentos ndo surgem sem
um motivo concreto de contexto. Nao se trata de opinar no debate sobre a
matematica ser inventada ou descoberta, mas quando a matematica acontece ela
tem suas motivagdes embasadas na realidade do matematico. Tanto o contexto
interior quanto o contexto exterior influenciam. Como base deste estudo utilizei o
livro "Introducéo a histéria da matematica" de Howard Eves, que embora seja uma
edicdo da década de 1990, permanece util, principalmente para o proposito desse
estudo que é simplesmente situar o leitor no contexto historico.

Na secdo da atividade com estudantes o leitor encontrara uma visao embrionaria
de um possivel estudo futuro. Como é padréao, a realidade é cheia de dificuldades de
interpretacdo, sobretudo quando se estuda humanos. Suas motivagbes, seus
sentimentos sua histéria sdo sempre um entrave ao conhecimento, pois como
abstrair o essencial do acidental? Como separar o diferente do semelhante? Como
discernir o relevante do irrelevante? O humano é repleto de contradi¢cbes e tensoes,
para estuda-lo ndo temos o controle que temos sobre a matematica, nem o
fechamento que ha sobre a histéria. Por isso ndo nos propomos a criar uma

sequéncia didatica para um tema tao pouco explorado no Ensino Médio, mas criar a



possibilidade da indagagao quanto ao ensino dos anéis e corpos.

Este trabalho destina-se tanto a ser um trabalho de conclusao de curso como a
ser um possivel apoio a outros professores que estejam otimistas com o
desenvolvimento de seus estudantes e desejem dar-lhes estudos mais avangados
de matematica, bem como conceitos estruturantes dos conhecimentos que eles ja
adquiriram. Justamente por isso os exemplos sdo dos conteudos comuns do Ensino
Médio (numeros inteiros, racionais e reais, além de polinbmios e matrizes). As
demonstragdes feitas aqui n&do sdo menos rigorosas do que as realizadas em aulas
de universidade, entdo elas podem ser reproduzidas inteiramente ou parcialmente,
de acordo com o tempo e a necessidade de cada contexto. Portanto, a atividade

com os estudantes (aula expositiva e avaliagao) reflete essas caracteristicas.



2. NOTA HISTORICA

Como estudar a historia de um conceito matematico? Em certo sentido todo
conceito matematico esta dado potencialmente nos primeiros homens que trataram
da abstracao. Por isso, como a abstragao ja esta pressuposta pela propria faculdade
de pensamento, entdo todo ser humano ja tem esses conceitos virtualmente.
Entretanto, o conceito somente se atualizara historicamente em pessoas que
falarem e discutirem sobre ele. A fala porém ¢ irrastreavel pois a fala € som e 0 som
€ devir da energia no ar. Por isso somente se pode estudar historicamente os
conceitos enquanto escritos. As vezes um conceito é estudado profundamente,
outras vezes € apenas citado de relance e outras vezes comeca apenas citado e
mais tarde é desenvolvido profundamente.

Nosso objetivo com esta nota histérica € responder a pergunta: “Qual o motivo
para os matematicos definirem e estudarem as estruturas algébricas?”. Descremos
que seja mero interesse academicista, mas que seja devido a um problema real. Ao
meu ver, o que motivou tal estudo foi a necessidade de organizagao da algebra tal
como na geometria.

Segundo Eves (1997, p 536) foi o jovem Galois o primeiro a usar e registrar a
ideia de grupo em sentido técnico (um conjunto com uma operagdo e as
propriedades de associatividade, elemento neutro e elementos inversos). Eves

prossegue:

"As pesquisas em teoria dos grupos foram levadas adiante por
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e outros que se sucederam para
0 caso particular dos grupos de substituicbes. Com o subsequente
notavel trabalho de Arthur Cayley (1821-1895), Ludwig Sylow (1832-
1918), Sophus Lie, Gorge Frobenius (1848-1917), Felix Klein, Henri
Poincaré (1854-1912) Otto Holder (1859-1937) e outros o estudo dos
grupos assumiu sua forma abstrata independente e se desenvolveu
rapidamente. A nogdo de grupo veio a alcangar um grande papel
codificador em geometria [...] e em algebra serviu como estrutura
atbmica de coeséo, fator de grande importancia para a ascengéo da
algebra abstrata no século XX. A teoria dos grupos ainda é, nesta
segunda metade do século XX, um campo de pesquisas muito
produtivo em matematica."(EVES, 1997, p 536)
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"No inicio do século XIX, a &algebra era considerada simplesmente como
aritmética simbdlica" (EVES,1997, p 546). Segundo Eves, George Peacock (1791-
1858) desenvolveu o "principio da permanéncia das formas equivalentes". Peacock
supunha que quando uma estrutura algébrica subia de grau de abstracdo ela
mantinha sua forma abarcando as mesmas propriedades com mais elementos. Ele
estava enganado quanto a isso, pois quando subimos nas estruturas algébricas
percebemos que algumas propriedades sao perdidas. Por exemplo, os numeros
complexos sao corpo, mas 0s numeros quaternarios, que sdo uma estrutura acima
dos numeros complexos nao sdo comutativos. Podemos encarar os polinbmios
como uma extensdo dos numeros reais, mas estes tém inverso multiplicativo e
aqueles nao tem inverso multiplicativo. Entretanto, apesar desse equivoco e
motivado pelo mesmo, Peacock publicou seu Treatise on Algebra onde buscou rigor
l6gico para a algebra, semelhantemente aos Elementos de Euclides. Esse rigor foi
um dos primeiros fundamentos para a criagao das estruturas algébricas.

Historicamente vemos que os séculos XVII e XVIII foram séculos
predominantemente de descobertas cientificas e matematicas e ja o século XIX foi
predominante a organizagdo desses novos conhecimentos. Dentro do espirito
organizacional e catalogante os matematicos do século XIX definiram mais de 200
estruturas algébricas, entre elas estdo as que sao foco deste trabalho, a saber anéis,
subanéis, ideais e corpos.

Assim como muita geometria foi produzida ao trocar-se o quinto axioma de
Euclides, também o foi com a algebra. As matrizes e os numeros quaternarios sao
exemplos de estruturas algébricas que ndo possuem contradi¢gdes tanto quanto os
numeros inteiros, mas nao possuem a comutatividade no produto, como veremos na
secao que trataremos de matrizes neste trabalho.

O desenvolvimento da algebra abstrata foi aberto por Hamilton, Grassmann, e
Cayley. Consta-se que Hamilton, apdés 15 anos de reflexdes infrutiferas, de relance
descobriu a formula dos quaternarios i’=j2=k2=i-j-k=—1. Em suma, o que motivou
o estudo das estruturas algébricas foram algumas descobertas cientificas e a
vontade de sistematizar a algebra. Como vimos, iniciou-se com Galois definindo

grupo e os demais matematicos trazendo a tona novos conceitos a partir deste.
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3. ANEIS, SUBANEIS, IDEIAIS E CORPOS.

Neste capitulo o leitor encontrara a definicdo, exemplos e teoremas sobre os
aneéis, subanéis, ideais e corpos, sobretudo de anéis e corpos. As demonstragdes
sao todas rigorosas e detalhadas, pensado para que o professor de matematica ou o

estudante de graduagédo possam entendé-las individualmente.

3.1 Definicao de anel, dominio de integridade e corpo.
Neste primeiro momento definiremos o conceito de anel.
Defini¢cao: A terna ordenada (A,+, - ) € um anel se A for um conjunto ndo vazio e +
e . sdo duas operagoes binarias e fechadas em A (as quais denominaremos soma e
produto, respectivamente), entendidas da seguinte maneira:
+:AXA > A4 <~ AxA >4
(a,b)-)a+b © (a,b)-)a-b

Devem também ser satisfeitas as seguintes propriedades para quaisquer

elementos a, b e ¢ pertencentes a A:

P1. (Associatividade da soma) (a+b)+c=a+(b+c).
P2. (Existéncia do elemento neutro da soma) Existe um elemento denotado por O
pertencente a Atal que a+0=a.
P3. (Existéncia do inverso aditivo) Para todo x pertencente a A existe y pertencente
a A (denotaremos y=—x )talque x+y=0.
P4. (Comutatividade da soma) a+b=b+a.
P5. (Associatividade do produto) (a-b)-c=a:(b-c).
P6. (Distributividade do produto sobre a soma): a-(b+c)=a-b+a-c=(b+c)a.
Se o anel satisfaz a propriedade
P7. (Existéncia do elemento neutro do produto) Existe um elemento denotado por 1
pertencente a Atal que a-l1=a=1-a ,
entdo dizemos que € um anel com unidade.
Se o anel satisfaz a propriedade
P8. (Comutatividade do produto) a-b=b-a |,
entdo dizemos que é A um anel comutativo.
Se o0 anel satisfaz a propriedade
P9. Se ab=0 entdo a=0 ou b=0
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dizemos que A é um anel sem divisores de zero. Note que a forma contrapositiva da
propriedade P9 é se a#0 e b#0 entdo a-b#0 e é igualmente util.

Se o0 anel for comutativo, com unidade e sem divisores de zero dizemos que
(A, +, -) € um dominio de integridade.

Finalmente, se um dominio de integridade (A, +, -) satisfaz

P10. (Existéncia do inverso multiplicativo) Se a é diferente de 0, entdo existe a’

denotado por 4 ' pertencente aAtalque a-a'=a-a '=1, dizemos que (A, +, )

€ um corpo.
E interessante perceber que se A é um anel comutativo com unidade e A possui
P10 entdo A é um corpo, ou seja, P9 esta dada em P10. De fato, vamos supor que

temos x,y€A4 tais que x-y=0 (*). Vamos supor também que P10 é satisfeita, por

' nos dois

exemplo, y#0, logo 3y 'e4 tal que y-y '=1. Ao multiplicar »~
membros de (*) obtemos x-y-y '=0-y~' , logo x-1=0, ou ainda x=0, logo A ndo
tem divisores de zero, portanto A possui P9 e como A possui P10 (por hipotese)
alcangamos que A € um corpo.

Observe que o elemento neutro da soma é unico, pois supondo que existem dois
elementos neutrosdasoma( 0 e 0’ )temos 0+0'=0 pois 0’ é neutro para
asomae 0+0'=0'" , pois 0 também é neutro para a soma de onde concluimos
que 0=0’. O mesmo argumento pode ser usado para demonstrar que o elemento
neutro do produto € unico.

O elemento 0 € chamado em algumas circunstancias de elemento absorvente do
produto, pois dado A anel, temos que Y a€Ad,a0=0-a=0. De fato,
a-0=a(0+0)=a-0+a-0, por P6. como A é anel, o produto é fechado e a-0€4 e por
P3 3(—a-0)e4. Somando-se —a-0 em ambos os membros da express&do obtemos
a-0+(—a~0)=a-0+a-0+(—a~0) e portanto 0=a-0. Analogamente podemos provar que
0-a=0.

Afirmamos sem demonstragdo que o conjunto dos nimeros naturais N nao é
anel, pois apenas o 0 possui elemento inverso para a soma. O conjunto dos
numeros inteiros Z € um dominio de integridade, pois satisfaz P1 a P9. O conjunto
dos numeros racionais Q e o conjunto dos numeros reais IR sdo corpos, pois
satisfazem P1 a P10. Finalmente, o conjunto dos numeros irracionais R—Q néo &
anel, pois falta-lhe o neutro da soma.

Outros exemplos de anéis conhecidos no Ensino Médio sao os polindmios a uma
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variavel e as matrizes quadradas que estudaremos nas seguintes segoes.
3.2 Anel de polinbmios

Nesta secdo vamos definir o conjunto dos polinbmios a uma variavel e
coeficientes reais e verificar que este conjunto satisfaz de P1 a P9, sendo além de
um anel, um dominio de integridade. Notamos também que podemos definir
polinbmios com coeficientes em outros conjuntos, como por exemplo 0os numeros
inteiros, racionais, complexos ou ainda coeficientes em um anel qualquer A. No
entanto, nesse trabalho trataremos apenas do caso com coeficientes reais.

Um polinémio é um ente matematico da forma p(x)=a,x’+a,x'+...+a,x"+...,
com um numero finito de a,'s#0,i€N, ou simplesmente dizemos que a,,i€EIN € o
coeficiente do polindmio, x é a variavel do polinémio e »n=0(p(x)) o grau do
polinbmio p(x), onde n € o maior expoente com a,#0. Em algumas situacdes é
interessante considerar o polindmio p(x) como a upla ordenada (a,,a,,...,a,,...).

Seja P o conjunto dos polindmios a uma variavel e sejam p (ou p(x)) e q (ou q(x))
elementos de P com p (x)=a,x"+a,x'+...+ta, x"+.. e qx)=b,x"+b,x'+. .. +b x"+..
com a,,b,€R,mneN, i€l0,....n..| e jE0,. ..,m,..|.

Dizemos que dois polindbmios p(x) e q(x) sdo iguais se, e somente se, m=n €
a;=b, paracada 0<i<n .

Definimos a soma de polinbmios

p(x)+q(x)=(a,x"+a,.x’+ .. +a,x"+.. )+ (b, x"+b,. x’+..+b,x"+...) =
(ag+bo) x"+(a;+b))x'+..+(a,+b,)x"+...
e o produto de polindmio r(x)=p(x).q(x) =

0 1 n 0 1 n _ 0 1 n
(aox +a,x +...+a, x +...)-(b0x +b,x +...+b x +...)—(cox te,x 4. te X+,

k
onde ¢,=) a,.b, ;.

i=0
Com a definigdo equivalente obtemos

p(x)+q(x)=(a,,a,,...,a,,..)+(b,,b,,....b,,..)=(ay+b,,a,+b,,...,a,+b,,..) e

n
k

p(x)-q(x)Z(ao,al, ...,an,...)-(bo,bl, ...b,, ...):(CO,CI, cn) com ckzz a.b,_, .
i=0
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Observagdo: Note que se n=0(p(x)) e m=0(q(x)) entdo:
a) n,meNN
b) o(p(x)+q(x))smax{d(p(x)),0(q(x))]
c) d(p(x).qlx))=n+m .
d) Podemos considerar os numeros reais como sendo polindmios de grau zero.
e) O grau do polindmio p(x)=0 é definido como &(p(x))=—cw . Tal definicdo ocorre
para simplificar o algoritmo da divisdo de polinbmios que ndo sera tratado aqui.
Vamos demonstrar que o conjunto dos polinébmios é um anel e um dominio de
integridade. Lembrando que estamos supondo como valida a afirmacéo de que R é
um corpo e as propriedades derivam dessa constatacgao.
P1. [p(x)+g(x)+r(x) =

(a0x0+a1x1+...+a x”+...)+(b0x0+b1x1+...+b x"+...)}+(cox0+clxl+...+c X"+, =
L n n n

(ao +b0)x0+(al+b1)xl+...+(a +b )x"+...]+(cox0 +c,x1+...+c x"+...) =

L n n n

0

(a0+b0) +co]x +[(a1 +b1) +c,]xl+. ..+[(an +bn) +cn]x" +.. =

a0+(b0+co)]x0+[a1+(b1+cj)]x1+...+[an+(bn+cn)]x"+... =
0 1 n 0 1 n 0 1 n —_
(aox +a,x +...+a, x +...)+[(b0x +b,x +...+b, x +...)+(cox +c,x 4.t x +)] =

plx)H{q(x)+r(x)] .

P2. O polinémio nulo 0=0x"+0x'+0x’+... é o neutro da soma. De fato
p(x)+0=(a0x0+a1x1+...+anx"+...)+(OXO+OX1+OX2+... =

(a0+0)x0+(a1+0)x1+...+(an+0)x"+...=a0x0+a1 x' o ta, x" .= p(x).

P3. Dado p(x)ep 0 inverso aditivo de p(x) é
—p(x)Z—aoxO—alxl—...—anx"—... , pois
P(X)+[_P<x)]=(a0x0+a1xl+...+anx"+...)+(—a0x0—al xl—...—an x"—...) =
(ao—ao)x0+(a1—a1)xl+...+(an—an)x"+...=0x0+0x1+0x2+...=0 :

P4. p(x)+q(x):(a0x0 +a,x'+... +a, x" +...)+(b0x0 +b,x'+...+b X" +) =

(ao +bo)xo+(a1 +b,)x1+. ..+(an +bn)x"+...=(b0+a0)x0+(b1 +a,)x1+. : .+(b,, +an) X'+ =
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byx"+b, x'+... b x"+..|+la,x"+a, x"+.. . +a x"+..|=q(x)+ p(x) .
0 1 n 1 n

P5. [p(x)q(x)}lr(x) =

0 ! 0 1 —
(agx +a,x +...+ta,x"+... . byx +b,x +...+b x"+..) . (cox0+c]x1+...+cnx”+...) =
ay.by|x°+(a b, +ta,b | x" ..+ (ab, |x"+ cox’+e, x'+. . +e x"+..| =
0-bo ihotaghy|x 4.4 2 laby_, SV P JX Hte XL

n (k
(ay.by).cox"+[(ay.b+a,.by).cot(ayg.by).c)x'+..+ D [ D a,.b, ].c, ,+

k=0 i=0
i n (k n
E possivel demonstrar via indugdo que Y.[D.a,.b, J.c, =2 a, ,.[ D b,.c, ).
k=0 i=0 k=0 i=0

Assumindo essa expressdo como verdadeira concluimos como segue.

(ay.by).cox+[(ay.b +a,.by).cot(ayg.by).c)x'+..+ D [ D a,.b, ].c, .+

k=0 i=0

a,.(b, co)x +la,.(b,.c,+b,.c,)+a,.b,.c,] x'+. +Z a, .. Zb ¢, ;]

i=0
(a0x0+a1xl+...+anx”+...) : [(ao.bo)x0+(alb0+a0b1)xl+...+Z(al.bk_l.)xn+...] =
i=0

0 1 n 0 1 n 0 1 n —
(aox ta,x +...+a, x +) .((box +b,x +...+b x +) ) (cox +e,x +...+c, x +) )=

p(x){g(x)r(x)]
P6. r(x){p(x)+q(x)] =

(c0x0+c1x1+...+cnx”+ (a x0+a x4, +anx"+...)+(b0x0+b1x1+...+bnx”+...)]=

(cox0+c1x1+...+cnx”+ ) a +b x + a +b )x1+...+(an+bn)x”+...]=

(co.(a0+b0))x0+(cl (ao +b0) +c0(a1 +b1))x1+. ) .+g (cl.(akﬂ. +bkﬂ.))x“+... =

(c0a0+cobo)x +[(c a,*c,;b ) (coa1+co 1)]x +. +§:((ciak_l.+cl.bk_[.))xn+... =

[(co+a0)x +(cl+a1)x1+ +(c +a )x +.. ]+ [(co+b0)x0+(cl+b1)x1+...+(cn+bn)x"+...]=

0 0

0 n n n 0 n —_
+...+c, x +...)'(a0x +...Fa, x +...)+(cox +...%c x +...)-(b0x +...+b, x +) =

(cox
r(x)p(x)+r(x)q(x) .
A demonstracdo de P8 tornard evidente que a propriedade anéloga

[p(x)+q(x)]}r(x)=p(x)r(x)+g(x)r(x) também é valida.
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P7. O neutro do produto & 1=1-x"=1x"+0x'+0x’+.... De fato,

p(x)-IZ(a0x0+a1 xl+...+anx”+...)-[1x0+0X1+OX2+...] =

(ao. l)xo+(a1 d+a, .O)x1+.. .+Zn: (aibk_l.) xn+...=(a0x0 +a,x'+. ..+anx"+...)=p(x) onde
i=0

1=b, e 0=b, , V j#0,jeN .

P8. p(x).q(x) =( (a0x0+a1x1+... +a, x"+...) + (b0x0+b1x1+... +bnx"+...) ) =

(ao-bo)-x0+(a0-bl +a,by)x, +...+Z (a-b

i=0

Jx"+..

n—i

(bo.ao)x0+(a0bl +a1bo) x1+...+i (bj.anf

.)xn+...
Jj=0

J
(b0x0+b]x1+...+bnx"+...)-(a0xo+a1xl+...+anx"+...)=q(x)~p(x) onde j=n—i .
P9. Sejam p(x) e q(x) polindbmios n&o nulos. Assim p(x)Z(a0x0+a1x1+...+anx"+...

com algum 4*0 ¢ q(x):(b0x0+b1x1+...+bnx"+...) com algum 270 entao

k

p(x)~q(x)Z(aO.bo)x0+(albO+a0b+1)x1+...+z(al.bkﬂ.)xk+... e o coeficiente de
i=0

i+J
x/ sera O#c, =2 a,.b,, , ,pois a.b#0 e (ai.bj)x’+J¢O .
n=0

O conjunto dos polinbmios nao caracteriza um corpo, pois falta P10. Se tomamos
p(x)=x, entdo nao existe um polinbmio q(x) tal que p(x).q(x)=1. De fato
d[p(x)-q(x)]=0(1)=0 , temos que 0(p(x)q(x))=n+m=0 logo, d[p(x)] e

dlq(x)] s&o no maximo zero o que contradiz [ p(x)]=0(x)=1
3.3 Anel de Matrizes

Outro conjunto importante que constitui um anel é o conjunto das matrizes

quadradas. Para nao tornar a leitura pesada demonstraremos as propriedades

apenas para as matrizes quadras de ordem 2x2, denotadas por Mat ; (IR ), pois 0

caso nxn é analogo. Uma matriz 2x2 € um objeto matematico da forma (a 3)
Cc

composto por duas linhas e duas colunas onde a,b,c e d sdo numeros reais.
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c g
a=e, b=f, c=g e d=h. A soma de matrizes é definida por

_(a b e fl_|ate btf
M+N (C d)+(g h) (C+g d+h)eoprodutopor

M-N= | ¢ bl\le f|_|a.etb.g a.ftb.h
c dl\g h cetd.g c.f+d.h|’

Definimos também o produto por escalar. Seja r um numero real e M uma matriz

Dizemos que dias matrizes M= (a 2) e N= (e ;;) sao iguais se, e somente se,

quadrada de ordem 2x2 temos

b ra rb ar br a b
M =r- a = = = r=M-
: r(c d) (rc rd) (cr dr) (c d)r :
Para verificar que o conjunto das matrizes € um anel, baseado na afirmacgéo de

que IR €& um corpo. Demonstremos as propriedades.

- b f . j| - [ate btf i Jj| =
ooz | (¢ Bele JIL{E )= (e b i ) -

et o) = orleeh ell) (o B[ e o) -

@ ole g )

P2. O elemento neutro da soma é O:(

=M+(N+O)

0 0
. De fato,
0 0)

0 0 a b at+t0 b+0 a b
+0)= + = = =M.
A R e ar B LAY

P3 O inverso aditivo de M é -M= (_a _Z) . De fato,

_ b —a —b|l_|a—a b—b|_[(0 O0)_
M+(-M)= (c d)+(—c —d)_(c—c d—d)_(O 0) =0.

_|la b e fl-|ate btf|_|eta ftb|_[e f a bj_
pome2 3o )l ) e A ) ) e

Q

_ N O= a bile fI|||li J - |a.etb.g a.fth.h i jl =
Po= (MN)O [(c d)(g h)](k l) (c.e+d.g c.f+d.h)'(k l)
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a.eth. g J+kla.f+b.h) j.la.e+b.g)+l|a. f+b.h)| _
etd.g)tklc. frd.h)  jlc.etd.g)+l|c. f+d .h)

i.a.eti.b.g|+\k.a.frk.b.h) [j.a.etj.b.g)+l.a. f+1.b.h)| _
li.c.eti.d. g+ \k.c. frk.d.h) (j.c.etj.d.g)+l.c. f+1.d.h

h j.a.e+l.a.f+j.b.g+l.b.h)=
h o j

b.
i.c.etk.c.fti.d.g+tk.d. c.etl.c.f+j.d.g+l.d.h

i.etk. f |+bli.g+k.h| alj.e+l.f)+bj.g+l.h)| _
li.ethk. f)+di.g+tk.h) clj.etl. f)+d|j.g+1.h)

). (e itf .k e.jtf. l):(a b). (e f)(l j)]=M-(N-O)
g.ith.k g.jthl | \c dfl\g n)\k 1

: (i j\lla bl e fl| =i J ate bif ) -
P6. O-(M+N) (k 1)[(C d)*(g h)] (k l) ' (c+g d+h)

(i(a+e)j+(c+g) i(b+f)+j(d+h)) - (i(a+e)j+(c+g) (b4 |47 (d+hJ) .
klave+llctj]  klb+f)+ila+h]|  \klate|+llctj] k(btf]+ild+h)

i
i
(z a.etk.a.fri.b.g+tk.
‘i
:

iatietjctjg  ib+ift+jd+jh - [(i.atj.c i.btj.d + |i-etj.g i ftih)| _
katke+lc+lj  kb+kf+Ild+Ih k.a+tl.c k.b+l.d k.etl.g k.f+l.h

1 2R A7) -omon

A distributividade pela esquerda esta demonstrada. A distributividade pela direita é

analoga.

P7. O neutro do produto é 1= 101 De fato temos M-1= (¢ b AL 9=
0 1 c d 0 1

a.ltb.0 a.0%b.1) _fa b -\ A demonstragio de 1-M=M também & analoga.
c.1+d.0 c.0+d .1 c d

As demais propriedades n&o sao validas, de fato:

P8. Tomamos M= L2 e N= 5.6 . Temos: M-N= 2 561 (19 22 e
3 4 7 8 3 4 7 8 43 50
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NM= (5 6] (1 2)=[23 34|
7 8) (3 4) (31 52

P9. Tomamos 0¢M:N:(_11 _11) e temos M-N= (8 8)
P10. Um estudo mais aprofundado das matrizes mostra que apenas aquelas com

determinante diferente de zero tem inverso multiplicativo. Em particular podemos

tomar M= ((1) (1)) e mostrar que a existéncia do inverso dessa matriz gera absurdos.

Supomos por absurdo que 11 ¢ bl=(1 0 , entao temos
0 0 c d 0 1

(a.]+c.l b.]+d.1)=(a+c b+d)=(1 0
0

0.04¢.0 b 0+d.0 0 0 1) . Se observamos o elemento na
posicao 2x2 (segunda linha e segunda coluna) percebemos que temos 0=1, o que &

um absurdo. Logo m nao tem inversa e P10 nao é satisfeita.
3.4 Subanéis e exemplos.

Nesta secao definiremos subanel, apresentaremos um teorema para simplificar a
busca por subanéis e depois mostraremos alguns exemplos.

Definicdo: Sejam (A, +, -) um anel e B um subconjunto n&o vazio de A. Se B for
fechado para + e - tal como A e (B, +, -) for um anel entdo dizemos que B é subanel
de A.

Teorema: Seja (A, +, -) um anel e B um subconjunto de A-B é subanel de A se, e
somente se, as seguintes condi¢des sao verificadas:

I. O elemento neutro da soma de A pertence também a B: “O pertence a B”

Il. B é fechado para a diferenca: “Se x e y pertencem a B, entdo x-y também
pertence a B”

lll. B é fechado para o produto: “Se x e y pertencem a B, entdo x-y pertence a B”

Demonstragédo: Vamos comecgar demonstrando que se (B, +, -) € um anel entao |,
Il e Il sdo validas.

De fato, se B € um anel antdo valem P1 a P6. A propriedade P2 afirma que existe
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0 em B, que é igual ao 0 em A, pois o neutro da soma € unico como ja demonstrado
na observagao 1. Assim, | ja esta provada.

Por definicdo B é fechado na soma e por P3 existe o inverso da soma, logo

X—y=x+ (—y)EB e Il esta demonstrada. Como estamos assumindo que B é anel,
temos por definicdo que B é fechado no produto e isso valida lll.

Agora, assumindo que |, Il e lll sdo validas em B vamos demonstrar P1 a P6, que
B € ndo vazio e fechado para a soma e para o produto.

Que B é nao vazio € obvio, pois | afirma que 0 pertence a B e isso prova também

P2. A afirmacao Il afirma que B é fechado no produto. Por Il temos *.y€B=x—y€B

, fazendo x=0 temos O0—y=—»y€EB e isso prova P3. Com isso temos
x+y=x—(—y|eB e isso prova que B & fechado na soma.

Notemos também que associatividade, comutatividade e distributividade sao
propriedades ditas hereditarias, ou seja, como A as possui, B as possui. Provar isso
€ muito simples pela via contrapositiva. Se B nao possuisse as tais propriedades,
entdo alguns elementos de B seriam contra-exemplos das ditas propriedades, mas
como B é subconjunto de A, entédo eles também seriam contra-exemplos em A e A
nao possuiria a associatividade, nem a comutatividade nem a distributividade.
Portanto P1, P4, P5 e P6 estao provadas.

Se B é subanel de A usaremos a notacdo B=<4 . Como exemplos de subanéis

temos:
a. nZ=<Z=<Q=<R=<C onde "Z s3o os multiplos inteiros de n natural fixado.
b. ZIVPI<R onde Z[VP| sao os numeros da forma a+b.Vp| onde a e b sdo
inteiros e p € primo fixado.

Provaremos que "Z e Z[\/E sdo subanéisde Z e IR ,respectivamente.
Vamos comecar com " Z |
nZ ¢ subanel pois dados a e b pertencentes a " Z temos a=kn e b=k'n 3 soma é
definida a+b=kn+kn={k+k'|n ¢ o produto é definido como a-b=kn.k'n=|knk'|n ¢
segue-se que:
|. 0=0n pertence a 7Z . On é o neutro da soma pois @+ 0=kn+0n=(k+0|n=kn=a
1. a—ban—k'nZ(k—k’)nEnZ pois, k —k'€Z
. a.b=kn.k'n=knk'\nenz , pois knk'€Z
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Observacdo. Se tomarmos n=2 temos 2Z que sdo os pares e temos um anel
sem unidade. Toda vez que tomamos n#1 temos um anel sem unidade.
Vamos provar que ZN;] é subanel. Dados x e y pertencentes a ZN;] , temos
x=a+b.[Vpl e y=ctd Vo] , a soma é definida como
x+y=a+b.[Npl+ct+d [Np| = (a+c)+(b+d).[Vp] e o produto

x-y=(a+b.[\/;])-(c+d {\/;]) = (a.c+b.d .p)+(a .d+b.c).[\/;]
€ segue-se que:

1. 0=0+0.[Vp] pertence a ZIVpl e x+0=at+b.[Vp] +0+0.[Vp] = (a+0)+(p+0).[Vp] =
a+b [\ p] =x

. x-y=(a+b.[Vp)) - (c+d [V p]) = a—cl+(b=d) [V D] que pertence a Z|Vp!.

. xy=(a+b [Vp]) . (c+d [Vp]) =la.ctb.d pl+la.d+b.c).[Vpl que pertence a
Z[Vp! pois (a-c+b-d-p) e (a-d+b-c) pertencema  Z.

Um caso curioso é o subanel do conjunto das matrizes quadradas definido por

1 0
0 1

#

0 . . (1 O
B=¢4 com a€R .A unidade é
(o 0) ¢ b (o 0

) qgue € a unidade do anel das

matrizes quadradas. Provemos que B é um anel. Sejam M= (g 0) e N= (a' 0)

elementos de B.

0 0 a 0 0 0 a O
. 0= M+0= + = =M
o={§ 0Jemso=[a 0] +(0 0] <[4 0

Il M-N= (g 8)(‘6 8)=(“6“' 8) como a—a'’€R | conclui-se que M-N

pertence a B.

. M.N=(g g)(‘(’) g)=(a'0a' g), como 4.a'€R  conclui-se que M.N

pertence a B.

Proposicdo: As Unicas solugdes de X=X em um dominio de integridade sdo 0 e
1. De fato, seja D um dominio de integridade e *€D tal que x*=x temos
x*—x=x(x~1]=0 g¢ e somente se x=0 ou x=1.

Corolario. Seja D um dominio de integridade com unidade 1 e seja B um subanel

de D com unidade 1'. Temos 1=1'
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Demonstracdo: Por definicdo 1 e 1' sdo diferentes de 0 e como 12=1 e 1'%=1'

entdo 1=1', pois sdo a segunda solugdo da equacdo X’=x.
3.5 Definicdo de ideais e exemplos.

Nesta sec¢ao introduziremos a importante definicdo de ideal de um anel.

Definicdo: Seja A um anel | um subanel de A. Dizemos que | é ideal a esquerda
de A se:

(IV) Ya€d4,Vxel temos axel (ousimbolicamente 4./<1),

Analogamente definimos o ideal a direita J de um anel A se
(IV') VYa€d,VxeJ temos x-ac€J (ousimbolicamente -4<J ).

Se | é ideal simultaneamente a direita e a esquerda de um anel A, ou seja,

(V) Va€d,Vxel temos a-x€l,x-acl (ou simbolicamente 4./cl ¢
I.4<1 ) dizemos que | é um ideal bilateral de A (ou simplesmente, | é ideal de A).

Se A for anel comutativo, entdo as condicdes IV, IV' e V sdo equivalentes e as
trés nocdes acima coincidem.

Os conjuntos {0} e A sao sempre ideais de A, por isso sdo chamados ideais
triviais de A. Os ideais n&o triviais sdo chamados ideais proprios.

Note que se 1€/  onde | é ideal (ou ideal a esquerda, ou ideal a direita) de um
anel A, entdo I=A. Vamos supor sem perda de generalidade que | é ideal a esquerda
de A. Portanto, VY a€4 ¢ Vx€I temos X.-@€Il  Se tomamos *=! concluimos
que VYacd4.a€l Quseja 45! | mas por definigdo /S4 | logo I=A.

Exemplo: Seja A o anel Maty(R ), isto é as matrizes quadradas de ordem 2x2

com coeficientes em R e sejam | e J definidos como segue-se

[:(a 8) talque a,c€R e Jz(a b
C

talque a,beR .
0 0

O conjunto | é um ideal a esquerda de A pois ax= (" b)_(e O):
c d f 0

a.etb.f 0 que pertence a |, mas ndo € um ideal a direita de A, pois x-a=
c.etd.f O

e 0) fa bj-fe.a eb) q,0n50pertence necessariamente a .
g 0 c d g.a g.b



Por outro lado J € um ideal a direita de A, pois x-a= ((e) f),(a b):

(e.a+f.c e.b+fd

0 0 ) que € um elemento de J, mas nao € um ideal a esquerda de A

pois a-x= (Z 2) : (8 g) = (‘éi Z".f) que ndo &, em geral, um elemento de J.

Mat,(R ) é um exemplo de anel simples, pois s6 possui os ideiais bilaterais
triviais. Para provar isso vamos supor que | é um ideal de A=Mat,(R) e 1#(0] .
ay dyp

AM=
ay dp

)e] com algum 470 1<ij<2 Sejam E_eMat,(R) com 1=<rs<2

as seguintes matrizes:

1 0 0 1 0 0 0 0 : . -
E“=(0 0) E12=(0 O) EZI:(1 0) E22:(0 1).Atraves de calculos rapidos

. , . . ;o a a
€ possivel verificar que, dada uma matriz genérica N=[ "

12), o produto

ar dp

E -N-E € uma matriz 2x2 que contéem o elemento %sm na posicdo (r,n). Assim

rs

podemos compor a matriz don 01 4 {00 = (%m0 €l , onde
0 0 0 Asm 0 A g
Els.M'EmI = (aam g e EZS.M.EMZ = (8 0 )EI _Escolhemos asmEIR , asm?ﬁO
asm

0

e tomamos a 1

-1
. . a
para construir a matriz ( 0“"’ )el . Calculando
a sm

-1
a .y 0 )_ (10 e, e como |} 9] & a unidade das

matrizes, concluimos que I=Ma (R

, COMo queriamos demonstrar.
Definicdo: Dizemos que | € um ideal maximal de um anelAse [/#A4 e 0s Unicos

ideais de A que contém | s&o | e A.
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xl’xz

Observacgao: Seja Aum anel e X0 €A E facil ver que o conjunto denotado

— .
A.x, JrA.x2+...JrA.xn—lal.x1 +a2.x2+...+an.xn.ai€A]

e definido por € um ideal a

esquerda, pois cada parcela constitui um ideal separadamente. Esse conjunto é

chamado de ideal & esquerda gerado por *1.%2..°.€4  Podemos definir

analogamente o ideal & direita gerado por *1.%2.."*»S4

Definicdo: Ainda nesse contexto definimos I=4.x, 4enominado ideal principal (a

esquerda) gerado por X €4 o podemos definir de forma similar o ideal principal a
direita gerado por ¥1€4
Teorema: Seja K +, -, um anel comutativo com unidade 1€K. Entdo as

seguintes condi¢des sao equivalentes.
a) K é um corpo.

b) {0} € um ideal maximal de K.

c) Os unicos ideais de K sao os triviais.

Demonstracéo:

(a=b ) Seja K um corpo e seja J um ideal de J tal que (0/SJ K Oy J={0} e neste
caso nao ha o que demonstrar ou {0}?” , neste caso temos que 30#7a¢€J  Como K
é um corpo, 3P€K tal que b-a=1 logo 1€J , portanto J=K. Assim os Unicos
ideais de K que contém {0} sédo {0} e K. Logo {0} € ideal maximal de K.

(b=c) {0} é ideal maximal de K, ou seja, os Unicos ideais de K que contém {0} sdo
{0} e K, portanto os unicos ideais de K sao os triviais, pois todo ideal contém {0}.
(¢=a )Temos que K é um anel comutativo com unidade 1€K | |ogo para K ser
corpo falta apenas P10, ou seja YV a€Ka#0,3b€K | tal que a.b=b.a=1  Segja
0#a€K e |=K-a o ideal principal de K gerado por a. Tomamos ¢=1.a€l o que
implica que /#(0/ | assim, por hipétese, I=K. Segue-se que 1€EK=K.a=3beK g

que b.a=1 _|sso encerra a demonstracdo.
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4. A EXPERIENCIA EM SALA DE AULA

Para finalizar o estudo dos anéis e corpos nos propomos a expor uma aula e
pedir que os alunos respondessem a um questionario, embora ndo fossem
obrigados a fazé-lo, para analisar seu nivel de adaptacédo. Antes de descrever a

experiéncia mostraremos que base tedrica usaremos para a analise dos dados.

4 .1 Nota filosofica

Qualquer discussdo sempre cai na questdo "como se sabe?” que
automaticamente levanta a questdo “o que é aquilo que se sabe?”. Em outras
palavras, todas discussdes carecem de pressupostos epistemologicos e ontoldgicos.

Para responder essas perguntas me apoio em Mario Ferreira dos Santos. Todo
ser € composto por partes que o definem enquanto tal, que chamamos de “forma”,
“logos” ou “numerés” e de partes que nado o definem, que chamamos “acidentes”.
Um acidente é tudo aquilo que acontece, mas ndo € necessario que aconteca e
usamos a expressao necessario para algo que é impossivel ndo acontecer.

No livro “Teoria do Conhecimento” ele diz que quando vemos um objeto
captamos uma imagem do objeto, captamos sua forma. Esse logos € o que define o
objeto, se o logos fosse diferente o objeto seria outro e ndo o primeiro. Captamos a
l6gica das relagdes internas (1), a l6gica das possibilidades imediatas (que podemos
chamar de laténcia) (2), captamos também imediatamente a diferenga entre alguns
acidentes e seu l6gos (3) de acordo com 0s nossos proprios esquemas de captagao.
A aprendizagem em nivel inicial € uma tensdo entre o que podemos ver de um
objeto e o0 que o objeto pode mostrar.

Por exemplo, ao primeiro contato com um cao, sabemos que ele € um ser vivo e
que para estar vivo precisa estar conectado ao centro de seu ser (1). Sabemos que
ele pode correr mas nao pode voar (2) sabemos que ele tem pelo mas poderia ndo
ter, ou se tivesse poderia ser de outra cor. Conforme vamos aprendendo, e
ampliando nossa capacidade de percepcao de que ele € um ser que mama, que ele
pode ser manso ou agressivo, entre outros atributos. Tudo isso ja esta dado no céo
e € 0 que caracteriza a espécie dos cachorros.

Aqui partimos para a questdo dos universais. Todo nosso conhecimento € da
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forma de universais e a matematica € um universal mais abstrato que o conceito de
cao, mas menos abstrato do que o conceito de ser ou de ente.

Um universal € algo que diz respeito a muitos. Nesse caso a espécie € um
universal. Sobre o universal, as opinides variam (usando a classificagdo de Santos
em “Origem dos Grandes Erros Filoséficos”) do realismo, conceptualismo e
nominalismo. O nominalismo acredita que os universais nada sao, sdo apenas sons,
sdo apenas nomes. O conceptualismo acredita que os universais sdo alguma coisa,
mas sem nenhuma ligagdo com a realidade, sdo puras construgbes da mente para
colocar o caos do mundo externo em ordem no interior do individuo. O realismo
acredita que ha uma correspondéncia entre os universais e a realidade. O realismo
se divide em exagerado, quando pensa que 0s universais existiiam mesmo que
nenhum mudo fisico existisse e o0 realismo moderado pensa que 0s universais
existem, mas dependem do mundo concreto para se manifestar e existir.

O erro do realismo exagerado € ao dizer que 0s universais sdo entes proprios,
entdo sdo substancias, entdo deve existir um universal do universal e este também
seria um ente proprio que exige um universal do universal do universal e assim por
diante. Claramente isso geraria uma sequéncia infinita que é impossivel, pois onde
estaria a forma primeira que adicionando os acidentes formaria as seguintes? O
nominalismo falha por acreditar que as formas s&do nada em si mesmas. Se as
formas nao existem entdo nao existe definicbes de semelhanca e diferenga e tudo é
a mesma coisa, ou seja, nada €. O conceptualismo erra ao crer que o mundo
externo € um caos e que apenas o interior do individuo é organizado, pois como
poderiamos nos mover no tempo € no espago se 0 que vemos e sentimos nao
corresponde a realidade, veriamos uma porta aberta, mas, na verdade, estaria
fechada. A visdo que consideramos mais apropriada para a natureza dos universais,
a natureza do conhecimento e a natureza da matematica é o realismo moderado,
que diz que as formas existem nos objetos e que a mente capta essas formas com
maior ou menor proporcionalidade, mas se ndo houvessem objetos as formas nao
existiram. O realismo moderado responde a questdao da natureza da matematica
com uma versao intermediaria das tradicionais respostas: “inventada” que uma
versao de docetismo e nominalismo e “descoberta” que é uma versao de realismo
exagerado.

E como se disséssemos que os tridngulos, os circulos, os nUmeros, as estruturas
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algébricas, entre outros, existem realmente, mas s6 se manifestam na natureza e ao
ver a natureza captamos a légica do ser. Segundo Santos, 0 mundo das ideias de
Platdo é uma figura de linguagem para a mente humana que capta e tem a
sensacao de relembrar, pois simplesmente atualiza os conhecimentos em potencial
que ja possuia.

Retornando a questdo da aprendizagem, ja explicamos como se captam as
imagens das coisas, falta comentar sobre a captagao das formas matematicas para
compreender as dificuldades e avangos dos estudantes na atividade especifica
aplicada.

A imagem captada dos objetos sensiveis esta na fantasia que é a unido de
memoria e imaginagao, pois toda imagem mental tem algo de externo e algo de
interno, ou seja, a imagem que temos na cabeca € uma tensdo entre a imagem
captada e os elementos faltantes, talvez por esquecimento ou supressao psiquica,
ou qualquer outro motivo, que a mente tem de reconstruir. Isso fica muito claro
quando tentamos reproduzir algo baseado na memoéria e depois de pronto
comparamos com o original. Alumas mudancas s&o percebidas.

Com os elementos da fantasia conseguimos construir juizos validos. Um juizo é a
impressao, memorias das experiéncias ou analogos imaginativos, ou sentimentos
que a mente tem quando pensa sobre algo. Palavras e frases sao apenas simbolos,
0 signo € o juizo, por isso frases ndo podem ser verdadeiras ou falsas, mas juizos
podem. Podemos perceber essa diferengca quando vemos duas pessoas discutindo
por palavras diferentes, mas quando se percebe a opinido € mesma sobre o
assunto.

Estes juizos s&o objeto de estudo também da matematica, sdo abstragbes que
os estudantes precisam obter para resolver problemas — a matematica se distingue
por se esforgar para ter uma linguagem cada vez mais rigida para transpor o juizo
em palavras. O problema de muitos matematicos e o problema de muitos estudantes
de matematica € que eles esquecem a experiéncia real que gerou o conceito
matematico em primeiro lugar, gerando uma alienagao, o aluno de matematica que
olha isso pode ter um entrave, ou ele aceita a alienagdo ou ele tem muitas
dificuldades durante o periodo escolar com esse professor.

Para vencer a alienacao duas sao as tentativas mais comuns o estudo da historia

da matematica que fara reviver a experiéncia inicial que gerou o conceito (por isso
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mesmo tentei responder a questdo “por que se estudaram e se definiram as
estruturas algébricas?” na nota historica), ou a matematica aplicada que tomara o

conceito e descera na escala das abstracoes.
4.2 A experiéncia

Nesta secao sera apresentada uma proposta didatica para o uso dos conceitos
apresentados neste trabalho nas seg¢des 3.1 a 3.3 como conteudo para alunos do
segundo ano do ensino médio, numa escola publica do estado do Rio Grande do
Sul, na cidade de Novo Hamburgo. Tal proposta foi projetada numa tentativa de
incluir uma linguagem matematica mais rigida, através de demonstragbes e
abordagem do conteudo em si, no ensino médio e também para experimentar qual a
eficacia de uma aula com conteudos de matematica avancada para alunos do
ensino meédio de uma escola publica.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais a matematica do ensino médio
deve servir como um espaco onde os alunos poderao explorar, ampliar e praticar os
conteudos matematicos conhecidos e aprendidos no ensino fundamental (PCNEM,
2015, p.41), com isso podemos dizer que nossa experiéncia acabou oportunizando a
estes alunos a possibilidade de ampliarem seu conhecimento em matematica para
além do que eles estdo acostumados a fazer. Numa anadlise e exemplo superficiais
os alunos tomaram conhecimento da existéncia da Teoria dos Anéis e suas
principais aplicagdes no ensino fundamental e ampliaram seu conhecimento no
ensino médio a partir das relagcbes entre conjuntos presentes nas fungoes
matematicas e com a nossa proposta, tais alunos tiveram a oportunidade de ter
contato com conceitos que os ajudariam a ampliar ainda mais este conhecimento
sobre conjuntos ao sistematiza-los em anéis ou corpos, além de tomar

conhecimento de conjuntos com operagdes de soma e produto ndo usuais assim

como matrizes e as extensdes de corpos Qwﬂ e extensdes de anéis ZWZT . O
encontro com os alunos, para este fim, ocorreu em um dia de aula, o conteudo foi
exposto e em seguida avaliado, como veremos a seguir. Este encontro serviu como
aula introdutdria e motivadora ao estudo do conteudo de matrizes, conteudo padrao
no Ensino Médio. Talvez fosse necessario um tempo maior para se trabalhar tal

conteudo com os alunos, porém estas analises deixaremos para a se¢ao posterior
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destinada a este fim.

A pratica ocorreu no dia dois de outubro de 2015, sexta-feira, das 7h as 9h e 30
min com os alunos da turma 201 do Colégio Senador Alberto Pasqualini, na cidade
de Novo Hamburgo no estado do Rio Grande do Sul, Brasil. A turma foi escolhida
por ser eu o professor regente da mesma e porque os alunos desta turma tiveram
um bom rendimento médio em matematica durante o primeiro trimestre deste ano
(2015), mas que decaiu no segundo trimestre em relagédo ao primeiro trimestre no
tocante ao empenho dos alunos. O assunto abordado nesta aula foi Introdugcao a
Anéis e Corpos com analise das propriedades P1 a P10 descritas na secado 3.1
deste trabalho, estendendo tais propriedades ao conjunto das matrizes conforme
abordado na secao 3.3. O objetivo desta proposta didatica é criar uma situagao de
ensino e aprendizagem que oportunize aos alunos ampliar seus conhecimentos em
matematica avancada, apresenta-los as demonstracbes matematicas e, por fim,
ampliar seus esquemas imaginativos dos entes abstratos em relagdo ao seu

conhecimento anterior colocando o que era um conjunto total como um elemento de

um novo ente abstrato, tomando como exemplo os conjuntos N, Z Q@ ¢ R ¢
introduzindo e motivando o estudo de Matrizes quadradas 2 x 2 entre outros.

Para apresentacdo dos conceitos a serem trabalhados na proposta didatica foi
dada uma aula expositiva sobre os conceitos de anel e corpo com definicdo e
exemplos, tal como apresentado na sessdo 3.1. Num primeiro momento expliquei
aos alunos que neste dia eles teriam uma aula especial com conteudo diferenciado
que serviria como pratica para este trabalho e que ao final da aula eles seriam
avaliados. A exposicdo do conteudo foi realizada transcrevendo no quadro as
definicbes e as propriedades P1 a P10 conforme descritas na seg¢do 3.1. Cada
propriedade foi exemplificada com operagdes no conjunto dos numeros inteiros ou
no conjunto dos numeros racionais, quando o conjunto dos numeros inteiros era
insuficiente. Deu-se maior atencao para as propriedades da existéncia do neutro
aditivo, do inverso aditivo, da distributividade do produto em relagédo a soma e da
existéncia do neutro do produto. Ainda que o conteudo estivesse escrito no quadro
cada assunto abordado foi explicado verbalmente e permitido um espaco para
perguntas e duvidas que pudessem surgir ao longo da explanagéo dos conteudos.

Logo apods o final da explanagao sobre as definicbes e propriedades de anéis e

corpos foi definido o conjunto das matrizes de ordem 2 x 2, juntamente com suas
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definicbes de soma e produto. A maioria dos detalhes presentes nos exemplos
utilizados na explanagéo sobre o conjunto de matrizes, nao foram transmitidos em
forma escrita, ou tdo detalhadamente como aparecem na secao 3.3, e, sim, apenas
citados aos alunos. Foi explicado o motivo pelo qual o Conjunto das Matrizes
formam um anel e mostrado quem s&o a matriz unidade e a matriz nula. Foi
demonstrado, por contra-exemplo, que o produto entre matrizes n&o é comutativo e
que as matrizes tém divisores de zero, para isto foi suposto que as demais
propriedades sao validas por extensdes dos reais e que essas sdo anomalias do
conjunto de matrizes em relagdo aos conjuntos numéricos, ou seja, como se
aprende por oposi¢cao de ideias, destacou-se as diferengas entre um conjunto e
outro, a saber o conjunto de matrizes e os demais usados nos exemplos anteriores.
Diferencas estas que surpreendem contra intuitivamente. Neste momento os alunos
demonstraram o estranhamento esperado com tais exemplos.

Apds um momento de duvidas foi dado a cada um dos alunos uma folha em
branco na qual eles deveriam escrever as respostas dos seguintes enunciados, que
estavam escritos no quadro:

Atividade 1
Classifique os conjuntos abaixo em anéis, corpos ou nenhum dos anteriores (NDA).
Justifique suas respostas.
a) N
b) £
c) @
d) Irracionais ou R -@Q
e) Z[V3]=|a+bV3],onde a,beZ
f) Q[v3]=(a+bV3] , onde a,be@

— 0 1 n .
g) Conjunto dos polindmios [p(x)_aox ta, . ta, e eR €N

Atividade 2

Comente a experiéncia de ter uma aula de algebra avangada.
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4.3 Apresentacao e analise das respostas dos alunos as atividades propostas

Por nao se tratar de atividades que fariam parte da avaliagcdo anual nem todos os
alunos se dispuseram a realizar as atividades. Dos vinte e nove alunos presentes,
apenas vinte aceitaram a folha para responder as questdes. Desses vinte alunos,
apenas onze nao entregaram a folha em branco. Desses onze, seis responderam
apenas um item da atividade 1 ou apenas a atividade 2, quatro responderam os
cinco primeiros itens da questdo 1 mais a questao 2 e apenas um respondeu todas
as questdes.

O Unico aluno que tentou responder todas as questdes € um aluno que se
esforga muito para aprender matematica, mas falta-lhe paciéncia e reflexdo para
sistematizar os conhecimentos mentalmente. Isso explica a divergéncia entre as
respostas dadas e as perguntas, € facil perceber, na imagem 1 a seguir, que ele
tentou definir os conjuntos quando deveria classifica-los. Porém, acredito que ele
tenha entendido melhor o que foi explicado, pois ja tem mais esquemas de captacao
de conteudos abstratos que os colegas e pela opinido sobre a aula, percebe-se que
ele entendeu melhor a profundidade dos conteudos, apenas falta-lhe a
sistematizacdo. Os alunos que apenas deram opinido, parecem ter gostado muito,
mas se gostaram por que nao responderam? Justamente pelo fato de nada terem
captado. Eles serdo analisados melhor em seguida.

Chamarei de aluno 1, o aluno que respondeu da seguinte maneira:



32

Imagem 1 — Resposta do aluno 1

As respostas a seguir referem-se ndo a apenas um aluno, mas a um grupo de
quatro alunos, que responderam bem os primeiros itens das perguntas. Eles, apesar
da solicitacdo de responderem individualmente, trocaram informacdes, discutiram as
perguntas e pediram confirmacao de suas respostas. Chamarei de aluno 2, aluno 3,
aluno 4 e aluno 5 os integrantes deste grupo de alunos, cujas respostas as

atividades seguem abaixo:



Imagem 2 — Resposta do aluno 2

Imagem 3 — Resposta do aluno 3
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Imagem 4 — Resposta do aluno 4

Imagem 5 — Resposta do aluno 5
E facil perceber que esse grupo entendeu os conceitos, aplicando-os
corretamente, tdo somente ndo souberam justificar apropriadamente, mas isso ja era

esperado, pois eles ndo tem vocabulario matematico adequado, nem rigor, nem
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dominio dos simbolos. Inclusive em alguns momentos me perguntaram o que

significava o0 N ou R—Q  mas mesmo sem saber o simbolo, conheciam o
contelido e souberam articular com as novas estruturas matematicas.

Eles ndo conseguiram responder sobre os polinbmios, nem sobre os conjuntos

ZN3_] e QN3_] . Sobre a nao resposta dos alunos aos itens que trabalhou com
polinbmios se explica pela forma como eles costumeiramente viam os polinbmios em
equagdes ou fungdes, ou seja meios para um fim, mas nunca objetos préprios. A
dificuldade com as extensbes de corpos ocorre pela dificuldade de conhecer um
objeto estranho e novo. Além da necessidade de expandir seus esquemas mentais
para compreender estruturas algébricas, que sao os anéis e corpos, compreender
objetos novos foi realmente exigir algo acima da capacidade deles, mas foi positivo
para encontrar o limite de suas capacidades. A opinido desse grupo, como pode ser
vista, foi bem mais agradavel que a do aluno anterior, gostaram, mas consideraram
dificil.

Infelizmente os outros alunos nado puderam ser devidamente avaliados,
principalmente os que se recusaram a aceitar a folna ou ndo escreveram nada na
mesma, dentre os que responderam apenas uma frase, ndo se pode ter certeza se
copiaram de um segundo grupo, ou se realmente resolveram sozinhos, acredito que

eles tentaram fazer, mas ou sé conseguiram uma das respostas da questao ou sua

opinido, ou dizer que N n3o é nem corpo e nem anel, pois faltam-lhe os negativos.
Meu parecer sobre tais respostas realmente terem sido transcritas por tais alunos e
nao serem fruto de cépia de respostas é que caso eles quisessem copiar, teriam
copiado todas as respostas dos colegas e ndo apenas uma resposta, ou uma
opiniao.

As respostas do terceiro grupo confirmam a possibilidade de tentativa e erro, ou
seja, eles tentaram fazer, mas nao captaram a real dificuldade e a real problematica
da atividade. Sobre esse grupo maior, juntamente com os demais que nada
disseram, podemos dizer que nesse momento estavam abaixo da discussao
realizada, e tal atividade n&o deveria ser-lhes proposta. Eis alguns exemplos, os
demais estdo nos anexos. Chamarei de alunos 6 e 7 os alunos que apresentaram as

atividades a seguir:
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Imagem 6 - Resposta do aluno 6

Imagem 7 — Resposta do aluno 7

4.4 Consideracdes sobre a experiéncia.

Respondendo a pergunta se eu repetiria a experiéncia outras vezes a resposta é
afirmativa. Tenho a impressao, e tdo somente a impressao, de que se os alunos do
Ensino Médio pudessem escolher seus curriculos, matriculando-se e visitando aulas
tematicas entdo o rendimento de um modo geral aconteceria. Digo isso pois percebo
que a atividade foi boa para todos aqueles que estavam interessados na aula,
mesmo aqueles que apenas responderam uma questdo ou apenas deram sua
opinido sairam da aula mais instigados e/ou propensos ao estudo da algebra, sairam
com a nogéo de que ha algo a ser aprendido e que matematica estuda a si mesma.
Para o grupo dos alunos 2, 3, 4 e 5, que aprenderam algo sobre estruturas
algébricas nada precisa ser acrescentado, pois o objetivo foi alcangado e para o
aluno 1 que tudo confundiu, basta que se dé mais tempo e uma atencao especial a
sua vontade de aprender mais matematica, bastando comentarios extras ao final da
aula, conectando s6é conteudos da aula com os demais conteudos que ele ja
conhece a fim de ter melhor sistematizagao.

Apesar de ser uma boa turma, em certo sentido, menos da metade aproveitou a

aula, mas isso ocorreria mesmo que o assunto fosse outro, pois, como foi citado
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antes, ela decaiu no segundo trimestre em relagdo ao primeiro trimestre, isto nao
quer dizer que eles perderam suas potencialidades. Com isso quero dizer que por
ser um conteudo de algebra avancada este resultado ndo deve desestimular o
ensino.

Alguns itens devem ser corrigidos nessa atividade. Falar de matrizes, extensdes
de corpos e pressupor que eles conheciam os polindmios foi um exagero. Quando
repetir isso, tratarei de ser menos rigoroso em alguns pontos usando apenas
exemplos ja conhecidos dos alunos e quando introduzir um conteudo novo como
matrizes, que ja faz parte do curriculo, situa-lo dentro das discussbes mais
profundas (como um anel), até mesmo para evitar a alienagdo que citamos acima.
Podendo isso ser feito em mais aulas.

Podemos dizer que o processo de aprendizagem desse conteudo foi, em
meédia assim: os alunos que ja tinham experiéncias e que dilataram os esquemas
mentais com 0s numeros reais em abundancia para organiza-los sistematicamente
conseguiram compreender o conteudo e cumprir o que foi solicitado nas atividades.
Dentre os interessados eles de fato alcangaram esse objetivo, mas tendendo para a
estrutura ndo intuiram as laténcias dos objetos matematicos. Podemos dizer que os
juizos estavam corretos acerca dos anéis e corpos, faltou-lhes desenvolver a
capacidade de justificar para além de uma linha, de usar argumentos completos com

premissas, termo médio e concluséo.
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

Esse trabalho poderia tratar de muitos outros aspectos da vivéncia do
professor de matematica, por exemplo, “Como preparar um aula para alunos numa
comunidade de vulnerabilidade social, indigena, ribeirinha, entre outros?, “Como
preparar uma prova sobre algebra avangada? Multipla escolha ou com
alternativas?”, porém perguntas como essas somente poderiam ser tratadas no
campo tedrico, pois a realidade da turma e a realidade da experiéncia ndo nos
apresentaram tais problemas. Os problemas que envolvem o estudo dos anéis e
corpos que a realidade nos propbs foram “Por que algum matematico desenvolveu
os conceitos de anéis e corpos?”’, “O que é relevante dentro desses tépicos?”,
‘Como ensinar esses conteudos?”, “Como avaliar a aprendizagem desses
conteudos?”. Por essa razdo, dizemos que o presente trabalho representa
metonimicamente o ser professor.

Em linhas gerais podemos dizer o seguinte: As coisas existem, elas possuem
uma forma conhecivel composta de esséncia e acidentes, dessa forma conhecivel
captamos as informagdes e guardamos na fantasia, conforme nossos esquemas de
captacao e conforme capacidade da coisa em se mostrar, da fantasia tiramos os
juizos sobre as coisas. Atentamos para aquilo que nos interessa, para os problemas
e dramas que temos, ou seja, abstraimos mais na propor¢do que aquilo nos
interessa.

No caso dos anéis e corpos podemos dizer que 0s numeros sédo abstracdes
que tiramos da realidade concreta ao contar e comparar. Quando estamos
devidamente acostumados com a nogado de numero, dos conjuntos numéricos
percebemos certas propriedades comuns que abstraimos novamente e criamos os
conceitos de estruturas algébricas. Isso se comprova nos relatos da histoéria da
matematica quando os matematicos desenvolveram os conceitos de algebra
avangada, pois queriam axiomatizar e sistematizar a algebra como na geometria.
Lembramos o caso curioso de Hamilton que encontrou a férmula dos quaternarios
caminhando por uma ponte com sua mulher, ou seja, esse problema da
sistematizacdo o incomodava constantemente, ou o caso de Peacock que supunha
uma total preservagéo de propriedades algébricas.

Baseados nisso propusemos uma aula expositiva supondo que os alunos
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tinham suficiente dominio dos conjuntos numeéricos (que em parte € verdadeiro e em
parte é falso), e utilizamos as matrizes quadradas de ordem 2x2, que ja faz parte do
conteudo programatico, para exemplificar outros conjuntos que se encaixam na

definicdo de anel e corpo, destacando a forma do neutro da soma, da unidade e da
nao comutatividade das matrizes. Utilizamos também as extensdes Q[\/ ﬂ e

A N2] como exemplos de conjuntos.
Analisando as respostas dos alunos, percebemos que eles tém capacidade
de aprendizagem do conteudo proposto, mas cometemos o erro de exigir que eles

aprendessem a definicdo de estrutura de anel e corpo ao mesmo tempo que

aprendessem sobre matrizes e extensdes @Nﬂ e Z[\/Z_] . Por isso alguns alunos
apresentaram dificuldade de aprendizagem, outros estavam, de fato, abaixo do nivel
da discussdo. Em suma, estamos satisfeitos com o trabalho produzido e com a
aprendizagem obtida pelos alunos.

Para o leitor interessado ha muito o que estudar no campo das estruturas
algébricas, como dissemos existem mais de duzentas estruturas definidas. Dentro
dos anéis e corpos poderiamos falar em extensdes de corpos, homomorfismos, o
corpo de fracbes de um dominio, além de uma série de propriedades interessantes
do dominio de integridade dos polinbmios a uma variavel, ou caso seja do interesse
do leitor, pode-se estudar os quaternarios, os polinbmios a n variaveis, 0os espagos

vetoriais entre tantos outros temas interessantes.
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