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RESUMO

A andlise de séries temporais se caracteriza pelo estudo de observagdes
autocorrelacionadas ao longo do tempo. Neste trabalho abordaremos um caso particular
de modelos de andlise de séries temporais: Modelos com Mudanca de Regime
Markoviana. Estes modelos sdo aplicados a séries que apresentam comportamentos
distintos ao longo do tempo, onde estes comportamentos podem ser descritos por
regimes de uma Cadeia de Markov. Neste sentido, discutiremos a teoria relevante para
os modelos que abordam mudanca de regime, como as Cadeias de Markov e os modelos
SARIMA, além da metodologia Box-Jenkins. Este trabalho serd enriquecido pela
realiza¢do de simula¢des de Monte Carlo de séries temporais com e sem mudanga de
regime, propiciando averiguar a adequagdo da metodologia. Para finalizar apresentamos
a modelagem de uma série empirica com dados do Indice Geral de Produgdio Nacional
dos E.U.A. e as conclusdes pertinentes. Os modelos com mudanca de regime foram

ajustados a partir da implementagédo da rotina adequada no software R.

Palavras Chave: séries temporais, mudanca de regime, cadeias de Markov, Box-

Jenkins, SARIMA, MS-VAR, simulagéo.
ABSTRACT

Time series analysis involves the study of observations along time. In this work we
approach a particular times series model: the Markov Regime Switching Model. These
models are applied to series that possibly do not have a constant pattern along time.
Besides we assume that this switching behaviour may be described by a Markov chain.
Therefore, relevant issues about Markov chains, SARIMA models and Box-Jenkins
methods are discussed. Monte Carlo simulations are performed from models with and
without regime switching, allowing one to check and compare the fitted models. We
also analyse an empirical time series, the U.S.A. General National Production (GNP)

series. The codes for estimation of Markov regime switching models were implemented
in the R software.

Key words: time series, regime switching, Markov chains, Box-Jenkins,
SARIMA, MS-VAR, simulation.



1. INTRODUGCAO

O presente trabalho tem como primeira motivagio a curiosidade intelectual e
como objetivo principal a compreensdo e implementagdo da metodologia que sera
abordada.

A semente para a escolha do tema apresentado foi plantada no estudo de
modelos paramétricos de previsdo de séries temporais conhecidos como modelos
ARIMA(p.d.q) - (Auto-Regressivo Integrado de Médias Moveis), seguindo a
metodologia sugerida por Box e Jenkins (1976). Tal metodologia foi estudada na
disciplina de Séries Temporais no curso de graduacido em Estatistica desta universidade.

Uma série temporal pode ser definida como um conjunto de observagdes
coletadas e ordenadas ao longo do tempo. Os modelos utilizados para descrever o
mecanismo gerador destas séries temporais s@o processos estocasticos, ou seja,
processos que evoluem segundo leis probabilisticas.

Modelos ARIMA (p.d,q) descrevem o comportamento de uma varidvel aleatéria
ao longo do tempo como fungdo dos valores desta mesma varidvel aleatoria no passado.
Os parimetros p, d, g referem-se respectivamente as partes autorregressiva, de
diferenciagdo e de médias moéveis presentes no modelo. Uma generalizagdo de modelos
ARIMA, que incluem uma componente sazonal (S) no modelo, sdo os modelos
SARIMA. Estes modelos apresentam uma parte ndo sazonal, representada pelos
parametros (p,d,q), e outra sazonal, representada pelos pardmetros (P,D,Q). A versdo
multiplicativa deste tipo de modelo recebe a nomenclatura de SARIMA(p,d,q)«x(P,D,Q)s
(ver Shummway, 1988).

Box-Jenkins € uma metodologia de ajustamento interativo de modelos SARIMA
em séries temporais, sendo que o objetivo principal € encontrar um modelo apropriado
para os dados, de modo que os residuos sejam tdo pequenos quanto possivel
(respeitando o principio de parcimdnia) e ndo exibam padrdo algum. A metodologia
envolve as seguintes etapas: identificagdo do modelo, estimacfio dos parametros e
checagem da adequagdo do modelo. Este ciclo € repetido (se necessario for) até que se
encontre um modelo apropriado dentre os elegiveis. Salientamos que podem ser
sugeridos varios modelos, onde dentre estes escolhemos aquele que simultaneamente se

ajusta bem aos dados e ndo ¢ demasiadamente complexo (principio de parciménia).



Neste trabalho decidimos estudar modelos de previsdo mais sofisticados, ainda
ndo incorporados a muitos livros texto tradicionais de séries temporais. O assunto
escolhido foi Modelos Auto-Regressivos de Séries Temporais com Mudanga de Regime
Markoviana (MS-AR).

Interpretamos mudan¢a de regime como uma passagem do processo de um
estado para outro de comportamento distinto. Para entender melhor este conceito
suponha um processo onde, com o passar do tempo, a varidvel de interesse passe a
flutuar em diferentes faixas de valores. Cada faixa distinta poderia constituir um
diferente regime ou estado do processo. Por exemplo, para a aplica¢do destes modelos
em séries econdmicas, € comum estabelecermos dois regimes, onde um regime seria de
recessdo ou de estagnacdo econOmica e o outro de expansdo econdmica. Essas
mudangas de estado ou de regime podem ter diversas explicagdes ou origens, como, por
exemplo, serem resultantes de um periodo de guerra, crises econémicas ou até uma
severa mudanga na politica governamental adotada em determinado pais. Espera-se que
a metodologia MS-AR identifique com a maior precisfio possivel os periodos em que
ocorrem esses fendmenos.

Modelos de Séries Temporais contendo vetores Auto-Regressivos com Mudanc¢a
de Regime Markoviana (MS-VAR - “Markov Switching Vector Autoregression™)
foram propostos inicialmente por Hamilton no final da década de 80 (Hamilton, 1989),
com o objetivo de estudar flutua¢des economicas nos Estados Unidos, passando a ter
maior importdncia ao longo da década de 90, principalmente nas areas de economia e
finangas. Devido a algumas crises financeiras mundiais ocorridas nos tltimos anos,
onde as principais varidveis financeiras e macroeconomicas passaram por relevantes
alteragbes de seu comportamento em periodos de tempo relativamente pequenos, o
interesse pelo estudo e utilizagdo de modelos com mudanca de regime tém aumentado
consideravelmente. Estes modelos tentam captar de forma endégena as alteragdes de
comportamento dessas variaveis, ajustando-se rapidamente a nova dinamica da série. Na
literatura recente encontramos alguns trabalhos aplicando a metodologia. Entre os quais
podemos citar os trabalhos de Hamilton (1994) e Hamilton (2002).

Além de processos ARIMA, particularmente no estudo de modelos MS-AR,
veremos que os processos chamados de Cadeias de Markov (CM) sdo de fundamental
relevincia, pois a natureza das mudangas de regime estd baseada nestas cadeias. Os

modelos MS-AR podem ser considerados como uma generaliza¢do de modelos ARIMA



(p, d, q), porém considerando-se apenas a parte auto-regressiva do modelo. Ou seja,
seria uma generaliza¢cdo de modelos AR(p) ou ARIMA(p,0,0).

Modelos com mudanga de regime apresentam variagdes entre os parametros de
diferentes regimes. O processo y, dependera de uma variavel ndo observavel referente
ao regime, a qual sera denotada por 5, Quando uma série temporal estiver sujeita a
mudangas de regime, uma modelagem, por exemplo, do tipo AR(p) ndo ¢ a mais
adequada, uma vez que estes modelos apresentam parametros invariantes no tempo.

Ao longo deste trabalho serdo discutidos os principais conceitos a respeito das
CM e modelos ARIMA. Nos Capitulos 2 e 3 encontraremos toda a parte tedrica
relevante ao trabalho sobre estes topicos. Porém o foco principal reside no modelo
“misto” MS-AR e na metodologia de estimag@io dos parametros deste modelo, que
baseia-se na conjugacdo do método de maxima verossimilhanga com um processo
iterativo tipo EM (Segdo 22.3 de Hamilton, 1994). Este assunto sera detalhado no
Capitulo 4, onde serdo apresentados alguns exemplos simples com o objetivo de
facilitar a compreensdo da metodologia por parte do leitor. Discutiremos também, no
Capitulo 5, a implementa¢io das rotinas de programacdo e simulag¢do utilizando o
software R, versdo 1.7.1. Serdo usadas simulagdes de Monte Carlo para verificar o
desempenho da metodologia de estimagdo. Para finalizar o trabalho, analisaremos uma
série temporal real, com dados do Produto Interno Bruto (GNP) dos E.U.A., coletados
trimestralmente , desde o primeiro trimestre de 1947 até o primeiro trimestre de 1989.

Em anexo, apresentamos as rotinas criadas com a finalidade de obter as
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros de um modelo MS-AR, onde
poderdo ser encontradas todas as rotinas utilizadas para os trés casos simulados e para a

modelagem de um caso real.
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2. CADEIAS DE MARKOV EM MODELOS MS-AR

Inicialmente, consideraremos o processo nio observavel s; {s,, t € Z'} como um
processo a tempo discreto, onde o espago dos estados S também ¢é discreto. Assim, a
variavel latente representa o regime no qual o processo se encontra no tempo 1.
Assumiremos que tal processo € uma Cadeia de Markov (CM) de primeira ordem (neste

caso conhecida como Cadeia de Markov a Parametro Discreto).

2.1. DEFINICOES DE CADEIAS DE MARKOV

Seja S um conjunto finito que contenha todos os possiveis regimes do processo.
Estes regimes sdo avaliados em determinados instantes temporais que formam um
conjunto discreto no tempo. Chamaremos este conjunto de 7.

Logo, temos que

S=£1,2, s N} @2.1)

t={ 1,2 )s (2.2)
onde N representa o nimero de regimes.
Considere que a probabilidade do regime s, assumir um particular valor j, onde j
€ S, dependa apenas do valor assumido no instante /-/, ou seja, condicional a
informag@o até o instante ¢-/, seja dada por:
P{si=j|se1=i8.2=k ...} =P{s;=j|sci=i}y=p:(ij) i JjeS. (2.3)
A equagdo (2.3) é chamada de propriedade markoviana, e assim s, ¢ uma CM (de
primeira ordem). Em outras palavras, podemos dizer que, em processo markovianos,
uma previsdo para o instante seguinte depende apenas do presente, € ndo do passado, ou
analogamente, uma previsdo para o instante atual depende apenas do instante anterior ao
atual. A probabilidade p; (i, j) dada pela expressdo acima € chamada de probabilidade
de transi¢do em uma etapa do regime i para o regime j no tempo t. Neste trabalho,
assumiremos esta probabilidade de transi¢do estacionaria ao longo do tempo, isto
€, pi (i, j) = p (i, j) = py. Observe que
pit *p2+ ... +pin=1 (2.4)



Usualmente armazenamos as probabilidades de transi¢io em uma matriz
quadrada (N x N), conhecida como matriz de transigdo e denotada por P. Nesta matriz, a

intersec¢do entre a linha j € a coluna i representa p;;. A matriz P tem a seguinte forma:

Pun Pn " Pm
5 7 2 w2

pul TR A . (2.5)
Piww Pax 0 Pww

2.2. CADEIAS DE MARKOV NA FORMA DE VETOR AUTO-REGRESSIVO

Utilizaremos a notagdio & para representar o vetor aleatorio de dimenséo N x /,
onde o j-ésimo elemento do vetor sera igual a um se s, = j e serd igual a zero caso
contrario. Sendo assim, a informagéo a respeito da realizagfio dos estados da Cadeia de
Markov sera coletada em vetores, & , € 7, que se caracterizam por conter variaveis
binarias que podem ser facilmente definidas por uma fun¢do indicadora assumindo

apenas valores iguais a zero ou um:

I(s, =l)

l,se s, =j

S = (2.6)

3 onde I(s, =j)={

0, Ty
s, = N) emc. ¢

Esta representagdo também pode ser escrita da seguinte forma (Hamilton 1994,
Secdo 22.2):
(1, 0,0, -+, 0) ses, =1

(O, L 0, == 0) se s =2

& - 2.7)

(0,00, -, 1) ses =N

L

Como conseqiiéncia das defini¢des acima podemos concluir que, dado que o
processo encontra-se num regime qualquer i no tempo f (s, = i), entdo o j-€simo
elemento de &, sera uma variavel aleatoria que assume o valor um com probabilidade
pjj € assume o valor zero com probabilidade / - p;. Portanto, o j-ésimo elemento de &,
sera uma variavel aleatéria com esperanga p;. Isto €, a esperanga condicional de &.;

dado que processo encontra-se no regime i no tempo f € dada por



prl

B ls, =)= 77 |. 238)

Pin
Como podemos claramente perceber, essa esperanga condicional é exatamente
igual a i-ésima coluna da matriz de transi¢do P. Além disso, quando s, = i, o vetor &
pode ser representado pela i-ésima coluna da matriz identidade (Iy), fazendo com que o
vetor dado em (2.8) possa ser encontrado através do produto da matriz de transi¢do P

pelo vetor &, gerando a seguinte expressao:

Bl 18,)=PE,. (2.9)
Note que pela propriedade markoviana temos que
Bl &6, )= PE,. (2.10)

O resultado acima implica na possibilidade de podermos descrever uma Cadeia

de Markov na forma
G =G, +Vyy, (2.11)
onde Vi =& —EE, 16,.6,.). 2.12)
A expressao (2.11) tem a forma de um vetor auto-regressivo de primeira ordem
para &, conforme detalharemos na descricdo de modelos ARIMA. Repare que (2.12)

representa um erro aleatério de previsio e que pode ser obtido diretamente de (2.11). O

vetor v pode assumir apenas um conjunto finito de valores, e sua esperanga condicional

é um vetor de zeros.

Da expressdo (2.11) temos que
Eirn =Viom + PV, + PV, ,++P" v, +P"E,, (2.13)
onde P" indica a matriz de transi¢do em m etapas, ou seja, nesta matriz encontraremos
as probabilidades de transicdo de i para j apds decorridas m unidades de tempo. Essa
matriz pode ser encontrada pela multiplicagdo da matriz P por ela propria m vezes.
Assim P{s,, =j|s, =i} pode ser diretamente identificada através do elemento
encontrado na j-ésima linha e i-ésima coluna da matriz P".
Portanto, uma previsdo m passos a frente para uma Cadeia de Markov pode ser

calculada através da seguinte expressao:

o AL (2.14)



O resultado da representagdo acima sera um vetor de probabilidades de
dimensao N, onde o j-ésimo elemento do vetor indicara a probabilidade de s,.,, estar no

regime j, dado o atual regime s,.

2.3. CADEIAS DE MARKOV IRREDUTIVEIS

Uma Cadeia de Markov € dita irredutivel quando quaisquer dois regimes de S se
comunicam, isto €, quando S ¢ uma classe comunicante. Dizemos que dois regimes
quaisquer de S, digamos i e j, se comunicam se, € somente se, i conduz a j (i—»j) e J
conduz a i (j—i), ou seja, i<>/. Isto quer dizer que existe uma probabilidade positiva de
que o processo passe do regime i para o regime j € vice-versa.

Para facilitar a compreensdo deste conceito, suponha uma Cadeia de Markov
simples com apenas dois regimes e com a seguinte matriz de transi¢@o:

Pz}: Pn l_Pzzil. 2.15)
1-py P

Vemos que, se p;;=1, o processo jamais saird do regime 1 uma vez tendo
ingressado neste regime. Neste caso, concluimos que o regime 1 € absorvente e esta
Cadeia de Markov nédo € irredutivel (ou é redutivel), pois os regimes 1 e 2 ndo se
comunicam. Portanto, concluimos que um regime qualquer i, i € S, é considerado
absorvente quando a probabilidade de transicdo do regime i para o regime j ¢ igual a
zero, ou seja, p;; = 0, i #j.

No caso em que um particular processo apresenta probabilidade um de retornar a
um determinado regime i { i € S } em algum instante futuro, dado que saiu de i,
dizemos que o regime i € recorrente, ou seja, no caso de i ser recorrente, 0 processo
certamente voltara a ingressar no regime i. Se houver probabilidade positiva de que o
processo jamais possa retornar ao regime i, dizemos que o regime i € fransiente (ou
transitorio).

Generalizando a idéia de uma Cadeia de Markov com 2 regimes para uma
Cadeia de Markov com N regimes (N > 2), verificamos que esta apenas sera redutivel
quando a matriz de transi¢do for triangular conforme apresentado abaixo:

ol 2.16
o b =0



2.4. CADEIAS DE MARKOV COM REGIMES ERGODICOS

Estes tipos de Cadeias de Markov sdo caracterizados pela presenca de
probabilidades ergddicas, que sdo probabilidades associadas a cada regime no estado de
equilibrio. Mais adiante veremos como sdo calculadas essas probabilidades, utilizando
autovalores e autovetores.

Um regime qualquer € considerado ergddico quando seu tempo médio de
recorréncia € finito e quando seu periodo € igual a um. Um regime i que apresenta
tempo médio de recorréncia finito € chamado de regime recorrente positivo. Caso o
regime i ndo apresente tempo médio de recorréncia finito, mas apresenta probabilidade
um de retornar ao regime i em algum instante futuro, serdA chamado de regime
recorrente nulo. Entendemos por tempo médio de recorréncia o tempo esperado (ou
médio) que o processo leva para retornar a um determinado regime i. Este tempo médio

¢ representado por y; e € calculado pela seguinte formula:
u, =Y n-P"(i,i), (2.17)
n=|

onde 7 representa o nimero de etapas do processo e P” (i,i) representa a probabilidade
de o processo retornar ao regime i apés decorridas » etapas.

O periodo de um regime qualquer i é representado por

per(i)= m.d.c.{ n>0:P"(ii) > 0}, (2.18)

que nada mais € do que o maximo divisor comum entre todos os possiveis tempos de
retorno ao regime i. Quando o periodo do regime i for igual a um, dizemos que este
regime € aperiodico. Maiores detalhes a respeito de Cadeias de Markov com
probabilidades ergodicas podem ser encontradas em Hamilton (1994, Segéio 22.2).

Considerando uma Cadeia de Markov com apenas dois regimes, temos que os
autovalores da matriz de transi¢do serdo obtidos pela solugdo de | P - Al | =0, onde 1 é a
matriz identidade de dimenséo 2 x 2. Resolvendo a equagio, teremos que

pPu—4 l-py,
I-p, pp—-4

e, realizando-se as operagdes adequadas, chegaremos ao seguinte resultado:
A=) (A—pnu—-pat+1)=0. (2.19)
Assim, encontramos os autovalores associados a matriz de transi¢do, dados por

M=lely=pn+pn—-1. (2.20)

8



Do resultado obtido em (2.20) encontramos que os autovetores associados a A €

A» séo, respectivamente,
(1 —Pxn )

2-pn—pPn =l 221
(1-pu) C[ j| el

2-p,-pPxn
Os autovetores de (2.21) sdo obtidos resolvendo-se a equagdo Px = Ax. Maiores
detalhes para obten¢do de autovalores e autovetores podem ser obtidos em Lay (1999).
Portanto, para um modelo com dois regimes, teriamos que as probabilidades

ergodicas de cada regime seriam respectivamente dadas por

P = O_Pn) epr= O_Pn)

, (2.22)
2=py—Pn 2-py —Px
onde p; representa P{s,=I} e p, representa P{s,=2}, ou seja, as probabilidades de uma

determinada observagdo estar respectivamente nos regimes 1 ou 2.

2.5. TEMPO DE PERMANENCIA NOS REGIMES

Os modelos com Mudanga de Regime também podem fornecer outra importante
informagdo, que chamaremos de tempo médio de permanéncia em cada regime (ou
duragdo média em cada regime, ou ainda, propor¢io de tempo que o processo ocupa
determinado regime). Denotaremos por D o tempo de permanéncia em cada regime, o
qual sera definido por:

D=1 ses;=iesu=j; P[D=1] = (I - py),
D =2, ses; =581 =ie€8u2=J; P[D=2] =pj (I - pi),
D=3 ses;=81=Sp2=i€sn3=j; P[D=3] = p.—,—z (1 - pi), (2.23)

onde i #j.
Verifique que as probabilidades P[D=i] apresentam uma distribui¢do de

probabilidades Geométrica. Entdo, para encontrarmos o tempo de permanéncia esperado

em cada regime, temos que

E(D)= i iP[D =i]= T—]_p_ : (2.24)



3. INTRODUGCAO AOS MODELOS ARIMA E METODOLOGIA DE BOX-JENKINS

Neste capitulo, enfatizaremos a descricdo de modelos para séries temporais
chamados ARIMA (Auto-Regressivo e Médias Moveis Integrado) e a metodologia de
identificacdo destes modelos sugerida por Box e Jenkins (1976). Porém, o foco principal
em estudo neste capitulo serdo os modelos AR, que podem ser considerados como uma
derivagdo dos modelos ARIMA contendo apenas os pardmetros auto-regressivos do
modelo, conforme sera explicitado adiante.

Uma parcela considerdvel de pesquisas classificadas como metodologia no
dominio do tempo tem por objetivo final a construg¢do de estruturas adequadas para que
se possa realizar previsdes de valores futuros de uma determinada série temporal. Sendo
assim, o interesse principal consiste em encontrar algum modelo que seja capaz de
relacionar os valores atuais de uma série temporal a um conjunto de valores do passado.

Conforme Morettin e Toloi (1981), séries temporais sdo compostas basicamente
por quatro componentes (ndo necessariamente todos estes componentes aparecem numa
mesma série temporal), que estdo definidos a seguir:

e tendéncia: verifica o sentido do deslocamento da série ao longo do
tempo;

e ciclo: caracteriza-se por um movimento ondulatério que tende a ser
peri6édico com o passar do tempo;

e sazonalidade: representada por movimentos ondulatérios de curta
duragdo;

e ruido aleatorio ou erro: compreende a parte da série que ndo pode ser
modelada e representa a variabilidade intrinseca aos dados.

Pelo fato de uma série temporal apresentar observagdes coletadas
seqiiencialmente ao longo do tempo, esperamos que estas observacdes sejam
correlacionadas. Os modelos ARIMA sdo modelos matematicos que tém por objetivo
captar o comportamento desta correlagdo ou autocorrelacdo entre os valores de uma
determinada série temporal, e realizar previsdes com base neste comportamento. Nos
casos em que essa estrutura de correlagdo for bem modelada, fornecera boas previsoes.

Modelos ARIMA podem ser considerados como resultantes da combinacido de

trés componentes (ou filtros): um componente auto-regressivo (AR), um filtro de



integragdio (I) e um componente de médias moveis (MA). Salientamos que uma série
temporal ndo precisa ser modelada por todos os trés componentes citados acima,
podendo resultar em varios modelos. Como citado anteriormente, o foco deste trabalho

sera dado a parte AR do modelo.

Segundo a metodologia de Box-Jenkins, ajustamos modelos ARIMA seguindo
passos que podem ser repetidos, se for necessério, durante o processo de andlise dos
dados. Esta metodologia modela um determinado conjunto de dados captando o maximo

possivel dos padrdes nele existentes. Posteriormente descreveremos estes passos.

3.1. MODELOS ESTACIONARIOS

Processos que se encontram em estado de “equilibrio” sdo ajustados por modelos
denominados modelos estaciondrios. Classificaremos estes modelos em fracamente

estacionarios e fortemente estacionarios.

Quando nem a média e nem a funcdo de autocovariancia dependem do tempo ¢,

o processo y; € chamado de fracamente estaciondrio. Isto ocorre quando obtemos
E(y,)=4, (3.1)
E(y, —,qu,_} —;1)= 7 ,» para todo f e um j qualquer, (3.2)
onde y representa a fun¢do de autocovariancia.

Um processo € dito fortemente ou estritamente estaciondrio quando, para
qualquer valor de jj, j»,..., j.. a distribui¢fo conjunta de (¥, Vi+js..., Ve+js) depende apenas
do intervalo que separa as datas (j;, j»..., j») € ndo do tempo ¢, isto €, o vetor
(y,, g, 5555 Vi J.”) tem a mesma distribui¢cio conjunta de (y Fiog o= Vasy. ) para
todoset

Maiores detalhes sobre estacionariedade e as fungdes de autocovaridncia podem

ser encontrados em Shummway (1988).

3.1.1. MODELOS SARIMA

Freqiientemente, existem componentes periddicos em uma série que tendem a se

repetir com um periodo de S unidades de tempo. Isto significa que o comportamento
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estrutural subjacente do processo pode ser descrito através de uma série indexada em
incrementos de algum periodo sazonal subjacente S. Nestes casos poderiamos desejar
ajustar as equagdes de diferengas em multiplos desse comportamento sazonal. Estas

equagdes poderiam incorporar o operador defasagem sazonal que é dado por
By, =y s (3.3)
ou o operador diferenca sazonal
A =(1-B°)". (3.4)
Também podemos definir os componentes sazonais de ordem P e as médias

moveis sazonais de ordem O, respectivamente, através de
®(B°)=1-®,B5 ~®,B* —-.— 0, B 3-5)
0(B*)=1+0,B% +©,B% +.--+© ,B%. G

Portanto, um modelo completo (autorregressivo e médias moveis com

Sazonalidade) pode ser dado por

o(B* P(B)AZAy, = c+0, (B P(B), (3.7)
Representamos o modelo multiplicativo apresentado em (3.7) da forma
SARIMA(padaq)X(PaD)Q)S-

Quando um processo & apresentar média u e varidncia o, para todo 1, e

covaridncia igual a zero entre & € &, para todo s #¢, dizemos que este processo é um

ruido branco (RB). A seguir, estudaremos um caso particular de modelos
SARIMA(p,d.q)x(P,D,Q)s, os modelos AR(p).

3.1.2. MODELO AUTORREGRESSIVO — AR

Nos modelos autorregressivos, a série de dados historicos y, € descrita através de
seus valores passados e pelo erro (ruido) aleatério &. Sendo assim, um modelo auto —

regressivo de ordem p — AR(p) € escrito na forma:

V=0V t9 Y ++8,Y,_, +&,, (3-8)
onde y, representa a diferenga entre o valor do processo no instante £, y,, € sua média,
M, ¢ descreve a taxa de variag@o de y, por unidadede ¥y, ,,i =1, 2, p, e & € um ruido

branco com Efg] = 0 ¢ E[&’] = o°.

12



Ha ainda uma outra maneira de descrevermos o modelo apresentado em (3.8),
fazendo-se uso de um operador, chamado de operador de defasagem e representado pelo

simbolo L. Através do operador de defasagem, poderemos reescrever o modelo

apresentado em (3.8) na forma

(=g L-g, L2 —=4,L7 [, =p(L)F, =&, (3.9)
onde

i~

S =3 . (3.10)

Um modelo AR(p) é igual a um modelo ARIMA(p,0,0), onde inexistem os
componentes de médias moveis (MA) e de integracio (I).

Para compreender os modelos AR(p), suponha o modelo mais simples desta

classe de modelos: o AR(1). Conforme apresentado em (3.8), um modelo AR(1) pode
ser escrito como:
Y=Y, ,+¢, . (3.11)
A condigd@o necessaria e suficiente para 0 modelo acima € |¢@;| < 1.
No caso do modelo AR(1), as autocovariancias serdo dadas por
Y; =870 (3.12)
enquanto as autocorrelagdes serdo dadas por

=T

=4/ (3.13)
Yo

Pj

Quando ¢; apresentar um valor positivo, a fungdo de autocorrelacdo decaira
exponencialmente. Por sua vez, quando ¢; apresentar um valor negativo, a fungéo de

autocorrelagdo também decaird exponencialmente, porém, apresentara alternincia de

sinais positivos e negativos.

3.2. FUNCAO DE AUTOCORRELACAO AMOSTRAL (ACF)

Considere uma série temporal que contenha os valores y;, ya,..., yr Para esta

série, teremos que a fungdo de autocorrelag@o no lag m sera dada por:
T=m
Z(y.‘ *ﬁX)’:m _'y)
_ =l
r, = 7 - i
Z(y: _j;)
t=h

m

(3.14)
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onde r,, varia entre —1 e 1, ¢ y é representado por:

T

2.5
o 3.15
y = (3.15)

Verifique que o valor encontrado para r,, mede o relacionamento linear entre as
observagdes da série separadas por uma diferenga (/ag) de m unidades de tempo. A
medida que o valor de r,, se aproxima de 1, dizemos que o relacionamento entre as
observagdes é forte positivo. Porém, quando se aproxima de -1, dizemos que o
relacionamento entre as observagdes € forte negativo. Valores de r,, proximos de zero

indicam que ndo ha relacionamento entre as observagdes.
Se y, ¢ um ruido branco, entdo r,, ¢ assintoticamente normal com média zero e
Var[r,] =T, para m= 0 (Anderson 1971, p. 478). Assim a significancia de picos na

autocorrelagdo amostral pode ser determinada verificando se r,, estd fora do intervalo

compreendido por
Bz, /ﬁ ; (3.16)

onde Z % ¢ o valor de Z da distribui¢do normal padrio tal que

P(|Z|>Z%]=a. (3.17)

3.3. FUNCAO DE AUTOCORRELACAO PARCIAL AMOSTRAL (PACF)

A fungio de autocorrelagdo parcial € analisada e interpretada de forma anéloga a

func¢do de autocorrelagdo descrita na se¢do anterior.

Procederemos da seguinte maneira para encontrar a fungo de autocorrelagdo
parcial (PACF):

r se m=1

m=1
B Y
=1
m-1
L= z Fmt,jTm-;
\ 1=l

onde r,, =7, ~Vunlmim-PAEAM =12, . m-1.

(3.18)

se m=2, 3,
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Se y; é um AR(p), entdo rp,, m > p, € assintoticamente normal com média zero e
var[tmm] =T, para m = (. Assim a significincia de picos na autocorrelagdo parcial

pode ser determinada verificando se r,,, esta fora do intervalo compreendido por

izaé/ﬁ, (3.19)

onde Z,, ¢ o valorde Zda distribui¢@o normal padréo tal que
/2

PUZ[ >Z, £J=a. (3.20)

Bowerman & O’Connell (1993, Sec¢do 9.2) apresentam maiores detalhes a

respeito das fungdes de autocorrelagio parcial.

3.4. MODELOS NAO-ESTACIONARIOS

Quando uma série temporal apresenta média e/ou autocovaridncia dependentes
do tempo, dizemos que a mesma é ndo-estaciondria. Quando a causa da ndo-
estacionariedade € a heterocedasticidade, transformagdes tipo Box-Cox sdo sugeridas a
série original. J& quando uma série temporal ndo € estacionaria devido a média, Box ¢
Jenkins (1976) sugerem aplicar sucessivas diferencas até que a série se torne
estacionaria. Em geral, uma ou duas diferencas ja sdo suficientes para alcan¢ar esse
objetivo.

Ha também testes para a raiz unitaria, como por exemplo Dickey-Fuller (1979).
Estes testes verificam se o processo gerador € um passeio aleatério, isto €, se 0 processo

pode ser descrito por
Y. =Y. +E (3.21)
como pode ser visto em Enders 1995, Capitulo 4. Outros tipos de modelos vastamente

estudados na literatura recente s@ao os modelos ARFIMA (ver Reisen, 2000, por

exemplo).

3.5. METODOLOGIA BOX-JENKINS

O ajustamento de modelos SARIMA segundo Box Jenkins (1976) baseia-se num

ciclo interativo, onde, a partir dos dados, € feita a escolha do modelo apropriado. Box &
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Jenkins (1976) apresentam trés etapas distintas para a construgdo do modelo:
identificagdo, estimagdo e verifica¢do.

Na etapa de identificag¢do, deseja-se descobrir qual dentre os possiveis modelos
melhor descreve os dados. A identificagdo do modelo se faz a partir da analise das
fun¢des de autocorrelagido (ACF) e autocorrelagdo parcial (PACF) amostrais.
Comparam-se estas fungdes aquelas tedricas para possiveis modelos SARIMA.

Ja na fase de estimagfio, estaremos interessados em estimar os pardmetros do
modelo SARIMA. Também sera preciso estimar a varidncia do erro aleatorio &. Os
principais métodos utilizados sdo Minimos Quadrados e Maxima Verossimilhanga.

A qltima etapa, de verificagdo, consiste em avaliar a adequabilidade do modelo
ajustado, ou seja, verificar se o modelo estimado ¢ adequado para descrever o
comportamento existente nos dados. Isto ocorre através da analise da ACF e PACF dos
residuos. Caso aceite-se estatisticamente que estas fungdes podem ser as de um ruido
branco, entdo o modelo € considerado bem ajustado.

Caso se julgue necessdrio, o ciclo acima descrito pode ser repetido, voltando-se
a fase inicial, de identificag@io. S6 faz sentido repetirmos este ciclo se o0 modelo ajustado
ndo for adequado, ou se outros modelos pudessem ter sido sugeridos em alguma fase do
processo de identificagdo. Um procedimento bastante utilizado consiste na estimagio e
verificagdo de varios modelos. Quando for escolhido um modelo considerado
satisfatorio, através de critérios como AIC e BIC (ver Shummway, 1988), por exemplo,
podemos entdo usa-lo para previsdo. Esta etapa € muito importante, pois consiste na

obteng¢do de previsdes para valores futuros de uma determinada série temporal.

3.6. CRITERIOS PARA A ESCOLHA DE MODELOS

Quando desejamos verificar qual dos modelos dentre aqueles elegiveis se ajusta
melhor aos dados, podemos fazer uma comparag@o com base no critério de Akaike (AIC
— Akaike’s Information Criterion) ou no critéirio de Schwarz (BIC — Bayesian
Information Criterion), que pode ser encontrado com base no estimador de maxima

verossimilhanga da varidncia residual. A estatistica de AIC pode ser encontrada por

AIC(K) = n(62 )+ 2K/T (3.22)



onde & representa a varidncia dos residuos, K ¢ o nimero de parimetros do modelo e

T é o tamanho da amostra (ver Shummway 1988, pag 154).
A estatistica BIC pode ser encontrada por
BIC(K)=In(6})+ KT ™' InT (3.23)
Quando comparamos dois modelos através dos critérios AIC ou BIC,
consideramos como o melhor modelo aquele que apresentar 0 menor AIC ou BIC.
Como estes critérios consideram o principio de parcimdnia, acabam penalizando
modelos que apresentam muitos pardmetros. Assim, vemos em (4.22) e (4.23) que os

valores de AIC e BIC aumentam a medida que aumenta o nimero de pardmetros do

modelo.



4. METODOLOGIA MS-VAR

Os modelos MS-VAR podem ser considerados como combinagido dos modelos
VAR(p) (Vetor auto-regressivo de ordem p) com a idéia de mudanga de regime baseada
nas Cadeias de Markov.

Entretanto, neste trabalho abordaremos apenas a modelagem univariada, isto €,
para uma tUnica série de dados observados ao longo do tempo, e ndo um vetor de séries,
o que simplificara o modelo, podendo ser chamado de modelo MS-AR. Isto reduzira a
dimensdo do vetor auto-regressivo de K (que representa o numero de séries temporais
sob analise) para um, pois ndo estaremos mais interessados em analisar
simultaneamente diferentes séries de tempo, mas apenas uma.

Neste capitulo apresentaremos uma descricdo tedrica sobre os modelos auto-
regressivos com mudan¢a markoviana de regime (MS-AR), abordando como caso
particular um modelo de mistura de distribuigdes normais. Também descreveremos
muito brevemente modelos de mudanga de regime na variancia. Além disso, para os
modelos autoregressivos estudaremos a estimagdo dos pardmetros. Nesse sentido,
discutiremos a obtengdo dos estimadores de mdxima verossimilhanga dentro do
procedimento iterativo do tipo EM.

4.1. MODELOS DE MISTURA DE DISTRIBUICOES NORMAIS

Esta se¢do apresentard o caso mais simples dos modelos com mudanga de
regime, o de uma mistura de distribui¢gdes normais independentes e identicamente
distribuidas. O conhecimento destes conceitos sera utilizado posteriormente.

Modelos de mistura de normais apresentam mudanga de regime na média.
Portanto, nestes modelos, a série y, ¢ modelada através da seguinte equag@o:

Y, =M, +& 4.1)

onde u, informa a média da série em cada regime e &, € o erro aleat6rio do modelo,

para o qual assume-se distribui¢do normal com média igual a zero e varidncia

b “n " =
o, (variancia em cada regime).
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Supondo que a série apresente N regimes, entdo (4.1) indica que, por exemplo, y,
~ N(uy, 07°) caso o processo se encontre no regime 1, e assim sucessivamente até o
regime N,onde y, ~ N(uy, ov’).

De acordo com Hamilton (1994, Se¢do 22.3) uma mistura de distribuigdes
normais pode produzir distribuigdes “semelhantes” a uma distribui¢do normal ou

distribuigdes com densidades mais complexas com mais de uma moda, diferentes

assimetrias e curtoses.

A densidade condicional de y, dado o regime s, = j €

70,15, = 50)= exp{‘”‘z;f“) }

paraj = 1, 2, ..., N (pois temos N regimes), onde & ¢ um vetor que contém 0s parametros

(4.2)

de todos os regimes da populagdo yy,..., uy € T~ O'N‘,, além das probabilidades
ergodicas py.,..., py,definidas por:
P(s, =j;t9)=p)r . (4.3)
As probabilidades apresentadas na expressdo (4.3) sdo as mesmas probabilidades
ergddicas que foram apresentadas na Se¢do 2.4.

Sendo assim, temos que
gls:8)=10, |5, =4:0)-Pls, = :6), (4.4)
representa a fungdo de probabilidade conjunta de y, e s,, a qual, substituindo-se as

expressoes (4.2) e (4.3) na expressdo (4.4), € dada por

exp{_ (,V, - )2 }
\/—.o' 20':,’.’ ’

Quando realizarmos a soma da expressdo (4.5) para todos os possiveis regimes,

g(y',é,,O)—

(4.5)

encontraremos a fung¢do densidade marginal de y,, dada por

f(y,;9)=i=lP(y,,s, g J_G exp{(y'zof“) }

A partir de (4.6) poderemos facilmente encontrar a fungdo de log-

(4.6)

verossimilhanga, cuja expressdo €

L(6)= X log(/ (v30)), (4.7)

onde T € o total de pontos da série.
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Obteremos os estimadores de maxima verossimilhanga de @ através da
maximizacdo, em relagdo a 6 de L(6). Os procedimentos para a maximizagdo serdo

discutidos adiante, pois tais procedimentos baseiam-se em métodos numéricos.

4.2. MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Comegaremos a abordagem através de modelos simples, que posteriormente
poderdo ser estendidos e aprofundados.
Inicialmente considere o modelo auto-regressivo de primeira ordem apresentado
a seguir, onde o valor da série para um determinado instante depende apenas da
observacdo no instante anterior:
Yy, =¢, +, Y., +5, (4.8)

onde & ¢ normalmente distribuido com média zero e varidncia o, ¢,, € o parametro do

componente auto-regressivo no regime s, c,, ¢ a constante no regime s, € {s, t € Z'}

representa um processo estocastico latente (ndo observavel) com espago de estados (ou
regimes) discreto S = {1, 2, ..., N}. Note que teremos uma equacdo para cada regime da
série, ou seja, teremos N equagdes.

De acordo com o modelo proposto em (4.8) a série apresenta mudanga de
regime. Dependendo do regime atual s,, os pardmetros do modelo auto-regressivo serdo
distintos (eventualmente poderdo ser iguais). Isto €, serdo variantes no tempo. Porém,
quando condicionados a variavel ndo observavel s, passar@o a ser invariantes no tempo,
pois s, indica o regime em que a série se encontra em determinado instante. Com isto,
como dito anteriormente, passaremos a ter uma diferente equagdo do nosso modelo para
cada regime s. Logo, se tivermos N regimes, teremos a seguinte densidade de

probabilidade condicional para y;, dado o regime:

f(yl |J’;_|,9,),se s, =1
f(yf Iy:—]:-s,)= . . (49)

f()): [J’,_J,QN),M s, = N

onde 6, é um vetor contendo os pardmetros do modelo AR em cada um dos regimes n =
L2 N
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Uma vez que ja definimos que os parametros do modelo dependem do regime
(aleatério ¢ ndo observavel), precisamos agora elaborar uma hipétese a respeito do
comportamento estocastico de s,. Deste modo poderemos derivar a densidade marginal
de y, e, conseqilentemente, a fun¢do log-verossimilhanga para a estimagdo dos
parametros.

Em modelos MS-AR assume-se que o processo s, segue uma Cadeia de Markov
Ergddica Irredutivel a tempo e espago de estados discretos, onde as probabilidades de
transi¢do serdo dadas por p;;. As definigdes a respeito das cadeias de Markov podem ser
vistas no Capitulo 2.

Vamos imaginar que uma determinada série em estudo apresente N regimes. Se,

num determinado instante f, observarmos que s, = j, a densidade condicional de y, sera

dada por
I, s, =Fp58) (4.10)

onde 4 = (¢pnCn, B1r o BN O py) € um vetor de pardmetros desconhecidos que
caracterizam a densidade condicional. Se a série apresentar N regimes distintos, teremos
entdo N diferentes densidades como definido em (4.10), sendo uma densidade para cada
regime. Estas N densidades fardo parte de um vetor de dimensdo N x /, representado por
/8

Assumimos em (4.10) que a densidade condicional depende apenas do atual

regime s, Caso a série apresente dois regimes (N = 2), o vetor com as densidades

condicionais de y, sera dado por

20

5N I# (4.11)
1 &xp —(yf —C, _¢2yr-1)
_Jz_ng 20?

Explorando mais este exemplo, supondo que y, depende de s, € s, ,, através da

cof izt

’?: =
[f b, 18, =2,9.430)

1
f(yr [S: zlay;-i;g)} ‘\[2;0'

especifica¢do do modelo
vi—#, =0,y -n. Jre, (4.12)

onde s, é uma cadeia de Markov com dois estados, teremos a fun¢do densidade

condicional apresentada abaixo:

f(y: II.,,S: -_—j.,S:_i =f,.§':_2 :19"';9)=f(y: |!l'-"sl' =j,3,_l =.f;9), (4'13)

onde /; representa toda a informag¢ao acumulada até o instante 1.
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De modo a termos uma representagdo como em (4.10), podemos definir

* -
1 ses, =les,, =1

2 se 1

L]
=2 e 5,

2
Il
A

' i . (4.14)
L =1 ® 8y =2

3 ses )

* -
4 ses,=2es,_,=2

Assim passaremos a ter 4 regimes para s, Portanto, a nova matriz de transi¢@o
para s,, com quatro regimes, ¢ dada por
pltl 0 p, O
P P 0‘ P 0. ’
0 py 0 py
0 pn 0 p,

(4.15)

onde P{s: = =i}= Py

Agora, podemos reescrever a densidade condicional encontrada em (4.13) em

quatro densidades:

O, 19,058, =1;0)= J2L cxp{_[(y‘ ‘ﬂl);¢,2(.v,_. —#:)]2}

70 | Fvst =25 exP{-[(n AN -,ul)r}

2ro 20
G- 6]
1 — I\ — 4y _¢3 -1 My
18, =3:0)= z
f(y.f ‘y 1 Sr ) J2_7;0' exp{ 20_- }
1 [0 -)-6. O — 1 )F
. =4,€ = [ 2 4 -1 2
f(y.- | Y158, ) Jone exp{ 202
Portanto, o modelo (4.12) pode ser reescrito da seguinte maneira:
vi—ty =, —u, e, 4.17)

onde u, representa a média no regime s;.

Vemos que em (4.16) temos um modelo MS-AR ajustado a média. Note que a
média e os parametros auto-regressivos do modelo estdo condicionados ao regime

estocastico ndo observavel s;.
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4.3. MODELOS DE MUDANCA DE REGIME NA VARIANCIA

Além dos modelos de mistura de normais e dos modelos auto-regressivos, existe
ainda uma outra forma de tentar controlar as quebras estruturais, que sdo os modelos de
mudan¢a de regime markoviana para a varidncia condicional (ver, por exemplo,
Almeida e Pereira, 2002). Nesse caminho, uma possivel abordagem ¢ considerar uma
extensdo dos modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) e
GARCH (Generalized ARCH). Tais modelos tratam a varidncia condicional como uma
variavel aleatéria. Bollerslev, Engle e Nelson (1994) apresentam uma excelente revisdo
sobre estes modelos. Ziegelmann (2002) também revisa estes modelos, ajustando-os as
séries financeiras BOVESPA e S&P500.

Representamos um modelo GARCH por
y, =Zb+u, (4.18)
onde Z; € o vetor de regressores da série y; € b € um vetor contendo os coeficientes da
regressdo. A variavel aleatoria u, ¢ dada por
u, =.hv,, (4.19)

onde v, € i.i.d. e A, sera dado por

p
ho=ay+ Y aul,+> Bh ;. (4.20)

g p
para oy > 0, a;, f =0, Zai +Zﬂ}. <.
i=l 7=l

De acordo com o modelo acima, no caso em que g, = 0,j = 1, 2, ..., q, teremos
um modelo ARCH(p). No caso geral, o modelo terd a forma de um GARCH(p, q).
Generalizando-se o modelo descrito de (4.18) a (4.20) para modelos com

mudanca de regime na volatilidade condicional, teremos que

y, =Z,B+u,, (4.21)
u, =./8; U 4.22)
ii, = lhe,, (4.23)
r q
ho=ay+) @l +> Bk, (4.24)
i= J=1

originando diferentes regimes para a volatilidade condicional. Quando aplicamos estes

modelos, estamos interessados em modelar as mudangas de regime como alteragdes na
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escala do processo da variincia condicional. Chamaremos o modelo descrito de (4.21) a

(4.24) de SWGARCH(N,p.q), onde N representa o nimero de regimes do modelo.

4.4. ESTIMACAO DOS PARAMETROS DE MODELOS AUTORREGRESSIVOS

Inicialmente nos preocuparemos em encontrar a densidade condicional de y,.
Seja & como definido na Secéo 2.2. O modelo para a série temporal apresenta um erro
aleatério &, que consideramos ter distribuigdo Normal. Nestas condi¢des y, terd a

seguinte densidade condicional:

|
018 =1,.9,130)=10@) 3 nlo, ) exl (v~ 12, )0 (r-s1,) |, @29)
onde 4 ¢ a j-ésima coluna da matriz identidade de dimensdo (N x N), pois 0 processo
encontra-se no regime j, p, = Elyf | & =1 J.J representa a esperanga condicional de y,

dado que o processo estda no regime j, e & contém todos os pardmetros da populagio
num unico vetor, incluindo-se os pardmetros do modelo auto-regressivo e as
probabilidades de transig¢do que regem a Cadeia de Markov.

De forma semelhante a (4.11), representaremos todas as densidades condicionais

num vetor de dimensdo (N x I), para o caso geral, onde temos N regimes. Este vetor esta

representado a seguir:

fGilg =n,20)
7, = : ‘ (4.26)
f(yf |5 =‘Nayf—1)

Assim, para encontrarmos a densidade marginal de (y,, s,), utilizaremos a
distribui¢do conjunta de y; e &, integrando-se em relagdo a &. Ilustraremos a seguir
como derivar a distribui¢do marginal de y,, através de um caso simples, o de mistura de
distribui¢des i.i.d..

Primeiramente, veja que a distribui¢do conjunta de y, e 5, ¢ dada por

W5, = 7:0)= . |5, = j;0)-Pls, = j;0). (4.27)

Visto que nesta ilustragdo estamos tratando de um modelo de mistura de

distribuigdes, o vetor de parametros O sera diferente daquele de um modelo auto-

regressivo, pois este ndo conterd os parametros da auto-regressdo.



Uma vez tendo encontrado a distribui¢do conjunta de y,, obtém-se a fungdo
densidade marginal de y, através da seguinte soma:
N N
f030)=3 1005, =1:0)= 2 f, 15, = 1;0)-Pls, = j;6) (4.28)
=l J=1

Como podemos perceber, precisamos de P{s, = j; 6} para podermos derivar a

densidade marginal de y, e a fun¢do de verossimilhanca.

4.5. PROBABILIDADES PREDITAS, FILTRADAS E SUAVIZADAS

Tendo uma estimativa inicial para o vetor de parametros 0, poderemos
fazer alguma inferéncia a respeito de qual regime tenha sido o mais provavel
responsavel por determinada observagdo num instante qualquer ¢. Utilizaremos as

defini¢des de probabilidade condicional para fazer as inferéncias cabiveis a respeito de

tais regimes, conforme abaixo:

P{S, =j|J’;;9}= f(yr’sr =j;9)= f(y: s, =j;9)'P(S: =j;9) ' (4.29)

/(v,:6) ZN;, SO, 15, = j;0)-Pls, = j;0)

Obs.: o célculo da probabilidade apresentada acima apenas podera ser utilizado no caso

i.i.d., pois neste caso, as inferéncias a respeito de s, dependem apenas de y,.

Considerando um caso mais geral poderemos estender o raciocinio acima, uma
vez que a inferéncia a respeito do regime s, depende de todas as observagdes
disponiveis, e ndo apenas de uma Ginica observag¢do num determinado instante. Portanto,
para generalizar a equacdo (4.29) utilizaremos um filtro e suavizador conhecido por
BLHK, que recebeu este nome por ter sido sugerido conjuntamente por Baum,
Lindgren, Hamilton e Kim. Através deste filtro podemos fazer inferéncias a respeito dos
regimes da série por meio da estimagdo de probabilidades preditas, filtradas e
suavizadas, que ser@o discutidas mais detalhadamente a seguir.

Um dos objetivos, seguindo a metodologia de estimagio de modelos MS-AR,
sera estimar os pardmetros que compdem @ baseados nas observagdes da série. Porém,
uma estimativa inicial para @ ¢ necessaria para estimar as probabilidades do processo s,
estar em cada regime ao longo do tempo. Mais tarde discutiremos alternativas para esta

estimativa inicial de &.
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Inicialmente, esclareceremos a notag¢do a ser usada para probabilidades preditas,

filtradas e suavizadas estimadas, dadas conforme o quadro a seguir:

Notacio Condigao Significado
£ e T<t Probabilidades Preditas Estimadas
éz,“. =1 Probabilidades Filtradas Estimadas
f,:, i.<r<T Probabilidades Suavizadas Estimadas

Quadro 4.1: Notagdo para as estimativas das probabilidades preditas, filtradas e suavizadas.

Pelo quadro acima, vemos que as probabilidades preditas sdo usadas para
fazermos previsdes a respeito dos regimes para algum periodo futuro. Ja as
probabilidades filtradas s@o usadas para fazermos estimativas a respeito dos regimes
para o instante atual. Enfim, as probabilidades suavizadas sdo usadas para fazermos
estimativas do passado a respeito dos regimes, ou seja, fazer estimativas para uma
determinada data ¢ condicional a todas as observag¢des da amostra.

Como podemos perceber, as probabilidades filtradas podem ser consideradas
como um caso particular das probabilidades preditas, uma vez que a condigdo desta
ultima engloba a condi¢@o de probabilidade filtrada.

Faremos agora uma generalizacdo da equagdo (4.29), como havia sido dito
anteriormente. Para tanto utilizaremos notagdo matricial, onde buscaremos a inferéncia
6tima a respeito dos regimes € as previsdes para 0s mesmos a cada instante ¢ da amostra,

que serdio encontradas iteragindo o par de equagdes apresentado abaixo:

£ =ﬁ(gﬂ"' ®"’) (4.30)
% I frlr-l ®qr
iy 2Pl 4.31)

onde 7, representa o vetor das densidades condicionais tal como em (4.26), P € a matriz
de transi¢do como definida em (2.5), ® denota a multiplicagéio elemento por elemento
dos vetores e 1’ é um vetor unitario transposto de dimensdo N.

Como pode ser verificado no Quadro 4.1, a equagéo (4.30) determina o céalculo
das probabilidades filtradas estimadas, enquanto a equag@o (4.31) apresenta o calculo
das probabilidades preditas estimadas. Além disso, ao iteragir estas duas equagdes,

verificamos que teremos vetores de probabilidades estimadas (filtradas e preditas) para
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cada instante ¢ da amostra, onde t = I, 2, ..., T. Repare que, em (4.29), para efetuarmos a
estimativa das probabilidades filtradas, necessitamos de um vetor com as probabilidades
preditas estimadas, e em (4.30) acontece o contrario, precisamos de um vetor com as
probabilidades filtradas estimadas para encontrarmos uma estimativa para as
probabilidades preditas. E assim segue o processo iterativo até encontrarmos todas as

estimativas para os vetores de probabilidades.

Este processo se inicia a partir do momento em que tivermos valores iniciais
para é; 1j0 € para o vetor de pardmetros da populacdo 6. Assim, iteragindo as equagdes
(4.30)e (4.31) parat=1, ..., T, obtemos f M € f (+1)¢ para todo instante f que aparece na
amostra.

Através das informagdes obtidas até o presente, podemos encontrar a fungéo de

log-verossimilhancga, considerando os dados da amostra e os valores dos pardmetros do

vetor @ para a realizagdo das iteragdes. Essa fungdo pode ser calculada como

.
L(6)=Zlog(f(y, | ¥,430)), (4.32)
onde

G 132:0)=1,. ®n,). (433)

Maiores detalhes a respeito das expressoes (4.30) a (4.33) podem ser
encontradas em Hamilton (1994, Se¢ao 22.4).

Em (4.31), vimos a possibilidade de fazermos previsdes a respeito dos regimes
um passo a frente, ou seja, previsdo para um instante 1 + / dado que ja coletamos as
informagdes até o instante f. Seguindo o mesmo raciocinio, poderemos fazer previsoes
para os regimes m passos a frente, ou seja, previsao para um instante t + m dado que ja
coletamos as informagdes até o instante £. Uma previs@o 6tima para &, podera ser feita
encontrando-se a esperanga apresentada em (2.13) condicional ao instante ¢, conforme

proposto por Hamilton (1994, Se¢édo 22.4):
E@n|3,)=P" -EE,|7,), (4.34)
que pode ser escrita de maneira similar como:
Coui =P" 5 (4.35)
Ha ainda outra forma de fazermos inferéncias a respeito dos regimes: através das

probabilidades suavizadas. Estas probabilidades podem ser encontradas estendendo-se a

idéia contida nas expressdes de (4.30) e (4.31). Uma inferéncia para um regime da série
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no instante ¢ baseada em dados coletados até um instante posterior a 7 € obtida através de
uma inferéncia suavizada. Portanto, uma inferéncia desse tipo pode ser encontrada

utilizando-se toda a informagdo contida na amostra.
Obteremos as inferéncias suavizadas fazendo uso do algoritmo de Kim (1993),
que faz parte do filtro suavizador BLHK, anteriormente citado. Em sua forma vetorial,

este algoritmo pode ser escrito como
é?.-i?" = (:Eﬂr ® {P y I_SEHIII' (‘:‘)éullf ] }" (436)

onde ® representa a multiplicagdo e (+) representa a divisdo elemento por elemento dos
vetores.

As probabilidades suavizadas ;‘ o7 de (4.36) sdo obtidas iteragindo (4.36) com
(4.30) e (4.31) para tras fazendo-se t = T-1, T-2, ..., 1. Porém, salientamos que este
processo iterativo de estimagdo serd iniciado fazendo-se t=T, obtendo-se assim r_f,;n'r a
partir da expressdo (4.30).

Como podemos observar, as probabilidades suavizadas sdo obtidas de forma
inversa as probabilidades preditas e filtradas, pois suas estimativas sdo iniciadas quando
t=T (a Gltima observagdo da amostra) e finalizadas quando t=1 (a primeira observa¢do
da amostra). E exatamente por este motivo que devemos primeiro estimar as

probabilidades preditas e filtradas para entdo podermos estimar as probabilidades

suavizadas.

O algoritmo de Kim s6 pode ser aplicado se algumas exigéncias forem

cumpridas, tais como:
e 5, segue uma Cadeia de Markov de primeira ordem;
e adensidade condicional de y, depende apenas de s,,

No Apéndice 22.A de Hamilton (1994) podem ser obtidas maiores informagdes
a respeito do algoritmo de Kim.

4.5.1. INICIALIZANDO AS ESTIMATIVAS
Dados os valores iniciais para o vetor de probabilidades preditas & o,

poderemos facilmente calcular 4? «« para qualquer instante  através da iteragdo do par de

equacgoes (4.30) e (4.31).
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Para a escolha dos valores iniciais das probabilidades preditas citadas acima,
sugerimos duas opgdes:
1. atribuir pesos iguais para as probabilidades do vetor, ou seja, N' ! pois temos N
regimes;
2. utilizar o conhecimento a priori do processo.
Devemos no entanto tomar cuidado para que nenhuma posi¢do do vetor das
estimativas iniciais das probabilidades preditas assuma o valor zero, o que acarretara

problemas de convergéncia.

4.5.2. ALGORITMO TIPO EM

Quando iteragimos o par de equagdes (4.30) e (4.31), estamos assumindo que o
vetor dos parametros da populacio denotado por @ ¢ fixo e conhecido. Com relagdo ao
vetor &, uma vez tendo sido completada a inferéncia a respeito dos regimes do processo
na amostra, o valor da log-verossimilhan¢a pode ser obtido da expressdo (4.32). No
entanto, uma estimativa para @ capaz de maximizar a fungéo log-verossimilhanga so é
possivel através de métodos numéricos, uma vez que as derivadas da expressdo (4.32)
ndo possuem forma explicita.

O algoritmo (iterativo) EM, assim conhecido por se tratar de uma abreviatura de
Maximizag¢do da Esperanga (do inglés FExpectation-Maximization — EM Algorithm)
permite obter as estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do modelo.

O algoritmo recebeu este nome pelo fato de englobar duas fases no processo de
estimacdo da maxima verossimilhanga:

e esperanga: onde os regimes ndo observados sdo estimados através das
probabilidades suavizadas P{s|yr; 0 '}, onde @ /' representa o vetor de
parametros estimados na etapa de estimagdo anterior a j;

e maximizagdo: quando obtemos uma estimativa para o vetor dos parametros da
populagdio que satisfaga as condi¢des de primeira ordem relacionadas com a
fungdo de verossimilhanga.

Num primeiro momento serdo calculadas todas as probabilidades condicionais

através das recursdes filtradas e suavizadas, utilizando-se as estimativas do vetor dos
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parametros @7 encontradas na fase de maximiza¢io imediatamente anterior, em
substitui¢do ao verdadeiro vetor (desconhecido) de parametros 6.

J& na fase de maximizag¢do, as probabilidades condicionais dos regimes
desconhecidos serdo substituidas pelas probabilidades suavizadas encontradas na fase
anterior.

Procedendo desta maneira, cada vez que realizarmos essa itera¢do do algoritmo
EM, teremos uma nova estimativa para o vetor de parametros populacionais. O processo

de estimag@o segue assim até que haja uma convergéncia, segundo algum critério

definido pelo pesquisador.

4.5.3. INICIALIZANDO O ALGORITMO EM

Tendo uma estimativa inicial arbitraria para o vetor de pardmetros da populagdo
0, que chamaremos de ¢, podemos calcular o valor de Pfs,=jly, ¢’} através do filtro e
suavizador BLHK. Faz-se uso das condi¢bes de maximizagdo da fungdo log-
verossimilhanga para utilizar & no lugar de 6. Com isto, estaremos gerando uma nova
estimativa para o vetor de parimetros 6, que chamaremos de &. Como encontramos
novos valores para o vetor de parimetros 6, podemos calcular P{s=jly,; &}. Este
calculo de probabilidades ¢ efetuado a cada nova estimativa que obtivermos para 6. O
procedimento € agora repetido para calcular uma nova estimativa para 6, fazendo-se as
substitui¢Ges cabiveis, que agora sera chamado de &. Procedemos desta maneira até
obtermos a convergéncia.

Logo, a cada iteracdo feita através do referido algoritmo, necessariamente
precisaremos passar por um processo de filtragem e suavizamento, seguindo-se a
resolu¢do das condi¢des de primeira ordem para podermos estimar €. Assim, estaremos

maximizando a fungdo de verossimilhanca.
4.6. PREVISOES PARA A SERIE y,
Da densidade condicional apresentada na expressao (4.10), € possivel obtermos

diretamente uma previsdo para y+;, uma vez que conhecemos y; € s;.;. Ou seja, uma

previsdo para y;+; estd condicionada a y; e s+;.
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Considere o seguinte modelo AR(1):
Vi =8y, ¥P. Y, +Ep. (4.37)
Uma previsao para o modelo apresentado em (4.37) sera dada por
EW, 150 =J>yi30)=c¢; +8,,. (4.38)
Para cada valor que a varidavel ndo observavel s..; pode assumir ao longo da
série, teremos uma diferente previsao associada. Portanto, se a série apresentar N
regimes, teremos N possiveis previsoes.
Em (4.38) chegamos a N possiveis previsdes para a série, dependendo do regime
em que a série se encontra. Essas previsdes podem ser coletadas num vetor de dimensdo

N, que sera denotado por A,’. Por meio de A, verificamos que a previsdo incondicional

da série baseada na observagdo atual esta relacionada com a previséio condicional por
E(i 1 9130)= B e (4.39)
onde £,+, ,representa o vetor contendo as probabilidades preditas para previsdes um

passo a frente.

4.7. ESTIMATIVA DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA DOS PARAMETROS

Comegaremos pelas estimativas das probabilidades de transigéo p;;. Assumindo

JV
que estas probabilidades possam assumir valores entre zero e um e z p;=1,Vieje
inl

que as probabilidades iniciais do vetor &£ assumem algum valor fixo ndo
correlacionado com os demais parametros, teremos que a estimativa de méxima

verossimilhanga para as probabilidades de transi¢do do processo podem ser encontradas

por

iP{S, = )5 =i|yr;é}

LY =2

Dy = 5 : (4.40)

Zp{ff-l =i’}’r;é}

1=2

Perceba que na equagédo acima o intervalo de variagédo para f € delimitado por 2 e

T, pois se f pudesse assumir o valor 1, entraria no calculo um valor para o regime sp , 0



que impossibilitaria a estimativa das probabilidades de transi¢do. Perceba também que
os célculos sdo realizados com base nas probabilidades suavizadas.

Se o vetor das probabilidades iniciais puder ser considerado como um vetor de
parametros limitado apenas pelas exigéncias de que a soma das probabilidades seja um
e que cada valor seja superior a zero, entdo a estimativa de maxima verossimilhan¢a

para este vetor pode ser obtida através de uma inferéncia suavizada para o regime inicial
do tipo:
p=E. (4.41)
Agora especificaremos as estimativas de méxima verossimilhanca para os
parametros auto-regressivos do modelo. Considere o modelo:
Y, = Ziﬁs, +&;, (4.42)
onde & ~i.i.d.N(0,0°), z, ¢ um vetor contendo as defasagens da variavel y, ou seja, se o
modelo auto regressivo for de primeira ordem, o vetor z, sera representado por /1, y..;],
se for de segunda ordem por /1, y..;, yi.2/, € assim sucessivamente, e . € o vetor com
os coeficientes da regressdo para cada regime.

No modelo proposto, o vetor contendo as densidades condicionais 7, sera dado

por:

\/%G exp{f (y, —z} 8, )2 }-‘

7, (4.43)

\/%o' exp{’(y: -z, By )2}

Pelo modelo proposto em (4.42), teremos de encontrar as estimativas de maxima

verossimilhanga para os parametros da auto-regressdo S, ..., By e o’. Estes pardmetros

serdo agora denominados por a. Para o = (/3, , By - By, o) teremos que
?. -~ -~
>0, ~z8,) z P, = il yr:6}=o0. (4.44)
=1

Pela expressdo (4.44) verificamos que os vetores [, satisfazem as condigdes

OLS de ortogonalidade, onde cada observagdo ¢ ponderada pela probabilidade de que

ela tenha sido observada no regime j.

As estimativas de maxima verossimilhanga serdo obtidas através das seguintes

expressdes:
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1=l

b~ SEOLEOT | [SE0 70)] @45
onde y,(j) e z,(;) serdo dados respectivamente por

5,()=y, Pb, = 11738 }e 7.0)=2 Pl = 1,36}, (4.46)

E a variancia o‘?, por sua vez, sera estimada por

S50, -2, ) P, = 11,36}
G2 = 5 . (4.47)

Note que as probabilidades utilizadas no par de equagdes (4.46) sdo suavizadas.

Perceba também que as estimativas para B , podem ser encontradas fazendo-se uma
regressdo OLS de ¥, (j) sobre Z,(;), como aparece em (4.45).

Os pardmetros do modelo acima poderdo agora ser estimados implementando-se

o algoritmo EM, procedendo-se aos passos discutidos na Seg¢do 4.5.3.

4.8. NUMERO ADEQUADO DE REGIMES

Uma das tarefas a serem feitas na metodologia MS-AR é determinar o nimero
adequado de regimes que governardo o processo. Em geral, o que fazemos é a
realizagdo de testes comparando modelos com niimeros distintos de regimes.

Porém estes testes ndo podem ser realizados através de testes de verossimilhanga
usuais. Uma das condigdes de regularidade para que esses testes de verossimilhanga
tenham uma distribuigdo ” assintética é que a matriz P seja ndo singular.

Ha uma vasta bibliografia a respeito de testes envolvendo os problemas de
regularidade, onde podemos citar Davies (1977), Hansen (1993), Andrews & Ploberger
(1992) e Stinchcombe & White (1993). Segundo Hamilton (1994), podemos fazer uma
aproximacdo utilizando na hip6tese nula um modelo com N-/ regimes e realizando uma
série de testes sobre a validagdo das especificagdes como uma forma de verificar se
realmente é necessario ajustarmos um modelo com N regimes. Em Hamilton (1996)

encontraremos alguns destes testes.
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5. SIMULACOES UTILIZANDO O R

Ao longo deste capitulo, implementaremos algumas simulagdes de Monte Carlo,
enfocando a obten¢do das estimativas de maxima verossimilhanga para os parametros
de diferentes modelos, com e sem mudanga de regime. Para os diferentes modelos
simulados, ajustamos modelos AR, com e sem mudanga de regime, comparando 0s
casos simulados. Todos os procedimentos simulagdo e estimagdo foram obtidos
utilizando-se a versdo 1.7.1 software estatistico R (ver anexo).

Este software é um programa que estd sendo utilizado cada vez mais por
pesquisadores que fazem uso de analises estatisticas. O crescente aumento da utilizagao
deste software deve-se, entre outros, a confiabilidade dos resultados por ele fornecidos,
a flexibilidade e diversidade de analises estatisticas, a boa estrutura de programagao e
também ao fato de ser gratuito. Também podem ser obtidas diversas saidas graficas a

partir do R.

Aqueles usuarios que utilizam as linguagens de programag¢do C, C++ e

FORTRAN, nao terdo dificuldades em utilizar o R.

5.1. SIMULACAO DE MODELOS

Passaremos agora a simular modelos com o objetivo de mostrar que, em séries
temporais que apresentam comportamentos distintos ao longo do tempo, faz sentido e é

vantajoso ajustar modelos com mudanga de regime.

Nosso processo de simulagdo contemplara os seguintes passos:

e gerar séries temporais de modelos do tipo RB e AR com e sem mudanga de
regime via cadeias de Markov;

e ajustar modelos AR e MS-AR e estimar os parametros dos mesmos, com
base nas séries temporais geradas;

e comparar os modelos ajustados com mudanga de regime e sem mudanga de
regime através dos critérios de informagdo AIC e BIC.

Discutiremos a seguir as analises realizadas para trés casos particulares.
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5.1.1. CASO 1

Este caso introdutorio sera tratado de maneira diferente dos demais, pois
simularemos uma série que ndo apresenta mudanga de regime. Foi simulada uma unica
série temporal de tamanho 200 de um processo AR(1).

Os parametros do modelo simulado foram:

>

e=2 $=105;e o.=05.

Quadro 5.1: Parimetros do processo gerador.

A série temporal gerada apresenta o seguinte grafico:
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Figura 5.1: Grafico da série temporal gerada no Caso 1.

Pela fungdo de autocorrelagdo parcial apresentada na figura abaixo, € sugerido o

ajuste de um modelo AR(1), pois apenas quando lag = 1, a fungdo € significativamente
diferente de zero.
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Figura 5.2: PACF para o Caso 1.

Nossa intengdo ao gerar a série acima foi gerar uma série que apresentasse um

comportamento autorregressivo seguindo um modelo AR(1). Porém, analisaremos esta

série supondo que ela apresente um comportamento tipo MS(2)-AR(1).

Para inicializar o processo de estimagdo dos parametros do modelo, na rotina

criada no R, entramos com as seguintes informagdes iniciais:

L ]

numero de regimes, N = 2,

tamanho da amostra, 7" = 200,

os termos constantes para cada regime, onde, para o regime 1 entramos
com um valor abaixo da média amostral, e para o regime 2, com um
valor acima da média amostral;

os coeficientes regressores, ¢; = 0,6 € ¢ = 0,4;

a variancia do erro, onde utilizou-se a varidncia amostral da série;

as probabilidades de transigio em uma etapa, py = 0,55 e p; = 0,45, i e
j=12

O critério de convergéncia adotado foi que o algoritmo sé parasse o
processo de estimagdo dos pardmetros quando a diferenga entre a

estimativa atual e a estimativa imediatamente anterior fosse menor que
0,00001;
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Foram obtidas as seguintes estimativas para o vetor dos parametros &:

&y =3,07 &, =1,29 b, =034 $, = 0,61 &2 =017

Quadro 5.2: Estimativas para o vetor de parametros ©.

Portanto, o modelo final ajustado - MS(2)-AR(1), forneceu as seguintes

equagoes autorregressivas para cada regime da série:

Regime 1 Y, =3,07+0,34y, , +¢,

Regime 2 Y, =129+0,61y, , +¢,

Quadro 5.3: Equagdes autorregressivas para cada regime

Obtivemos as estimativas das probabilidades suavizadas, representadas

graficamente abaixo:
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Figura 5.3: Grafico da série com as probabilidades estimadas suavizadas para os respectivos regimes 1 ¢ 2
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Analisando a Figura 5.3, verificamos que o processo subjacente apresenta altas
probabilidades suavizadas estimadas de estar no regime 1 quando a série apresenta
valores baixos. Nestes casos, as probabilidades suavizadas estimadas de que o processo
esteja no regime 2 s3o baixas.

Com o rigoroso critério de convergéncia adotado, as estimativas finais para &
foram obtidas apds 200 ciclos de estimagdo. Com isto concluimos que o processo de
estimacao dos parametros nao convergiu rapidamente, talvez porque as informagdes
iniciais ndo fossem muito precisas.

Faremos agora uma comparagdo entre os modelos ajustados com mudanga de
regime (MR) e sem MR, com a finalidade de verificar qual dos dois modelos se ajusta
melhor. Para que fosse possivel essa comparagdo, foram geradas aleatoriamente 50
séries temporais com 200 pontos cada, nas mesmas condi¢oes em que foi gerada a série
original do Caso 1. Foram calculadas as estatisticas AIC e BIC para os modelos
ajustados com e sem mudanga de regime para cada uma das 50 séries. As estatisticas de

AIC encontradas para as 50 séries geradas estdo representadas na figura abaixo:

N
o
[ S
I : —
| |
(‘}l =
(]
8
T i
Com MR Sem MR

Figura 5.4: Boxplot comparando os AIC’s obtidos para os modelos com e sem MR das 50 séries geradas

Verificando o boxplot apresentado na Figura 5.4, percebemos que as séries em

que foram ajustados modelos com mudanga de regime produziram ajustes superiores em
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relagio aqueles ajustes de modelos sem mudanga de regime, uma vez que produziu
medidas de AIC menores.

A seguir estdo ilustradas as medidas de BIC para as 50 séries geradas.
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Figura 5.5: Boxplot comparando os BIC’s obtidos para os modelos com e sem MR das 50 séries geradas

Percebemos pela Figura 5.5 que o critério de BIC apresentou resultados
idénticos ao critério AIC. Podemos dizer entdo que ambos os critérios indicam o modelo
MS(2)-AR(1) como sendo melhor explicativo das 50 séries geradas. Apesar de o

modelo incorreto estar sendo escolhido, isso sugere uma certa robustez do modelo MS-
AR.

5.1.2. CASO 2

Com base nas probabilidades de transi¢do de uma Cadeia de Markov coM dois
regimes, foi simulada uma série de tamanho 200.0s parametros autorregressivos de

cada regime foram:
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c; = 2, cy=2J, o =¢>=0, U§ =

Quadro 5.4: Valores iniciais para o processo de estimagdo

Assim, obteremos o seguinte grafico para a série:

Caso 2

0 50 100 150

200

Figura 5.6: Grafico da série para o Caso 2

Os graficos de ACF e PACF para o Caso 2 sio apresentados que segue.
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Figura 5.7: ACF e PACF para o Caso 2.

Na figura 5.7 verificamos que a série € um ruido, uma vez que as fungdes de
ACF e PACF ndo sdo significativas para as defasagens (lags) apresentadas. A série é
estacionaria, pois ha um rapido declinio da ACF, donde concluimos que o médulo dos
regressores (¢#) do modelo sao menores que 1.

Suponhamos que, com base na Figura 5.6, parega aceitavel o ajuste de um
modelo com dois regimes. Pela Figura 5.7 verificamos que ndo faz sentido
adicionarmos os parametros de regressdo ¢; e ¢, (ou considera-los iguais a zero) ao
modelo, pois constatamos que a série pode ser tratada como um ruido em torno da
média.

Para inicializar o processo de estimagdo dos parametros do modelo, na rotina
criada no R, entramos com as seguintes informagdes iniciais:

e numero de regimes, N = 2;

e tamanho da amostra, 7" = 200,

e as constantes para cada regime, onde, por se tratar de um ruido, sabemos
que a média para cada regime sera igual ao termo constante do modelo

do respectivo regime, como ndo sabemos qual a média de cada regime,
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informamos que o valor inicial de c; € igual a média do processo menos
um desvio padrio, e c; igual a média mais um desvio padrao;

e 0s coeficientes regressores, ¢ = ¢, = 0, por se tratar de um ruido;

e avariancia do erro, onde utilizou-se a variancia amostral da série;

e as probabilidades de transi¢ao em uma etapa, p; = 0,5, paraiej = 1, 2; e

e O critério de convergéncia adotado foi que o algoritmo sO parasse o
processo de estimagdo dos parametros quando a diferenga entre a
estimativa atual e a estimativa imediatamente anterior fosse menor que
0,00001;

Foram obtidas as seguintes estimativas para o vetor dos parametros & :

-~ -

¢, =2,62; 6, =565 ¢, =-0,07 $, =-0,11 6t =12

f’n =0,75 )612 =0,25 1621 =0,52 !522 =0,48

Quadro 5.5: Estimativas para o vetor de parimetros 0.

Portanto, o modelo final ajustado foi um MS(2)-AR(1), que forneceu as

seguintes equagdes autorregressivas para cada regime da série:

Regime 1 y, =2,62-0,07y, , +¢,

Regime 2 Y, =5,65-01l11y,, +¢,

Quadro 5.6: Equagdes autorregressivas para cada regime.

Também foram obtidas as estimativas das probabilidades suavizadas,

apresentadas na figura abaixo.
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Figura 5.8: Grafico da série com as probabilidades estimadas suavizadas para os respectivos regimes 1 e 2

Pela Figura 5.8, a exemplo do caso anterior, verificamos que o processo
subjacente apresenta altas probabilidades suavizadas estimadas de estar no regime 1
quando a série apresenta baixos valores. Nestes casos, as probabilidades suavizadas
estimadas de que o processo esteja no regime 2 s3o baixas.

Houve convergéncia do processo de estima¢ao dos parametros apds ter sido
realizado 20 ciclos iterativos.

Para finalizar este caso, faremos uma comparag@o entre o ajuste de um modelo
com mudanga de regime e outro sem mudanga. A finalidade desta comparagdo é
verificar qual dos ajustes produz o menor erro de estimativa, ou seja, qual dos modelos
produz o menor residuo.

Para que fosse possivel essa comparagido, foram geradas aleatoriamente 50 séries
temporais com 200 pontos cada, nas mesmas condigdes em que foi gerada a série para
as analises anteriores contidas neste caso. Obteve-se as medidas de AIC e BIC para cada
série gerada. Estas medidas sdo apresentadas nas Figuras 5.9 e 5.10.

Nas Figuras 5.9 e 5.10 fica evidenciado que, para o Caso 2, os modelos com
mudanga de regime se ajustam melhor do que aqueles que ndo consideram as mudangas

de regime, uma vez que estes ultimos apresentam erro de previsdes maiores. Assim,
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para o Caso 2, verificamos que os modelos MS(2)-AR(1) sdo mais adequados do que os

modelos AR(1), uma vez que produziram medidas de AIC e BIC menores.
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Figura 5.9: Boxplot comparando os AIC’s obtidos para os modelos com e sem MR das 50 séries geradas
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Figura 5.10: Boxplot comparando os BIC’s obtidos para os modelos com ¢ sem MR das 50 sérics geradas
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5.1.3.CASO3

Identicamente ao Caso 2 geramos uma série temporal com base nas
probabilidades de transigdo de uma cadeia de Markov para representar os dois regimes.
A diferenca entre o Caso 2 para este serdo Os parametros autorregressivos

simulados para cada regime, que aqui serdo:

¢y =2 c=1 ¢ =08 ¢ =02 cl=1

Quadro 5.7: Valores iniciais para o processo de estimagio

Desta maneira obtivemos o seguinte grafico para a série:

Caso 3
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Figura 5.11: Gréfico da série para o Caso 3.

Abaixo apresentamos a ACF e PACF para o Caso 3:
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igura 5.12: ACF ¢ PACF para o Caso 3.

Pela Figura 5.11, verificamos que faz sentido olharmos para a série considerando
que ela apresente dois regimes. Na Figura 5.12 vemos que a série € estacionaria € um
modelo possivel seria um AR(1), pois a ACF cai rapidamente a medida que aumenta o
lag e a fungdo PACF apresenta autocorrelagdo significativamente positiva apenas para o
lag 1.

Portanto, verificaremos o ajuste de um modelo MS(2)-AR(1). Foram fornecidas
as seguintes informagdes iniciais:

e npumero de regimes, N=2;

e tamanho da amostra, 7 = 200,

e ;e cp serdo respectivamente o valor da média amostral menos um
desvio padrdo e a média amostral mais um desvio padrdo, seguindo a
idéia apresentada no caso anterior;

e $=04¢e¢ =06

e a variancia do erro, onde utilizou-se a varidncia amostral da série;

e as probabilidades de transi¢do em uma etapa, p; = 0,5, paraiej =1/, 2; e

e O critério de convergéncia adotado foi que o algoritmo s6 parasse o
processo de estimagdo dos parametros quando a diferenga entre a

estimativa atual e a estimativa imediatamente anterior fosse menor que
0,00001;
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Dadas as estimativas iniciais acima, apos 39 ciclos iterativos, obtivemos as

seguintes estimativas para os parametros do vetor &:

-~

&, =112 ¢, =691 ¢, =0,58 é,

I

035 6* =465
f)” =0,77 ﬁ,z =0,23 1611 =073 ;332 =0,27

Quadro 5.8: Estimativas para o vetor de parametros 6.

Portanto, o modelo final ajustado foi um MS(2)-AR(1), que forneceu as

seguintes equagdes autorregressivas para cada regime da série:

Regime 1 Y, =172+0,58y, , +¢,

Regime 2 y, =691+035y, , +¢,

Quadro 5.9: Equagbes autorregressivas para cada regime.

As estimativas das probabilidades suavizadas estdo apresentadas abaixo:
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Figura 5.13: Grafico da série com as probabilidades estimadas suavizadas para os respectivos regimes 1 ¢
2
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Neste caso novamente verificamos que o processo subjacente apresenta altas
probabilidades suavizadas estimadas de esta no regime 1 quando a série apresenta
valores baixos. Assim, as probabilidades suavizadas estimadas de que o processo esteja
no regime 2 sao baixas.

Pelas Figuras 5.14 e 5.15 apresentadas a seguir podemos perceber que para o
presente caso os modelos com mudanga de regime forneceram os melhores ajustes, de
acordo com os critérios de comparagdo AIC e BIC. Para o presente caso, o modelo

MS(2)-AR(1) se ajusta melhor a série em relagdo ao modelo AR(1).
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Figura 5.14: Boxplot comparando os AIC’s obtidos para os modelos com ¢ sem MR das 50 séries geradas
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Figura 5.15: Boxplot comparando os BIC’s obtidos para os modelos com e sem MR das 50 séries geradas
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6. APLICACAO DA METODOLOGIA MS-AR A UM CASO REAL

Neste capitulo, apresentaremos a aplicagdo de um modelo MS-AR a um
conjunto de dados reais, observados trimestralmente, que representa o Produto Interno
Bruto dos Estados Unidos (GNP), no periodo compreendido entre o primeiro trimestre
de 1947 e o primeiro trimestre de 1989, totalizando 169 observagdes. Os dados
representam 0 GNP em bilhdes de dolares. Este mesmo conjunto de dados ja foi
analisado por Hamilton (1989), porém agora vamos sugerir um modelo distinto daquele
proposto por Hamilton. Os dados podem ser obtidos na “homepage” de Hamilton, na
internet (http://econ.ucsd.edu/~jhamilto/).

Na figura abaixo apresentamos a série original dos dados “GNP”:

Série Original - GNP

3000 4000
|

2000

1000

0 50 100 150

Tempo

Figura 6.1: Séric GNP.

A seguir sdo apresentados os graficos das fungdes ACF e PACF.
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Figura 6.2: ACF ¢ PACF da série GNP.

Pelo grafico apresentado na Figura 6.1, vemos que a série nao € estacionaria,
uma vez que ha uma tendéncia crescente ao longo do tempo. A ndo-estacionariedade da
série fica evidente olhando para o grafico da ACF mostrado na Figura 6.2. Sendo assim,
precisamos remover esta ndo-estacionariedade dos dados tomando-se quantas diferengas
forem necessarias. Tomando-se a primeira diferenga, obtivemos uma série estacionaria,

como pode ser verificado na figura abaixo:
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Figura 6.3: Primeira diferenga da série GNP, ACF e PACF.

Verificamos que a primeira diferenga da série GNP € estacionaria uma vez que a
ACF passou rapidamente a apresentar /ags nao significativos. Pela fun¢ao PACEF,
vemos que parece plausivel ajustar um modelo AR(1).

Vamos supor que a série possa ser governada por dois regimes, onde o regime 1
sera de recessdo e o regime 2 de ascensdo econdmica. Portanto, sugerimos o ajuste de
um modelo MS(2)-AR(1) apos ter sido tirada a primeira diferenga da série original, ou
seja, um modelo MS(2)-ARIMA(1,1,0).

Se, por outro lado, ajustarmos um modelo ARIMA(1,1,0) a série original,

obteremos as seguintes estimativas de maxima verossimilhanga:

(5]

Q»

é=42,00, $=0,5676, =656,4 .

Quadro 6.1: Estimativas dos parimetros do modelo ARIMA(1,1,0)
Porém, como supomos haver mudanga de regime na série, ajustaremos um
modelo com mudanga de regime. As estimativas iniciais foram aproximadas baseando-

se no modelo ARIMA (1,1,0) proposto acima, conforme o quadro abaixo:
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é, =0,5042 ¢, =0,631 ¢, =36,63 ¢, =49,21 G =656,4

P; =05 Py =05 D, =05 Pas =05

Quadro 6.2: Estimativas iniciais para o vetor de parimetros ©.

A rotina de estimagdo forneceu os resultados apresentados na tabela a seguir
apos o método iterativo de estimagdo ter sido realizado em 29 etapas. Note que o

critério de convergéncia é de 10” (0,00001) para cada pardmetro do modelo.

- -~

$, =014 ¢, =09 ¢, =14,06 ¢, =529 G?=48454

Py =0,67 Py, =0,33 Py =0,68 p,, =0,32

Quadro 6.3: Estimativas finais para o vetor de parimetros 6.

Analisando-se as estimativas para ¢;, ¢, ¢ € C2, percebe-se que o regime 2

representa periodos de expansdo econdmica, enquanto o regime 1 representa periodos

. C; G ; : -
de recessio ] EJ >1 a) . Além disso, momentos de recessio sao menos
B ¢! B !

correlacionados com o passado do que os periodos de expansio ( 451 =0,14 enquanto
$,=09).

No que diz respeito as estimativas das probabilidades de transigdo, elas nos
indicam que os periodos de recessdo sdao mais “persistentes” em relagdo aos periodos de
expansio. Além disso, a longo prazo, as probabilidades ergodicas recorrentes indicam
que ha mais chance de em um determinado momento estarmos em recessdo do que em
expansao.

Analisaremos agora as probabilidades suavizadas para cada regime, conforme a

figura abaixo:
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Figura 6.4: Grafico da série GNP diferenciada e probabilidades suavizadas estimadas dos regimes 1 e 2

Através dos graficos apresentados na Figura 6.4, vemos as probabilidades das
observagdes estarem num regime de recessao ou estagnagdo econdmica (regime 1) e de
estarem num regime de ascensdo econdmica (regime 2). Assim, percebemos que a
maior parte das observagdes apresenta maior probabilidade de “ingressar” num regime
de recessdo econdmica e a medida que o processo avanga surgem as maiores
probabilidades de ascensdo econdomica.

Para verificar qual dos modelos se ajusta melhor aos dados, fizemos
comparagdes com base no critério de Akaike (AIC) e no critério de Schwarz (BIC). O
modelo com mudanga de regime apresentou um grande nimero de pardmetros em
relagdo ao modelo ARIMA (8 contra 2, pois foram incluidas as probabilidades de
transi¢do), o que inflacionou o valor de AIC e o de BIC.

Para a série analisada, verificamos que o modelo ARIMA(1,1,0) apresentou AIC
igual a 7,49 e BIC igual a 7,53, enquanto que o modelo com mudanga de regime MS(2)-
ARIMA(1,1,0) apresentou AIC igual a 6,19 e BIC igual a 6,34. Ou seja, 0 modelo com
mudanga de regime proposto se ajusta melhor aos dados referentes ao Indice Geral de

Produg¢do Nacional dos E.U.A. no periodo analisado.
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7. CONCLUSAO

A partir da realizagdo deste trabalho, percebemos que existem outros
interessantes modelos para andlise de séries temporais a serem abordados, que ndo os
comumente vistos em um curso de graduagdo. Entre eles, podemos citar os modelos
com mudanga de regime, que foram o foco principal na realizagédo deste estudo.

Como a maioria dos modelos de séries temporais, modelos com mudanga de
regime podem ser usados nas mais diversas areas de conhecimento, embora até o
momento ndo tenhamos visto muitos exemplos de aplicagdo que ndo sejam em areas
financeiras e econdmicas.

Ao longo deste trabalho procuramos aprimorar o conhecimento a respeito das
Cadeias de Markov, que, como pdde ser visto, sdo de fundamental relevancia no estudo
de modelos MS-AR. Nesses modelos, assumimos que estas cadeias governam o
comportamento da série temporal. Além disso, foi preciso revisar os conhecimentos a
respeito da metodologia de Box e Jenkins, utilizando-a para o ajuste de modelos do tipo
SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s. Entretanto o enfoque principal foi dado aos modelos AR(p).
seguindo o mesmo rumo dado em Hamilton (1994, Capitulo 22).

Verificamos que, para alguns modelos geradores que apresentavam alteragGes de
comportamento ao longo do tempo, 0o uso de modelos com mudanga de regime foi
extremamente relevante. Além disso, inclusive para as particulares séries geradas para o
caso sem mudanga de regime, o ajuste do modelo com mudanga de regime foi superior
em termos do critério AIC e BIC.

Um elemento importante para fins de interpretagdo dos modelos ajustados com
mudanga de regime € a obtencdo das probabilidades suavizadas estimadas, encontradas
através de um processo iterativo envolvendo probabilidades preditas e probabilidades
filtradas estimadas. Assim, podemos inferir sobre qual dos N regimes € responsavel por
uma determinada observagdo no tempo f.

Também ndo podem deixar de ser citadas as estimativas das probabilidades de
transi¢do que governam as Cadeias de Markov, pois, com base nestas probabilidades,
poderemos ver, por exemplo, o risco de um determinado pais passar a apresentar um
regime de recessdao econdomica, dado que este se encontra num regime de expansdo ou

crescimento econdémico. Além disso, probabilidades ergodicas estimadas podem ser

obtidas.
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O fato de o processo de obtengéio das estimativas dos pardmetros do modelo ser
feito através de varias etapas de um processo iterativo possibilitou-nos acompanhar a
evolugdo das estimativas até que estas convergissem, onde percebemos que, quanto
melhores (ou mais proximas) forem as estimativas iniciais dos pardmetros, menor o
tempo que o processo de estimagdo levara para ser concluido. Na busca pelas melhores
estimativas possiveis, foi adotado um rigoroso critério de convergéncia, o que fez com
que praticamente ndo houvesse diferenca entre as estimativas finais, dado que as
estimativas iniciais poderiam ser levemente equivocadas.

Porém, a grande vantagem da realizacdo deste trabalho foi a experiéncia
acumulada principalmente em andlise estatistica de séries temporais, tanto pelas horas
de estudo dedicadas para a realizagdo do trabalho, quanto pelo desenvolvimento de
rotinas de programacéo e algoritmos de previsdo e simulagdo em linguagem S (utilizada
pelo software R), que até entdo era praticamente desconhecida de minha parte.

Sendo assim, concluimos que o trabalho realizado foi de grande valia, uma vez
que gerou conhecimento e experiéncia em diversas técnicas de analise estatistica de

série temporais, sempre levando-se em conta o rigor estatistico.
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9. ANEXOS: PROGRAMAS EM R

Obs.: ndo serdo aqui apresentadas todas as rotinas de programacdo utilizadas neste
trabalho. Apresentaremos apenas as rotinas utilizadas que ndo apresentam grandes
semelhancas de caso para caso. Motivo: a estrutura das rotinas ¢ a mesma, mudando apenas

os parametros da série simulada e as estimativas iniciais dos parametros.
SIMULACAO DA SERIE UTILILIZADA NO CASO 1

set.seed(17)
g<-c¢(.7..6.1,1)
ga <- matrix(g,2.2,) # matriz acumulada
T <- 200 # tamanho da amostra
est <-rep(0,1)
s <-c(1,2) # espaco dos estados
p0 <- c¢(2/3.,1/3) # probabilidades iniciais de cada estado
f <- sample(s.size=1,prob=p0) # sorteio do estado inicial
est[1] <- f
# a seguir & feita a trajetdria aleatdria
for(i in 2:T) {
u <-runif(1,0,1)
p<- |
while{u > galest[i-1].j])
{i<-j+1}
estli] <-j}
# Simulando um MS(2)-AR(1)
y <-rep(0,T)
cl <2
c2<-2
fil <-.5
fi2<-.5
erro=rnorm(T.,0,.5)
y[1] <-4
for (iin 2:T) {
if (est[i]<2)
{y[i] < c1+(fi1*y[i-1])+erroli]}
else
{yli] <- c2+(fi2*y[i-1])+emoli]} }
par(mfrow=c(3.1))
ts.plot(y) # grafico da série
acf(y) # grafico de autocomrelagdo amostral
pacf(y) # grafico de autocorrelacdo parcial amostral
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FUNCAO UTILIZADA PARA ESTIMAR OS PARAMETROS DO CASO 1, CASO 3 E
SERIE GNP

vetpar<-function(y, N, T, def, cl, c2, fil, fi2, var, pll1a, pl12a, p2la, p22a,
etain=matrix(c((.5), (.5)), nrow=N}, x=(c(p11a, pl12a, p2la, p22a)), P=matrix(x, nrow=N)) {
#Estimativas das densidades condicionais e das probabilidades filfradas e preditas
pfilta <- rep(0.N*T)
ppreda <- rep(0,N*T)
psuava <- rep(0,N*T)
pfiltf <- matrix(pfilta, nrow=N, ncol=T)
ppredf <- matrix(ppreda, nrow=N, ncol=T)
psuavf <- matrix(psuava, nrow=N, ncol=T)
ppredf[,1] <- etain
y0l <-c1/(1-fi1)
y02 <- c2/(1-fi2)
etal <- (2*pi*var)A(-.5)*exp(-.-5*((y[1]-(c1+fil*y01))A2/var))
eta2 <- (2*pi*tvar)A(-.5)*exp(-.5*((y[1]-(c2+{i2*y02)) A2/var))
eta=matrix(c(etal.eta?),nrow=N, ncol=1)
Al=ppredi[,1]*eta
Bl1=((ppredf[1,1])*(eta[1.1]))+((ppredf[2.1])*(eta[2.1]))
pfiltf[,1] <- A1/B]
for (iin 2:T) {
ppredf[,i] <- P%*%pfiltf[.i-1]
etal <- (2*pi*var)A[-.5)*exp(-.5*({y[i-{c1+fi1 *y[i-1]))A2/var))
eta2 <- (2*pi*var)A{-.5)*exp(-.5*((y[i]-{c2+fi2*y[i-1]))A2/var))
eta=matrix(c(etal,eta2),nrow=2, ncol=1)
A=ppredf[i]*eta
B=((ppredf[1.i])*(eta[l.1]))+((ppredf(2,])*(eta[2,1]))
pfiltfi]=A/B }
#Estimativas das probabilidades suavizadas
psuavf[,T]=pfiltf[.T]
for (jin 1:(T-1)) { psuavf[,T-j]=pfiltf[,T-]]* (}{P)%*%(psuavf[.T{+1]/ppredf[,T-j+1])) }
#Estimativas dos paraGmetros autorregressivos
ybarra <-0

for {iin 1:T){

termo <- yli]

ybarra <- ybarra+termo }
ybarra <- ybarra/T
ztin <- rep(O,N*T)
zif <- matrix(ztin, nrow=2, ncol=T)
z1 <- matrix{c(1, ybarra), ncol=1)
zH[,1] <- 21
for (iin 2:T){
ztf[i] <- matrix(c(1, y[i-1]). nrow=2) }
zbar <- rep(0,def*T)
zbarl <- matrix(zbar, nrow=def, ncol=T)
zbar2 <- matrix(zbar, nrow=def, ncol=T)
ybar <- rep(0,def*T)
ybar <- matrix(ybar, nrow=def, ncol=T)
betal <-rep(0.def)
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beta2 <- rep(0.def)
for (iin 1:T) {
ybar(1.i]=y[i]*sart(psuavf([1.i])
ybar[2,i]=y[i]*sart(psuavf[2.i]) }
zbarl[,1]=z1*sgrt{psuavf[1,1])
zbar2[,1]=z1*sqrt(psuavf([2,1])
for {iin 2:T) {
zbarl [i]=ztf il *sgrt(psuavf[1,i])
zbar2[.i]=zif[i]*sart(psuavf[2,i]) }
partell <-0
for (jin 1:T){
termol <- zbarl[,j]%*%t(zbarl [.j])
partell <- partel1+termol}
pariel2<-0
for (jin 1:T){
termo?2 <- zbar2[,j]%* %t (zoar2[.j])
partel2 <- partel12+termo?2 }
parte21 <-0
for (jin 1:T){
termo3 <- zbarl [ j]*ybar([1.j]
parte21 <- parte21+termo3 }
parte22 <-0
for (jin 1:T){
termo4 <- zbar2[ j]*ybar[2,j]
parte22 <- parte22+termo4 }
betal <- solve(partel 1}%*%parte?]
beta2 <- solve(partel2)%*%parte22
beta <- matrix(c(betal, beta2), ncol=N)
# Varidncia estimada
d<-0
for (iin 1:T) { for (jin 1:N) {
termoS5 <- ((y[i] - t{zif[.i]) %*%betal,j]) A2)*psuavf]j.i]
d <- d+termoS5 } }
varest <- d/T
#Probabilidades de transicto
pija <- rep(0,N*N)
piif <- matrix(pija, nrow=N, ncol=N)
pll <-0
pllc<-0
pllm<-0
pl2<-0
pl2c<-0
pl2m <-0
p21 <-0
p2lc<-0
p2Im <-0
p22<-0
p22c <-0
p22m <-0
for (tin 2:T){
termoc11 <- psuavf[1,i-1]*psuavi[l.1]
pllc<-pllc+termocl]
termomi1 <- psuavf[l,1-1]
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plim <-plim+termoml1
pll <-pllic/plim
termoc12 <- psuavf[1,t-1]*psuavi[2,i]
pl2c <- pl2c+termoc]?2
termom12 <- psuavf[1,t-1]
p12m <- pI2Zm+termom12
pl2 <-pl2c/pl12m
termoc?21 <- psuavf(2,t-1]*psuavi(1,1]
p2ic <- p2lc+termoc?21
termom?21 <- psuavf([2,1-1]
p2lm <- p2lm+termom?21
p21 <- p2lc/p2Im
termoc22 <- psuavf[2,t-1]*psuavf[2,t]
p22c <- p22c+termoc?2
termom?22 <- psuavf[2,i-1]
p22m <- p22m+termom?22
p22 <- p22c/p22m }
piif[1.1] <- p11
piif[1,2] <- p21
piif(2,1] <- p12
pijf[2.2] <- p22
etain <- psuavf[,1]
clf <- beta[l,1]
dif] <- (c1f-c1)A2
c2f <- beta[1,2]
dif2 <- (c2f-c2)A2
filf <- betal2,1]
dif3 <- (filf-fi1)A2
fi2f <- beta[2.2]
dif4 <- {fi2f-fi2) A2
varf <- varest
dif5 <- (varf-var)A2
pl1f<-pijf[1,1]
difé <- [pl1f-pll1a)A2
p12f <- pijf[2,1]
dif7 <- (p12f-p12a)A2
p21f <- pijf[1.2]
dif8 <- (p21f-p21a)A2
p22f <- pijf(2,2]
dif? <- (p22f-p22a)A2
diffinal <- dif 1+dif2+dif3+dif4+dif5+difé+dif7+dif8+dif?
# Previsdes
h <-rep(0, N*T)
h <- matrix(h, nrow=N)
h[1,1] <-c1 + fil*y0l
h[2,1] <- c2 + fi2"y02
for (i in 2:T){
h[1,i] <-c1 + fil*y[i-1]
h[2,i] <- c2 + fi2*y[i-1] }
esp <-rep|(0, T)
esp <- matrix(esp, ncol=T)
for (i in 1:T){ espl.i] <- (t(h[i]))%*%ppredf[.i] }

return(P, ppredf, pfiltf, psuavf, ybar, zbarl, zbar2, esp, beta, varest, pijf, diffinal) }
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PROCESSO DE ESTIMACAO REALIZADO NO CASO 1

# Estimativas iniciais

N <-2

T<- 200

def <- 2

cl <- mean(y)-.25*sd(y)

c2 <- mean(y)+.25%d(y)

fil <-.6

fi2 <- .4

var <- var(y)

plla<- .45

pl2a <- .55

p2la<-.55

p22a <- .45

dif <- 99

cont<-0

# Critério de convergéncia
while (dif>.00001) {

# Obtencdo das estimativas
cont <- cont+]

a <- vetpar(y, N, T, def, cl, c2, fil, fi2, var, pl1a, pl2a, p21a, p22q)
cl <- a$beta(l,1]

c2 <- a$beta(l,2]

fil <- a$betal2,1]

fi2 <- a$beta[2,2)

var <- avarest

plla <- a$pijf[1.1]

pl12a <- a$pijf[2,1]

p2la <- a$pijf[1.2]

p22a <- a$pijf[2.2]

dif <- a$diffinal }
par(mfrow=c(3,1))

ts.plot(y) # grafico da série
psuav <- a$psuavf
ts.plot(psuav(l,]) # grafico das probabilidades suavizadas estimadas para o regime 1
ts.plot(psuav|[2,]) # grafico das probabilidades suavizadas estimadas para o regime 2
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COMPARACAO ATRAVES DOS CRITERIOS AIC E BIC PARA O CASO 1

ns <- 50 # nOUMmero de séries geradas
g<-c(.7..6.1,1)
ga <- matrix(g.2.2,) # matriz acumulada
T <- 200 # tamanho da amostra
est <-rep(0,T)
s <- c(1,2) # espaco dos estados
p0 <- ¢(2/3,1/3) # probabilidades iniciais de cada estado
varSMR <-rep(0, ns) # vari@ncia dos residuos do modelo sem mudanga de regime
varMR <- rep (0, ns) # variGncia dos residuos do modelo com mudanga de regime
AICSMR <-rep(0, ns) # Estatistica de Akaike para um modelo sem mudanca de regime
AICMR <-r1ep|0, ns) # Estatistica de Akaike para um modelo com mudanga de regime
BICSMR <-rep(0, ns) # Estatistica de Schwarz para um modelo sem mudanca de regime
BICMR <-rep(0, ns) # Estatistica de Schwarz para um modelo com mudanca de regime
for (kin 1:ns) {
f <- sample(s.size=1,prob=p0) # sorteio do estado inicial
est[1] <-f
# aseguir € feita a trajetoria aleatoria
for (iin 2:T) {
u <-runif(1,0,1)
j<1
while(u > galest[i-1].j])
{i <-j*1}
esti] <-j}
# Simulando um MS(2)-AR(1)
y <-rep(0,1)
¢l <2
c2=-2
fil <-.5
fi2<-.5
erro=rnorm(T,0,.5)
y[1] <-4
for (iin 2:T) {
if (est[i]<2)
{yli] <- c1+(fil*y[i-1])+erroli]}
else
{yli] <- c2+(fi2*y[i-1])+erroli]} }
# Estimativas iniciais
N<-2
def <-2
cl<-3.75
C2<-4725
fil <-.6
fiz<- .4
var <- var(y)
plla<- .45
pl2a<-.55
p2la<-.55
p22a <- .45
dif <- 99
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cont <-0
# Critério de convergéncia
while(dif>.00001) {
# Obtencao das estimativas
cont <- cont+1
a <- vetpar(y, N, T, def, cl, 2, fil, fi2, var, pl1a, pl2a, p21a, p22a)
cl <- a$beta[l, 1]
c2 <- a$beta[l,2]
fil <- a$betal2,1]
fi2 <- a$betal2.2]
var <- a$varest
plla <- a$pijf[1.1]
pl2a <- a%$pif(2,1]
p2la <- a$pijf(1.2]
p22a <- a$pijf[2.2]
plla <- a$pijf[1.1]
dif <- agdiffinal }
psuav <- a$psuavf
# Obtencdo dos residuos, AIC e BIC
ary <- arima(y, order=c(1,0,0))
c <- ary$coef[2]
fi <- ary$coef[l]
vetsem <-rep(0,T-1)
vetest <-rep(0,T-1)
ress <- rep(0, T-1)
resc <-rep(0, T-1)
for (1in 2:T) {
vetsem[l-1] <- c+fi*y[l-1]

ress[l-1] <- (y[l]-vetsem[l-1])A2

if ( psuav]l,l]>.5)

vetest[l-1] <- cl1+fil*y[l-1]
else
vetest[l-1] <- c2+fi2*y([l-1]

resc[l-1] <- (y[l]-vetest[l-1])A2}
varSMR[k] <- mean(ress)
varMR[k] <- mean(resc)
AICSMR[k] <- log(varSMR[k])+(2*2)/T
AICMR[k] <- log(varMR[k])+(2*8)/T
BICSMRIK] <- log(varSMR[k])+(2*log(T)}/T
BICMR[k] <- log(varMR[k])+(8*log(T))/T }

66



FUNCAO UTILIZADA PARA ESTIMAR OS PARAMETROS DO CASO 2

Neste caso, a fun¢do apresentada difere das demais por ndo conter os parametros
autorregressivos fil e fi2.

vetpar<-functionl(y, N, T, def, c1, c2, fil, fi2, var, plla, pl12aq, p21a, p22a,
etain=matrix(c((.5). (.5)). nrow=N), x=(c(p11a, pl2a, p21qa, p22a)), P=matrix(x, nrow=N)} {
#Estimativas das densidades condicionais e das probabilidades filtradas e preditas
pfilta <- rep(0,N*T)
ppreda <- rep(0.N*T)
psuava <- rep(0,N*T)
pfiltf <- matrix(pfilta, nrow=N, ncol=T)
ppredf <- matrix(ppreda, nrow=N, ncol=T)
psuavf <- matrix(psuava, nrow=N, ncol=T)
ppredf[,1] <- etain
yO1 <= cl/(1-fi1)
y02 <- c2/(1-fi2)
etal <- (2*pi*var)A-.5)*exp(-.5*([y[1]-{c1+fi1*yD1))A2/var))
eta2 <- (2*pi*var) A-.5)*exp(-.5* ((y[1]-(c2+fi2*y02)) A2/var))
eta=matrix(c(etal,eta2),nrow=N, ncol=1)
Al=ppredf[,1]*eta
B1=((ppredf[1.1])*(eta[1.1]))+((ppredf[2.1])*(eta[2.1]))
pfiltf[,1] <- A1/B]
for (iin 2:T) {
ppredf[,i] <- P%*%pfiltf[i-1]
etal <- (2*pi*van)A(-.5)*exp(-.5*((y[i]-(c1+fil*y[i-1]))A2/var))
eta? <- (2*pi*var)A(-.5)*exp(-.5*((ylil-(c2+fi2*y[i-1]))A2/var))
eta=matrix(c(etal .eta2),nrow=2, ncol=1)
A=ppredf[.i]*eta
B=((ppredf[1.i])*(eta[l,1]))+((ppredf(2.i])*(eta[2,1]))
pfiltf[i]l=A/B }
#Estimativas das probabilidades suavizadas
psuavf[, T]=pfiltf[,T]
for (jin 1:(T-1)) { psuavf[,T-j]=pfiltf[,T-]]*(1(P)%*%(psuavi[,T-i+1]/ppredf[,T4+1])) }
#Estimativas dos paraGmetros autorregressivos
ybarra <-0
for (iin 1:T){
termo <- y|i]
ybarra <- ybarra+termo }
ybarra <- ybarra/T
ztin <- rep(0,N*T)
zif <- matrix(zlin, nrow=2, ncol=T)
z1 <- matrix(c(1, ybarra), ncol=1)
ztf[,1] <- z1
for (iin 2:T){
ztf[.i] <- matrix(c(1, y[i-1]), nrow=2) }
zbar <- rep(0,def*T)
zbarl <- matrix(zbar, nrow=def, ncol=T)
zbar2 <- matrix(zbar, nrow=def, ncol=T)
ybar <- rep(0,def*T)
ybar <- matrix(ybar, nrow=def, ncol=T)
betal <-rep(0,def)
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beta2 <- rep(0.def)
for (iin 1:T) {
ybar[1,i]=y[i]*sqrt(psuavf[1.i])
ybar([2.i]=y[i]*sart(psuavf[2.i]) }
zbarl [, 1]=z1*sqgrt(psuavf[1,1])
zbar2[,1]=21*sqrt(psuavf[2,1])
for (iin 2:T) {
zbarl [i]=zHf[.i]*sqrt(psuavf[1,i])
zbar2[,i]=ztf[.i]*sart(psuavf[2,i]) }
partell <-0
for (jin 1:T){
termol <- zbarl[j]%*%t(zbarl[j])
partell <- partel 1+termol }
partel2 <-0
for (jin 1:T){
termo2 <- zbar2|,j)%*%t(zbar2[.j])
partel2 <- partel2+termo?2 }
parte21 <-0
for (jin 1:T){
termo3 <- zbarl [ j]*ybar[1.j]
parte2] <- parte21+termo3}
parte?22 <-0
for (jin 1:T){
termo4 <- zbar2[ j]*ybar[2,j]
parte22 <- parte22+termo4 }
betal <- solve(partel1)%*%parte2]
beta2 <- solve(parte12)%*%parte22
beta <- matrix(c(betal, beta2), ncol=N)
# Variancia estimada
d<-0
for {iin 1:T) {
for (jin 1:N) {
termoS <- ((y[i] - H{ztf[i])%* %Bbetal j]) A2)*psuavi(j.i]
d <- d+termo$ } }
varest <- d/T
#Probabilidades de transicdo:
pija <- rep(0,N*N)
pijf <- matrix(pija, nrow=N, ncol=N)
pll<-0
pllic<-0
plim<-0
pl2<-0
pl2c<-0
pl2m<-0
p21 <-0
p2lc<-0
p2im<-0
p22<-0
p22c <-0
p22m <-0
for (tin 2:T){
termocl1 <- psuavf[1.t-1]*psuavf[1,1]
pllc < pllc+termoci]
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termoml1 <- psuavf[l,t-1]
pllm <-plim+termoml |
pll <-plic/plim
termoc12 <- psuavf[1,t-1]*psuavf[2,1]
pl2c <- pl2c+termocl?2
termom12 <- psuavf[1,t-1]
pl2m <- p12m+termom12
pl2<-pl2c/pi2m
termoc21 <- psuavf[2,t-11*psuavf[l.1]
p2lc <- p2lc+termoc?]
termom?21 <- psuavf[2,t-1]
p2Im <- p2lm+termom?21
p21 <-p2ic/p2Im
termoc22 <- psuavf[2,t-1]*psuavf[2,1]
p22c <- p22c+termoc?22
termom?22 <- psuavf[2,i-1]
p22m <- p22m+termom?22
p22 <- p22c/p22m}
piif[1,1] <-p11
piif(1.2] <- p21
pijf[2,1] <- p12
piif(2,2] <- p22
etain <- psuavf(,1]
clf <- beta[l,1]
difl <- (c1f-c1)A2
c2f <- beta[l1,2]
dif2 <- (c2f-c2)A2
varf <- varest
dif5 <- (varf-var)A2
p11f <- pijf[1,1]
difé <- (p11f-pl1a)A2
p12f <- pijf[2,1]
dif7 <- (p12f-p12a)A2
p21f <- pijf[1.2]
dif8 <- (p21f-p21a)A2
p22f <- pijf[2.,2]
dif? <- (p22f-p22a)A2
diffinal <- dif1+dif2+dif5+difé+dif7+dif8+dif?
# Previsoes
h <- rep(0, N*T)
h <- matrix(h, nrow=N)
h[1.1] <-c1 + fil*y0l
h[2,1] <- c2 + fi2*y02
for (iin 2:T){
h[1.i] <- cl +fil*y[i-1]
h[2,i] <- c2 + fi2*y[i-1] }
esp <-rep(0. T)
esp <- matrix(esp, ncol=T)
for (iin 1:T){
espl.i] <- (t(hLi]))%*%ppredfL.i] }

return(P, ppredf, pfiltf, psuavf, ybar, zbarl, zbar2, esp, beta, varest, pijf, diffinal) }
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PROCESSO DE ESTIMACAO REALIZADO NA APLICACAO A SERIE GNP

# Estimativas iniciais

N<-2

T<-169

lagy <- 2

cl <-18.16

C2 <-49.2]

fil <-.5042

fi2 <- .631

var <- var(y)

plla<-.5

pl2a<-.5

p2la<-.5

p22a<-.5

dif <- 99

cont <-0

# Critério de convergéncia
while(dif>.00001) {

# Obtencdo das estimativas
cont <- cont+1

a <-vetpar(y, N, T, lagy, cl1, c2, fil, fi2, var, pl1a, p12a, p2la, p22a)
cl <- ag$betall,1]

c2 <- ajbetall,2]

fil <- a$beta(2.1]

fi2 <- a$beta[2,2]

var <- a$varest

plla <- a$pif[1,1]

pl2a <- a$pijf(2.1]

p2la <- a$pijf[1.2]

p22a <- a$pijf[2.2]

dif <- a$diffinal }
par(mfrow=c(3,1))

ts.plot(y) # grafico da serie
psuav <- a$psuavf
ts.plot(psuav(l,]) # grafico das probabilidades suavizadas estimadas para o regime 1
ts.plot(psuav[2,]) # grafico das probabilidades suavizadas estimadas para o regime 2
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SERIE GNP:

OBTENCAO DE AIC E BIC PARA O MODELO COM MUDANCA DE REGIME

psuav <- a$psuavf
resMR <-0
K <- 8 # NUmero de parametros do modelo
vetc <-rep(0,1-1)
resc <- rep(0,T-1)
# Obtencao dos residuos gerados pelo modelo
for (lin 2:T) {
if ( psuav[1,1]>.5) vetc[l-1]<-c1+fil*dy[l-1]
else
vetc[l-1] <- c2+fi2*dy[l-1]
resc(l-1] <- (dy[l]-vetc[l-1])A2
resMR[l] <- resMR[I-1]+resc(l-1] }
varMR <- mean(resc)
AlIC <- log{varMR)+(2*K) /T
BIC <- log(varMR)+(K*log(T))/T

OBTENCAO DE AIC E BIC PARA O MODELO SEM MUDANCA DE REGIME

psuav <- a$psuavf
resSMR <-0
K <- 2 # NUmero de par&@metros do modelo
vetc <-rep(0,1-1)
resc <- rep(0,T-1)
dy <- diff(y)
# Obtencdo dos residuos gerados pelo modelo
for (lin 2:T) {
vetc[l-1]<-cl+fil*dy[l-1]
resc(l-1] <- (dy[l]-vetc[l-1])A2
resSMR[l] <- resSMR[I-1]+resc[-1] }
varSMR <- mean(resc)
AlC <- log(varSMR)+(2*K)/T
BIC <- log{varSMR)+(K*log(T))/T
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