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RESUMO

Neste trabalho analisamos alguns processos com a propriedade de longa
dependéncia e sazonalidade. Nosso estudo tem por objetivo principal estudar
os processos k—Factor GARMA (p, A\, u, q) e SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s,
onde s ¢ a sazonalidade.

Para os processos k—Factor GARMA(p, A, u, q), baseados no conheci-
mento das freqiiencias de Gegenbauer, propomos estimadores da classe semi-
paramétrica para o correspondente parametro A. Apresentamos importantes
resultados envolvendo a funcao densidade espectral e os coeficientes das re-
presentacoes auto-regressiva e média movel destes processos.

No estudo dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, demonstramos
algumas propriedades destes processos, tais como a expressao da funcao den-
sidade espectral, o seu comportamento préximo as freqiiéncias sazonais, a
estacionariedade, as dependéncias intermediaria e longa, a funcao de autoco-
variancia e a sua expressao assintotica. Investigamos também as condigoes
necessarias e suficientes para a causalidade e a inversibilidade destes pro-
cessos SARFIMA. Analisamos a ergodicidade e apresentamos a previsao de
erro quadratico médio minimo para estes processos. Apresentamos diversos
estimadores na classe dos métodos semiparamétricos para estimar, tanto o
parametro de diferenciacao d, bem como o de diferenciacao sazonal D. Na
classe paramétrica, apresentamos um método que estima todos os parametros
do processo. Propomos nova metodologia de estimacao para os parametros
d e D, os chamados estimadores robustos. Introduzimos dois métodos de
contaminacao por outliers, o modelo multi-paramétrico e a contaminacao
por mistura. Através de simulacoes de Monte Carlo, analisamos o compor-
tamento dos estimadores das classes semiparamétrica e paramétrica para os
parametros do processo SARFIMA. Nestas simulagoes, os processos sao con-
siderados com e sem contaminacao por outliers do tipo aditivo e de inovagao.
Apresentamos o teste de verossimilhanca para detectar e identificar outliers
em processos SARFIMA. Desenvolvemos um estimador para a magnitude de
outliers dos tipos aditivo e de inovacao. Demonstramos que este estimador é
nao viciado e normalmente distribuido. Realizamos a anélise da série tempo-
ral dos niveis mensais do rio Nilo, em Aswan, com e sem contaminacao por
outliers do tipo aditivo.
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ABSTRACT

In this work we analyze some processes with long memory and seasonality
properties. The main goal is to study the k—Factor GARMA (p, A, u, ¢) and
SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s processes, where s is the seasonality.

For the k—Factor GARMA((p, A, u, q) process, based on the knowledge of
the Gegenbauer frequencies, we propose some estimators in the semiparame-
tric class for the corresponding parameter A. We present important results
related to the spectral density function and to the coefficients of the autore-
gressive and moving average infinite representations for these processes.

In the study of the SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q) processes, we prove
several properties, such as its spectral density function expression and its
behavior near the seasonal frequencies, the stationarity, the intermediate
and long memory, the autocovariance function and its asymptotic expres-
sion. We also investigate necessary and sufficient conditions for the causality
and the invertibility of SARFIMA processes. We analyze the ergodicity and
we present the minimum mean squared error forecasting for these processes.
We present several estimators in the semiparametric class to estimate both,
the degree of differencing d and the seasonal differencing parameter D. In
the parametric class, we introduce one method that estimates all the process
parameters. We propose a new estimation methodology for the parameters d
and D, based on robustness. We introduce two methods for outliers contami-
nation, the so-called multi-parametric model and the mixing contamination.
Through Monte Carlo simulations, we analyze the semiparametric and pa-
rametric estimators behavior for the parameters of SARFIMA processes. In
these simulations, the process is considered with and without contamination
by addictive and innovation outliers. We present the likelihood test to detect
and to identify outliers in SARFIMA processes. We also develop one estima-
tor for the outlier’'s magnitude for the addictive and innovation types. We
show the unbiased property and normal distribution for this estimator. We
carry out the analysis on the Nile River monthly flows at Aswan time series,
with and without addictive outlier contamination.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas duas décadas, tem ocorrido grande interesse no estudo de séries
temporais com a propriedade de longa dependéncia. O estudo de séries tem-
porais com esta caracteristica foi apresentado, inicialmente, por Hurst (1951)
enquanto investigava a série temporal dos niveis mensais do rio Nilo. Em se-
guida, Mandelbrot e Wallis (1969) definiram o Ruido Gaussiano Fraciondrio
que é uma versao do Movimento Browniano Fracionario a tempo discreto,
mostrando que este processo também exibe o efeito Hurst. Mais tarde, Gran-
ger e Joyeux (1980) e Hosking (1981 e 1984) definem o modelo auto-regressivo
fracionariamente integrado de média mdvel, denotado por ARFIMA (p, d, q).
Neste modelo a funcao densidade espectral do processo estocdstico torna-se
ilimitada apenas na freqiiéncia zero. Os processos ARFIMA(p, d, ¢) sdo uma
extensao natural dos modelos auto-regressivos integrados de média movel,
denotado por ARIMA(p, d, q), proposto por G.E.P. Box e G.M. Jenkins na
década de 70, onde, neste caso, d € N.

Gray et al. (1988) propoem os modelos Gegenbauer e auto-regressivo de
média movel Gegenbauer, denotados, respectivamente, por Gegenbauer(\, u)
e GARMA(p, A\, u,q), cuja fungao densidade espectral do processo estocds-
tico torna-se ilimitada em uma freqiiéncia arbitraria G € (0, 7|, chamada de
freqiiéncia de Gegenbauer, nao necessariamente uma freqiiéncia de Fourier.

Diversas séries temporais, além da propriedade de longa dependéncia,
apresentam também sazonalidade. Para estudar estas séries temporais Porter-
Hudak (1990) propoe o modelo SARFIMA (0, D, 0),, aplicando o mesmo para
analisar a série temporal “US monetary aggregates”. Para a estimagao do
parametro de diferenciacao sazonal D, Porter-Hudak (1990) utiliza o estima-
dor proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Ray (1993) analisa uma
série temporal que possui comportamento de longa dependéncia sazonal e
em seguida faz uma andlise de previsdo. Hassler (1994) analisa os mode-
los rigido e flexivel para os processos SARFIMA (0, D, 0)s, com sazonalidade
s = 4. O autor trabalho com o estimador da funcao periodograma proposto
por Geweke e Porter-Hudak (1983), em torno de todas as freqiiéncias sazo-
nais. Ooms (1995) analisa um conjunto de dados reais sazonais utilizando



o estimador baseado na fun¢ao periodograma, o estimador de maxima ve-
rossimilhanca aproximado, proposto por Fox e Taqqu (1983) e o estimador
de maxima verossimilhanga exato, proposto por Sowell (1992). Montanari
(2000) analisa a série temporal do fluxo mensal do rio Nilo em Aswan, uti-
lizando o estimador de maxima verossimilhancga aproximado para estimar os
parametros do processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q). Peiris e Singh (1996)
apresentam alguns resultados de previsao h-passos a frente para alguns ca-
sos particulares destes modelo. Brietzke et al. (2005) demonstram diversas
propriedades dos processos SARFIMA(0, D, 0),, incluindo estacionariedade,
inversibilidade, fungoes de autocovariancia e autocovariancia parcial do pro-
cesso. Neste artigo apresentam uma formula fechada para o algoritmo de
Durbin-Levinson o qual relaciona a funcao de autocorrelacao e de autocor-
relagdo parcial do processo estocdstico. Bisognin e Lopes (2007) estende
o método de geragao dos processos ARFIMA(p, d, ¢), proposto por Hosking
(1984), para os processos SARFIMA (0, D, 0) e apresentam alguns resultados
de previsao para os mesmos. Ademais, apresentam a a média e a variancia
condicionais destes processos as quais, sao importantes para a geragao e pre-
vis@o com os processos SARFIMA(0, D, 0)s,.

Woodward et al. (1998) generalizam os processos GARMA (p, A, u, ¢) pro-
pondo os processos k—Factor GARMA(p, A, u, ¢). Nos processos k—Factor
GARMA a funcao densidade espectral torna-se ilimitada em £ freqiiéncias
arbitrarias G; € (0, 7], para j = 1,--- , k, chamadas freqiiéncias de Gegen-
bauer. As freq6uéncias de Gegenbauer podem ou nao coincidir com alguma
freqiiéncia de Fourier. Estes processos sao uma generalizacao dos processos
SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s cuja fungao densidade espectral torna-se ili-
mitada nas freqiiéncias ditas de Fourier, isto é, w; = %, paraj =1,---,[3],
onde [z] é a parte inteira de .

A proposta desta tese é estudar os processos k—Factor GARMA (p, A, u, q)
e SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, suas propriedades, estimagao, previsao e
contaminacao com outliers.

No Capitulo 2, apresentamos os processos k—Factor GARMA (p, A, u, q).
Investigamos algumas propriedades dos processos k—Factor GARMA tais
como, estacionariedade, inversibilidade, funcao densidade espectral e estima-
cao das freqiiéncias de Gegenbauer. Baseados no conhecimento das freqiién-
cias de Gegenbauer, propomos estimadores semiparamétricos para o parame-
tro A do processo. Demonstramos o Lema 2.1, o qual é muito importante
na estimacao paramétrica dos parametros dos processos k—Factor GARMA
(p, A, u,q) e SARFIMA(p,d, q)x (P, D, Q)s. No Lema 2.2 demonstramos uma
importante propriedade para a previsao utilizando os processos k—Factor
GARMA (p, A, u,q).

No Capitulo 3, investigamos o mais importante do casos particulares dos
processos k—Factor GARMA (p, A, u,q). Este processo é chamado de pro-
cesso sazonal auto-regressivo fracionariamente integrado de média maovel, de-



notado por SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s. Na Secao 3.2, demonstramos os
Teoremas 3.1 e 3.2, os quais apresentam a expressao da funcao densidade es-
pectral do processo estocastico, o seu comportamento proximo as freqiiéncias
sazonais, a estacionariedade, a dependéncia intermediaria e longa e a funcao
de autocovariancia. No Teorema 3.3 mostramos a expressao assintotica da
fungao de autocovariancia para os processos SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)
e na Proposicao 3.1 extendemos esta expressao assintotica para a funcao de
autocovariancia dos processos SARFIMA completos. Na Secao 3.3, mostra-
mos as condigoes necesséarias e suficientes para a causalidade e inversibili-
dade dos processos SARFIMA (p,d, q) x (P, D, Q). Também demonstramos
as convergéncias em quadrado médio e em quase toda parte das represen-
tagoes auto-regressiva e média moével infinitas. Na Se¢ao 3.4, analisamos a
ergodicidade dos processos SARFIMA (p,d, q) x (P,D,Q)s. Na Secao 3.5,
apresentamos a previsao de erro quadratico médio minimo para os processos
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s. Nesta se¢ao, destacamos o Teorema 3.7 onde
demonstramos varias propriedades sobre previsao com estes processos. Na
Secao 3.6, apresentamos a selecao de modelo baseada no erro de previsao.

O Capitulo 4 apresenta a contaminacao e identificacao de outliers. Na Se-
¢ao 4.1, apresentamos a contaminagao paramétrica e por mistura por outliers
aditivos e inovadores, denotados por AO e 10, respectivamente. Os outli-
ers aditivos correspondem a um erro de medigao ou gravacao afetando uma
unica observacao. No caso dos outliers inovadores, ocorre um choque em um
determinado periodo e o efeito se propaga para as observagoes subseqiientes.
Como exemplo de outlier inovador podemos citar a série temporal dos retor-
nos do IBovespa. Esta série temporal consiste de 1500 observacoes durante
o periodo de 03 de janeiro de 1995 a 27 de dezembro de 2000. Durante este
periodo ocorreram varias crises em diversos paises que influenciaram o mer-
cado financeiro brasileiro. As principais crises ocorridas foram: México em
fevereiro e margo de 1995, Asia em outubro de 1997, moratéria da Ruissia em
agosto de 1998, Brasil em janeiro de 1999 (desvalorizagao do real) e Nasdaq
em abril de 2000. O efeito causado por outliers aditivos e inovadores em uma
série temporal pode ser observado nas Figuras 4.1 e 4.3, respectivamente. Na
Secao 4.2, apresentamos o teste de verossimilhanca para detectar e identificar
outliers em processos SARFIMA completos. Desenvolvemos um estimador
para a magnitude de outliers do tipo AO e IO. Demonstramos que este es-
timador é nao viciado e normalmente distribuido. Por ltimo, apresentamos
um teste estatistico para identificar o tipo de outlier.

No Capitulo 5, apresentamos a estimacao e selecao de modelos para os
processos SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s. Na Segdo 5.1, apresentamos di-
versos estimadores na classe dos métodos semiparamétricos para estimar o
parametro de diferenciacao d e de diferenciacao sazonal D e um paramétrico
para estimar todos os parametros do modelo. Propomos nova metodologia
de estimagao para os parametros d e D, os chamados estimadores robustos.



Na Secao 5.2, apresentamos os critérios de selecao de modelos, a citar AIC,
SBC e HQC.

No Capitulo 6, descrevemos a geracao dos processos SARFIMA completos
e apresentamos os resultados de diversas simulacoes de Monte Carlo realiza-
das. No Capitulo 7, realizamos a anélise da série temporal do nivel mensal
do rio Nilo em Aswan sem contaminacao e contaminada por outliers do tipo
AQ. No Capitulo 8, apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

Processos Fracionarios
Generalizados

Neste capitulo apresentamos os processos fraciondrios generalizados. Es-
tes processos sao uma extensao dos processos estocdasticos introduzidos por
G.E.P. Box e G.M. Jenkins, definidos em termos de equacoes de diferencas
lineares com coeficientes constantes os quais sao chamados de processos auto-
regressiwos de médias mdéveis (ARMA). Mandelbrot (1965) e Mandelbrot e
van Ness (1968) utilizando os conceitos de integragao e diferenciacao fraci-
onaria definiram o Movimento Browniano Fraciondrio, que é um processo
estocdstico estacionario com longa dependéncia a tempo continuo, utilizado
para explicar o efeito de Hurst. O nome efeito de Hurst, é dado ao compor-
tamento de dependéncia entre as observacoes, mesmo distantes, divulgado
primeiramente pelo hidrologista Harold E. Hurst em 1951 enquanto inves-
tigava a série temporal dos niveis do rio Nilo. Em seguida, Mandelbrot e
Wallis (1969) definiram o Ruido Gaussiano Fraciondrio que é uma versao
do Movimento Browniano Fracionario a tempo discreto, mostrando que este
processo também exibe o efeito de Hurst. Mais tarde, Granger e Joyeux
(1980) e Hosking (1981) estendem a classe de processos definidos por Box et
al. (1994) para os chamados processos auto-regressivos de médias mdveis com
integracao fraciondria, denotados por ARFIMA (p, d, q), os quais apresentam
a propriedade de longa dependéncia.

Em recentes estudos sobre séries temporais, tem-se focado nos processos
estocasticos com a caracteristica de longa dependéncia. A propriedade de
longa dependéncia para um processo estocastico {X;}iez pode ser definida
de diferentes maneiras, podendo ser no dominio do tempo ou no dominio
da freqiiéncia. A seguir, introduzimos uma definicao para a propriedade de
longa dependéncia.

Definigao 2.1. Seja { X}z um processo estocdstico estaciondrio. No domi-
nio do tempo, se existe um nimero real u € (0, 1) tal que



py(k) ~Cik™, quando k — oo,

onde Cy # 0 e p,(-) é a funcdo de autocorrelagdo do processo, entao {X;}iez
possui longa dependéncia. Equivalentemente, no dominio da freqiiéncia, se
existe um nimero real b € (0, 1) tal que

fr (W) ~ Colw|™®, quando w — 0,

onde Cy > 0 e f, () é a fungdo densidade espectral do processo, entao {X;}ez
possui longa dependéncia (ver Bary, 1964).

Notagao: Na Definigao 2.1, a notacdo f(w) ~ g(w), quando w — 0, significa
- fw)
li

m ——= = 1. Para maiores detalhes ver Segao A.2.
w—%)g(uo

Observacao 2.1. Em relacao a Defini¢ao 2.1 observamos:
i) arelagdo b = 1 — u é verdadeira;

ii) no dominio do tempo, quando u € (0, 1), p, (k) tende a zero tao lenta-
mente que Y, |px (k)| diverge, onde p, (+) é a funcao de autocorrelagao
do processo;

iii) o caso em que u = 1 é referido como curta dependéncia por alguns
autores.

A seguir apresentamos a propriedade de dependéncia intermediaria.

Definigao 2.2. Na Defini¢ao 2.1, se u € (1, 2) dizemos que {X;}iwz é um
processo estocastico estacionario com dependéncia intermedidria.

Observacao 2.2. A Definicao 2.1 para a propriedade de longa dependéncia
nao é a unica possivel. Defini¢coes alternativas podem ser encontradas na
literatura e elas nao sao equivalentes. No contexto de processos estocésticos
estaciondrios {X;},ez, com variancia finita, os itens a seguir sdo defini¢oes
comuns de longa dependéncia:

i) Z Y5 (k) ~n“Li(n), quandon - we 0 < a < 1;
k=—n

i) v, (k) ~ k=P Ly(k), quando k — 0 e 0 < 8 < 1;
i) f,(w) ~wLs(|w|), quando w —-0e 0 <4 < 1.

As fungoes L (+), La(+) sao fungoes de variagao suave (ver Definigao A.2 e
Observagao A.1) no infinito enquanto que a fungao L3(-) é de variagao suave
em zero. Para maiores detalhes ver Doukhan et al. (2003).



Utilizando a definigao de longa dependéncia, Granger e Joyeux (1980),
Hosking (1981, 1984) e Geweke e Porter-Hudak (1983) apresentam os proces-
sos auto-regressivos fracionariamente integrados de média mdvel (denotados
por ARFIMA(p, d, q)) como um exemplo de processo com a caracteristica de
longa dependéncia. A seguir definimos os processos ARFIMA(p, d, q) porém,
antes, precisamos definir os processos ruido branco.

Definigao 2.3. O processo {et}ez ¢ dito ser um ruido branco com média
zero e variancia o2 < oo, denotado por g; ~ RB(0, 02), se

o2 h=0,

£

E(e) =0, Var(e) =E(e2) =02 e 7.(h) = { 0, h#0,

£

onde v.(-) é a fungao de autocovariancia do processo {&;}ez.

Definigao 2.4. Seja { X}z um processo estocéstico satisfazendo a equagao
¢(B)(1 = B)!(X — p) = 0(B)=, (2.1)

onde p é a média do processo, {&;}iz é um processo ruido branco (ver Defi-
nigao 2.3), B é o operador de defasagem ou de retardo, isto é, B/ (X,) = X,_;,
para todo j € N, ¢(-) e 6(+) s@o os polinémios de ordem p e ¢, respectivamente,
definidos por

m=0

0(z) = D (=002, 9(2‘):2(—%)2’”7 (2:2)

onde ¢y, 1 < ¢ < p,eb,, 1 <m < q, sao constantes reais e ¢pg = —1 = 0.
Entao, {Xi}tez é um processo auto-regressivo fracionariamente integrado de
média mdovel de ordem (p,d,q) com média u, denotado por ARFIMA (p, d, q),
onde d é o grau de diferenciacao.

Observacao 2.3. Na Definicao 2.4, quando d = 0 temos o chamado processo
auto-regressivo de média mdovel de ordem (p,q), denotado por ARMA(p, q).
A fungao de autocorrelagdo dos processos ARMA(p, q) possui decaimento
exponencial, isto é,

| p (k) |< Cr¥, quando k — oo,

onde C' > 0ere(0,1).

Maiores detalhes sobre os processos ARFIMA (p, d, q) podem também ser
encontrados em Fox e Taqqu (1986), Brockwell e Davis (1991), Sowell (1992),
Beran (1994), Robinson (1995a), Baillie (1996), Peiris e Singh (1996), Reisen
e Lopes (1999) e Lopes et al. (2004), Lopes (2007) entre outros.



Embora um ntmero significante de trabalhos utilizam-se dos processos
ARFIMA(p,d, q), é duvidoso acreditar que estes processos sejam suficientes
para resolver todos os problemas sobre longa dependéncia sem alguma gene-
ralizacao.

Um exemplo de generalizacao, sugerido por Hosking (1981), é o modelo

o(B)(1 — 2uB + BHM X, — ) = 0(B)s,, para todo t € Z, (2.3)

o qual claramente inclui os processos ARFIMA(p,d,q). De fato, quando
u =1, temos d = 2.

Devido a complexidade na inversao do fator (1 —2uBB + B?)*, este modelo
s6 mais recentemente foi estudado. Inicialmente foi investigado por Gray et
al. (1989) o qual utilizou as fungoes geradoras dos polinomios Gegenbauer
(ver Definigao 2.5). Os processos dados pela expressao (2.3) sdo mais gerais
que os processos ARFIMA(p, d, q).

A seguir, definimos os polinomios Gegenbauer os quais sao de grande
importancia para a definicao dos processos GARMA e k-Factor GARMA.

Antes de definir os polinomios de Gegenbauer é conveniente introduzirmos
as seguintes notagoes Z> = {k € Z|k > 0} e Z< = {k € Z|k < 0}.

2.1 Polinémios Gegenbauer

Primeiramente vamos introduzir os polinomios de Gegenbauer. Estes polino-
mios sao muito aplicados na Matematica tanto pela sua ortogonalidade como
pelas suas propriedades recursivas.

Defini¢ao 2.5. Os polinomios Gegenbauer C]()‘)(u) sao definidos como os
coeficientes na expansao em série de poténcia da seguinte fungao

(1-2uZ+ 29 = Vw2, (2.4)

JE€ZL>

para A # 0, |[u| < 1e |Z] <1, onde

Li/2] k . ok
\ (“1)*T(A — k + 5)(2u)’
P w) = ;O TOVD(k + DI — 2k + 1)’ (25)

para todo j = 0, com |z| sendo a parte inteira de x, onde I'(:) é a funcao
Gama definida por

i) D(z) = t=te'dt, x> 0;

ii) I'(z)=o00, z=0;



i) T(z)=z2'T(x+1), =<0
s

iv) I'(@)I'(l—-2)=

sen(mz)

Os polinomios Gegenbauer podem ser aproximados por

V() ~ cos[(j + NG — (Am/2)] (2

1-X
J ['(A\) sen?(G) j) . quando j — oo,

onde a constante G é dada por G = cos™ (u).

Assim, quando A < 1, C](-’\)(-) decresce numa taxa hiperbdlica, quando
j — 0.

Computacionalmente, podemos calcular Cj(.’\) () usando a seguinte férmula
recursiva

A—1 A—1
O () = 2u (T + 1) O, (u) — ( —+ 1) O, (),

para todo j > 2, com C’é’\)(u) =1, C’p)(u) = 2)\u, C’é’\)(u) =2 (A +1Du? =\
Tendo definido os polinomios Gegenbauer podemos definir os processos
Gegenbauer e, conseqiientemente, os processos GARMA.

2.2 Processos GARMA

Seja { Xi}ez um processo estocéstico dado pela expressao
(1 —2uB + B X; — p) = &, (2.6)

onde |u| < 1, p é a média do processo, B é o operador de defasagem ou de
retardo, isto é, B7(X;) = X,_;, para todo j € N e {€;}4ez é um processo ruido
branco.

Se o processo ¢ inversivel, podemos escrever formalmente

X, = p+ (1 —2uB + B*) ¢, paratodo te Z.

Utilizando-se a equacao (2.4), o processo { X}z pode ser escrito na sua
representacao média-movel infinita

Xe=p+ Y CVwe;, (2.7)
JEL>

onde (Cj(-’\)(-)) jez, s@0 os polinémios Gegenbauer definidos na equacao (2.5).

Assim temos a seguinte defini¢ao.



Definigao 2.6. O processo { X}z, dado pela equagao (2.7), é chamado de
processo Gegenbauer com parametros u e A e pode ser escrito pela expressao
dada em (2.6).

Podemos notar que se u = 1, em (2.6), temos

(1 =B (X; — ) = & (2.8)
Neste caso, { X} }iez € justamente o processo fracionariamente integrado de
grau ou parametro de diferenciacao 2, isto é, um processo ARFIMA(0, 2, 0)
e suas propriedades podem ser encontradas em Hosking (1981).
Quando u = —1, a equagao (2.6) torna-se

(1+B)* (X — ) = .

A seguir citamos algumas propriedades dos processos Gegenbauer cujas
demonstragoes podem ser encontradas em Gray et al. (1989) e Chung (1996).

Observacao 2.4. As Defini¢oes 2.1 e 2.2 podem ser estendidas para um
processo estacionario qualquer.

i) Seja {X;}wez um processo estaciondrio para o qual existe um nimero
real b € (0, 1), uma constante C'y > 0 e uma freqiiéncia G € [0, 7] (ou
um numero finito de freqiiéncias) tal que

fy(w) ~ Cilw — G|, quando w — G.

Entao {X;}ez é chamado processo estacionario com longa dependén-
cia.

ii) Quando b e (—1, 0), dizemos que o processo possui dependéncia inter-
medidria.

iii) No item i), quando {X;}z é um processos ARFIMA(0, d,0), temos que
b=2deG =0. Assim, os processos ARFIMA(0, d,0) possuem longa
dependéncia quando d € (0, 0.5).

Proposicao 2.1. Seja { X}z um processo Gegenbauer dado na Defini¢ao
2.6. Entao,

a) o processo { X}z € estaciondrio se

i) Jul<1eX<0.5; ou
i) [u =1 e\ <0.25;

b) o processo {Xi}iez € inversivel se
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c)

d)

i) |ul <1 eX>—-0.5; ou
i) |ul=1eA>—0.25;

um processo Gegenbauer estaciondrio possui a propriedade de longa
dependéncia se 0 <A <05 eful <1 oul0<A<025eul=1;

a fungao densidade espectral do processo {Xi}iez € dada por

2
fo(w) = ;—;H — 2ue™ + |7
2

— Z(costw) —u)] P, paratodo we (0,7], (29

onde G = cos ! (u) € chamada freqiiéncia de Gegenbauer ou fregiiéncia
G, isto €, a funcao densidade espectral torna-se ilimitada em G.

Quando w — G,

Fx(w) ~ Clw = GI72, (2.10)

™ o

Ie
2w

onde Cy = 2=[2|sen(@)|]7** > 0.

A fungao de autocovariancia do processo {Xi}iez, quando |u| < 1 e
keZ-, é dada por

0.2

(k) = =T (1-23)[2 sen(G)]"? AP () + (1) PR ()],

onde P(-) sdo funcgoes de Legendre (ver Observagio 2.6) e pode ser

a
aproximada por

91-2) ;2
Yo (k) = T—= sen™?G) sen(A7) T'(1 — 2)) cos(kG)

™

I'(k+2X) 1
xm[l + O(k™)].

Seja {Xi}ez um processo Gegenbauer estaciondrio com longa depen-
déncia. Entao,

11



i) quando w = 1 e 0 < A < 0.25, a funcao de autocorrelagao do
processo { Xi}iez € dada por

I'(1 =20k + 2))
TNk — 2\ + 1)
Quando k — oo, p, (k) ~ k=1

ii) quando u = —1 e 0 < X\ < 0.25, a fun¢do de autocorrelagao do
processo { Xi}iez € dada por

pX(k) = /{}GZ>

(1 — 200 (k + 2))

k)= (-1 keZs.
Pxb) = U s a1y Fel
Quando k — o0, p, (k) ~ (—=1)Fk*=1.
iii) quando |u| <1 e0 <X <0.5,
py (k) ~ K sen(m) — kQ), (2.11)

quando k — o, onde G = cos™*(u).

Observagao 2.5. A expressao (2.11) acima explica o comportamento senoi-
dal da funcao de autocorrelagao dos processos Gegenbauer. Como exemplo de
funcao de autocorrelcao com comportamento senoidal referenciamos o leitor
a Figura 7.2(a).

Observacao 2.6. As funcoes de Legendre, associadas a expressao exata da
funcao de autocovariancia do processo { X}z dada no item e) da Proposicao
2.1, podem ser calculadas utilizando a férmula recursiva

2a — 1

a+b—1
ﬁP§_2(SL’). (2].2)

A férmula recursiva (2.12) requer os seguintes termos iniciais

- 1 A=1/4 1 113 1—
PRy = () (s s —an ),
/ 1—u [(3-2)\ 2722 2

- 1 A=1/4 1 133 1—
Pffz P (w) = (14:—5) M'F<_§’§;§_2A; QU)’
2

onde F' (-, -;+;+) é a fungdo hipergeométrica definida por

o La+)rb+4) 1,
F(a,bica) = ) lr(a)r(b)r(chj)F(j + 1)] o

Py(x) = vl () —

j=1
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Observagao 2.7. Woodward et al. (1998), baseados na equagao (2.7), apre-
sentam a funcao de autocovariancia dada por

v, (k) = o2 Z Cj(’\)(u)C](-i)k(u), para todo |u| < 1, (2.13)
JEL>
onde k € Zs e C](-’\)(-) é dado pela expressao (2.5).
Da mesma forma que podemos incluir componentes auto-regressivas e
médias méveis aos processos fracionariamente integrados puros obtendo entao
os processos ARFIMA(p,d, q), podemos estender os processos Gegenbauer

combinando-os com os processos ARMA(p, q). Isto nos conduz a seguinte
definicao.

Definigao 2.7. Seja { X}z um processo estocastico que satisfaz a equagao

o(B)(1 — 2uB + BN X, — p) = 0(B)ey, (2.14)

onde p é a média do processo, {&;}ez é um processo ruido branco, ¢(-) e 0(-)
sao os polinomios de grau p e ¢, respectivamente, definidos por

p q
0(x) = 2 (=02 e 0(2) = 3 (~fm) 2", (2.15)

£=0 m=0
onde ¢y, 1 < < p,eb,, 1 <m < q, sao constantes reais e ¢pg = —1 = .

Entao, { X}z é um processo auto-regressivo de média mdvel Gegenbauer de
ordem (p,u, A, q), denotado por GARMA (p, u, A, q).

As propriedades dos processos GARMA (p, u, A, q), a seguir apresentadas,
encontram-se demonstradas em Gray et al. (1989).

Proposigao 2.2. Seja {X;}ez, um processo GARMA (p, u, A, q) (A # 0), dado
na Defini¢do 2.7, com todas as raizes das equagoes ¢p(z) =0 e 6(z) =0 fora
do circulo unitdrio. Entao, valem as sequintes afirmacaoes.

a) O processo {X;}ez € estaciondrio se A < 0.5, quando |u| < 1, ou
A < 0.25, quando |u| = 1.

b) O processo {X;}iez € inversivel se A > —0.5, quando |u| < 1, ou A\ >
—0.25, quando |u| = 1.

c) Se0 <\ <0.25, quando |u| =1 ou 0 < X < 0.5, quando |u| < 1, entdo
{Xi}iez € um processo com longa dependéncia.

d) A funcao densidade espectral do processo {Xi}iez, denotada por f (+),
¢ dada por
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—U—EM cos(w) — u)]™2, para todo w e s
fx(w) - ot |¢(€—iw)|2 [2( ( ) )] » D tod (07 ]7 (2'16)

onde G = cos™!(u) € a freqiiéncia de Gegenbauer.

i) Se|u| <1, limy_g(w — G)*f, (w) eziste e é finito.

ii) Se u] = 1, lim,_,cw™ f, (w) eziste e é finito.
e) Quando k — oo,

i) pye(k) ~ k1 quandou=1¢e0 <\ < 0.25,
i) py(k) ~ (=), quando u = —1 e 0 < X < 0.25,
iii) py (k) ~ k*7'sen(m\ — kG), quando |u| <1 e0 < X < 0.5.

Observacao 2.8.

i) A funcdo densidade espectral dos processos GARMA(p, u, A, ¢) nao é
necessariamente ilimitada na origem, como nos processos ARFIMA
(p,d,q), mas para alguma freqiiéncia G' no intervalo (0, 7].

ii) Estamos interessados em encontrar a expressao assintética da funcao
densidade espectral dos processos GARMA (p, u, A, ¢). Para isso, escre-
vemos a expressao (2.16) como

PN
fX(w) _fY( )|¢(€71‘w)|2’ (217)

onde f,.(-) é a funcao densidade espectral de um processo GARMA
(0,u, A, 0), dada pela expressao (2.9), com G = cos™*(u).

Vamos supor que o processo GARMA(p, u, A, ) seja causal e inversivel.
Sabemos que lin% cos(z) = 1, ou seja, cos(z) ~ 1, quando z — 0 (ver
Z—>

Defini¢ao A.5). Pelas expressoes (2.17) e (B.5), quando z — 0, temos
que

|9(e—i(z+G)) |2
|¢(67i(z+G)) |2

¢ (1—2pm’1 cos(z + G)—i—pfn’l)

o (1—2p€’2 cos(z + G) +p3’2)

fX(Z+G) = fY(Z+G)

= fY(Z+G)
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2
~ 2 [2lsen() ]2l

fo(1-20,,, cos(G)+2 )

2.18
e
_ Ug —2)\ 2,\|‘9(6 )|2
- %[2|SGH(G)|] || |¢(€ i )|2
— Oyl (219)

onde G = cos*(u) e

C1f - o [2| (G)H |¢(€_ig)|2 (220)

A expressao (2.18) é validada pela equagao (2.10).

Fazendo a mudanga de varidvel w = z 4+ GG, na equagao (2.19), temos
que

fx(w) ~ Clw = GI72, (2.21)

quando w — G, onde C é dada pela expressao (2.20).

A Figura 2.1 apresenta alguns exemplos da funcao densidade espectral
dos processos GARMA(p,u, A, q), com A = 0.2, 4 = 0 e diferentes valo-
res para u, G. A expressao da funcao densidade espectral dos processos
GARMA(p,u, A, q) (apresentada na Figura 2.1(a) com A = 0.2, u = 1,
p=0=gqeG =0) coincide com a expressao da fungao densidade espectral
dos processos ARFIMA(p,d,q) quandod =04, p=0=qge u=0.

Para maiores detalhes sobre os processos GARMA(p, u, A, ¢), ver Chung
(1996) e Ferrara e Guégan (1999).

2.3 Processos k-Factor GARMA

Os processos ARFIMA(p,d,q), onde d € (—0.5,0.5), podem ser tratados
como uma generalizacdo dos processos ARIMA(p,d,q), onde d € N, para
modelar dados com a propriedade de longa dependéncia, isto é, quando a
funcao densidade espectral ¢ ilimitada na freqiiéncia zero. Similarmente,
os processos GARMA (p,u, A, q) s@o tratados como uma generalizagao dos
processos ARFIMA(p, d, q), na qual a sua fungao densidade espectral torna-
se ilimitada em alguma freqiiéncia G no intervalo (0, 7], ndo necessariamente
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Figura 2.1: Fungao densidade espectral dos processos GARMA((p, u, A, q),
compu=0eA=02: (a)u=1,p=0=qgqeG=0;(b)u=—-1,p=0=gq
eG=m(c)u=04,p=0=qgeG =0.3697; (d) u=-04, p=0=gq
e G =063m; () u=04,p=1,¢g=0,com ¢; =08 e G = 0.3697; (f)
u=04,p=1,¢g=0,com ¢ =—0.8e G =0.369;

a freqiiéncia zero. Contudo, uma limitagdo dos processos ARFIMA(p, d, q) e
do processo mais geral GARMA (p,u, A, q) é que as suas fungoes densidade
espectral tornam-se ilimitadas em apenas uma freqiiéncia do intervalo (0, 7].
Por isso, Gray et al. (1989) sugere a inclusao de mais de um fator Gegenbauer
nos modelos GARMA.

Giraitis e Leipus (1995) e, depois, Woodward et al. (1998) estendem
os modelos Gegenbauer e GARMA, respectivamente, aos modelos k-Factor
Gegenbauer e k-Factor GARMA, para os quais a funcao densidade espectral
é ilimitada para um numero finito £ de freqiiéncias, chamadas de freqiiéncias
de Gegenbauer (ou freqiiéncias G), no intervalo (0, 7].

Definigao 2.8. Seja { X}z 0 processo estocdstico que satisfaz a equagao

J

k
(1 —2u;B + BHY (X, — p) = &, (2.22)
=1

onde k£ é um inteiro finito, |u;| < 1 e A; é um nimero fracionario, para
j=1,---,k, pé amédia do processo e {&;},z é um processo ruido branco.
Entao, {Xi}iez € um processo k-Factor Gegenbauer de ordem (0, u, X, 0), de-
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notado por k-Factor Gegenbauer(0,u, A,0), onde u = (ug, - ,ux) e A =
(Ary ey Aw)"

A seguir apresentamos algumas propriedades dos processos k-Factor Ge-
genbauer(0,u, A,0). A demonstragdo destas propriedades pode ser encon-
trada em Woodward et al. (1998).

Proposicao 2.3. Seja { X}z um processo k-Factor Gegenbauer(0, u, A, 0)
(ver Defini¢ao 2.8). Entao,

i) o processo {Xi}iez € estaciondrio se u; sao distintos e A\; < 0.5, quando
lu;j| <1 e\ <0.25, quando |u;| =1, para j=1,--- k;

ii) o processo estaciondrio {X;}iez possui longa dependéncia se o item i)
¢ satisfeito e ainda \; >0, para j =1,--- | k;

iii) o processo {Xi}iez possui fungdo densidade espectral dada por

2 k
Frw) = 52 [ [12(cos(w) —u)] 7. para w e (0, 7],
T
j=1
onde f,(-) € ilimitada nas freqiiéncias G; = cos *(uj), j=1,--- | k.
iv) Seja
0.5, sel0<u; <1
Aj| < i / ’ 2.23
121 { 0.25, se |uj| =1, (2.23)
com \; # 1, para j = 1,--- k. Entao, exziste uma tnica solugcao
estaciondria, X; de (2.22) a qual é causal e inversivel.
A expressao assintotica da funcao densidade espectral é dada por
fy(w) ~ D(O)|w — Gy| 2, quando w — Gy,
para{ =1,---  k, onde
(02 i
2—E|2 sen(Gy)| 2 H[2| cos(Gy) — cos(G)[]7*Y, para 0 < Gy <,
T
=0
D(é) = <0.2 & j#l
ﬁ n[2| cos(Gy) — cos(G;)|]7*Y, para G, =0 ou Gy = 7.
L

A seguir definimos os modelos k-Factor GARMA(p, u, A, q).
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Definigao 2.9. Seja {X,},cz um processo estocastico que satisfaz a equagao

k
o(B) | [(1 = 2u;B+ B (X, — p) = 0(B)ey, (2.24)
j=1
onde k£ é um inteiro finito, |u;| < 1 e A; é um ndimero fracionario, para
j=1---k, pé amédia do processo, {e;}tz ¢ um processo ruido branco
e ¢(-) e 0(-) sdo os polinomios de grau p e g, respectivamente, definidos em
(2.15). Entao, {X;}iez ¢ um processo auto-regressivo de média movel k-Factor
Gegenbauer de ordem (p, u, A, ¢), denotado por k-Factor GARMA (p, u, A, q),
onde w = (u1, - ,ur) e A= (A1, , \p)"

Na proposicao a seguir, apresentamos alguns resultados sobre k-Factor
GARMA (p, u, A, q) estabelecidos e provados em Giraitis e Leipus (1995) e
Woodward et al. (1998).

Proposicao 2.4. Seja { X;}iez, um processo k-Factor GARMA (p, u, A, q) con-
forme a Defini¢cao 2.9. Entao,

i) o processo { Xi}iez € estaciondrio se todas as raizes da equagao ¢(z) =0
estao fora do circulo unitdrio, e além disso, u; e \j, para 1 < j < k,
satisfazem a condi¢do do item i) da Proposi¢do 2.3;

ii) o processo estaciondrio {X;}ez possui longa dependéncia se satisfaz
as condigoes do item 1) desta proposicdo e, além disso, A\; > 0, para
1<j<k;

iii) o processo estaciondrio { X}z € causal se e somente se ¢(z) # 0, para
A< L

vi) o processo estaciondrio { X}z € inversivel se e somente se 0(z) # 0,
para |z| < 1;

V) a fungao densidade espectral do processo k-Factor GARMA, definido
pela expressao (2.24), é dada por

(L)

Fetw) = g T [oeos(u) — )l >, 229

| Q

DN

T |¢(67iw

onde 0 < w < 7 e G; = cos *(u;) sdo as chamadas freqiéncias de
Gegenbauer.

A Figura 2.2 apresenta alguns exemplos da funcao densidade espectral
dos processos k-Factor GARMA(p, u, A, ¢), com A = (0.2,0.2), para k =2 e
A =(0.2,0.2,0.2), para k = 3 e diferentes valores para u e p, q € {0, 1}.
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Figura 2.2: Funcao densidade espectral dos processos k-Factor GAR-
MA(p,u, A, q), com XA = (0.2,0.2), para k = 2 e A = (0.2,0.2,0.2), para k = 3:
(a) k =2, u = (—0.4,0.8), G; = 0.6317, G2 = 0204r e p = 0 = ¢q; (b) k = 3,
u = (—0.7, 0.3,0.9)7 G1 = 0.747m, G2 = 0.4037, G3 = 0.1437r e p = 0 = q; (c)
k=2 u=(-04,08), Gy = 06317, Go = 0204w, p =1 = q, 1 = 0.8 ¢
61
p=

ey,

P 3n 2
2

¢

x
Z

=05 (d) k=3, u=(-0.7,0.3,0.9), Gy = 0.7477, G5 = 0.4037, G5 = 0.143m,
1= q,gzb =0.8¢e 60, =0.5.

Lema 2.1. Seja { X}z um processo k—Factor GARMA (p, w, A, q) dado pela
Defini¢do 2.9, causal e inversivel cuja fungdo densidade espectral f, () é dada
pela equagao (2.25). Entao,

fﬂ In[f, (w)] dw = 27 1n(;—3) , (2.26)

. U
onde 02 /27 é a funcio densidade espectral do processo ruido branco, denotado
por {e¢}iez.
Demonstracao: Seja {X;}iz um processo k—Factor GARMA (p, u, A, q)
dado pela expressao (2.24), cuja funcao densidade é dada pela expressao

(2.25). Entao, podemos reescrever a funcdo densidade espectral f, (-) da
seguinte forma

2] —iw\|2 _k ) )
1ot 1_[|1—2Uj€71w+6712w|72>\j. (2.27)
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De forma semelhante,

27T B |6(€7iw)|2 i —qw —72w 72)\]'
U—gfx(w) = WHH—?%G +e "
o) | 2
_ € 9, —iw —i2w\—Aj
= _qﬁ(e—iw)] ﬂ(l 2uje ™ +e )
0] 2
_ c — Dy 2\
- ¢(2)] j=1(1 2u;2 + 27) :

onde z = e~ para w € (0, 7.
21

Seja g(w) = 24 £, (w) e

h(z) = [Z((Z))] n(l — 2u;z + %)M, (2.28)
Entao,
g(w) = [h(e™™)[* = [A(2)]*, (2.29)
onde z = e™™ para w € (0, 7).

Temos que h(0) = 1 e como o processo ¢é causal e inversivel, a fungao
h(z) # 0, para todo |z| < 1. Logo, as fungoes g(-) e h(-) satisfazem as
afirmagoes a-c), dadas pela expressao A.13, temos que

o [ 108 (g(w)) d = 2108(0(0)) = 2105(1) = 0.

Por outro lado,

3 | tomtandw = o [ 1os (o) ) e

27 ) . P o?
1 (" 27 T
= % J‘_ﬂ- log <0_—62> dw + % - log (fX (w)) dw

Desta forma, temos que

log (i—g) + % fﬂ log (f, (w))dw = 0,

£
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ou seja,

]

Maiores detalhes sobre os processos k-Factor Gegenbauer(p,u, A, q) e
k-Factor GARMA(p,u, A, q¢) podem ser encontrados em Giraitis e Leipus
(1995), Woodward et al. (1998) e Ferrara e Guégan (2001).

Na secao a seguir, apresentamos um estimador para as freqiiéncias de
Gegenbauer e diversos estimadores para o parametro de longa dependéncia.

2.4 Estimacao

Nesta secao apresentamos diversos métodos de estimacao para o parametro
dos processos k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Na classe paramétrica a estimacao de todos os parametros do processo
ocorre conjuntamente através do estimador de maxima verossimilhanga. Den-
tre os estimadores paramétricos citamos o estimador proposto por Fox e
Taqqu (1986) o qual utiliza uma aproximacao, proposta por Whittle (1951),
para a matriz de autocovariancia do processo.

No caso dos estimadores semiparamétricos e, conseqiientemente, nos esti-
madores robustos, apenas o parametro de longa dependéncia é estimado, isto
é, estes estimadores necessitam da localizacao das freqiiéncias de Gegenbauer
para estimar o parametro de longa dependéncia.

Para os processos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) terfamos que expandir, em
série de poténcia, o termo In[2(cos(w) — u;)]?, para cada j = 1,--- ,k, que
aparece na expressao (2.30) a seguir. Teriamos que truncar cada série em um
certo valor m;, para j = 1,--- k. Em seguida, aplicarfamos a técnica dos
minimos quadrados para estimar os parametros, o que seria extremamente
complicado e inviavel.

Tendo em mente esta dificuldade, Yajima (1996) propoe um estimador
grafico para as freqiiéncias de Gegenbauer. As freqiiéncias de Gegenbauer
sao aquelas em que o periodograma possui um maximo local.

A seguir, apresentamos um estimador para as freqiiéncias de Gegenbauer
de um processo k-Factor GARMA((p, u, A, q).

Seja { X¢}ez um processo k-Factor GARMA(p, u, A, ¢) dado pela expres-
sdo (2.24) cuja funcdo densidade espectral possui k singularidades, nas fre-
qiiéncias G; = cos ' (u;), paraj = 1,--- , k as quais sao chamadas de freqiién-
cias de Gegenbauer. A func¢ao densidade espectral possui a seguinte expressao
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k
Iyl n cos(w) — uy)] 7Y, (2.30)
7j=1
onde > (e
o eV
fo(w) = ﬁm, para todo w € (0, 7].
Os parametros u; e \j, para todo j = 1,--- , k, satisfazem as condicoes

da Proposigao 2.4.
Seja {V,}*_, uma seqiiéncia de intervalos definidos como segue: para todo
€ > 0 fixado e para todov =1,--- |k,

V, = (Gu _alIJGl/ - 5) o (GI/ +€7Gu +bu)7

onde {a,}f_; e {b,}*_, sdo seqiiéncias reais, tais que {V,}*_, é uma cobertura
do intervalo (0, 7] quando € — 0, isto é,

U (0,71\{G1,--- , Gy}

Definigao 2.10. Seja { X}z um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) dado
pela expressao (2.24). Seja {X;}}, uma série temporal obtida a partir do
processo {X;}iez € seja

2

! : (2.31)

1 = X~
(w) 2mn ;1 €

a funcao periodograma. O estimador para as fregiiéncias de Gegenbauver Gj,
denotado por G, para j = 1,--- ,k ¢ definido por

G = Q—Wargmax[( ). (2.32)

no Cwev;
Suposicao 2.1. As fungoes f, (:) e f,(-) satisfazem as seguintes afirmagoes:
i) fi(-) é uma funcao par;
ii) f,(-) é uma fungao positiva no intervalo [0, 7];
iii) paratodov =1,--- .k ew eV, f,(-) satisfaz
)
fo(w)

para todo w € (0, 7]. Veja a defini¢do de f(x) = O(g(x)) na Defini¢ao A.3.
O seguinte teorema foi estabelecido por Yajima (1996).

‘ —O0(w-a,),
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Teorema 2.1. Seja { X}z um processo k-Factor GARMA (p, u, X, q) com
média 1 = 0, cuja fungdo densidade espectral satisfaz a equagao (2.30). Sob
a Suposi¢ao 2.1, para todo a € (0,1), quando n — oo, temos que

n(G;—G;) =0, para cada j=1,--- k.

A seguir, apresentamos os estimadores para o parametro de longa depen-
déncia A = (Aq, -+, A\x) para um processo k-Factor GARMA (p, u, A, q).

Seja { X }iez um processo k-Factor GARMA((p, u, A, ¢) com média pu = 0,
cuja funcdo densidade espectral é dada pela expressao (2.30).

Os parametros u; = cos(G;), para j = 1,--- , k, sdo previamente estima-
dos por u; = cos(@j), onde éj, j=1,--- k, sao dados através da expressao
(2.32). Pela expressao (2.30), uma vez estimados os parametros u;, a funcao
densidade espectral para este processo é dada por

Fe(w) = fy(w) | [[2(cos(w) — ;)] . (2.33)

J=1

Aplicando a func¢ao logaritmica a ambos os lados da equagao (2.33) temos

In(fy (w)) = In(f, (w)) — Z Aj In[2(cos(w) — ;). (2.34)

Adicionando In(f,(0)) e In(/(w)), a ambos os lados da equacao (2.34),
onde I(-) é a fungao periodograma dada pela expressao (2.31), obtemos

In(I(w)) = In(f,(0)) - Z AjIn[2(cos(w) — @;)]* + In l

+In l I(w) ] . (2.35)

Seja B={0,1,--- ,g(n)|v # v; = argmax I (w),j = 1,--- , k}, onde g(n)

weV;

@ — 0, quando n — oo. Substituindo a freqiién-

é tal que g(n) — w e
cia w pelas freqiiéncias de Fourier w, = Q’TT”, v € B, obtemos uma forma

aproximada para a equacao (2.35), dada por

In(I(wy,)) ~ In(f,(0)) — Z AjIn[2(cos(w,) — @;)]* + In [;(EZ’V))] . (2.36)

J=1

O termo In [J;U (;;)) }, que aparece na equagao (2.35), é desprezivel se com-
U

parado com os outros termos daquela equagao, sendo entao desconsiderado.
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Desta forma, podemos observar que a equagao (2.36) é uma forma aproxi-
mada de uma equacao de regressao linear multipla dada por

k
Yy ~ Bo + 2 Bjr,; + €, paratodo ve B, (2.37)

j=1
onde
Y = IH(I(U}V)), Lyj = IH[Q(COS(UJV) - aj)]Q’

ﬁj = _)\j7
com ¢, variaveis aleatdrias nao correlacionadas com média zero e variancia

constante.
Geweke e Porter-Hudak (1983) propoem o estimador semiparamétrico dos

minimos quadrados para o vetor de parametros 3 = (5o, B1,- -+ , Ox) € RFL,
dado por B = (BO, Bl, e ,Bk) e R¥*! 0s quais minimizam a funcao perda
Si(g(n) = > 72, (2.38)
veB
k
onde r, =y, — Bo - Z Bja:l,j ¢é o v-ésimo residuo.
j=1

Denotaremos os estimadores das componentes do parametro A = (Ay, - -,
Ak), respectivamente, por

XéPH—MQ’ para j=1,---k,
para indicar os estimadores de \;, obtidos através do método de estimacao
proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983).

Para estimar os parametros dos processos ARFIMA(p, d, q), Lopes et al.
(2004), Lopes et al. (2006) e Lopes e Mendes (2006) consideram o estimador
proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983), Robinson (1995a), Hurvich e
Ray (1995) e o estimador baseado na fungao periodograma suavizado de co-
variancias (ver Se¢ao A.6), utilizando as janelas de Parzen e Bartlett. Além
dos estimadores semi-paramétricos, Lopes e Mendes (2006) utilizam as res-
pectivas versoes robustas MM e MQP destes estimadores.

Da mesma forma que estendemos os estimador proposto por Geweke e
Porter-Hudak (1983) para os processos k-Factor GARMA((p, u, A, ¢), pode-
mos estender os outros estimadores utilizados para a estimacao nos processos
ARFIMA(p, d, q). Maiores detalhes sobre os procedimentos de estimagao po-
dem ser encontrados na Secao 5.1.
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Na estimagao das freqiiéncias de Gegenbauer e do parametro de longa
dependéncia, Collet et al. (2003) analisa dois casos particulares.

Assumindo que existem dois picos no grafico da funcao periodograma
de uma série temporal {X;}? |, denotam, respectivamente, por G; e Gy as
freqiiéncias nas quais estes picos ocorrem. Collet et al. (2003) considera um
primeiro caso quando os picos estao distantes um do outro, isto é, |G; —Gy| >
0 e um segundo caso quando os picos estao proximos um do outro, isto é,

Gy — G| ~ 0.

Observagao 2.9. Para a situagao quando |G1 —Gz| ~ 0, Collet et al. (2003),
analisa o vicio do estimador proposto por Fox e Taqqu (1986), como pode
ser visto nos itens a seguir.

i) Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA (p, u, A, q) definido através da
expressao (2.24). Considere a situa¢ao do Caso II e seja {X;}}; uma série
temporal gerada a partir do processo {X;}tez. Assumimos que ajustamos um
processo (k —1)-Factor GARMA (p, u, A, q) a série temporal. Seja S\j o esti-
mador de maxima verossimilhanca para o parametro A;, paraj = 1,--- ,p,p+
1,---,k. Entao, o estimador de maxima verossimilhanca para o parametro

~

de longa dependéncia A, é tal que E(\,) > A,.

ii) Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA (p, u, A, q), com freqiiéncias

de Gegenbauer );, j = 1,--- k. Assumimos que este processo é um (k +
1)-Factor GARMA(p,u, X, q), com A;, j = 1,--- ke A4y freqiiéncias de
Gegenbauer, tais que A\y1 # Aj, para todo j = 1,--- , k. Entao, o estimador

de maxima verossimilhanca do parametro de longa dependéncia A;, denotado
por \;, para j = 1,--- ,k+ 1, é tal que E(\;) = \;, para j = 1,--- ke

Observagao 2.10. Collet et al. (2003) propéem um procedimento para
detectar o nimero k de picos na funcao densidade espectral de um processo
k-Factor GARMA(p,u, A, q). Neste mesmo artigo, os autores definem um
critério de parada para o procedimento de estimacao de k, fornecem o teste de
Kolmogorov e Smirnov (ver Brockwell e Davis, 1991) e um teste para decidir
se a estimacao do parametro de longa dependéncia A\ é significativamente
diferente de zero ou nao (teste de t-Student).

A seguir, apresentamos as representacoes média moével infinita e auto-
regressiva infinita as quais sao de grande importancia na demonstracao do
Lema 2.2 abaixo.

Um processo k-Factor GARMA(p, u, A, q) é dito causal, ver Proposigao
2.4, item iii), se existe uma seqiiéncia {1}z, tal que Y, [t < 0 e

k
P(z) = D et = o) (1 —2u;B+ B*) ™. (2.39)

£=0 (Z) J
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Um processo k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) é dito inversivel, ver Proposigao
2.4, item iv), se existe uma seqiiéncia {7}z, tal que D ,|m| <o e

m(z) =Y \mz' = 4(2) [ (1 —2u;8+ 8. (2.40)

=0 0(2) j=1

=

O Lema 2.2 a seguir, apresenta um resultado sobre a soma finita do pro-
duto entre os coeficientes das representacoes média movel infinita e auto-
regressiva infinita para os processos k-Factor GARMA(p, u, A, q) causal e
inversivel. Este resultado serd muito importante na previsao utilizando estes
Processos.

Lema 2.2. Seja {X;}iez um processo k-Factor GARMA(p,u, A, q), causal e
inversivel, dado pela expressio (2.24). Entao,

¢
21/’[7764 =0, (2.41)
1=0

onde 1; e m; sao, respectivamente, os coeficientes da representagao média
movel infinita e auto-regressiva infinita dados nas expressoes (2.40) e (3.76),
respectivamente.

Demonstracao: Por hipdtese, como o processo { X}z é causal e inversivel.
Logo, temos que

=0 =0

(2)

J

2 é bemes = (Z W) 9 <Z ml)
[

9(2) . (1 _QUjB_I_BQ))\j)

1

x <¢(Z) : (1 —zujBJrB?)*f) — 1.

0(2) ;
Portanto,
¢
Z Z Yemrgy = 0.
(>11=0
Ou seja,

¢
Zz/)gm_l =0, paratodo /> 1.
=0
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O Lema 2.2 acima nos fornece o comportamento dos coeficientes da sé-
rie numérica obtida pelo produto das representagoes média mével e auto-
regressiva infinitas dos processos k-Factor GARMA (p, u, A, q) causal e inver-
sivel. Este resultado sera extremamente importante na previsao utilizando
estes processos. Maiores detalhes sobre previsao, utilizando os processos

k-Factor GARMA (p, u, A, q), podem ser encontrados em Ferrara e Guégan
(2001).
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Capitulo 3

Processos
SARFIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s

Existem diversos fenomenos reais que possuem a propriedade de longa depen-
déncia. Para estudar estes fenomenos foram propostos os processos ARFI-
MA(p,d, q) (ver Definicdo 2.4). Estes processos apresentam a propriedade
de longa dependéncia mas, a sua funcao densidade espectral é ilimitada em
apenas uma freqiiéencia em (0, 7|, a saber, wy = 0.

Muitos fendmenos reais, além de possuirem longa dependéncia, possuem
a caracteristica de repetir-se durante um certo periodo de tempo fixo. A este
comportamento denominamos sazonalidade.

Para estudar os fendmenos com longa dependéncia e sazonalidade, Porter-
Hudak (1990), Ray (1993), Hassler (1994) e Ooms (1995) propoem os pro-
cessos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s. Estes processos sao uma extensao dos
processos ARFIMA(p,d, q) e, além disso, a sua fungao densidade espectral
¢ ilimitada em mais de uma freqiiéncia w em (0, 7], chamadas freqiiéncias
sazonais (ver Figuras 3.1 e 3.2).

Como extensao dos processos ARFIMA(p, d, ¢) foram propostos os proces-
sos GARMA (p,u, A, q) (ver Defini¢ao 2.7), cuja fungao densidade espectral
é ilimitada em apenas uma freqiiéncia em (0,7], a saber, G = cos™!(u).
Como uma extensao destes processos foram propostos os processos k-Factor
GARMA (p,u, A, q) (ver Definicao 2.9), cuja funcdo densidade espectral é
ilimitada em k freqiiéncias, a saber, G; = cos '(u;), para j = 1,--- , k.

Queremos encontrar uma relagao entre os processos SARFIMA (p, d, q) x
(P,D,Q)s e k-Factor GARMA(p,u, A, ¢) e analisar algumas propriedades
dos primeiros.

Nas segoes a seguir apresentamos algumas defini¢oes e propriedades para
os processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s.
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3.1 Definicoes Basicas

Para podermos definir os processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s precisa-
mos, primeiramente, introduzir os operadores diferenca e diferenca sazonal.

Definicao 3.1. Para todo D > —1, definimos o operador diferenca sazonal
VD = (1-B°)P | onde s € N ¢ a sazonalidade, através da expansao binomial

V2= (1-B)" = (D) (—B*) = 1—DBS—¥B%_---, (3.1)

JEL>

onde

D\ _ T(D+1)
(7) = /im0

na qual I'(+) é a fungdo Gama.
Observacao 3.1. Na Definicao 3.1, se s = 1 e D = d, temos o operador

diferenca, denotado por V? := (1 — B)%, que aparece na defini¢do de um
processo ARFIMA(p, d, ¢), dado na expressao (2.1).

Os operadores diferenca e diferenca sazonal sao muito importantes para
a definigdo dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q); a seguir.

Definigao 3.2. Seja { X}z um processo estocéstico satisfazendo a equagao
$(B)@(B*)VIVI (X, — ) = 6(B)O(B)ey, (3.2)

onde p é a média do processo, {&;}z é um processo ruido branco (ver Defini-
¢ao 2.3), s € N é a sazonalidade, B é o operador de defasagem ou de retardo,
isto é, BI(X;) = X, ; e B9(X;) = X, 4, para j,s € N, V¢ e VP sao os
operadores, respectivamente, diferenca e diferenca sazonal, ¢(-) e 6(-), (-) e
©(-) sao os polinémios de ordem P, p, q e Q, respectivamente, definidos por

P

o(z) = (=)= 0(z) = ), (=6n) 2",

£=0 m

o

(3.3)

Q
~®,) 2", O(z2) = >.(—6)) ¢,

=0

~~

Oz) = )

onde ¢y, 1 <L <p,6,, 1<m<gq, P, 1<r<P,e,1<I<Q,sao
constantes reais e ¢g = P9 = —1 = 6y = Og. Entao, {X;}iez é um processo
sazonal auto-regressivo fracionariamente integrado de média movel de ordem
(p,d,q) x (P,D,Q)s com sazonalidade s, denotado por SARFIMA(p, d, q) x
(P, D,Q)s, onde d e D sao, respectivamente, o grau de diferenciacao e o grau
de diferenciacao sazonal.
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Observagao 3.2. Alguns casos particulares dos processos SARFIMA (p, d, q)
x (P, D, Q)s sao ressaltados a seguir:

1) Quando P = p = 0 = ¢ = Q e d = 0 temos o chamado processo
sazonal fracionariamente integrado com sazonalidade s, denotado por
SARFIMA(0, D, 0)s, e é representado por

V(X —p) =1 - B)P (X, — p) = &, paratodo teZ. (3.4)

Para maiores detalhes sobre estes processos ver Brietzke et al. (2005)
e Bisognin e Lopes (2007).

2) Quando P =0 =Q, D =0e s =1 o processo SARFIMA(p,d, q) x
(P, D, Q)s se reduz ao processo ARFIMA(p, d, q) (ver Definigao 2.4).

3) Quando p = 0 = ged = 0 = D, o processo SARFIMA(p,d, q) x
(P, D, (Q)s se reduz ao processo SARMA(P, Q)s, dado pela expressao
O(B°)(X; —p) = O(B%)ey, paratodo teZ. (3.5)

Observagao 3.3. Segundo Giraitis e Leipus (1995) e Arteche e Robinson
(2000) podemos expandir o termo (1 — B)4(1 — B*)?P da seguinte forma

(1-B)Y1-B)" = [][1—Be ™)1~ Be™)]"

—.

7=0
k
= n(l — 2B cos(w;) + B*)%, (3.6)
j=0
onde k = 3, para s par, e k = %, para s impar, com
'LU(]=O,U)j =2%7j= 17 ,%—1,’(1)% =TT
para s par; (3.7)
d+D . S D
do=%%,dj=D,j=1,--,5-1ds =5
e
— _ 2nj s—1
U}()—O,wj—T,] _17 ) "9
para s fmpar. (3.8)

d():#,dj:D,jzl,"'7s;21

Assim, podemos comparar os processos SARFIMA(0, d,0)x (0, D, 0), com
os processos k—Factor Gegenbauer.

A relagao entre os processo SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0); e k—Factor
Gegenbauer(0, u, A, 0) é dada por
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)

: _ s+2 .
1 =5, Se s par,
ii)

k
k

s+1 7
5 se S 1mpar.

A Observacao 3.2 apresenta a relacao dos processos SARFIMA completos
com os processos SARFIMA(0, D, 0),, ARFIMA(p, d, q) e SARMA(P, Q)s. A
Observagao 3.3 fornece a relagao entre os processos SARFIMA completos e
k—Factor Gegenbauer(0, u, A, 0).

Bisognin e Lopes (2005) comparam os processos SARFIMA(P, D, Q)s,
que sao um caso particular dos processos SARFIMA completos, com os pro-
cessos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢). Os autores utilizam a fun¢ao densidade
espectral para ilustrar esta comparacao.

Através destas relagbes podemos encontrar algumas propriedades dos pro-
cessos SARFIMA(0,d,0) x (0, D,0)s mencionadas no Teorema 3.1 a seguir.

Nas secoes a seguir apresentamos algumas propriedades dos processos
SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s. Sem perda de generalidade, assumimos que
pw=0.

3.2 Estacionariedade

O Teorema 3.1 a seguir, apresenta a expressao da funcao densidade espectral,
seu comportamento proximo as freqiiéncias sazonais, a estacionariedade, a
dependéncia intermediaria e longa e a funcao de autocovariancia para os

processos SARFIMA(0,d,0) x (0, D, 0)s.

Teorema 3.1. Seja {X;}ez um processo SARFIMA (0, d, 0) x (0, D, 0),, dado
pela equagao (3.2) quando P =p=0=q = Q, onde s € N € a sazonalidade.
Entao, valem as sequintes afirmacoes.

i) Quando |d + D| < 0.5 e |D| < 0.5, o processo {Xi}iez possui funcao
densidade espectral dada por

2

et = [z ()] o ()] v<wen oo

ii) Quando d+ D < 0.5 e D < 0.5, {X;}ez € um processo estaciondrio.

iii) Quando 0 < d+ D < 05 €0 < D < 0.5, o processo {X;}iez possui
longa dependéncia.

iv) Quando —0.5 <d+ D <0 e —0.5 < D <0, o processo { X;}iez, possui
dependéncia intermedidria.
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v) A fun¢ao de autocovariancia de ordem h, h € Z~ do processo { X}z
¢ dada por

o? Z v, ()7, (h —sv), se h=sl, (€ZLs;
,yx(h) = vers
0, se h=sl+(, (€A,
onde A ={1,---,s—1}. O processo {Z;}ez € um SARFIMA(0, D, 0),

(ver equagdo (3.4)) com func¢do de autocovariancia de ordem v, v € Z,
dada por

(=1)*T(1 — 2D)
T(v—D+ 1)I'(1—v—D)

= IYX(U)v s€ g = 07
(3.10)

0, se £ € A,

Yz (SU + é) =

e {Yi}iez € um processo ARFIMA(p,d,q) (ver equagio (2.1), quando
p=0=gq) com func¢ao de autocovariincia de ordem h, h € Z, é dada
por

(—=1)"T(1 — 2d)
) = S A —h—a)

(3.11)

Demonstracao: Seja {X;};ez um processo SARFIMA(0,d, 0) x (0, D, 0)s.

i) Pela definigao de fungao densidade espectral de processos estocdsticos,
para um processo SARFIMA(0,d,0) x (0, D,0),, dado pela expressao
(3.2), temos que

fe(w) = fo(w) |1 — e_iwer 11— e_"s“’rw, para 0 <w <,

onde {&;}1ez é um processo ruido branco. Como f.(w) = 02/27, onde
o2 é a variancia do processo ruido branco, temos que

fr(w) = % 1 — gmiw| 2 g _ gmisw| 2P
- g [(1—e™)(1—e™)] (1= e7)(1 — )] P
- ; [2(1 — cos(w))] ™ [2(1 — cos(sw))] "
- ()] () -
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Como lin% sen(w) = 1, temos que sen(w) ~ w, para w — 0 (ver
w—

w
Defini¢ao A.5). Entao,

2

—2d —2D
few) = G-sen(G)[ " [2sen(T)
~ U_g|w|—2(d+D)s—2D (313)
2T

_ Cl|w|72(d+D) _ C’1|w . w0|72(d+D)’

quando w — 0, onde wy =0 e

Oy = 22572D, (3.14)
2

Para cada 1 < j < |s/2], quando A — 0, temos que

o? A wj 2 S\ sw; P
fiA+w;) = %QSGH st3 2 sen -5 t5
03 A w; —2d
=5 25en(§ + 7)
X ' N \ |-2D
X 2<sen(% cos(%)+cos (%) sen(%)) (3.15)
03 A wj —2d
=5 QSen(§ + 7)
X 2<sen(% COS(?Tj)+COS(%> sen(wj)) (3.16)
2 A —2d ‘ A —-2D
= ;—5 2sen(§ + %) X (—1)J2(sen(%>)
T
2 N |—2d
~ ;—5‘25611(%)‘ 5=2D|\| 2P (3.17)
T
= Oy N2, (3.18)
onde w; = @, para 1 < j <|s/2] e
C 03 —2D Wi —2d
)= o5 ‘2 sen(7)‘ . (3.19)



ii)

A expressao (3.15) segue pelo fato de sen(a + b) = sen(b)cos(b) +

sen(b) cos(a). A expressdo (3.16) segue ao substituir w; = 22, para

1 < j <|s/2] e aequagao (3.17) segue pelo fato de que limy_,g Sen(’\) =
1, isto é, sen(A)~ A, quando A—0 (ver Defini¢do A.5).

Fazendo a mudanca de variavel A = w — w;, para 1 < j < |s/2], na
equacao (3.18), temos que

f(w) ~ Cafuw — w22, (3.20)
quando w — w;, onde Cy é dado pela expressao (3.19).

Pelo Teorema de Herglotz (ver Brockwell e Davis, 1991), uma fungao
f« (+), definida no intervalo [—m, 7], ¢ funcdo densidade espectral de um
processo estaciondrio se e somente se

(a) fx(w) = fy(-w);
(b) fy(w) = 0;

(¢) 7 fe(w)dw < 0.

\Y

Seja f, () a funcdo densidade espectral do processo { X}z dada pela
equacao (3.9). Pelo item i), deste teorema, as condigoes (a) e (b) estao
satisfeitas. Para provarmos que o processo { X}z é estacionario, falta
mostrar o item (c), itsto é,

75 (0) = fy(w)dw = QJ fy(w)dw < oo, (3.21)
—T 0
As singularidades da fungao densidade espectral ocorrem nas freqiién-
cias sazonais w; = 2%, para j =0,1,---,|s/2].
Pelo item i), temos que
fy (w) ~ Cy|w| 24P quando w — 0,
onde C; = Z5 2P Logo,

Clj |w| 2D du < oo,
0

quando —2(d + D) + 1 > 0, isto é, quando d + D < 0.5.

Da mesma forma,

fy (W) ~ Colw —w;| 7P| quando w — wj,
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iii)

iv)

2 N\ —2d :
onde Cp = 225727 |2 sen ()| . Assim,

™
C’gf lw —w;| 7P dw < oo,
0

quando —2D + 1 > 0, isto é, D < 0.5.

Observamos que a integral na expressao (3.21) é finita pois o integrando
¢ “bem comportado” em cada vizinhanga pequena fixada das singulari-
dades e no restante este integrando é limitado.

Logo, quando d+ D < 0.5e D < 0.5,

Vx(0) = ' fy(w)dw = 2f0ﬂ [y (w)dw < oo.

Portanto, o processo {X;}wz ¢ estaciondrio quando d + D < 0.5 e
D < 0.5.

Pelo item i) a expressao assintdtica da fun¢ao densidade espectral dos
processos SARFIMA(0,d, 0) x (0, D, 0)s é dada por

o |—2(d+D)
1 ) )
[y (w) ~ Crlw — wo| quando w — wy

fy (W) ~ Colw —w;| 7P| quando w — w;,

onde w; = %, para j = 0,1,--- ,|s/2] e C; e Cy sdo dadas, respecti-

vamente, pelas equagoes (3.14) e (3.19).

Assim, pela Observagao 2.4, item i), quando 0 < d+ D < 0.5e 0 <
D < 0.5, o processo {X;}+ez possui longa dependéncia.

Da mesma forma que o item anterior, pela Observagao 2.4, item ii),
o processo {X;}iez possui dependéncia intermedidria quando —0.5 <
d+D<0e—-05<D<0.

Queremos encontrar uma expressao para a funcao de autocovariancia,
denotada por v, (), dos processos SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0)s, dados
pela expressao (3.2), com processo de inovagao {&; };ez, quando P = p =
0=q=0Q.

Seja {Z;}1ez um processo SARFIMA(0, D, 0)s dado por

(1 — BS)DZt = EZK,

onde {€/ };cz ¢ um processo ruido branco com média zero e Var(e}) =

0% < o e D e (—0.5,0.5). Assim, o processo {Z;}wz possui uma

representacao média mével infinita dada por
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Zy=(1=B)"Pef = Y B (ef) = ) e, (3.22)

J€L> JE€EL>

onde ; é dado pela expressao (3.28), a seguir, para todo j € Zs.

Da mesma forma que para o processo {X;}wz, podemos encontrar a
fungao de autocovariancia do processo {Z;}z através da sua represen-
tacao média movel infinita. Observe que

v, (h) = Cov(Zin, Zy) = Z Z Vb yex (h — sj + sT), (3.23)

j€Z> T€Z>

onde 1; é dado pela expressao (3.28), a seguir, e Y.« (-) é a funcao de
autocovariancia do processo {€/ }iez.

Através da Definicao 2.3, a funcao de autocovariancia do processo
{ef}iez € tal que se h — sj + s7 = 0, isto é, se j = % + 7, entao
Yex (h) = 052*' Portanto, a expressao (3.23) pode ser reescrita por

v (h) = Gk Y bn (3.24)

TEZ;

Fazendo h = s/, para { € Z~, temos que

Vo (s0) = 02 Y Veirtdr.

TEZB

Na equagao (3.24), se h = st + (, ( € A, onde A = {1,---,s — 1},
v,(h) = 0. Portanto, a fungdo de autocovariancia do processo {Z;}ez
é dada por

0 D Yerrthr, se ho=sl, (e
7, (h) = e (3.25)

0, se h=sl+(, (€A

Admitindo d, D € (—0.5,0.5), seja

X, =(1-8B""Y,, paratodo teZ, (3.26)

com processo de inovagio {Y;}ez, dado por V; = (1 — B) %€ (isto

é, {Yi}tez € um processo ARFIMA(0,d,0) com processo de inovacao
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{5} ez, 0 qual é um processo ruido branco com média zero e variancia
2
02%). Logo,

o= == 3 () (v

j€Z>

 UBYi— Y GBI = Y e, (27

J€L> J€L>

onde

I'(j+ D)

I(j+ OO(Dy P /e

;= (3.28)

0, para j ¢ Z-.

Para D < 0.5, temos que Y., [¢;] < o0 e X, [° < oo (ver
Lema 3.1). Quando d < 0.5, o processo {Y;}ez € estacionario, isto é,
sup, E|Y;|* < oo. Portanto, a série na expressao (3.27) converge em
quadrado médio (ver Brietzke et al., 2005).

Entao, a fun¢do de autocovariancia do processo { X}z é dada por

Ix (h) = COV(Xt+h7 Xt)

= COV<Z wj}/;H»hfsja 2 ¢TKST>

j€Z2 TEZ;

= Z Z ijTCOV(}/;-i-h—sj?Y;f—ST)

jeZ> TEZ;

= 0% Y Y G (h—s(G-7),  (3.29)

jEZ; TEZ;

onde 7,.(+) é a fungao de autocovariancia do processo {Y;}iez (ver equa-
¢ao (3.11)).

Fazendo v = j — 7, na equagao (3.29), temos

Yo(h) = 0% D0 DT ety (h—sv). (3.30)

v2—T T€L>

Pela defini¢do dos coeficientes ;s (ver expressao (3.28)), a equacao
(3.30) torna-se
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Vx(h) = 0% Z Z Vyirbry, (B — sv). (3.31)

I/EZ; TEZ;

Substituindo a equagao (3.25) na equagao (3.31), obtemos

03 Z v, (sv)v, (h—sv), se h=sl, (€ ZLs;
Vx(h) = vet=
0, se h=sl+(, (€A,

que é a funcdo de autocovariancia do processo SARFIMA(O, d,0) x
(0,D,0)s, onde 02 = 0% /02 é a variancia do processo ruido branco
{eihiez, {Zi}iez, é um processo SARFIMA(0, D,0); e {Y;}iez é um pro-
cesso ARFIMA(0, d,0), com v,(-) e v, (-) dadas, respectivamente, pelas
equagoes (3.10) e (3.11).
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Figura 3.1: Funcdo densidade espectral do processo SARFIMA(0, d,0) x
(0,D,0)s: (a) d =01, D =035es=3;(b)d=02,D=02es =3;
(c)d=035,D=01les=3;(d)d=01,D=035es=25; (e)d=0.2,
D=02es=5;(f)d=035 D=0.1es=>5.

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram o comportamento da fungao densidade es-

pectral dos processos SARFIMA(0,d, 0) x (0, D, 0),, para alguns valores de
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Figura 3.2: Funcdo densidade espectral do processo SARFIMA(0, d,0) x
(0,D,0)s: (a) d =01, D =035es =4;(b)d=02,D=02¢es = 4;
(¢)d=035,D=01les=4;(d)d=0.1,D=035es=06; (e) d=0.2,
D=02es=6;(f)d=0.35,D=0.1es=6.

d, D e s. Podemos notar que existe uma influéncia do parametro fracionario
d na forma da fungao densidade espectral para as freqiiéncias proximas das
freqiiéncias w; = 2%, para j =0,1,--- ,[s/2].

O proéximo teorema apresenta algumas propriedades dos processos SAR-
FIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, onde P, p, q, @ sao diferentes de zero.

Teorema 3.2. Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s,
dado pela expressio (3.2), onde s € N € a sazonalidade. Suponha que as
equagoes ¢(z)P(2°) = 0 e 0(2)O(2°) = 0 ndo possuam raizes em comum.
Entao, valem as sequintes afirmacades.

i) Se|d+D| < 0.5, |D| < 0.5, o processo { Xi }iez possui fungao densidade
espectral dada por

(L)

= et () R () 7

onde 0 < w < .
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ii) O processo {Xi}iez € estaciondrio se d+ D < 0.5, D < 0.5 e todas as
raizes da equagdo ¢(2)®(2%) = 0 estdo fora do circulo unitdrio.

iii) O processo estaciondrio {X,}iez possui longa dependéncia se 0 < d +
D <0.5,0 <D < 0.5 e todas as raizes da equagdo ¢(2)®(2°) = 0 estao
fora do circulo unitdrio.

iv) O processo estaciondrio {X;}ez possui dependéncia intermedidria se
—05 <d+D <0, =05 < D < 0 e todas as raizes da equa¢ao
#(2)@(2°) = 0 estao fora do circulo unitdrio.

v) Para |d + D] < 0.5, |D| < 0.5, a fun¢ao de autocovariancia de ordem
h, h € Z=, do processo {Xi}iez, € dada por

02 Y V() (h—sv), h=sl, (€L,
7X (h) = VEZZ (333)

0’ h:S€+C,C€A,

onde { Zi} ez € um processo SARFIMA(P, D, Q)s, {Yi}tez € um processo
ARFIMA(p,d,q), A = {1,--- ,s — 1} e v,(-) e 7, () sdo, respectiva-
mente, as fungdes de autocovariancia dos processos {Zi}iez € {Yitiez,
dadas pelas expressoes (3.45) e (3.46).

Demonstracao: Seja {X;},z um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s,
dado pela expressao (3.2), onde s € N é a sazonalidade.

i) O resultado segue imediatamente da definigao de fungao densidade es-
pectral e do Teorema 3.1, item 1i).

Podemos escrever a fungdo densidade espectral do processo {X;}iez
como

(e )PP
(e ) P (esw) 2
onde f,(-) é a funcdo densidade espectral de um processo SARFI-
MA(0,d,0) x (0,D,0)s, dada pela expressao (3.9).

Vamos supor que o processo {X;}«z seja causal e inversivel. Sabemos
que lir%cos(sw) = 1, ou seja, cos(sw) ~ 1, quando w — 0 (ver De-
w—>

(3.34)

fy(w) = [y (w)

finigdo A.5). Pelas expressoes (B.5) e (3.34), quando w — 0, temos
que
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fo(w) - fy<w>['“”iw)'z'@(empl

(e ™) PP (etsw)]?

Hl 1(1 2pldcos(sw)+pl23>
[17 (120, cos(sw) +2, )

~ 0-_3872D |U) —wy |72(d+D)

X

. ner(1=ns) 12 (1-01.) ] (3.35)
[ ?:1(1_%2)2Hf:l(l_pr,4)2J

ol _op|0(1)O(1) 2(d+D)
== w—w
o [¢< o | el
. 2
;. _op|b(eT™)O(e”™) L |=2(d+D)
o B(e—iw0)P (e iwo) |w — wol
— Ciw — wo| 2+D),

onde a expressao (3.35) é verdadeira, pois f, W 2D |y — g |~ HIHD),

)~ 5%
quando w — 0, wg = 0 e 1/p., sdo, para cada 1 < < 4, respectlva—
mente, as raizes dos polinomios 9() o(-), ©-) e (), definidos na
expressao (3.3), com

o ot e [ a2 leme |
O3 = 5™ (e m)d(e )| 2 [¢(1)q>(1)] (3.36)

Da mesma forma, para cada 1 < j < |s/2], temos

A +w) = f,(\ +wj)[|9(e—i(A+wj))|2|@(6—¢S(A+wj))|2]

|¢(67i()\+w]-)) |2 |(I)(efz’s(>\+wj)) |2
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1-2p, , cos(A 4+ w;)+p?, )

e
= [y(A+wy)
o

1—-2p, , cos( >\+w])+p“)

H1Q=1 (1 —2p,., cos(
X
Hle (1—2pn4 cos(

~ o s 2P ‘2 sen(wj)‘_m I\~
or” 2
o (120, cos(wy) +02 )

g:l (1 _210e,2 COS(U)J') +'03,2)

12 (1-20.0+02,)
P
Hr:l (1_2pr,4 +p2,4>

— % _QD‘Q sen(wj)‘2d|)\|2D

s\ + wj))+pl%3)
SO+ ) +42,)

X

2

O(e™)O(w=")

o 2 e") B (wiswo)
= Cy|N7?7, (3.37)
quando A — 0, onde w; = 2% e
2 w;\ |24 | 6(e )0 (e ) |
Ci= 5ol sen( )| e (3.38)
A expressao (3.37) ¢é verdadeira, pois cos(a + b) = cos(a)cos(b) —

sen(a) sen(b), por cos(sA) ~ 1, quando A - 0 e

052 B wi\|~2e . _op
foO ) ~ 22572 |2 sen ()| P

quando A — 0.

Fazendo a mudanga de varidvel A = w — w;, na equacao (3.37), temos
que

fy (w) ~ Cylw — w]-|’2D, (3.39)

quando w — wj, para cada 1 < j < |s/2], onde C, é dada pela expres-
sao (3.38).
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ii)

iii)

iv)

O processo { X}z pode ser escrito como X; = ¢(B)g;, onde

0(2)0(z")
¢(2)®(2%)

Sed+ D < 0.5e D < 0.5 entdao o Teorema 3.1, item ii) garante que a
expansdo em série de poténcias de (1 — 2)~¢(1 — 2%)~P converge para
todo |z| < 1. Temos que (¢(2)®(2%)) ! converge para todo |z| < 1
quando todas as raizes da equacao ¢(z)®(z°) = 0 estao fora do circulo
unitario.

U(z) = (1—2) (12"

Portanto a expansao em série de poténcias de 1(z) converge para todo
|z] <1 e, assim o processo {X;}sez € estacionario.

Seja { Xt }iez um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s com todas as
rafzes da equagao ¢(z)®(z*) = 0 fora do circulo unitario, cuja funcao
densidade espectral é dada pela expressao (3.32). Pelo item i), a ex-
pressao assintotica da funcao densidade espectral do processo é dada
por

o |=2(d+D)
3 )
fy(w) ~ Cslw — wy| quando w — wy

Iy (W) ~ Cyw — w;| P, quando w — w,

onde w; = %, para j = 0,1,--- ,|s/2] e C3 e Cy sdo dadas, respecti-

vamente, pelas equagoes (3.36) e (3.38).
Assim, pela Observacao 2.4, item i), o processo {X;}«z possui longa

dependéncia quando 0 <d+ D < 0.5 e 0 < D < 0.5, e todas as raizes
da equagao ¢(z)®(z*) = 0 estao fora do circulo unitario.

Pelo item i) e pela Observagao 2.4, item ii), o processo {X;}wez possui
dependéncia intermediaria quando —0.5 <d+ D <0e —0.5 < D < 0.

Seja {Zi}iez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s dado pela
equagao (3.2) causal e inversivel, com processo de inovacao {e;}iez.
Queremos uma expressao para a fun¢ao de autocovariancia, 7, (-).

Seja {(7 t}tez um processo SARMA(P, Q) estaciondrio e causal, dado
pela equacao

O (B*)U; = ©(B°)ef, para todo t € Z,

onde {€};ez ¢ um processo ruido branco com média zero e variancia
2 ~
0. Entao,
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U, = DBI(ef) = ) wieF

J€L> JEL>
onde os coeficientes 1;’s sao determinados pela relacao
) Oz
Y(z) = Z Yz = #, para |z| < 1. (3.40)

JEL> ZS)

Por definicao, a funcao de autocovariancia, denotada por 7 (+), é dada
por

7; (B) = Cov(Upn, Up) = D by, (h— sj + sv),
JEL> VEL:
para todo h e Z-..

Pela Definigao 2.3, a funcao de autocovariancia dos processos {e; }scz,

é tal que se h — sj + sv = 0, ou seja, se j = % + v, entao v, (h) = 0.

Logo,
7, (h) = 0% D) u
UEZ;
Fazendo h = sv, para v € Z-, temos que
s (sv) = 0% Z Yy Wy (3.41)
UEZB

Se na equagao (3.41), h = sv + (, onde ¢ € A, entdo Vs (sv+ () = 0.

Portanto, a fungao de autocovariancia do processo {U, }ez € dada por

0% Z VyioWy, se h=sv, vels;
v. (h) = ver= (3.42)

U
0, se h=sv+(, (€A

Seja {Z; }1ez dado pela equagao

@

(B°) ;

Zy = (ID(BS)V“ para todo teZ,

com processo de inovacio {V,}ez, dado por V, = (1—B%)~Pe¥ (ou seja,
{V,}tez ¢ um SARFIMA(0, D,0), com processo de inovagao {€/ }iez 0
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qual é um processo ruido branco com média zero e Var(ef) = o2).
Assim,

OB 5 oD
= MBIV = D,
JEL> JEL>

onde os coeficientes 1;’s sdo determinados pela relagao (3.40).

Sendo {Z;}1ez um processo estaciondrio e causal, pela Proposigao 3.2,
temos que a fungao de autocovariancia, de ordem h, h € Z-, é dada
por

Y (B) = ok Y1 Y Uy, (h—s(j + ). (3.43)

J€ELy VELy

Fazendo m = j — v, na equagao (3.43), temos

P)/Z(h) = 052* Z Z wm+v¢v7‘7 (h_sm)' (3'44)

meZ; UEZ;

Substituindo a equagao (3.42) na equagao (3.44), obtemos

o2, Z . (sm)’y‘7 (h—sm), se h=sm, mée€Zs;
7, (h) = mets (3.45)
0, se h=sm+(, (eA,

a qual é a fungao de autocovariancia do processo SARFIMA(P, D, Q)s,
onde 02, = 0% /0%, {Ui}iez é um processo SARMA(P,Q), sazonal e
{Vi}tez é um processo SARFIMA(0, D, 0)s.

Seja {Y;}ez um processo ARFIMA(p,d,q) (ver Definigao 2.4). Pelo

Teorema 13.2.2 item d), de Brockwell e Davis (1991), a funcdo de au-
tocovariancia do processo {Y;}iwez é dada por

W (h) =0 30 7 () (h =), (3.46)

JEL>
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onde {[7 t}tez € um processo ARMA(p,q) com processo de inovagao

{e¥Yiez, {Vihiez é um processo ARFIMA(0, d,0) com processo de ino-
vagao {€f ez e {ef }iez € um processo ruido branco com média zero e
variancia o2, = 02 /0.

Através do mesmo método utilizado para encontrar a funcao de auto-
covariancia dos processos SARFIMA(P, D, @Q),, podemos encontrar a
fungao de autocovariancia dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s,

a qual é dada por

U?ZVZ(SI/)’}/YUL—SV), h=stl, leZs,
v, (h) = vels (3.47)

0, h=sl+(, CeA,

onde {Z,}ez € um processo SARFIMA (P, D, () com processo de ino-
vagao {ef }ez, {Yitiez ¢ um processo ARFIMA(p, d, ¢) com processo de
inovacao {€}cz e {&¢}ez ¢ um processo ruido branco com média zero
e variancia o2 = 02, /0%.

]

Observacgao 3.4. Utilizando-se a relacao dos processos SARFIMA(p, d, ¢) x
(P, D, Q)s com os processos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) dada pelas equagdes
(3.6) e (3.7) e 0 Lema 2.1, temos que

| mtftw)hd = 201 (;‘—) ,

o T
onde f, () é a funcao densidade espectral dos processos SARFIMA (p, d, q) x
(P, D, Q) dada pela equagao (3.32).

Observacao 3.5. Por questao de notacgao, definimos a funcao

S, (w) = f (w)g(w), para 0<w <, (3.48)

onde f, () é a funcao densidade espectral dos processos SARFIMA(0, d, 0) x
(0, D, 0),, dada pela expressao (3.9) e g : [-m, 7| — (0, 7] é uma fungao real,
de variagao suave no sentido de Zygmund (ver Definigdo A.2) nas freqiiéncias
sazonais w; = %, j=0,1,---,|s/2] e possui variagao limitada no conjunto
(0, 7]\ UF:/?J [w; — €, w; + €], para qualquer € > 0 (ver Definicoes A.1 e A.2).

No caso de g(w) = 1, para todo w € [—m, 7|, S, (-) é a prépria funcao
densidade espectral dos processos SARFIMA(0, d, 0) x (0, D, 0)s,.

Teorema 3.3. Seja {X;}iez um processo SARFIMA(0,d, 0) x (0, D,0), real
cuja fungdo densidade espectral € dada pela expressio (3.48). Entdo, a ex-
pressao assintética da fungao de autocovariancia do processo { X}z de or-
dem h, h € Z~, quando h — oo, € dada por
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1
Zaj|h|2ﬁj_1g (E—I—w]) [sen(mf3; —w;h)+o(1)], seh = st, L € L,
fo(h): j=0

0, seh=sl+(, (€A,
onde
[%J—l, se s € par, d+ D, se j=0,
0= B = (3.49)
[%J, se s € impar, D, se 3 #0,
0-2 92D Wi —2d .
=11 —-28))s ‘2 sen(%)‘ , se j#0,
Oéj = (350)
(1 - 28;)s 22, se j =0,
com w; = ?, para j =0,1,--- |s/2] e g(-) uma fun¢do conforme a Obser-
vacao 3.5.

Demonstracao: Seja { X}z um processo estocéstico real, cuja funcao den-
sidade espectral, denotada por Sx(-), é dada pela expressao (3.48).

Por defini¢ao, a fungao de autocovariancia do processo {X;}iez, de ordem
h € Z-, é dada por

Yo (h)y = | S, (\)e?a) = f S, (X) cos(Ah)dA, (3.51)
onde a dltima igualdade da equagao (3.51) decorre do fato do processo { X, }iez
ser real.

O processo { X}z € um processo SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0)s com pro-
cesso de inovagao cuja funcdo densidade espectral é ¢(-). Portanto, pela
definicdo da funcdo de autocovariancia dos processos SARFIMA(0,d, 0) x
(0,D,0)s, 7 (h) =0, para h = sl + (, ( € A.

Para s par, a funcao de autocovariancia de ordem h = s, { € Z~, é dada
por

X

Y (h) = JW Sy (A) cos(Ah)dA = 2J Sy (A) cos(Ah)dA

0

19/21-1 sy
= 2 f Sy (X) cos(Ah)dA

(3.52)
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f (w + w;) cos((w + w;)h)dw (3.53)

FJJ
2
N
|_

HM{ “M

[cos w;h) SX (w + wj) cos(wh)dw

w1
+ sen(w;h) Sy (w+ wj) sen(wh)dw] , (3.54)
wo
onde w; = @, para j =0,1,--- ,[s/2].
A expressao (3.53) segue pela mudanca de varidavel A = w + w;, en-

quanto que a expressao (3.54) segue do fato que cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
sen(a) sen(b).

Através da expressao e do comportamento assintético da funcao densidade
espectral dos processos SARFIMA(0,d, 0) x (0, D,0)s (ver Teorema 3.1, item
i)), o Teorema A.1 com b(w) = g(w) e através das propriedades de fungoes
assintéticas (ver Segdo A.3), temos que

Vi (h) = %‘?sw [cos(woh)|h|2(d+D)lg (% + w0> I'(1-2(d+ D))
x[sen(m(d + D))+o(1)] — sen(woh)|h|* ) 1g (% + w0>

xI'(1 —2(d + D))[cos(m(d + D)) + 0(1)]]

o2 [s/2]-1

7o 3 ()

x[cos w;h)|h2P (

—sen(w;h)|h*P g (% + wj) I'(1 — 2D)[cos(mD) + 0(1)]]

> (1 —2D)[sen(mD) + o(1)]

?I'—‘

_ %gs2D|h|2<d+DHg(%+wo)F(1—2(d+D))[sen<7r(d+D)—woh>+0<1>]

2 5/2

Te ;2D Z ‘2 Sen( )\‘2‘1 B2P g <% + wj) I'(1-2D) (3.55)

x[sen(mD —w;h) + o(1)],
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quando h — 0.
Para s impar, a funcao de autocovariancia de ordem h = s, { € Z~, é
dada por

v(h) = 2 f "5 () cos(Ah)dA

[s/2]-1 wj41 s
_ J S (A) cos(AR)dA + 2 J S (A) cos(AR)dA

Wis/2]—1
1s/21-1 ~wy
= 2 Z J S (w + wj) cos((w + wj)h)dw

+2J ’ SX (w + ’LU[S/Q]) cos((w + wls/gj)h)dw (3.56)

w,

ls/2]-1 wy
= 2 Z [cos(wjh) J Sy (w + wj) cos(wh)dw
=0

wo

—sen(w;h) Sy (w + w;) Cos(wh)dw]

%
+2 cos (w2 ) J S (W + wysy2)) cos(wh)dw
wo

w1

2

—2sen(wys/2(h) Sy (W + wyspp) sen(wh)dw, (3.57)
wo
com w; = @, para j =0,1,---,|s/2].
A expressao (3.56) segue pela mudanca de varidvel A = w + w;, en-

quanto que a expressao (3.57) segue do fato que cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
sen(a) sen(b).

Através da expressao e do comportamento assintotico da fungao densidade
espectral dos processos SARFIMA (0, d, 0) x (0, D, 0)s (ver Teorema 3.1, item
i)), o Teorema A.1 com b(w) = g(w) e as propriedades de fungoes assintoticas
(ver Secao A.3), na expressao acima, temos que

2 1
Yy (h) = %s‘w[cos(woh)|h|2(d+D)_1g (E + w0> I'(1-2(d+ D))

x[sen(m(d + D)) + o(1)] — sen(woh)|h[* @) 1g (% + w())

T (1 — 2(d + D))[cos(n(d + D)) + 0(1)]]
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2 [s/2]—- 2d 1
e 42D Z ‘2 sen(—gﬂ [cos(wjh)|h|2D_1g (E —i—wj)

xT'(1 —2D)[sen(7D) + o(1)] — sen(w;h)|h|*’~'g (% + 'wj)

xI'(1 — 2D)[cos(mD) + (1)]] " 9¢ 2D ‘2 sen(%)‘ﬁd

2
m
[cos(w[s/2jh)|h|2D ! ( + 'LU[S/2J> ['(1 —2D)[sen(mD) + o(1)]

1
— sen(wys/h)|h)*P g (E + U)ls/gj> ['(1 —2D)[cos(mD) + 0(1)]]
2 1
= Je g72D|p2d+D)-1 (E + w0> I'(1 —2(d + D))
m

x[sen(nm(d + D) — woh) + o(1)]

J; _—9p %)‘—w 2D—1 l _ _
+—s Z ‘2 sen( 5 |h|*" g T I'(1-2D)

x[sen(mD — w;h)+o(1)], (3.58)

quando h — oo.

Comparando as equagoes (3.55) e (3.58), temos que a expressao assinté-
tica da funcdo de autocovariancia dos processos { X}z de ordem h, para
h € Z~, quando h — oo, ¢ dada por

Z:a]|h|26f1 < + wj) [sen(mf;—w;h)+o(1)], se h = sl, { € Z,
Vx(h)=147-0

0, se h=sl+(, (€A,

onde «, B, 0, para j = 0,1,--- ,0, sao definidos no enunciado do teorema.
O
A seguir, apresentamos a expressao assintotica da funcao de autocovari-

ancia dos processos SARFIMA (p, d, q) x (P, D, Q)s.

Proposicao 3.1. Seja {X:}iez um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s
real, causal e inversivel, dado pela equagdo (3.2), com p, P, q, Q e s inteiros
nao negativos finitos. Entdo, a expressao assintotica da funcao de autocova-
riancia de {X,}iez de ordem h, h € Z=, quando h — oo, é dada por
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5
Zaj|h|25j—1g(wj)[sen(ﬁﬁj—wjh)—i—o(l)], seh=sl, { €7,
fYX(h): j=0

0, seh=sl+(, (€A,
(3.59)

onde o, B; e § sao dados, respectivamente, pelas equagoes (3.50) e (3.49),
w; = 27?: p(l?"(lj 0717"' lS/QJ

2
(&

—zw —zsw)
‘¢ 6 zw fzsw)

(3.60)

Demonstracao: Seja { X}z um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s,
com média zero, dado pela expressao (3.2).
Queremos mostrar que a funcdo real g(-) definida por

2
, para 0<w<m, (3.61)

e—isw)

‘ —zw

¢ e~ zw 6 isw)

possui derivada limitada e é de variagao suave (ver Defini¢ao A.2) para qual-
quer 0 < w < 7, tal que g(w) # 0.
Primeiramente, como o processo e causal e inversivel (ver Teoremas 3.4 e
3.5 , respectivamente), temos que g(w) # 0 para qualquer 0 < w < 7.
Temos que

In(g(w)) = n]8(e~™)P +In[O(c ™) P—In [p(e~™)P —In [B(e ). (3.62)

Por definicao,

ou seja,

g'(w) = g(w)[In(g(w))]" (3.63)

Como o processo {X;}wez ¢ causal e inversivel, as raizes das equagdes

d(2)P(2%) = 0 e 0(2)O(z°) = 0 estao fora do circulo unitdrio. Entao, estes
polinémios podem ser escritos em funcao de suas raizes. Em particular,

q

0(z) = 1_[ (1- pm,12)7 (3.64)

m=1

onde |p, ,| <1, param=1,--- ,ge 1/p , sdo as raizes do polinémio.
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Desta forma,

m=1
q
= In H (1 pmleiw) (1 pmle“”)>
m=1
q . .
= Zln ((1=p,..€™) (1=p,..e7™))
m=1
q
= Z In (1—2me1 cos(w)—i—piyl) : (3.65)
m=1

Portanto,

q
, 2
Y1 O s C S
m=1 (1—2pm,1 cos(w)-i—pfn’l)

Analogamente, segue para os polinomios restantes. Desta forma,

@ 2sp, , sen(sw)

— (1 —2p,, cos(sw) +p33)

RS . sen(w)
- Z]1 (1 2p,, cos(w)%—pfml) ’

Zp: ( 2p, , sen(w) B F 2sp, , sen(sw) - (3.66)

1—-2p,, cos(w )—l—p%) r=1<1—2ph4cos(sw)+pf}4)

Substituindo as equagdes (3.61) e (3.66) na equagao (3.63), temos que

2 y Zq: 2p,,. , sen(w)
By

1-2p,, , cos(w) —i—pfml)

N i 2sp, , sen(sw) Zp: 2p,., sen(w)
=1 (1 2p, 5 cos(sw)+p? ) =1 (1—2pw cos(w)—i—pf’z)

_2 ( 2sp, , sen(sw) ] ' (3.67)

1—-2p, , cos(sw)+ p? )

Queremos verificar que ¢'(w) é limitada, isto é, que existe uma constante
M € R, tal que |¢'(w)| < M, para todo 0 < w < 7. Da expressao (3.63)
observe que
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9" (w)] = [g(w)[In(g(w))]'| = |g(w)] |[In(g(w))]']
Primeiramente, vamos mostrar que g(w) ¢é limitada.
Como {X;}iez é causal e inversivel, segue que

o i1=2p,., cos(w)—i—pfm1 H1Q:1 1-2p,, Cos(sw)~|—pi3
g(w)| = :
o[ 1=20, cos(w) 02, | TI71[1-2p,, cos(sw) +2,
Contudo,
[1-2p,, cos(sw)+p?,| < [1=2p,,cos(sw)|+|pf,
< 1+2‘p173‘‘cos(sw)‘ﬁ—‘pi3
< 4, (3.68)
pois |cos(sw)| < 1e|p,,| <1, paratodol =1,---,Q.

Agora, temos que verificar se ‘1—2/% , cos(sw)+p? | ¢ limitada inferior-

mente. De fato, para 0 < w < 7, temos que

1-2p, , cos(sw)—i—pi4 = 1—2aprv4+pi4, (3.69)
onde a = cos(sw), para todor =1,--- | P.
A funcao dada na expressao (3.69) ¢ linear em a = cos(sw).
Pelo fato de |p, ,| < 1, para todo 7 = 1,--- , P, temos trés casos a consi-

derar, p,, <0,p,, =0ep,, >0.

i) Se p,, < 0, parar = 1,---, P, a fungao dada na equacao (3.69) ¢é

crescente e possui valor minimo em a = —1 dado por
1+2p,,+p2, = (p., +1)* > 0. (3.70)
ii) Se p,, = 0, para r = 1,---, P, a funcdo dada na equacao (3.69) é

constante e igual a 1.

iii) Se p,, > 0, para r = 1,---, P, a funcdo dada na equagao (3.69) ¢é
decrescente e possui valor minimo em a = 1 dado por

1_2pr,4+pi4 = (IOT,4 - 1)2 > 0 (371)
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De forma andloga, valem os mesmos resultados i), ii) e iii) para a equagao
(3.68).

Portanto, pela equacao (3.68) e itens i) a iii), temos que |g(w)| < oo, para
todo 0 < w < m, pois p, P, q, Q e s s@o finitos. Portanto, g(w) ¢ limitada
para todo 0 < w < 7.

Como préximo passo, vamos mostrar que [In(g(w))]’ é limitada. Pela
equagao (3.66), temos que

q

, Q‘pml‘ ‘sen 28‘p13‘ ‘Sen Sw)‘
[In(g(w))]'| < Z [1—-2p,,, cos(w Z 4 [1-2p, , cos(sw) +p2,

m=1

2|p,.| ‘Sen J| | sen(sw)]
+Z‘1 2p, , cos(w +p2 2‘1 2pr4cos SWw —i—p?‘

(3.72)

Pelos itens i) a iii) e pelo fato de P, p, ¢, @ e s serem finitos, temos que
|[In(g(w))]'| ¢ limitada para 0 < w <

Portanto, como ¢'(w) = g(w)[In(g(w))]’, temos que ¢'(w) é limitada para
0<w< .

Agora, temos que verificar que g(w) é uma funcao de varia¢ao suave para
qualquer w € (0, 7] tal que g(w) # 0.

Segundo Binghan et al. (1987), uma condigao suficiente para uma fungao
f(+) ser de variacao suave em w = 0, no sentido de Zygmund, ¢ a existéncia
da derivada f’(-), tal que

o 0 (w)
v (w)

Vamos verificar se g(-) é de variacao suave. Pela equagao (3.63), temos
que mostrar que

= 0.

lim w[ln(g(w))]" = 0.

w—0

Pela equagao (3.66), temos que

2p,, . sen(w)
1-2p,, , cos(w) +/)?n,1>

w—0 w—0

lim w[ln(g(w))] = limw[2<

Q 2sp, , sen(sw) P
+Z 2 _Z 2
=1 (1 —2p, , cos(sw) +p173) =1 (1 —2p, , cos(w) +Pw)
2sp, , sen(sw)
S (1-20, , cos(sw)+02,)

2p,., sen(w)

(3.73)
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Em particular,

25p, 4 hn(l) sen(sw)

lim =
v (1—2&,4 cos(sw)+pf4) r=1 (1 2p, hm Cos(sw)—l—p )

P P
2sp, , sen(sw) Z

pois lin%) sen(sw) = 0, lin%) cos(sw) =1e (1—,0“4)2 # 0 ja que |p, | < 1.
De forma andloga, calculando o limite para as demais parcelas da expres-
sao (3.73), segue que

lim w[ln(g(w))]" = 0.

w—0

Portanto, g(w) é de variacdo suave em w = 0.
Queremos verificar se g(w) é de variagdo suave no intervalo 0 < w < 7
Para isto, temos que verificar se

. . wy'(w)
lim w [In(g(w))]’ = lim = 0. 3.74
Jim w (g ) = Jim "5 (374
Observamos que
2sp. , sen(sw) P 2sp, , lim sen(sw)

IILHZ( A :Z ’.waw —0,

1-2p,, cos(sw)+pf4) r=1 (1—2p7,’4 lim cos(sw)+pf4)

pois &)ILI}T sen(sw) = 0, |cos(sw)| < 1le|p,,| <1, parar=1,--- P.

Usando a expressao (3.73) quando w — 7 e tendo em vista que o limite
para cada uma das parcelas vai a zero, quando w — 7, segue a expressao
(3.74). Portanto, g(w) é de variacdo suave em qualquer ponto no intervalo
0<w<m, talqueg( ) # 0.

Como préximo passo, temos que verificar se g(w) é de variagao limitada
no intervalo (0, 7] (ver Definicdo A.1). Para isto, seja 0 < 29 < 21 < --- <
x < m, uma parti¢do do intervalo (0, 7]. Temos que,

k k
2 lgta;) — gl Z l9(2;)| + 19(x;-)]) < oo, (3.75)
j=1 j=1

pois g(w) é limitada, para todo w € (0, 7].

Logo, g(w) é de variagao limitada no intervalo (0, 7].

Tendo em vista que limy,_,o g (% + w) = g(w), pelo Teorema 3.3 acima,
temos que a expressao assintética da fungao de autocovariancia dos processos
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SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q), é dada pela expressao (3.59), onde g(-) é dada
pela expressao (3.60).
[

3.3 Causalidade e Inversibilidade

Nesta secao apresentamos as propriedades de causalidade e invertibilidade
dos processos SARFIMA (p,d, q) x (P, D, Q)s.

A causalidade e a inversibilidade nao sao propriedades somente do pro-
cesso { X}z, neste caso um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s. Es-
tas propriedades informam uma relagdo entre dois processos, 0 {X;}z €
0 processo {€;}tez que é um processo ruido branco. A seguir definimos as
propriedades de causalidade e inversibilidade para um processos estocastico
qualquer.

Definigao 3.3. Um processo {X;}iez € dito ser causal (ou mais especifica-
mente ser uma fun¢ao causal do processo {e;}z) se existe uma seqiiéncia de

constantes {1;};ez. tal que Z]’eZ> il <ooe

X = 2 Ve, para todo t € Z.

JELx

Definigao 3.4. Um processo {X;}iez € dito ser inversivel se existe uma
seqiiéncia de constantes {m;};ez. tal que 3, ., |m;[ <o e
£ = Z m;X¢_j, para todo t € Z.

JEL>

O Teorema 3.4 a seguir apresenta as condi¢Oes necessarias e suficientes
para um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s ser causal.

Teorema 3.4. Seja { X}z um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s (ver
Definigao 3.2). Supondo que d < 0.5, D < 0.5 e que as equagoes ¢(z)P(2°) =
0 e 0(2)O(2°) = 0 ndo possuam raizes em comum. Entdo, {X;}iez € causal se
e somente se ¢(z)P(z°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1. Os coeficientes
{1;}jez> da representagao média movel infinita sao determinados pela relagao

oy 0EOE)
Ve = 2 v = 5o

JEZ> &
Demonstracao: Seja {X;},z um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s,
com média zero, dado pela expressao

(1—2)"41 -2, 2| <1 (3.76)

o(2)®(2°)(1 — 2)%(1 — 25)P X, = 0(2)0(2*)z, (3.77)
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onde {&;}1ez é um processo ruido branco. Demonstraremos inicialmente que
se ¢(2)®(2°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1, entao o processo é causal.
Pelo Teorema 13.2.2 de Brockwell e Davis (1991), os processos ARFI-
MA(p,d, q) sdo causais quando d < 0.5 se e somente se ¢(z) # 0, para todo
|z| < 1. Portanto, podemos reescrever a equagao (3.77) na seguinte forma

d(25)(1—2°)PX, = @(25)%2)2)‘1&’ para todo teZ,
ou seja,
d(25)(1 - 2P X, = O(2*)Y,, (3.78)

onde {Y;}tez é um processo ARFIMA(p,d, q). Pelo Teorema 2.1 de Brietzke
et al. (2005), os processos SARFIMA(0, D, 0), sdo causais quando D < 0.5.
Logo, a equagao (3.78) pode ser escrita da seguinte forma

P(25)X, = O(2%)(1 — 2°) Y,

ou seja,

()X, = 0(2°) 2y, (3.79)

onde {Z;}ez ¢ um processo SARFIMA(0, D, 0)s.

Devemos verificar se o processo dado pela expressao (3.79) é causal.

Por hipétese, temos que ®(z°) # 0, para todo |z| < 1. Portanto, 1/P®(2°)
¢ funcao analitica e pode ser expressa na forma de uma série de poténcias.
Assim, existe € > 0 tal que

1 )
= 2 =£&(2), ara todo |z| <1+ e.
JEL>
Como a série acima converge para |z| < 1 + ¢, converge para |z| < 1+ 5.
Logo, lim;_,« &; (1 + g) = 0, isto é, a seqiiéncia {ﬁj (1 + %)}J.EZ2 converge e
é limitada. Portanto, existe uma constante K > 0 finita tal que, para todo
j € Z>7

J —J
§j<1+§>‘<K, ou seja, |§5|<K(1+§) )

Assim,

Z & < K Z (1 + %)j <o e £(2)P(z°)=1, para [|z|<1.

J€L> JE€EL>

Pela Proposicao 3.1.2 de Brockwell e Davis (1991), o operador £(z) =
> ez 27, com Y, ez |£;] < o0, quando aplicado a processos estacionarios,

o7



nao somente expressa mas também herda as propriedades algébricas das séries
de poténcias. Logo, podemos aplicar o operador £(z) a ambos os lados da
expressao (3.79) para obtermos X; = £(B)O(B°)Z;.

Assim, temos a representacao desejada

X = Z Y;jZ;_j, paratodo teZ,
JEL>
onde a seqiiéncia {1);};ez. ¢ determinada pela expressao (3.76), quando p =
¢g=0ed=D =0. Portanto, o processo { X}z é causal.

Demonstraremos, a seguir, que se {X;}ez é causal entdo, ¢(z)®(2°) # 0,
para todo z € C, tal que |z| < 1. Para isto, basta mostrar que se o processo
dado pela expressao (3.79) é causal entdao, ®(z°) # 0, para todo z € C, tal
que |z] < 1.

Vamos assumir que o processo seja causal, isto é, que X; = ZjeZ; Vi Zyj,
para alguma seqiiéncia {t;};ez. , tal que > ;, |¢;] < co. Entao,

O(B°)Z, = B(B°) X, = ®(B°) Y| ;% 5 = D(B*)¢(B) Zi. (3.80)

JE€L>

Fazendo 1(z) = ®(2°)¢(2) = Xz 1%, para todo |2| < 1, podemos
escrever a equagao (3.80) como

Q
D0Zia= ) 0z (3.81)
=0

JEL>

Aplicando o produto interno em cada um dos lados da equagao (3.81) com
Zi_sy, onde < XY >= E(XY), para quaisquer X, Y varidveis aleatérias,
temos que

Q
ZGZE(Zt—let—sy) = Z njE(Zt—th—SV)’
=0

JEZ>

onde {Z;}z é um processo com distribuigao N (0, 72). Assim,

Q 5Q
>0, =7, (3.82)
v=0 7=0

Jj=st

com n; = 0, para todo j > sQ e j # s, { € Z~. Fazendo v = j/s, no segundo
membro da equagao (3.82), temos que

Q Q
Z@l = va
=0 v=0
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Entao,

O(z%) =n(z) = ¢(2°)Y(z), para |z <1 (3.83)

Como O(2°) e ®(z°) nao possuem rafzes em comum, Y ;. [¢;| < oo e
©(z°) # 0, para |z| < 1, pela equagao (3.83), concluimos que ®(z°) ndo pode
ser zero para |z| < 1.

]

A seguir, demonstraremos a convergéncia da soma dos coeficientes ao qua-
drado da representagao média mével infinita dos processos SARFIMA (p, d, q)
x(P,D,Q)s. Este resultado é muito importante para a obtencao da conver-
gencia em quadrado médio da soma destes coeficientes.

Lema 3.1. Seja {X,;}iez um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s causal,
dado pela expressao (3.2). Entao, Zje% 1/1]2 < o, onde {1;}jez. sio 0s
coeficientes da representa¢dao média movel infinita do processo {Xi}iez dados
na expressao (3.70).

Demonstracao: Por hipdtese, como o processo { X}z é causal, quando
d < 0.5, D <05, ¢(2)P(2°) = 0 e §(2)O(2°) = 0 nao possuem raizes em
comum e ¢(z)P(z°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1. Entao, existe uma
seqiiéncia {1);} ez, tal que > ;, |¥;] <o e

X = Z Yjer_j, paratodo teZ,
JEL>
onde {&;}sz ¢ um processo ruido branco e {1;}cz. sao os coeficientes da
representagao média mével infinita determinados pela relac¢ao (3.76).
Pelo Teorema A.3, como »;.; |1;| < oo, entdo > ;.; [;]? < oo. Logo,
Den. Vi < oo e segue o resultado. O

A Proposicao 3.2 a seguir, fornece a convergéncia em quadrado e quase
certamente (ou com probabilidade um) da soma dos coeficientes da represen-
tagao média movel infinita. Este resultado é importante para a obtencao da
fungao de autocovariancia dos processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s.

Proposicao 3.2. Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
causal e estaciondrio, dado pela expressio (3.2). Entao, a série

Y(B)e; = Z Vi€r_j, (3.84)

JEL>

converge absolutamente com probabilidade um (isto €, quase certamente) e
em quadrado médio para o mesmo limite.
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Demonstracao: Seja {X;};cz um processo SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
causal e estaciondrio. Queremos provar a convergéncia em quadrado médio
da série

Y(B)ey = Z %’Bj(Et) = Z Yierj,

JEZ> JEZ>

onde os coeficientes {1;};ez. sao determinados pela relagao (3.76).
Sejam m, n € N tais que m < n e defina S, = 37" ;e ;. Entao,

1S = S II?

2 n 2
=E[ > wjm]

Jj=m+1

E Z Vet — Z 1/}j5t—j
v=0 §=0

n

= & Z w;gf_j+ Z Yobigi_vEi—j

Jj=m+1 v,j=m-+1
v#£]
n
_ 2 2
= ol ) Y
j=m+1

pois {&;}1ez € um processo ruido branco (ver Definigao 2.3).

Entao, ¢é suficiente mostrar que ) ., 1?2 < c0. Contudo, como o processo
{X:}tez € causal e estaciondrio, pelo Lema 3.1, temos que » ., Y2 < 0.
Portanto, para todo € > 0, existe um N(e) > 0, tal que Z?:mﬂ 1[)]2-/ < €, para
todo n > m > N(e) e pelo critério de Cauchy (ver Rudin, 1976, Teorema
3.22), temos que a série (3.84) converge em quadrado médio.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, E(|;?) = E(g;)? =

02 < oo, para todo t € Z. Assim, E(|g;|) < oo, para todo t € Z, ou seja,

€
sup E(Je¢|) < 0. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, temos que
t

E < > |¢j||€t—j|>
JEL>

E <7}g{}oz(:) |1/1j||€t—j|> = lim E (ZE) |¢j||5t—j|>
Jj= J=

Y 35 45[E(Jes) < Ji 35 0] sup Bl
Jj= J=

= (<o,

pois >, [¥;| < oo e sup,E(|e;]) < o00. Assim, pelo Teorema A.2 (ver
Apéndice A), Y7 [¥jllei—;| € Dz, ¥jer—; sdo ambas convergentes com
probabilidade um (isto é, quase certamente).

Se S denota o limite em quadrado médio, isto é, dado arbitrariamente
e > 0, existe N € N suficientemente grande, tal que para todo n > N,
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2

1S =Y e IP=E | |S= D eyl |<e
j=0 j=0
ou seja,
. 2
nh_I)IC}OE S — Z wjgt—j = 0.
j=0
Portanto, pelo Lema de Fatou,
" 2
|8~ 6B P = E(IS—v(B)al) =E {lminf|S — Y e,
j=0

2

= 0.

n—0

< liminf E ‘S — Z chft_j
j=0

Assim, o limite S e 9(B)e; sado iguais com probabilidade um (isto é, quase
certamente).

]

Como a causalidade, a propriedade de invertibilidade nao é uma proprie-
dade do processo {X;}iwez somente, mas uma relagdo entre os dois processos
{Xi}iez € {et}hez que é um processo ruido branco. O Teorema 3.5 a seguir,
fornece as condigoes necessarias e suficientes para a invertibilidade.

Teorema 3.5. Seja { X}z um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s (ver
Defini¢ao 3.2). Suponha que d > —0.5, D > —0.5 e que as equagioes
d(2)@(2°) = 0 e 8(2)O(2°) = 0 ndo possuam raizes em comum. Entao,
{Xi}iez € inversivel se e somente se 0(2)0(2°) # 0, para todo z € C, tal que
|z| < 1. Os coeficientes {7;};ez, da representagdo auto-regressiva infinita
sao determinados pela relacao

m(z) = Z T = %(1 — )1 =297, |7 < 1. (3.85)

JEL»

Demonstracao: Seja {X;}wz um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D, Q)s,
com média zero, dado pela expressao

d(B)D(B%)(1 — B)4 (1 — B5)P X, = (B)O(B*)s,, (3.86)
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onde {&;}z é um processo ruido branco. Demonstraremos, inicialmente, que
se 0(2)O(2°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1, entao o processo {X;}ez
¢ inversivel.

Pelo Teorema 13.2.2 de Brockwell e Davis (1991), os processos ARFI-
MA(p,d, q) sao inversiveis quando d > —0.5 se e somente se 0(z) # 0, para
todo |z| < 1. Portanto, podemos reescrever a equagao (3.86) na seguinte
forma

pd(B)(L — B)*

s s X, — s
d(B*)(1 — BY) 0B + = O(B%)ey,
ou seja,
d(B%)(1 — B*)PY, = O(B%)e,, (3.87)
onde {X;}wez é um processo ARFIMA(p,d,q), com processo de inovagao
{}Q}tez-

Da mesma forma, pelo Teorema 2.1 de Brietzke et al. (2005), os processos
SARFIMA(0, D,0)s sao inversiveis quando D > —0.5. Assim, a equagao
(3.87) pode ser escrita na forma

O(B*)Z, = O(B)z,, (3.88)

onde {Y;};ez é um processo SARFIMA(0, D, 0),, com processo de inovacao
{Zi}iez. Devemos verificar se o processo dado pela expressao (3.88) é inver-
sivel.

Por hipétese, temos que ©(z°) # 0, para todo |z| < 1. Portanto, 1/0(2°)
¢é analitica e possui uma expansao em série de poténcias, dada por

1 J—
O(z%)

Z nizl =n(2), |zl <1+e, (3.89)

JEZL>

para algum e > 0.

Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teorema 3.5,
temos que ., [n;] < o0. Pela Proposicao 3.1.2 de Brockwell e Davis (1991)
podemos aplicar o filtro n(B) a ambos os lados da equagao (3.88). Logo,

n(B)®(B*)Z, = n(B)O(B%)e; = &4, para todo t € Z.
Desta forma, obtemos a representacao
Et = Z Wth,j,
JE€L>

onde a seqiiéncia {7;} ez, ¢ determinada pela expressao (3.85). Portanto o
processo { X}z € inversivel.
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A seguir, demonstraremos que se o processo {X;}ez é inversivel, entao
0(2)O(2°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1. Para isto, basta mostrar que
se o processo dado pela equagao (3.88) ¢é inversivel, entdao ©(z°) # 0, para
todo z € C, tal que |z| < 1.

Por hipétese, o processo { X}z ¢é inversivel, entdo ¢, = Zj€Z> T Ly
para alguma seqiiéncia {m;};ez. tal que > ., |m;| < oo. Entao,
O(B%)ey = m(B)P(B%)Z; = m(B)O(B°)e;. (3.90)

Fazendo £(z) = 7(2)O(2%) = Y]
a equagao (3.90) como

o~
jez §i%°, para |z| < 1, podemos reescrever

P
D bt = ), ey (3.91)
r=0

JEL:

Aplicando o produto interno em ambos os lados da equagao (3.91) com
E¢_gl, temos que

P
Z q)rE(gtfsretfsl) = Z ng(gtfjgtfsl)y
r=0 jGZ;
ou seja,
sP
DI N (3.92)
1=0 j=0

com &; = 0, para todo j > sP e j # sl, l € Z~. Fazendo v = j/s, no segundo
membro da equagao (3.92), temos que

P P

Z (I)l = ng

=0 v=0
Entao,

P(2°%) = &(2) = m(2)O(z%), para |z| <1 (3.93)

Como ®(2°) e ©(z°) nao possuem raizes em comum, > ., [m;] < oo e
®(2%) # 0, para |z| < 1, pela equacdo (3.93), concluimos que ©(z*) nio pode
ser zero para |z| < 1.

]

A seguir, demonstraremos a convergéncia da soma dos coeficientes ao
quadrado da representacao auto-regressiva infinita dos processos SARFI-
MA(p,d, q) x (P, D, Q). Este resultado é muito importante para a obtengao
da convergéncia em quadrado médio da soma destes coeficientes.
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Lema 3.2. Seja { X}z um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s inver-
sivel, dado pela expressio (3.2). FEntao, ZjeZ; 7TJ2- < o0, onde {T;}jez, sao
0s coeficientes da representacdo auto-regressiva infinita do processo {Xi}iez
dados pela expressao (3.85).

Demonstracao: Por hipétese, como o processo { X}tz € inversivel, quando
d> —0.5, D> —0.5, ¢(2)®(2°) = 0 e §(2)O(2*) = 0 ndo possuem zeros em
comum e #(z)O(z°) # 0, para todo z € C, tal que |z| < 1. Entao, existe uma
seqiiéncia {m;}jez. tal que >, [m;| <ooe

g = Z m;X¢_j, paratodo teZ,
JEL>
onde {e;}sez ¢ um processo ruido branco e {m;} ez, s@o os coeficientes da
representagao auto-regressiva infinita dados pela equagao (3.85).
5 2
Pelo Teorema A.3, como > .., |m;| < o0, entao > .., |m;|* < . Logo,
2

Yjez, ™; < o0 e segue o resultado. O

A Proposicao 3.3 a seguir, fornece a convergéncia em quadrado e quase
certamente (ou com probabilidade um) da soma dos coeficientes da represen-

tacao auto-regressiva infinita. Este resultado é muito importante na previsao
para os processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s (ver Secao 3.5).

Proposicao 3.3. Seja {X;}iez um processo SARFIMA (p,d, q) x (P, D,Q)s
estaciondrio e inversivel, dado pela expressao (3.2). Entao, a série

T(B)X; = Y mB(X) = > mXi, (3.94)

JEL> JEL:

converge absolutamente com probabilidade um (isto €, quase certamente) e
em quadrado médio para o mesmo limite.

Demonstracao: Seja { X}z um processo SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
causal e estaciondrio. Queremos provar a convergéncia em quadrado médio
da série na equagao (3.94).

Sejam m,n € N tais que m < n e defina S, = Z;.”:O 7 X;—;. Entao,

n m 2
|| Sn — Sm ||2 = E Z 7T1,Xt,y — Z Wth,j
v=0 7=0

64



n m 2
- E [Z X — ) ijtj]
v=0 §=0
= [E ( Z Z Wuﬁth—llyt—j>

v=m+1 j=m+1
n

= Z Z WyﬁjE(Xt,VYt,j).

v=m+1 j=m+1

Como {X;}ez é estaciondrio, E (|X,|*) < oo, para todo ¢ € Z, ou seja,
sup, E (| X¢|?*) < c0. Logo,

m

1S, — S |I°’< supE (|Xt|2) Z |7rj|2.
t j=m-+1

Como o processo { X}z é inversivel, temos que Z]EZ? |7;* < o0. Por-
tanto, para todo € > 0, existe um N(e) > 0, tal que Z?:mﬂ 77]2- < €, para
todo n > m > N(e) e pelo critério de Cauchy (ver Rudin, 1976, Teorema
3.22), temos que a série (3.94) converge em quadrado médio.

Pela estacionariedade, temos que E(|X;|?) < co, para todo ¢ € Z. Logo,
E(|X¢|) < oo, para todo t € Z, ou seja, sup, E(|X;|) < co. Pelo Teorema da
Convergéncia Mondtona, temos que

E <Z |7Tj||th|> = E <7}£{}OZ |7Tj||th|> = lim E (Z |7Tj||th|>

el =0 =0

= i 2w < Jim 35 | sup B
J= J=

< o0,
pois Y., |mj| < o e sup,E(|X;]) < co. Desta forma, } ., |m;||Xe;] e
ez 7;X;—; s@o ambas convergentes com probabilidade um (isto é, quase
certamente).

Se S denota o limite em quadrado médio, isto é, dado arbitrariamente
e > 0, existe N € N suficientemente grande, tal que para todon > N,
2

18— mXiy I’=E <6
=0

S — Z 7Tth_j
7=0

ou seja,
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2

lim E

n—0o0

= 0.

n
S — Z Wth,j
j=0
Portanto, pelo Lema de Fatou, temos que

2
| S—7(B)X, [ = E(|S—a(B)X,[*) =E [ liminf

n—0o0

S — Z Wth,j
7=0

2

< liminfE =0

n—aeo

S — Z Wth_j
j=0

Assim, o limite S e m(B)X; s@o iguais com probabilidade um (isto é, quase
certamente).

]

3.4 FErgodicidade

Nesta secao analisamos a ergodicidade dos processos fracionariamente in-
tegrados do tipo ARFIMA(p,d, q), SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s ¢ GAR-
MA(p,u, A, q). Esta propriedade é muito importante nas simulagoes de Monte
Carlo que envolvem estes processos (ver Capitulo 6).

Teorema 3.6. Seja { X}z um processo fracionariamente integrado, como
na Defini¢ao 2.4, com média p = 0, onde {&;}1ez € um processo ruido branco,
dado na Definigao 2.3. Se { X, }iez, € um processo estaciondrio e causal entao,
¢ ergodico.

Demonstracao: Seja { X}z um processo fracionariamente integrado. Por
hipétese, {X;}iez é causal, isto é,

X = Z Y;&;_+, paratodo teZ,

JEL>

onde {1;};ez. sdo os coeficientes da representacdo média mdével infinita do
processo e {&}iez ¢ um processo ruido branco (ver Defini¢ao 2.3).

Para que o processo {X;}wez seja ergédico, pelo Lema A.1, devemos mos-
trar que Y, iezs @/1]2 < o0. Lembrando que o processo {X;}«ez ¢ estaciondrio e
causal, entao temos que

75 (0) = E(X?) = 0¢ ) 4f < oo,

JEL
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. , 2 ’ /1.
isto é, ZjeZ; Y7 < 0. Portanto, o processo { X}z ¢ ergddico.
m
Como conseqiiéncia do Teorema 3.6, temos os Corolarios 3.1 e 3.2 abaixo,

0s quais apresentam, respectivamente, a ergodicidade dos processos SARFI-
MA(p,d,q) x(P,D,Q)s e GARMA(p, u, \, q).

Corolario 3.1. Seja {X;}ez um processo SARFIMA(p, d, q)x (P, D, Q) (ver
Definicao 3.2), estaciondrio e causal. Entdo, o processo {Xi}iez € ergddico.

Corolario 3.2. Seja {X;}iez um processo GARMA((p, u, A, q) (ver Defini¢ao
2.7), estaciondrio e causal. Entdo, o processo {Xi}iez € ergddico.

Observagao 3.6. O Teorema A.3 fornece a ergodicidade do processo SARFI-
MA(p,d, q) x (P, D,Q)s relaxando a hipétese de estacionariedade.

3.5 Previsao

O principal objetivo em se estudar uma série temporal com longa dependén-
cia, é encontrar um modelo matematico que nos possibilite prever os futuros
valores desta série.

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de previsao utilizando os
processos SARFIMA (p,d, q) x (P, D, Q)s.

Seja {Xi}iez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s causal e in-
versivel definido na equagao (3.2), com média igual a zero e sazonalidade
s € N. Assumimos, inicialmente, que os parametros do processo SARFI-
MA(p,d,q) x (P,D,Q)s sao conhecidos.

Pelas equagoes (3.76) e (3.85), o processo {X;}iez pode ser considerado
um processo linear. Segundo Priestley (1981), para um processo linear, a
previsao de erro quadrdtico médio minimo é dada por

Xi(h) = E(Xyn] X0, 0 < 1), (3.95)

supondo conhecidas as observagoes { X, ¢ < t}, até o instante ¢, que é cha-
mado origem da previsao. A notacao )?t(h) indica a previsao de origem t e
horizonte h > 1. Este valor minimiza o erro quadratico médio de previsao
dado por E(X;,, — Xi(h)). Neste caso, o erro de previsio é dado por

ei(h) = Xopn — Xi(h). (3.96)

Para calcularmos as previsoes usamos os seguintes fatos

Xt+h7 se h< 07

a) E(Xpyn|Xe, £ <t) = { Xi(h), se h>0
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b) E(ern| X, 0 < t) = { Eivn, s€ h <0,

0, se h>0.

Assim, para calcularmos as previsoes, temos que

a) substituir esperangas passadas (quando h < 0) por valores conhecidos,
Xith € Etn;

b) substituir esperancas futuras (quando h > 0) por previsoes )A(t(h) e 0.

O teorema a seguir, apresenta alguns resultados para previsao em proces-

sos SARFIMA (p, d, q) x (P, D, Q)s, dado pela expressao (3.2).

Teorema 3.7. Seja { X;}iez um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s cau-
sal e inversivel definido na equagdo (3.2), com média igual a zero e sazona-
lidade s € N. Entao, para todo h = 1, valem as sequintes afirmacoes.

i) A previsao de erro quadrdtico médio minimo é dada por

Xa(h) = = me Xo(h — k), (3.97)

keN

onde os coeficientes {Ty}rez, sdo determinados pela relagao (3.85).

ii) O erro de previsao é dado por

h—1

en(h) = Z% Enth—k» (3.98)
k=0

onde os coeficientes {1.}1—4 sdo determinados pela relagio (3.76).

iii) As variancias teorica e amostral do erro de previsio sao dadas, respec-
tiwamente, por

h—1 h—1
Var(en(h)) = 02> w2, Var(en(h)) =52 07,
k=0 k=0

onde os coeficientes {1/%}2‘;3 sao determinados pela relagao (3.76), os

coeficientes {W;}Z;é sao obtidos quando substituimos os parametros teo-
ricos no modelo pelos seus respectivos valores estimados e o2 e 2 sao,
respectivamente, a variancia e a variancia estimada do processo {4 }iez.

iv) O wicio e o percentual de vicio, denotado por pervicio, ao estimar a
variancia teorica do erro de previsao, sao dados, respectivamente, por
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vicio(h) = Var(ea(h)) — Var(en(h)),

[Var(e,(h)) — Var(e,(h))|

Var(en(h) x 100 %.

pervicio(h) =

v) O erro quadrdtico médio de previsao é dado por

SRS

eqmpn =

h

2 enk)

k=1

onde o erro de previsio e, (-) € dado na expressio (3.98).

vi) Suponha que o processo {ei}iez seja Gaussiano com E(e;) =0, Var(e;) =
o2 eE(ger) = 0, para todo t # k. O intervalo de previsao a 100(1—~)%
de confianca para X,y € dado por

Xa(h h) — 230, <Z¢k> < Xoon < X (h + 230 <Z¢k> )

onde zy € o valor tal que P(Z = z3) = 3, com Z ~ N(0,1), e {sz}z;[l)

e o2 sao dados no item iii) deste teorema.

Demonstracao: Seja {X;};cz um processo SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
causal e inversivel definido na equagao (3.2), com média igual a zero e sazo-
nalidade s € N.

i) Estamos interessados em obter a previsao de erro quadratico médio
minimo, denotada por X,,(h), para todo h > 1

Pelos Teoremas 3.4 e 3.5, o processo { X, }4z possui representagao média
movel e auto-regressiva infinitas dadas, respectivamente, pelas relagoes

Xi= > ek e a= ) mXig (3.99)

kEZ; k€Z>

Reescrevendo a equagao (3.99) no tempo ¢ + h, temos

Xiph = D Uk Erpns; (3.100)
kEZ;

Een = Y, Tk Xeanok, (3.101)
kEZ;
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ii)

ou equivalentemente,

Xigh = €qn + Z Uk b4 h—ks (3.102)
keN

ern = Xean + D, Tk Xopn k. (3.103)
keN

Considere a origem ¢t = n. Pela defini¢ao de previsao de erro quadratico
médio minimo, dado na equagao (3.95), e pela equacao (3.103), temos
que

Xn(h) = E(Xn+h | Xg ,£ < n) = ]E(En+h — Z Tk Xn+h—k| X@ ,é < n)

keN
= E(€n+h|Xg,£ < n) — Z?Tk E(Xn+h_k|Xg,f < 71)
keN
= > m Xo(h—k), para h>1,

keN
onde E(e,n| X, 0 <n)=0e )A(n(j) = X,+j, para j € Zc.
Portanto, vale a expressao (3.97).

Estamos interessados em obter a expressao para o erro de previsao,
denotado por e,(h), para todo h > 1. Pela definigdo de previsao de
erro quadratico médio minimo e pela equacao (3.100), temos que

)?n(h) = E(Xn+h | Xg 7£ < n) = E( Z % 5n+h—k| Xg,g < n)

kEZ;
= > U Blenan il Xe 0 <n) = Dty Eu(h— k)
k€eZy keZy
= Z Vi Enyn_k, para h =1, (3.104)

k=h

onde ,(j) =0, para j € N e &,(j) = €,j, para j € Zc.

Pela definicao do erro de previsao, na origem n e horizonte h > 1, temos
que

~

en(h) = Xn+h - Xn(h)
= D Uk Enink— D, Uk Envnk
keZs k>h

h—1
= Z (o Enth—k-
k=0

70



iii)

iv)

Portanto, vale a expressao (3.98).

A variancia tedrica do erro de previsao é dada por

h—1 h—1 h—1
Var(e,(h)) = Var(Z Yy, 5n+hk> = Z ViVar(e,n g) = 02 Z V7.
k=0 k=0 k=0

Pelo Lema 3.1, temos que

h—1
Var(en(h)) = 02 Y W} <02 > 4} < oo,
k=0

]CEZ;

para todo h > 1.

Os célculos acima foram feitos assumindo-se que os parametros do mo-
delo sao conhecidos. Na pratica, utilizamos o modelo estimado para
fazer as previsoes. Assim, a variancia amostral do erro de previsao,
denotada por Var(e,(h)) é obtida substituindo-se {{y}rez, € o2 pelos
seus respectivos valores estimados {12;@} rezs (ver item iii) deste teorema)
e 02. Desta forma,

h-1
Var(e,(h)) = 52 Z @Zﬁ, para todo h > 1.
k=0

Denotados, respectivamente, por vicio,(h) e pervicio,(h), o vicio e o
percentual de vicio cometidos ao se estimar a variancia tedrica h-passos
a frente, sao dados pelas relagoes

viciop(h) = ?QT(en(h)) — Var(en(h)),

 [Var(eq(h)) — Var(eq(h))]

pervicio, (h) = Var(en () x 100 %.

Por definicao, o erro quadratico médio de previsao na origem n, deno-
tado por eqmp,,, é dado por

eqmpn =

2 en(k),

S =
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vi)

o qual é a média aritmética dos quadrados dos h erros de previsao. Ou
seja,

1 & [t 2
eqmpy, = % Z <Z 2/13 gn-&-h—Z) .
k=1

Dados os valores passados e presentes da série { X/, ¢ < n}, a distribui-
cao condicional de X, serd N'(X,,(h), Var(e,(h))). Logo,

~

Xn+h - Xn(h)

2= War(ea )]~

~ N(0,1).

Fixando o coeficiente de confianga v, podemos encontrar um valor 2y
tal que P(Z > z%) = 2. Ou seja, com probabilidade 1 — 7,

NI
SIS

Xo(h) = 2z [Var(e,(h)]? < Xoin < Xa(h) + 23 [Var(ea(h))]

(3.105)
Substituindo-se Var(e,(h)) por Var(e,(h)) em (3.105), temos que

1o\ 3 3

Observe que a variancia aumenta com h (ver Observagao 3.7 abaixo).
Nesse caso, as amplitudes dos intervalos (3.106) aumentarao a medida
que nos afastamos da origem n, caracterizando com isso o aumento da
incerteza das previsoes para h-passos a frente, quando h assume valor

grande.
O

Observacao 3.7. Conforme o comentario acima, considerando-se s = 2, as
variancias do erro de previsao a um e dois passos a frente sao dadas por

Var(e,(1)) =02 e Var(en(2)) = o

No entanto, a variancia do erro de previsao a trés passos a frente sera

Var(en(3)) = o2(1 + 1) = o7

Desta forma, a variancia do erro de previsao a trés passos a frente sera,
em geral, maior do que a variancia do erro de previsao a um e dois passos a
frente. Isto ilustra que a variancia aumenta com h.
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Observagao 3.8. Vamos verificar algumas propriedades do erro de previsao
en(+) dado no item iii) do Teorema 3.7.

a) Podemos observar que

h—1
E(e,(h)| X, 0 <n) = E <2 Uk Ensni| Xo, 0 < n>
k=0

h—1
= D Uk E(enin il Xe, £ <n) =0

k=0

1

2
E(e;(h) | Xe, 0 <n) = E (e €n+h—k> | Xe, £<n

VRN
™7

0

2 2
Vknin k

I

=
1
VRS
TR A
i agll

h

|
_

+

[

UrYiEnth—kEnth—j > | X, £ <n ]

k,j=0
ket

h—1
_ 2 2
= 0 Z wk
k=0

ii) Pelas equagoes (3.102) e (3.104), o erro de previsao a um passo é dado
por

en(l) = Xpp1— Xa(1)
= Ept1 + Z Ui Epg1—k — Z Y Enyi—k

k=1 k=1
= En+1;

0 que nos indica que os erros de previsao a um passo sao nao-correla-

cionados. Isto implica que )A(n(l) ¢é realmente o melhor preditor de
XTL+1‘

iii) Pela equagao (3.98), para v > 1, temos que
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Cov(en(h),en(h + v))

h—1 h+v—1

Cov §:¢%€n+h—k> 2: (R
k=0 £=0
h—1 h+v—1

= E Z?/Jk&wrh—k X Z Ve Enthtv—t
k=0 (=0

h—1
2
= Ua Z ¢k¢u+1-
k=0

Portanto, para v > 1, os erros de previsao sao correlacionados.

iv) Pela equacdo (3.98), para j € Z-, temos que

h—1
en—j(h) = > Wk Encjsni. (3.107)
k=0

Logo,

h—1 h—1
Cov(en(h), en_j(h)) = E (Zwk Enthok X Y Ui en_j+h_e>
k=0 /=0

het
U?Z%%—j, se0<j<h
k=j

0, se j = h.

Portanto, os erros de previsao para o mesmo passo h, mas diferentes
origens n e n— j sao nao-correlacionados se j > h e sao correlacionados
se 0 < g <h.

Na secao a seguir, apresentamos alguns critérios de selecao de modelos
baseados no erro de previsao.

3.6 Selecao de Modelos Baseada no Erro de
Previsao

Na anélise de séries temporais, é bastante comum que existam varios modelos
que podem ser utilizados para representar um conjunto de dados. Escolher
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o melhor modelo nem sempre é facil. Um modo bastante 1util de selecionar
um bom modelo para uma série temporal é, utilizar os critérios de selecao
mencionados na Secao 5.2 do Capitulo 5. O principal objetivo em ajustar
um modelo a uma serie temporal é podermos prever os seus futuros valores.
Com isso, foram criados critérios de selecao de modelos baseados no erro de
previsao.

O erro de previsao é dado por

et(h) = Xn+h - Xn(h)a

onde h > 1 é o nimero de passos a frente que queremos encontrar e n é a
origem da previsao.
A selecao do modelo é baseada nas seguintes estatisticas.

1) Percentual médio de erro, o qual também pode ser referenciado como vicio
)
ja que ele mede o vicio de previsao,

1 O en(k)
MPE = <ﬁ2 > x 100%.

2) Erro médio absoluto de previsao

1 h
MAE = - D len(k)].

> x 100%.

Além dos critérios acima mencionados, pode-se utilizar o erro quadratico
médio de previsao (ver item v) do Teorema 3.7) e também a raiz quadrada
do erro quadratico médio de previsao.

3) Percentual médio absoluto de erro
h

1
MAPE = <E 2

k=1

en(k)
Xn+k

75



Capitulo 4

Contaminacao e Identificacao
de Outliers

Freqiientemente sao encontradas em séries temporais observagoes que sao
discordantes comparadas as restantes. Algumas, devem-se a erros grosseiros
de medicao, outras podem ser resultantes de influéncias externas, tais como
greves, alteracoes subitas na estrutura de mercado, entre outras. Como re-
sultado destas influéncias externas surgem observagoes discordantes que sao
classificadas como outliers. Existem varias definicoes para outliers, entre elas
citamos duas: “outliers are observations that do not follow the pattern of the
majority of the data” [Rousseeuw e Zomeren (1990), pdg. 633]; “We shall
define an outlier in a set of data to be an observation (or subset of obser-
vations) which appears to be inconsistent with the remainder of that set of
data” [Barnett e Lewis (1994), pdg. 7]. Quando estudamos os outliers, a pri-
meira questao que surge é sobre a sua classificacao. Fox (1972) introduziu os
conceitos de outliers do tipo I e tipo II, conhecidos na literatura, respectiva-
mente, como outliers aditivos e inovadores e denotados, respectivamente, por
AO e I0. Os outliers aditivos correspondem a um erro grosseiro de medi¢ao
ou gravacgao afetando uma tinica observagao. No caso dos outliers inovadores,
ocorre um choque em um determinado periodo e o efeito se propaga para as
observagoes subseqiientes. Uma segunda questao refere-se ao tipo de modelo
gerador dos outliers. Denby e Martin (1979) e Bustos e Yohai (1986), entre
outros, consideram o modelo de contaminagao por mistura, isto é, os outliers
AO e IO sao gerados por uma dada distribuicao de probabilidade.

Hotta e Neves (1992) e Palma (1998) consideram o modelo de conta-
minacao paramétrico, isto é, os outliers sao alocados em uma posicao pré-
determinada na série temporal.

A detecgao de outliers em séries temporais é um dos mais importantes
problemas da estatistica atual. Para tentar sanar um pouco este problema
existem, na literatura, diversos testes estatisticos para detectar outliers, in-
dependentemente do seu tipo (AO ou 10).
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Neste capitulo, apresentamos os modelos de contaminacao por outliers
paramétricos e por mistura, testes para identificar outliers e estimacao dos
parametros dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, @), através de amostras
geradas por processos contaminados, isto €, séries temporais contaminadas.

4.1 Modelos de Contaminacao

Nesta se¢ao introduzimos os modelos de contaminacao por outliers. Apresen-
taremos o modelo multi-paramétrico introduzido por Denby e Martin (1979)
¢ Bustos e Yohai (1986) e o modelo de contaminagao por mistura introduzido
por Box e Tiao (1975). Estes modelos de contaminagao serao utilizados para
contaminar os processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s.

4.1.1 Multi-Paramétrico

Nesta secao apresentamos os modelos multi-paramétricos de contaminacao
para os processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s.

Definigao 4.1. Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s
(ver Defini¢ao 3.2). O processo {Z;}iez € dito seguir o modelo paramétrico de
contaminacao se ¢ dado pela seguinte representagao

Z = X, + wi(B)L(T), (4.1)

onde w € R representa a magnitude do outlier, f(B) é uma fungdo de inter-
Veng¢ao e

1, set=T1T,
IuT) = { 0, set#T, (42)

¢ uma variavel indicadora do tempo 1" em que ocorre a perturbagao.

A seguir, definimos os outliers aditivos e inovadores para os modelos
parameétricos.

Definigao 4.2. Seja f(B) a funcao de intervencao (veja expressao (4.1)),
dada por

f(B) = 1. (4.3)
Entao, o processo {Z;}ez estd contaminado por um outlier aditivo, deno-
tado por AO.

Um outlier aditivo pode ser considerado um exemplo de erro grosseiro
jd que apenas a T'—ésima variavel aleatéria do processo {Z;}iez ¢ afetada.
Podemos notar, de acordo com a Defini¢ao 4.1, que apenas o processo {Z; } ez
sofre o impacto do outlier. O processo {X;},ez nao sofre alteragao. Para
exemplo de processo contaminado por outlier aditivo, ver Figura 4.1.
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Definigao 4.3. Seja f(B) a funcao de intervencao (veja expressao (4.1)),
dada por

P(B)®(B°)
0(B)O(5°)
isto é, f(B) é a representagao auto-regressiva infinita do processo {X;}iez.

Entao, o processo {Z;}ez estd contaminado por um outlier inovador, deno-
tado por 10.

f(B) = (1-B)'(1-B)", (4.4)

Um outlier inovador representa uma perturbagao maxima no tempo 1" e
transmite o seu efeito para as observacoes posteriores, através da funcao de
intervencao (4.4). Para exemplo de outlier inovador, ver Figura 4.3.

A seguir, definimos os modelos multi-paramétricos, isto é, quando um
processo ¢ contaminado por m outliers, todos iguais ou de diferentes tipos.

Definigao 4.4. O processo {Z;}iez € dito seguir o modelo multi-paramétrico
de contaminacao se é dado pela seguinte representagao

Zo= X+ 3w (B) AT (4.5

j=1

onde w; representa a magnitude do j-ésimo outlier, I;(T;), dada pela expres-
sao (4.2), é uma varidvel indicadora do j-ésimo tempo T em que ocorre a
Jj-ésima perturbacdo e f;(B) é a fun¢do de intervencao, associada ao j-ésimo
outlier, dada pela expressao (4.3) ou pela expressao (4.4).

No modelo multi-paramétrico podemos ter trés casos:
1) somente outliers aditivos;

2) somente outliers inovadores;

3) outliers aditivos e inovadores conjuntamente.

Para cada um destes casos, apresentamos a seguir o processo {Z;}ez,
dado na expressao (4.5), quando {X;}+ez ¢ um processo SARFIMA(p, d, q) x

(P, D, Q)s.

Caso 1: Todos os outliers sao aditivos. Neste caso, o processo {7}z satisfaz
a expressao

_0B)OMBY) . agy “\~D mw, ‘
Z, = —QS(B)(ID(BS)(l B)~(1 — B*) t+; JL(T), (4.6)

ou seja,
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¢(B)®(B°)(1-B)(1-B°)"
0(B)0(B°)

qﬁ(B)(I)(BS)(l—B)d(l—BS)DZt = 9([)’)@(83)<€t+
X Z wj[t(Tj)> )

Caso 2: Todos os outliers sao inovadores. Neste caso, o processo {Z;}ez
satisfaz a expressao

_ 9(6)@(68) . —d/1 stg
2 et TP BT
IBIOB) o a0
L@ B BT
_ 9BOB) 1 pvar gD (e N L (T

Ou seja, processo {Z;}wez satisfaz a equacao
o(B)®(B*)(1 — B) (1 — B’ Z, = 9(B)O(B?) (a’ft + Z wjlt(Tj)> )
i=1

Caso 3: Existem ¢ outliers aditivos e m — £ outliers inovadores. Neste caso,
0 processo {Z;}wez satisfaz a expressao

BB e a g b
2 gt TP BT

ou seja,
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m

o(B)®(B*)(1 — B) (1 — B’ Z, =0(B)O(B*) <5t+ Z w1 (T5)

J=l+1

3(B)D(B°)(1 — B)(1 — B*)"S
" 0(B)0(B) ij[t(Tj))'

=1

4.1.2 Contaminacao por Mistura

Nesta secao, apresentamos o modelo de contaminacao por mistura, pro-
posto por Denby e Martin (1979), Bustos e Yohai (1986) e Beran (1994).
Este modelo de contaminacao sera utilizado para contaminar os processos
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s.

1) Outlier Aditivo

Um primeiro modelo de contaminacao por mistura para os processos SARFI-
MA(p,d, q)x (P, D, Q)s é aquele contendo outliers aditivos, definidos a seguir.

Definigao 4.5. Seja {7}z um processo estocdstico satisfazendo a equagao

Zt = Xt + ‘/t; (48)
onde {X;}iez é um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, com processo

de inovagao {e;}tez (ver Definicao 3.2). O processo {Vi}ez é constituido

de varidveis aleatérias dadas por V; = x{V,*, onde {x{}wz ¢ um processo

de Bernoulli com varidveis aleatdrias independentes com probabilidade de

sucesso ¢ e {V*}ez é um processo estocastico arbitrario com distribuigao G.

Entao, {Z;}ez é dito ser um processo com contaminacdo por mistura por
I €

outliers aditivos.

Este modelo de contaminagao é o mais geral onde podemos contami-
nar os processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)5 com um processo estocastico
{Vi* }1ez arbitrério. Para maiores detalhes sobre este modelo de contaminagao
ver Beran (1994). Neste trabalho, utilizamos um modelo de contaminacao
semelhante o qual é definido a seguir.

Definigao 4.6. Seja {Z;}ez um processo estocdastico satisfazendo a equagao

Zt = Xt + W, (49)

onde {X;}tez ¢ um processo SARFIMA (p, d, q) x (P, D, Q)s, com processo de
inovagao {e;}ez (ver Defini¢ao 3.2). O processo {V;}ez é constituido de varié-
veis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao
dada por
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Hy = (1= ¢)dy + G, (4.10)

onde 0 < ¢ < 1, §yp uma distribuigao degenerada na origem, isto é, a esperanga
e a variancia de uma variavel aleatéria com esta distribuicao sao ambas nulas
e G uma distribuicdo arbitraria. Além disso, os processos {Vi}iez € {Xi}iez
sao independentes. Entao, {7}z é dito ser um processo com contaminagao
por mistura por outliers aditivos.

Neste caso, o processo {Z;}iez, que é um processo contaminado com AO,
é igual ao processo {X;}iz com probabilidade 1 — ¢, e tem probabilidade
¢ de ser igual ao processo {X;};ez adicionado de um erro {Vi},ez. Entéo,
no caso AO uma componente aleatoria adicional sobrepoe-se ocasionalmente
ao processo {X;}wez. Esta observacdo exibe um comportamento de outlier.
Se ¢ = 0, ndo temos contaminagao, isto é, o processo {Z;}wz ¢ idéntico ao
processo { X }iez.

Neste trabalho, vamos considerar que a funcao de distribuicao de proba-
bilidade G' como sendo uma distribui¢ao N (0, TVQ) Assim, podemos calcular
a variancia e a esperanca das variaveis aleatorias V;, para todo t € Z.

A Figura 4.1 abaixo, apresenta uma série temporal de tamanho n = 100,
gerada a partir de um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, onde d = 0.2,
D=025,P=p=0=¢q=(@ es=2, com e sem contaminagao por mistura
por outliers aditivos. Neste caso, consideramos a func¢ao de distribuicao de
probabilidade G como sendo uma distribuigao N (0, 10).

e
VT WY T e

-2 = 7

1 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 100
—— Série Normal - Série com Outlier Aditivo

Figura 4.1: Série gerada a partir de um processo {Z;}cz, dado pela expres-
sao (4.9), comd =02, D=025P=p=0=qg=Q e s=2e G dada por
uma distribuigao N (0, 10).

Sejam v; e v, variaveis aleatérias com distribuicao, respectivamente, £, =

b e G, = N(0,7?). Entdo,
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E(V;) = JOO xdH (z) = foo zd((1 — ) Fy(z) + cG,(x))

= (1—0)J xdFv(x)—l—cf xdG,

= (1—=0)E(v) + cE(ry) = 0.

Da mesma forma, podemos calcular a variancia. Entao,

Var(V) = BOZ) = [ sae) = [ 2= (o) + o)
= (I1-¢) JOOOO 2*dF,(z) + ¢ JOOOO 22dG,

= (1 —=c)E(}) + cE(1})

= (1 —¢)Var(vy) + cVar(i) = cr”.
Como os processos {Vi}iez € {Xi}iez sdo independentes, a fungao densi-
dade espectral do processo {Z;}ez é dada por

f2(w) = fy(w) + f,(w), para we (0,7],
onde f,(-) é a funcdo densidade espectral do processo SARFIMA(p, d, q) x

CT2
(P, D,Q)s (ver equagao (3.32)) e f,, (w) = 5% ¢ a fungao densidade espectral
do processo {V;}iez. Logo,

2

fr(w) = 2=

2
o
2

MO o ()] o ()
(4.11)

A Figura 4.2 abaixo, apresenta a funcao densidade espectral de um pro-
cesso {Zi}iez (ver Defini¢ao 4.6), denotada por f,(-), onde {X;}iez é um
processo SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s, com d = 0.2, D = 0.25, P = p =
0=¢q=Qes=2. A distribui¢ao de probabilidade G é uma N(0,10). O
processo { X} }ez possui fungao densidade espectral denotada por f, (), dada
pela equacao (3.32). O processo {V;}iez possui funcdo densidade espectral

CT.
_ v,
dada por f, (w) = 5~
Por definicao, a fungao de autocovariancia de ordem h, h € Z-, do pro-

cesso {Vi}iez, € dada por
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Infinito

Fungde Densidade Espectral

Figura 4.2: Func@o densidade espectral de um processo {Z;}iez (ver ex-
pressao (4.11)), denotada por fz(-) (linha continua), com d = 0.2, D = 0.25,
P=p=0=¢q=0Q, s=2. 0 processo {X;}wz possui fungao densidade es-
pectral denotada por f, (-) (em linha tracejada), dada pela equagao (3.32). O
processo {V;}iez possui fungao densidade espectral dada por f,(+) (em linha
pontilhada), onde ¢ = 0.2 e G é a distribui¢ao N (0, 10).

ct?, se h=0,

vy (h) = ZLﬂ [y (w) cos(wh)dw = { O,V s h 20, (4.12)

Desta forma, a fun¢ao de autocovariancia de ordem h, h € Z~., do processo
{Zi}tez, ¢ dada por

75 (0) +7,(0), se h =0,
1 (h) = (4.13)
v« (h), se h # 0,

onde v, (+) é a funcdo de autocovariancia do processo {X;}iez que é um pro-
cesso SARFIMA (p,d, q) x (P, D,Q)s (ver item v) do Teorema 3.2).

2) Outlier Inovador

Um segundo modelo de contaminacao por mistura é aquele contendo outlier
inovador, definido a seguir.

Definigao 4.7. Seja {Z,;}icz um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s (ver
Definigao 3.2) que satisfaz a seguinte expressao

S(B)YR(B)(1 — B)'(1 - B)"Z = 0(B)O(B")¢, (4.14)

onde {&}wez ¢ um processo que tem uma distribuigdo Fy com cauda pe-
sada aproximadamente normal, isto é, uma distribuicao normal contaminada,
dada por

Fe=(1—c¢)F; + cG, (4.15)
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onde 0 < ¢ < 1 é o parametro de mistura, F. uma distribuigao N(0,0?)
e G uma distribuicdo arbitrdria com uma dispersdo superior a 2. Entdo,
{Zi} ez, € dito ser um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)5 de acordo com
o modelo 10.

As observagoes do processo {Z;}iez cujas variaveis aleatérias de inovagao
possuem distribuicao GG, sao consideradas outliers.

Exemplo 4.1. Um exemplo de distribui¢ao com cauda pesada pode ser ob-
tida quando G = N(0,72) com 72 > 02, na expressao (4.15). Isto significa
que as variaveis &, para todo t € Z, possuem distribuigao N (0, ¢2), com pro-
babilidade (1 — ¢) e, com probabilidade ¢, possuem distribuicao arbitraria G

com uma dispersao superior.

Neste trabalho, vamos considerar G = N(0,72), com 72 > 02, na ex-

pressao (4.15) e {e:}ez um processo ruido branco (ver Definigao 2.3). Desta
forma, podemos calcular a esperancga e a variancia das variaveis aleatorias
&e's.

A Figura 4.3 abaixo, apresenta uma série temporal de tamanho n = 100,
gerada a partir de um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, onde d = 0.2,
D =025 P =p=0=¢qg=(@Qes =2 come sem contaminagao por
mistura por outliers inovadores. Neste caso, consideramos a distribuicao de
probabilidade G como sendo uma distribuicao A (0, 10).

1 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 100

Série Normal ~ ------ Série com Outlier Inovador

Figura 4.3: Série gerada a partir de um processo {Z;}iwez (ver expressao
(4.14)), comd =02, D =025, P=p=0=¢gq=Qes=2eGéa
distribuigao N(0,10). A série sem contaminagao estd indicada pela linha
continua enquanto a série contaminada esta indicada pela linha tracejada.

Sejam &; e 1, variaveis aleatorias, para todo t € Z, com distribuicao,
respectivamente, N'(0, 02) e N'(0,72). Entao,
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E(&) = JOO xdFe(x) = JOO zd((1 — ¢)F.(z) + cGy(2))

= (1-¢) fjooo zdF.(x) + ¢ J_OOOO zdGy(z)

= (1—-0)E(e) + cE(y) = 0.

Da mesma forma podemos calcular a variancia, isto é,

Var(€) — E(€) = F PdF(x) = Jw 22d((1 — ) F.(2) + Gy (z))
= (1-c¢) JOO 2?dF.(z) + CJOO 22dG,(z)

— (1= )E(e?) + cE(2)
= (1—-c)Var(e) + cVar(y)

= (1—c)o? +c1?. (4.16)

Pela defini¢ao de fungao densidade espectral e pela expressao (?77) a fun-
¢ao densidade espectral do processo {& }iez é dada por

(1—c)o? + cr?
fw) = EZITE

Sendo {Z;}wez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s com ruido
{&:}1ez a sua fungao densidade espectral é dada por

[2 sen (Eﬂ » [2 sen <%)] 2D,
2 2
(4.18)
onde f,(-) é a funcdo densidade espectral do processo {{;}ez dada pela ex-
pressao (4.17).

A Figura 4.4 abaixo, apresenta a funcao densidade espectral de um pro-
cesso {Zi}ier (ver Definicao 4.6), denotada por f,(-), onde {X;}iez é um
processo SARFIMA(p, d,q) x (P,D,Q)s, com d = 0.2, D =025, P =p =
0=¢=Q es =2 0 processo {V;}iz ¢ independente de {X;};cz com fun-
¢ao de distribui¢ao de probabilidade G sendo uma distribuigao N(0,10). O
processo { X}z possui fungao densidade espectral denotada por f, (-), dada
pela equagao (3.32).

para w € (0, 7]. (4.17)

—isw) 2

O(e
P (e—isw)

Fotw) = 10| 5
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5
h
3.

Fungio Densidade Espectral

Freqliéncia

—n() - 1)

Figura 4.4: Funcdo densidade espectral de um processo {Z;}icz (ver ex-
pressao (4.18)), comd = 02, D =025, P=p=0=q¢q=Qes =2 G
sendo uma distribuigao N(0,10) e ¢ = 0.2. O processo { X}z possui fungao
densidade espectral denotada por f, (-), dada pela equagao (3.32). A fungao
f,(:) esta representada pela linha continua e f, (-) estd representada pela
linha tracejada.

Pelo item v) do Teorema 3.2, para |d + D| < 0.5, |D| < 0.5, a funcdo de
autocovariancia de ordem h, h € Z-, do processo { X}z, é dada por

(1 =c)o2 + c7?) Z’yw (sv)y, (h—sv), se h=sl, (€Zs;
fyz(h) = v=0
0, se h=sl+(, (€A,

onde {Wiliez é um processo SARFIMA(P, D, Q)s, {Yi}tez ¢ um processo
ARFIMA(p,d,q) e A={1,--- ,s —1}.

4.2 Identificacao

Nesta secao apresentamos o teste da razao de verossimilhanca para detectar e
identificar outliers em processos SARFIMA (p, d, q) x (P, D, @), contaminados
por outliers.

Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D,Q)s (ver Defini¢ao
3.2) contaminado com outlier.

4.2.1 Teste da Razao de Verossimilhanga

O teste da razao de verossimilhanca é utilizado para detectar e identificar
outliers. Inicialmente este teste foi proposto por Fox (1972) para detectar
outliers em processos auto-regressivos puros, isto é, em processos AR(p).
Este teste foi utilizado para os processos ARMA(p,q) por Chang e Tiao
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(1983) e Tsay (1986). Chang et al. (1988) estenderam o teste para os pro-
cessos ARIMA e utilizaram-no em um procedimento iterativo para detecgao
de multiplos outliers e estimacao dos parametros do modelo.
Primeiramente, consideramos m = 1, na Defini¢ao 4.4, isto é, o processo
{Zi}1ez estd contaminado por um tnico outlier no tempo 7. Vamos supor que
os parametros do processo { X, }ez, inclusive a posi¢ao do outlier e a variancia
02 = Var(g;) sejam conhecidos, onde {&;},cz é o processo de inovagdo do

processo {Z;}iez. Vamos estudar a estimacao da magnitude do outlier que
estd contaminando o processo.

1) Outlier Aditivo

Queremos estimar a perturbacao, denotada por w, provocada por um
outlier AQ. Para isto vamos considerar os residuos do modelo ajustado como
base para detectar a perturbacao de um outlier e derivar estatisticas para
testar a hipdtese de presenca de outlier.

Considere o processo {Z; }cz dado pela equagao (4.6), com m = 1. Entao,

_ BB | iy ppe
Ze= Sam B 0B Pek k(D). (419

w(l — B - B)Z, = +w

(B)O(B) wu — B)Y(1 - BY)"I,(T).

0(B)©(B°)
(4.20)
Defina

¢(B)P(B°)
0(B)O(5°)

Desta forma a equagao (4.20) reduz-se a

V= (1-B)41 - B)PZ,. (4.21)

¢(B)P(B°)

W(l — B)4(1 - B)PI,(T)

yt = & tw

= ot w Y BT

j=0
= g+ wn(B)(L(T)).
Ou seja, o Y, é dado por

Et, set <T,

Ve = (4.22)
€+ wm_p, set=1T.
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Assumindo 1 < t < n, podemos escrever a equagao (4.22), na forma de
um sistema linear

Rz [ 0 ] [ 5
Yr_1 0 e7_1
€
GO S U I B (4.23)
yTJrl 1 ET4+1
Vrio o ET+2
| yn | | Tn—T | | En |

Como o processo {e;}ez satisfaz as hipéteses

i) E(g;) =0,
ii) Var(e;) = o2, (4.24)
iii) Cov(ey,er) =0, set # k,

pela teoria dos minimos quadrados, o estimador da magnitude do outlier,
denotado por w0, é dado por

2 Ti—rY; "
By = T = R, i, (4.25)
Sw, OH
=T
. 1
onde p? = (Z 7T]2»_T> em = 1.
=T

Para construir as seqiiéncias {V;};; e {7, }?;OT necessitamos estimar os pa-

rametros do processo { X, }ez que é um processo SARFIMA (p, d, q)x (P, D, Q)s.

Os Lemas 4.1 e 4.2 abaixo, mostram que o estimador w,, ¢ nao viciado
e ainda apresentam a sua variancia.

Lema 4.1. O estimador w,,, dado pela expressao (4.25), é ndao viciado.

AOY

Demonstracao: Seja @,, dado pela expressao (4.25), onde {J;};; é dado

pela expressao (4.22). Entéao, a esperanca de w,, ¢ dada por
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IE(@AO) = ]E<p2AO 2 7-r]'—TJ}]'> = pioE<Z Wj_Tyj>

Jj=T j=T
n
= piOE<Z 7Tj,T(€] + U)7T]T)>
j=T
n
— pio (WJ,TIE(aj) + wr; T)
=T
n
= wt, Y=,
j=T

" —1
pois p? = <Z 7TJ2-_T> :
j=T
Portanto, o estimador @,,, é ndo viciado.
[
Lema 4.2. O estimador da magnitude de um outlier AO, ©,,, dado pela
expressao (4.25), possui variancia dada por
Var({[]AO) = ngio‘

Demonstracao: Seja w,, o estimador da magnitude de um outlier AO,
dado pela expressao (4.25), onde {);}7_; é dado pela expressao (4.22). Entao,

a variancia de 0 ,,,, ¢ dada por

Var(,,) = (pio)2 Var(Z Wj_Ty]) = (pio)2 Var(Z Ti—T€j + U)’/TJZ-T)

j=T =T
= ()" 2y mrVan(es) = (0ot 2, mior = (0ot l,)
=T =T
= oZp?,.
[
Definimos
W = piowj,Tyj, para todo j =T, -, n. (4.26)

As varidveis aleatérias W; sao importantes na demonstragao do Teorema
4.1, onde provamos que o estimador @, , tem distribui¢do normal.
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O Lema 4.3, a seguir, fornece a esperanca e a variancia das variaveis
aleatérias W;.

Lema 4.3. Seja W; a varidvel aleatoria dada pela expressio (4.26), para
todo j =1T,--- ,n. Entao, W;, para j = T,--- ,n, sao varidveis aleatorias
independentes e normalmente distribuidas cuja esperanca e variancia $ao
dadas por

EW;) = wpl,m5_p, e Var(Wy) = (0}, )17 102,

" -1
onde pio = (Z W?_T> .

Jj=T

Demonstracao: Sejam W;, ver expressao (4.26), para todo j = T,--- ,n.
Como as varidveis aleatérias W; sao uma combinagao linear das varidveis
do processo {e;}iez, elas s@o varidveis aleatdrias independentes, para todo
j=1T,---,n. A esperanca de W; é dada por

EW;) = p mj-rE(r;) = p mj—rE(wm;_r + €;)

= P mir(wrr +E(g))) = wp’ m_p.

A variancia de W;, para j =T, --- ,n, é dada por

Var(W;) = (pio)QﬁffTVar(wﬁj,T +¢;) = (pio)27rj2-7TVar(ej)

= (pio)QWJZfTO—?a

" —1
2 _ 2
onde Pao = Z - )
j=T
Entao, as varidveis aleatérias W; sao normalmente distribuidas com

EOW) = wpymd oy e Var(W)) = (52, )20

J e
para 3 =1T,--- n.
O]

No Teorema 4.1, a seguir, provamos a normalidade exata do estimador

W ,,-

Teorema 4.1. O estimador W
gdo N(w7 ngio)

10 dado pela expressao (4.25), tem distribui-
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Demonstracao: Vamos verificar que o estimador @w,, possui distribuigao
normal. Sejar; = wmj_4+e, paraj =1, --- ,n. Entao, r; possui distribuicao
N(wmj_¢,02), para j = T,--- ,n, pois g possul distribui¢ao N(0,02), para
todo t € Z.
Queremos verificar se
@AO — E(@AO)

Var(w,,,)

é uma varidvel aleatéria com distribuigao N(0, 1), isto é, se W, tem distri-
5 2 2
buicao N (w, 02p? ).
Vamos inicialmente encontrar a fungao caracteristica das varidveis alea-
térias Y,,, isto €,

n -

e, (1) = E(e) = E(exp

. —itE(d,,) | t
- { Var(@ }H*OWJ( Var(@AO)>' (427)

Como as varidveis aleatérias W;, para j = T, - - - , n, possuem distribuigao

normal N (wp? w2_r, (p°)*m7_r0?), a sua fungio caracteristica ¢ dada por

¢ itwpioﬁjz-_T t (pAO)2 J2 702
Pw. | T = €xp
J Var(wAO) Pao0e 2pAO €

itwp T2 t2p?
_ exp{ p:‘: T pAOQJ T}, (4.28)

para 3 =T, --- n.
Substituindo a equagao (4.28) na equagao (4.27), temos
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it i itwp ,, T t*p? w3
) = exp{ I [T {020 DeTin}
OePao ) j_r O¢
— exp{ i }exp 0P s an 72 0% an w2
Oepao o, = j=T 2 = Jj=T
itwp? G, 2P &G, itw
= exp T — =
{O'EpAo jZI‘v =T ]271 =T OeP a0
itw 2 itw
= exp{ - —— } v
OePao 2 Opao
. 1
pois p° = <Z W?T> .
J=T
Portanto,
oy, (1) = e, (4.29)

Pelos Lemas 4.1 e 4.2, concluimos de (4.29) que o estimador @,, tem
distribuigao N (w,o2p? ).
[

2) Outlier Inovador

Queremos estimar a perturbacao, denotada por w, provocada por um
outlier 10. Para isto vamos considerar os residuos do modelo ajustado como
base para detectar a perturbacao de um outlier e derivar estatisticas para
testar a hipdtese de presenca de outlier.

Considere o processo {Z; }+ez dado pela equagao (4.7), com m = 1. Entao,

_0BOB) | e pen
Zy = ¢(B)<I>(BS)(1 B)™(1 - B°)"" (et + wl(T)).  (4.30)
Logo,
¢(B)®(B°) d \D oy _
W(l —B)(1—-B%)"Z; = e, + wli(T). (4.31)
Defina
_ 0(B)®(B°) d \D
Vi = W(l—ﬁ’) (1-B°)"2,
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onde {V; }1ez é 0 processo { Z; },¢z diferenciado pelo processo SARFIMA (p, d, q) x
(P, D,Q)s.

Dessa forma, a equacao (4.31) reduz-se a
yt = &t + U)[t(T),
ou seja, o processo {); }ez satisfaz
er+w, set=T,

Y = (4.32)
Et, set#T.

Assumindo 1 <t < n, a equagao (4.32), pode ser escrita na forma matri-
cial

Nz [ 0 ] [ a1 ]
Yr_i 0 €71
YVr =w 1 + ET . (433)
Vri1 0 €T+1
ERZ. [ 0] L en |

Como o processo {e;}ez satisfaz as hipéteses dadas pela expressao (4.24),
pela teoria dos minimos quadrados, o estimador da magnitude do outlier

inovador, denotado por w,,, é dado por

@IO = yT) (434)

onde {),;}}-, é dada pela equagao (4.32).
Para construir a seqiiéncia {);}}; necessitamos estimar os parametros
do processo { X}z 0 qual é um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s.
Os parametros do processo {X;}iez sdo estimados utilizando os procedi-
mentos de estimagao descritos no Capitulo 5.

Nos Lemas 4.4 e 4.5 a seguir, demonstramos que o estimador w,, é nao
viciado e apresentamos a sua variancia.

Lema 4.4. O estimador w,,, dado pela expressao (4.54), é nao viciado.

107

Demonstracao: Seja ©w,, dado pela expressdao (4.34), onde os residuos
{W}7-, sdo dados pela expressao (4.32). Entao, a esperanga de w,,, é dada
por

E(d,,) = E(Vr) = E(er + w) = w + E(er) = w.

Portanto, o estimador w,, é nao-viciado. O
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Lema 4.5. O estimador da magnitude de um outlier 10, w
expressao (4.34), possui variancia dada por

dado pela

107

Var(®,,) = 0.

Demonstracao: Seja w0, o estimador da magnitude de um outlier 10, dado
pela expressao (4.34), onde os residuos {);}7, sdo dados pela expressao
(4.32). Entao, a variancia de w,, , é dada por

Var(@,,) = Var(Yr) = Var(er +w) = o2

O
No Teorema 4.2 abaixo, apresenta-se a normalidade exata do estimador

~

W,,-

Teorema 4.2. O estimador W
¢io N(w,a?).

dado pela expressao (4.34), tem distribui-

107

Demonstracgao: Para verificarmos a normalidade do estimador @, , temos

que verificar se

107

~

W,, — W
Var(d,,)
é uma varidvel aleatéria com distribui¢ao N (0,1).
Observe que,

A~

W,, —w :yT—w_ét_T

Var(w@,,) 0. 0

?

pois Vr = er + w.
A fungao caracterfstica da varidvel aleatéria =, calculada quando t = T,
€

é dada por
ite t _t2
902% (t)=E (exp [ 0:]) = ¢5T<0—6> —e7 7, (4.35)

onde ¢, (t) = e~ "2, pois o processo {&;}«z satisfaz as hipdteses dadas pela
expressao (4.24).

Pelos Lemas 4.4 e 4.5, concluimos de (4.35) que o estimador @,, tem
distribuigao N (w, o2).

€

L
3) O teste estatistico

Quando a posi¢ao do possivel outlier, 02 e os parametros do modelo sao
conhecidos testar a presenga do outlier (sob certas condigoes) é equivalente
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a testar a significancia do parametro w nos modelos dados pelas expressoes
(4.19) e (4.30).

Sejam as hipoteses

Hy : w =0 nas equagoes (4.19) e (4.30),
H} : w # 0 na equagio (4.19),
H? : w # 0 na equacdo (4.30).

Assim os testes da razao de verossimilhanca para testar uma hipdtese
contra as outras sao dados por

Teste 1: Hy : w = 0 versus H| : w # 0, (4.36)
com estatistica do teste para AO
w
A — AO
Aot OeP a0 7
Teste 2: Hy : w = 0 versus H? : w # 0, (4.37)
com estatistica do teste para 10
W
/\IO,T = 01607
Teste 3: Hi : w # 0 versus H; : w # 0 (4.38)

com estatistica do teste para AO e IO
2.2 2
_ PioWao Wio
AI,T — )

2062 (1 - pio)

A

onde A, . significa a estatistica do Teste 3 quando levamos em conta os
outliers aditivo e inovador simultaneamente.

Sob a hipétese Hy, ambas as estatisticas A
buicao N (0, 1).

Numa determinada posi¢ao T', o possivel outlier é classificado como 10,
se [Aor| > |A0r| € € classificado como AO se |, .| < |7

Quando a exata posicao do outlier nao é conhecida, o teste da razao de
verossimilhanga fornece o seguinte teste

sor € Ajo.rs Dossuem distri-

A, = max |A
A0 T=1,~--,n|

e Ao = max |\, .| (4.39)

AO T| 10
' T=1,n

A hipétese nula é rejeitada se pelo menos uma da estatisticas acima é
maior que um certo valor C'. Quando ambas as estatisticas sao maiores
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que C, Chang et al. (1988) nao usa o teste da razao de verossimilhanga,
mas segue uma regra simples mencionada por Fox (1972) o qual considera o

outlier como um 10 se |A,,| > |A,,| e um AO se |\, | < |[A,0l-

Observacao 4.1. Na pratica, os parametros do modelo nao sao conhecidos.
Neste caso podemos estimar estes parametros. Chang et al. (1988) provou
que se usarmos o estimador de maxima verossimilhanca as novas estatisti-
cas sao assintoticamente equivalente as estatisticas teste dadas nas equacoes
(4.36) a (4.38).

96



Capitulo 5

Estimacao e Selecao de Modelo

Uma série temporal, denotada por {X;}}_,, é uma seqiiéncia de n observagoes
de um fenomeno aleatdrio, medido ao longo do tempo, gerada a partir de
um processo estocastico. O objetivo das investigacoes estatisticas é inferir,
a partir de uma amostra, ou seja, de uma série temporal, propriedades e
caracteristicas para a populacao. Por exemplo, fazer previsoes dos futuros
valores desta série temporal. Para isto, necessitamos de modelos que sejam
capazes de descrever adequadamente esta série temporal.

A metodologia do estudo destes processos consiste em identificar (estimar)
os parametros utilizando estimadores propostos na literatura de séries tem-
porais com longa dependéncia. Em seguida, verificamos se o modelo ajustado
é o mais adequado para a série temporal em estudo. Para isto, utilizamos
alguns critérios de selecao de modelo.

Na Secao 5.1 apresentamos os métodos de estimagao classicos e robustos
e na Secao 5.2 os critérios de selegao de modelo.

5.1 Estimacao Classica e Robusta

Na literatura de processos estocasticos existem diversos métodos de estimacao
propostos para estimar seus parametros. Estes métodos podem ser semipa-
ramétricos, paramétricos e nao-paramétricos. Neste trabalho consideramos
diversos estimadores na classe dos métodos semiparamétricos e paramétricos.
Nesta secao apresentamos quatro estimadores semiparamétricos para estimar
os parametros de diferenciacao d e diferenciacao sazonal D e um estimador
paramétrico para estimar, nao somente os parametros d e D como também
o restante dos parametros do modelo. Também propomos nova metodologia
de estimagao para os parametros d e D, os chamados estimadores robustos.

A seguir, descrevemos os procedimentos de estimagao através do método
dos minimos quadrados e da metodologia robusta. Inicialmente, definimos o
modelo de regressao linear geral com [ variaveis independentes X, 1 < k <[,
e uma variavel aleatéria Y dependente, o qual possui a seguinte forma
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Y=50+61X1+"'+51Xl+6. (51)

Assumindo g(n) independentes observagoes de Y associadas aos valores
xy, para k € {1,--- I}, o modelo (5.1) apresenta-se como

Yi = Go+BiXu+--+06Xu+ea
Bo+ B Xor + -+ + B Xy + € (5.2)

&
I

Yoy = Bo+ PiXgmn + -+ BiXgmyu + €gm,
onde os erros €;, satizfazem as seguintes suposigoes, para todo je{1,--- , g(n)},
i) E(eg) =0,
ii) Var(e;) = o2,

iii) Cov(e,, ex) =0, se ¢ # k.

Em notagao matricial, o sistema (5.2) é dado por

Y, 1 X1 Xi2 Xu ﬁo €1
Y- 1 X X e Xy 16} €
:2 _ ' '21 .22 | '2 :1 N 2 (5.3)
Yo(n) L Xomn Xgmz -+ Xgmy b €9(n)
ou seja,
Y = X3 +e¢€,

onde Y é uma matriz g(n) x 1, X é uma matriz g(n) x (I + 1), B é uma
matriz (I + 1) x 1 e € é uma matriz g(n) x 1.
O estimador de B = (8o, b1, -+ , (1)’ pelo método dos minimos quadrados,

denotado neste trabalho por M@, é o valor B = (30,31, e ,Bl)' e R*! que
minimiza a funcao perda

g9(n)
Li(g(n)) = Y 13, (5.4)
j=1
onde os residuos r; sao dados por

T =1Yj— Bo - 31333'1 —ee lejl- (55)
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Pela teoria de regressao linear, se a matriz X possui posto completo, isto
é, quando (I + 1) < g(n), o estimador dos minimos quadrados de 8, é dado
por

B=(X'X)'X'Y, (5.6)

cuja esperanga e variancia sao dadas por

EB) =8 e Var(8) =o*(X'X) "

Portanto, B ¢ um estimador nao viciado.

Para maiores detalhes sobre regressao linear multipla referenciamos o lei-
tor a Draper e Smith (1981).

Os estimadores obtidos através do procedimento M (@), sob a hipdtese de
normalidade dos erros, sao consistentes e tem minima variancia entre todos
os estimadores nao viciados. A presenca de outliers e pontos de alavanca, ou
mesmo a perda da hipétese de normalidade dos erros sao responsaveis por
um consideravel vicio e ineficiéncia dos estimadores M) (ver Huber, 1981 e
Rousseeuw e Leroy, 2003).

Outro procedimento utilizado para estimar o vetor de parametros 3 =
(Bo, B1, -+, 1) sdo os procedimentos de estimagao robusta, os quais apresen-
tam estimadores que nao sao fortemente afetados por outliers.

Os procedimentos de estimacao robusta sao indicados quando os dados
contém uma certa porcentagem de outliers. Por isso, definimos o ponto de
ruptura destes estimadores. Esta definicao é um versao finita do conceito de
ponto de ruptura, introduzido por Donaho e Huber (1983).

Seja Z uma amostra de tamanho g(n), dada por

Z = {(]-7x117"' axllayl)a"' a(]-vrg(n)l)"' axg(n)hyg(n))}v

e T um 9stimador dos coeficientes de regressao 3 = (5o, B1, -+, ), isto é,
T(Z)=p.
Supomos que 7 valores arbitrarios (aberrantes ou outliers) substituam 71
observacoes originais de Z, produzindo uma amostra contaminada Z’.
Denotamos por vicio(nt; T, Z) o vicio maximo causado por tal contami-
nacao, isto é,

vicio(iy, T, Z) = sup |T(Z") — T(Z)|,
ZI

onde o supremo é sobre todas as possiveis amostras Z' e | - || representa
a norma Euclideana. Se o wicio(m; T, Z) ¢ infinito, isto significa que os M
outliers podem ter um efeito arbitrariamente grande sobre T .

Assim, para amostras de tamanho g(n) finitas, o ponto de ruptura do
estimador T, utilizando a amostra Z, é definido como

99



g(n)

Em outras palavras, o ponto de ruptura é a menor porcentagem de dados
contaminados que pode fazer com que o estimador tome um valor alto e
arbitrariamente anormal (ver Hampel, 1974). No caso dos estimadores M@,
Rousseeuw e Leroy (2003) observaram que um outlier é suficiente para que
o estimador tenha um alto vicio. Portanto, seu ponto de ruptura ¢é igual a

€ :=¢"(T,Z) =min {1, vicio(fy, T', Z) é inﬁnito} )

1
g(n)’

o qual converge a zero, quando o tamanho da amostra cresce. Assim, pode-
mos dizer que os estimadores obtidos pelo método M possuem ponto de
ruptura de 0%. Isto novamente reflete a extrema sensibilidade destes estima-
dores na presenca de algum ponto atipico.

Em vista deste problema, apresentamos os procedimentos de estimagao
robusta.

No procedimento de estimacao robusta para 3 = (5o, 81, -+ , (1), ao invés
de minimizarmos a soma dos quadrados dos residuos (ver equagao (5.4)),
minimizamos uma versao robusta da dispersao dos residuos. Um estimador
pode ser considerado robusto se

*

(i) ele é altamente eficiente sob a verdadeira distribui¢ao dos dados e ra-
zoavelmente eficiente numa vizinhanca da mesma;

(ii) se possui alto (0.5) ponto de ruptura e portanto nao fornece estimativas
distorcidas sob a presenca de alguns pontos atipicos;

(iii) se ele possui uma funcdo de influéncia continua e limitada.

Um procedimento de estimacgao robusta é o dos minimos quadrados poda-
dos (denotados aqui por MQP), proposto por Rousseeuw (1984). Os estima-
dores baseados na regressao (5.3) e obtidos através do procedimento MQ P

sao os valores B = (8o, B1,- - , Bl) e R*! que minimizam a funcao perda
£a(9(n)) = X, (%) jom (5.7)
j=1
onde (r?)1m < -+ < (r?)s.m sdo0 os residuos ao quadrado ordenados e m*

é o numero de pontos usados no procedimento de otimizacao. A equagao
(5.7) é muito similar & equacdo (5.4), a diferenca é que os residuos sdao ao
quadrado. A constante m* é responsavel pelo ponto de ruptura e eficiéncia.
O estimador M QP foi utilizado por Taqqu et al. (1995) e por Lopes e Mendes
(2006) para a estimacao do parametro de longa dependéncia dos processos
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ARFIMA(p,d, q). Segundo Lopes e Mendes (2006), quando m* = |g(n)/2],
onde |z| é a parte inteira de x, o ponto de ruptura é de aproximadamente 50%.
Rousseeuw (1984) afirma que o ponto de ruptura é (|g(n)/2]—(I4+1)+2)/g(n),
quando m* — g(n)/2] + 1 e ((g(n) — (L + 1))/2] + 1)/g(n), quando m* —
lg(n)/2] + [((I+ 1) + 1)/2], ambos para [+ 1 > 1, onde [ + 1 é a dimensao
do vetor de parametros a serem estimados, a saber, 3 = (5o, 01, - , 31)-

Yohai (1987) introduziu outra classe de estimadores robustos baseados na
regressao (5.3). Os estimadores baseados nesse procedimento serao denotados
aqui por M M, e possuem as seguintes propriedades

(i) sao altamente eficientes quando os erros possuem distribuigdo normal;
(ii) s@o qualitativamente robustos;

(iii) possuem alto ponto de ruptura.

Os estimadores M M sao definidos por um procedimento de trés estagios
e podem ser descritos da seguinte forma. No primeiro estdgio, um estimador
inicial é calculado o qual é qualitativamente robusto e tem alto ponto de rup-
tura mas nao é necessariamente eficiente. No segundo estagio, um estimador
M da escala de erros é calculado utilizando os residuos baseados na estimacao
inicial. Finalmente, no terceiro estdgio, um estimador M dos parametros de
regressao ¢ calculado baseado em uma func¢ao apropriada.

Os estimadores baseados na regressao dada por (5.3) e no procedimento
M M sao definidos como a solucgao ,@ = (50, Bl, e ,Bl) e R"*! a qual minimiza
a funcao perda

g(n)

Ealom) = Y () 58)

sujeita a restricao

EZpl (%) <b, (5.9)

onde p1(-) e po(-) sdo fungoes simétricas, limitadas e ndo decrescentes em
[0, 00), com p,(0) = 0, lim,_, py(u) = 1, para v = 1,2, kK é um parametro de
escala, b é definido por E4(p1(u)) = b, onde ¢ denota a funcao de distribuicao
acumulada da normal padrao e r; sao os residuos dados pela equagao (5.5),
paratodoj =1,---,¢g(n). O ponto de ruptura dos estimadores M M depende
somente da fungao p;(-) e é dado por min{b, 1 —b}. Os estimadores baseados
no procedimento M M sao consistentes e assintoticamente normais.
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1) Estimador GPH Classico e Robusto

Nesta secao, apresentamos o estimador proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983), o qual baseia-se no método de regressao utilizando a funcao
periodograma. A seguir, descrevemos o procedimento.

Seja {Xi}ez um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, com d,D €
(—0.5,0.5), dado pela expressao (3.2), cuja fungao densidade espectral é dada
pela expressao (3.32). Podemos reescrever a expressao (3.32) da seguinte
forma

fy(w) = f,(w) ‘2 sen(%) ‘_Qd ‘2 sen(%) ‘_ZD, (5.10)

onde

[0(e=™)[*|O (e~ )
2m |p(e= ) [P|@ (e )|

(5.11)

para todo 0 < w < 7.
Aplicando a funcao logaritmica a ambos os lados da equagao (5.10) temos

sSWw

In[f, (w)] = In[f,(w)] — dln[2 sen(%)]2 — Dln[2 sen(;)r(&m)
Adicionando In[f,(0)] e In[/(w)], a ambos os lados da equacao (5.12),

onde I(-) é a funcdo periodograma (ver expressao (2.31)) e fazendo uso das
propriedades da fun¢ao logaritmica, obtemos

w SWw

{I()] = A, (0)] = dta[2 sen() | = Din[2 sen(F)]
+1H[M] i 1[M] | (5.13)

fu(0) fx(w)

Substituindo w, na equagao (5.13), pelas freqiiéncias de Fourier w; = %,

7€{0,1,--- ,g(n)|j # %*}, obtemos
A _ WiN]? swi\1?
In[I(w;)] = In[f,(0)] dln[2 sen( 5 )] Dln[2 sen( 5 )]

f (w')] [ I(w;)

—i—lnl 22+ 1n L 5.14

£ " et .

Considerando o limite méximo de j igual a g(n), o qual é escolhido de
tal forma que g(n) — o e g(n)/n — 0, quando n — 00, e w; < Wy,
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fU (wj)
fu (0)
outros termos da equagao (5.14) (ver Geweke e Porter-Hudak, 1983). Assim,

obtemos uma forma aproximada para a equacao (5.14), dada por

onde wy(,) ¢ pequeno, o termo In [ ] é desprezivel se comparado com os

In[I(w;)] ~ In[f,(0)]— dln[Q Sen(l;])]2 — Dln[Q SGH(%)]Q

+ ln[é((—%] : (5.15)

Podemos observar que a equagao (5.15) é uma forma aproximada da equa-
¢ao de regressao multipla dada por

~ [y + Pz + Poxjo + €5, paratodo j=1,2,---, g(n), (5.16)

onde
R (O I S
](wj) I(w])
& =In [fx <wj>] te G=lf,0)]-c c=E (ln [fx(wj)](>5718)
fi=—d e [o=-D, (5.19)

onde €; sao varidveis aleatérias nao correlacionadas com média zero e vari-
ancia constante.

Os estimadores semiparamétricos pelo método dos minimos quadrados,
sao os valores B = (B, 41, 32) € R® que minimizam a func¢ao perda dada
pela expressao (5.4), baseado na equagao (5.16), com [ = 2, onde as varidveis
aleatérias sao dadas pelas expressoes (5.17) e (5.18). Portanto, d = —f; e
D = —[,.

Desta forma, encontramos os estimadores para os parametros d e D pelo
método proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983), denotados, respectiva-
mente, por dGPH.MQ € DGPH.MQ-

Os estimadores para d e D baseados na regressao dada por (5.16) e
no procedimento de estimagao robusta sao denotados, respectivamente, por
dGPH MQP; dGPH MM, DGPH MQP € DGPH mu- Relembramos que, para a
obten¢ao dos estimadores robustos MQP, utilizamos a fungao perda £4(-),
dada pela equacao (5.7), enquanto que para os estimadores M M utilizamos
a fungao perda £3(+), dada pela equagao (5.8).
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2) Estimador R Classico e Robusto

Proposto por Robinson (1995), este estimador semiparamétrico é baseado
na funcao periodograma, de forma similar ao estimador proposto por Geweke
e Porter-Hudak (1983). Este estimador é obtido aplicando o método dos
minimos quadrados em (5.16) mas considerando as freqiiéncias de Fourier
wj, para j = {, 0 +1,---,g(n), onde £ > 1 é o valor de corte (“trimming”),
que tende para o infinito de forma mais lenta do que g(n). Denotamos estes
estimadores de d e D, respectivamente, por ER, MQ © lA)R. MQ-

Analogamente aos estimadores anteriores, utilizamos a metodologia ro-
busta para obtermos os estimadores robustos para os parametros d e D de-
notados, respectivamente, por dR MQP; dR MM DR MQP € DR MM-

3) Estimador SR Classico e Robusto

Este estimador é obtido substituindo-se a funcao periodograma pela fun-
¢ao periodograma suavizado de covariancias (ver expressao (5.20)) no esti-
mador proposto por Robinson (1995). Denotaremos estes estimadores de d e
D, respectivamente, por JSR.MQ e lA?SR,MQ.

Analogamente aos estimadores semiparamétricos anteriores, utilizamos a
metodologia robusta para obtermos os estimadores robustos para os parame-
tros d e D denotados, respectivamente, por dsg vor, dsr.vm, Dsrvgpr €

Dspoarn-
4) Estimador SPR Classico e Robusto

Este estimador é baseado no uso da funcao periodograma suavizado de
covariancias (ver expressao (A.6)) em vez da func¢do periodograma no esti-
mador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Essa alteracao decorre
do fato de que a funcao periodograma é um estimador nao viciado, mas in-
consistente para a funcao densidade espectral de um processo. No entanto, a
fungao periodograma suavizado de covariancias é um estimador nao viciado
e consistente para ela, cuja expressao ¢ dada por

1 k ,
Tomooth (W) = o Z A(E) A (BYe ™ para todo we (0,7], (5.20)
P

k| <myp
onde 7, (-) denota a fungao de autocovariancia amostral dada pela expressao
(A.5). A fungao A(+) é a fungao peso ou nicleo, a qual satisfaz as condigdes
A.i)-Aiii), onde m, é o ponto de truncamento da funcao, que depende do

tamanho amostral n.
O estimador SPR ¢ obtido substituindo-se a funcao periodograma pela
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fungao periodograma suavizado de covariancias, dado em (5.20). Assim, ob-
temos

2

[ Lsmootn(w;)] =~ In[f, (0)] — dln[Q sen(%)]2 _ Dln[2 sen(%)]

[smoo j
—I—lnlﬂ] , (5.21)
fx(wj)
onde w; = 22 j e {0,1,---,9(n)|j # “2} sdo as freqiiéncias de Fourier e

[, (-) é dada pela equagao (5.11).
Neste trabalho, utilizamos a fungao peso (ou nicleo) de Parzen, cuja
expressao ¢ dada por

1 — 622 + 6[z]?, se|z| < 3,
Alz) =< 2(1—|z])?, se 1 < |z| <1,

0, c.c.

Maiores detalhes sobre a funcao periodograma suavizado de covariancias
e janelas espectrais podem ser encontrados em Brockwell e Davis (1991),
Morettin e Toloi (2004) e Koopmans (1974).

A equagao (5.21) pode ser vista como uma equagao de regressao linear
multipla. Assim, podemos compara-la com a equagao (5.16), apenas substi-
tuindo a funcao periodograma pela fungao periodograma suavizado de cova-
ridncias nas equagoes (5.17)-(5.18). Este estimador foi proposto por Reisen
(1994) o qual define como ponto de truncamento da Janela de Parzen o valor
m, =n”, 0 < B < 1. Aqui, consideramos 3 = 0.9 (veja Reisen, 1994 para
maiores detalhes sobre o valor de (3).

Os estimadores para os parametros d e D, pelo método dos minimos
quadrados, utilizando a fungao periodograma suavizado de covariancias, sao
denotados, respectivamente, por dspr.vg € Dspr.g. Estes estimadores sao
nao viciados. Da mesma forma que o estimador proposto por Geweke e
Porter-Hudak (1983), aplicando as metodologias robustas MQP e MM a
equacao de regressao (5.21), obtemos os estimadores, baseados na metodo-
logia robusta, para os parametros d e D denotados, respectivamente, por
dspryqp; dspr.yy, Dsprygpr € Dspryvuv-

5) Estimador GPHT Classico e Robusto

Consideramos o estimador proposto por Hurvich e Ray (1995) e Velasco
(1999) que é um estimador semiparamétrico baseado na fungao periodograma
modificado dada pela expressao
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2

1 n—1 '
Lioa(w) = ——— Z gt)Xe7™™| . paratodo we (0,7], (5.22)
=0

D g(t)?

t=0

onde g(-) é a janela espectral dada pela expressao

g(t) = % [1 _ cos (Mﬂ . (5.23)

n

Neste caso, a janela espectral g(-) é aplicada diretamente ao processo
estocdstico e o estimador ¢ denotado por GPHT.

Os estimadores depur.mg € Dapar.mg sao obtidos aplicando a metodo-
logia M@ a equagao de regressao (5.16) com I,04(+) a fungdo periodograma
modiﬁcado,A dada pela eXpressao (5.22). Analogamente, consideramos os es-

timadores dgpur.Mmop, dapar.vv, Dapar.vigp € Dapur.mm através das me-
todologias robustas MQP e M M.

6) Estimador W

O estimador de maxima verossimilhanga, proposto por Fox e Taqqu (1986),
utiliza uma aproximacao para a matriz de autocovariancia sugerida por Whit-
tle (1951). Fox e Taqqu (1986) apresentam condigbes que permitem que este
estimador, para uma seqiiéncia com forte dependéncia, seja consistente e te-
nha distribuigao assintoticamente normal. Sowell (1992) propoe o estimador
de maxima verossimilhanca exata. As condicOes necessarias para a consistén-
cia e normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca exato
foram apresentadas por Dahlhaus (1989). Ooms (1995) apresenta alguns
resultados para modelos com longa dependéncia sazonais onde compara os
estimadores de maxima verossimilhanga exata, proposto por Sowell (1992),
com os de maxima verossimilhanca aproximada, proposto por Fox e Taqqu
(1986) e ainda com o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983).

A seguir, apresentamos uma breve explicacao sobre os estimadores de
maxima verossimilhancga.

Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D,Q)s (ver Defini¢ao
3.2) com funcao densidade espectral fx(-) dada pela expressao (3.32).

Seja Q(n) a funcao dada por

(" 1(w)
-7 fX (w7 77)
onde fx(-;mn) é a fungao densidade espectral do processo {X;},z dada em

(5.10) e m é o vetor de parametros desconhecidos que desejamos estimar. No
caso dos processos SARFIMA((p, d, ¢)x (P, D, Q)s, m é dado por (¢1, ¢2, - - -, ¢y,

Q(n) dw, (5.24)
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Dy, Py, Pp,d, D, 01,09, ,0,01,05,---,0¢g,0%), onde I(-) é a fungao
periodograma dada pela expressdo (2.31). Entao, o estimador de méxima
verossimilhanga aproximado, denotado por W, é o valor de n que minimiza
a fungao Q(-) (ver Whittle, 1951).

Computacionalmente, o estimador de maxima verossimilhanga aproxi-
mado é obtido minimizando a seguinte fun¢ao (na forma discreta)

£atm) = 2 23 (i ftwson) + 572, (5.25)

jeB .fX(wjan)

a qual é uma aproximagao da funcao Q(-), onde w; = %, jeB={0,1,---,
[”T_lj |j # %}, sdo as freqiiéncias de Fourier e |x| ¢ a parte inteira de .
Pela Observacao 3.4, temos que

[ it = 2o (22)),

- m

onde f, () é a funcao densidade espectral dos processos SARFIMA (p, d, q) x
(P, D, Q) dada pela equagao (3.32).

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca aproximado consiste
em encontrar o valor de 7 que minimiza a fungao

Lo(n) = 5~ Z fx wj,n : (5.26)

jeB

Um estudo completo desse estimador pode ser encontrado em Fox e Taqqu
(1986) e em Bisognin e Lopes (2007) para o caso dos processos SARFI-
MA(0, D, 0)s.

5.2 Selecao de Modelo

Em anélise de séries temporais, diversos modelos podem ser ajustados ao
conjunto de dados. Nem sempre escolher o modelo é uma tarefa facil. Mas
entre os diversos modelos que se ajustam aos dados, a escolha do melhor
é feita através de critérios de selecao de modelos. Assim, diversos critérios
para comparacao de modelos tém sido introduzidos na literatura de selecao
de modelos. Nesta sec¢ao, apresentamos o Critério de Informagao de Akaike
(AIC), o Critério Bayesiano de Schwartz (SBC), o Critério de Hannan e Quinn
(HQC) e suas versoes robustas, para determinar as ordens dos polinémios
(), ®(+), 0(-) e ©(+) dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, dados na
expressao (3.3), que melhor se ajustam a série temporal.
Um critério de selecao deve satisfazer

max P(X;|/modelo),
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que é o maximo entre as probabilidades condicionais de X; dado um mo-
delo especifico, onde m é o niimero maximo de parametros no modelo. Em
1nosso caso, estamos considerando os modelos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s
e queremos determinar o maximo sobre todos os parametros m, neste caso,
m=p+ P+ q+ Q+ 3. O valor m recebeu a adicao de 3 pois também
estimamos os parametros d, D e a variancia o2 do ruido branco. Para encon-
trarmos o estimador de 02, isto é, a variancia dos erros estimados, denotada
por 62, diferenciamos a série temporal pelo modelo ajustado obtendo os erros
estlmados, denotados por {&;}}; em seguida calculamos a sua variancia.

Em geral, é dificil determinar o valor m sob todos os possiveis inteiros.
Por isso, é indicado determinar a priori, o valor maximo M. O espaco de
procura para o valor m é entao m € {0,1,---, M}.

O céalculo da probabilidade P(X;|modelo) nao é trivial. Muitas aproxi-
macoes para esta probabilidade foram desenvolvidas na literatura. Todas as
aproximacoes envolvem uma constante ¢* multiplicando a funcao de maxima
log— erossimilhanga dado o modelo, denotada por In(P(X;|modelo, 7)), onde

(¢1,¢2,-- gbp,q)l, (IDQ,- <I>p,d D 91,92,-- Oq,G)l,@g,- @Q,?rf) é
0 Vetor de parametros estimados do modelo mais uma fungao penalizadora,
denotada por L, isto é,

In(P(X;|modelo)) =~ ¢* In(P(X;|modelo, 7)) + L. (5.27)

Se assumirmos que os erros sao independentes e identicamente distribui-
dos com distribuigao A (0, 02), temos que

52
In(P(X;|/modelo,n)) = In <H [ t]
«/27T02 202

onde {&;}}~, sdo os erros estimados.
Tendo os erros estimados, o estimador de 02, denotado por 62, pode ser
calculado por

1 n
62 ==& (5.29)
iz
Portanto,
A N o N
In(P(X;|modelo, 7)) = ) In(o2) — 5(1 + In(27)). (5.30)

Substituindo a equacao (5.30) na equagao (5.27) e eliminando os termos
constantes, temos que
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In(P(X;|modelo)) ~ —c*g In(62) + L. (5.31)

1) Critério de Informacgao de Akaike (AIC)

Akaike (1973) utilizou a aproximagao dada pela expressao (5.31) com
c¢* = —2 e funcao penalizadora £ = 2m.

Desta forma, temos

AIC(m) = nln(5?) + 2m. (5.32)

A melhor ordem para o modelo é escolhida para o valor m =p+ P +q +
Q@ + 3, tal que AIC(m) é minimo.

2) Critério Bayesiano de Schwartz (SBC)

Schwartz (1978), utilizando a aproximacao dada pela expressao (5.31)
com ¢* = 1 e fungao penalizadora £ = —% In(n) sugere escolher o modelo
cuja ordem minimiza o critério

SBC(m) = nln(5?) + mIn(n), (5.33)

onde 52 é dado pela expressao (5.29).
3) Critério de Hannan e Quinn (HQC)

Hannan e Quinn (1979), fazendo uso da aproximagao dada pela expres-
sao (5.31) com ¢* = 1 e fungao penalizadora £ = —mIn(In(n)) sugerem
minimizar a quantidade

HQC(m) — In(52) + 2 ndn) (5.34)

€ n

onde 52 é dado pela expressao (5.29).

Observacao 5.1. Para tamanhos amostrais n pequenos, os critérios BIC e
HQC penalizam menos um parametro adicional do modelo do que o critério
AIC. No entanto, para tamanhos amostrais grandes, os critérios BIC e HQC
penalizam mais quando um parametro adicional é acrescido ao modelo. Isto
mostra que o critério AIC tende a selecionar um maior valor de m do que
os critérios BIC e HQC. De fato, o critério AIC é nao consistente e viciado,
selecionando valores maiores da ordem m.
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A presenca de outliers em um processo afeta o desempenho dos critérios
de selecao de modelos. Para limitar este efeito, Le et al. (1996) introdu-
ziram um critério de selecao de modelo robusto chamado filtro de Kalman
robusto. Os autores demonstram que este critério comporta-se bem quando
outliers aditivos estao presentes mas nao testam estes critérios para outliers
inovadores.

Palardy (2002), considerando apenas os processos AR(p), estabelece um
critério de selecao alternativo quando outliers estao presentes no processo.
Este autor utiliza um estimador robusto ao invés dos estimadores semipara-
métricos e paramétricos para a estimacao da variancia do erro. O estimador
utilizado por Palardy (2002) é o estimador M M, proposto por Yohai (1987).

Os critérios de selecao de modelos robustos, propostos por Palardy (2002)
para os processos AR(p), s@o aqui estendidos para os processos SARFIMA
(p,d,q) x (P,D,Q)s e sao dados por

AICR(m) = nIn(S?%) +2m

BICR(m) = nlIn(S?) + mln(n)

N 2m lnSn(n))

HQCR(m) = In(S?) ,
512 7’ . d b .- A . d . 7’ ’ .- A .

onde S* é o estimador robusto para a variancia do erro, isto é, é a variancia

dos erros estimados obtidos diferenciando-se a série temporal pelo modelo cu-

jos parametros foram estimados utilizando-se as metodologias robustas MM
e MQP.
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Capitulo 6
Simulacao

Neste capitulo apresentamos o método de simulacao dos processos SARFIMA
(p,d,q) x (P, D, Q)s e a estimagao dos seus parametros para dados simulados.

Para gerarmos realizagoes dos processos SARFIMA(p, d,q) x (P, D,Q)s
podemos utilizar a representagao média mével infinita (ver expressao (3.76))
com apropriado ponto de truncamento. Por ser um processo complexo, este
ponto de truncamento da expressao em (3.76) deve ser muito grande. Gray
et al. (1989) utilizam a representacao média maével infinita dos processos
Gegenbauer (ver Definigao 2.6) para gerar realizagdes dos mesmos, truncando
esta representacao em 290.000 valores. Esta forma de gerar as realizagoes de
um processo estocastico consome muito tempo computacional e a precisao
depende de quao rapido os coeficientes da representacao média movel infinita
convergem a zero.

Ramsey (1974) mostra que, para algum processo linear generalizado Y; =
2=0 Vi (er) com média zero, onde {e;}z é um processo ruido branco, a
esperanga e a variancia condicionais de {Y;}+z, dadas as observagoes passadas
até o tempo t — 1, Yy, k < t, sao dadas por

t

my (YtlYk,k<t=Z (t,5)Ys- (6.1)

t
= Var(Yy|Ye,k <t) =7 (0 n (1 —ov(4,5)) (6.2)
Jj=

onde vy (-) é a funcao de autocovariancia e ¢y (-, -) é a funcao de autocorre-
lacao parcial do processo {Y}iez.

A funcdo de autocorrelagdo parcial do processo {Y;}iez pode ser obtida
utilizando o algoritmo recursivo de Durbin-Levinson, dado por

Ny

o (6.3)

¢y (t,t) =
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(bY(taj) = ¢Y(t - 173) - ¢Y(t7t)¢y(t - 17t _j)7 ] = 17 T 7t - 17 (64)

onde
No=0, Dy=1,
t—1
Ne = py(t) = ), ov(t =1, j)pv(t = )
e B
N2
Di= D= 5=

com py () a fungao de autocorrelagao do processo {Y;}ez (ver Box e Jenkins,
1994 e Brockwell e Davis, 1991).

Hosking (1984), sugere outro procedimento para gerar realizagoes de um
processo ARFIMA (p,d,q) baseado no algoritmo (6.3)-(6.4). Ford (1991)
adapta este procedimento para os processos Gegenbauer e depois Woodward
et al. (1998) o fazem para os processos k—Factor GARMA. Para gerar-
mos as realizagoes dos processos SARFIMA (0,d,0) x (0, D,0)s utilizamos
a técnica sugerida por Woodward et al. (1998), para os processos k—Factor
GARMA. Calculamos a funcao de autocovarianca yx(-) dos processos SAR-
FIMA (0,d,0) x (0,D,0), através da transformada de Fourier da funcao
densidade espectral, isto é,

Yy (k) = 7Tfy(w) cos(kw)dw, (6.5)

onde fy(-) é a func@o densidade espectral do processo SARFIMA (0, d, 0) x
(0,D,0)s, dada pela equacao (3.9) e a integral em (6.5) é obtida numerica-
mente.

Os items v) dos Teoremas 3.1 e 3.2 fornecem expressoes para as fungoes
de autocovariancia dos processos SARFIMA (0, d, 0) x (0, D, 0); e SARFIMA
(p,d,q) x (P, D, Q)s, respectivamente, baseadas na representagao média mé-
vel infinita. Utilizar estas expressoes para calcular a funcao de autocovari-
ancia destes processos consumiria tempo computacional muito alto. Por este
motivo utilizamos a transformada de Fourier dada em (6.5).

A seguir, descrevemos o procedimento utilizado para gerar as realizacoes
de um processo SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0)s.

Passo 1. Obtemos a funcao de autocovariancia calculando a transfor-
mada de Fourier da fun¢ao densidade espectral do processo (ver equagao

(6.5)).
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Passo 2. Geramos um processo ruido branco com distribui¢ao N (0, 02).

Passo 3. Utilizamos o algoritmo recursivo de Durbin-Levinson, dado
em (6.3)-(6.4), para obter a funcdo de autocorrelagao parcial baseada
na funcao de autocorrelacao. Entao, calculamos m; e v, dados nas
expressoes (6.1) e (6.2), respectivamente.

Passo 4. Geramos, para cada t € {1,--- ,n}, o valor Y; com distribui-
QéO N(mt, Ut).

As realizagbes de um processo SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s podem
ser geradas usando o mesmo procedimento descrito anteriormente. Neste
caso, necessitamos calcular a transformada de Fourier da expressao (3.32).
Este método nao deve ser preferivel pois, segundo Ford (1991), o algoritmo
recursivo de Durbin-Levinson pode acumular erros causados pelas funcoes
de autocorrelagoes. Neste caso, para gerarmos realizacoes dos processos
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s, usamos a técnica sugerida por Hosking (1984)
a qual decompoe o processo em uma componente com longa dependeéncia e
longa dependéncia sazonal e um componente ARMA sazonal. Em termos dos
processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, @), com este método de decomposicao,
0 processo pode ser reescrito como

(B%)¢(B) X, = ©(B°)0(B)Yy,

onde {Y;}iez é um processo SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0), dado pela equagao
(3.2), o qual é gerado pelo procedimento anterior. As realizagoes do processo
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s podem entao ser simuladas usando a equagao
recursiva

Q 4 L 4
Xe= 2, 2, OOnBTT ) = ), 0, 2sBTTXY = ), 08 (X0)

=0 m=0 7j=1

onde {Y;}1ez é um processo SARFIMA(0,d,0) x (0, D, 0)s.

A seguir, apresentamos os resultados de simulagao de Monte Carlo para os
processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)5 (ver Definigao 3.2) com média 1 = 0,
para diferentes valores de d, D, P, p, (), q, tamanho amostral e sazonalidade
s. A variancia do processo ruido branco é considerada o? = 1 em todas as
simulagoes. Comparamos o desempenho dos estimadores semiparamétricos
GPH, R, SR, SPR e GPHT segundo a metodologia M( e suas versoes
robustas MM e M QP com o estimador paramétrico W proposto por Fox e
Taqqu (1986).

Os resultados sao baseados em 1000 replicacoes, com séries sazonais gera-
das utilizando o algoritmo de Durbin-Levinson dado nas equagoes (6.3)-(6.4).
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Para os estimadores semiparamétricos consideramos g(n) = n®, com

a € {0.74,0.76,---,0.88,0.8996}. Consideramos o valor o = 0.8996, pois
neste caso estamos considerando todas as freqiiéncias na estimacao semipa-
ramétrica.

6.1 Estimacao sem Contaminacao

Nesta secao, apresentamos os resultados da estimacao dos parametros dos
processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s gerados a partir do procedimento
mencionado anteriormente. Nesta se¢ao os processos nao possuem contami-
nacao por outliers.

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)

Apresentamos os resultados da estimagao para os processos SARFIMA (0, d, 0)
x(0,D,0), sem contaminagao por outliers.

Por questao de espago, estamos incluindo apenas as Tabelas 6.1 a 6.6 nesta
segdo. Estas tabelas referem-se aos casos d = 0.1, D = 0.3, s € {4,7,12},
n € {500,1000} e a = 0.8996. Diversos outros casos foram considerados
e as tabelas apresentando os resultados encontram-se no Anexo C. Foram
calculados os valores empiricos da média, do vicio e do erro quadratico médio
(eqm). O vicio e o erro quadratico médio de menor valor absoluto estao
apresentados em negrito nas tabelas.

Analisando as Tabelas 6.1 a 6.6 e as Figuras 6.1 a 6.3 observamos que,
aumentando o tamanho amostral de n = 500 para n = 1000, o erro quadra-
tico médio dos estimadores diminui e ocorre uma sensivel melhora nos seus
desempenhos, isto é, o vicio diminui.

O estimador com menor erro quadratico médio é o SPR, tanto para esti-
mar o verdadeiro valor de D como para estimar d, independente do tamanho
amostral e do valor de a.. Para o estimador SPR, a metodologia MQ apre-
senta menor erro quadratico médio, seguida pela metodologia robusta MQP
e por ultimo a MM.

O estimador SR, sob todas as metodologias, é bastante competitivo com
o estimador SPR, do ponto de vista de menor erro quadratico médio para
ambos os tamanhos amostrais e todos os valores de s.

Quanto a estimativa do parametro de longa dependéncia sazonal, deno-
tado por D, os estimadores SR, SPR e GPHT, superestimam bastante o
verdadeiro valor, em todas as metodologias (isto é, MQ, MM e MQP) e para
todos os valores de s € {4,5,6,7,12}. Os estimadores GPH e R, utilizando
as metodologias MQ e MQP, superestimam o verdadeiro valor de D enquanto
que, utilizando a metodologia MM, subestimam o verdadeiro valor de D para
todos os valores de s.
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Analisando as estimativas para o parametro de longa dependéncia, deno-
tado por d, todos os estimadores, utilizando a metodologia MM, subestimam
o seu verdadeiro valor, para n € {500, 1000} e s € {4,5,6,7,12}. O estimador
SPR, independente da metodologia utilizada (isto é, MQ, MM e MQP), su-
bestima o verdadeiro valor de d em todos os casos analisados. Para n = 500
e s € {4,5,6}, os estimadores GPH, R e GPHT, utilizando a metodolo-
gia MQ), superestimam o verdadeiro valor. Utilizando a metodologia MQP,
os estimadores GPH, R e GPH'T superestimam o parametro enquanto que
o estimador SR subestima o verdadeiro valor do parametro. O estimador
SR, utilizando a metodologia MQ), superestima o verdadeiro valor de d para
s € {4,5} e subestima quando s = 6. Para s € {7,12}, apenas o estimador
GPHT, utilizando a metodologia MQ), superestimou o verdadeiro valor de d,
todos os outros estimadores subestimaram o parametro d. Para n = 1000,
os estimadores GPH, R e GPHT, utilizando a metodologia MQ), superesti-
maram o verdadeiro valor de d para todos os valores de s, com excegao do
estimador GPHT quando s = 7.

Na metodologia MQP, quando s = {4,7,12}, todos os estimadores su-
bestimaram o verdadeiro valor de d. Para s = 5 somente o estimador GPH
superestimou o verdadeiro valor. Para s = 6 somente os estimadores GPH,
R e GPHT superestimaram o verdadeiro valor de d.

Quando s aumenta, o erro quadratico médio dos estimadores semipara-
métricos sofre um pequeno aumento, ocorrendo o mesmo com o vicio.

O erro quadratico médio do estimadores semiparamétricos diminui com
o aumento do valor de o € {0.74,0.76, - -- ,0.88,0.8996]. Analisando o vicio
em fungao dos valores de a, quando « € {0.74,0, 76, - - - ,0.80}, quanto maior
o valor de a, menor o vicio. Para «a € {0.80,0.82,---,0.8996], o vicio sofre
pouca variagao.
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Tabela 6.1: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo SAR-
FIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 4, n € {500, 1000} e

{=05.
[ n = 500 ]
DGpi.vg depm.MQ Dpa.vm dpm. Dapu.moPp depr.MQP
média 0.3042 0.1012 0.2955 0.0970 0.3008 0.1020
vicio 0.0042 0.0012 -0.0045 -0.0030 0.0008 0.0020
eqm 0.0029 0.0023 0.0058 0.0048 0.0034 0.0025
Dr.mq dr.MQ Dr.pmm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3036 0.1003 0.2951 0.0975 0.3008 0.1016
vicio 0.0036 0.0003 -0.0049 -0.0025 0.0008 0.0016
eqm 0.0031 0.0030 0.0061 0.0057 0.0036 0.0033
Dsr.m@ dsr.MQ Dsr.mm dsr. MM Dsr.mqP dsr.mqP
média 0.3150 0.0997 0.3114 0.0962 0.3131 0.0965
vicio 0.0150 -0.0003 0.0114 -0.0038 0.0131 -0.0035
eqm 0.0022 0.0018 0.0039 0.0031 0.0031 0.0025
Dspr.m@ dspPRrR.MQ Dspr.mMm dspr.MM Dspr.mgoP dsPR.MQP
média 0.3100 0.0923 0.3080 0.0940 0.3110 0.0940
vicio 0.0100 -0.0077 0.0080 -0.0060 0.0110 -0.0060
eqm 0.0020 0.0015 0.0035 0.0027 0.0029 0.0021
Dgpur.mQ | depur.mqQ | Depar.vmym | dapar.vmyMm | Dapur.mop | depaT.MOQP
média 0.3129 0.1024 0.3006 0.0963 0.3085 0.1015
vicio 0.0129 0.0024 0.0006 -0.0037 0.0085 0.0015
eqm 0.0043 0.0036 0.0078 0.0063 0.0048 0.0041
[ n = 1000 ]
Dapi.ag depm.MQ Dpa.vm depm. v Dapu.mQP depr.MQP
média 0.3030 0.1008 0.2969 0.0974 0.3011 0.0996
vicio 0.0030 0.0008 -0.0031 -0.0026 0.0011 -0.0004
eqm 0.0013 0.0011 0.0027 0.0027 0.0015 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3027 0.1004 0.2952 0.0972 0.3004 0.1000
vicio 0.0027 0.0004 -0.0048 -0.0028 0.0004 0.0000
eqm 0.0013 0.0013 0.0032 0.0031 0.0017 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3095 0.0986 0.3064 0.0986 0.3077 0.0986
vicio 0.0095 -0.0014 0.0064 -0.0014 0.0077 -0.0014
eqm 0.0010 0.0008 0.0017 0.0016 0.0013 0.0011
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3071 0.0951 0.3053 0.0974 0.3069 0.0964
vicio 0.0071 -0.0049 0.0053 -0.0026 0.0069 -0.0036
eqm 0.0009 0.0007 0.0017 0.0014 0.0013 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.mMMm | Dapur.mop | depHT.MOQP
média 0.3071 0.1002 0.2996 0.0953 0.3064 0.0983
vicio 0.0071 0.0002 -0.0004 -0.0047 0.0064 -0.0017
eqm 0.0020 0.0019 0.0038 0.0037 0.0023 0.0021

Tabela 6.2: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-

MA(0,d,0)x (0, D,0),, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 4 e n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.2731 | 0.0957 | 0.2882 | 0.0970
vicio || -0.0269 | -0.0043 | -0.0118 | -0.0030
eqm 0.0040 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0007
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Tabela 6.3: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo SAR-
FIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 7, n € {500, 1000} e

(=05.
[ n = 500 ]
Dapi.ag depm.aQ Depa.vm depm. Daru.moP depr.MQp
média 0.3019 0.0985 0.2972 0.0946 0.3020 0.0958
vicio 0.0019 -0.0015 -0.0028 -0.0054 0.0020 -0.0042
eqm 0.0031 0.0023 0.0065 0.0047 0.0034 0.0029
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vgp dr.MQP
média 0.3020 0.0987 0.2970 0.0933 0.3028 0.0956
vicio 0.0020 -0.0013 -0.0030 -0.0067 0.0028 -0.0044
eqm 0.0033 0.0029 0.0070 0.0065 0.0038 0.0038
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3236 0.0971 0.3231 0.0958 0.3228 0.0967
vicio 0.0236 -0.0029 0.0231 -0.0042 0.0228 -0.0033
eqm 0.0026 0.0020 0.0042 0.0033 0.0034 0.0028
Dspr.m@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3177 0.0880 0.3202 0.0927 0.3213 0.0931
vicio 0.0177 -0.0120 0.0202 -0.0073 0.0213 -0.0069
eqm 0.0022 0.0018 0.0041 0.0031 0.0033 0.0024
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dapur.mopr | depHT.MOQP
média 0.3168 0.1004 0.3068 0.0946 0.3146 0.0981
vicio 0.0168 0.0004 0.0068 -0.0054 0.0146 -0.0019
eqm 0.0049 0.0037 0.0084 0.0064 0.0055 0.0042
| 7 = 1000 l
Dgpi.g depr.MQ Dgpa.vm dgpr.aa Dgpu.moP depr.MQP
média 0.3013 0.1007 0.2988 0.0966 0.3015 0.0996
vicio 0.0013 0.0007 -0.0012 -0.0034 0.0015 -0.0004
eqm 0.0014 0.0012 0.0029 0.0026 0.0016 0.0014
Dr.ymq dr.MmQ Dr.vm dr. MM Dr.ymgr dr.MQP
média 0.3012 0.1006 0.2980 0.0971 0.3013 0.0985
vicio 0.0012 0.0006 -0.0020 -0.0029 0.0013 -0.0015
eqm 0.0015 0.0014 0.0031 0.0031 0.0018 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3155 0.0992 0.3142 0.0977 0.3157 0.0977
vicio 0.0155 -0.0008 0.0142 -0.0023 0.0157 -0.0023
eqm 0.0011 0.0009 0.0018 0.0016 0.0014 0.0012
Dspr.Mm@ dspr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgp dspPrR.MQP
média 0.3124 0.0945 0.3129 0.0958 0.3140 0.0963
vicio 0.0124 -0.0055 0.0129 -0.0042 0.0140 -0.0037
eqm 0.0010 0.0008 0.0018 0.0014 0.0014 0.0011
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dapur.mop | depHT.MOQP
média 0.3122 0.0993 0.3084 0.0955 0.3099 0.0983
vicio 0.0122 -0.0007 0.0084 -0.0045 0.0099 -0.0017
eqm 0.0022 0.0017 0.0036 0.0032 0.0024 0.0020

Tabela 6.4: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-

MA(0,d,0)x (0, D,0),, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 7 e n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.2518 | 0.0922 | 0.2892 | 0.0952
vicio || -0.0482 | -0.0078 | -0.0108 | -0.0048
eqm 0.0050 | 0.0015 | 0.0011 | 0.0007
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Tabela 6.5: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo SAR-
FIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 12, n € {500, 1000}

el =05.
[ n = 500 ]
Dapi.ag depm.aQ Depa.vm depm. Daru.moP depr.MQp
média 0.3027 0.0997 0.2966 0.0954 0.3018 0.0989
vicio 0.0027 -0.0003 -0.0034 -0.0046 0.0018 -0.0011
eqm 0.0038 0.0022 0.0074 0.0046 0.0042 0.0025
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vgp dr.MQP
média 0.3024 0.0995 0.2971 0.0948 0.3018 0.0985
vicio 0.0024 -0.0005 -0.0029 -0.0052 0.0018 -0.0015
eqm 0.0040 0.0031 0.0081 0.0057 0.0044 0.0034
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3326 0.0988 0.3337 0.0979 0.3337 0.0989
vicio 0.0326 -0.0012 0.0337 -0.0021 0.0337 -0.0011
eqm 0.0034 0.0019 0.0054 0.0033 0.0048 0.0026
Dspr.m@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3262 0.0887 0.3314 0.0939 0.3311 0.0941
vicio 0.0262 -0.0113 0.0314 -0.0061 0.0311 -0.0059
eqm 0.0029 0.0016 0.0051 0.0028 0.0044 0.0022
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dapur.mopr | depHT.MOQP
média 0.3285 0.1009 0.3204 0.0921 0.3265 0.0981
vicio 0.0285 0.0009 0.0204 -0.0079 0.0265 -0.0019
eqm 0.0063 0.0036 0.0101 0.0063 0.0068 0.0040
| 7 = 1000 l
Dgpi.g depr.MQ Dgpa.vm dgpr.aa Dgpu.moP depr.MQP
média 0.3033 0.1016 0.2974 0.0969 0.3025 0.0998
vicio 0.0033 0.0016 -0.0026 -0.0031 0.0025 -0.0002
eqm 0.0015 0.0011 0.0034 0.0025 0.0017 0.0012
Dr.Mmq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.3030 0.1012 0.2973 0.0976 0.3030 0.0993
vicio 0.0030 0.0012 -0.0027 -0.0024 0.0030 -0.0007
eqm 0.0015 0.0014 0.0036 0.0028 0.0019 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3219 0.0998 0.3205 0.0990 0.3225 0.0986
vicio 0.0219 -0.0002 0.0205 -0.0010 0.0225 -0.0014
eqm 0.0015 0.0008 0.0025 0.0015 0.0020 0.0011
Dspr.Mm@ dspr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgp dspPrR.MQP
média 0.3188 0.0948 0.3193 0.0971 0.3207 0.0966
vicio 0.0188 -0.0052 0.0193 -0.0029 0.0207 -0.0034
eqm 0.0013 0.0007 0.0024 0.0013 0.0018 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dapur.mop | depHT.MOQP
média 0.3155 0.1013 0.3077 0.0980 0.3135 0.0998
vicio 0.0155 0.0013 0.0077 -0.0020 0.0135 -0.0002
eqm 0.0024 0.0017 0.0041 0.0032 0.0027 0.0021

Tabela 6.6: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-

MA(0,d,0)x (0, D,0),, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 12 e n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.2271 | 0.0886 | 0.2889 | 0.0953
vicio || -0.0729 | -0.0114 | -0.0111 | -0.0047
eqm 0.0079 | 0.0015 | 0.0014 | 0.0007
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Figura 6.1: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0, D,0)s, considerando os métodos classico (MQ) e ro-
bustos (MM e MQP), s = 4 e £ = 5. Os gréficos da esquerda sao para
D = 0.3 e os da direita para d = 0.1: (a) n = 500 e (b) n = 1000.

Os estimadores semiparamétricos de D possuem maiores vicio e erro qua-
dratico médio em comparacao aos estimadores semiparamétricos de d, inde-
pendentemente da metodologia utilizada.

O estimador GPHT possui maior erro quadratico médio ao estimar os
verdadeiros valores de d e D, em todas as metodologias. Em geral, o estima-
dor SR possui maior vicio também independente da metodologia utilizada
(isto é, MQ, MM e MQP).

Analisando o estimador paramétrico W, notamos que quando o tamanho
amostral aumenta, o erro quadratico médio e o vicio diminuem. Para n
500, o erro quadratico médio do estimador W para D aumenta quando s
aumenta. Ja o erro quadratico médio do estimador W para d sofre pouca
alteracao quando a sazonalidade s aumenta.

Comparando o estimador paramétrico W com os estimadores semipara-
métricos, quanto ao erro quadratico médio, para n 500 este estimador
possui maior erro quadratico médio do que os estimadores GPH, R, SR e
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Figura 6.2: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, considerando os métodos classico (MQ) e ro-
bustos (MM e MQP), s = 7 e ¢ = 5. Os gréficos da esquerda sdao para
D = 0.3 e os da direita para d = 0.1: (a) n = 500 e (b) n = 1000.

SPR utilizando as metodologias MQ e MQP. O estimador W possui menor
erro quadratico médio em relacao a todos os estimadores semiparamétricos,
utilizando a metodologia robusta MM e em relagao ao estimador GPHT
(com as metodologias MQ e MQP). Quando a sazonalidade s aumenta, o
estimador GPH (MQ e MQP) tende a diminuir o erro quadrético médio
passando assim a ter menor erro quadratico médio que o estimador W. Nas
estimativas de d, o estimador W possui menor erro quadratico médio quando
comparado com todos os estimadores semiparamétricos aqui considerados.
Para n 1000, apenas o estimador SPR com a metodologia M(Q é com-
petitivo com o estimador W. O restante dos estimadores possui maior erro
quadratico médio, independente da sazonalidade s aqui considerada.

No caso do vicio, para n = 500, o estimador W como estimativas para D
possui maior vicio quando comparado com todos os estimadores semipara-
métricos. Nas estimativas de d, o estimador W possui maior vicio do que os
estimadores GPH, R, SR e GPHT, independente da metodologia utilizada.
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Figura 6.3: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0, D,0)s, considerando os métodos classico (MQ) e ro-
bustos (MM e MQP), s = 12 e ¢ = 5. Os gréficos da esquerda sdo para
D = 0.3 e os da direita para d = 0.1: (a) n = 500 e (b) n = 1000.

Nos caso do estimador SPR, para o valor de s pequeno, apenas na metodolo-
gia MQ ele possui maior vicio do que o estimador W. Quando a sazonalidade
s aumenta o estimador SPR nas metodologias MM e MQP tende a aumentar
o vicio tornando-se, assim, mais viciado do que o estimador W.

Para n = 1000, nas estimativas de D, apenas os estimadores GPH e R,
independente da metodologia, e o estimador GPHT', na metodologia MM,
possuem menor vicio do que o estimador W. Todos os outros possuem maior
vicio. Nas estimativas de d, para sazonalidade pequena, apenas o estimador
SPR, nas metodologias MQ e MQP, possui maior vicio do que o estimador
W. Os demais estimadores possuem menor vicio quando comparados com
o estimador W. Quando a sazonalidade aumenta, s € {7,12}, o estimador
SPR, na metodologia MQP, tem seu vicio diminuido passando, assim, a ter
menor vicio do que W.

Bisognin e Lopes (2007) obtiveram resultados simulares para os processos
SARFIMA(0, D, 0)s, enquanto Reisen e Lopes (1999) encontraram resulta-
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dos similares para os processos ARFIMA(p,d, q). Estes trabalhos utilizam
estimadores semiparamétricos apenas com a metodologia MQ. Os resulta-
dos aqui mencionados também estao de acordo com aqueles encontrados por
Palma (2007) para os processos SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0),. Palma (2007)
utiliza o estimador de maxima verossimilhanca exato W e o estimador base-
ado no Filtro de Kalman. Lopes e Mendes (2006), obtém resultados seme-
lhantes, utilizando as metodologias robustas MM e MQP, para os processos
ARFIMA(p, d, q).

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA(p,d,q) x (P, D, Q)

Nesta secao, apresentamos os resultados de simulagao dos processos SARFI-
MA(p,d, q) x (P, D,Q)s. Investigamos o efeito na estimacao dos parametros
quando os coeficientes auto-regressivos e média movel estao presente no mo-
delo. Nestas simulacoes, assumimos que a ordem do modelo é conhecida e
somente os parametros necessitam ser estimados. Consideramos o caso onde
d=102 D =02 ¢ = 0.7 e 0 = 0.2. Nestas simulagoes os estimadores
semiparamétricos, em todas as metodologias (isto é, MQ, MM e MQP) apre-
sentaram um grande vicio. Isto se deve ao fato de que todos os estimadores
necessitam que o modelo seja bem especificado. Hassler (1994) observou este
fato com os processos SARFIMA(0, D, 0)s, com s = 4. este autor gerou um
processo SARFIMA(1, D,0),, com s = 4 e &; = 0.5, e observou que o vicio
do estimador semiparamétrico proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983),
denotado aqui por GPH, apresentou um vicio muito grande.

Reisen et al. (2002) observaram o mesmo resultado para os processos
ARFIMA(p,d,q). Ao analisarem os processos ARFIMA(1,d,0), ARFIMA
(0,d,1) e ARFIMA(1,d, 1), com os coeficientes ¢, e ¢, préximos da regiao de
nao-estacionariedade, os estimadores semiparamétricos apresentaram vicio
muito grande.

Ressaltamos aqui que os processos SARFIMA completos sao de estrutura
mais complexa com diversos parametros envolvidos no processo de estimacao.
Por este motivo, nas simulag¢oes envolvendo os processos SARFIMA((p, d, q)
x(P,D,Q)s, com coeficientes auto-regressivos e média mdvel presentes no
modelo, utilizamos somente o estimador paramétrico proposto por Fox e
Taqqu (1986). O mesmo ocorre quando contaminamos as séries temporais
com outliers do tipo AO e 10.

As Tabelas 6.7 a 6.12 apresentam o erro quadratico médio e o vicio dos
parametros de curta e longa dependéncia.

Processos SARFIMA (1,d,0) x (0,D,0)s

Nesta secao apresentamos os resultados de simulagao para os modelos SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, com d = 0.2, D = 0.2, ¢y = 0.7, s € {4,7,12} e
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n € {500,1000}. No Anexo C encontram-se os resultados das simulagoes
para a sazonalidade s € {5, 6}.

Analisando as Tabelas 6.7 a 6.9, concluimos que o erro quadratico médio
do estimador W, para todos os parametros, diminuem quando o tamanho
amostral aumenta. Para o parametro de longa dependéncia d, o vicio é
sempre negativo, isto é, o estimador subestima o real valor do parametro.
A medida que a sazonalidade e o tamanho amostral aumentam, o seu vicio
diminui. Para o parametro de longa dependéncia sazonal D, o estimador
superestima o verdadeiro valor do parametro quando s é pequeno. Quando
a sazonalidade s cresce, o estimador passa a subestimar o verdadeiro valor
de D. Nas estimativas do parametro ¢, o estimador sempre superestima o
verdadeiro valor do parametro. A medida que o tamanho amostral aumenta
o erro quadratico médio e o vicio diminuem. As estimativas de D possuem
menor erro quadratico médio, seguidas pelas estimativas de ¢, e por tltimo
as estimativas de d.

As estimativas dos parametros D e d, possuem maior erro quadratico mé-
dio nos resultados de simulac¢ao dos processos SARFIMA(0, d,0) x (0, D, 0)s
do que nos resultados de simulacao dos processos aqui considerados.

Na maioria dos casos analisados, o vicio dos parametros d e D é parcial-
mente compensado pelo vicio do parametro ¢;.

Tabela 6.7: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =4 en €
{500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 Dw dw 1

média 0.2141 0.1358 0.7383 | 0.2299 0.1585 0.7227
vicio 0.0141 | -0.0642 | 0.0383 | 0.0299 | -0.0415 | 0.0227
eqm 0.0039 0.0167 0.0109 | 0.0025 0.0073 0.0047

Tabela 6.8: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =T en €
{500, 1000}.

n = 500 n = 1000

média 0.1906 0.1438 | 0.7299 | 0.2329 | 0.1467 | 0.7355
vicio -0.0094 | -0.0562 | 0.0299 | 0.0329 | -0.0533 | 0.0355
eqm 0.0044 0.0183 | 0.0127 | 0.0025 | 0.0081 | 0.0051

Processos SARFIMA (1,d, 1) x (0, D,0),

Nesta secao apresentamos os resultados de simulagao para os modelos SARFT-
MA(1,d, 1) x (0,D,0),, com d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, 6; = 0.2, s €
{4,7,12} e n € {500, 1000}. Os resultados das simulagoes quando a sazonali-
dade s € {5,6} encontram-se no Anexo C.
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Tabela 6.9: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s = 12 e
n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000

média 0.1414 0.1695 | 0.7088 | 0.1902 0.1730 | 0.7144
vicio -0.0586 | -0.0305 | 0.0088 | -0.0098 | -0.0270 | 0.0144
eqm 0.0092 0.0175 | 0.0134 | 0.0028 0.0093 | 0.0071

Analisando as Tabelas 6.10 a 6.12, observamos que, o aumento no tama-
nho amostral causa uma diminuicao no erro quadratico médio. Isto ocorre
nas estimativas de todos os parametros. Na maioria dos casos analisados o
erro quadratico médio é maior para a sazonalidade s = 7, com excecao das
estimativas dos parametros D, para n = 500, e ¢;, para n = 1000, onde o
erro quadratico médio é maior para s = 12. As estimativas de D possuem
menor erro quadratico médio, seguida das estimativas de ¢, e 6, respectiva-
mente e por ultimo pela de d. Este resultado também foi observado para o
vicio.

Quanto ao vicio, na maioria dos casos analisados, ele diminui quando o
tamanho amostral aumenta. A excecao da estimativa de D, para s = 4.

O vicio das estimativas de D, d e ¢; é maior nos processos SARFIMA
(1,d,1) x (0, D,0)s do que nos processos SARFIMA(1,d,0) x (0,D,0),. Nas
estimativas do parametro ¢, o estimador W superestima o verdadeiro valor
do parametro enquanto que, nas estimativas dos demais parametros o esti-
mador subestima o verdadeiro valor do parametro que esta sendo estimado.
As estimativas do parametro d apresentam maior vicio.

Podemos dizer que, na grande maioria dos casos, o vicio dos parametros
d e D é parcialmente compensado pelo vicio do parametro ¢; e 6;.

Tabela 6.10: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢ = 0.7, 0, = 0.2, s =4
e n € {500, 1000}.

Dw dw 1 01 Dw dw 91 01

média 0.1935 0.0289 0.8063 0.1477 0.2099 0.1033 0.7651 0.1723
vicio -0.0065 | -0.1711 | 0.1063 | -0.0523 | 0.0099 | -0.0967 | 0.0651 | -0.0277
eqm 0.0035 0.1283 0.0368 0.0930 0.0017 0.0705 0.0159 0.0525
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Tabela 6.11: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0,D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢, = 0.7, 6, = 0.2, s =7
e n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw ?1 01 Dw dw 1 01
média 0.1738 0.0132 0.8084 0.1314 0.2154 0.0907 0.7771 0.1725
vicio -0.0262 | -0.1868 | 0.1084 | -0.0686 0.0154 | -0.1093 | 0.0771 -0.0275
eqm 0.0038 0.1267 0.0214 0.0739 0.0015 0.0723 0.0168 0.0512

Tabela 6.12: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, 6 = 0.2, s = 12
e n € {500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 01 Dw dw 1 01
média 0.1311 0.0429 0.7841 0.1369 0.1784 0.1079 0.7597 0.1728
vicio -0.0689 | -0.1571 | 0.0841 | -0.0631 | -0.0216 | -0.0921 | 0.0597 | -0.0272
eqm 0.0088 0.1218 0.0366 0.0759 0.0021 0.0676 0.0178 0.0439

6.2 Estimacao com Contaminacao por Mis-
tura

Nesta secao apresentamos os resultados de simulagao para a estimagao dos
parametros dos processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s contaminados por
outliers.

Comparamos o desempenho dos estimadores semiparamétricos GPH, R,
SR, SPR, GPHT segundo a metodologia M () e suas versoes robustas M M
e M QP com o estimador paramétrico W proposto por Fox e Taqqu (1986). A
comparagao ¢ realizada quando os processos SARFIMA(p, d,q) x (P, D,Q)s
sao contaminados utilizando o modelo de contaminagao por mistura com
outliers.

Os resultados sao baseados em 1000 replicagoes, com séries sazonais gera-
das utilizando o algoritmo de Durbin-Levinson e contaminadas pelo modelo
de contaminagao por mistura com outliers dos tipos AO e 10 (ver Defini¢oes
4.3 e 4.4, respectivamente).
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Outlier Aditivo

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)

Apresentamos os resultados de estimagao para os processos SARFIMA(0, d, 0)
x(0,D,0)s com contaminagao por mistura por outlier do tipo AO.

As Tabelas 6.13 a 6.18 referem-se aos casos em que d = 0.1, D = 0.3,
s € {4,7,12}, n € {500,1000} e o = 0.8996, isto ¢, todas as freqiiéncias
de Fourier sao selecionadas na estimacgao semiparamétrica. Diversos outros
casos foram considerados e as tabelas apresentando os resultados encontram-
se no Anexo C. As séries temporais foram contaminadas por dois outliers AO.
O aumento do nimero de outliers na série temporal causa uma significativa
piora na estimacao dos parametros d e D, isto ¢, um aumento no vicio e no
erro quadratico médio.

Crato e Ray (2006), Sun e Phillips (2003) e Arteche (2006) detectam que
o vicio dos estimadores semiparamétricos é grande em séries temporais com
longa dependéncia nao sazonais quando contaminadas por um ruido adicional
se este nao for levado em consideragao durante a estimacao dos parametros
do modelo. Por este motivo, consideramos séries temporais contaminadas
com poucos outliers.

Analisando as Tabelas 6.13 a 6.18 e as Figuras 6.4 a 6.6 observamos que,
quando ocorre um aumento no tamanho amostral n, o erro quadratico médio
e o vicio diminuem.

O estimador de menor erro quadratico médio é o SPR, tanto para estimar
o parametro DD, como para o parametro d, independente do tamanho amostral
n e dos valores de s e a. Para o estimador SPR, a metodologia MQ apresenta
menor erro quadratico médio, seguida pela metodologia robusta MQP e por
ultimo a MM.

O estimador SR, independente da metodologia utilizada, e o estimador
G PH, utilizando as metodologias MQ e MQP, sao competitivos com o esti-
mador SPR, do ponto de vista de menor erro quadratico médio, independente
do tamanho amostral e dos valores da sazonalidade s.

Estes resultados foram observados nas estimativas dos parametros d e D
quando os processos nao possuiam contaminacao por outliers.

Quando as séries temporais sao contaminadas por outliers do tipo AO
o erro quadratico médio dos estimadores semiparamétricos aumenta. Este
aumento é maior para as estimativas do parametro D do que para as estima-
tivas do parametro d. Este aumento ocorre em ambos os tamanhos amostrais
analisados e para todos os valores da sazonalidade s aqui considerados.

Quanto as estimativas do parametro de longa dependéncia sazonal, deno-
tado por D, a maioria dos estimadores subestima o seu verdadeiro valor com
excecao do estimador SR, utilizando as metodologias MQ e MQP.
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Tabela 6.13: Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D =

{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminagao por outlier AO.

03, s =4, n €

[ n = 500
ﬁGPH.JVIQ dagPH.MQ Depu v dagPH.MM ﬁGPH.MQP dgpu.MQP
média 0.2655 0.0925 0.2545 0.0900 0.2658 0.0918
vicio -0.0345 -0.0075 -0.0455 -0.0100 -0.0342 -0.0082
eqm 0.0048 0.0025 0.0092 0.0049 0.0051 0.0029
Dr.Mmq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2621 0.0867 0.2522 0.0845 0.2624 0.0881
vicio -0.0379 -0.0133 -0.0478 -0.0155 -0.0376 -0.0119
eqm 0.0055 0.0035 0.0103 0.0064 0.0058 0.0039
Dsr.ym@ dsr.MQ Dsr. v dsr.MM Dsr.mopP dsr.MQP
média 0.2794 0.0861 0.2709 0.0868 0.2746 0.0867
vicio -0.0206 -0.0139 -0.0291 -0.0132 -0.0254 -0.0133
eqm 0.0034 0.0022 0.0066 0.0034 0.0046 0.0029
Dspr.M@ dsprR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.2768 0.0828 0.2715 0.0882 0.2745 0.0883
vicio -0.0232 -0.0172 -0.0285 -0.0118 -0.0255 -0.0117
eqm 0.0032 0.0019 0.0060 0.0031 0.0042 0.0024
Dgpur.m@ | dapuar.mQ | Dapar.mm | depuar.vmym | DapaT.MoP | dapHT.MOQP
média 0.2622 0.0878 0.2489 0.0786 0.2606 0.0845
vicio -0.0378 -0.0122 -0.0511 -0.0214 -0.0394 -0.0155
eqm 0.0071 0.0038 0.0123 0.0065 0.0076 0.0043
n = 1000
Dgpi.vg depH.MQ Dgru.mum depHa. MM Dgpu.moP depPH.MQP
média 0.2817 0.0973 0.2758 0.0925 0.2804 0.0971
vicio -0.0183 -0.0027 -0.0242 -0.0075 -0.0196 -0.0029
eqm 0.0020 0.0011 0.0041 0.0026 0.0023 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dgr.vmopP dr.MQP
média 0.2803 0.0952 0.2748 0.0901 0.2803 0.0945
vicio -0.0197 -0.0048 -0.0252 -0.0099 -0.0197 -0.0055
eqm 0.0021 0.0013 0.0045 0.0031 0.0024 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmum dsr.MM Dsr.mgoP dsr.MQP
média 0.2903 0.0928 0.2881 0.0927 0.2903 0.0918
vicio -0.0097 -0.0072 -0.0119 -0.0073 -0.0097 -0.0082
eqm 0.0012 0.0009 0.0021 0.0017 0.0017 0.0013
Dspr.MQ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.mqP dspPR.MQP
média 0.2889 0.0909 0.2882 0.0931 0.2897 0.0921
vicio -0.0111 -0.0091 -0.0118 -0.0069 -0.0103 -0.0079
eqm 0.0012 0.0008 0.0021 0.0015 0.0016 0.0011
Dgpuar.Mm@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopHT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2796 0.0934 0.2737 0.0880 0.2789 0.0924
vicio -0.0204 -0.0066 -0.0263 -0.0120 -0.0211 -0.0076
eqm 0.0029 0.0018 0.0053 0.0036 0.0032 0.0021
Tabela 6.14: Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 03, s = 4en €

{500, 1000} com contaminacao por outlier AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média 0.2377 0.0888 0.2669 0.0939
vicio -0.0623 | -0.0112 | -0.0331 | -0.0061
eqm 0.0082 0.0016 0.0029 0.0008
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Tabela 6.15: Resultados da estimacgao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0),, quando d = 0.1, D =

{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminagao por outlier AQO.

03, s =7, n €

[ n =500
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpu.mMm daPH.MM Dgpru.mgP depH.MQP
média 0.2600 0.0902 0.2526 0.0809 0.2628 0.0867
vicio -0.0400 -0.0098 -0.0474 -0.0191 -0.0372 -0.0133
eqm 0.0056 0.0024 0.0083 0.0048 0.0053 0.0025
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.MM Dr.ymgpP dr.MQP
média 0.2573 0.0854 0.2539 0.0791 0.2612 0.0871
vicio -0.0427 -0.0146 -0.0461 -0.0209 -0.0388 -0.0129
eqm 0.0062 0.0033 0.0090 0.0069 0.0059 0.0034
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.2833 0.0857 0.2809 0.0858 0.2808 0.0842
vicio -0.0167 -0.0143 -0.0191 -0.0142 -0.0192 -0.0158
eqm 0.0032 0.0022 0.0048 0.0038 0.0041 0.0029
Dspr.ym@ dspr.MQ Dspr.ymm dspr.MM Dspr.mQP dspr.MQP
média 0.2791 0.0795 0.2793 0.0838 0.2799 0.0830
vicio -0.0209 -0.0205 -0.0207 -0.0162 -0.0201 -0.0170
eqm 0.0031 0.0019 0.0046 0.0033 0.0038 0.0024
Dgpuar.mq@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopHT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2650 0.0829 0.2530 0.0725 0.2643 0.0808
vicio -0.0350 -0.0171 -0.0470 -0.0275 -0.0357 -0.0192
eqm 0.0070 0.0034 0.0127 0.0082 0.0075 0.0040
[ n = 1000
ﬁGPH.J\lQ dapH.MQ Dapraim dapa.MM ﬁGPH.MQP dapH.MQP
média 0.2814 0.0950 0.2775 0.0900 0.2807 0.0944
vicio -0.0186 -0.0050 -0.0225 -0.0100 -0.0193 -0.0056
eqm 0.0019 0.0012 0.0038 0.0029 0.0023 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.ymwm dr.MM Dr.vmopP dr.MQP
média 0.2805 0.0934 0.2763 0.0897 0.2806 0.0928
vicio -0.0195 -0.0066 -0.0237 -0.0103 -0.0194 -0.0072
eqm 0.0020 0.0014 0.0042 0.0033 0.0024 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.mMQP
média 0.2950 0.0920 0.2918 0.0912 0.2928 0.0923
vicio -0.0050 -0.0080 -0.0082 -0.0088 -0.0072 -0.0077
eqm 0.0012 0.0010 0.0022 0.0017 0.0016 0.0013
Dspr.Mm@ dsPrR.MQ Dspr.ymMm dspPR.MM Dspr.mQP dsprR.MQP
média 0.2930 0.0891 0.2914 0.0907 0.2925 0.0917
vicio -0.0070 -0.0109 -0.0086 -0.0093 -0.0075 -0.0083
eqm 0.0012 0.0009 0.0021 0.0015 0.0016 0.0011
Dgpur.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopuT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2811 0.0906 0.2747 0.0852 0.2829 0.0890
vicio -0.0189 -0.0094 -0.0253 -0.0148 -0.0171 -0.0110
eqm 0.0028 0.0018 0.0053 0.0039 0.0030 0.0021

Tabela 6.16:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s
{500, 1000} com contaminacao por outlier AO.

Resultados da estimacao paramétrica para

0 Processo
=Ten e

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.2097 | 0.0844 | 0.2595 | 0.0919
vicio || -0.0903 | -0.0156 | 0.0008 | -0.0081
eqm || 0.0117 | 0.0017 | 0.0030 | 0.0008
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Tabela 6.17: Resultados da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0),, quando d = 0.1, D =

{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminagao por outlier AQO.

03, s =12, n €

[ n =500
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpu.mMm daPH.MM Dgpru.mgP depH.MQP
média 0.2646 0.0847 0.2671 0.0755 0.2644 0.0866
vicio -0.0354 -0.0153 -0.0329 -0.0245 -0.0356 -0.0134
eqm 0.0057 0.0026 0.0088 0.0066 0.0060 0.0028
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.MM Dr.ymgpP dr.MQP
média 0.2622 0.0793 0.2645 0.0752 0.2657 0.0819
vicio -0.0378 -0.0207 -0.0355 -0.0248 -0.0343 -0.0181
eqm 0.0063 0.0039 0.0097 0.0077 0.0064 0.0040
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.2954 0.0832 0.2967 0.0841 0.2979 0.0837
vicio -0.0046 -0.0168 -0.0033 -0.0159 -0.0021 -0.0163
eqm 0.0033 0.0024 0.0051 0.0035 0.0042 0.0030
Dspr.ym@ dspr.MQ Dspr.ymm dspr.MM Dspr.mQP dspr.MQP
média 0.2906 0.0760 0.2950 0.0807 0.2963 0.0820
vicio -0.0094 -0.0240 -0.0050 -0.0193 -0.0037 -0.0180
eqm 0.0031 0.0021 0.0049 0.0031 0.0040 0.0027
Dgpuar.mq@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopHT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2749 0.0784 0.2667 0.0738 0.2752 0.0767
vicio -0.0251 -0.0216 -0.0333 -0.0262 -0.0248 -0.0233
eqm 0.0069 0.0038 0.0122 0.0065 0.0067 0.0042
[ n = 1000
ﬁGPH.J\lQ dapH.MQ Dapraim dapa.MM ﬁGPH.MQP dapH.MQP
média 0.2832 0.0927 0.2800 0.0901 0.2826 0.0923
vicio -0.0168 -0.0073 -0.0200 -0.0099 -0.0174 -0.0077
eqm 0.0020 0.0011 0.0041 0.0025 0.0023 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.ymwm dr.MM Dr.vmopP dr.MQP
média 0.2824 0.0914 0.2791 0.0897 0.2818 0.0910
vicio -0.0176 -0.0086 -0.0209 -0.0103 -0.0182 -0.0090
eqm 0.0021 0.0013 0.0042 0.0030 0.0024 0.0018
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.mMQP
média 0.3016 0.0910 0.2989 0.0882 0.3006 0.0898
vicio 0.0016 -0.0090 -0.0011 -0.0118 0.0006 -0.0102
eqm 0.0013 0.0009 0.0023 0.0017 0.0018 0.0012
Dspr.Mm@ dsPrR.MQ Dspr.ymMm dspPR.MM Dspr.mQP dsprR.MQP
média 0.2990 0.0870 0.2981 0.0876 0.2997 0.0884
vicio -0.0010 -0.0130 -0.0019 -0.0124 -0.0003 -0.0116
eqm 0.0012 0.0008 0.0022 0.0014 0.0017 0.0011
Dgpur.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopuT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2856 0.0882 0.2814 0.0833 0.2852 0.0876
vicio -0.0144 -0.0118 -0.0186 -0.0167 -0.0148 -0.0124
eqm 0.0028 0.0018 0.0055 0.0034 0.0031 0.0020

Tabela 6.18:

Resultados da estimacao paramétrica para o
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d =

0.1, D =

n € {500, 1000} com contaminagao por outlier AQO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.1921 | 0.0774 | 0.2547 | 0.0876
vicio || -0.1079 | -0.0226 | -0.0453 | -0.0124
eqm || 0.0148 | 0.0019 | 0.0033 | 0.0007
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Figura 6.4: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contaminagdo por mistura com outliers
do tipo AO, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP),

s =4 el =5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita para
d=0.1: (a) n =500 e (b) n = 1000.

Os estimadores SR e SPR possuem menor vicio ao estimar o verdadeiro
valor do parametro D, independente do tamanho amostral e do valor de s.

Investigando as metodologias, a metodologia MM possui maior vicio, com
excecao para o estimador SPR, quando n = 500 e s = 12.

Analisando as estimativas do parametro de longa dependéncia, denotado
por d, todos os estimadores subestimam o seu verdadeiro valor, independente
da metodologia utilizada.

O estimador com menor vicio é o estimador GPH, utilizando as metodo-
logias MQ e MQP. Por outro lado, o estimador com maior vicio é o estimador
GPH'T com a metodologia MM.

Os estimadores semiparamétricos de D possuem maior vicio e erro qua-
dratico médio em comparacgao aos estimadores semiparamétricos de d, inde-
pendente da metodologia utilizada.

Quando s aumenta, o vicio dos estimadores semiparamétricos de d, so-
frem um pequeno aumento enquanto que o erro quadratico médio permanece
inalterado. Nas estimativas do parametro D, quando s aumenta, o erro qua-
dratico médio permanece praticamente constante. Quanto ao vicio, para os
estimadores GPH, R e GPHT, independente da metodologia utilizada, ha
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Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo

SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contamina¢do por mistura com outliers
do tipo AO, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP),
s =Tel=>5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita para
d=0.1: (a) n =500 e (b) n = 1000.

pouca variagao mas, para os estimadores SR e SPR, o vicio diminui.

O erro quadratico médio dos estimadores semiparamétricos diminui com o
aumento do valor de «, quando a € {0.76,0.78, - - - ,0.88,0.8996}. Analisando
o vicio em fungao dos valores de «, quando a € {0.76,0.78,0.80}, o vicio
diminui quanto maior for o valor de . Para o € {0.80,0.82,--- ,0.88,0.8996},
o vicio sofre pouca influéncia por parte do valor de a.

Quando ha contaminagao por outliers do tipo AO, o vicio e o erro quadra-
tico médio dos estimadores semiparamétricos aumentam. Estes resultados ja
haviam sido mencionados por Crato e Ray (2006), Sun e Phillips (2003) e
Arteche (2006) em processos com longa dependéncia.

Analisando o estimador paramétrico W, quando o tamanho amostral au-
menta, o erro quadratico médio e o vicio diminuem. Quando s aumenta, o
erro quadratico médio e o vicio aumentam.

Nas estimativas do parametro D, comparando o estimador W com os esti-
madores semiparamétricos aqui analisados, quanto ao erro quadratico médio,
para n = 500 e s pequeno, os estimadores GPH, R e GPHT, utilizando a
metodologia robusta MM possuem maior erro quadratico médio do que o es-
timador paramétrico. Quando s aumenta, o estimador GPH, independente
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Figura 6.6: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contaminagdo por mistura com outliers
do tipo AO, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP),

s =12 e ¢ = 5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita
para d = 0.1: (a) n = 500 e (b) n = 1000.

da metodologia utilizada, e o estimador R, com a metodologia MM, tendem
a diminuir o erro quadratico médio e passando a ter assim menor erro qua-
dratico médio do que o estimador W. Para n = 1000, os estimadores GPH,
R e GPHT, utilizando a metodologia MM, possuem maior erro quadratico
médio do que o estimador W, independente do valor de s.

Nas estimativas de d, o estimador W possui menor erro quadratico médio
do que a maioria dos estimadores semiparamétricos. Apenas os estimador
SPR, utilizando a metodologia MQ e MQP, e o estimador R, com a meto-
dologia MQ, sao competitivos com o estimador W'.

O vicio do estimador W, para a estimacao do parametro D, é maior do
que os estimadores semiparamétricos. Quanto a estimacao do parametro d,
para s pequeno e n = 500, o estimador W possui maior vicio do que o esti-
mador GPH, independente da metodologia utilizada. Para n = 1000, além
do estimador GPH, o estimador R, nas metodologias M(Q e MQP, possam a
ter menor vicio que o estimador W. Quando s aumenta, o vicio do estimador
W aumenta e passa assim a ser maior do que o vicio da maioria dos esti-
madores semiparamétricos. A excecao, para n = 500, é para os estimadores
GPH, na metodologia MM, R, na metodologia MM, SPR, na metodologia
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MQ e GPHT, nas metodologias MM e MQP. Para n = 1000, o vicio do
estimador W ¢é maior do que a maioria dos estimadores semiparamétricos,
com excecao dos estimadores SPR, nas metodologias MQ e MM e GPHT,
nas metodologias MM e MQP.

Quando as série temporais possuem contaminacao por outliers do tipo
AQ, o erro quadratico médio e o vicio do estimador W aumentam.

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s

Resultados da simulagoes para os processos SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
com contaminagao por mistura com outliers do tipo AO.

Processos SARFIMA (1,d,0) x (0,D,0)s

Nesta secao apresentamos os resultados de simulacao para os modelos SARFI-
MA(1,d,0) x (0, D,0)s contaminados por outliers do tipo AO, com d = 0.2,
D =02, ¢ =07, s€{4,7,12} e n € {500,1000}. No Anexo C encontram-se
os resultados de simulac@o para a sazonalidade s € {5, 6}.

Analisando as Tabelas 6.19 a 6.21, observamos que o erro quadratico mé-
dios das estimativas dos parametros diminui quando o tamanho amostral
aumenta. Quando contaminamos as séries temporais com outliers do tipo
AQO, o erro quadratico médio e o vicio aumentam. FEste resultado foi ob-
servado nas simulagoes dos processos SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0), com o
mesmo tipo de contaminacao.

Nas estimativas dos parametros D e d, o estimador W subestima o ver-
dadeiro valor do parametro enquanto que, nas estimativas do parametro ¢,
o estimador superestima o verdadeiro valor, independente do valor amostral
e da sazonalidade s.

Nas estimativas de D, quando s aumenta, o erro quadratico médio e o
vicio aumentam. Nas estimativas de d, o erro quadratico médio e o vicio
diminuem. Para as estimativas de ¢1, o erro quadratico médio permanece
praticamente constante enquanto que o vicio diminui.

Tabela 6.19: Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =4 e
n € {500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AQO.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 Dw dw 1
média 0.1685 0.0095 0.7981 0.1860 0.0357 0.7842
vicio -0.0315 | -0.1905 | 0.0981 -0.014 | -0.1643 | 0.0842
eqm 0.0045 0.0626 0.0305 | 0.0017 0.0471 0.0234
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Tabela 6.20: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =T e
n € {500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw ?1 Dw dw 1
média 0.1595 0.0283 0.7775 | 0.2049 0.0379 0.7804
vicio -0.0405 | -0.1717 | 0.0775 0.0049 | -0.1621 0.0804
eqm 0.0056 0.0586 0.0290 | 0.0013 0.0431 0.0199

Tabela 6.21: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(1,d,0) x (0,D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s = 12 ¢
n € {500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 Dw dw 1
média 0.1220 0.0779 0.7355 0.1709 0.0712 0.7520
vicio -0.0780 | -0.1221 | 0.0355 | -0.0291 | -0.1288 | 0.0520
eqm 0.0113 0.0511 0.0307 0.0033 0.0417 0.0234

Os vicios dos parametros D e d sao compensados pelo vicio do parametro

¢1, 0 que ja haviamos observado nos resultados da estimacao nos processos
SARFIMA(1,d,0) x (0, D,0), sem contaminagao.

Processos SARFIMA (1,d,1) x (0,D,0)s

Nesta secao apresentamos os resultados de simulacao para os modelos SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0)s contaminados por outliers do tipo AO, com d = 0.2,
D =02, ¢, =076, =02, se{4,7,12} e n € {500,1000}. Os resultados de
simulac@o para a sazonalidade s € {5,6} encontram-se no Anexo C.

O vicio e o erro quadratico médio dos parametros sao maiores quando as
séries temporais sao contaminadas por outliers do tipo AO do que quando nao
hé contaminagao. Ha uma diminui¢ao dos seus valores quando o tamanho
amostral aumenta. As estimativas de D possuem menor erro quadratico
médio, seguida das estimativas de ¢, e 6, respectivamente, e por tltimo pela
de d.

O estimador W subestima o verdadeiro valor dos parametros D e d e
superestima para os parametros ¢; e 6;. Com excecao do parametro 6, para
0 caso em que s = 7.
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Tabela 6.22: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(1,d, 1) x (0, D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, §; = 0.2,
s =4 en e {500,1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dy dw ?1 01 Dy dw 1 01
média 0.1601 0.0235 0.8153 | 0.2083 0.1776 0.1050 0.7763 | 0.2426
vicio -0.0399 | -0.1765 0.1153 | 0.0083 | -0.0224 | -0.0950 | 0.0763 0.0426
eqm 0.0048 0.1354 0.0484 | 0.0922 0.0020 0.0731 0.0195 | 0.0526

Tabela 6.23: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(1,d,1) x (0,D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, §; = 0.2,
s =7 en e {500,1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.
n = 500 n — 1000

Dw dw 1 01 Dw dw o1 01

média 0.1460 0.0162 0.8149 0.1973 0.1901 0.1040 0.7749 0.2405
vicio -0.0540 | -0.1838 | 0.1149 | -0.0027 | -0.0099 | -0.0960 | 0.0749 | 0.0405
eqm 0.0059 0.1393 0.0392 0.0839 0.0012 0.0712 0.0182 0.0526

Tabela 6.24: Resultado da estimagao paramétrica para o processo

SARFIMA(1,d,1) x (0,D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, §; = 0.2,

s =12 e n € {500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.
n = 500 n — 1000

Dw dw 1 0 Dw dw é1 b1

média || 0.1164 | 0.0605 | 0.7833 | 0.2087 | 0.1581 | 0.1320 | 0.7510 | 0.2439

vicio -0.0836 | -0.1395 | 0.0381 | 0.0087 | -0.0419 | -0.0680 | 0.0510 | 0.0439
eqm 0.0111 0.1253 | 0.0833 | 0.0861 | 0.0034 0.0620 | 0.0177 | 0.0468

Quando a sazonalidade s aumenta, o erro quadratico médio e o vicio das
estimativas de D diminuem e de ¢; permanecem praticamente constante.
Nas estimativas de d e ¢1, quando s varia de 4 para 7, o erro quadratico
médio e o vicio aumentam. Quando s varia de 7 para 12, o erro quadratico
médio e o vicio diminuem. Sendo que para s = 12 eles possuem o seu menor
valor.

Outlier Inovador

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s

Nesta se¢ao apresentamos os resultados de estimagao para os processos SARFI-
MA(0,d,0) x(0,D,0)s com contamina¢ao por mistura por outlier do tipo
10.
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As Tabelas 6.25 a 6.30 referem-se aos casos em que d = 0.1, D = 0.3,
s € {4,7,12}, n € {500,1000} e v = 0.8996 (isto &, todas as freqiiéncias
de Fourier sao selecionadas para realizar os diversos métodos de estimacao
da classe semiparamétrica). Diversos outros casos foram considerados e as
tabelas apresentando os resultados encontram-se no Anexo C.

As série temporais foram geradas utilizando o algoritmo mencionado no
inicio deste capitulo, com uma modificagdo no Passo 2. Nesta situacao de
outliers inovadores, geramos um processo ruido branco utilizando a expressao
(4.15). Nestas simulagoes de Monte Carlo, utilizamos ¢ = 0.2, G = N(0, 10)
e F. = N(0,1). Para maiores detalhes sobre contamina¢ao por mistura ver
Secao 4.1.

A contaminacao das séries temporais por outliers do tipo IO, pratica-
mente nao influenciou na estimacao dos parametros do processo SARFI-
MA(0,d,0) x(0,D,0);. Rousseeuw e Leroy (2003), considerando contami-
nagao nos processos ARMA(p, q), comentam que este tipo de outlier causa
pouca ou nenhuma influéncia na estimacao dos parametros dos processos.

Analisando as Tabelas 6.25 a 6.30 e as Figuras 6.7 a 6.9, quando o ta-
manho amostral aumenta, o erro quadratico médio e o vicio dos estimadores
diminuem. Quando a sazonalidade aumenta o erro quadratico médio e o vi-
cio das estimativas do parametro de longa dependéncia sazonal D aumentam
mas, para o parametro de longa dependéncia d sofrem pouca influéncia.

O estimador S PR possui menor erro quadratico médio, tanto na estima-
¢ao do parametro D, como na do parametro d, independente do tamanho
amostral e do valor da sazonalidade. Dentre as metodologias, a M(Q possui
menor erro quadratico médio, seguida pela metodologia robusta MQP e por
ultimo a metodologia robusta MM. Estes resultados foram observados na es-
timacao dos parametros d e D com séries temporais nao contaminadas e com
séries temporais contaminadas por outliers do tipo AO.

Analisando ainda o erro quadratico médio, na estimacao do parametro
D, para n = 500, o estimador SR, independente da metodologia utilizada, é
competitivo com o estimador SPR. Para n = 1000, os estimadores SR, nas
trés metodologias, GPH e R, nas metodologias MQ e MQP, sao competitivos
com o estimador SPR.

Na estimacao do parametro d, para n = 500, o estimador SR, nas trés
metodologias, e o estimador G PH, nas metodologias MQ e MQP, sao compe-
titivos com o estimador SPR, quando comparamos o erro quadratico médio.
Quando s € {7, 12}, o estimador R, nas metodologias MQ e MQP passa a ser
competitivo também. Para n = 1000, o estimador SR, nas trés metodologias,
e os estimadores GPH e R, nas metodologias MQ e MQP, sao competitivos
com o estimador SPR.

Analisando o vicio dos estimadores, quanto as estimativas do parametro
D, os estimadores com menor vicio sao GPH e R. Para pequenos valores de
s, as metodologias MQ e MQP apresentam menor vicio.
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Tabela 6.25: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 4, n €
{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminacao por outlier IO.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.3005 0.1010 0.2889 0.0971 0.2994 0.1024
vicio 0.0005 0.0010 -0.0111 -0.0029 -0.0006 0.0024
eqm 0.0029 0.0024 0.0064 0.0049 0.0031 0.0027
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3001 0.1004 0.2892 0.0950 0.2985 0.1009
vicio 0.0001 0.0004 -0.0108 -0.0050 -0.0015 0.0009
eqm 0.0031 0.0032 0.0065 0.0070 0.0036 0.0036
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3145 0.0992 0.3093 0.0964 0.3126 0.0970
vicio 0.0145 -0.0008 0.0093 -0.0036 0.0126 -0.0030
eqm 0.0021 0.0019 0.0035 0.0032 0.0029 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3093 0.0915 0.3077 0.0937 0.3111 0.0953
vicio 0.0093 -0.0085 0.0077 -0.0063 0.0111 -0.0047
eqm 0.0019 0.0016 0.0032 0.0027 0.0028 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.3131 0.1006 0.2968 0.0957 0.3080 0.0988
vicio 0.0131 0.0006 -0.0032 -0.0043 0.0080 -0.0012
eqm 0.0042 0.0038 0.0077 0.0064 0.0046 0.0042
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.3017 0.1007 0.2969 0.0986 0.2994 0.1003
vicio 0.0017 0.0007 -0.0031 -0.0014 -0.0006 0.0003
eqm 0.0012 0.0012 0.0031 0.0027 0.0015 0.0014
Dgr.ymg dr.MQ Dgr.yvym dr. MM Dr.yvgpP dr.MQP
média 0.3017 0.1008 0.2968 0.0981 0.3004 0.1016
vicio 0.0017 0.0008 -0.0032 -0.0019 0.0004 0.0016
eqm 0.0013 0.0014 0.0032 0.0034 0.0016 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3094 0.0998 0.3068 0.0992 0.3081 0.0992
vicio 0.0094 -0.0002 0.0068 -0.0008 0.0081 -0.0008
eqm 0.0010 0.0008 0.0017 0.0015 0.0014 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.3066 0.0958 0.3056 0.0984 0.3077 0.0978
vicio 0.0066 -0.0042 0.0056 -0.0016 0.0077 -0.0022
eqm 0.0009 0.0007 0.0015 0.0014 0.0013 0.0011
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.3063 0.1015 0.3003 0.1006 0.3049 0.1009
vicio 0.0063 0.0015 0.0003 0.0006 0.0049 0.0009
eqm 0.0020 0.0018 0.0037 0.0032 0.0022 0.0020
Tabela 6.26: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 4en €

{500, 1000} com contaminacao por outlier I0.

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.2691 0.0962 0.2875 0.0980
vicio -0.0309 | -0.0038 | -0.0125 | -0.0020
eqm 0.0041 0.0015 0.0016 0.0007
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Tabela 6.27: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 7, n €
{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminacao por outlier IO.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.3003 0.1033 0.2929 0.0929 0.2992 0.1003
vicio 0.0003 0.0033 -0.0071 -0.0071 -0.0008 0.0003
eqm 0.0030 0.0022 0.0060 0.0049 0.0035 0.0024
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.2998 0.1023 0.2918 0.0914 0.2973 0.0987
vicio -0.0002 0.0023 -0.0082 -0.0086 -0.0027 -0.0013
eqm 0.0032 0.0030 0.0065 0.0064 0.0038 0.0032
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3228 0.0995 0.3177 0.0960 0.3196 0.0989
vicio 0.0228 -0.0005 0.0177 -0.0040 0.0196 -0.0011
eqm 0.0025 0.0018 0.0040 0.0034 0.0033 0.0025
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3175 0.0916 0.3155 0.0938 0.3189 0.0963
vicio 0.0175 -0.0084 0.0155 -0.0062 0.0189 -0.0037
eqm 0.0022 0.0015 0.0038 0.0026 0.0031 0.0019
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.3163 0.1019 0.3039 0.0940 0.3144 0.0995
vicio 0.0163 0.0019 0.0039 -0.0060 0.0144 -0.0005
eqm 0.0046 0.0033 0.0076 0.0062 0.0051 0.0035
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.3005 0.1016 0.2965 0.0994 0.3008 0.1013
vicio 0.0005 0.0016 -0.0035 -0.0006 0.0008 0.0013
eqm 0.0014 0.0011 0.0030 0.0022 0.0016 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.3001 0.1010 0.2971 0.0992 0.2992 0.1029
vicio 0.0001 0.0010 -0.0029 -0.0008 -0.0008 0.0029
eqm 0.0015 0.0013 0.0030 0.0027 0.0017 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3145 0.0998 0.3121 0.0985 0.3127 0.0992
vicio 0.0145 -0.0002 0.0121 -0.0015 0.0127 -0.0008
eqm 0.0011 0.0008 0.0018 0.0014 0.0015 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.3117 0.0956 0.3115 0.0968 0.3119 0.0985
vicio 0.0117 -0.0044 0.0115 -0.0032 0.0119 -0.0015
eqm 0.0010 0.0007 0.0018 0.0012 0.0014 0.0009
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.3113 0.1012 0.3037 0.0948 0.3095 0.1012
vicio 0.0113 0.0012 0.0037 -0.0052 0.0095 0.0012
eqm 0.0021 0.0016 0.0037 0.0032 0.0023 0.0019

Tabela 6.28:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s
{500, 1000} com contaminacao por outlier I0.

Resultado da estimacao paramétrica para

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.2481 0.0959 0.2792 0.0977
vicio -0.0519 | -0.0041 | -0.0208 | -0.0023
eqm 0.0053 0.0013 0.0016 0.0006
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Tabela 6.29: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D =
{500, 1000}, ¢ = 5 com contaminacao por outlier IO.

03, s =12, n €

[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.3052 0.1003 0.2991 0.0924 0.3032 0.0984
vicio 0.0052 0.0003 -0.0009 -0.0076 0.0032 -0.0016
eqm 0.0037 0.0022 0.0075 0.0044 0.0044 0.0025
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3055 0.1010 0.3022 0.0953 0.3042 0.0999
vicio 0.0055 0.0010 0.0022 -0.0047 0.0042 -0.0001
eqm 0.0039 0.0032 0.0078 0.0064 0.0046 0.0035
Dsr.mq dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.3363 0.1002 0.3368 0.0990 0.3377 0.0989
vicio 0.0363 0.0002 0.0368 -0.0010 0.0377 -0.0011
eqm 0.0038 0.0020 0.0053 0.0033 0.0049 0.0027
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3297 0.0896 0.3323 0.0945 0.3347 0.0943
vicio 0.0297 -0.0104 0.0323 -0.0055 0.0347 -0.0057
eqm 0.0033 0.0016 0.0052 0.0030 0.0046 0.0023
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.3337 0.1015 0.3274 0.0938 0.3341 0.0997
vicio 0.0337 0.0015 0.0274 -0.0062 0.0341 -0.0003
eqm 0.0064 0.0033 0.0092 0.0056 0.0067 0.0035
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.3010 0.0988 0.3005 0.0949 0.3015 0.0985
vicio 0.0010 -0.0012 0.0005 -0.0051 0.0015 -0.0015
eqm 0.0015 0.0011 0.0033 0.0024 0.0018 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.3008 0.0985 0.2997 0.0954 0.3024 0.0971
vicio 0.0008 -0.0015 -0.0003 -0.0046 0.0024 -0.0029
eqm 0.0016 0.0014 0.0035 0.0030 0.0018 0.0017
Dsr.ymq dsr.MQ Dsr. vy dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.3230 0.0975 0.3234 0.0962 0.3232 0.0965
vicio 0.0230 -0.0025 0.0234 -0.0038 0.0232 -0.0035
eqm 0.0015 0.0009 0.0025 0.0016 0.0019 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.3197 0.0923 0.3214 0.0944 0.3221 0.0947
vicio 0.0197 -0.0077 0.0214 -0.0056 0.0221 -0.0053
eqm 0.0013 0.0008 0.0024 0.0014 0.0018 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.3152 0.0984 0.3122 0.0964 0.3155 0.1002
vicio 0.0152 -0.0016 0.0122 -0.0036 0.0155 0.0002
eqm 0.0024 0.0018 0.0041 0.0033 0.0027 0.0018

Tabela 6.30:

n € {500, 1000} com contaminagao por outlier 10.

0.1, D =

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.2281 0.0899 0.2594 0.0949
vicio -0.0719 | -0.0101 | -0.0406 | -0.0051
eqm 0.0077 0.0014 0.0027 0.0007
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Figura 6.7: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contaminac¢ao por mistura pelo modelo
10, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP), s =4
e { = 5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita para
d=0.1: (a) n =500 e (b) n = 1000.

Quando s aumenta, a metodologia robusta MM torna-se competitiva com
as metodologias MQ e MQP. Quanto ao restante dos estimadores semipara-
métricos, o estimador SR possui maior vicio, seguido do estimador SPR
e por tultimo GPHT, independente do tamanho amostral. Além disso, os
estimadores SR, SPR e GPHT, sempre superestimam o verdadeiro valor
do parametro D. Para s = 12, os estimadores GPH e R superestimam o
verdadeiro valor de D, em todas as metodologias. A excecao ocorre para o
estimador GPH, na metodologia MM, para n = 500.

Para as estimativas de d, os estimadores GPH, R, SR e GPH'T utilizando
as metodologias MQ e MQP, possuem menor vicio. Todos os estimadores

utilizando a metodologia MM subestimam o verdadeiro valor do parametro
d.

O estimador SPR, independente da metodologia utilizada, é aquele com
menor varia¢ao no vicio quando s aumenta, independente do tamanho amos-
tral. Além disso, este estimador possui o maior vicio.
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Figura 6.8: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contaminac¢ao por mistura pelo modelo
10, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP), s =5

e { = 5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita para
d=0.1: (a) n =500 e (b) n = 1000.

Os estimadores semiparamétricos possuem menor vicio quando a série
temporal esta contaminada por outliers do tipo 10 do que quando ha con-
taminacao por outliers do tipo AO.

Analisando o estimador paramétrico W, quando o tamanho amostral au-
menta, o erro quadratico médio e o seu vicio diminuem.

Nas estimativas do parametro D, o estimador W possui maior vicio do
que os estimadores semiparamétricos. Na maioria dos casos, o seu erro qua-
dratico médio também é maior, com excecao dos estimadores R e GPHT,
na metodologia MM.

Nas estimativas do parametro D, para n = 500, o estimador paramétrico
W possui vicio menor do que todos os estimadores semiparamétricos utili-
zando a metodologia MM e do estimador S PR, independente da metodologia
utilizada. Para n = 1000, apenas o estimador SP R, nas metodologias MQ e
MQP, possuem maior vicio do que o estimador W.
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Figura 6.9: Vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(0,d,0) x(0,D,0)s, com contaminac¢ao por mistura pelo modelo
10, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP), s = 12
e { = 5. Os graficos da esquerda sao para D = 0.3 e os da direita para
d=0.1: (a) n =500 e (b) n = 1000.

Para as estimativas do parametro D, o estimador paramétrico W possui
maior erro quadratico médio do que a maioria dos estimadores semiparamé-
tricos. A excecao ocorre para os estimadores GPH, R e GPHT, utilizando
a metodologia MM. Nas estimativas do parametro d, o estimador W pos-
sui menor erro quadratico médio do que os estimadores semiparamétricos,
independente do tamanho amostral aqui utilizado e do valor de s.

O erro quadratico médio e o vicio dos estimadores semiparamétricos di-
minui com o aumento do valor de a € {0,74,0.76,---,0.80}. Para o €
{0.80,0,82,---,0.88,0.8996}, o vicio e o erro quadratico médio sofrem pouca
influéncia por parte do valor de a.

Comparando estes resultados com os resultados obtidos quando as séries
temporais nao sao contaminadas, o erro quadratico médio e o vicio sofrem
pouca influéncia quando ha contaminagao por outliers do tipo 0. Estes
resultados ja haviam sido mencionados por Rousseeuw e Leroy (2003), para
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os processos ARMA(p, q).

Resultados da Estimacao dos Processos
SARFIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s

Resultados da simulagoes para os processos SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s
com contaminagao por mistura com outliers do tipo 10.

Processos SARFIMA (1,d,0) x (0,D,0)s

Nesta secao apresentamos os resultados de simulacao para os modelos SARFI-
MA(1,d,0) x (0, D,0)s contaminados por outliers do tipo IO, com d = 0.2,
D =02, ¢ =07, s€{4,7,12} e n € {500,1000}. No Anexo C encontram-se
os resultados de simulac@o para a sazonalidade s € {5, 6}.

Quando ha contaminacao por outliers do tipo 10, o estimador paramé-
trico W, possui um comportamento semelhante quando as séries temporais
nao sao contaminadas por outliers. Este resultado foi observado nas simula-
¢oes com os processos SARFIMA(0,d,0) x (0, D,0)s.

O erro quadrético médio e o vicio sofrem pouca influéncia quando conta-
minamos as séries temporais por outliers do tipo 0.

As estimativas com maior vicio e erro quadratico médio sao as do para-
metro d enquanto que, as estimativas do parametro D possuem menor vicio
e erro quadratico médio.

O vicio e o erro quadratico médio diminuem quando o tamanho amostral
aumenta.

O estimador W subestima o verdadeiro valor dos parametros D e d e
superestima o parametro ¢j.

Quando a sazonalidade aumenta, o erro quadratico médio das estimativas
de D diminuem, enquanto que o vicio aumenta. Para o parametro d, o
vicio diminui e o erro quadratico médio aumenta. Nas estimativas de ¢,
o vicio diminui, quando s aumenta, e o erro quadratico médio permanece
praticamente inalterado.

Tabela 6.31: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =4 en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo I0.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 Dw dw 1
média 0.1685 0.0095 0.7981 0.1860 0.0357 0.7842
vicio -0.0315 | -0.1905 | 0.0981 | -0.0140 | -0.1643 | 0.0842
eqm 0.0045 0.0626 0.0305 0.0017 0.0471 0.0234
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Tabela 6.32: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =T en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo I0.

n = 500 n = 1000
Dy dw ?1 Dy dw 1
média 0.1595 0.0283 0.7775 0.1849 0.0478 0.7716
vicio -0.0405 | -0.1717 | 0.0775 | -0.0151 -0.1522 0.0716
eqm 0.0056 0.0586 0.0290 0.0017 0.0449 0.0229

Tabela 6.33: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s = 12 e
n € {500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo 1O.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 Dw dw 1
média 0.1220 0.0779 0.7355 0.1709 0.0712 0.7520
vicio -0.0780 | -0.1221 | 0.0355 | -0.0291 | -0.1288 | 0.0520
eqm 0.0113 0.0511 0.0307 0.0033 0.0417 0.0234

Processos SARFIMA (1,d,1) x (0,D,0)

Nesta secao apresentamos os resultados de simulacao para os modelos SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0)s contaminados por outliers do tipo 10, com d = 0.2,
D =02,¢; =076, =02, se{4,7,12} e n € {500,1000}. Os resultados de
simulac@o para a sazonalidade s € {5,6} encontram-se no Anexo C.

Da mesma forma que para os processos SARFIMA(1,d,0) x (0, D,0)s,
quando ha contaminacgao por outliers do tipo 10, o estimador paramétrico
W, possui um comportamento semelhante quando as séries temporais nao
sao contaminadas por outliers.

Quando n = 500, o vicio das estimativas do parametro ¢#; é menor do
que para n = 1000. Para os demais parametros, o vicio é maior quando
n = 500 do que quando n = 1000. Quando o tamanho amostral aumento o
erro quadratico médio diminui.

As estimativas para o parametro #; possuem menor vicio quando n = 500
e as estimativas de D isso ocorre quando n = 1000. As estimativas de D
possuem menor erro quadratico médio, seguida das estimativas de ¢; e 6y,
respectivamente, e por tltimo a de d.

Quando s aumenta, o vicio e o erro quadratico médio das estimativas de
D e ¢; diminuem. Quando s varia de 4 a 7, o vicio das estimativas de d e 6,
aumentam, mas quando s varia de 7 a 12, o vicio diminui.
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Tabela 6.34: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, 0; = 0.2, s =4
e n € {500, 1000} com contaminacao por outlier do tipo I0.

n = 500 n = 1000
Dw dw 1 01 Dw dw 1 01
0.1776 0.1050 0.7763 | 0.2426

média 0.1601 0.0251 | 0.8150 | 0.2094
vicio -0.0399 | -0.1749 | 0.1150 | 0.0094 | -0.0224 | -0.0950 | 0.0763 | 0.0426

eqm 0.0048 0.1355 | 0.0485 | 0.0933 | 0.0020 0.0731 | 0.0195 | 0.0526

Tabela 6.35: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, 0, = 0.2, s =7
e n € {500, 1000} com contaminacao por outlier do tipo I0O.

n = 500

Dw dw ®1 01 Dw dw 1 01
média 0.1458 0.0105 0.8153 0.1918 0.1731 0.1153 0.7687 | 0.2453
vicio -0.0542 | -0.1895 | 0.1153 | -0.0082 | -0.0269 | -0.0847 | 0.0687 | 0.0453
eqm 0.0059 0.1390 0.0394 0.0802 0.0020 0.0740 0.0197 | 0.0548

Tabela 6.36: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,1) x (0, D,0),, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢ = 0.7, 6; = 0.2, s = 12
e n € {500, 1000} com contaminacao por outlier do tipo I0O.

n = 500 n = 1000
Dw dw ®1 01 Dw dw 1 01
0.1320 0.7510 | 0.2439

média 0.1108 0.0445 | 0.7790 | 0.1881 0.1581
-0.0892 | -0.1555 | 0.0790 | -0.0119 | -0.0419 | -0.0680 | 0.0510 | 0.0439
0.0724 0.0034 0.0620 | 0.0177 | 0.0468

vicio
eqm 0.0118 0.1230 | 0.0389
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Capitulo 7
Aplicacao

Neste capitulo analisamos uma série temporal real utilizando a metodologia
desenvolvida ao longo deste trabalho.

Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo

Consideramos a série temporal dos niveis mensais do Rio Nilo, em Aswan,
cordialmente cedida pelo Professor Dr. A. Montanari (Universita di Bologna,
[télia). Esta série temporal consiste de 1466 observagoes, durante o periodo
de agosto de 1872 a setembro de 1994 (ver Figura 7.1). A andlise desta série
pode ser encontrada em Montanari et al. (2000) e Bisognin e Lopes (2007).
Neste capitulo, esta série temporal é contaminada por mistura com outliers
do tipo AO, onde ¢ = 0.2%, isto é, trés outliers do tipo AO sao inseridos na
série temporal com funcao de distribuicao de probabilidade G dada por uma
distribuigao N (0, 10). As Figuras 7.2(a) e 7.2(b) referem-se, respectivamente,
as suas fungoes de autocorrelacao amostral e periodograma.

. 6
Niveis Mensais (10 m3fs)
1 SI‘]DU QD?DD 25I‘3DD SD?DD

1D?DD

5000

rrr 17 717 71T 7T 17T T 7T 7T 717 T T T TT°7T
1870 1880 1880 1900 1910 1820 1930 1940 1950 1360 1970 1980 1990

Anos

Figura 7.1: Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan
(Perfodo: Agosto de 1872 a Setembro de 1994; n = 1466).
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Figura 7.2: Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan: (a)
funcao de autocorrelagao amostral; (b) funcao periodograma.
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As Figuras 7.2(a) e 7.2(b) mostram que a série temporal apresenta um
comportamento de longa dependéncia, ja que a funcao de autocorrelacao
amostral possui um decaimento hiperbdlico lento, e sua funcao periodograma
apresenta um comportamento periddico causado pelo seu ciclo anual. A
funcao periodograma apresenta picos nas freqiiéncias sazonais w;, onde j =
[2]k = [%]k = 122k, para k = 0,1,--- ,6. Este comportamento também
foi detectado por Montanari et al. (2000) e Bisognin e Lopes (2007).

O melhor modelo ajustado a esta série temporal, segundo os critérios
de selegao de modelo vistos na Se¢ao 5.2 do Capitulo 5, ¢ um processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s,com P=p=1=q=Q,D=W,d=0.0¢
s =12.

Tabela 7.1: Modelo Ajustado para a Série Temporal dos Niveis Mensais do
Rio Nilo, em Aswan, sem contaminagao.

Parametro 01 d, Dy dw 0, CH
Estimador 0.6124 | 0.9876 | 0.1980 | 0.0087 | -0.2171 | 0.9398
Desvio Padrao || 0.0291 | 0.0295 | 0.0235 | 0.0203 | 0.0357 | 0.0145

A variancia estimada dos residuos é 52 = 1.0005.

Tabela 7.2: Modelo Ajustado para a Série Temporal dos Niveis Mensais do
Rio Nilo, em Aswan, com contaminacao.

Parametro gbl CI)1 DW dW 91 @1
Estimador 0.6091 | 0.9909 | 0.1619 | 0.0075 | -0.2130 | 0.9371
Desvio Padrao || 0.0288 | 0.0048 | 0.0235 | 0.0203 | 0.0358 | 0.0122

A variancia estimada dos residuos é 52 = 1.0007.
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Tabela 7.3: Valores dos Critérios de Selecao de Modelo para a Série Tem-
poral dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan, sem contaminacao.

Critério de Selecao | AIC BIC | HQC
Valor 14.7328 | 51.7648 | 0.0240

Tabela 7.4: Valores dos Critérios de Selecao de Modelo para a Série Tem-
poral dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan, com contaminacao.

Critério de Selecao | AIC BIC | HQC
Valor 15.0063 | 52.0384 | 0.0197

As Tabelas 7.1 e 7.2 apresentam os resultados para os estimadores dos
parametros do modelo ajustado para esta série temporal com sazonalidade
s = 12, sem e com contaminacao por outlier do tipo AO. Consideramos
apenas o estimador proposto por Fox e Taqqu (1986) pelos mesmos moti-
vos apresentados na estimagao dos processos SARFIMA(p, d, ¢) x (P, D, Q)s,
quando P, p, q, Q sao diferentes de zero. O valor do parametro de diferenci-
acao d é igual a zero (na verdade, d = 0.0075). Este modelo foi selecionado
pelos critérios de selecao de modelo vistos na Secao 5.2. Os valores sao apre-
sentados nas Tabela 7.3 e 7.4, para os casos sem e com contaminacao por
outliers, respectivamente.

Os valores dos critérios de selecao foram obtidos a partir das expressoes
(5.32), (5.33) e (5.34), respectivamente.

0.0s

-005

-0.10

-0.15

(a) (b)
Figura 7.3: Residuos do Modelo Ajustado a Série Temporal dos Niveis Men-
sais do Rio Nilo, em Aswan, sem contaminagao: (a) funcao de autocorrelagao
amostral; (b) funcdo de autocorrelagao parcial amostral.
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Figura 7.4: Residuos do Modelo Ajustado a Série Temporal dos Niveis Men-
sais do Rio Nilo, em Aswan, com contaminagao: (a) func¢ao de autocorrelagao
amostral; (b) fungao de autocorrelagao parcial amostral.
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Figura 7.5: Histograma dos Residuos do Modelo Ajustado a Série Temporal

dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan: (a) sem contaminagao; (b) com
contaminacao por outlier aditivo.

As Figuras 7.3(a) e 7.3(b) apresentam as fungoes de autocorrelacao e
de autocorrelagao parcial amostrais dos residuos do modelo, quando nao ha
contaminacao por outliers.

As Figuras 7.4(a) e 7.4(b) apresentam as fungoes de autocorrelagao e de
autocorrelagao parcial amostrais dos residuos do modelo, quando hé conta-
minacao por outliers do tipo AO.

Analisando as Figuras 7.3 e 7.4 observamos que o modelo esta bem ajus-
tado em ambos os casos, isto é, quando nao ha ou ha contaminacao. Obser-
vando os histogramas nas Figuras 7.5(a) e (b), observamos que os residuos
do modelo ajustado a série temporal (sem e com contaminagao, respecti-
vamente) possuem distribuigdo aproximadamente normal padrao com uma
variancia muito pequena em relacao a 1.0.
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Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho, demonstramos varios resultados tedricos para os processos
k-Factor GARMA (p, u, A, q) e SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s. Para os pro-
cessos k-Factor GARMA (p, u, A, ¢) destacamos os Lema 2.1 e 2.2, os quais sao
de grande importancia para a estimacao e previsao utilizando estes proces-
sos. Para os processos SARFIMA (p,d, q) x (P, D, Q)s destacamos a fungao
densidade espectral, estacionariedade, dependéncia intermediaria e longa e
funcao de autocovariancia do processo. Também obtivemos uma expressao
assintética para a funcao de autocovariancia destes processos. Além disso,
mostramos as condicoes necessarias e suficientes para a causalidade, inver-
sibilidade e a convergéncia em quadrado médio e quase certa das represen-
tagoes auto-regressiva e média mdvel infinita. Na se¢ao de previsao, exten-
demos os resultados obtidos por Bisognin e Lopes (2007) para os processos
SARFIMA(0, D, 0)s agora para os processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s.

Investigamos a contaminacao de processos estocasticos por outliers do
tipo AO e IO (contaminagao paramétrica e por mistura). Desenvolvemos um
estimador para a magnitude dos outliers do tipo AO e um para os outliers do
tipo 10. Mostramos que estes estimadores sao nao viciados e tem distribuicao
normal.

Na estimagao em processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q) apresentamos
cinco estimadores na classe semiparamétrica e um na classe paramétrica.
Ademais, propomos nova metodologia robusta para a estimagao dos parame-
tros d e D, os chamados estimadores robustos.

Realizamos diversas simulacoes de Monte Carlo, variando os parametros
da seguinte forma: sazonalidade s € {4,5,6,7,12}, tamanho amostral n €
{500, 1000}, d, D € {0.1,0.2,0.3}, p, g€ {0,1} e P =0 = Q.

Para os valores de a, onde g(n) = n® é o nimero de freqiiéncias de Fourier
utilizadas na classe dos estimadores semipramétricos, utilizamos os valores
a € {0,74,0.76,--- ,0.88,0.8996}. O caso a = 0.8996 significa que estamos
considerando todas as freqiiéncias na estimagao semiparamétrica.

Também investigamos o desempenho dos estimadores quando as séries
temporais sao contaminadas por outliers do tipo AO e 10.
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Nos resultados da estimagcao obtidos para os processos SARFIMA (p, d, q) x
(P, D,Q)s, o estimador SPR é aquele que possui menor erro quadratico mé-
dio. Dentre as metodologias de estimacao, a MQ possui menor erro qua-
dratico médio, seguida pela metodologia robusta MQP e por iltima a me-
todologia robusta MM. Estes resultados foram obtidos para simulagoes sem
contaminacao e com contaminacao por outliers tanto do tipo AO como do
tipo 10. Na maioria dos casos analisados, o estimador G PH, utilizando as
metodologias MQ e MQP, sao competitivos com o estimador SPR, do ponto
de vista de menor erro quadratico médio. Este resultado ocorre indepen-
dente do tamanho amostral e dos valores da sazonalidade s e foi observado
em todas as simulacoes envolvendo ou nao contaminacgao por outliers.

Quando contaminamos as séries temporais com outliers do tipo AO, o erro
quadratico médio de todos os estimadores aumenta. Quando a contaminacao
ocorre por outliers do tipo 10, o erro quadratico médio dos estimadores sofre
pouca variagao.

A medida que o tamanho amostral aumenta, os valores do erro quadra-
tico médio e do vicio de todos os estimadores, independente da metodologia
utilizada, diminuem.

O vicio e o erro quadratico médio diminuem a medida que o valor de o au-
menta. Para simulagoes sem e com contaminacao por outliers do tipo IO, os
melhores resultados foram obtidos quando « € {0, 74,0.76, - - - , 0.88,0.8996},
isto é, para valores grandes de . Para simulagoes com contaminacao por ou-
tliers do tipo AO, os melhores resultados foram obtidos para a € {0.76,0.78,
--+,0.88,0.8996}. O valor de o = 0.8996 refere-se a utilizagdo de todas as
freqiiéncias de Fourier para realizar os diversos métodos de estimacao da
classe semiparamétrica. Em todas as simulagoes, para a < 0.80, o erro qua-
dratico médio e o vicio diminuem a medida que a aumenta. Para a > 0.80,
o erro quadratico médio e o vicio sofrem pouca influéncia quando « varia.

Algumas destas conclusoes foram obtidas por Porter-Hudak (1990), para
o caso s = 12, utilizando os processos SARFIMA(0, D,0),;. O autor neste
artigo sugere o uso de g(n) = n® com « € (0.62,0.75). Lopes et al. (2004),
considerando processos ARFIMA(p,d, q), que sugere o € {0.60,0.70,0.80}.
Bisognin e Lopes (2007), considerando processos SARFIMA(0, D, 0)s, suge-
rem « € {0.70,0.80}. Mendes e Lopes (2006) concluem que quanto mais
complexo o modelo, isto é, mais parametros a serem estimados, maior deve
ser o valor de «.

Analisando os resultados da estimagao para os processos SARFIMA(0, d, 0)
x (0, D,0)s sem contaminagao, percebemos que os estimadores semiparamé-
tricos, para o parametro D, possuem maior vicio e erro quadratico médio
quando comparados com os estimadores semiparamétricos para o parametro
d. Este resultado independe da metodologia utilizada.

O estimador GPHT possui maior erro quadratico médio ao estimar os
verdadeiros valores de d e D, em todas as metodologias. Em geral, o estima-
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dor SR possui maior vicio também independente da metodologia utilizada
(isto é, MQ, MM e MQP).

O erro quadratico médio do estimador paramétrico W, para o parametro
D, aumenta quando o valor de s aumenta. No entanto, isto nao acontece
para as estimativas do parametro d. Para n = 500, o estimador W na
estimativa de D, possui maior vicio comparado com todos os estimadores
semiparamétricos. Nas estimativas de d, o estimador W possui maior vicio
do que os estimadores GPH, R, SR e GPH'T, independente da metodologia
utilizada.

Para n = 1000, nas estimativas de D, apenas os estimadores GPH e R,
independente da metodologia, e o estimador GPHT, na metodologia MM,
possuem menor vicio do que o estimador W. Nas estimativas de d, para
sazonalidade pequena, apenas o estimador SPR, nas metodologias MQ e
MQP, possui maior vicio do que o estimador W.

Quando as séries temporais sao contaminadas por outlier do tipo AO, o
vicio de todos os estimadores aumenta. Quanto as estimativas do parametro
de longa dependéncia sazonal, D, a maioria dos estimadores subestima o seu
verdadeiro valor com excecao do estimador SR, utilizando as metodologias
MQ e MQP. Os estimadores SR e SPR possuem menor vicio ao estimar o
verdadeiro valor do parametro D, independente do tamanho amostral e do
valor de s.

Analisando as estimativas do parametro de longa dependeéncia, d, todos
os estimadores subestimam o seu verdadeiro valor, independente da metodo-
logia utilizada. O estimador com menor vicio ¢ o estimador GPH, utilizando
as metodologias MQ e MQP. Por outro lado, o estimador com maior vicio é
o estimador GPHT com a metodologia MM. Os estimadores semiparamétri-
cos de D possuem maior vicio e erro quadratico médio em comparacao aos
estimadores semiparamétricos de d, independente da metodologia utilizada.

O vicio e o erro quadratico médio dos estimadores semiparamétricos para
o parametro d sofrem pouca influéncia quando a sazonalidade varia. Nas
estimativas do parametro D, quando s aumenta, o erro quadratico médio
permanece praticamente constante.

O erro quadratico médio e o vicio do estimador W diminuem quando o
tamanho amostral aumenta. Mas, quando s aumenta, os mesmos aumentam.
O estimador W possui menor erro quadratico médio, na maioria dos casos
analisados, quando comparados com os estimadores semiparamétricos.

O vicio do estimador W, para a estimacao do parametro D, é maior do
que o vicio para os estimadores semiparamétricos. Quando s aumenta, o vicio
do estimador W aumenta passando a ser maior do que o vicio da maioria dos
estimadores semiparamétricos.

A contaminacao das séries temporais por outliers do tipo IO causa pouca
influéncia na estimacao dos parametros do processo.

O estimador S PR possui menor erro quadratico médio, tanto na estima-
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¢ao do parametro D, como na do parametro d, independente do tamanho
amostral e do valor da sazonalidade. Dentre as metodologias, a M(Q possui
menor erro quadratico médio, seguida pela metodologia robusta MQP e por
ultimo a metodologia robusta MM. Estes resultados foram observados na es-
timagao dos parametros d e D com séries temporais sem e com contaminac¢ao
por outliers do tipo AO.

Na estimacao do parametro D, para n = 500, o estimador SR, inde-
pendente da metodologia utilizada, é competitivo com o estimador SPR.
Para n = 1000, os estimadores SR, nas trés metodologias e GPH e R, nas
metodologias MQ e MQP, sao competitivos com o estimador SPR.

Na estimacao do parametro d, para n = 500, o estimador SR, nas trés
metodologias, e o estimador G PH, nas metodologias MQ e MQP, sao com-
petitivos com o estimador SPR. Para n = 1000, o estimador SR, nas trés
metodologias, e os estimadores GPH e R, nas metodologias MQ e MQP, sao
competitivos com o estimador SPR.

Para as estimativas de d, os estimadores GPH, R, SR e GPHT utilizando
as metodologias MQ e MQP, possuem menor vicio. Todos os estimadores
utilizando a metodologia MM subestimam o verdadeiro valor do parametro
d.

O estimador SPR, independente da metodologia utilizada, é aquele com
menor variagao no vicio quando s aumenta, independente do tamanho amos-
tral. Além disso, este estimador possui o maior vicio.

Os estimadores semiparamétricos possuem menor vicio quando a série
temporal estd contaminada por outliers do tipo IO do que quando ha con-
taminacao por outliers do tipo AO.

Nas estimativas do parametro D, o estimador W possui maior vicio do
que todos os estimadores semiparamétricos aqui considerados. Na maioria
dos casos, o seu erro quadratico médio também é maior, com excecao dos
estimadores R e GPH'T, na metodologia MM. Nas estimativas do parametro
d, o estimador W possui menor erro quadratico médio do que os estimadores
semiparamétricos, independente do tamanho amostral e do valor de s aqui
considerados.

Comparando os resultados obtidos quando as séries temporais sao conta-
minadas por outliers do tipo 10 com os resultados obtidos quando as séries
temporais nao sao contaminadas, o erro quadratico médio e o vicio sofrem
pouca influéncia quando ha contaminacao por outliers do tipo 0. Estes
resultados ja haviam sido mencionados por Rousseeuw e Leroy (2003), para
os processos ARMA(p, q).

Quando contaminamos as séries temporais com outliers do tipo AO, o
erro quadratico médio e o vicio, nas estimativas dos parametros dos SAR-
FIMA completos aumentam. Este resultado foi observado nas simulagoes dos
processos SARFIMA(0, d,0) x (0, D,0)s com o mesmo tipo de contaminagao.

Quando ha contaminacao por outliers do tipo 10, o estimador paramé-
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trico W, para os processos SARFIMA completos, possui um comportamento
semelhante quando as séries temporais nao sao contaminadas por outliers.
Este resultado foi observado nas simulagoes com os processos SARFIMA
(0,d,0) x (0,D,0)s.

Podemos dizer que, na grande maioria dos casos, o vicio dos parametros
d e D é parcialmente compensado pelo vicio do parametro ¢; e 6;.

Analisamos a série temporal dos niveis mensais do Rio Nilo em Aswan,
cordialmente fornecida pelo Professor Dr. A. Montanari (Univesita de Bo-
logna, Italia). Contaminamos a série temporal com outliers do tipo AO. Para
esta série temporal real, ajustamos o modelo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s,
coms =12, P=p=1=q=Q,dy = 0.0, Dy = 0.1619, ¢, = 0.6091,
®; =0.9909, 0, = —0.2130 e ©1 = 0.9371. Quando nao ha contaminacao por
outliers, o modelo ajustado para a séries temporal é semelhante ao modelo
quando nao ha contaminagao, isto é, ajustamos o modelo SARFIMA (p, d, ¢) x
(P,D,Q)s, coms =12, P=p=1=¢q=Q, dw = 0.0, Dy = 0.1980,
b1 = 0.6124, &, = 0.9876, §, = —0.2171 e ©; = 0.9398.
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Apeéendice A

Neste apéndice apresentamos algumas defini¢oes e teoremas necessarios
para demonstracoes de certos resultados nos Capitulos 2, 3 e 5. Estas defini-
¢oes e teoremas foram retirados de vérios livros e artigos e tém como objetivo
facilitar a leitura deste trabalho.

A.1 Funcoes de Variacao Limitada e de Vari-
acao Suave

A seguir, apresentamos a definicado de funcao de variacdo limitada e funcao
de variagao suave no sentido de Zygmund. Estas nocoes sao necessarias na
Secao 3.2 do Capitulo 3.

Definigao A.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo real e seja a < zp < 71 <
.-+ < a1, < buma particdo do intervalo [a, b]. Dizemos que f(-) é de variacao
limitada, sob o intervalo fechado [a, b], se

sup {ﬁ F(@)) = Flay)lf <o,

sob todas as possiveis parti¢oes do intervalo [a,b]. Denotamos por BV [a,b]
o conjunto das fungoes de variagdo limitada no intervalo |a,b].

Definigao A.2. Dizemos que g : [—m, 7| — [0,00] é uma funcao par, real e
de variagdo suave nas freqiiéncias w;, para j = 0,1,--- ,|s/2|, no sentido de
Zygmund, onde |z| significa a parte inteira de x, se satisfaz as duas condigoes
a seguir.

i) Para algum 6 > 0, g(w)|w — w;|° é crescente (respectivamente, decres-
cente) e g(w)|w — w;|™° é decrescente (respectivamente, crescente) em
alguma vizinhanca a direita (respectivamente, a esquerda) de wj;
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ii) g(-) é uma fungdo de variagao limitada no conjunto (0,7[\(J;Z Ls/2] o [w;—
€,w; + €], para algum € > 0.

Observacao A.1:

1) Uma funcao é de variagdo suave em zero (respectivamente, infinito) se
cla ¢ limitada em um intervalo finito e se, para todo = > 0, g(tz)/g(t) — 1,
quando t — 0 (respectivamente, infinito). As fungoes constante e logaritmica
sao exemplos de fungoes de variacao suave.

2) A fungao ¢(-) de variagao suave na freqiiéncia 0, no sentido de Zygmund,
satisfaz a condicao g(tx)/g(t) — 1, quando ¢ — 0, para todo = > 0, isto
é, g é de variacao limitada no sentido de Karamata. Portanto, toda funcao
de variagdo suave na freqiiéncia zero, no sentido de Zygmund, é também
de variacao limitada no sentido de Karamata. Para maiores detalhes ver
Bingham et al. (1989).

A.2 Ordens de Aproximacao O e o

Nesta segao, apresentamos as defini¢oes das ordens de aproximagao O e o e
também algumas propriedades das mesmas. Estas nogoes sao utilizadas nas
Secoes 2.2 e 2.4 do Capitulo 2 e na Secao 3.2 do Capitulo 3.

Definicao A.3. Sejam f,g : R — R duas fungoes reais quaisquer. Entao,
dizemos que f(-) € de ordem menor ou igual a g(-), denotada por f(z) =
O(g(x)), quando & — 0, se e somente se, existem A > 0 e xy € R, tais que
|f(z)] < Alg(z)|, para todo x > zo. Em outras palavras, f(z) = O(g(z)),
quando x — oo, significa que ‘f g ;‘ é limitada para x suficientemente grande.
Definicao A.4. Sejam f,g : R — R duas fungoes reais quaisquer. FEn-
tao, dizemos que f(-) € de ordem (estritamente) menor a g(-), denotada por
f(z) = o(g(x)), quando x — o0, se e somente se, para todo A > 0, existe

zo € R, tal que |f(z)| < Alg(x)|, para todo z > zy. Em outras palavras,
f(z) = o(g(z)), quando x — oo, significa que lim, J;Eg = 0.

Definicao A.5. Sejam f,g : R — R duas fungoes reais quaisquer. Entao,
dizemos que f(-) € assintoticamente igual a cg(-) e denotamos por f(x) ~
cg(z), quando = — xg, se e somente se, lim, g, ggz) = ¢, onde ¢ é uma

)
constante finita.

Observacgao A.1. Nos Capitulos 2 ao 5, em algumas definigoes e teoremas,
utilizamos a Definicao A.5 com ¢ = 1.

A seguir, apresentamos algumas propriedades, operacoes elementares e
relagoes dos simbolos apresentados nas Defini¢oes A.3-A.5.
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Propriedades:

i) A relacdo da Definicao A.5 é uma relacao de equivaléncia, isto é, ela é
reflexiva, simétrica e transitiva.

ii) Multiplica¢do por uma constante: O(kf(x)) = kO(f(z)) = O(f(z)),
para todo k # 0.

iii) Adicdo de uma constante: O(k + f(z)) =k + O(f(z)) = O(f(z)).
iv) Composigao: O(O(f(x))) = O(f(x)).

v) O(f(x)) + O(f(z)) = O(f(x)).

As propriedades acima citadas, também sao validas para o simbolo o.
vi) o(g(z)) = O(g(z)), mas O(g(x)) # o(g(x)).

vii) Se f(z) ~ g(x), entao f(z) = g(x)(1 + o(1)).

)
)
viii)
)

f(z) = o(1), quando = — oo, significa que lim,_,4, f(z) = 0.
ix) f(z) = O(1), quando x — oo, significa que |f(x)| é limitada, quando =
tende ao 0.

A.3 Coeficientes de Fourier

O Teorema A.1 a seguir, apresenta uma expressao assintética para os coefici-
entes da expansao em série de Fourier de uma funcao que comporta-se como
AP 0 < 3 < 1. Este teorema é muito 1til para encontrarmos a expressao
assintética da fungdo de autocovariancia dos processos SARFIMA(p, d, q) x
(P, D, Q)s, vista no Teorema 3.3.

Seja {X;}iez um processo estocdstico estacionario com fungao densidade
espectral Sx(w), w € (0,7], e fungado de autocovariancia vyx(h), h € Z-.
Suponha que a funcio densidade espectral Sy (w) comporta-se como |w|~%¢,
quando w — 0, isto é, quando 0 < d < 0.5, o processo {X;}z exibe compor-
tamento de longa dependéncia.

Seguindo a notacao dos capitulos anteriores, podemos dizer que

Sx(w) = fx(w)b(w),

onde b(-) uma funcao de variacao limitada e de variagao suave.
No caso dos processos ARFIMA(0,d,0), a funcao densidade espectral é
dada por

2

fx(w) i

_92d 2
=5 2 sen (E)‘ ~ &|w|_2d, quando A\ — 0,
T

2 27
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onde 0 <d < 0.5ewe (0,7].
Pelo Teorema 2.24 em Zygmund (1959) (ver também Samarov e Taqqu,
1988), temos o seguinte teorema.

Teorema A.1. Seja

Sx(w) = fx(w)b(w), para w e |[0,a],
0 <a<m, ondeb(-) € uma funcao de variagdo suave no sentido de Zygmund

em w = 0 e possui variagdo limitada no intervalo (g,a), para qualquer 0 <
€ < a. Entao, quando n — oo,

a 2
J Sy (w) cos(nw)dw ~ == |n|2"1b <1> (1 — 2d) sen(dr),
0 27 n
(A.1)
¢ 02 a1y 1
Sx(w)sen(nw)dw ~ —=n|* b — | (1 —2d)cos(dr),
0 2 n

onde I'(+) € a funcao gama.

A.4 Ergodicidade

O Lema A.1 abaixo apresenta as condi¢Oes necessarias para que um processo
estacionario seja ergddico. Este lema é importante para a prova da ergodici-
dade dos processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s e GARMA(p,u, A, q) (ver
Secao 3.4). Sua demonstragao pode ser encontrada em Olbermann (2002).

Lema A.1. Seja {et}iez um processo estocdstico ruido branco (ver Defini¢ao
2.8). O processo { Xi}iez, dado por

n
X = Z ajcj—¢, para todo teZ,
J=0
, L . ‘ 9 .
¢ estaciondrio e ergodico. Mais geralmente, se Zje@ a; < oo entdo, o pro-

cesso Y; = ZjeZ; a;er_; € ergodico.

A.5 Convergéncia

Nesta segao, apresentamos alguns resultados sobre convergéncia de funcgoes
e séries 0s quais sao muito uteis nas demonstracoes dos teoremas na Segao
3.3, onde tratamos da causalidade e inversibilidade dos processos SARFIMA
(p.d,q) x (P, D,Q)s.

O teorema a seguir, fornece as condigoes para a convergencia quase certa
de uma seqiiéncia de fungoes integraveis. Sua demonstragao pode ser encon-
trada em Halmos (1969).
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Teorema A.2. Seja {fn}nez. uma seqiiéncia de funcoes integrdveis tal que

> f|fn|d/:c< 0.

nEZ;

Entao, a série ZneZ; |fu| €, conseqiientemente, ZneZ; fn, convergem quase
certamente (a.e.) para uma funcao integrdavel f e

f fdip=")] ffndu.

TLEZZ

O Teorema A.3 fornece um importante resultado sobre convergéncia de
séries util para a demonstracao da convergéencia em quadrado médio das re-
presentagoes média mével e auto-regressiva infinitas dos processos SARFIMA
(p,d,q) x (P,D,Q)s dadas na Sec¢ao 3.3 do Capitulo 3.

Teorema A.3. Seja ZnEZ; a, uma série de termos positivos convergente.
~ .. 2
Entao, a série ZneZ; a: converge.

Demonstragao: Por hipdtese, temos que Z%ZZ a, converge. Logo a, — 0,
quando n — co. Assim, existe ng € N suficientemente grande, tal que a2 < a,,
para todo n = ny.

Desta forma,

IR IR
nz=ngo nz=ngo

ou seja,

no—1

2 2 2
S-S Natcon
n=0

NELy n=no

z_: 2
Portanto, a série ZneZ; a, converge.
[

A.6 Estimacao da Funcao Densidade Espec-
tral

Nesta se¢ao, apresentamos os estimadores para a funcao densidade espectral
de um processo estocéstico. Estes resultados sao muito tteis no Capitulo 5,
onde descrevemos alguns métodos de estimacgao para estimar os parametros
do processo SARFIMA (p,d,q) x (P, D,Q)s.

Seja { X, }iez um processo estocastico estaciondrio com média p e fungao
de autocovariancia, denotada por v, (-), absolutamente convergente. Sob
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estas condigoes, o processo { X}z possui fungao densidade espectral dada
por

1 .
fy(w) = — Z v, (k)e ** para w e (0, 7). (A.2)
2m
keZ
Seja {X;}7, uma série temporal gerada a partir de um processo estocds-
tico {Xi}iez, com fungdo de autocovariancia nao necessariamente absoluta-
mente convergente. Entdo, a fungao periodograma da série temporal { X},
¢ definida por

2

n
Z Xtefitw

t=1

I(w) = % , para todo w € (0, 7]. (A.3)

Brockwell e Davis (1991) demonstram que a equagao (A.3) é equivalente

n|X?, sew =0

L (w) = (A.4)

DA (k)e ™, sewe (0,7,

|k|<n

- 1¢ . ~ , ~
onde X = — Z X; é a média da série temporal e 7, () é a funcdo de auto-
n
t=1
covariancia amostral dada por

n—|k|

DX = X) (X — X). (A.5)

t=1

S|

Vx (k) =

Pela equacao (A.4), um estimador natural para f, (w), para w € (0, 7] é
I(w) /2.

Na pratica, a funcao periodograma sé podera ser calculada para um nu-
mero finito de freqiiéncias w € (0, 7]. Pode-se demonstrar que (A.3) fica com-
pletamente determinada por seus valores nas freqiiéncias de Fourier w; = %,
para j € {0,1,---,|5]}.

Pela expressao (A.3) temos que I,(-)/2m é assintéticamente nao-viciado
para a funcao densidade espetral, isto é,

lim E<f_<>) ~ folw)

n—co 2

Apesar da fungao periodograma ser um estimador assintéticamente nao-
viciado, ela é inconsistente para a funcao densidade espectral, isto é,

n—0 T
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Em vista disso, Tukey (1949) propde um estimador para a fun¢ao densi-
dade espectral baseado na funcao de autocovariancia ponderada ou suavizada
o qual é nao-viciado e consistente. Neste caso, o processo de suavizagao ocorre
no dominio do tempo e para a obtencao do estimador passa-se para o dominio
da freqiiéncia.

Seja { X}, uma série temporal gerada a partir de um processo estocas-
tico {Xi}tez. Entd@o, o estimador da fungao densidade espectral, chamado
estimador suavizado de covariancias, denotado por Ismeetn(-), € dado por

k S —ikw
Lymooth (W) = o 2 A<E) A (k)e ™ " para w e (0, 7], (A.6)

onde 7, (+) é a fungao de autocovariancia amostral dada pela expressao (A.5),
m =nP, para 0 < 3 < 1 e A(z) é uma fungio par, continua por intervalos de
x satisfazendo as condicgoes

Ald) 0 < A(z) < A0) =1,
Aii) A(—z) = A(z), para todo z,
Aiiii) A(z) =0, para |z| > 1.
A fungao A(-) é chamada de funcao de ponderagao, fun¢do peso ou nicleo.

Note que, pela propriedade A.iii) da fungao de ponderagao, o produto
AE) A, (k) = 0, para |k > m.

Um processo de suavizacao alternativo ao anterior é aplicar o procedi-
mento de suavizacao no préoprio dominio das freqiiéncias. Neste caso, obte-
mos o chamado estimador suavizado de periodogramas.

A transformada de Fourier da funcao de ponderacao ou nicleo, denotada
por A,(-), é chamada janela espectral, e é dada por

Ag(w) = 5= > e ™*A(k), para w e (0,7], (A7)

onde ¢ < n é um inteiro que depende do tamanho da amostra n.
A janela espectral A,(-) satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Ay(—w) = Ay(w), para todo w;

i) [ A w)dw = AQ0) = 1.

—T

Note que (A.6) é a transformada de Fourier do produto A,(-)7,(+) e essa
transformada é a convolucao das transformadas de Fourier de A,(-) e de 7, (+).
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Desta forma, a expressao do estimador suavizado de covariancia, dado pela
equagao (A.6), é equivalente a

Lsmootn(w) = ’ Ay(w — N)I(N)dA. (A.8)

—Tr

Aproximando a integral em (A.8) pela sua soma de Riemann, temos

15 ]
2
Lumootn(w) = — D Ag(w = w))I(wy), (A.9)
j=—1"5]
onde w; = 2 ¢ |z| é a parte inteira de z.
Pela soma de Riemann, decorre que

27 L]

= > Ag(wy) J_ Ay(w)dw = 1. (A.10)

lIe

n n—1

J==1"5"1

Logo, (A.10) é assintoticamente equivalente ao estimador da forma

5]
Limootn(w) = > K(w —w;)I(w;), para w e (0, 7], (A.11)

j==1"5"1

onde K(-) é uma func¢do de ponderagio real, simétrica e periédica, tal que

5]
> K(wy) =1, (A.12)

i==1"7"

com w; = 22 com j € {52, | 2]}

O estimador dado pela expressao (A.11) é denominado estimador suavi-
zado de periodogramas ou somente funcdao periodograma suavizado.

Segundo Koopmans (1974), em ambos os casos, obtemos estimadores que
sao assintoticamente nao-viciados e consistentes para a funcao densidade es-
pectral de um processo estocastico estacionario.

A fungao periodograma e o estimador suavizado de covariancia sao utili-
zados, respectivamente, nos estimadores GPH e SPR, propostos no Capitulo

5.

A.7 Generalizacao da Representacao de Fejér

Nesta secao, apresentamos a generalizacao da representacao de Fejér para
fungoes polinomiais trigonométricas nao negativas. A generalizacao desta re-
presentacao normalizada (e sua extensao para uma certa classe de fungoes nao
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negativas) é de grande importancia na discussao do comportamento assint6-
tico de polinomios ortogonais. Estas noc¢oes sao necessarias na demonstracao
do Lema 2.1, do Capitulo 2.

Os Teoremas A.4 e A.5, a seguir, apresentam a representagao de Fejér
para funcoes polinomiais trigonométricas.

Teorema A.4. Seja g(w) uma fungdo polinomial trigonométrica com coe-
ficientes reais e nao-negativa para todos os valores de w. FEntao, existe um
polinémio p(-) de mesmo grau que g(-) tal que g(w) = |p(2)|?, onde z = e ™.
Reciprocamente, se z = e ™, a expressio |p(z)|* sempre representa uma
fungdo polinomial trigonométrica em w de mesmo grau do polinémio p(-).

A representacao em questao, contudo, nao é unica. De fato, se a denota
uma raiz qualquer do polinomio p(-), o polinomio p(z)(1—az)/(z —«) fornece
outra representacao. Entao, assumindo g(w) # 0, podemos gradualmente
remover todos os zeros para |z| < 1 e obtemos o seguinte teorema:

Teorema A.5. Seja g(-) a fungao satisfazendo a condicao do Teorema A.4
e g(w) # 0. Entdo, a representagio g(w) = |h(e™™)|* existe tal que h(z)
¢ um polinomio de mesmo grau que g(w), com h(z) # 0 em |z| < 1, e
h(0) > 0. Este polindmio é unicamente determinado. Se g(-) € um polinémio
de cossenos, h(-) € um polinémio com coeficientes reais.

A generalizacao da representacao de Fejér segue abaixo.

Seja ¢(+) uma funcdo polinomial trigonométrica nao identicamente nula.
De acordo com o Teorema A.5, existe uma funcao h(-) de mesmo grau, uni-
camente determinada, com as seguintes condicoes:

a) g(w) = |h(e™™) = |h(z)", onde z = e™;
b) h(z) é diferente de zero em |z| < 1; (A13)

c) h(0) é real e positiva.
Obviamente temos

log(g(w)) = 2R{log(h(2))}, onde z = e ™. (A.14)

A fungao log(h(z)) é regular para |z| < 1 exceto nos pontos z = e ™ os
quais correspondem aos zeros de g(w) e nos quais ambas as fungoes log(g(w))
e log(h(z)) tornam-se logaritmicamente infinitas. Temos que log(h(0)) é real.
A funcao 2R{log(h(z))} é regular e harmoénica para |z| < 1 e tem valores de
fronteira absolutamente integraveis log(g(w)). Aplicando o Teorema do Valor
Médio de Gauss, obtemos

% Jﬂ log(g(w))dw = 2R{log(h(0))} = 21og(h(0)).
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ou seja,

—T

0) = exp (5 [ toxtatwnav).

A tltima expressao é chamada de média geométrica da funcao g(-).

O Teorema A.6 a seguir, é o Teorema do Valor Médio de Gauss utilizado
na generalizagao da representacao de Fejér.

Teorema A.6. Seja 2 um dominio em C e suponha que f(-) seja uma fun¢ao
analitica em 2. Além disso, seja C' um circulo em ) de centro zy e raio r.
Entao, f(z0) € o valor médio de f(-) em C, isto €,

1 21

f(20) = f(z0 +re™) dw.

2m Jy
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Apeéendice B

Neste apéndice apresentamos uma demonstracao alternativa para o Lema
2.1, do Capitulo 2. O Lema B.1 abaixo, apresenta o valor da integral do
logaritmo da funcao densidade espectral de um processo k-Factor GARMA
(p,u, A, q), dada pela equagdo (2.24), no intervalo [—m, 7].

Lema B.1. Seja {X;}iez um processo k—Factor GARMA(p,u, A, q) dado
pela Defini¢cao 2.9, causal e inversivel cuja fungdo densidade espectral f, (-)
¢ dada pela equagao (2.25). Entao,

r In[ £, (w)] dw = 27 1n<‘2’—3> , (B.1)

o s
onde 02 /27 é a funcio densidade espectral do processo ruido branco, denotado
por {&t}iez.

Demonstracao: Seja {X;}wz um processo k—Factor GARMA(p, u, A, q)
dado pela expressao (2.24), cuja funcdo densidade é dada pela expressao
(2.25).
Entao, podemos reescrever a fungao densidade espectral f, (-), para todo
€ (0, 7], da seguinte forma

frlw) = ;’— H 2cos(w) =)
_ 2Py
_ QWWﬂ 12(cos(w) — cos(G))|
o2 |0(e™)]? 1 — G, w+ G\ [
_ 27T o) H QSen( >2sen< 5 ) (B.2)

onde G; = cos !(u;), ¢(-) e 6(-) sdo, respectivamente, os polinémios de grau
peq dados pela equagao (2.2).
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Aplicando a fungao logaritmica em ambos os lados da equagao (B.2) temos

—2)\j
2sen< Gj)Zsen(w—;Gj> ]

_ 1n(;’—€> T Inf6(e ) — Injg ()2
(B.3)

T
9
2 sen (w—G]> 2 sen <szJ)

Integrando a equagao (B.3) de —7 a 7 em relagao a w, temos

[t tndo= [ E ) du+ [ lote )P - wloe P

m s
k T

4{2](——Aj{[ In

i=1 -

In(f, (w) = ml;w - 11

k

Z ;) In

dw. (B.4)

2
23en<w _2G]>2sen(sz7>

Resolvendo a primeira integral do lado direito da expressao (B.4), temos

fﬁln<§) dw = 27 ln<%> .

Vamos supor que o processo {X;}iz seja causal e inversivel. Segundo
Sowell (1992), podemos escrever o polinémio ¢(-), dado pela equagao (2.2),
da seguinte forma

P
¢(r) = ]_[(1 — P);
onde 1/p, sao as raizes do polinomio ¢(-) e |p,| < 1, para £ € {1,--- ,p}.
Assim,
P P .
,zw H 1_pe 7zw :H‘l_peefzw‘
=1 =
P
(1—p,e™) (1=p,e™) H (1—2p, cos(w)+p7) . (B.5)
£=1 £=1
Portanto,

rln|¢(e_iw)|2dw = rln<ﬁ 1 — 2p, cos(w) + pf)) duw

™

T \r=1
P ™
= ZJ In(1 —2p, cos(w) + p) dw = 0.  (B.6)
(=177
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Para a terceira igualdade em (B.6) referenciamos Gradshteyn e Ryzhik
(2000) (férmula 4.397.16, pagina 586), onde

(B.7)

f” In(1 — 2acos(z) + a?) . 27 In(1 — ab)
o 1—2bcos(x) + b2 1=

com a? < 1ed? < 1. Usamos a férmula (B.7) paraa = |p| <1, 1<l <pe
b=0.

De forma anéloga, provamos que

J |0 ") [2dw — 0.

A seguir, demonstramos que

2sen (w—G]) 2sen <w+Gj>
2 2
Para cada j € {1,--- , k}, temos que
(—)\j)f In 2sen(w - Gj) 2sen(w bl Gj)
- 2 2
n AN n NE
(—)\j){J 1n<4 sen(w 2G3> )dw+j 1n<4 sen(wJ;G]> )dw}
= (—)\j){47r In(4) + QJ In sen(w _2Gj> ‘dw—FQJ In sen(w —ng) ‘dw} :

—Tr
’wa]' w+Gj

Fazendo a mudanga de varidvel y = —~ ey = —

torna-se
(=) J In|2 Sen<w ;Gj) 2 sen(w —;Gj)

Tr—Gj Tr+Gj
= (=\) {47? In(4) + 4J 7G]_ln| sen(y)|dy +4f +Gjhrl| sen(y)| dy}

e

>

—T

2

dw

, a integral desejada

2
dw

—T -7

2

2
0 TI'—Gj

= (=\) {47? In(4) + 4wajln| sen(y)|dy + 4L i In|sen(y)| dy

2

-7

0 7r+2Gj
+ 4J .o Infsen(y)| dy + 4[ In|sen(y)| dy} : (B.9)
d 0

2
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Mas,

fln| sen(y)|dy = gln( sen(y))? — yIn(1 — e*¥)
—i—% (y2 + PolyLog [2, eZiy]) , (B.10)

onde PolyLogl-, -] é a fungao poli-logaritmica definida pela soma

o)
PolyLogla,z] = )  —,
j=1
para todo a € Z- e z pertencente ao disco unitario aberto. Na expressao

(B.10) temos a = 2, a funcao poli-logaritmica pode ser definida pela integral

OIn(1—t¢
PolyLog[2, z] = f ydt.

z

Portanto, substituindo a equagao (B.10) na equagao (B.9), temos

(—/\j){47r 111(4)—1—% [—z‘(ﬁu 67G; + 3G3)+ 6(r+Gy) [_2 In(1 4 e %)

z'(7r2 — 671G + BG?)

+ In( cos® (Gj/Q))} — 12iPolyLog| 2, —e_iGj]] + é

+6(7T_Gj)[—2 In(1+e7"“)+In( cos® (Gj/Q))]—i— 12i PolyLog[2, —e™"“7]

+é[—i(7r2—67rGj+ 3G3)+ 6(r—G) [—21n(1+eiGj) —i—ln(cosQ(Gj/Z))i

—127PolyLog [2, —eiGj]

+é [z (7r+67rGj+3G§)+6(7T+Gj) [—2 ln(1+eicj)

+ In( cos® (Gj/2))} + 12iPolyLog|2, —eiGj]] }

Simplificando a expressao acima, temos
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(=) {4rn(4) + 27| = iG; = 2 (1 + D) + In(cos?(G;/2))
#2ai6 — 201+ ¢%) + (e (612) ]}
— (A — Il + D) In1 4 ¢9) — In(dcos(G,/2))] )
= (2 + 2c0s (G,/2))  In(tcos’(G,/2))}

— 4| In(deos? (G;/2)) — In(4cos*(G;/2)) } = 0.

A peniltima igualdade segue da equacdo trigonométrica 1 + cos(2a) =
2 cos®(a).
Assim, demonstramos a expressao (B.8). Portanto, segue o resultado.
O
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Apendice C

As tabelas a seguir, apresentam os resultados de estimagao do parametro
dos processos SARFIMA((p,d, q) x (P, D, Q)s (ver Definigao 3.2), através dos
métodos semiparamétricos e suas versoes robustas e do método paramétrico.

Da mesma forma que no Capitulo 6, o estudo de simulagoes de Monte
Carlo foi realizado para os casos em que o processo SARFIMA(p,d,q) x
(P,D,Q)s é estacionario e possui longa dependéncia, isto é, quando 0 <
d+ D < 0.5,0 <D < 0.5 e todas as raizes das equagoes ¢(z)P(z%) = 0 e
#(2)@(2°) = 0 estao fora do circulo unitario. Para maiores detalhes sobre as
propriedades sobre os processos SARFIMA (p, d, ¢) x (P, D, @), ver o Teorema
3.2, Capitulo 3.

C.1 Estimacao Sem Contaminagao

Nesta secao, apresentamos os resultados da estimacao dos parametros dos
processos SARFIMA (p, d, q) x (P, D, Q)s. Nesta se¢do 0s processos nao pos-
suem contaminacao por outliers.

Resultado da Estimacao dos Processos
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)

Apresentamos os resultados da estimagao para os processos SARFIMA (0, d, 0)
x (0, D,0)s sem contaminagao por outliers.
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Tabela C.1:

Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 4, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.2027 0.2011 0.1926 0.1946 0.2002 0.1994
vicio 0.0027 0.0011 -0.0074 -0.0054 0.0002 -0.0006
eqm 0.0028 0.0024 0.0049 0.0051 0.0032 0.0029
Dr.ymq dr.MmQ Dr.vm dr. MM Dr.ymgr dr.vmqP
média 0.2023 0.2004 0.1942 0.1945 0.2002 0.1996
vicio 0.0023 0.0004 -0.0058 -0.0055 0.0002 -0.0004
eqm 0.0031 0.0032 0.0054 0.0064 0.0035 0.0038
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2089 0.2011 0.2051 0.2006 0.2077 0.2005
vicio 0.0089 0.0011 0.0051 0.0006 0.0077 0.0005
eqm 0.0020 0.0019 0.0037 0.0036 0.0028 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.2043 0.1945 0.2030 0.1983 0.2063 0.1984
vicio 0.0043 -0.0055 0.0030 -0.0017 0.0063 -0.0016
eqm 0.0018 0.0016 0.0034 0.0030 0.0027 0.0022
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.2080 0.2034 0.2009 0.1972 0.2101 0.2019
vicio 0.0080 0.0034 0.0009 -0.0028 0.0101 0.0019
eqm 0.0041 0.0037 0.0070 0.0065 0.0046 0.0040
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.2011 0.2032 0.1952 0.2006 0.1999 0.2014
vicio 0.0011 0.0032 -0.0048 0.0006 -0.0001 0.0014
eqm 0.0012 0.0010 0.0029 0.0023 0.0015 0.0014
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2011 0.2031 0.1965 0.2008 0.2003 0.2024
vicio 0.0011 0.0031 -0.0035 0.0008 0.0003 0.0024
eqm 0.0013 0.0012 0.0030 0.0029 0.0016 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2048 0.2020 0.2022 0.2018 0.2038 0.2013
vicio 0.0048 0.0020 0.0022 0.0018 0.0038 0.0013
eqm 0.0008 0.0008 0.0016 0.0015 0.0012 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.2023 0.1984 0.2019 0.2009 0.2027 0.2008
vicio 0.0023 -0.0016 0.0019 0.0009 0.0027 0.0008
eqm 0.0008 0.0007 0.0016 0.0012 0.0012 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.2029 0.2048 0.1965 0.2020 0.2024 0.2035
vicio 0.0029 0.0048 -0.0035 0.0020 0.0024 0.0035
eqm 0.0020 0.0018 0.0038 0.0032 0.0024 0.0022
Tabela C.2: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 4en €

{500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.1739 0.1957 0.1886 0.1986
vicio -0.0261 | -0.0043 | -0.0114 | -0.0014
eqm 0.0040 0.0015 0.0016 0.0007
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Tabela C.3: Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 4, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n =500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.1015 0.3025 0.0959 0.2997 0.1020 0.3036
vicio 0.0015 0.0025 -0.0041 -0.0003 0.0020 0.0036
eqm 0.0027 0.0026 0.0054 0.0050 0.0033 0.0029
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.1012 0.3023 0.0957 0.2984 0.1008 0.3020
vicio 0.0012 0.0023 -0.0043 -0.0016 0.0008 0.0020
eqm 0.0029 0.0034 0.0058 0.0061 0.0035 0.0038
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1051 0.3035 0.1033 0.3007 0.1046 0.3028
vicio 0.0051 0.0035 0.0033 0.0007 0.0046 0.0028
eqm 0.0018 0.0021 0.0038 0.0039 0.0027 0.0027
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.1012 0.2980 0.1022 0.3000 0.1035 0.3022
vicio 0.0012 -0.0020 0.0022 0.0000 0.0035 0.0022
eqm 0.0017 0.0017 0.0034 0.0030 0.0025 0.0022
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.1085 0.3078 0.0959 0.2980 0.1071 0.3050
vicio 0.0085 0.0078 -0.0041 -0.0020 0.0071 0.0050
eqm 0.0046 0.0042 0.0081 0.0070 0.0049 0.0045
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.1017 0.3027 0.0971 0.3002 0.1021 0.3010
vicio 0.0017 0.0027 -0.0029 0.0002 0.0021 0.0010
eqm 0.0012 0.0011 0.0029 0.0024 0.0015 0.0014
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.1014 0.3022 0.0994 0.2989 0.1038 0.3011
vicio 0.0014 0.0022 -0.0006 -0.0011 0.0038 0.0011
eqm 0.0012 0.0013 0.0029 0.0029 0.0016 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1030 0.3023 0.1027 0.3017 0.1032 0.3020
vicio 0.0030 0.0023 0.0027 0.0017 0.0032 0.0020
eqm 0.0008 0.0009 0.0015 0.0016 0.0011 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.1008 0.2991 0.1021 0.3012 0.1028 0.3013
vicio 0.0008 -0.0009 0.0021 0.0012 0.0028 0.0013
eqm 0.0008 0.0007 0.0015 0.0013 0.0011 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.1062 0.3038 0.1009 0.3007 0.1058 0.3035
vicio 0.0062 0.0038 0.0009 0.0007 0.0058 0.0035
eqm 0.0020 0.0018 0.0036 0.0035 0.0022 0.0020

Tabela C.4:

{500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.0803 0.2936 0.0950 0.2963
vicio -0.0197 | -0.0064 | -0.0050 | -0.0037
eqm 0.0030 0.0015 0.0014 0.0007
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Tabela C.5:

Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 5, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.3047 0.1011 0.2950 0.0972 0.3024 0.1009
vicio 0.0047 0.0011 -0.0050 -0.0028 0.0024 0.0009
eqm 0.0029 0.0023 0.0056 0.0043 0.0033 0.0024
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3041 0.1001 0.2956 0.0953 0.3016 0.1002
vicio 0.0041 0.0001 -0.0044 -0.0047 0.0016 0.0002
eqm 0.0032 0.0030 0.0062 0.0063 0.0035 0.0033
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3211 0.0998 0.3159 0.0961 0.3196 0.0971
vicio 0.0211 -0.0002 0.0159 -0.0039 0.0196 -0.0029
eqm 0.0023 0.0018 0.0039 0.0033 0.0031 0.0025
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.3155 0.0913 0.3153 0.0930 0.3170 0.0944
vicio 0.0155 -0.0087 0.0153 -0.0070 0.0170 -0.0056
eqm 0.0020 0.0015 0.0035 0.0028 0.0029 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.3153 0.1023 0.3034 0.0956 0.3138 0.0998
vicio 0.0153 0.0023 0.0034 -0.0044 0.0138 -0.0002
eqm 0.0045 0.0036 0.0084 0.0060 0.0051 0.0040
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.3024 0.1011 0.2961 0.0981 0.3017 0.1008
vicio 0.0024 0.0011 -0.0039 -0.0019 0.0017 0.0008
eqm 0.0012 0.0011 0.0026 0.0024 0.0014 0.0014
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.3020 0.1007 0.2957 0.0982 0.3023 0.0995
vicio 0.0020 0.0007 -0.0043 -0.0018 0.0023 -0.0005
eqm 0.0013 0.0013 0.0029 0.0029 0.0014 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.3127 0.0986 0.3084 0.0982 0.3109 0.0979
vicio 0.0127 -0.0014 0.0084 -0.0018 0.0109 -0.0021
eqm 0.0010 0.0008 0.0017 0.0015 0.0013 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.3100 0.0946 0.3086 0.0973 0.3097 0.0963
vicio 0.0100 -0.0054 0.0086 -0.0027 0.0097 -0.0037
eqm 0.0009 0.0007 0.0016 0.0013 0.0012 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.3089 0.1002 0.3040 0.0957 0.3075 0.0986
vicio 0.0089 0.0002 0.0040 -0.0043 0.0075 -0.0014
eqm 0.0020 0.0018 0.0037 0.0035 0.0023 0.0021

Tabela C.6:

{500, 1000}.

Resultado da estimacao paramétrica para
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.2671 0.0953 0.2847 0.0969
vicio -0.0329 | -0.0047 | -0.0153 | -0.0031
eqm 0.0039 0.0015 0.0015 0.0007
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Tabela C.7: Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 5, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.1994 0.2016 0.1909 0.1941 0.1985 0.1996
vicio -0.0006 0.0016 -0.0091 -0.0059 -0.0015 -0.0004
eqm 0.0026 0.0023 0.0055 0.0050 0.0033 0.0027
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.1986 0.2004 0.1910 0.1932 0.1992 0.2016
vicio -0.0014 0.0004 -0.0090 -0.0068 -0.0008 0.0016
eqm 0.0030 0.0032 0.0058 0.0064 0.0037 0.0037
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2084 0.2011 0.2067 0.2005 0.2077 0.2007
vicio 0.0084 0.0011 0.0067 0.0005 0.0077 0.0007
eqm 0.0019 0.0019 0.0040 0.0035 0.0028 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.2038 0.1944 0.2049 0.1984 0.2066 0.1996
vicio 0.0038 0.0056 0.0049 -0.0016 0.0066 -0.0004
eqm 0.0017 0.0015 0.0035 0.0028 0.0026 0.0020
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.2092 0.2034 0.1983 0.1983 0.2071 0.2045
vicio 0.0092 0.0034 -0.0017 -0.0017 0.0071 0.0045
eqm 0.0043 0.0036 0.0075 0.0059 0.0049 0.0040
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.2002 0.2034 0.1945 0.2002 0.2001 0.2027
vicio 0.0002 0.0034 -0.0055 0.0002 0.0001 0.0027
eqm 0.0012 0.0010 0.0030 0.0025 0.0016 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2001 0.2032 0.1951 0.2011 0.2002 0.2028
vicio 0.0001 0.0032 -0.0049 0.0011 0.0002 0.0028
eqm 0.0013 0.0012 0.0032 0.0030 0.0017 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2061 0.2019 0.2037 0.2022 0.2055 0.2017
vicio 0.0061 0.0019 0.0037 0.0022 0.0055 0.0017
eqm 0.0008 0.0008 0.0015 0.0015 0.0012 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.2035 0.1981 0.2026 0.2012 0.2051 0.2000
vicio 0.0035 -0.0019 0.0026 0.0012 0.0051 0.0000
eqm 0.0008 0.0007 0.0014 0.0014 0.0011 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.2046 0.2046 0.1964 0.2009 0.2040 0.2033
vicio 0.0046 0.0046 -0.0036 0.0009 0.0040 0.0033
eqm 0.0020 0.0018 0.0038 0.0031 0.0023 0.0020

Tabela C.8:

{500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.1654 0.1954 0.1851 0.1985
vicio -0.0346 | -0.0046 | -0.0149 | -0.0015
eqm 0.0040 0.0014 0.0014 0.0006
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Tabela C.9: Resultado da estimagao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 5, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n =500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.0983 0.3033 0.0929 0.3010 0.0981 0.3040
vicio -0.0017 0.0033 -0.0071 0.0010 -0.0019 0.0040
eqm 0.0030 0.0026 0.0060 0.0048 0.0035 0.0030
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.0978 0.3025 0.0920 0.2984 0.0959 0.3026
vicio -0.0022 0.0025 -0.0080 -0.0016 -0.0041 0.0026
eqm 0.0033 0.0034 0.0064 0.0058 0.0038 0.0038
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1029 0.3037 0.1011 0.3031 0.1019 0.3034
vicio 0.0029 0.0037 0.0011 0.0031 0.0019 0.0034
eqm 0.0019 0.0021 0.0035 0.0035 0.0026 0.0027
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.0991 0.2983 0.1003 0.3012 0.1003 0.3023
vicio -0.0009 -0.0017 0.0003 0.0012 0.0003 0.0023
eqm 0.0017 0.0017 0.0032 0.0029 0.0025 0.0022
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.1030 0.3090 0.0906 0.3027 0.0995 0.3059
vicio 0.0030 0.0090 -0.0094 0.0027 -0.0005 0.0059
eqm 0.0044 0.0040 0.0073 0.0065 0.0049 0.0042
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.1006 0.3029 0.0943 0.2995 0.0985 0.3025
vicio 0.0006 0.0029 -0.0057 -0.0005 -0.0015 0.0025
eqm 0.0012 0.0011 0.0031 0.0025 0.0016 0.0014
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.1002 0.3023 0.0944 0.2989 0.0972 0.3015
vicio 0.0002 0.0023 -0.0056 -0.0011 -0.0028 0.0015
eqm 0.0013 0.0013 0.0033 0.0031 0.0016 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1019 0.3024 0.0998 0.3020 0.1016 0.3023
vicio 0.0019 0.0024 -0.0002 0.0020 0.0016 0.0023
eqm 0.0008 0.0008 0.0013 0.0015 0.0011 0.0011
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.0997 0.2993 0.0992 0.3013 0.1005 0.3016
vicio -0.0003 -0.0007 -0.0008 0.0013 0.0005 0.0016
eqm 0.0008 0.0007 0.0013 0.0013 0.0010 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.1018 0.3049 0.0983 0.3005 0.1010 0.3042
vicio 0.0018 0.0049 -0.0017 0.0005 0.0010 0.0042
eqm 0.0020 0.0017 0.0037 0.0034 0.0023 0.0021

Tabela C.10:

{500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 5en €

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.0707 0.2943 0.0869 0.2974
vicio -0.0293 | -0.0057 | -0.0131 | -0.0026
eqm 0.0032 0.0015 0.0013 0.0007
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Tabela C.11: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s = 6, n €
{500, 1000} e ¢ = 5.

n = 500
Dgpi.vg depPH.MQ Dgru.mum depH.MM Dgpu.moP depPH.MQP
média 0.3020 0.1033 0.2962 0.0943 0.3007 0.1011
vicio 0.0020 0.0033 -0.0038 -0.0057 0.0007 0.0011
eqm 0.0028 0.0022 0.0057 0.0046 0.0032 0.0024
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmopP dr.MQP
média 0.3013 0.1019 0.2965 0.0954 0.3018 0.1024
vicio 0.0013 0.0019 -0.0035 -0.0046 0.0018 0.0024
eqm 0.0031 0.0030 0.0060 0.0058 0.0035 0.0033
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.mMQP
média 0.3198 0.1015 0.3156 0.0975 0.3176 0.0976
vicio 0.0198 0.0015 0.0156 -0.0025 0.0176 -0.0024
eqm 0.0024 0.0017 0.0042 0.0034 0.0031 0.0024
Dspr.Mm@ dspPrR.MQ Dspr.ymMm dspPR.MM Dspr.moP dsprR.MQP
média 0.3143 0.0932 0.3159 0.0953 0.3161 0.0957
vicio 0.0143 -0.0068 0.0159 -0.0047 0.0161 -0.0043
eqm 0.0020 0.0015 0.0039 0.0029 0.0029 0.0020
Dgpur.mq@ | depaT.MQ | DopaT.MM | dapHT.MM | DopaT.MQP | doPHT.MQP
média 0.3175 0.1033 0.3079 0.0934 0.3149 0.0994
vicio 0.0175 0.0033 0.0079 -0.0066 0.0149 -0.0006
eqm 0.0049 0.0034 0.0077 0.0059 0.0050 0.0038
n = 1000
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM dePH.MM Dgprpa.M@P dgpPH.MQP
média 0.3021 0.0993 0.2978 0.0955 0.3012 0.1002
vicio 0.0021 -0.0007 -0.0022 -0.0045 0.0012 0.0002
eqm 0.0013 0.0011 0.0029 0.0026 0.0016 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.3017 0.0988 0.2985 0.0959 0.3017 0.1008
vicio 0.0017 -0.0012 -0.0015 -0.0041 0.0017 0.0008
eqm 0.0014 0.0013 0.0031 0.0028 0.0018 0.0016
Dsr.m@ dsr.MQ Dsr.mm dsr. MM Dsr.mqpP dsr.mqQP
média 0.3136 0.0992 0.3097 0.0965 0.3116 0.0980
vicio 0.0136 -0.0008 0.0097 -0.0035 0.0116 -0.0020
eqm 0.0010 0.0008 0.0018 0.0015 0.0015 0.0011
Dspr.m@ dspPRrR.MQ Dspr.MMm dspPr.MM Dspr.mgP dsPR.MQP
média 0.3109 0.0953 0.3097 0.0960 0.3111 0.0972
vicio 0.0109 -0.0047 0.0097 -0.0040 0.0111 -0.0028
eqm 0.0009 0.0007 0.0017 0.0014 0.0013 0.0010
Dgpur.mq | depaT.MQ | Dopar.vmMm | dgpur.myMm | DepaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.3094 0.1006 0.3041 0.0971 0.3089 0.1014
vicio 0.0094 0.0006 0.0041 -0.0029 0.0089 0.0014
eqm 0.0022 0.0018 0.0037 0.0032 0.0025 0.0019

Tabela C.12:

{500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 0.3, s

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.2569 | 0.0971 | 0.2789 | 0.0980
vicio -0.0431 -0.0029 -0.0211 -0.0020
eqm 0.0045 | 0.0013 | 0.0016 | 0.0007
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Tabela C.13: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 02, s = 6, n €
{500, 1000} e ¢ = 5.

n = 500
Dgpw.g depr.MQ Dgpa.vm dgpr.MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.2039 0.2051 0.2015 0.1952 0.2031 0.2009
vicio 0.0039 0.0051 0.0015 -0.0048 0.0031 0.0009
eqm 0.0029 0.0024 0.0055 0.0043 0.0032 0.0025
Dr.Mmq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2036 0.2047 0.1992 0.1933 0.2031 0.1989
vicio 0.0036 0.0047 -0.0008 -0.0067 0.0031 -0.0011
eqm 0.0032 0.0033 0.0061 0.0059 0.0036 0.0033
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.mq@P dsr.MQP
média 0.2130 0.2037 0.2092 0.1972 0.2125 0.2013
vicio 0.0130 0.0037 0.0092 -0.0028 0.0125 0.0013
eqm 0.0020 0.0019 0.0034 0.0035 0.0027 0.0026
Dspr.Mm@ dspr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.mqpP dspPrR.MQP
média 0.2083 0.1969 0.2074 0.1974 0.2100 0.1993
vicio 0.0083 -0.0031 0.0074 -0.0026 0.0100 -0.0007
eqm 0.0018 0.0015 0.0034 0.0028 0.0025 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dapur.mop | depHT.MOQP
média 0.2168 0.2021 0.2104 0.1976 0.2166 0.2024
vicio 0.0168 0.0021 0.0104 -0.0024 0.0166 0.0024
eqm 0.0047 0.0036 0.0067 0.0059 0.0050 0.0040
n = 1000
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpu.MmMm daPH.MM Dgpru.MmqP depH.MQP
média 0.2029 0.2006 0.1967 0.1959 0.2010 0.2008
vicio 0.0029 0.0006 -0.0033 -0.0041 0.0010 0.0008
eqm 0.0013 0.0011 0.0028 0.0027 0.0017 0.0014
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.MM Dr.ymgpP dr.MQP
média 0.2023 0.1996 0.1970 0.1945 0.2013 0.1980
vicio 0.0023 -0.0004 -0.0030 -0.0055 0.0013 -0.0020
eqm 0.0013 0.0014 0.0029 0.0034 0.0016 0.0017
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.2080 0.2001 0.2053 0.1987 0.2070 0.1992
vicio 0.0080 0.0001 0.0053 -0.0013 0.0070 -0.0008
eqm 0.0009 0.0008 0.0016 0.0015 0.0013 0.0011
Dspr.ym@ dspr.MQ Dspr.ymm dspr.MM Dspr.mQP dspr.MQP
média 0.2056 0.1967 0.2036 0.1984 0.2059 0.1983
vicio 0.0056 -0.0033 0.0036 -0.0016 0.0059 -0.0017
eqm 0.0009 0.0007 0.0016 0.0013 0.0012 0.0010
Dgpuar.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopaT.MQP | doPHT.MQP
média 0.2089 0.2023 0.2006 0.1978 0.2058 0.2014
vicio 0.0089 0.0023 0.0006 -0.0022 0.0058 0.0014
eqm 0.0023 0.0018 0.0041 0.0031 0.0025 0.0018

Tabela C.14:

{500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 6 en €
n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.1616 | 0.1965 | 0.1812 | 0.1976
vicio || -0.0384 | -0.0035 | -0.0188 | -0.0024
eqm || 0.0043 | 0.0014 | 0.0016 | 0.0007
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Tabela C.15: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 03, D = 0.1, s = 6, n €
{500, 1000} e ¢ = 5.

n = 500
Dgpw.g depr.MQ Dgpa.vm dgpr.MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.1002 0.3000 0.0934 0.2959 0.1009 0.2990
vicio 0.0002 0.0000 -0.0066 -0.0041 0.0009 -0.0010
eqm 0.0030 0.0023 0.0059 0.0044 0.0033 0.0026
Dr.Mmq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.0989 0.2977 0.0942 0.2950 0.0996 0.2982
vicio -0.0011 -0.0023 -0.0058 -0.0050 -0.0004 -0.0018
eqm 0.0033 0.0031 0.0063 0.0059 0.0037 0.0037
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.mq@P dsr.MQP
média 0.1040 0.3002 0.1017 0.2979 0.1026 0.2992
vicio 0.0040 0.0002 0.0017 -0.0021 0.0026 -0.0008
eqm 0.0019 0.0020 0.0038 0.0034 0.0027 0.0026
Dspr.Mm@ dspr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.mqpP dspPrR.MQP
média 0.0998 0.2944 0.1006 0.2981 0.1020 0.2988
vicio -0.0002 -0.0056 0.0006 -0.0019 0.0020 -0.0012
eqm 0.0017 0.0016 0.0035 0.0029 0.0026 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dapur.mop | depHT.MOQP
média 0.1086 0.3026 0.0967 0.2986 0.1065 0.3006
vicio 0.0086 0.0026 -0.0033 -0.0014 0.0065 0.0006
eqm 0.0043 0.0038 0.0078 0.0071 0.0051 0.0043
n = 1000
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpu.MmMm daPH.MM Dgpru.MmqP depH.MQP
média 0.0993 0.3017 0.0963 0.2980 0.0995 0.3007
vicio -0.0007 0.0017 -0.0037 -0.0020 -0.0005 0.0007
eqm 0.0012 0.0011 0.0031 0.0023 0.0016 0.0014
Dr.ymg dr.MQ Dr.vv dr. MM Dr.yvop dr.MQP
média 0.0992 0.3013 0.0946 0.2966 0.0995 0.2997
vicio -0.0008 0.0013 -0.0054 -0.0034 -0.0005 -0.0003
eqm 0.0013 0.0013 0.0033 0.0028 0.0016 0.0016
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1025 0.3003 0.1015 0.2982 0.1019 0.3000
vicio 0.0025 0.0003 0.0015 -0.0018 0.0019 0.0000
eqm 0.0008 0.0008 0.0015 0.0016 0.0012 0.0011
Dspr.ym@ dspr.MQ Dspr.ymm dspr.MM Dspr.mQP dspr.MQP
média 0.1003 0.2972 0.1019 0.2986 0.1011 0.2997
vicio 0.0003 -0.0028 0.0019 -0.0014 0.0011 -0.0003
eqm 0.0008 0.0007 0.0014 0.0014 0.0011 0.0010
Dgpuar.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPpHT.MM | DopaT.MQP | doPHT.MQP
média 0.1045 0.3035 0.0990 0.2994 0.1030 0.3034
vicio 0.0045 0.0035 -0.0010 -0.0006 0.0030 0.0034
eqm 0.0019 0.0017 0.0036 0.0032 0.0021 0.0020

Tabela C.16:

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s
{500, 1000}.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.0630 | 0.2914 | 0.0821 | 0.2961
vicio || -0.0370 | -0.0086 | -0.0179 | -0.0039
eqm || 0.0035 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0007
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Tabela C.17: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 7, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n =500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.2017 0.2041 0.1961 0.1981 0.2025 0.2050
vicio 0.0017 0.0041 -0.0039 -0.0019 0.0025 0.0050
eqm 0.0029 0.0022 0.0060 0.0052 0.0034 0.0026
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.2020 0.2045 0.1997 0.1982 0.2030 0.2053
vicio 0.0020 0.0045 -0.0003 -0.0018 0.0030 0.0053
eqm 0.0031 0.0030 0.0059 0.0063 0.0038 0.0034
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2145 0.2055 0.2114 0.2033 0.2115 0.2041
vicio 0.0145 0.0055 0.0114 0.0033 0.0115 0.0041
eqm 0.0021 0.0019 0.0037 0.0039 0.0029 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.2089 0.1971 0.2090 0.2006 0.2110 0.2012
vicio 0.0089 -0.0029 0.0090 0.0006 0.0110 0.0012
eqm 0.0019 0.0014 0.0036 0.0031 0.0028 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.2153 0.2049 0.2052 0.1962 0.2131 0.2036
vicio 0.0153 0.0049 0.0052 -0.0038 0.0131 0.0036
eqm 0.0049 0.0036 0.0078 0.0064 0.0051 0.0040
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.2014 0.2031 0.1977 0.1970 0.2018 0.2011
vicio 0.0014 0.0031 -0.0023 -0.0030 0.0018 0.0011
eqm 0.0013 0.0011 0.0029 0.0025 0.0017 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2014 0.2032 0.1986 0.1991 0.2019 0.2021
vicio 0.0014 0.0032 -0.0014 -0.0009 0.0019 0.0021
eqm 0.0014 0.0014 0.0031 0.0030 0.0018 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2090 0.2020 0.2083 0.2016 0.2095 0.2005
vicio 0.0090 0.0020 0.0083 0.0016 0.0095 0.0005
eqm 0.0010 0.0008 0.0018 0.0015 0.0013 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.2062 0.1977 0.2078 0.2006 0.2083 0.1996
vicio 0.0062 -0.0023 0.0078 0.0006 0.0083 -0.0004
eqm 0.0009 0.0007 0.0017 0.0013 0.0013 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.2073 0.2032 0.1996 0.2018 0.2071 0.2022
vicio 0.0073 0.0032 -0.0004 0.0018 0.0071 0.0022
eqm 0.0021 0.0017 0.0038 0.0033 0.0023 0.0020

Tabela C.18:

{500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 02, s = Ten €

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.1552 0.1973 0.1926 0.1965
vicio -0.0448 | -0.0027 | -0.0074 | -0.0035
eqm 0.0046 0.0013 0.0011 0.0007
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Tabela C.19: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 7, n €
(500, 1000} e ¢ = 5.
[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.0988 0.3015 0.0954 0.2940 0.1005 0.3010
vicio -0.0012 0.0015 -0.0046 -0.0060 0.0005 0.0010
eqm 0.0032 0.0022 0.0061 0.0054 0.0035 0.0026
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.0991 0.3019 0.0969 0.2959 0.0989 0.3008
vicio -0.0009 0.0019 -0.0031 -0.0041 -0.0011 0.0008
eqm 0.0034 0.0031 0.0065 0.0070 0.0036 0.0040
Dsr.mq dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1047 0.3045 0.1005 0.3017 0.1037 0.3027
vicio 0.0047 0.0045 0.0005 0.0017 0.0037 0.0027
eqm 0.0020 0.0019 0.0034 0.0034 0.0028 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.0995 0.2968 0.0990 0.2999 0.1012 0.3009
vicio -0.0005 -0.0032 -0.0010 -0.0001 0.0012 0.0009
eqm 0.0018 0.0015 0.0033 0.0027 0.0026 0.0020
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.1061 0.3059 0.0991 0.2984 0.1037 0.3046
vicio 0.0061 0.0059 -0.0009 -0.0016 0.0037 0.0046
eqm 0.0046 0.0034 0.0083 0.0066 0.0055 0.0040
n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.1001 0.3027 0.0933 0.2987 0.0991 0.3028
vicio 0.0001 0.0027 -0.0067 -0.0013 -0.0009 0.0028
eqm 0.0014 0.0011 0.0031 0.0027 0.0016 0.0014
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.0996 0.3019 0.0931 0.2963 0.0977 0.3013
vicio -0.0004 0.0019 -0.0069 -0.0037 -0.0023 0.0013
eqm 0.0014 0.0013 0.0031 0.0034 0.0017 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1035 0.3022 0.1019 0.3025 0.1025 0.3024
vicio 0.0035 0.0022 0.0019 0.0025 0.0025 0.0024
eqm 0.0009 0.0008 0.0017 0.0016 0.0012 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.1012 0.2990 0.1009 0.3020 0.1025 0.3016
vicio 0.0012 -0.0010 0.0009 0.0020 0.0025 0.0016
eqm 0.0009 0.0007 0.0017 0.0014 0.0012 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.1021 0.3033 0.0955 0.2997 0.1002 0.3039
vicio 0.0021 0.0033 -0.0045 -0.0003 0.0002 0.0039
eqm 0.0020 0.0018 0.0038 0.0037 0.0023 0.0021

Tabela C.20:

{500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = Ten €

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.0578 0.2929 0.0950 0.2956
vicio -0.0422 | -0.0071 | -0.0050 | -0.0044
eqm 0.0037 0.0013 0.0010 0.0006
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Tabela C.21: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 12, n €

{500, 1000} e £ = 5.

[ n =500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.2033 0.2023 0.1966 0.1989 0.2033 0.2021
vicio 0.0033 0.0023 -0.0034 -0.0011 0.0033 0.0021
eqm 0.0035 0.0023 0.0077 0.0046 0.0040 0.0025
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.2031 0.2021 0.2006 0.1985 0.2031 0.2026
vicio 0.0031 0.0021 0.0006 -0.0015 0.0031 0.0026
eqm 0.0038 0.0031 0.0078 0.0062 0.0042 0.0036
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2190 0.2035 0.2186 0.2023 0.2205 0.2039
vicio 0.0190 0.0035 0.0186 0.0023 0.0205 0.0039
eqm 0.0025 0.0019 0.0042 0.0031 0.0034 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.2136 0.1950 0.2144 0.1993 0.2179 0.1992
vicio 0.0136 -0.0050 0.0144 -0.0007 0.0179 -0.0008
eqm 0.0022 0.0015 0.0043 0.0026 0.0032 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.2178 0.2029 0.2117 0.1957 0.2163 0.2017
vicio 0.0178 0.0029 0.0117 -0.0043 0.0163 0.0017
eqm 0.0054 0.0035 0.0098 0.0064 0.0056 0.0038
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.2019 0.2022 0.1975 0.1997 0.2005 0.2008
vicio 0.0019 0.0022 -0.0025 -0.0003 0.0005 0.0008
eqm 0.0015 0.0011 0.0035 0.0026 0.0018 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.2020 0.2022 0.1987 0.2019 0.2005 0.2016
vicio 0.0020 0.0022 -0.0013 0.0019 0.0005 0.0016
eqm 0.0015 0.0013 0.0036 0.0029 0.0019 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2120 0.2020 0.2109 0.2021 0.2124 0.2014
vicio 0.0120 0.0020 0.0109 0.0021 0.0124 0.0014
eqm 0.0010 0.0008 0.0018 0.0016 0.0014 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.2091 0.1974 0.2097 0.1999 0.2109 0.1987
vicio 0.0091 -0.0026 0.0097 -0.0001 0.0109 -0.0013
eqm 0.0010 0.0007 0.0018 0.0014 0.0014 0.0011
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.2122 0.2023 0.2077 0.1982 0.2113 0.2014
vicio 0.0122 0.0023 0.0077 -0.0018 0.0113 0.0014
eqm 0.0023 0.0017 0.0040 0.0031 0.0026 0.0019

Tabela C.22:

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D =

n € {500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

0.2, s =

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média 0.1613 0.1895 0.1908 0.1962
vicio -0.0387 | -0.0105 | -0.0092 | -0.0038
eqm 0.0050 0.0014 0.0012 0.0006
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Tabela C.23: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D

{500, 1000} e £ = 5.

01, s = 12, n €

[ n = 500 ]
Dapi.ag dapr.MQ DGpa.vm dGpm. Daru.mQP depr.MQP
média 0.1005 0.3019 0.0934 0.2956 0.0978 0.3021
vicio 0.0005 0.0019 -0.0066 -0.0044 -0.0022 0.0021
eqm 0.0038 0.0021 0.0076 0.0046 0.0045 0.0026
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.1004 0.3014 0.0923 0.2937 0.0961 0.2983
vicio 0.0004 0.0014 -0.0077 -0.0063 -0.0039 -0.0017
eqm 0.0039 0.0030 0.0077 0.0062 0.0045 0.0035
Dsr.mq dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1071 0.3029 0.1049 0.2992 0.1056 0.3001
vicio 0.0071 0.0029 0.0049 -0.0008 0.0056 0.0001
eqm 0.0022 0.0019 0.0041 0.0032 0.0031 0.0026
Dspr.M@ dspr.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.moP dspr.MQP
média 0.1028 0.2969 0.1026 0.2972 0.1041 0.2985
vicio 0.0028 -0.0031 0.0026 -0.0028 0.0041 -0.0015
eqm 0.0021 0.0014 0.0040 0.0026 0.0030 0.0021
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.vMyMm | Dagpur.mop | depHT.MOQP
média 0.1109 0.3054 0.1016 0.2972 0.1102 0.3009
vicio 0.0109 0.0054 0.0016 -0.0028 0.0102 0.0009
eqm 0.0058 0.0035 0.0093 0.0061 0.0061 0.0039
[ n = 1000 ]
Dgpi.vg depr.MQ Dgpa.vmm dgpr. MM Dgpu.mQP depr.MQP
média 0.1016 0.3025 0.0958 0.2977 0.0999 0.3025
vicio 0.0016 0.0025 -0.0042 -0.0023 -0.0001 0.0025
eqm 0.0015 0.0010 0.0031 0.0025 0.0016 0.0013
Dr.Mmq dr.MQ Dr.vnvr dr.MM Dr.vop dr.MQP
média 0.1011 0.3017 0.0951 0.2973 0.1000 0.3028
vicio 0.0011 0.0017 -0.0049 -0.0027 0.0000 0.0028
eqm 0.0015 0.0013 0.0033 0.0031 0.0017 0.0016
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1049 0.3025 0.1049 0.3004 0.1048 0.3016
vicio 0.0049 0.0025 0.0049 0.0004 0.0048 0.0016
eqm 0.0009 0.0008 0.0016 0.0016 0.0013 0.0012
Dspr.Mm@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vgpP dspPrR.MQP
média 0.1026 0.2991 0.1041 0.3003 0.1046 0.3010
vicio 0.0026 -0.0009 0.0041 0.0003 0.0046 0.0010
eqm 0.0009 0.0007 0.0016 0.0014 0.0012 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.1047 0.3025 0.0980 0.3006 0.1039 0.3036
vicio 0.0047 0.0025 -0.0020 0.0006 0.0039 0.0036
eqm 0.0023 0.0018 0.0041 0.0034 0.0026 0.0021

Tabela C.24:

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D

n € {500, 1000}.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

0.1, s =

n = 500 n = 1000
Dy dw Dw dw
média || 0.1209 | 0.2848 0.0928 0.2954
vicio 0.0209 | -0.0152 | -0.0072 | -0.0046
eqm 0.0065 | 0.0014 0.0013 0.0007
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Resultado da Estimacao dos Processos

SARFIMA(p,d,q) x (P, D, Q),

Tabela C.25: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-

(500, 1000}.
n = 500
Dw dw ?1 Dw dw 1
média 0.2088 0.1385 0.7344 | 0.2253 0.1554 0.7266
vicio 0.0088 | -0.0615 0.0344 -0.0446 | 0.0266
eqm 0.0033 0.0180 0.0118 0.0054

MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =5en €
n = 1000

0.0253
0.0021 | 0.0082

n = 1000
$1

{500, 1000}.
n = 500
Dw dyw 1 Dw dw
média 0.1970 0.1430 0.7339 | 0.2184 0.1613 0.7243
vicio -0.0030 | -0.0570 | 0.0339 -0.0387 | 0.0243
eqm 0.0033 0.0172 0.0117 0.0061

Tabela C.26: Resultado da estimagao paramétrica para o processo SARFI-
MA(1,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, s =6en €

0.0184
0.0018 | 0.0087

02,s=5

Tabela C.27: Resultado da estimacgao paramétrica para o processo SARFI-
=0.7,6, =

n = 1000
dw 1 01
0.7755 0.1571
-0.0429

= B
0.0784
0.0755
-0.0429

MA(1,d,1) x (0, D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢
e n € {500, 1000}.
n = 500
01
0.2050
-0.1216
0.0177

Dw dw 1
média 0.1879 0.0062 0.8149 0.1316
vicio -0.0121 | -0.1938 | 0.1149 | -0.0684 0.005
eqm 0.0032 0.1314 0.0394 0.0876 0.0013 0.0724

Tabela C.28: Resultado da estimacao paramétrica para o processo SARFI-

MA(1,d,1) x (0, D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, ¢; = 0.7, 0, = 0.2, s =6
7 = 1000
01

e n € {500, 1000}.
n = 500
Dw dw 1 01 Dw dw 1
média 0.1796 0.0176 0.8054 0.1372 0.201 0.0818 0.7744 0.1609
vicio -0.0204 | -0.1824 | 0.1054 | -0.0628 | 0.0010 | -0.1182 | 0.0744 | -0.0391
eqm 0.0035 0.1317 0.0424 0.0873 0.0014 0.0728 0.0176 0.0435
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C.2 Estimacao com Contaminacao por Mis-

tura

Outlier Aditivo

Resultado da Estimacao dos Processos
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)

Tabela C.29: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 4, n €
{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier AO.

[ n = 500
Dgpri.vg depH.MQ Dgpa.MM depH. MM Dgpu.moP depPH.MQP
média 0.1798 0.1801 0.1749 0.1756 0.1790 0.1803
vicio -0.0202 -0.0199 -0.0251 -0.0244 -0.0210 -0.0197
eqm 0.0038 0.0029 0.0063 0.0056 0.0040 0.0033
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmopP dr.MQP
média 0.1754 0.1725 0.1743 0.1732 0.1775 0.1725
vicio -0.0246 -0.0275 -0.0257 -0.0268 -0.0225 -0.0275
eqm 0.0043 0.0043 0.0070 0.0074 0.0046 0.0046
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1835 0.1748 0.1807 0.1734 0.1830 0.1715
vicio -0.0165 -0.0252 -0.0193 -0.0266 -0.0170 -0.0285
eqm 0.0027 0.0028 0.0045 0.0042 0.0035 0.0037
Dspr.m@ dspPr.MQ Dspr.mm dspr.MM Dspr.MP dsPR.MQP
média 0.1829 0.1748 0.1825 0.1750 0.1833 0.1758
vicio -0.0171 -0.0252 -0.0175 -0.0250 -0.0167 -0.0242
eqm 0.0026 0.0022 0.0042 0.0035 0.0033 0.0030
Dgpuar.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | dapHT.MM | DopHT.MQP | doPHT.MQP
média 0.1785 0.1732 0.1646 0.1625 0.1775 0.1718
vicio -0.0215 -0.0268 -0.0354 -0.0375 -0.0225 -0.0282
eqm 0.0055 0.0046 0.0105 0.0096 0.0065 0.0053
[ n = 1000
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM daPH.MM Dgpu.M@P dopH.MQP
média 0.1873 0.1902 0.1831 0.1868 0.1878 0.1902
vicio -0.0127 -0.0098 -0.0169 -0.0132 -0.0122 -0.0098
eqm 0.0016 0.0014 0.0030 0.0030 0.0019 0.0017
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.vMM Dr.ymgpP dr.MQP
média 0.1859 0.1879 0.1820 0.1849 0.1858 0.1865
vicio -0.0141 -0.0121 -0.0180 -0.0151 -0.0142 -0.0135
eqm 0.0018 0.0017 0.0032 0.0036 0.0020 0.0021
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1903 0.1883 0.1888 0.1879 0.1891 0.1871
vicio -0.0097 -0.0117 -0.0112 -0.0121 -0.0109 -0.0129
eqm 0.0012 0.0012 0.0018 0.0018 0.0016 0.0015
Dspr.m@ dspPr.MQ Dspr.MMm dspr.MM Dspr.MQP dsPR.MQP
média 0.1852 0.1860 0.1782 0.1821 0.1836 0.1846
vicio -0.0148 -0.0140 -0.0218 -0.0179 -0.0164 -0.0154
eqm 0.0025 0.0023 0.0046 0.0042 0.0029 0.0026
Dgpuar.m@ | depaT.MQ | DopaT.MM | doPHT.MM | DopaT.MQP | doPHT.MQP
média 0.1852 0.1860 0.1782 0.1821 0.1836 0.1846
vicio -0.0148 -0.0140 -0.0218 -0.0179 -0.0164 -0.0154
eqm 0.0025 0.0023 0.0046 0.0042 0.0029 0.0026
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Tabela C.30:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 4en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.1463 | 0.1782 | 0.1734 | 0.1878
vicio -0.0537 | -0.0218 -0.0266 | -0.0122
eqm || 0.0067 | 0.0020 | 0.0025 | 0.0010

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

Tabela C.31: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 4, n €

{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.

[ n = 500 ]
Dapw.ag dapm.MQ Dpa.vm dpm. Dapu.mQP depr.MQP
média 0.0903 0.2738 0.0848 0.2673 0.0905 0.2736
vicio -0.0097 -0.0262 -0.0152 -0.0327 -0.0095 -0.0264
eqm 0.0029 0.0035 0.0053 0.0065 0.0032 0.0039
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.0864 0.2673 0.0799 0.2595 0.0865 0.2654
vicio -0.0136 -0.0327 -0.0201 -0.0405 -0.0135 -0.0346
eqm 0.0034 0.0051 0.0062 0.0094 0.0036 0.0058
Dsr.m@ dsr.MmQ Dsr.mm dsr. MM Dsr.moP dsr.mqQP
média 0.0884 0.2698 0.0890 0.2661 0.0905 0.2672
vicio -0.0116 -0.0302 -0.0110 -0.0339 -0.0095 -0.0328
eqm 0.0020 0.0036 0.0036 0.0051 0.0027 0.0044
Dspr.m@ dspPR.MQ Dspr.MMm dspPr.MM Dspr.moP dsPR.MQP
média 0.0877 0.2695 0.0908 0.2688 0.0927 0.2697
vicio -0.0123 -0.0305 -0.0092 -0.0312 -0.0073 -0.0303
eqm 0.0019 0.0030 0.0035 0.0044 0.0024 0.0037
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dapur.mopr | depHT.MOQP
média 0.0897 0.2603 0.0807 0.2484 0.0911 0.2583
vicio -0.0103 -0.0397 -0.0193 -0.0516 -0.0089 -0.0417
eqm 0.0046 0.0061 0.0078 0.0105 0.0050 0.0069
| n = 1000 ]
Dgpw.ag dapr.MQ Depa.vm depr. Dapu.moP depr.MQP
média 0.0955 0.2851 0.0881 0.2824 0.0935 0.2867
vicio -0.0045 -0.0149 -0.0119 -0.0176 -0.0065 -0.0133
eqm 0.0013 0.0016 0.0033 0.0033 0.0015 0.0018
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vor dr.MQP
média 0.0942 0.2830 0.0886 0.2799 0.0924 0.2831
vicio -0.0058 -0.0170 -0.0114 -0.0201 -0.0076 -0.0169
eqm 0.0014 0.0020 0.0033 0.0040 0.0017 0.0022
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.0958 0.2853 0.0934 0.2835 0.0943 0.2846
vicio -0.0042 -0.0147 -0.0066 -0.0165 -0.0057 -0.0154
eqm 0.0009 0.0014 0.0017 0.0021 0.0013 0.0017
Dspr.M@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vqpP dspPRrR.MQP
média 0.0947 0.2839 0.0935 0.2842 0.0944 0.2852
vicio -0.0053 -0.0161 -0.0065 -0.0158 -0.0056 -0.0148
eqm 0.0008 0.0012 0.0016 0.0019 0.0012 0.0016
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.0968 0.2811 0.0909 0.2754 0.0961 0.2794
vicio -0.0032 -0.0189 -0.0091 -0.0246 -0.0039 -0.0206
eqm 0.0018 0.0027 0.0041 0.0045 0.0023 0.0030
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Tabela C.32:

{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

Tabela C.33: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D =

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dw
média || 0.0633 | 0.2685 | 0.0814 | 0.2836
vicio -0.0367 | -0.0315 -0.0186 | -0.0164
eqm || 0.0038 | 0.0029 | 0.0018 | 0.0011

{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 4en €

03, s = 5, n €

[ n = 500 ]
Dapw.ag dapm.MQ Dpa.vm dpm. Dapu.mQP depr.MQP
média 0.2643 0.0887 0.2571 0.0843 0.2634 0.0901
vicio -0.0357 -0.0113 -0.0429 -0.0157 -0.0366 -0.0099
eqm 0.0053 0.0022 0.0084 0.0047 0.0056 0.0026
Dr.mq dr.MQ Dr.ymm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.2615 0.0841 0.2531 0.0839 0.2604 0.0848
vicio -0.0385 -0.0159 -0.0469 -0.0161 -0.0396 -0.0152
eqm 0.0060 0.0031 0.0110 0.0063 0.0064 0.0037
Dsr.m@ dsr.MmQ Dsr.mm dsr. MM Dsr.moP dsr.mqQP
média 0.2791 0.0845 0.2739 0.0848 0.2783 0.0836
vicio -0.0209 -0.0155 -0.0261 -0.0152 -0.0217 -0.0164
eqm 0.0038 0.0020 0.0056 0.0030 0.0048 0.0027
Dspr.m@ dspPR.MQ Dspr.MMm dspPr.MM Dspr.moP dsPR.MQP
média 0.2764 0.0810 0.2740 0.0847 0.2781 0.0833
vicio -0.0236 -0.0190 -0.0260 -0.0153 -0.0219 -0.0167
eqm 0.0036 0.0018 0.0056 0.0028 0.0042 0.0023
Dgpur.mq@ | depaT.MQ | Dopar.vmMm | dgpar.myMm | DopaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.2623 0.0838 0.2534 0.0782 0.2597 0.0827
vicio -0.0377 -0.0162 -0.0466 -0.0218 -0.0403 -0.0173
eqm 0.0074 0.0035 0.0130 0.0068 0.0083 0.0041
[ n = 1000 ]
Dgpw.ag dapr.MQ Depa.vm depr. Dapu.moP depr.MQP
média 0.2832 0.0941 0.2747 0.0909 0.2812 0.0947
vicio -0.0168 -0.0059 -0.0253 -0.0091 -0.0188 -0.0053
eqm 0.0019 0.0011 0.0041 0.0029 0.0021 0.0014
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vor dr.MQP
média 0.2824 0.0929 0.2726 0.0908 0.2801 0.0935
vicio -0.0176 -0.0071 -0.0274 -0.0092 -0.0199 -0.0065
eqm 0.0020 0.0013 0.0046 0.0033 0.0024 0.0017
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2934 0.0916 0.2892 0.0918 0.2904 0.0919
vicio -0.0066 -0.0084 -0.0108 -0.0082 -0.0096 -0.0081
eqm 0.0012 0.0009 0.0020 0.0016 0.0017 0.0012
Dspr.M@ dspPr.MQ Dspr.vmMm dspr.MM Dspr.vqpP dspPRrR.MQP
média 0.2915 0.0889 0.2896 0.0915 0.2903 0.0919
vicio -0.0085 -0.0111 -0.0104 -0.0085 -0.0097 -0.0081
eqm 0.0011 0.0008 0.0019 0.0014 0.0016 0.0010
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.MMm | Dopur.mop | depHT.MOQP
média 0.2817 0.0908 0.2722 0.0859 0.2783 0.0918
vicio -0.0183 -0.0092 -0.0278 -0.0141 -0.0217 -0.0082
eqm 0.0029 0.0017 0.0053 0.0035 0.0033 0.0021
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Tabela C.34:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 03, s = 5 en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dyw
média 0.2282 0.0871 0.2639 0.0922
vicio -0.0718 | -0.0129 | -0.0361 | -0.0078
eqm 0.0092 0.0015 0.0028 0.0007

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

Tabela C.35: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 5, n €
{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.
[ n = 500 ]
Dapw.ag depm.MQ Dpa.vm dgpm. v Dapu.mMQP depr.MQP
média 0.1789 0.1804 0.1733 0.1786 0.1795 0.1824
vicio -0.0211 -0.0196 -0.0267 -0.0214 -0.0205 -0.0176
eqm 0.0040 0.0028 0.0071 0.0050 0.0040 0.0029
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.1759 0.1756 0.1701 0.1753 0.1773 0.1763
vicio -0.0241 -0.0244 -0.0299 -0.0247 -0.0227 -0.0237
eqm 0.0047 0.0039 0.0075 0.0068 0.0047 0.0042
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1831 0.1766 0.1789 0.1738 0.1799 0.1763
vicio -0.0169 -0.0234 -0.0211 -0.0262 -0.0201 -0.0237
eqm 0.0027 0.0029 0.0049 0.0044 0.0038 0.0036
Dspr.M@ dspPRrR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.mgoP dspr.MQP
média 0.1814 0.1747 0.1811 0.1761 0.1822 0.1778
vicio -0.0186 -0.0253 -0.0189 -0.0239 -0.0178 -0.0222
eqm 0.0025 0.0024 0.0045 0.0033 0.0035 0.0028
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dagpur.mopr | depHT.MOQP
média 0.1757 0.1734 0.1597 0.1658 0.1704 0.1695
vicio -0.0243 -0.0266 -0.0403 -0.0342 -0.0296 -0.0305
eqm 0.0051 0.0045 0.0098 0.0084 0.0060 0.0050
| n = 1000 ]
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM doPH.MM Dgprpu.Mm@P dopH.MQP
média 0.1889 0.1887 0.1861 0.1840 0.1892 0.1873
vicio -0.0111 -0.0113 -0.0139 -0.0160 -0.0108 -0.0127
eqm 0.0014 0.0013 0.0032 0.0030 0.0017 0.0016
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.vMM Dr.ymgp dr.MmQP
média 0.1876 0.1865 0.1851 0.1819 0.1887 0.1850
vicio -0.0124 -0.0135 -0.0149 -0.0181 -0.0113 -0.0150
eqm 0.0016 0.0017 0.0034 0.0036 0.0020 0.0020
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1935 0.1868 0.1925 0.1854 0.1921 0.1867
vicio -0.0065 -0.0132 -0.0075 -0.0146 -0.0079 -0.0133
eqm 0.0009 0.0012 0.0017 0.0020 0.0013 0.0015
Dspr.m@ dspRr.MQ Dspr.MMm dspr.MM Dspr.moP dspPr.MQP
média 0.1921 0.1849 0.1917 0.1860 0.1923 0.1869
vicio -0.0079 -0.0151 -0.0083 -0.0140 -0.0077 -0.0131
eqm 0.0009 0.0011 0.0017 0.0017 0.0013 0.0013
Dgpur.mqQ | depaT.MQ | DopaT.MM | dgpuT.MM | DopaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.1875 0.1826 0.1798 0.1760 0.1856 0.1797
vicio -0.0125 -0.0174 -0.0202 -0.0240 -0.0144 -0.0203
eqm 0.0023 0.0022 0.0047 0.0042 0.0028 0.0026
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Tabela C.36:

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 5en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dyw
média 0.1386 0.1777 0.1705 0.1864
vicio -0.0614 | -0.0223 | -0.0295 | -0.0136
eqm 0.0073 0.0021 0.0022 0.0010

Tabela C.37: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 5, n €
{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.
[ n = 500 ]
Dapw.ag depm.MQ Dpa.vm dgpm. v Dapu.mMQP depr.MQP
média 0.0920 0.2707 0.0817 0.2607 0.0886 0.2683
vicio -0.0080 -0.0293 -0.0183 -0.0393 -0.0114 -0.0317
eqm 0.0031 0.0041 0.0068 0.0075 0.0034 0.0046
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.0878 0.2635 0.0795 0.2532 0.0849 0.2610
vicio -0.0122 -0.0365 -0.0205 -0.0468 -0.0151 -0.0390
eqm 0.0034 0.0056 0.0071 0.0104 0.0037 0.0064
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.0913 0.2652 0.0892 0.2587 0.0907 0.2636
vicio -0.0087 -0.0348 -0.0108 -0.0413 -0.0093 -0.0364
eqm 0.0021 0.0042 0.0030 0.0068 0.0026 0.0054
Dspr.M@ dspPRrR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.mgoP dspr.MQP
média 0.0909 0.2657 0.0893 0.2627 0.0912 0.2675
vicio -0.0091 -0.0343 -0.0107 -0.0373 -0.0088 -0.0325
eqm 0.0020 0.0035 0.0030 0.0058 0.0024 0.0043
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dagpur.mopr | depHT.MOQP
média 0.0935 0.2582 0.0866 0.2517 0.0918 0.2585
vicio -0.0065 -0.0418 -0.0134 -0.0483 -0.0082 -0.0415
eqm 0.0042 0.0066 0.0068 0.0111 0.0045 0.0070
| n = 1000 ]
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM doPH.MM Dgprpu.Mm@P dopH.MQP
média 0.0951 0.2835 0.0890 0.2812 0.0945 0.2834
vicio -0.0049 -0.0165 -0.0110 -0.0188 -0.0055 -0.0166
eqm 0.0013 0.0017 0.0031 0.0032 0.0015 0.0020
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.vMM Dr.ymgp dr.MmQP
média 0.0931 0.2802 0.0859 0.2780 0.0917 0.2809
vicio -0.0069 -0.0198 -0.0141 -0.0220 -0.0083 -0.0191
eqm 0.0014 0.0021 0.0035 0.0041 0.0018 0.0024
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.0949 0.2822 0.0931 0.2790 0.0943 0.2799
vicio -0.0051 -0.0178 -0.0069 -0.0210 -0.0057 -0.0201
eqm 0.0009 0.0015 0.0016 0.0024 0.0013 0.0019
Dspr.m@ dspRr.MQ Dspr.MMm dspr.MM Dspr.moP dspPr.MQP
média 0.0942 0.2816 0.0942 0.2808 0.0947 0.2818
vicio -0.0058 -0.0184 -0.0058 -0.0192 -0.0053 -0.0182
eqm 0.0009 0.0013 0.0016 0.0022 0.0012 0.0016
Dgpur.mqQ | depaT.MQ | DopaT.MM | dgpuT.MM | DopaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.0952 0.2774 0.0888 0.2707 0.0942 0.2771
vicio -0.0048 -0.0226 -0.0112 -0.0293 -0.0058 -0.0229
eqm 0.0019 0.0028 0.0039 0.0051 0.0023 0.0031
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Tabela C.38:

{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

Tabela C.39: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D =

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dyw
média 0.0589 0.2660 0.0771 0.2815
vicio -0.0411 | -0.0340 | -0.0229 | -0.0185
eqm 0.0039 0.0031 0.0017 0.0012

{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.

Resultado da estimagao paramétrica para o processo
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 5 en €

03, s = 6, n €

[ n = 500 ]
Dapw.ag depm.MQ Dpa.vm dgpm. v Dapu.mMQP depr.MQP
média 0.2628 0.0895 0.2533 0.0839 0.2621 0.0866
vicio -0.0372 -0.0105 -0.0467 -0.0161 -0.0379 -0.0134
eqm 0.0054 0.0023 0.0085 0.0050 0.0056 0.0028
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.2605 0.0853 0.2524 0.0807 0.2597 0.0841
vicio -0.0395 -0.0147 -0.0476 -0.0193 -0.0403 -0.0159
eqm 0.0059 0.0032 0.0091 0.0068 0.0061 0.0038
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.2803 0.0845 0.2763 0.0861 0.2784 0.0859
vicio -0.0197 -0.0155 -0.0237 -0.0139 -0.0216 -0.0141
eqm 0.0033 0.0022 0.0055 0.0033 0.0043 0.0029
Dspr.M@ dspPRrR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.mgoP dspr.MQP
média 0.2766 0.0793 0.2748 0.0852 0.2780 0.0840
vicio -0.0234 -0.0207 -0.0252 -0.0148 -0.0220 -0.0160
eqm 0.0032 0.0020 0.0050 0.0027 0.0040 0.0024
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dagpur.mopr | depHT.MOQP
média 0.2613 0.0860 0.2511 0.0826 0.2634 0.0848
vicio -0.0387 -0.0140 -0.0489 -0.0174 -0.0366 -0.0152
eqm 0.0072 0.0036 0.0119 0.0061 0.0077 0.0043
| n = 1000 ]
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM doPH.MM Dgprpu.Mm@P dopH.MQP
média 0.2850 0.0952 0.2799 0.0936 0.2839 0.0948
vicio -0.0150 -0.0048 -0.0201 -0.0064 -0.0161 -0.0052
eqm 0.0018 0.0012 0.0037 0.0026 0.0021 0.0014
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.vMM Dr.ymgp dr.MmQP
média 0.2837 0.0929 0.2787 0.0922 0.2827 0.0939
vicio -0.0163 -0.0071 -0.0213 -0.0078 -0.0173 -0.0061
eqm 0.0020 0.0015 0.0041 0.0032 0.0024 0.0017
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.2956 0.0928 0.2928 0.0928 0.2952 0.0920
vicio -0.0044 -0.0072 -0.0072 -0.0072 -0.0048 -0.0080
eqm 0.0012 0.0010 0.0022 0.0017 0.0016 0.0013
Dspr.m@ dspRr.MQ Dspr.MMm dspr.MM Dspr.moP dspPr.MQP
média 0.2938 0.0903 0.2930 0.0926 0.2951 0.0919
vicio -0.0062 -0.0097 -0.0070 -0.0074 -0.0049 -0.0081
eqm 0.0011 0.0009 0.0022 0.0015 0.0016 0.0012
Dgpur.mqQ | depaT.MQ | DopaT.MM | dgpuT.MM | DopaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.2849 0.0928 0.2756 0.0878 0.2814 0.0928
vicio -0.0151 -0.0072 -0.0244 -0.0122 -0.0186 -0.0072
eqm 0.0028 0.0019 0.0055 0.0037 0.0032 0.0021
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Tabela C.40:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.1, D = 03, s = 6 en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dyw
média 0.2193 0.0838 0.2617 0.093
vicio -0.0807 | -0.0162 | -0.0383 | -0.0070
eqm 0.0099 0.0017 0.0029 0.0008

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

Tabela C.41: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 0.2, s = 6, n €
{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.
[ n =500 ]
Dapw.ag depm.MQ Dpa.vm dgpm. v Dapu.mMQP depr.MQP
média 0.1748 0.1810 0.1687 0.1733 0.1736 0.1781
vicio -0.0252 -0.0190 -0.0313 -0.0267 -0.0264 -0.0219
eqm 0.0041 0.0030 0.0071 0.0061 0.0045 0.0033
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média 0.1717 0.1758 0.1662 0.1664 0.1697 0.1721
vicio -0.0283 -0.0242 -0.0338 -0.0336 -0.0303 -0.0279
eqm 0.0046 0.0044 0.0076 0.0080 0.0051 0.0052
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média 0.1815 0.1749 0.1794 0.1726 0.1781 0.1736
vicio -0.0185 -0.0251 -0.0206 -0.0274 -0.0219 -0.0264
eqm 0.0027 0.0030 0.0041 0.0043 0.0036 0.0036
Dspr.M@ dspPRrR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.mgoP dspr.MQP
média 0.1798 0.1732 0.1777 0.1734 0.1795 0.1744
vicio -0.0202 -0.0268 -0.0223 -0.0266 -0.0205 -0.0256
eqm 0.0025 0.0025 0.0041 0.0038 0.0033 0.0031
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dagpur.mopr | depHT.MOQP
média 0.1739 0.1732 0.1605 0.1613 0.1719 0.1679
vicio -0.0261 -0.0268 -0.0395 -0.0387 -0.0281 -0.0321
eqm 0.0053 0.0046 0.0102 0.0084 0.0061 0.0048
[ n = 1000 ]
DgprH.MQ dagPH.MQ Dgpa.MM doPH.MM Dgprpu.Mm@P dopH.MQP
média 0.1871 0.1893 0.1824 0.1850 0.1871 0.1887
vicio -0.0129 -0.0107 -0.0176 -0.0150 -0.0129 -0.0113
eqm 0.0016 0.0013 0.0035 0.0029 0.0019 0.0016
Dr.ymq dr.MQ Dr.vm dr.vMM Dr.ymgp dr.MmQP
média 0.1860 0.1876 0.1833 0.1841 0.1866 0.1865
vicio -0.0140 -0.0124 -0.0167 -0.0159 -0.0134 -0.0135
eqm 0.0017 0.0016 0.0036 0.0035 0.0020 0.0020
Dsr.Mmq dsr.MQ Dsr.vmm dsr.MM Dsr.moP dsr.MQP
média 0.1932 0.1874 0.1900 0.1864 0.1930 0.1868
vicio -0.0068 -0.0126 -0.0100 -0.0136 -0.0070 -0.0132
eqm 0.0011 0.0011 0.0019 0.0018 0.0014 0.0014
Dspr.m@ dspRr.MQ Dspr.MMm dspr.MM Dspr.moP dspPr.MQP
média 0.1915 0.1851 0.1905 0.1854 0.1921 0.1862
vicio -0.0085 -0.0149 -0.0095 -0.0146 -0.0079 -0.0138
eqm 0.0010 0.0010 0.0017 0.0017 0.0014 0.0013
Dgpur.mqQ | depaT.MQ | DopaT.MM | dgpuT.MM | DopaT.MQP | daPHT.MQP
média 0.1881 0.1832 0.1836 0.1797 0.1877 0.1837
vicio -0.0119 -0.0168 -0.0164 -0.0203 -0.0123 -0.0163
eqm 0.0023 0.0022 0.0042 0.0041 0.0025 0.0024
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Tabela C.42:
SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.2, D = 02, s = 6 en €
{500, 1000} com contaminagao por outlier do tipo AO.

n = 500 n = 1000
Dw dw Dw dyw
média 0.1303 0.1757 0.1649 0.1862
eqm 0.0080 0.0022 0.0026 0.0010
vicio -0.0697 | -0.0243 | -0.0351 | -0.0138

Resultado da estimagao paramétrica para o processo

Tabela C.43: Resultado da estimacao semiparamétrica para o processo

SARFIMA(0,d,0) x (0,D,0)s, quando d = 0.3, D = 0.1, s = 6, n €
{500, 1000} e ¢ = 5 com contaminacgao por outlier do tipo AO.
[ n = 500 ]
Dapw.ag depm.MQ Dpa.vm dgpm. v Dapu.mMQP depr.MQP
média 0.0093 0.2827 -0.0019 0.2706 0.0055 0.2820
vicio -0.0907 -0.0173 -0.1019 -0.0294 -0.0945 -0.0180
eqm 0.0114 0.0031 0.0169 0.0068 0.0123 0.0039
Dr.mq dr.MQ Dr.mm dr.MM Dr.vmgp dr.MQP
média -0.0034 0.2605 -0.0108 0.2553 -0.0053 0.2598
vicio -0.1034 -0.0395 -0.1108 -0.0447 -0.1053 -0.0402
eqm 0.0140 0.0055 0.0187 0.0090 0.0147 0.0057
Dsr.Mm@ dsr.MQ Dsr.vm dsr.MM Dsr.mqP dsr.MQP
média -0.0048 0.2647 -0.0077 0.2558 -0.0043 0.2601
vicio -0.1048 -0.0353 -0.1077 -0.0442 -0.1043 -0.0399
eqm 0.0130 0.0038 0.0149 0.0065 0.0136 0.0052
Dspr.M@ dspPRrR.MQ Dspr.mM dsprR.MM Dspr.mgoP dspr.MQP
média 0.0032 0.2802 -0.0019 0.2695 0.0016 0.2738
vicio -0.0968 -0.0198 -0.1019 -0.0305 -0.0984 -0.0262
eqm 0.0113 0.0023 0.0137 0.0052 0.0123 0.0039
Dgpur.m@ | depur.mqQ | Depar.vmym | dgpar.myMm | Dagpur.mopr | depHT.MOQP
média 0.0143 0.2748 0.0036 0.2595 0.0076 0.2717
vicio -0.0857 -0.0252 -0.0964 -0.0405 -0.0924 -0.0283
eqm 0.0112 0.0049 0.0158 0.0104 0.0129 0.0060
| n 