UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE MATEMATICA

MESTRADO PROFISSIONALIZANTE EM ENSINO DE MATEMATICA

Grafos no Ensino Médio: uma
insercao possivel

por

Glaucia Helena Sarmento Malta

Dissertacao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Ensino de Matematica

Prof. Dr. Vilmar Trevisan
Orientador

Porto Alegre, Abril de 2008.



IT

CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Malta, Glaucia Helena Sarmento

Grafos no Ensino Médio: uma insercao possivel / Glducia
Helena Sarmento Malta.—Porto Alegre: PPGEM da UFRGS,
2008.

?? p.: il.

Disserta¢ao (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Ensino de
Matematica, Porto Alegre, 2008.

Orientador: Trevisan, Vilmar

Dissertagao: Ensino de Matemaética
Teoria de Grafos, Resolucao de Problemas




I1I

Grafos no Ensino Médio: uma insercao possivel

por

Glaucia Helena Sarmento Malta

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduacao em Ensino de
Matemaética do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul, como requisito parcial para a obtencao do grau de

Mestre em Ensino de Matematica

Linha de Pesquisa: Ensino de Matematica
Orientador: Prof. Dr. Vilmar Trevisan

Banca examinadora:

Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos
UNICAMP

Prof. Dra. Maria Cristina Varriale
PPGMAp/IM/UFRGS

Prof. Dra. Maria Alice Gravina
PPGEM/IM/UFRGS

Dissertacao apresentada e aprovada em
11 de Abril de 2008.

Prof. Dr. Marcus Vinicius de Azevedo Basso
Coordenador



IV

Conteudo

RESUMO . . . .. e
ABSTRACT . . . . e
LISTA DE ABREVIATURAS . . . ... .. ... ... .. ... ..
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . . . o o .

1 INTRODUCAO . . .. . . s,
2 JUSTIFICATIVA . . . . . .

3 TEORIA DE GRAFOS . . . . . . . .. . .
3.1 Imtroducao . . .. ... . . . ...
3.2 Retomada histérica . . . . . .. ...
3.3 Conceitos preliminares . . . . . . . ... .. ... ... .. .....
3.4 Caminhos Eulerianos . . . . . . .. ... .. ... ... .. ... ..
3.5 Caminhos Hamiltonianos . . . . ... ... ... ... ... ....
3.6 Planaridade . . . . . . . ...
3.7 Coloragao . . . . . . . . . . . ...
4 A APRENDIZAGEM DE MATEMATICA ATRAVES DA RE-

SOLUCAO DE PROBLEMAS . . ... ... ... ... .......
4.1 Metodologia . . . . . .. . ...
4.2 A resolugao de problemas segundo Polya . ... ... ... ...
4.2.1 Compreensao do Problema . . . . . . . . ... .. ... ... ...
4.2.2 Estabelecimento De Um Plano . . . . . . . . ... .. ... ... ...
4.2.3 Execugao Do Plano . . . . . . . . . ... Lo
4.2.4 Retrospecto . . . . . . L
4.2.5 Consideragoes finais . . . . . . . . . ...

4.3 A solugao de problemas segundo Pozo . . . . . . ... ... ...

10
10
13
19
21
23

29

32
36
37
38
38
38
38
39



4.3.1 Exercicios e Problemas . . . . . . . ... ... ... .. ... ...
4.3.2 Os diversos significados de “resolver problemas” em Matematica . . .

4.3.3 O ensino e a aprendizagem do processo de solucao de um problema
matematico . . . . . ...

4.3.4 Ensinar e resolver problemas . . . . . . . ... ... L.
4.3.5 Consideragoes finais . . . . . . . . . . ...
4.4 A Resolucao de Problemas e o Grupo MATHEMA . . ... ..
4.4.1 Caracteristicas da Perspectiva Metodolégica da Resolucao de Problemas

4.4.2 O Recurso a Comunicacao e a Perspectiva Metodolégica da Resolugao
de Problemas . . . . . .. ...

4.4.3 Consideragoes finais . . . . . . . .. ..o

4.5 Ensino-aprendizagem de Matematica através da Resolugao de
Problemas . . . . . . . . ...

4.6 As crencas na resolugao de problemas segundo Vila e Callejo
4.6.1 Modificagao de crencas: proposta de intervencao educativa . . . . . .

4.6.2 A resolugao de problemas no curriculo: como objeto e como ferramenta
de aprendizagem . . . . .. ...

4.6.3 Consideragoes finais . . . . . . . . . ..o

4.7 Sintese . . . . ..o
5 A CONCEPCAO DA PRATICA . ... ...............

6 APRATICA . ... ... ... .. ...
6.1 Aula 1: A Histéria . . . . . .. .. ... ...
6.1.1 Objetivo . . . . . . . .
6.1.2 Atividade . . . . ...
6.1.3 Comentario . . . . . . . . ...

6.2 Aula 2: Os caminhos eulerianos . . . . . . . . .. ... ... ...

6.2.1 Objetivo . . . . . . .

40

41

41
43
45
47

49
20

51

o4

o6
29
99

69
69



6.2.2 Atividade .

6.2.3 Comentario

VI

6.3 Aula 3: Conceitos importantes da Teoria de Grafos . . . . . . .
6.3.1 Objetivo . . . . . . . .
6.3.2 Atividade . . . . . ..

6.3.3 Comentdrio

6.4 Aula 4: Grafos e Representacao Matricial . . . . . .. ... ...
6.4.1 Objetivo . . . . . . .
6.4.2 Atividade . . . . . ...

6.4.3 Comentario

6.5 Aula 5: Aval
6.5.1 Objetivo . .
6.5.2 Atividade .

6.5.3 Comentdrio

iacao . . ... ...

6.6 Awula 6: Caminhos Hamiltonianos . . . . . . . . . .. . ... ...
6.6.1 Objetivo . . . . . . .
6.6.2 Atividade . . . . . ..,

6.6.3 Comentario

6.7 Aula 7: Caminhos Hamiltonianos . . . . . . . . . .. .. .. ...

6.7.1 Objetivo . .

6.7.2 Comentario

6.8 Aula 8: Coloragao . . . . . ... .. ... ... ... ... ...
6.8.1 Objetivo . . . . . . . .
6.8.2 Atividade . . . . . .. ..

6.8.3 Comentario

7 CONCLUSAO

69
71
72
72
72
75
76
76
76
79
81
81
81
82
83
83
84
87
88
88
38
89
89
89

91



VII

BIBLIOGRAFTIA . . . . . 98
APENDICE A SEQUENCIA DIDATICA . .. ... ........ 101
A.1Aula 1: A Histéria . . . . .. ... .. ... 101
Al1 Objetivo . . . . . . . 101
A1.2 Atividade . . . . . . oL 101
A.2Aula 2: Os caminhos eulerianos . . . . . .. ... ... ... ... .. 104
A21 Objetivo . . . . . . . 104
A.2.2 Atividade . . . . . . . 104
A.3Aula 3: Conceitos importantes da Teoria de Grafos . . . . . .. 106
A3.1 Objetivo . . . . . . . 106
A.3.2 Atividade . . . . . .. 106
A.4Aula 4: Grafos e Representacao Matricial . . . . . . ... ... .. 109
A4l Objetivo . . . . . . . 109
A4.2 Atividade . . . . . . .. 109
A.5Aula 5: Aula de exercicios . . . . . ... ... 113
A5.1 Objetivo . . . . . . . 113
A.5.2 Atividade . . . . ..o 113
A.6Aula 6: Caminhos Hamiltonianos . . . . . . ... ... ... ... .. 115
A6.1 Objetivo . . . . . . . 115
A.6.2 Atividade . . . . . ..o 115
A.TAula 7: Coloragao . . . . . . . . . . .. . ... 119
A1 Objetivo . . . . . . . 119
A7.2 Atividade . . . . . ... 119
A.8Aula 8: Planaridade . . . . ... ... .. ... .. ... ... ... 122
A8.1 Objetivo . . . . . . . 122

A.82 Atividade . . . .. 122



APENDICE B

APENDICE C

APENDICE D

APENDICE E

APENDICE F

VIII



IX

AGRADECIMENTOS

Agradeco eternamente aos meus pais Enilda Sarmento Malta e Nelson
da Silva Malta pela simplicidade e dedicagao com que me criaram e pelo incentivo

dado, quando vivos, ao estudo.

Agradego meus irmaos Claudia Cecilia Malta Machado e Nelson Sar-
mento Malta, amigos verdadeiros, pelo amor, apoio e confianca na minha capacidade

de chegar ao fim deste trabalho.

Agradeco aos meus trés amores. Elias Antonio Martini: marido e com-
panheiro sem o qual nao teria sido possivel realizar este projeto e muitos outros ao
longo destes vinte e trés anos juntos. Elias Malta Martini e Cecilia Malta Martini,
nosso maior projeto, filhos maravilhosos e amados, a quem dedico todos os dias da

minha vida.

Agradeco a minha sogra Gema Magro Martini e as minhas cunhadas,
em especial, a Lucia Helena Martini, pela aten¢ao e cuidados com o meu marido e

meus filhos nos momentos oportunos.

Agradeco as amigas verdadeiras Elisa Haag e Mariele Schulte pelo apoio
profissional e por sempre estarem tao préoximas. Ambas sao exemplos de pessoas

éticas e comprometidas com a educagao.

Agradeco o meu orientador Vilmar Trevisan pela confian¢a no projeto
e pela generosidade e competéncia que marcam o seu trabalho. A sua presenca foi
constante e os momentos de reflexdo que tivemos foram fundamentais no processo

de construcao deste trabalho.

Agradeco os colegas deste Mestrado, em especial, o grupo de estudo:
Newton, Marcelio, Pedro e Karina. Os encontros comecaram na forma de estudo,
mas foram se constituindo como encontros de reflexao. Hoje, temos o carinho e a

amizade que os encontros provocaram. A vocés a minha admiracao.



Agradeco aos professores doutores que constituiram a banca pelas con-
tribuicoes que deram ao trabalho final. Em especial, a professora doutora Maria
Cristina Varriale, pela revisao da versao final e pela sugestao de tema no inicio do

projeto.

Agradeco a Universidade Federal do Rio Grande do Sul, em especial, o
Instituto de Matematica, pela iniciativa de levar adiante um projeto tao importante

quanto este.

Finalmente, agradeco ao Centro de Ensino Médio Pastor Dohms pela
oportunidade de trabalho nestes 1ltimos dezoito anos e pela confianca no desen-
volvimento deste projeto. Gostaria de destacar a Coordenadora Pedagdgica Geral
da instituicao, Lia Kappel, pelo apoio incondicional ao meu trabalho e pela com-
peténcia e dedicagao no trabalho pedagdgico de Formagcao Continuada da instituicao.
Também agradeco os queridos alunos das turmas de Ensino Médio M2A e M2G do

ano de 2006 com os quais desenvolvi a proposta que aqui apresento.



XI

RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma proposta de in-
sercao de Teoria de Grafos no Ensino Médio. Para tanto, serd feita uma funda-
mentacao de alguns aspectos acerca da Teoria de Grafos e Resolucao de Problemas.
Apresentaremos uma pratica realizada em dois grupos de segundo ano do Ensino

Médio, numa escola particular de Porto Alegre, no ano de 2006.

A Teoria de Grafos apresenta aspectos pertinentes que merecem espaco
no curriculo da Escola Basica. Apresentaremos uma selecao de possiveis atividades

a serem implementadas numa perspectiva metodolégica de Resolugao de Problemas.

A escolha por tal perspectiva metodolégica em Educacao Matematica
estd vinculada a pratica de Ensino de Matematica que acreditamos ser capaz de
contribuir para a formagao de um individuo autonomo, criativo e capaz de aprender

a aprender.

Palavras chave: Inser¢ao Curricular - Teoria de Grafos - Resolucao
de Problemas - Educacao Matematica - Ensino de Matematica - Perspectiva Meto-

dologica.



XII

ABSTRACT

The main goal of this thesis is to present a proposal for the insertion
of Graph Theory in High School. In order to do that, we present some principles of
Graph Theory and review some important writings about Problem Solving metho-
dology. We will give a suggested practice done with two groups in the second year

of High School, in a private school of Porto Alegre in 2006.

Graph Theory has some aspects that deserve space in the curriculum of
the Basic School. We will show a selection of possible activities to be implemented

within a methodological perspective of Problem Solving.

The choice for this methodological perspective in Mathematics Educa-
tion is related to a practice in Mathematics Teaching that we believe contributes
for a development of a more autonomous and creative person. A person that is and

able to learn how to learn.

Key Words: Graph Theory, Problem Solving, Mathematics Educa-
tion, Mathematics Teaching, Methodological Perspective.
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1 INTRODUCAO

O Mestrado Profissionalizante do Programa de Pés-Graduacao em En-
sino de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), visa o
desenvolvimento de pesquisas e posterior propostas de atividades que proporcionem
a melhoria do ensino de Matematica na Educacao Bésica. Um dos grandes obje-
tivos do programa ¢ o desenvolvimento de materiais de apoio aos professores de

Matematica em exercicio na Educacao Basica.

A presente dissertacao faz parte deste programa e tem por objetivos:

1. Apresentar uma proposta de insercao de Teoria de Grafos no Ensino

Médio.

2. Apresentar a Resolugao de Problemas como a perspectiva metodoldogica

para que tal insercao seja feita.

Apresentamos no Capitulo 2 uma justificativa para a proposta que
elaboramos. A mesma se da a luz da concep¢ao que temos a respeito do ensino,
dos documentos oficiais analisados bem como das tendéncias atuais em Educagao

Matematica.

Alguns fundamentos de Teoria de Grafos sao apresentados no Capitulo
3. Procuramos fazer tal fundamentacao resgatando os problemas historicos que
desencadearam o desenvolvimento de Teoria de Grafos. Procuramos apresentar
esta fundamentacao de uma forma simples com o objetivo de apoiar o estudo de
professores no assunto. Pensamos que, possivelmente, nem todas as Licenciaturas
em Matematica tratem do assunto Grafos, desta forma, estaremos oferecendo um
primeiro contato com o assunto e indicando uma bibliografia para que os estudos

possam ser aprofundados.

Além da insercao de Teoria de Grafos no Ensino Médio, propomos a

perspectiva metodoldgica que acreditamos ser a mais adequada para fazé-la. Desta



forma, fizemos uma pesquisa das tendéncias metodologicas atuais defendidas em
Educacao Matematica e em documentos oficiais do Ministério de Educagao brasileiro
e encontramos em Resolucao de Problemas a alternativa que vai ao encontro do que a
nossa proposta pretende. Apresentamos no Capitulo 4 uma fundamentagao teérica
apoiada em alguns pesquisadores no tema Resolucao de Problemas. Procuramos
apresentar diferentes perspectivas a respeito do assunto e mostrar uma certa evolucao
da concepgao e das discussoes que o assunto foi tomando ao longo do século passado.

Buscamos apontar alguns grupos de pesquisa brasileiros sobre o tema.

A nossa contribuicao para a melhoria do ensino de Matematica esta na
provocacao de uma reflexao dos professores a respeito do que ensinam e da forma
como tém conduzido este ensino. No Capitulo 5 apresentamos um relato da nossa
experiéncia. Procuramos detalhar o processo pelo qual passamos até que a pratica
fosse delineada. Pensamos ser importante descrever as condicoes em que a proposta
foi desenvolvida e para tal buscamos apontar algumas caracteristicas da escola em
que a proposta foi implementada. Acreditamos que o universo em que houve o
projeto foi favoravel para o sucesso da mesma, mas cada professor deve adapta-la a

sua realidade.

No Capitulo 6 podem ser encontradas as aulas ministradas no projeto.
O relato apresenta objetivos, atividades e comentarios da aula. Buscamos compar-
tilhar as nossas impressoes, pois acreditamos que seja fundamental a sensibilidade
no trabalho docente. Os sentimentos e as observagoes espontaneas revelam muito

do trabalho realizado.

Finalizamos a dissertagao apresentando conclusoes da pratica imple-
mentada, bem como uma reflexao a respeito do ensino de matematica. Acreditamos
que a presente proposta pode motivar professores a incluir Teoria de Grafos no

Ensino Médio numa perspectiva de Resolugao de Problemas.



2 JUSTIFICATIVA

Pensar em educagao com certeza nos leva a refletir sobre muitos aspec-
tos. A educacao no Brasil passou por transformacoes relativamente recentes. E no
inicio do século passado que a escola abre suas portas para todos. Hoje, o desafio nao
estd mais em levar todos a aprender e sim em tornar a aprendizagem mais significa-
tiva, uma vez que fora dela hd uma quantidade crescente de informagoes, ao mesmo
tempo cada vez mais atraentes ao educando, desviando a sua atengao. A escola hoje
passa pelo desafio de proporcionar reflexao e entendimento da realidade que cerca
o aprendiz. Também é nessa posicao de aprendiz que o professor contemporaneo se
encontra. As mudancas sao rapidas e percebe-se um apelo muito grande pelo novo.
De certa forma, a escola precisa manter o seu objetivo de trabalhar com o conheci-
mento que a humanidade foi construindo, mas ela também precisa estar atenta ao

conhecimento recente e incorporar nas suas praticas a abordagem dos mesmos.

Em Matematica muito se produz, mas pouco de fato se leva para o
curriculoem termos de Educacao Bésica. A escola resiste ao novo. Nao é raro ouvir
que a escola é uma das instituicoes mais resistentes as mudancas. A forma como
tradicionalmente a Matematica vem sendo trabalhada leva o educando a conceber
a mesma como algo acabado, pronto. Pensamos que um dos grandes desafios da
proposta desta dissertacao seja justamente este: levar para o curriculo da escola

uma Matematica recente e foco de pesquisas no mundo contemporaneo.

A primeira idéia acerca de pesquisar algo mais recente e mais dinamico
foi o Estudo de Probabilidades. Inquietava-nos a possivel diferenca entre como
os meninos e as meninas aprendem Probabilidades. Uma possivel resposta para
tais diferencas seria a forma como educamos meninos e meninas. As brincadeiras
dos meninos costumam ser diferentes das brincadeiras das meninas, de uma forma
geral. Proporcionamos aos meninos muito mais a vivéncia com jogos. Os meni-
nos desenvolvem muito cedo o raciocinio combinatério. Quando estes se deparam

com os problemas de Probabilidades, eles os resolvem com mais tranqiilidade que



as meninas. A questao acerca do tema probabilidades estava mais relacionada ao
comportamento fora da escola do que propriamente na escola. A medida que estas
questoes foram se revelando, a busca pelo real foco da pesquisa foi se delineando.
No fundo, a busca estava também vinculada a resolucao de problemas. Ou seja,
além da busca por algo relevante e significativo ao mundo contemporaneo, era pre-
sente e havia a intencao de buscar um assunto que pudesse ter como alternativa
metodoldgica a resolugao de problemas. Tao importante quanto o assunto, era fun-
damental que pudesse ser abordado de uma forma problematizadora e heuristica. As
discussoes iniciais foram importantes e levaram a concluir que a busca estava de fato
na Matemdtica Discreta. As leituras iniciais e discussoes foram se encaminhando
para o raciocinio combinatério. Sempre esteve presente a busca por um tema que

desse margem a proposicao de problemas.

Uma vez que o foco estava em resolucao de problemas e no raciocinio
combinatoério, o que escolher? O que merecia espago, segundo a nossa concepgao, e
que a Escola Béasica nao estava dando conta? Muitos temas poderiam ser abordados,
mas a nossa escolha foi Teoria de Grafos. Parecia-nos a combinacao perfeita do que
de inicio se pretendia. A medida que as leituras sobre o tema foram sendo feitas,
mais certeza se tinha sobre a escolha. A histéria de grafos surge de uma forma
bela e contextualizada. Sao os problemas que impulsionam o seu surgimento e a
sua sistematizacao. A abordagem escolhida foi a proposta dos problemas historicos
que motivaram matematicos como Euler e Hamilton a criar o que hoje conhecemos
como Teoria de Grafos. Os alunos nao precisavam de qualquer conhecimento prévio

para compreender os problemas que pensamos propor.

Outro aspecto que merece destaque na escolha feita é o fato de que
muito pode ser explorado em Matematica Discreta. Este é um campo da matemaética
que tem se limitado ao estudo dos problemas de contagem. O estudo de grafos abre
possibilidades para o rompimento por parte dos alunos de algumas crencas a respeito
da matematica. Geralmente, os alunos associam a matematica aos conceitos mais

algébricos.



Definido o qué e como, faltava-nos com quem. A principio, pensamos
no terceiro ano do Ensino Médio pois € ali que se encontra a Analise Combinatéria.
Havia alguma preocupagao com o fato de implementar o projeto com uma turma de
terceiro ano. H& outras questoes envolvidas tais como a administracao do tempo,
pois é a tultima série do Ensino Médio. Na verdade, a proposta pensada poderia ser
implementada em qualquer série do Ensino Médio. Também nao desejavamos que
a proposta caisse do nada em alguma das séries. A escolha da segunda série foi a
ligacao de matrizes com grafos. Parecia-nos perfeito propor a resolucao de proble-
mas logo depois de desenvolver os principais conceitos de matrizes. Pretendiamos
dar ao assunto matrizes um tipo de aplicacao diferenciada das que tradicionalmente
sao propostas. O trabalho com matrizes é de facil entendimento pelos alunos, uma
vez que as planilhas eletronicas sao muito cedo manipuladas pelos mesmos. E claro
que estamos falando de um aluno de escola particular. Sabemos que nem todas as
realidades sao assim; mas esta era a nossa naquele momento, o que nao inviabiliza
o que esta dissertacao pretende. O fato do aluno ter mais ou menos conhecimento

de informatica nao compromete o que de fato se pretende com esta proposta.

Alguns aspectos normativos foram nos trangiilizando quanto a per-
tinéncia do projeto. Analisando os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)de
1998 [4] e as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio (OCNEM) de 2006 [5],
encontramos alguns indicativos da pertinéncia de trabalhar com Grafos no Ensino
Médio. No primeiro documento publicado em 1998, o MEC ! aponta objetivos do

Ensino Médio:

!Ministério de Educacao e Cultura Brasileiro



“Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento de-
vem envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de conheci-
mentos praticos, contextualizados, que respondam as necessidades
da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos
mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral
e a uma visao de mundo. Para a area das Ciéncias da Natureza,
Matematica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois
a crescente valorizagao do conhecimento e da capacidade de ino-
var demanda cidadaos capazes de aprender continuamente, para o
que ¢ essencial uma formagao geral e ndo apenas um treinamento
especifico.” (PCNs, [4, p.6])

Ha claramente a indicacao de que se deva incluir no Ensino Médio temas
que respondam as necessidades da vida contemporanea. A Escola Bésica deve dar
conta de temas pertinentes e que venham a contribuir para o pleno desenvolvi-
mento do cidadao que se deseja formar. Percebemos nos tltimos anos a inclusao de
temas como Probabilidades e Estatistica tanto no Ensino Fundamental quanto no
Ensino Médio. A Matematica Discreta é, com certeza, um destes temas com que
a Matematica da Escola Bésica deve se ocupar. A complexidade da vida contem-
poranea deve ser entendida pelo cidadao. Uma das competéncias apontadas pelo
mesmo documento é a contribuicao da escola na formagao de um cidadao critico e
reflexivo. Acreditamos que a complexidade da vida na sociedade de hoje merece ser
entendida pelo cidadao nestas condi¢oes. Ha um indicativo claro quanto ao tipo de
aprendizagem que se pretende, ou seja, esta explicito que seja desenvolvida a capaci-
dade de aprender continuamente. E é neste aspecto que defendemos o uso de uma
metodologia que proporcione tal capacidade. No nosso entendimento, a resolugao
de problemas é uma das alternativas capazes de proporcionar esta capacidade de

aprender continuamente.

Além dos indicativos explicitos do MEC, a nossa atividade docente
aponta a resolucao de problemas como uma alternativa metodolégica eficaz. Os
alunos que vivenciam esta pratica sao alunos diferenciados. A liberdade de pensa-
mento, a possibilidade da descoberta e o desafio que os problemas trazem deixam
marcas significativas na forma de pensar deste aluno. A criatividade, a originalidade

e o bom senso sao visiveis. A persisténcia e a busca por uma estratégia adequada



também podem ser observadas. As conseqiiéncias de uma proposta pautada na re-
solucao de problemas sao justamente a capacidade de aprender continuamente e a

flexibilidade de pensamento.

A resolugao de problemas nao é algo novo no ensino. Polya [18] ja falava
no inicio do século passado na “arte de resolver problemas”. Seu trabalho foi fruto
da sua observacao enquanto docente. Foi a necessidade de instrumentalizar seus
alunos que o levou a criar passos que os ajudariam a resolver problemas. Depois
dele os estudos continuaram e outros educadores deram novos significados ao que
Polya se propos a fazer. O tema é tao pertinente que no ano de 1980 o National
Council of Teachers of Mathematics ( NCTM), organizagao nao governamental com
o objetivo de discutir o ensino de matematica nos Estados Unidos e Canadé, dedicou

sua publica¢ao anual a Resolu¢ao de Problemas segundo Diniz [26, p.87].

Falar em incluir determinado tema na educacao basica implica em discu-
tir curriculo. A complexidade do assunto passa pela tomada de decisao do professor
uma vez que a sala de aula é um lugar de recortes. As indicacoes sao feitas, mas cer-
tamente ¢é na figura do professor que as mudancas ocorrem. Assim como percebemos
em muitos profissionais educadores a busca de inovacoes, também existem outros
tantos profissionais da drea que deixam a desejar. Com a entrada no mercado do
livro didatico e até mesmo dos PCNs, percebemos uma certa acomodacao desses
profissionais. E muito mais f4cil seguir a proposta de um livro e as indicagoes do
MEC. Cabe lembrar que o MEC, ao publicar os PCNs [4], estd nos indicando alguns
“parametros”, mas temos autonomia para escolher enquanto escola o que merece a
nossa atencao. Mudar implica buscar a forma, o conceito, o caminho a ser seguido.
O dia a dia dos professores é bastante complexo. Muitas horas de trabalho em sala
de aula sao necessarias para garantir um saldario que proporcione condicoes de sub-
sisténcia. Nao é novidade os encargos que a escolha pelo ensinar acarreta. Além
das horas em sala de aula, temos o planejamento como atividade fundamental na
vida do professor. Também contamos com horas de trabalho em casa para avaliar o

nosso trabalho. Poucos sao aqueles que dedicam o tempo fora de sala de aula para



buscar o diferente, a inovacao. A complexidade da vida contemporanea que tanto
serd citada para justificar o estudo da Teoria de Grafos, tem implicacao direta na

vida desse profissional.

Uma outra questao que com certeza surge naqueles que atuam no En-
sino Médio é o tempo e a dificuldade de fazer escolhas. Para nds, professores de
matematica, tudo ou quase tudo que se relaciona com a matematica é importante
e deveria fazer parte do curriculo. Estas questoes decorrem de uma visao limitada
que temos do que venha a ser um curriculo. A maioria de nés professores, por co-
modidade, segue as indicagoes que vém sendo implementadas. Pensar numa outra
maneira de conduzir as nossas aulas seria uma boa saida para tais questoes. O
curriculo é algo dinamico e flexivel. Somos nds os professores que precisamos estar
em constante pesquisa tanto do que vem sendo produzido na nossa area quanto do

perfil do individuo que a nés é confiado para ser formado.

No documento OCEM de 2006 [5] encontramos uma referéncia mais
explicita ao tratamento da Matematica Discreta, porém sugerida como tema com-

plementar.



“No ensino médio, o termo “combinatdria”’ estd usualmente res-
trito ao estudo de problemas de contagem, mas esse ¢ apenas um
de seus aspectos. Outros tipos de problemas poderiam ser tra-
balhados na escola - sdo aqueles relativos a conjuntos finitos e
com enunciados de simples entendimento relativo, mas nao neces-
sariamente faceis de resolver. Um exemplo cléssico é o problema
das pontes de Konisberg, tratado por Euler: dado um conjunto
de sete ilhas® interligadas por pontes, a pergunta que se coloca é:
“Partindo-se de uma das ilhas, é possivel passar pelas demais ilhas
e voltar ao ponto de partida, nisso cruzando cada uma das pontes
uma unica vez?” Problemas dessa natureza podem ser utilizados
para desenvolver uma série de habilidades importantes: modelar
o problema, via estrutura de grafo - no exemplo, um diagrama em
que cada ilha é representada por um ponto e cada ponte é um seg-
mento conectando dois pontos; explorar o problema identificando
situacoes em que hé ou nao solugdo; convergir para a descoberta de
condigao geral de existéncia de uma tal solucao (ainda no exemplo,
o caso em que cada ilha tem um par de pontes). Muitos outros e-
xemplos de problemas combinatérios podem ser tratados de modo
semelhante, tais como determinar a rota mais curta em uma rede
de transporte ou determinar um eficiente trajeto de coleta de lixo
em uma cidade.” (OCEM, [5, p.94])

“No problema original, temos um conjunto de sete pontes.

O presente trabalho pretende relatar e refletir sobre uma proposta de-
senvolvida dentro da base curricular de segunda série do Ensino Médio. O trabalho
foi desenvolvido nas aulas de Matematica sem que os grupos envolvidos tivessem
prejuizo no seu desenvolvimento, muito pelo contrario, podemos antecipar que houve

um envolvimento significativo ao se trabalhar com tal proposta.
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3 TEORIA DE GRAFOS

O capitulo Teoria dos Grafos apresenta a importancia da Matematica
Discreta na vida contemporanea, em especial Teoria de Grafos. Uma breve re-
tomada dos principais conceitos de grafos, os teoremas importantes em cada topico
selecionado e algumas aplicagoes sao apresentadas. Neste capitulo é dada énfase aos
problemas histéricos que desencadearam o estudo e desenvolvimento de Teoria de

Grafos e que sao usados em nosso projeto na sala de aula.

3.1 Introducao

A Matematica Discreta, hoje de grande importancia numa sociedade
complexa, nem sempre apresentou esse status. Durante muitos anos limitou-se
aos problemas de contagem. Em Silveira [25] temos uma retomada da histéria da
Matematica Discreta e percebemos que é no pds-guerra que a mesma passa a ter uma
importancia fundamental no desenvolvimento da vida moderna e no desenvolvimento
das ciéncias, em especial, no desenvolvimento do mundo tecnolégico. O computa-
dor, concebido inicialmente para funcionar como uma calculadora, passa a ser usado
como um meio de processar informagoes. E nesta passagem que a Matematica Dis-
creta torna-se uma ferramenta fundamental: transformar dados continuos em dados
discretos. Para que as informagoes possam ser processadas elas precisam do auxilio
da Matemaética Discreta que, segundo Silveira [25], é a matematica dos sistemas e

processos discretos.

3.2 Retomada historica

A escolha de iniciar o projeto dessa dissertacao pelos problemas histéri-
cos que motivaram o desenvolvimento do assunto nao foi casual. Foi motivado pela

resolu¢ao de um problema que Leonard Euler (1736) teria sido o primeiro, segundo
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Santos [15], a desenvolver tal teoria. Contam que o povo da cidade de Konigsberg,
banhada pelo Rio Pregel, com sete pontes ligando duas ilhas e as margens opostas

do rio, propos ao entao famoso matematico Leonard Euler o seguinte problema:

“Serd possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e
terminando no mesmo lugar, cruzando cada ponte exata-

mente uma vez?”’

KOENIGSBERG ‘%

Figura 3.1: Pontes de Konigsberg

Conta a histéria que Euler teria resolvido o problema nao apenas para
o caso solicitado, mas para uma situacao mais geral. O problema pode ser repre-
sentado por um grafo. Nao se sabe se Euler teria resolvido usando a representacgao
de grafos que adotamos hoje. A modelagem do problema por grafo passa pela re-
presentagao onde cada porgao de terra é representada por um ponto (em teoria de
grafos chamamos tais pontos de vértices ou nés) e as pontes estariam representadas
por linhas (em teoria de grafos chamamos estas linhas de arestas), conforme a figura

3.2.

Gracas a resolucao dada por Euler, mais tarde muitos outros problemas
importantes, para o desenvolvimento da Matematica Aplicada, foram possiveis de
serem modelados. Em Roberts [23] encontramos diversos exemplos de problemas
aplicados e modelados por grafos. Dada a complexidade da vida nos grandes cen-

tros urbanos, muitos servigos precisaram ser organizados e é na Teoria de Grafos que
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C

Figura 3.2: Grafo representando o Problema das Pontes

encontramos uma modelagem para circuitos elétricos, rotas, distribuicao de servigos
(coleta de correspondéncias), coleta de lixo, distribuigao de energia, dgua, luz, tele-
fone. Também temos em Grafos a possibilidade de modelar relagoes de amizade,
de hierarquia, de trabalho. Esta tultima afirmacao aparece claramente em Boaven-
tura Netto [17] quando o mesmo aponta grafos como um auxilio para o estudo
de problemas envolvendo inter-relacionamento de elementos (em Quimica Organica,
eletricidade, organizagao, transporte, psico-sociologia). Na verdade, grafos modelam

diversas situacoes e muitas delas nao quantificaveis.

Outro problema classico da teoria de grafos é proposto por Sir William
Hamilton, no século seguinte. Conta-se que Hamilton teria criado um mundo, repre-
sentado por um dodecaedro e, em cada vértice, teria colocado uma cidade do mundo,
sendo Londres uma delas. O jogo idealizado por Hamilton seria sair de Londres e
voltar a Londres passando por todas as cidades do mundo uma unica vez. Ape-
sar da simples formulacao o problema admite muitos caminhos como resposta. No
problema de Hamilton temos uma diferenca significativa em relagao ao problema de

Euler. Encontrar um caminho euleriano significa encontrar um caminho que passe
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por todas as arestas do grafo uma tnica vez, podendo ser aberto ou fechado. Nos
caminhos hamiltonianos cada vértice é visitado uma tnica vez. O problema fica
muito mais complexo com tal condicao. Outro problema classico que decorre dos

caminhos hamiltonianos é o Problema do Caixeiro Viajante.

Estes problemas classicos e outros, como coloragao de mapas serao abor-

dados a seguir.

3.3 Conceitos preliminares
Passamos a definir conceitos e teoremas relevantes da Teoria de Grafos
para que a continuidade do trabalho possa ser dada.

Um grafo é um conjunto de pontos do plano ligados por segmentos cujas
extremidades devem conter tais pontos. Os pontos sao chamados vértices do grafo

e os segmentos sao ditos arestas do grafo.

A

C

Figura 3.3: Grafo
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Dizemos que dois vértices sao adjacentes se hd uma aresta conectando
eles, ao passo que uma aresta ¢é incidente aos vértices que ela conecta. Na literatura,
é comum encontrarmos a diferenca entre grafo e multigrafos. Multigrafos sao grafos
onde podemos ter arestas paralelas e lacos. No presente trabalho nao sera feita tal

diferenciacao. Lagos sao arestas incidentes a um mesmo vértice e arestas paralelas

sao arestas diferentes incidentes aos mesmos dois vértices. Observe o exemplo que

segue:

A

C

Figura 3.4: Grafo com lagos

Na figura 3.4, os vértices A e D apresentam lagos.

Definicao 3.1. Chamamos grau de um vértice o numero de arestas com extremidade
neste vértice. Observemos que um laco contribui duas unidades para o grau do vértice

sobre o qual ele € incidente.

Definigao 3.2. A soma dos graus dos vértices do grafo é chamada grau do grafo.

Do grafo representado na figura 3.5, podemos concluir que o seu grau

Como decorréncia destas definicoes podemos enunciar o teorema que

segue.

Teorema 3.1. O grau de um grafo € sempre um niumero par.
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D

VERTICE GRAU
A 5
B
C 4
D 3
E 3

Figura 3.5: Grafo e tabela com grau de cada um de seus vértices.

Prova. Ao somarmos os graus dos vértices cada aresta é contada duas vezes. Logo,

a soma serd um numero par.[]

Em diversas areas da atividade humana e cientifica podemos ter em

grafos uma representacao adequada e pertinente.

Na Quimica, encontramos representagoes através de grafos para isome-

ros. Na figura 3.6 podemos apreciar alguns exemplos dessas representagoes.

Além da representacao geométrica podemos representar um grafo atra-
vés de matrizes. Segundo Santos [15] esta seria uma maneira 1til de estabelecer uma
relacao entre grafos e a Algebra. Boaventura Netto [17] destaca essa representagao

matricial para fins de calculo. Ambos apontam duas matrizes possiveis de serem
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Figura 3.6: Metanol e Etanol

geradas por um grafo: a matriz de adjacéncia e a matriz de incidéncia. Vejamos a

definicao de cada uma delas.

Definicao 3.3. Matrizes de incidéncia sdo matrizes nas quais as linhas estdo asso-
ciadas aos vértices e as colunas estao associadas as arestas. Um elemento da linha

i e coluna j € 1 se a aresta j € incidente ao vértice i e 0 caso contrdrio.

Definicao 3.4. Matrizes de adjacéncia sao matrizes nas quais as linhas e as colunas
estao associadas aos vértices. O elemento da linha i e coluna j € o nimero de arestas

que tém 1 e 7 como extremidades.

Vejamos como ficaria a matriz de incidéncia e de adjacéncia do grafo

que representa o Problema das Pontes de Konigsberg.

Matriz de Incidéncia:

0101
1 011
0101
1 110
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Matriz de Adjacéncia:

0 2 01
2 0 21
0 201
1 110

Definicao 3.5. Grafo simples € todo grafo que nao apresenta lacos nem arestas

paralelas.

C

Figura 3.7: Grafo Simples

Definicao 3.6. Grafo completo de n vértices denotado por K, é um grafo simples

em que cada um dos n vértices € adjacente a qualquer outro.

Figura 3.8: Grafo Completo K
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GRAFO CONEXO

GRAFO NAO CONEXO

Figura 3.9: Grafo Conexo e Grafo Nao Conexo

Definicao 3.7. Dois vértices sao ditos conectados se existe um caminho de um até o

outro. Grafo conexo € um grafo em que quaisquer dois vértices dele sao conectados.

Definicao 3.8. Grafos bipartidos sao grafos nos quais o conjunto de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos de tal maneira que vértices de um mesmo

subconjunto nao sejam adjacentes.

Figura 3.10: Grafo Bipartido
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Definicao 3.9. Digrafo € todo grafo em que as arestas tém uma orientacao.

Figura 3.11: Digrafo

Uma aplicagao importante que necessita de digrafo para representa-
la pode ser encontrada na Biologia. A cadeia alimentar, ou dependéncia alimentar
pode ser representada por um grafo orientado, ou seja, um digrafo. Temos, na figura

3.11, um exemplo de digrafo.

3.4 Caminhos Eulerianos

Caminhos eulerianos sao caminhos nos quais se utilizam todas as arestas
uma e uma s6 vez num dado grafo. Podemos ter um caminho aberto ou fechado. A
diferenca entre um caminho euleriano aberto e um fechado estd no final do caminho.
Caso se parta e se chegue no mesmo vértice teremos um caminho fechado. Caso a

partida nao coincida com a chegada teremos um caminho euleriano aberto.

Como ja foi dito antes, os caminhos eulerianos levam este nome em
homenagem a Leonard Euler. O problema das Pontes de Konigsberg, resolvido por
Euler em 1736, é o exemplo historico deste tipo de caminho. Hoje, podemos incluir
além dos problemas de rotas, passatempos como desenhar figuras sem retirar o lapis

do papel.
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Nos caminhos eulerianos, precisamos passar por todas as arestas do
grafo e nao podemos repeti-las. Como conseqiiéncia dessa exigéncia decorre uma

condicao para que um grafo tenha caminhos euleriano ou nao:

Teorema 3.2. Um grafo conezo G = (V, A) admite caminho euleriano se, e somente

se, todas as arestas tiverem grau par ou, apenas duas tiverem grau 1mpar.

Prova.
(=)

Se os vértices inicial e final do caminho sao distintos, eles sao os tnicos
que podem ter grau impar, se orientarmos as arestas pelo sentido do caminho, cada
vértice intermediario x; terd d(x;)/2 entradas e d(x;)/2 saidas, onde d(z;) repre-
senta o grau do vértice x;, ou entao o caminho nao podera prosseguir, em um dado
momento sem repetir a aresta: logo, d(z;) deverd ser par, para todo vértice inter-
mediario. Se o caminho é fechado todo vértice serd intermediario e nao poderao

existir vértices de grau impar.
(<)

Sejam x, e x;, os dois unicos vértices de grau impar. Ao construirmos
um caminho partindo de z, poderemos observar que, ao chegar a qualquer x; inter-
mediario, teremos utilizado um ntimero impar de suas arestas incidentes; como todo
x; diferente de x, e x; tem grau par, restara ao menos uma aresta pela qual o cam-
inho poderd prosseguir. Se isso nao ocorrer em algum vértice este devera ser xy, dado
seu grau impar. Construimos, entao um caminho de z, até x;, sem a preocupagao
de utilizar todas as arestas. Restard, entdo um grafo parcial G' contendo as arestas
nao utilizadas, o qual podera ser nao conexo. Entao, partindo novamente de z,
poderemos desviar o caminho toda vez que atingirmos uma componente conexa de
G, percorrendo um caminho euleriano sobre essa componente antes de prosseguir
- 0 que serd sempre possivel visto que todos os vértices de G terdo grau par. Ao

atingir x;, teremos percorrido um caminho euleriano de G.



21

Se todos os vértices de G tiverem grau par, retiraremos uma aresta
e chamaremos de x, e x; seus vértices terminais, executando entao a seqiiéncia
descrita acima e recolocando a aresta ao atingir x;, - permitird o fechamento do

caminho euleriano.[]

As aplicagoes de caminhos eulerianos aparecem em problemas de atendi-
mento seqiiencial a um grande ntimero de usuérios tais como entregas domiciliares
ou recolhimentos (correio, luz, gas, telefone). Em todos os casos modelamos o pro-
blema associando um vértice a cada ponto de atendimento. As arestas correspondem
as ligagoes entre os pontos. O problema passa a ser o de se percorrer cada aresta
uma unica vez, se possivel, ou o de repetir a passagem pelo menor niimero possivel
de arestas. Na maioria das vezes o interesse estd em obter um caminho fechado,

visto que, em geral, o dispositivo de atendimento deve retornar ao ponto de partida.

3.5 Caminhos Hamiltonianos

Cerca de um século apés Euler ter resolvido o famoso problema das
Pontes de Konigsberg, Sir Willian Hamilton, em 1856, cria um jogo que nao teve
tanto sucesso quanto a sua representacao. O jogo intitulado por Hamilton como
Icosain Game era um “mundo” na forma de um dodecaedro. A proposta do jogo
era sair de Londres, uma das cidades do jogo, e voltar a Londres sem repetir cidades.
A representacao plana do jogo é obtida pelo “achatamento” do sélido dodecaedro,
de tal forma que uma das faces seja “esticada” como se as arestas fossem elasticas.
A representagao planar do jogo gera um grafo. No grafo, as cidades estariam repre-
sentadas pelos vértices e as arestas representariam as ligacoes entre as cidades. A

figura 3.12 mostra esta representacao.

Apesar do simples enunciado do problema a caracterizagao deste tipo
de caminho é complexa de ser enunciada. Pode-se verificar se um grafo possui ou nao

caminhos eulerianos apenas analisando o grau de cada vértice. Por outro lado, com
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Figura 3.12: Icosain Game

relacao aos caminhos hamiltonianos, nao temos uma caracterizacao simples como

esta; no entanto, temos como resolvé-lo, como sera indicado mais adiante.

Um problema decorrente desse modelo de caminho é conhecido como o

Problema do Caixeiro Viajante que poderia ser assim enunciado:

“A um caizeiro viajante é informado um conjunto de cidades
e um custo associado a cada par de cidades deste conjunto,
representando a distancia entre as cidades. O caizeiro deve
partir de uma cidade inicial, passar por todas as demais

cidades uma unica vez e retornar a cidade de partida.”

O problema consiste em fazer esta trajetéria pelo menor caminho pos-
sivel. Podemos resolver este problema por enumeracao, ou seja, achamos todas
as rotas possiveis e, com a ajuda de um computador, calculamos o comprimento
de cada uma e, entao vemos qual a menor. Parece simples para um leigo mas,
até mesmo enumerando poderiamos levar um tempo proporcional ao fatorial do

numero de vértices do grafo. Com um ntumero reduzido de cidades o problema de
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enumerar as rotas é relativamente simples, mas a busca por um método de resolugao
mais eficaz envolvendo um tempo polinomial na sua resolucao tem envolvido muitos
matematicos aplicados pelo mundo todo. Acredita-se que tal método nao exista. A
complexidade do problema pode ser facilmente verificada a medida que aumentamos
o numero de cidades em questao. O problema ainda hoje é fonte e fruto de muita
pesquisa, pois a sua unica solu¢ao conhecida envolve um tempo computacional que é
proporcional ao fatorial, ou seja, que cresce como func¢ao exponencial do niimero de
cidades. Este problema costuma ser chamado de um problema NP Completo, que é
uma classe de problemas cuja solucao em tempo proporcional a um polinomio nao é
conhecida. Hoje é um dos problemas que merece a atencao de muitos matematicos
pelo mundo todo. Mas muitos esforgos no sentido de encontrar algum método mais

eficiente ainda tem motivado muitos pesquisadores.

Em termos de aplicagao podemos citar aqui problemas genéricos de
rotas, isto é, problemas em que sao conhecidos pontos de entrega/passagem /distri-
buigao/coleta de produtos via algum tipo de transporte e o problema é determinar
a menor distancia (mais geralmente o menor custo) a ser percorrida. Exemplos
concretos desse tipo de problema incluem coleta de lixo urbano, distribuigao/coleta
postal, transporte de produtos, distribuicao de combustiveis, transporte de pas-
sageiros (urbano/regional/rodovidrio/aéreo/ferrovidrio) e indmeros outros proble-

mas de logistica.

3.6 Planaridade

Um grafo é dito planar se for possivel desenha-lo no plano de modo que

as arestas nao se cruzem. O desenho é chamado realizacdo planar do grafo.

Apesar de estarmos definindo planaridade através do desenho, nao bas-
taria a observacao do mesmo para caracterizar um grafo como planar ou nao. Um
grafo cujas arestas se cruzem nao é, necessariamente, nao-planar. Pode ocorrer que

haja uma outra forma de desenhar o mesmo grafo de tal forma que suas arestas nao



24

se cruzem. Um exemplo desse tipo de situagao estd retratada na figura 3.13 em que

o mesmo grafo tem uma realizagao planar.

A

C

Figura 3.13: Realizacao Planar

H4 outras formas de caracterizacao da planaridade que nao sao somente
geométricas, como aparece em Boaventura Netto [17], que fazem uso de teoremas
importantes como Teorema de Kuratowski, MacLane e Whitney. Com o uso destes
teoremas podemos fornecer condigdes necessarias e suficientes para que um grafo
seja planar. O estudo destes resultados foge ao escopo deste trabalho. Um estudo

mais didatico e acessivel sobre planaridade pode ser encontrado na Dissertacao de

Mestrado de Noeli F. Conte [6].

H&4 importantes aplicagoes de planaridade relacionadas a problemas
modernos. O desenvolvimento de circuitos impressos, por exemplo é uma delas.
Distribuicao de energia, desenho de redes de comunicagao, projetos de trafego/mo-
bilidade urbana, projetos de circuitos elétricos e de construcao civil sao outros e-

xemplos que aplicam solucoes de problemas de planaridade.
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A figura 3.14 retrata um caso classico de trés casas que precisam ser
ligadas a trées utilidades via ligacoes subterraneas a uma central de distribuicao de
cada uma destas utilidades. E possivel fazer essas ligacoes sem que elas se cruzem?
Note-se que, em linguagem de teoria de grafos, essa pergunta é equivalente a saber

se o grafo bipartido completo apresenta uma realizacao planar.

CASA1 CASA 2 CASA 3

AGUA LUZ TELEFONE

Figura 3.14: Distribuicao de Utilidades

Um teorema que se destaca em planaridade é o Teorema de Euler que
da uma condigao necessaria a ser satisfeita por um grafo planar. A realizacao planar
de um grafo divide o plano em um numero finito de regioes chamadas faces. Vejamos

o Teorema de Euler e sua demonstracao.

Teorema 3.3. (Teorema de Euler) Em um grafo planar com n vértice, m arestas,

f faces e p componentes conexos verifica-se

n—-m+f=p+1

Prova.

Provaremos inicialmente o teorema para p = 1 e depois usaremos este

resultado para obter a formula para qualquer p.

A demonstracao sera feita utilizando indugao no nimero de arestas e

admitindo que o grafo GG seja conexo.

Suponhamos que m = 0. Neste caso G é constituido por apenas um

vértice e qualquer representagao grafica de G serd um ponto, portanto f = 1. Subs-
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tituindo estes valores na formula anterior, comprovamos a validade da equacao
n—m+f=p+1
enunciada no teorema. Convém lembrar que estamos admitindo que p = 1.

Suponhamos que a féormula seja valida para grafos com m arestas, onde
m > 1. Consideremos uma realizacao planar de G e suponhamos que passemos
a construi-la a partir de um vértice fixo qualquer, acrescentando sempre arestas
incidentes ao subgrafo ja construido (isto é possivel, pois estamos supondo que G
seja conexo). Sejam n;, m;, firespectivamente, os nimeros de vértices, arestas e
faces da representacao apds acrescentarmos a i-ésima aresta. Entao, ng =1, mg =0
e fo = 1. Em particular, m; = 7. Pela hipotese de inducao, temos que o subgrafo de

G obtido apés colocarmos m — 1 arestas satisfaz o teorema; portanto

Nm—1 — Mm—1 + fmfl = 2.

Acrescentemos agora a m-ésima aresta. Por construgao, uma das ex-
tremidades desta aresta pertence ao subgrafo com m — 1 arestas ja construido.
Quanto a outra extremidade, temos duas possibilidades. Uma delas é que a outra
extremidade nao pertenca ao subgrafo. Neste caso acrescentamos um vértice e uma
aresta ao subgrafo. Notemos que este novo vértice pertence a uma das faces do
subgrafo com m — 1 arestas, na fronteira da qual se situa a outra extremidade (veja
a figura 3.15 - a m-ésima aresta estd tracejada), caso contrario a m-ésima aresta
interceptaria alguma aresta na representacao ja construida, contradizendo sua pla-
naridade. Sendo assim, a nova aresta nao cria uma nova regiao (nao faz parte de

um ciclo) e, portanto, o nimero de faces nao se altera. Temos entao
nm_mm+fm:nm—1+1_(mm—1+1)+fm—1:2

onde a primeira igualdade decorre das observagoes feitas e a segunda da hipdtese de

inducao.

A outra possibilidade é que a m-ésima aresta ligue dois vértices ja

pertencentes ao subgrafo construido, com m — 1 arestas conforme indicado na figura
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Figura 3.15: Uma das extremidades nao pertence ao subgrafo

3.16. Neste caso, estas duas extremidades devem estar na fronteira de uma face
comum, caso contrario terfamos uma interseccao. Esta face é entao subdividida em
duas pela m-ésima aresta enquanto que o nimero de vértices nao se altera. Voltando

a formula, temos
nm_mm—i_fm:nmfl_'_l_ (mmfl—i_l)—i_(fmfl_'—l) :27

onde a tultima igualdade decorre, como antes, da hipotese de indugao.

Figura 3.16: Uma das extremidades pertence ao subgrafo

Passemos agora ao caso p > 1. Denotemos por Gy, Ga, ..., G, 0s
componentes de GG, e por n;, m; e f; o nimero de vértices, arestas e faces, respecti-

vamente, do i-ésimo componente. Logo, para cada ¢ vale
n; —m; + fi = 2.

Observemos que a representacao grafica planar de cada componente de G é obtida
da representacao grafica de (G, considerando-se uma componente de cada vez. Para
cada f;, uma das faces que contribui para o total é a face exterior. No entanto,
esta face exterior é contada novamente como a face interior de outro componente
ou como face exterior da realizacao grafica planar de G. Podemos observar estas

possibilidades nas figuras 3.17 e 3.18. A figura fornece duas representagoes graficas
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planares para o grafo G, composto pelos componentes conexos GGy e Go. Os vértices
do componente GG; nao sao sombreados. Na figura 3.17, a face exterior de G coincide
com a (unica) face interna de Go. Na figura 3.18, a face exterior de G' contém as
faces exteriores de Gy e Gy. Portanto, da soma dos f; devemos descontar p (faces
exteriores, uma para cada componente) e somar 1 (a face exterior de G que apds o
desconto acabou nao sendo contada) para obtermos f, o nimero de faces de G, ou

seja,

f:Zfi—p+1-
i—1

Figura 3.17: G; na face interior de Gy

;

Figura 3.18: Face exterior de G' contém faces exteriores de G e Gy

Portanto, somando para todos os componentes de G obtemos

p

Z(ni—mi+fi):”—m+f+]9—1=2p

=1

que, reescrevendo, fornece a equacao do enunciado do teorema.l]

Uma aplicacao desse Teorema de Euler é o caso de um poliedro convexo,
cuja planificagao resulta em um grafo planar. Assim, temos a bem conhecida férmula

ou relagao de Euler enunciada para os alunos de Ensino Médio.
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V-A+F=2

onde, no poliedro convexo,

V' corresponde ao ntimero de vértices,
I ao nuimero de faces,

A ao numero de arestas.

Vemos aqui uma possibilidade de motivacao para o estudo de planari-
dade no Ensino Médio uma vez que a Relagao de Euler estd em alguns livros
didaticos. No trabalho com Geometria Espacial sao estudados os poliedros e é neste
momento que a Relagdo de Euler é abordada. A forma como a abordagem é feita
pode ser encontrada nos livros de Ribeiro [22], Giovanni e Bonjorno [14], Dante [7],

entre outros.

3.7 Coloragao

Em Santos [15] encontramos a referéncia ao Problema das Quatro Cores
como sendo o mais famoso e conhecido da teoria de grafos, que desafiou matematicos

famosos por muito tempo, sendo este um problema envolvendo grafos planares.

Sabe-se que a cartografia teve uma importancia muito significativa
no desenvolvimento das civilizacoes. Muito cedo, mapas foram sendo desenhados
e podemos atribuir a eles descobertas e indicativos para que novas descobertas
pudessem ser feitas. Na época das navegacoes a sua difusao atinge o seu auge.
O homem de hoje, com tanta tecnologia como recurso disponivel, talvez tenha di-
ficuldades de compreender que nem sempre foi assim. Os mais jovens ja nasceram

num mundo informatizado e ligado em rede (Internet).
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Desde muito cedo se conjecturou que quatro cores bastariam para co-
lorir mapas; ou seja, cartégrafos acreditavam que qualquer mapa poderia ser co-
lorido com apenas quatro cores. Matematicos tomaram conhecimento deste fato e
perseguiram por muito tempo a sua prova. A conjectura seguiu até 1976 quando
foi possivel, através do uso de aproximadamente 1200 horas de calculo computa-
cional, provar que, de fato, tal conjectura era um teorema, este resultado pode ser
encontrado nos artigos de Apple e Haken [1] [2] publicados em 1977. Hoje podemos
afirmar que todo mapa pode ser colorido com no maximo quatro cores. Sabe-se
também que outras situacoes, além da cartografia, fazem uso deste resultado. O

teorema hoje é conhecido como Teorema das Quatro Cores.

A prova do Teorema das Quatro Cores esta muito além da proposta
deste trabalho. A dissertagao de mestrado de Noeli [6] tem um tratamento didatico
deste topico, ao passo que no livro de Saaty & Kaine [24] o Teorema das Quatro

Cores tem um tratamento completo sobre o assunto.

A relagao que coloragao de mapas tem com grafos é bastante forte. Se
usarmos a mesma representacao do problema das pontes de Konigsberg, atribuindo
aos paises os vértices de um grafo e as arestas representando fronteira comum, é

possivel transformar qualquer mapa em um grafo planar.

Figura 3.19: Mapa
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E

Figura 3.20: Grafo correspondente ao mapa da figura 3.19

Dessa forma, a coloracao de mapas é equivalente a colorir grafos pla-
nares, ou seja, atribuir cores a vértices de um grafo planar de tal forma que vértices

adjacentes tenham cores distintas.

Naturalmente, o problema de coloracao nao se limita a grafos planares.
E, portanto, o Teorema das Quatro Cores nao se aplica. Note-se que, por exemplo,
o grafo completo K, de n vértices necessita de n cores distintas para ser colorido.

Logo, se n > 4, mais de quatro cores sao necessarias.

Chamamos de nimero cromdtico de um grafo G o menor inteiro k para

o qual o grafo GG pode ser colorido com k cores.

Problemas modernos que utilizam o conhecimento acumulado sobre o
problema das quatro cores sao problemas de atribuicao em geral. Um exemplo
concreto é a atribuicao de horarios para reuniao de comissoes que tém membros em

comuim.
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4 A APRENDIZAGEM DE MATEMATICA
ATRAVES DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

O capitulo Metodologia apresenta reflexdes a respeito do ensino de
Matematica, em especial a questao metodolégica bem como o seu reflexo na for-
macao do educando. Sao apresentadas as principais idéias de alguns educadores e

pesquisadores em Resolucao de Problemas.

4.1 Metodologia

Os processos de ensino e de aprendizagem sao campos complexos dentro
da educacao. Muito tem sido dito nos ltimos anos sobre teorias de aprendizagem
e podemos perceber mudancas bastante significativas nos paradigmas educacionais.
Hoje hé diferengas, por exemplo, entre ensino e aprendizagem, pois sao de fato dois
campos diferentes. Ensinar nao implica aprender. No nosso trabalho nao pretende-
mos aprofundar tais diferencas. Pretendemos, sim, propor uma abordagem que
venha contribuir para que os dois processos possam de fato promover no educando

uma mudanca na sua forma de aprender.

Um dos aspectos que gostariamos de descatar nesta dissertacao é, além

da escolha do que ensinar, o como ensinar, ou seja, a metodologia.

Cabe numa primeira abordagem, rever, de forma breve, quais sao as
alternativas metodoldgicas que percebemos hoje em destaque ou até mesmo as re-
comendadas pelos documentos oficiais disponibilizados pelo MEC. Nao temos a pre-
tensao de esgotar tal pauta, mas sim a inten¢ao de buscar as tendéncias atuais a fim

de sustentar a nossa escolha.

Metodologia, conforme Aurélio [8], é uma juncao de método+logia. Mé-

todo é derivado do grego methodos que significa “caminho para chegar a um fim” e,
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logia significa “estudo”. Desta forma, temos em metodologia o estudo dos métodos
para atingir determinado objetivo. No nosso caso, o objetivo seria o de aprender os

conceitos envolvidos em teoria de grafos.

O matematico e filésofo René Descartes [10] ja destacava e escrevia
sobre método:
“O método sao regras precisas e faceis, a partir da observacao exa-
ta das quais se tera certeza de nunca tomar um erro por uma ver-
dade, e, sem ai desperdicar inutilmente as forcas de sua mente, mas

ampliando seu saber por meio de um continuo progresso, chegar
ao conhecimento verdadeiro de tudo do que se é capaz.” ([10] )

Sabiamente Descartes ja apontava que é fundamental que se estabeleca
um caminho. Hoje, o ensino necessita de uma reflexao constante do professor e do
aluno. Entendemos que no seu fazer pedagogico o professor deve ter a intengao em
diversos aspectos. Queremos destacar aqui a sua intencao em escolher esta ou aquela

metodologia.

No século XX, varios movimentos no sentido de qualificar a Educacao
Matematica foram evidenciados. Os movimentos mundiais como a Matematica Mo-
derna tiveram sua repercussao no Brasil. Mas, algumas discussoes que tiveram
inicio na década de oitenta refletiram no projeto educativo do Brasil e geraram
o que hoje conhecemos como Parametros Curriculares Nacionais, PCNs [4]. Nos
Estados Unidos o National Council of Teachers of Mathematics ( NCTM ! acessado
em 29 de janeiro de 2008) teve sua fundacdo em 1920 e constitui-se como uma
organizacao nao governamental, sem fins lucrativos, com o objetivo de discutir o
ensino de Matematica nos diferentes niveis de educacao , tanto nos Estados Unidos
quanto no Canada. Na década de oitenta foram elaborados alguns principios que
deveriam nortear o ensino de matematica nos Estados Unidos. Estes principios
sao conhecidos como os Standards e ainda hoje sao uma referéncia internacional.
O documento fala de habilidades e competéncias que devem nortear o ensino de

matemdatica. Em 1980, segundo Diniz [11], o NCTM dedicou sua publicagao anual

lwww.nctm.com
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a Resolucao de Problemas, reforcando as propostas curriculares estabelecidas nos
Estados Unidos que indicavam ser a Resolucao de Problemas o centro do ensino e
das pesquisas na década de 80. Este documento repercutiu internacionalmente e
podemos afirmar que a partir de entao houve uma mudancga no proprio conceito
do que venha a ser um problema. Muitas reflexoes tém sido feitas desde entao a
respeito do tema Resolucao de Problemas. Podemos identificar neste documento
o inicio de um novo movimento dentro da Educacao Matematica que atualmente

merece estudo e reflexdo.

No Brasil, surge na década de noventa os conhecidos Parametros Cur-
riculares Nacionais ( PCNs ). Para o Ensino Médio o documento aponta alguns

indicativos para o ensino de Matematica que merecem ser citados:

“A resolucao de problemas é uma importante estratégia de en-
sino. Os alunos, confrontados com situagoes-problema, novas mas
compativeis com os instrumentos que ja possuem ou que possam
adquirir no processo, aprendem a desenvolver estratégia de en-
frentamento, planejando etapas, estabelecendo relagoes, verifican-
do regularidades, fazendo uso dos préprios erros cometidos para
buscar novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, apren-
dendo a consultar, a experimentar, a organizar dados, a sistema-
tizar resultados, a validar solucoes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem auto-confianca e sentido de responsabi-
lidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de
comunicacao e de argumentagao.” (PCNs [4, p. 52])

Destacamos como conseqiiéncias dessas discussoes a maneira como a
aula de Matematica poderia ser estruturada. Algumas metodologias sao mais a-
dequadas ou melhor dizendo mais “afinadas” com as tendéncias atuais. O uso da
Historia da Matemadtica, dos recursos tecnolégicos disponiveis bem como a resolu-
cao de problemas sao recomendados como alternativas metodologicas nas aulas de
matematica. Tais tendéncias apenas colaboram para o rompimento de visoes mais
tradicionais das aulas de Matematica bem como a concepcao do fazer matematica.
Numa concepcao mais tradicional, a matematica é apresentada aos alunos como
algo pronto e incontestavel. Nessa concepcao, nao levamos o aluno a perceber

qual foi o contexto historico que levou ao desenvolvimento de determinado con-
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ceito matemdtico nem tao pouco se resgata o caminho percorrido para chegar em

tal conceito. Ha um recorte do conceito pronto e dado como acabado.

Na perspectiva que pensamos essa proposta, estava implicita a idéia do
aluno pensar como os matematicos pensaram e nao o que os matematicos pensaram
ao se deperarem com os problemas histéricos que geraram o que hoje chamamos de
Teoria de Grafos. Segundo Becker [3], esse é um dos grandes desafios da pedagogia

atual:

“Poér o aluno em interacao - nao apenas em contato - com oS
grandes matematicos de todos os tempos, em interagdo com a
fisica newtoniana, relativista e quantica, com a astrofisica, com os
grandes fil6sofos desses 2500 anos de pensamento ocidental - para
nao falar da filosofia oriental; em interagdo com os grandes sis-
temas psicolégicos do século XX, com os grandes poetas e literatos,
musicos, pintores e escultores; em interagao com varias linguas,
com a histéria da humanidade, com as mais diversas culturas;
em interacao com os espacos préximos e remotos, planetarios e
cosmicos; com os grandes bidlogos, geneticistas e neurologistas
da atualidade; em interagao com os grandes sistemas juridicos e
morais; com os avangos da microeletronica e da informética...é
um dos principais desafios da pedagogia atual. (...)nao se trata de
dizer, simplesmente, ao aluno o que disseram ou fizeram tais pen-
sadores, escultores, pintores, cientistas, historiadores, psicélogos,
socidlogos mas como o fizeram, isto é, pensar com a sua metodolo-
gia.” (Becker [3, p. 93]).

Planejar com intencao as aulas de Matemaética deve ser uma pratica
constante do professor. Quando falamos em intencdo, pensamos no sentido apontado
por Vasconcellos [12]. Segundo ele ter intengao implica num envolvimento do sujeito
com a acao decorrente do intento. H& um compromisso do sujeito, ¢ um desejo
profundo de transformar. A mera reproducao do que aparece nos livros didaticos é
pouco. O contexto atual exige que formemos alunos auténomos e capazes de pensar
e modificar o mundo em que vivem. A escola tem esse compromisso. Precisamos,
com urgéncia, refletir e tomar decisoes quanto ao que estamos colocando nas nossas
aulas. Quais sao as nossas escolhas? L& estao porque julgamos importantes na
formacao do nosso aluno ou estamos apenas reproduzindo o que tradicionalmente

vem sendo trabalhado?
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Como ja foi destacado, a metodologia a ser adotada é tao importante
quanto a escolha do que trabalharemos em aula. Vasconcellos [12] aponta a necessi-
dade de estruturarmos um novo vinculo pedagdgico. Muitos sao os aspectos por ele
destacados, mas o que converge com 0 nosso pensamento ¢ o pensar a metodologia.
Segundo Vasconcellos, na metodologia dialética de construcao do conhecimento, o
trabalho pedagégico é organizado em torno de trés dimensoes: Mobilizacao para o
conhecimento, Construcao do conhecimento e Elaboragao e Sintese do conhecimen-
to. Nessa perspectiva, os conceitos sao um meio para que se desenvolva no aluno a

capacidade de pensar sobre o objeto.

A mobilizagcao esta relacionada com o despertar do desejo no aluno. Ele
é quem deve construir os conceitos e para tanto deve querer. Quanto a construcao do
conhecimento, temos um processo mais complexo que exige que tomemos algumas
decisbes quanto as teorias de aprendizagem. Precisamos conhecer os fundamentos
do nosso objeto de estudo para que possamos proporcionar a construcao por parte
do aluno. Nao basta falar de determinado conceito, é preciso que haja de fato uma
vivéncia que proporciona a apropriacao daquele conceito. O processo de elaboracdo
e sintese é constante e constitui-se na apropriagao, por parte do sujeito, do conheci-
mento novo. A elaboracao é feita a partir do conhecimento ja existente. A sintese se
dé quando o sujeito estabelece relacoes do real com a sua representacao. A sintese

¢ sempre provisoria.

A seguir abordaremos alguns educadores que pesquisaram e desen-

volveram estudos a respeito de resolucao de problemas.

4.2 A resolucao de problemas segundo Polya

A primeira publicacao de que temos conhecimento sobre resolugao de
problemas é de Polya [18] com primeira edigao em 1944. Polya destaca na sua obra
a importancia da Heuristica, ou seja, a arte da descoberta. Ha um destaque para a

Heuristica Moderna:
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“Heuristica moderna procura compreender o processo solu-
cionador de problemas, particularmente as operacées mentais,
tipicas desse processo, que tenham utilidade. Dispoe de vérias
fontes de informacGes, nenhuma das quais deve ser desprezada.
Um estudo consciencioso da Heuristica deve levar em conta, tanto
as suas bases légicas quanto as psicoldgicas. (...) O estudo
da Heuritica tem objetivos “praticos”: melhor conhecimento das
tipicas operacoes mentais que se aplicam a resolucao de problemas
pode exercer uma influéncia benéfica sobre o ensino, particular-
mente sobre o ensino da Matemaética.” (Polya [18, p. 86]).

Polya nao deixa de citar os grandes matematicos, filésofos, psicélogos

e fisicos que apresentam em suas obras indicios de estudos de heuristica. Destaca

nomes como Euclides, Descartes, Leibnitz, Bernard Bolzano, Pappus, Ernst Mach,

Jacques Hadamard, William James, Wolfgang Kohler, K. Duncker e F. Krauss.

O livro apresenta diversos problemas resolvidos e pretende resgatar

junto ao leitor a curiosidade e o prazer pela descoberta. Acredita que as atividades

propostas aos alunos devem ser desafiadoras e complementa que atividades rotineiras

aniquilam o interesse e tolhem o desenvolvimento intelectual dos estudantes.

Apresenta uma espécie de rotina que orienta a resolucao de um proble-

ma. No livro esta rotina é chamada por Polya de “Como Resolver Um Problema”.

Os passos desta rotina merecem um breve resumo que o préprio livro apresenta (p.

XII e XIII).

4.2.1 Compreensao do Problema

E preciso compreender o problema.
Qual € a incognita? Quais sao os dados? Qual é a condicionante?

E possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para

determinar a incégnita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou contraditéria?

Trace uma figura. Adote uma notacao adequada.

Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anota-las?
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4.2.2 Estabelecimento De Um Plano

Encontre a conexao entre os dados e a incognita.

’

E possivel que seja obrigado a considerar problemas auxiliares se nao

puder encontrar uma conexao imediata.

E preciso chegar afinal a um plano para a resolucao.

4.2.3 Execucao Do Plano

Ezecute o plano.

Ao executar o seu plano de resolucao, verifique cada passo. E possivel
verificar claramente que o passo esta correto? E possivel demonstrar que ele esta

correto?

4.2.4 Retrospecto

Examine a solugao obtida.
E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento?

E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel

perceber isto num relance?

E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?

4.2.5 Consideragoes finais

A obra de Polya é uma conseqiiéncia das suas observacoes enquanto
docente no Ensino Superior. Percebeu a necessidade de instrumentalizar académicos

quanto a algumas particularidades do fazer de um matematico.
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4.3 A solucao de problemas segundo Pozo

Na década de noventa, a publicagdo organizada por Pozo [19] nos da
uma visao mais atual da resolucao de problemas. A obra sai um pouco do uni-
verso Matematico destacado por Polya e vai mais para o campo da Educacao.
Aponta como responsabilidade de todos os componentes curriculares o trabalho com
a solucao de problemas. Ha um maior destaque para a aprendizagem da solucao de

problemas.

No trabalho organizado por Pozo, percebemos uma evolugao no conceito
de resolucao de problemas apontado por Polya, a reflexao, a respeito do tema,
proposta na obra é bem mais abrangente. Seguir os passos ja apontados por Polya
nao é suficiente para que se consiga resolver um problema. Outros fatores sao
apontados para que o sucesso na solugao de problemas seja alcancado: a diferenca
entre exercicios e problemas, os diversos significados de “resolver um problema” em
Matematica, tipos de problemas no ensino de Matematica, o ensino e a aprendizagem

de processo de solugao de um problema matematico, ensinar a resolver problemas.

Destaca a importancia dos diversos componentes curriculares trabalha-
rem com a resolucao de problemas e suas particularidades. A solucao de problemas

é vista como uma forma de aprender a aprender.

“Ensinar a resolver problemas nao consiste somente em dotar os
alunos de habilidades e estratégias eficazes, mas também em criar
neles o habito e a atitude de enfrentar a aprendizagem como um
problema para o qual deve ser encontrada uma resposta. Nao
é uma questdao de somente ensinar a resolver problemas, mas
também de ensinar a propor problemas para si mesmo, a trans-
formar a realidade em um problema que merega ser questionado e
estudado. (...) a aprendizagem da solugao de problemas somente
se transformard em autonoma e espontanea se transportada para
o ambito do cotidiano, se for gerada no aluno a atitude de procu-
rar respostas para suas proprias perguntas/problemas, se ele se
habituar a questionar ao invés de receber respostas ja elaboradas
por outros...” (Pozo [19, p. 14])
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Assim, Pozo destaca a importancia da solucao de problemas como uma

forma de “resolver para aprender e aprender para resolver”.

4.3.1 Exercicios e Problemas

A Matematica é comumente associada a resolucao de problemas. Mas
cabe ressaltar que nem toda atividade desenvolvida numa aula de Matematica é de

fato um problema.

Encontramos nas outras areas do conhecimento a concepc¢ao de que um
aluno que vai bem em matematica é dotado de determinadas capacidade intelectuais.
Esta concepcao reflete o pensamento formalista e idealista de Platao, segundo a
qual o estudo de aritmética tem um efeito positivo sobre os individuos na medida
em que eles sao obrigados a raciocinar. Teriamos aqui uma justificativa para que
se ensine matematica: ela representa um treinamento de estratégias de raciocinio
e de pensamento que, supostamente, poderiam ser generalizadas a outras areas do

curriculo e & vida diéria.

Temos também a concepcao mais utilitaria da matematica que tem

origem no pensamento de que a matematica estaria a servigo das outras ciéncias.

Sempre que a atividade proposta se basear no uso de habilidades e
rotinas automatizadas como conseqiiéncia de uma pratica continua, estaremos diante
de um ezercicio. J4 um problema é uma situacao nova ou diferente do que ja foi

aprendido, que requer a utilizacao estratégica de técnicas ja conhecidas.

A determinacao ou classificagdo de uma atividade como exercicio ou
problema é bastante delicada. Uma mesma atividade pode ser para um determinado
sujeito um exercicio e para outro um problema. E, algumas vezes, um problema
passa a ser um exercicio, pois a estratégica técnica envolvida na sua solug¢ao passa

a nao ser mais uma novidade e sim uma rotina.
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Tanto a resolucao de exercicios quanto a resolucao de problemas exige
dos sujeitos envolvidos a ativacao de diferentes atitudes, motivacoes e conceitos.
Certamente a maior demanda cognitiva e motivacional estd na resolucao de proble-
mas. Segundo Pozo, sujeitos que nao estao acostumados a trabalhar numa proposta
de trabalho que privilegie a resolucao de problemas, mostram-se inicialmente mais

reticentes e procuram reduzi-los a exercicios rotineiros.

4.3.2 Os diversos significados de “resolver problemas” em Matematica

Apesar de termos apontado dois aspectos diferentes que refletem o sig-
nificado de resolver problemas em Matematica, nao é assim que a maioria dos alunos
percebe. A concepgao deles é de que a matemaética é uma ciéncia fechada e acabada
em si mesma. Acabam estudando para dar respostas as propostas feitas pelos pro-
fessores. A questao procedimental é vista de uma forma limitada. Os procedimentos
sao usados para resolver os problemas propostos e nao ha uma reflexao maior e mais
abrangente que os leve a sair do contexto escolar e de fato enxergar a matematica
nas suas vidas ou levar tais conhecimentos e procedimentos para outras areas do

conhecimento.

4.3.3 O ensino e a aprendizagem do processo de solugao de um
problema matematico

Acreditava-se que bastava a apropriacao de estratégias e aplicacao de
rotinas para resolver problemas. Ha outros fatores que precisam ser levados em

conta para que se ensine e se aprenda a resolver problemas.

O proprio problema pode ser um obstaculo. O entendimento do pro-
blema ¢ fundamental para que haja a mobilizagao para resolvé-lo. E necessério que

a linguagem seja acessivel ao resolvedor.
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“Compreender um problema nao significa somente que o aluno
possa compreender e compreenda a linguagem e as expressoes
através das quais a sua proposicao é expressa ou que seja capaz
de reconhecer os conceitos matematicos aos que se faz referéncia.
Além desses fatores, é preciso que o sujeito assimile o problema
ao conhecimento que possui armazenado em sua memoria. Ou
seja, deve relacionar o problema atual com os conceitos e idéias
que armazenou e organizou na sua memoria. Essa relacdo permite
que a informacao inicial seja transformada numa informacao que
o aluno possa usar.” ([13, p. 53]).

Na Matemaética a linguagem tem um significado muito preciso. Ha que
se ter cuidado com o uso da linguagem para que sejam evitadas as ambigiliidades.
Na linguagem corrente temos um contexto que nos ajuda a saber com que sentido
tal palavra esta sendo colocada, ja na Matematica, precisamos tomar cuidado pois
uma mesma palavra pode ter significados bem diferentes. As diferencas lingtifsticas

podem levar a solugoes diferentes de um mesmo problema.

Alguns fatores nao matematicos que influenciam na dificuldade de tra-

ducd@o de problemas matematicos [13, p.53]):

e Diferencgas no significado de uma mesma expressao na linguagem co-
tidiana (mais ambigua e contextual) e na linguagem matemética (mais

precisa).

e Diferentes significados matematicos de uma mesma expressao ou pala-

vra, por exemplo, “é”.
e Ordem e forma da apresentagao dos dados.
e Presenca de dados irrelevantes para a solugao do problema.

e Carater hipotético dos problemas matematicos (“dados mateméaticos”

diferentes de “dados reais”).

e Diferenca entre as teorias pessoais e as teorias matematicas.

Algumas técnicas que ajudam a compreender melhor os problemas

matemadticos ([13, p.59]:
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e Expressar o problema com outras palavras.
e Explicar aos colegas em que consiste o problema.

e Representar o problema com outro formato (gréfico, diagramas, dese-

nhos, com objetos, etc.).
e Indicar qual é a meta do problema.
e Apontar onde reside a dificuldade da tarefa.
e Separar os dados relevantes dos nao relevantes.
e Indicar os dados com os quais contamos para resolver a tarefa.

e Indicar quais sao os dados que nao estao presentes mas que sao neces-

sarios para resolver a tarefa.
e Procurar um problema semelhante que ja tenhamos resolvido.

e Analisar inicialmente alguns exemplos concretos, quando o problema é

muito geral.

e Procurar diferentes situagoes (cendrios, contextos, tarefas, etc.) nas

quais esse problema possa ter lugar.

Além destes fatores, temos também questoes mais relacionadas com o
sujeito, ou seja, seu conhecimento prévio e sua concepgao a respeito da Matematica
(idéias ou teorias prévias). E possivel que essas idéias ou teorias influenciem o sujeito

ao se deparar com uma situacao-problema.

4.3.4 Ensinar e resolver problemas

O ato de resolver problemas tem sido usado como sinénimo de Mate-
matica, no entanto, nem tudo que se trabalha no ensino da Matematica é de fato um
problema. Pozo [19] destaca que desta forma a solugdo de problemas matematicos

constitui, ao mesmo tempo, um método de aprendizagem e um objetivo do mesmo.
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“E um método de aprendizagem na medida em que grande parte
do contetido da Matematica escolar trata de habilidades, técnicas,
algoritmos ou procedimentos heuristicos que podem ser usados
em diversos contextos (cotidiano, cientifico, etc.). Para alcancar
uma aprendizagem significativa desse tipo de técnicas é necessario
aprender a usé-las no contexto de diversos problemas. E um obje-
tivo da aprendizagem na medida em que nao é possivel aprender
a solucionar problemas independentemente da aprendizagem de
conceitos e conhecimentos de Matematica e que, a0 mesmo tempo,
como vimos, a solugao de problemas exige o acionamento e a coor-
denacao de muitos processos complexos.” (Pozo [13, p. 63]).

Pozo [19] coloca que diversos projetos e programas que se basearam
apenas nas técnicas de resolucao de problemas usando como suporte teérico Polya
[18], por exemplo, s6 tiveram sucesso em determinados contextos em que foram
aplicados. O que comprova que nao ha nenhuma utilidade em ensinar determinadas
técnicas fora do contexto de sala de aula sem levar em consideracao os diferentes

conteudos matematicos.

Ao ensinar a resolver problemas alguns aspectos precisam ser levados

em conta:

e Avaliar quais sao os conhecimentos conceituais e procedimentais que
possuimos, quais sao os conhecimentos dos quais precisamos e como

combinar todos esses conhecimentos com o contetido do problema.

e O professor é um modelo de comportamento. Como o professor auto-
matizou esse tipo de conhecimento, nao torna explicitas as estratégias
e técnicas que utiliza. Ou seja, nao fica explicita a relagao entre co-
nhecimentos e procedimentos. Assim, é fundamental e conveniente o
professor indicar todos os passos que estao sendo dados. Cabe ressaltar
que o aluno nao tem metaconhecimento ou controle dos seus préprios
recursos de resolucao. Cabe ao professor prestar auxilio de modo a
tornar explicitas as estratégias que o aluno dispoe e sua utilidade na

resolucao do problema.
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e As discussoes dos procedimentos usados por diferentes alunos para re-
solver o problema sao fundamentais no uso desta metodologia. Como
ja foi dito, a maioria dos alunos acredita que sé ha uma forma possivel
de resolver os problemas propostos. A visao que tém da Matematica é
de uma ciéncia acabada e fechada em si mesma, na qual nao ha pos-
sibilidade de inovacao. Abrir espaco na sala de aula para apresentar e
discutir como diferentes alunos chegaram a dar solucao a tarefa pode
contribuir para quebrar essa imagem e para mostrar a utilizacao das
mesmas técnicas em diferentes estratégias. A discussao com os colegas
obriga o aluno a tornar explicita e a justificar a forma de compreender
uma tarefa, as ferramentas e as técnicas com as quais procura aborda-
la, o objetivo para o qual se propoe utilizar cada uma das técnicas e a

ordem nas quais as usara.

’

e E um processo complexo no qual diversos componentes estao em jogo

e a aprendizagem de solucao de problemas é uma tarefa a longo prazo.

e Os erros nao devem ser tratados como fracasso, mas como fonte de
informagao para o professor na sua tarefa de “treinador” e para a auto-
avaliacao do aluno. A andlise dos erros cometidos pelos alunos pode
revelar as dificuldades do aluno ou suas crencas com as quais ele deve

lidar em um determinado momento.

4.3.5 Consideracgoes finais

Percebemos no trabalho de Pozo [19] uma evolugao em relagao ao tra-
balho de Polya [18]. H4 uma base tedrica inicialmente baseada no que Polya apre-
senta, entre outros, mas uma reflexao mais profunda em relagao a aspectos como
ensino e aprendizagem. Pozo destaca que a resolucao de problemas nao pode ser
vista apenas como uma técnica a ser ensinada. Sao feitas consideracgoes a respeito do
ensino de Resolucao de Problemas como um conteido procedimental da Educacao

Basica [20]. Como ja destacamos acima, ha processos complexos envolvidos. Fica
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clara a necessidade do professor conhecer os fundamentos do que ensina bem como o
processo de construcao dos conceitos envolvidos para que possa auxiliar seu aluno na

2 o professor seria

construcao desse conhecimento. Usando uma linguagem freiriana
um mediador nesse processo de construcao do conhecimento. Ou seja, é o aluno que
constréi o conhecimento, mas o professor precisa ter consciéncia do seu papel nessa
construgao. O destaque para o trabalho com resolucao de problemas nas outras
areas do conhecimento ¢é enriquecedor no sentido de formagao de um sujeito capaz
de continuar a aprender, ou, como coloca Pozo [19], um aluno capaz de aprender a
aprender. Esse destaque é importante pois, coloca como responsabilidade nao ape-

nas da Matematica, mas de todos os componentes curriculares o desenvolvimento

de uma competéncia tao importante nos dias de hoje.

20 termo freiriana se refere a Paulo Freire.
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4.4 A Resolugao de Problemas e o Grupo MATHEMA

Temos no Brasil grupos de pesquisadores em Educacao Matematica que
apontam a resolucao de problemas como uma das habilidades basicas para aprender
matematica. Gostariamos de citar o trabalho publicado pelas coordenadoras do
grupo Mathema, Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz. A apresentacao do grupo
pode ser encontrada na pagina da internet 3:

“O prop¢sito do Grupo Mathema é pesquisar e experienciar novos
métodos de ensino e aprendizagem, assessorando e acompanhan-
do escolas, o6rgaos publicos e organizacoes nao governamentais
voltadas para a educagao, formando professores, provendo publi-
cacoes, materiais e recursos pedagdgicos que contribuam para o
processo educativo e a melhoria do ensino piblico e privado”.

Como o proprio grupo destaca na sua apresentagao, a melhoria do ensi-

no é uma das suas prioridades e nas suas publicagoes temos a resolucao de problemas

como uma dessas possibilidades.

A resolucao de problemas segundo Diniz [11] é chamada de perspectiva
metodoldogica. Na concepcao desse grupo a resolucao de problemas corresponde a
um modo de organizar o ensino o qual envolve mais do que aspectos puramente
metodologicos, incluindo uma postura frente ao que é ensinar e, conseqiientemente,
do que significa aprender. Dai a escolha de termo perspectiva, cujo significado uma
certa forma de ver ou um certo ponto de vista corresponde a ampliar a conceituagao
de resolugao de problemas como simples metodologia ou conjunto de orientagoes

didaticas.

4.4.1 Caracteristicas da Perspectiva Metodolégica da Resolucao de
Problemas

Sao apontadas algumas caracteristicas da perspectiva metodolégica da

resolucao de problemas:

3http//www.mathema.com.br. O acesso foi realizado em 29 de janeiro de 2008 as 10 horas e 32
min.



48

1. Problema é toda situacao que permita alguma problematizacao. Essas
situagoes podem ser atividades planejadas, jogos, busca e selecao de
informagoes, resolugao de problemas nao convencionais e mesmo con-

vencionais, desde que permitam o processo investigativo.

2. A resolucao tradicional de problemas estd centrada em apenas duas
agoes: propor situagoes-problema e resolver as situagoes propostas. Na
perspectiva de resolucao de problemas sao incluidas mais duas acoes:
questionar as respostas obtidas e questionar a prépria situacao inicial.
A problematizacao inclui o que é chamado de processo metacognitivo,
isto é quando se pensa sobre o que se pensou ou fez. Isto requer uma
forma mais elaborada de raciocinio, esclarece duvidas que ficaram, apro-
funda a reflexao feita e esta ligado a idéia de que aprendizagem depende
da possibilidade de se estabelecer o maior niimero possivel de relacoes

entre o que se sabe e 0 que se esta aprendendo.

3. Nao separagao entre contetido e metodologia. Nao ha método de ensino
sem que esteja sendo trabalhado algum conteido e todo conteido esta

intimamente ligado a uma ou mais maneiras adequadas de abordagem.

Percebemos que nessa perspectiva ha outros aspectos relevantes ao fazer
tal escolha metodolégica. O processo de reflexao é estimulado e fundamental ao
escolher tal metodologia. Em todos os momentos, percebemos a reflexao do aluno,
até mesmo o problema posto é passivel de questionamento. O fundamental, e parece-
nos o mais importante nessa perspectiva, é oportunizar situacoes que proporcionem
pensar, ou seja, a reflexao. O processo de chegada na resposta é extremamente

valorizado e estimulado.



49

4.4.2 O Recurso a Comunicacao e a Perspectiva Metodolégica da
Resolugao de Problemas

Na perspectiva metodoldgica de resolugao de problemas acima carac-
terizada, é fundamental que haja a comunicacao do pensamento das formas mais

variadas possiveis: oral, escrita e pictorica.

A comunicacao é necessaria para descrever e entender a situacao inicial,
para buscar e registrar a resolugao das possiveis solugoes encontradas e para avaliar

que solucoes sao mais adequadas.

Num primeiro momento, temos que recorrer a oralidade ou a algum tipo
de texto para descrever as questoes. A acao mais forte e presente na problematizagao
é a oralidade. Os registros pictéricos e o texto surgem, quase sempre, num segundo
momento quando se deseja sistematizar ou apenas registrar os questionamentos e as

respostas.

Os recursos da comunicacao sao valiosos para interferir nas dificuldades
encontradas, pois é através da fala, escrita ou desenho do aluno, que percebemos
indicios de quais habilidades ou atitudes ele estd desenvolvendo e que conceitos
ou fatos ele domina, apresenta dificuldades ou incompreensoes. A partir de tais
percepcoes, podemos interferir nas dificuldades encontradas ou permitir que o aluno

avance mais, propondo-se outras perguntas ou mudando a forma de abordagem.

A partir dessa associacao entre a comunicacao e a perspectiva metodo-
logica de resolugao de problemas, podemos verificar que, enquanto resolve situacoes-
problemas, o aluno aprende matematica, desenvolve procedimentos e modos de pen-
sar, desenvolve habilidades béasicas como verbalizar, ler, interpretar e produzir tex-
tos em matematica e nas areas de conhecimento envolvidas nas situacgoes propostas.
Também adquire confianca em seu modo de pensar e autonomia para investigar e

resolver problemas.
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Bons problemas, situagoes proximas a realidade do aluno e temas mo-
tivadores favorecem a aprendizagem e o envolvimento do aluno, mas é através da
comunicagao que o aluno ganha voz na sala de aula, podendo trocar opinides, argu-
mentar em funcao de suas idéias, refletir sobre o que pensa, ao escrever ou represen-
tar suas descobertas e conclusoes, e sentir-se valorizado por possuir interlocutores e

leitores para suas producoes.

Segundo Diniz [11] esse trabalho nao é simples, requer tempo e de-
pende de um bom planejamento. Trabalhar na perspectiva metodolégica da re-
solucao de problemas, em um ambiente que contemple a comunicacao, nao inclui
experimentagoes eventuais, nem permite improviso ou falta de clareza quanto ao

conhecimento matematico e a forma adequada de utilizacao da metodologia.

4.4.3 Consideracgoes finais

Na obra de Smole e Diniz [26], a riqueza de exemplos em experiéncias
com resolucao de problemas na perspectiva metodolégica apresentada, chama a
atencao. O tempo todo, as pesquisadoras apontam caracteristicas da proposta,
apresentam situacgoes ja experimentadas e a reflexao dos processos envolvidos na
implementagao das atividades. Assim como em Pozo [19] percebemos um outro o-
lhar para a resolucao de problemas. Ha um foco no ensino e na aprendizagem bem
como nos processos e responsabilidades envolvidos, tanto da parte do aluno quanto
do professor. A proposta das pesquisadoras aponta para a importancia da comu-
nicacao no trabalho com resolucao de problemas. O espaco para que o aluno se

expresse das formas mais diversas possiveis é essencial ao se adotar tal perspectiva

de trabalho.
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4.5 Ensino-aprendizagem de Matematica através da

Resolugao de Problemas

No Brasil temos a UNESP 4 - Rio Claro que desenvolve estudos em
Educac¢ao Matemadtica e, segundo artigo de Onuchic [9], hd uma linha de pesquisa
em Resolucao de Problemas como uma metodologia de ensino da Matemética. O
professor Luiz Roberto Dante é apontado como Professor Colaborador e Orientador
de Mestrados e Doutorados no Curso de Pds-Graduacao em Educagao Matematica

responsavel por esta linha de pesquisa.

O artigo cita trabalhos desenvolvidos durante os ano de 1997 e 1998 e
destaca que o Projeto desenvolvido com o nome “Ensinando Matematica através da
Resolucao de Problemas” constitui-se num caminho para se ensinar matematica e

nao apenas para se ensinar a resolver problemas. Estabeleceram que:

“Problema é tudo aquilo que nédo se sabe fazer mas que se estd
interessado em resolver, que o problema passa a ser um ponto de
partida e que, através da resolucao de problemas, os professores
devem fazer as conexoes entre os diferentes ramos da matemaética,
gerando novos conceitos e novos conteudos.”

Segundo este grupo de pesquisa ha alguns destaques que merecem ser

citados quanto a Resolucao de Problemas:

e O ponto de partida das atividades matematicas nao é a definicao mas

o problema.

e Um problema nao é um exercicio no qual o aluno aplica, de forma quase

mecanica, uma férmula ou uma determinada técnica operatoria.

e As aproximagoes sucessivas ao conceito criado sao constituidas para
resolver um certo tipo de problema e, num outro momento, o aluno

utiliza o que ja aprendeu para resolver outros problemas.

4Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”.
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e O aluno nao constréi um conceito em resposta a um problema, mas
constréi um campo de conceitos que tem significado num campo de

problemas.

e A Resolugao de Problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida
em paralelo ou como aplicacao da aprendizagem, mas como orientacao

para a aprendizagem.
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4.6 As crencgas na resolugao de problemas segundo Vila e

Callejo

Segundo Vila e Callejo [27], a visdo da matemadtica que o curriculo
normalmente apresenta pode estar ou nao em consonancia com a dos professores e
com a dos alunos e influenciar em maior ou menor grau o curriculo lecionado, isto
é, o modo como se aproximam dessa ciéncia, a selecao de atividades e recursos, a
forma de aprender, a intervengao dos professores, a maneira de organizar a aula, de
enfrentar a atividade matematica, de resolver problemas. Junto a isso, as praticas
(relagoes, valores, critérios, normas) dos professores e dos alunos, desenvolvidas
em aula, algumas vezes respondem as intencionalidades explicitas, desejadas ou

buscadas, e outras vezes nao: é o que se chama de curriculo oculto.

Entre o curriculo projetado e desenvolvido pelos professores e o que
realmente os alunos assimilaram costuma haver divergéncia e desajustes. Explicam-
se tais desajustes porque os alunos reconstroem sua propria visao da matematica,
seus proprios conhecimentos, a partir de suas experiéncias, do que ja sabe e de suas
crencas. Quando os alunos, apesar de disporem de uma boa bagagem de conheci-
mentos e estratégias e de ter um bom controle e auto-regulacao de seus processos,
nao dao as respostas esperadas e buscadas pelo professor, um elemento que ajuda a
explicar esse fato é seu sistema de crencas. O que realmente os alunos assimilaram

do processo de ensino/aprendizagem é o que chamamos de curriculo realizado.

As crencas sao uma forma de conhecimento pessoal e subjetivo, que esta
mais profundo e arraigado que uma opiniao; constroem-se por meio de experiéncias,
informacoes, percepcoes, e delas se desprendem algumas praticas. As crencas tém
uma certa estabilidade, mas sao dinamicas, pois as experiéncias ou o contraste com
outras podem modifica-las; estao, pois, submetidas a evolucao e a mudanca. Os
proprios autores admitem a ambigiliidade que o termo crenga pode gerar uma vez
que o termo é empregado em diversas dreas do conhecimento (filosofia, teologia,

psicologia, inteligéncia artificial) com diferentes significados, bem como na vida co-
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tidiana com diversas acepcoes. Muitas vezes a palavra crenca é usada no lugar de

vis@o, concepgao, pensamento. Segundo Vila e Callejo [27]:

“As crencas sdo um tipo de conhecimento subjetivo referente a
um conteudo especifico sobre o qual versam; tém um forte com-
ponente cognitivo, que predomina sobre o afetivo, e estao ligadas
a situagoes. Embora tenham alto grau de estabilidade, podem
evoluir gracas ao confronto com experiéncias que podem desesta-
biliza-las: as crencas vao sendo construidas e transformadas ao
longo de toda a vida.”[27, p. 48]

4.6.1 Modificagcao de crengas: proposta de intervencao educativa

As crengas que os alunos constroem sao geradas muitas vezes pela forma
como se d4 o ensino da matemética na escola. E claro que a concepgao do professor
é um fator muito importante nessa construcao. A forma como o trabalho é encami-
nhado, ou seja, a experiéncia vivida pelo aluno influencia na formacao desse sistema

de crengas.

Em Vila e Callejo [27], além da abordagem das crengas encontramos
um proposta de intervencao educativa que vem ao encontro da proposta que pre-
tendemos: a resolucao de problemas. Ha& o encaminhamento dessa proposta por

etapas como descreveremos abaixo.

Alguns aspectos dessa abordagem merecem destaque segundo a nossa

perspectiva:

1. Decisao do professor em selecionar ou conceber um bom problema. Ape-
sar da subjetividade do que venha a ser um bom problema, o profes-
sor deve estar atento as caracteristicas do problema selecionado e das
condicoes dos seus alunos, bem como do tempo disponivel para aborda-

lo.

2. Os problemas devem ser de tipologias diversas. Ou seja, devem ser

de diferentes campos da mateméatica nao apenas aritméticos. Devem
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abranger propositos diversos, nao s o célculo de um resultado, como
também a obtencao de uma pauta, a tomada de decisoes, a exploracao,

a construcao.

Uma caracteristica muito importante dos problemas, relacionada mais
com o resolvedor do que com a tarefa, é que os problemas devem ser

tarefas acessiveis.

Os problemas devem ser tarefas ricas tanto do ponto de vista didatico
quanto epistemoldgico. Os autores destacam como entendem tarefas

ricas dos dois pontos de vista.

Tarefas ricas na Perspectica Diddtica:

(a) Sejam motivadoras;

(b) Captem o interesse dos alunos, facilitem seu envolvimento;

(c) As diferentes tentativas as tornem desafios para maioria dos alunos;

(d) Prestem-se a criar um ambiente de interrogacao e raciocinio, de
intercambio e discussao.

Tarefas ricas na Perspectiva Epistemoldgica:

(a) Sejam relevantes da perspectiva escolar;
(b) Permitam estabelecer conexoes entre diferentes dreas do curriculo;

(c) Admitam diferentes abordagens e, inclusive, diferentes processos

de resolucao;
(d) Possam abrir a exploracao de campos de problemas;
(e) Admitam otimizagoes e/ou generalizagoes de resolugao;

(f) Prestam-se a reformulagoes dos préprios alunos, permitindo pe-
quenas variagoes nas condigoes do problema ou no propésito da

situagao apresentada;
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(g) De forma natural, a prépria situagao apresentada leve a necessi-
dade de incorporar, modificar ou elaborar novos conhecimentos,

novos procedimentos.
5. Trabalho em pequenos grupos em um ambiente de discussao.

6. Comunicagao. Argumentam a importancia da comunicagdo em um
clima de liberdade, em uma atmosfera de interrogagao, para melhor
conhecer os processos e as dificuldades alheios, como fonte de apren-

dizagem e de auto-estima, para melhorar o racicinio.
7. Reflexao sobre o processo de resolugao.

8. Desenvolvimento da criatividade nos seus diferentes componentes: flu-

éncia, flexibilidade e originalidade.

9. Os professores devem ser um modelo de conduta metacognitiva. Seu
papel deve ser:
(a) Orientar mais que guiar por um caminho;

(b) Perguntar, incitar e questionar para fazer refletir mais que propor-
cionar respostas;
(c) Animar e proporcionar mais que exigir;

(d) Duvidar, refletir, explorar, experimentar e conjecturar mais que

informar.

4.6.2 A resolugao de problemas no curriculo: como objeto e como
ferramenta de aprendizagem

Os problemas podem estar presentes nas aulas de matematica com di-
versos objetivos. Precisamos ter clareza quanto a estas diferenciagoes. Segundo Vila

e Callejo os objetivos sao:
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1. Aprender a resolver problemas.

A resolucao de problemas pode focalizar a aprendizagem da matemaética,
no sentido de que a aprendizagem esteja centrada em transmitir aos
alunos aquelas idéias, estratégias, processos e atitudes que se mostraram

luteis e eficazes para resolver problemas.

2. Aprender a pensar matematicamente.

Os problemas desempenham um papel essencial como ferramenta dida-
tica e, em particular, o enunciado desempenha um papel de destaque ja
que, por um lado, é uma definicao da situagao apresentada e, por outro,
trata-se da porta que permite a imersao. Assim, se o objetivo é fazer
com que o problema seja uma ferramenta que favorega a estruturagao
do pensamento matematico, o enunciado nao tem de ser o fornecedor de
indicagoes para a resolugcao do problema, nem que pertencer a um con-
texto padronizado, nem encerrar excessivos indicios dos conhecimentos

matematicos envolvidos em sua resolucao.

A criacao de um ambiente de resolucao de problemas em aula é mais um
desafio que uma proposta. A resolucao de problemas nao deveria ser
uma categoria de atividades diferenciadas na aula, nem um recurso de
motivacao externa, nem uma ferramenta de aplicacao de conhecimen-
tos, mas um contexto - e a aula de matematica deveria ser um lugar em
que todas as propostas de trabalho constituissem situacoes-problemas
que cabe explorar e fazer despertar diversas formas de raciocinio e pro-
cessos, como experimentar, conjecturar, justificar. A resolucao de pro-
blemas como uma organizadora da aula, ou seja, a0 mesmo tempo como

objetivo, metodologia e conteudo.

3. A resolucao de problemas como atividade de investigacao.

Nesta proposta, a reflexao tem um papel mais importante do que pro-
priamente os problemas. Existem algumas idéias que precisam ser as-

sumidas tanto em relacao ao professor quanto em relacao aos alunos.
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Em relagao aos professores:

e Mais importante do que os professores proporem um problema,
é que sejam capazes de manter os alunos em atitude de resolver

problemas.

e O pensamento matematico desenvolve-se em uma atmosfera de
interrogacao, desafio e reflexao e, portanto, na aula devem estar
presentes a particularizagao, a generalizacao, a emissao de conjec-

turas e uma atitude de convencimento.

e Os professores devem fazer o minimo possivel daquilo que os alunos

sejam capazes de fazer sozinhos.
Em relagao aos alunos:

e Todo mundo pode comecar.

e Os problemas mais interessantes para as pessoas sao aqueles de
cuja formulagao elas participaram ou enunciaram ou reconheceram

como problema.

4. Aprender a resolver problemas: uma introducao de conceitos.

Outra forma em que aparece a resolugao de problemas no curriculo é
como método de ensino, quer dizer, “aprender resolvendo problemas”.
Os problemas sao utilizados para ajudar os alunos a terem consciéncia
de que seus conhecimentos sao insuficientes para responder as questoes
que lhes sao propostas e despertar-lhes, assim, a motivacao para incor-

porar novos conhecimentos, reestruturando os que ja tém.

A selecao dos problemas deve ser feita com cuidado, de modo que ini-
cialmente sejam acessiveis aos alunos, que lhes permitam aplicar seus
conhecimentos, mas que lhes ajudem a ter consciéncia da insuficiéncia
de seu saber para poder dar uma resposta completamente satisfatéria.
Dessa maneira, mantém-se o interesse pelo problema e cria-se o dese-

quilibrio que permitira a realizacao de novas aprendizagens.
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4.6.3 Consideracoes finais

Vila e Callejo propoem uma reflexao significativa do ponto de vista
da educacao. A forma como concebemos a nossa proposta de trabalho tem uma
influéncia muito grande no sujeito que aprende e vai muito além do conhecimento.
Somos capazes de gerar no aluno crencas que marcam profundamente a vida desse na
sua passagem pela instituicao escola. Ha toda uma fundamentacao para o conceito
de crenga e sistema de crencas e, exemplos de situagoes onde e como as mesmas
se manifestam. Mas, no nosso caso, o que merece destaque é a indicagao clara de
que a resolucao de problemas é uma alternativa para o rompimento desse sistema
de crengas ou a possibilidade de gerar nos alunos uma crenga diferente daquela que

comumente vemos em destaque em relacao a Matematica.

4.7 Sintese

A abordagem que apresentamos neste capitulo quanto ao conceito de

resolucao de problemas esta sintetizada no quadro que segue:

Autor Concepcao

Polya Rotina orientando a resolugao

de problemas

Pozo Criar nos alunos habito e atitude de

enfrentar a aprendizagem

Diniz e Smole Perspectiva Metodolégica

UNESP Linha de pesquisa em

Educagao Matematica

Vila e Callejo Possibilidade de

romper com crencas
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5 A CONCEPCAO DA PRATICA

Pensamos que a capacitagao do docente transcende a formacao acade-
mica. A pratica em sala de aula leva o docente a uma constante reflexao do seu
papel na formacao do aluno. Muitas vezes, é na atividade que descobrimos muito
do que de fato d&a resultado nas nossas aulas. Entendemos resultado aqui como
a capacidade e habilidade do aluno pensar, entender e criar matematicamente. A
pratica certamente deve ser combinada com a reflexao. O nosso fazer pedagdgico
deve estar sempre acompanhado de reflexao e discussao com os nossos pares. O
planejamento das aulas e a reflexao dos sucessos e fracassos resultantes da pratica
sao componentes essenciais para o docente. A falta desses fatores leva a intimeros

problemas que constantemente ouvimos e presenciamos nas escolas atuais.

A oportunidade de voltar ao meio académico através de cursos de ca-
pacitacao ou pés-graduacgao nos leva a refletir sobre os fundamentos daquilo que ensi-
namos. Esta reflexao tém multiplas implicacoes e qualificam a nossa docéncia. O en-
contro com professores de realidades diferentes enriquecem o nosso fazer pedagdgico.
Através de discussoes e olhares diferentes, enriquecemos a nossa pratica. Um exem-
plo desta possibilidade foram os vinculos que este programa de Mestrado propor-
cionou. Com o pretexto de aprofundarmos os estudos gerados pelas disciplinas,
estabelecemos muitas discussoes a respeito da nossa docéncia. Em muitos momen-
tos trocamos pontos de vista e agregamos valor as nossas aulas. Gragas a este grupo,
repensamos as nossas aulas e construimos novos significados para topicos que faziam

parte da nossa rotina.

A prética da presente dissertacao foi realizada numa escola particular
de Porto Alegre onde a mestranda atua desde 1990. O Centro de Ensino Médio
Pastor Dohms faz parte da Rede Sinodal de Educacao. E uma instituicao que
possui diversas unidades de ensino e é reconhecida pela formacgao diferenciada de

seus egressos. Participaram do Projeto Teoria de Grafos no Ensino Médio duas
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turmas de segunda série do Ensino Médio da Unidade Higienépolis do C.E.M. Pastor
Dohms no ano de 2006.

A escola caracteriza-se por uma proposta de trabalho apoiada no de-
senvolvimento do educando de uma forma ampla e visa o desenvolvimento de ha-
bilidades sociais, motoras e cognitivas através, especialmente, de operagoes de pen-
samento baseadas em Raths [21]. H& o incentivo para que o corpo docente pense
constantemente em alternativas metodoldgicas que contribuam para o desenvolvi-
mento do educando segundo o que a mesma pretende. Também percebe-se uma
flexibilidade com relagao ao curriculo. Os professores tém a oportunidade de pensar
e escolher os assuntos a serem trabalhados. Projetos sao apoiados e ha um incentivo
para que os mesmos acontecam. H& o entendimento do curriculo como algo dinamico
e em constante movimento. A comunidade de pais apdia as iniciativas da escola. Os
alunos estao familiarizados com um trabalho desafiador e aceitam com naturalidade
propostas diferenciadas. Podemos afirmar que é um meio onde ha credibilidade no
fazer docente. Esta credibilidade exige do professor um envolvimento e uma respon-
sabilidade grande. A instituicao proporciona ao seu corpo docente uma formagao
continuada. Ha no Projeto Pedagdgico da instituicao o Projeto Formacao Continu-
ada. Nele, os professores sao constantemente envolvidos em palestras, discussoes e
semindrios que enriquecem o seu trabalho em sala de aula. O egresso dessa insti-
tuicao apresenta um perfil diferenciado e reconhecido no Ensino Superior. Os fatores
acima citados foram componentes importantes na implementacao da proposta desta

dissertacao.

A relagao dos alunos desta escola com a Matematica é bastante tranqtii-
la. Muitos sao os alunos que anualmente participam de Olimpiadas de Matematica,
em especial da OBM (Olimpiada Brasileira de Matemadtica) e da ORM (Olimpiada
Regional de Matematica). A participacdo em eventos como estes revela a postura
dos alunos frente aos desafios propostos. Também destacam-se na continuidade dos
estudos no Ensino Superior. Temos retorno de docentes reconhecendo a forma de

pensar dos nossos alunos.
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Outro aspecto que merece ser ressaltado na escolha tanto do tema
quanto do enfoque foi a relevancia do assunto. A Matematica Discreta presente
na escola, de uma forma geral, é ligada a contagem. Com a abordagem de Teoria
de Grafos, abre-se a possibilidade de trabalhar com problemas mais pertinentes do
ponto de vista da vida contemporanea. Pensamos ser um compromisso da escola
de hoje inserir no seu curriculo assuntos que estejam vinculados a produgoes mais
recentes dentro da comunidade cientifica. Percebemos que a escola custa para in-
corporar em suas praticas assuntos novos. Aprofundando um pouco mais a anélise,
encontrariamos na historia da escola um possivel motivo. A escola inicialmente
tinha, como objeto de estudo, o conhecimento institucionalizado e, porque nao
dizer, acabado. Acabado no sentido de pronto e reconhecido no meio académico
e cientifico. Hoje, percebemos uma producao muito intensa e rapida de informacgoes
e a escola, na maioria das vezes, nao acompanha de forma satisfatéria como pode-
ria. Nao defendemos aqui que a escola deva dar conta de tudo, mas pensamos que
poderia olhar um pouco para fora dos seus conceitos tradicionalmente trabalhados e
eleger outros que com certeza contribuiriam para a formagcao de alunos mais criticos
e capazes de entender o mundo que os cerca. A escolha deve ser pautada em assuntos

e abordagens que levem o aluno a aprender a aprender.

A pratica foi pensada numa abordagem de resolucao de problemas. Era
fundamental para nés que os alunos se deparassem com os problemas historicos que
impulsionaram a construcao do conhecimento que hoje temos de Teoria de Grafos.
A intencao era que o trabalho fosse da forma mais heuristica possivel. A descoberta
das possiveis solugoes dos problemas sem que previamente fosse abordado qualquer
conceito de grafos era fundamental no nosso entendimento. Qualquer preparagao
poderia interferir na criatividade dos alunos envolvidos em analisar os problemas e
chegar a possiveis solugoes para os mesmos. Houve sim uma espectativa de estudo do
assunto. Desde o inicio do ano os alunos estavam prevendo que fosse feito o estudo
de um conceito que comumente nao aparece nos curriculos da educagao basica na
maioria das escolas. O apoio dos pais foi percebido com a autorizacao dada para

que imagens das aulas pudessem ser exibidas.
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Quando a questao metodoldgica ficou definida precisavamos definir quais
seriam os problemas e conceitos de teoria de grafos que pretendiamos abordar no En-
sino Médio. Muitos problemas foram selecionados e a discussao se estendeu por um
longo tempo. Numa primeira leitura, tudo parecia pertinente e merecia um espaco,
mas sabemos que a escolha é inevitavel. Cabe lembrar que em dois mil e cinco os
alunos do Mestrado em Ensino de Matematica tiveram o privilégio de participar de
uma oficina de Grafos com o professor Samuel Jurkiewicz da Universidade do Rio
de Janeiro. Este trabalho foi incentivador na nossa escolha. O relato do professor
Samuel Jurkiewicz sobre a sua experiéncia no Ensino Médio no Estado do Rio de

Janeiro nos motivou profundamente.

As turmas eram compostas de trinta e sete alunos, cada um com idade
normal para a série, ou seja, eram adolescentes entre quinze e dezessete anos. O
projeto foi desenvolvido nas aulas da grade curricular adotada para a série e todos
os alunos das duas turmas participaram da proposta. Nao houve qualquer intengao
da mestranda em desenvolver a proposta como projeto fora da base comum da série.
Houve sim a intencao de desenvolver nas aulas curriculares, pois a dissertacao da
mestranda tem como foco a insercao no curriculo atual de Ensino Médio de uma
Matematica Contemporanea. O projeto buscou como ponto de partida os problemas
historicos que desencadearam o desenvolvimento da Teoria de Grafos. Houve uma
intencao de levar para a sala de aula problemas atuais que necessitam da Teoria de
Grafos para sua solugao. A linguagem adotada em sala de aula foi fiel do ponto de
vista matematico. O tratamento do assunto levou em consideracao os referenciais
nacionais e internacionais sobre o assunto. Quanto ao planejamento das aulas, houve
ampla discussao entre mestranda e orientador para que o projeto ficasse adequado
a intengao da mestranda e a capacidade de entendimento dos alunos da faixa etaria
escolhida para aplicacao do mesmo. Foram diversos encontros de planejamento e
adequacao dos problemas a serem levados para a aula. Na seqiiéncia aparece, o
plano de cada aula e o relato da mestranda apds a aplicagao da proposta. Cabe
ressaltar que as aulas eram de um tempo de cinqiienta e cinco minutos. Uma das

turmas iniciou o projeto antes e participou de mais aulas.
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6 A PRATICA

O presente capitulo apresenta a pratica desenvolvida no Ensino Médio
com os conceitos de Teoria de Grafos. As aulas foram estruturadas pensando no
desenvolvimento historico da Teoria de Grafos. Pensamos que seria importante
apresentar aos alunos envolvidos na proposta os problemas histéricos conhecidos
em Teoria de Grafos. Cada aula foi planejada e refletida quanto aos objetivos que
teriamos com a mesma. Neste capitulo apresentaremos as aulas com seus respectivos
objetivos, atividades e um comentario de como de fato a aula aconteceu e como os
alunos reagiram frente a proposta de trabalho. As percepcoes que tivemos fazem

parte do relato que segue.

6.1 Aula 1: A Historia

6.1.1 Objetivo

Na primeira aula tinhamos por objetivo uma retomada histérica do
surgimento da Teoria de Grafos na matematica bem como a sua importancia nos dias
atuais. Nesta aula, pretendiamos situar grafos na Matematica Discreta e levantar

alguns aspectos da Matematica Discreta no desenvolvimento do mundo tecnoldgico.
6.1.2 Atividade
A revisao histérica abordou:

1. Matematica Discreta como um dos campos da Matematica.

2. Desenvolvimento da Matematica Discreta até a Segunda Guerra Mun-

dial com destaque para os trés problemas:
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(a) Problema das Pontes de Konisgberg (1736)resolvido por Leonhard

Euler transformando o problema em um grafo.
(b) Caminhos hamiltonianos (1859), Sir Willian Hamilton.

(c) Problema das quatro cores (1852/1878) prova em 1976 com publi-

cacao em 1977.

3. Desenvolvimento da Matemética Discreta apds a Segunda Guerra, inicio

do século XX.

4. Acontecimentos e mudancas na sociedade que geraram a necessidade
do desenvolvimento desta area da Matematica: mundo industrializado,
necessidade de otimizacao e organizagao de alguns processos, recursos e
servigos bésicos (distribuigao de energia, comunicagao, correios, coletas

de lixo, entregas em grandes cidades, rotas, entre outros).

Apos esta introducao foi proposto o Problema das Pontes Konisgberg
(1736). Um desenho da cidade de Konisgberg foi projetado e foi colocada ao grupo

a questao tal e qual conhecemos:

“Os moradores da cidade de Konisgberg inquietavam-se
com a possibilidade de fazer um passeio pela cidade que,
partindo de algum lugar, atravessasse cada ponte exata-

mente uma vez e entao retornasse ao ponto de partida”.

O problema foi proposto a Euler e agora esta posto para
voceés para que respondam se € possivel ou nao. Para qual-
quer resposta deve ser dado um argumento que sustente a

resposta dada.

Pede-se também que seja feita uma representagao da cidade
com as pontes de uma maneira sintética, mas fiel aos ele-

mentos essenciais.
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Figura 6.1: Pontes de Konigsberg

A idéia era que o grupo pensasse no problema e verificasse se é possivel
soluciona-lo. Caso nao fosse deveriam argumentar o motivo. Foram estimulados a
criar uma representagao para o problema (modelagem). Acreditdvamos que fariam
uma representacao na forma de um grafo e com base nela partiriamos para a defini¢cao

dos elementos de grafos (vértices, arestas, faces).

A

C

Figura 6.2: Grafo representando o Problema das Pontes
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6.1.3 Comentario

A primeira parte da aula com os dados histéricos transcorreu bem, mas
sem tanto envolvimento dos alunos. Os grupos tiveram posturas bem diferenciadas
frente a proposta. A segunda turma mostrou-se mais envolvida e interessada no que
estava sendo proposto. Nos dois grupos, a reacao foi a mesma quando o problema
das pontes foi posto: baixaram a cabeca, fez-se um siléncio e partiram para a re-
presentacao e busca da solugao do problema. Tal postura reflete a proposta com a
qual os grupos estao acostumados de resolver problemas e pensar com liberdade em

solugoes possiveis para problemas. Nao houve qualquer queixa relativa a proposta.

Alguns alunos conseguiram chegar corretamente no argumento de que
nao era possivel fazer tal passeio, pois havia um ntmero impar de pontes em cada
porcao de terra, mas houve, por parte de alguns, a argumentacao de que nao era
possivel, pois no total havia um nimero impar de pontes. A discussao foi rica e os
proprios alunos contra argumentaram com os colegas que estavam com argumento
equivocado. Houve muitas tentativas de modificar o ntimero de pontes para que
fosse possivel fazer tal passeio. Essa modificacao do problema para que seja possivel
resolver é muito comum quando se opta pela resolucao de problemas como uma
alternativa metodologica. Uma das etapas importantes na resolugao de proble-
mas proposta por Polya [18] é justamente a modificagdo do problema para que a
descoberta da solucao seja encontrada. Polya chama esta etapa de “Estabeleci-
mento de um plano”. Nessa etapa pensa-se num problema correlato que leve a
solugao do problema desejado. Foi possivel verificar que naturalmente os alunos
foram discutindo e passando pelas etapas propostas por Polya na sua publicagao

sobre resolucao de problemas.

Nao houve, nesta primeira aula uma representagao na forma de grafo
como era a nossa expectativa. Um aluno de uma das turmas chegou bem préximo
dela, mas todos os demais foram bastante concretos e desenharam as pontes, a terra

e detalhes como aparecia na lamina projetada. Refletindo sobre o que aconteceu,
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verificamos que o problema como estava posto nao precisava de uma generalizagao.
Eles estavam, naquele momento, desenhando o problema e nao um problema com
condigOes mais gerais e para um numero qualquer de pontes. Cabe aqui o destaque
de como a pergunta feita é importante na hora de propor um problema e como a
forma como o problema é proposto pode convergir ou divergir do caminho desejado.
Também gostariamos de destacar o quanto nos afastamos, no Ensino Médio, das
representagoes mais concretas. Muitas vezes trabalhamos com muita énfase nas
abstracoes e esquecemos da importancia do desenho, ou seja, das representacoes

geométricas.

Apesar dos alunos nao terem chegado a representacao desejada, ou
esperada, a aula foi muito boa em termos do problema em si e das condigoes para

que se pudesse fazer o passeio desejado pelos moradores de Konisgberg.

Cabe ressaltar que os alunos de uma das turmas fizeram em aula a
representacao solicitada e os alunos da outra turma fizeram em casa e trouxeram no
inicio da aula seguinte. Neste ltimo grupo dois alunos chegaram a representagao
desejada. Um por iniciativa prépria e outro com a ajuda de um primo que faz
Ciéncia da Computagao e se comunicaram pelo MSN. Esta postura de busca reflete
o quanto o assunto mobilizou este aluno. No decorrer do projeto, a segunda turma

foi muito mais mobilizada para os problemas postos.
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6.2 Aula 2: Os caminhos eulerianos

6.2.1 Objetivo

Na segunda aula tinhamos por objetivo trabalhar com a representacao
de grafos. Dados os grafos com sua representacao usual, foram exploradas algumas
nocoes essenciais para a continuidade da proposta, a saber: conceito de grafo, ele-

mentos de um grafo (arestas, vértices, faces, grau de um vértice, caminho, circuito).

6.2.2 Atividade

Algumas atividades deram continuidade ‘a aula: a exploracao inicial
foi com o problema da aula anterior e atividades que exploravam a possibilidade de
desenhar figuras sem tirar o lapis do papel. A idéia era trabalhar com as condigoes

para que um grafo tenha um caminho euleriano.

1. Retomar a atividade da aula anterior.
Verificar quais foram as representacoes que os grupos fizeram.

Definir o que é um grafo, quais sao os seus elementos.

2. Os alunos formarao grupos de no maximo quatro alunos.

Encontre um caminho que percorra todos os pontos da figura sem tirar

o lapis do papel.

Regra: sé6 pode ir de bolinha para bolinha.

(a) Qual o caminho encontrado?
(b) E possivel comecar por qualquer ponto da figura?
(c) Por queé?

(d) Discuta, no grupo, possiveis argumentos que sustentem a sua res-

posta. Registre as conclusoes do grupo.



70

C E

Figura 6.3: Encontre o caminho sem tirar o lapis do papel.
(e) Observe as figuras que seguem e conclua se é possivel encontrar

um caminho passando por todos os pontos sem tirar o lapis do

papel.

U

Figura 6.4: E possivel desenhar sem tirar o lapis do papel?
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6.2.3 Comentario

Nos dois grupos foi feita inicialmente a retomada da aula anterior com o
objetivo de chegar a representagao de grafos. Foram aproveitadas as representacoes
feitas pelos alunos que chegaram numa generalizacao mais proxima da representagao
de grafos. Houve um aluno de uma das turmas e dois alunos da outra turma de fato
conseguiram representar da forma esperada. Também foram discutidos os argumen-
tos que apareceram nos relatérios da aula anterior. Houve a intengao de generalizar
o argumento, ou seja, determinar em que condigoes era possivel percorrer cada ponte

exatamente uma vez e voltar para o ponto de partida.

Nesta aula foi definido para os alunos o que era um grafo e quais os
seus elementos (vértices e arestas). Ainda nao se falou em grau de um vértice e
grau de um grafo. A énfase nesta aula foi na representacao como forma de modelar
situagoes diversas. Quanto a proposta de desenhar as figuras sem tirar o lapis
do papel, as reagoes dos dois grupos foram bem interessantes. A segunda turma
envolveu-se com a situagao e preocupou-se em chegar na condicao de poder ou nao
desenhar. J& a primeira turma foi bastante concreta e buscou achar um caminho
para desenhar todas as figuras apresenatadas na proposta. Foram feitas algumas
tentativas que os levassem a generalizagao, mas nao houve jeito. Naquele momento
o interesse do grupo era o passatempo e nao a matematica. Houve um sentimento de
frustracao no final desta aula, mas algumas hipoteses podem ser levantadas frente
a esta reacao. As crengas do grupo em relagao a prépria matematica pode ser uma
das causas. Naquele momento estavamos fazendo uma matemaética diferente daquela
que eles estavam acostumados. A idéia de resolver a situacao nao passou do nivel
do passatempo. Do ponto de vista de maturidade, este grupo demonstra em outras
situagoes um nivel mais imaturo. Ficou o desafio para numa préoxima aula tira-los
desse impasse. O dificil seria colocé-los em conflito, pois a reacao deles nao parecia

de desequilibrio. Estavam brincando e pronto.
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6.3 Aula 3: Conceitos importantes da Teoria de Grafos

6.3.1 Objetivo

A aula trés tinha como objetivo retomar a representacao de grafos,
destacando os seus elementos (vérticese arestas), definir grau dos vértices e grau
de um grafo. Pretendia-se, através da determinagao do grau dos vértices de vérios
grafos e do grau dos grafos apresentados, chegar a generalizacao de que todo grafo
tem grau par. Pretendia-se também definir o que é um caminho euleriano (aberto
ou fechado) e chegar na condicao de existéncia para que um grafo tenha um caminho

euleriano.

No final da aula seria proposto um problema e solicitado que os alunos

fizessem um grafo para modelar a situacao posta no problema.

6.3.2 Atividade

C

Figura 6.5: Grafo representando o Problema das Pontes
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Voltando ao nosso problema inicial das Pontes. Ja vimos na aula an-
terior que esta maneira de representar a situacao é chamada de grafo. Ou seja, um
grafo é um conjunto de pontos no plano, chamados de vértices, ligados por linhas

chamadas de arestas.

A partir da retomada, foi definido grau de um vértice, grau de um grafo

e 0 que vem a ser caminhos eulerianos.

Definicao 6.1. Chamamos de grau de um vértice o numero de arestas com uma
das extremidades neste vértice. Anotaremos grau de um vértice A como d(A). Caso

o grafo apresente lacos, o mesmo contard duas unidades.

Definigao 6.2. Chamamos de grau de um grafo a soma dos graus dos vértices deste

grafo.

Definicao 6.3. Caminho euleriano € todo caminho que passa por todas as arestas
do grafo erxatamente uma vez. Um caminho euleriano € fechado quando o ponto de
partida € o mesmo de chegada ou, é aberto quando o ponto de partida nao coincide

com o ponto de chegada.

1. Problema adaptado de Silveira [25]:

Num grupo de quatro pessoas queremos representar as possibilidades

de didlogo entre elas. Observe os idiomas que cada uma fala:
A: inglés, espanhol, italiano e portugués

B: inglés, espanhol e portuguées

C: inglés e espanhol

D: ingles.

Construa um grafo que represente as possibilidades de didlogo entre

€5sas pessoas.
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2. Para cada grafo representado abaixo, determine o grau de cada vértice

e o grau de cada grafo.

Be o—ob

Ee ® 0 G

A

Figura 6.6: Determine o grau dos grafos e dos vértice dados.

Observando os graus de cada grafo acima daria para fazer alguma ge-

neralizacao? Discuta com o colega e tente faze-la.
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6.3.3 Comentario

A aula transcorreu conforme o planejado. Os dois grupos conseguiram
chegar a conclusao de que o grau de um grafo é sempre um nimero par. Também
argumentaram porqué. Conseguiram ver também que o grau de um grafo é sempre
o dobro do niimero de aresta de tal grafo. Fizeram a representacao do problema
proposto no final da aula da forma esperada. As pessoas estavam representadas pelos
vértices e as arestas representavam o idioma. Foi interessante observar que muitos
alunos s6 colocaram uma aresta entre os pontos estabelecendo assim a possibilidade

de dialogo. Mas muitos colocaram cada lingua como uma aresta.

Dada a definicao de caminhos eulerianos foi possivel voltar a discussao
do problema das pontes e do desenho sem tirar o lapis do papel. Concluiram que
para que haja caminho euleriano fechado é preciso que todos os vértices do grafo
tenham grau par e para que haja caminho euleriano aberto o grafo deve ter apenas

dois vértices com grau impar (o vértice de partida e o vértice de chegada).

No planejamento inicial do projeto esta aula nao estava prevista, pelo
menos no formato acima descrito. Ela surgiu como decorréncia do que foi aconte-
cendo nas aulas anteriores. O assunto tem um tratamento aparentemente simples,
mas deve-se ter cuidado e principalmente sensibilidade ao tratar do mesmo para que
aspectos relevantes sejam de fato discutidos e formalizados. Cabe ao professor estar
atento e adaptar segundo a necessidade dos grupos. Foi o que aconteceu conosco.

A mudanga foi pertinente e o andamento das aulas seguintes foi mais consistente.
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6.4 Aula 4: Grafos e Representagcao Matricial

6.4.1 Objetivo

A quarta aula tinha por objetivo o uso de matrizes no estudo de grafos.
Foi destacada a necessidade de representar um grafo de uma maneira que pudesse
ser tratada ou processada no computador. Apesar de a um grafo podermos associar
uma matriz de incidéncia e uma matriz de adjacéncia, optamos por trabalhar apenas
com a matriz de adjacéncia. As atividades propostas incluiram uma linguagem
bem especifica de uma forma intencional. Os alunos se depararam com defini¢oes e
teoremas e tiveram que buscar o entendimento das informacoes ali postas. Julgava-se
que neste momento fazia-se necessario o aparecimento da linguagem. As atividades
buscaram a representacao nos dois sentidos: dado um grafo determinar a matriz
de adjacencia e, dada a matriz determinar o grafo a ela associado. Como ponto
alto desta aula terifamos o teorema que relaciona o nimero de caminhos entre dois
vértices com a poténcia da matriz de adjacéncia de tal grafo. Esperava-se que os
alunos compreendessem a importancia da matriz de adjacéncia e a sua importante

aplicagao.

6.4.2 Atividade

As atividades apresentavam definigoes e teoremas em linguagem mate-

matica.

1. Definicao: Seja G um grafo com vértices ordenados vy, vy, vs,...

A matriz de adjacéncia de G,
A = (a;;)

onde a;; € o numero de arestas de v; até v.
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2. Determine a matriz de adjacéncia de cada grafo representado abaixo:

A

C

Figura 6.7: Qual é a matriz de adjacéncia de cada grafo?

3. Para cada matriz de adjacéncia dada abaixo determine o seu grafo cor-

respondente:

A B C D FE

AloO1 1 1 0
Bl1 0 1 1 1
()

clt 10 1 1
D1 1 1 0 0
El01 1 0 0
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ABCDEF G
Al01 0 0 1 1 1
Bl1 00 1 0 1 0
clo oo 1 0 1 1

(b)
D01 1 0 1 0 0
El1 00 1 0 1 0
Fl1 110 1 0 0
G|1 01 0 0 0 0
A B C D
Alo 1 1 1

() B[1 0 2 0
cl1 2 0 2
D[1 0 2 0
A B C D E
A0 1 1 1 1
Bl1 0 1 1 1

(d)
cl1 1 0 1 1
D1 1 1 0 1
El1l 1 1 1 0
A B C D E
A0 1 3 0 2

(6)310200
Cl3 2 0 1 0
D0 0 1 0 3
E|2 0 0 3 0

(a) Analisando o segundo grafo da atividade 2.1, determine quantos

passeios de comprimento 2 temos de A até C.

(b) Analisando o grafo (e) da atividade 2.2, determine quantos pas-

seios de comprimento 2 temos de A até D.
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5. Teorema: Se G é um grafo com vértices vy, vs,...,0,, € A é a matriz
de adjacéncia de G, entao para cada inteiro positivo n, o elemento a;;
da matriz A" representa o numero de passeios de comprimento n de v;
até v;.

Faca a verificacao deste teorema no segundo grafo da atividade 2 e no

item (c) da atividade trés para n =2 e n = 3.
6.4.3 Comentario

Os alunos sentaram em pequenos grupos (quatro alunos) e receberam as
atividades. Houve um impacto inicial uma vez que a linguagem presente no material
era bastante especifica. Num primeiro momento nao compreenderam a defini¢cao de
matriz de adjacéncia. Rapidamente resolveram a situagao, pois as atividades foram
dadas num mesmo momento o que os levou a observar a atividade seguinte onde
aparecia a matriz de adjacéncia. No momento que um grupo percebeu os demais
também foram atras. Alguns solicitaram ajuda, mas o problema percebido foi jus-
tamente na linguagem muito especifica adotada nas defini¢oes e nos teoremas. A
aula previa este uso bem especifico. Foi muito interessante vé-los em conflito e para
eles foi melhor ainda a superacao da dificuldade. Desde o inicio da proposta havia
esta intencao de usar uma matemaética consistente e especifica. Cabe ressaltar que
estes alunos iniciaram Teoria de Grafos logo apés terem estudado matrizes e deter-
minantes. Estavam, de certa forma, familiarizados com a linguagem de matrizes. E
importante lembrar aqui que uma das intencgoes deste projeto de mestrado é levar
para a sala de aula de Ensino Médio uma Matematica Contemporanea e, em Grafos
tém-se uma boa oportunidade de fazer uma relagao com matrizes, um assunto pou-
cas vezes tratado de uma forma aplicada ou, muitas vezes, sao dadas aplicagoes que

podem facilmente ser resolvidas sem o uso do que ensinamos nas aulas.

O entendimento do teorema sobre o nimero de passeios nao foi imedi-
ato, na verdade apenas dois alunos, na segunda turma compreenderam o mesmo. A

aula foi bastante justa em relacao ao tempo planejado. Foi necessario retomar na
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aula seguinte o significado do teorema e explorar mais a questao da quantidade de
passeios entre vértices. Um aluno da segunda turma, ja na aula 4, deu-se conta do
significado do teorema. Construiu a matriz e encontrou 10 como o niimero de cami-
nhos de tamanho 2 entre o vértice e ele mesmo. E claro que interessou-se em, de fato,
saber quais eram estes dez caminhos. Na primeira turma aconteceu o mesmo, os
alunos além de saberem quantos eram os caminhos interessaram-se em saber quais
eram os caminhos. E um interesse pertinente pois revela uma certa desconfianca
com o que esta dado no teorema. Cabe ressaltar que estes alunos nao trabalharam
com Analise Combinatoria no Ensino Médio. Os tradicionais problemas envolvendo
contagem terao espaco para estudo na terceira série do Ensino Médio. Esperamos
que tenham uma melhor compreensao ao trabalhar com tais problemas. Perceberam
que, apesar do teorema ter um resultado importante, a questao operatéria (multi-
plicacao de matrizes) pode se tornar extensa quando um grafo tiver muitos vértices.
Nao chegamos a trabalhar com uma planilha de calculo, mas talvez naquele momento

pudéssemos ter feito relacao com algum software que facilitasse os calculos.
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6.5 Aula 5: Avaliagcao

6.5.1 Objetivo

No més de outubro foi dada aos alunos uma previsao de todas as ativi-
dades que teriam até o final do periodo letivo. Foi combinado para esta data uma
avaliacao final que abordaria matrizes, determinantes e grafos. A avaliacao abordou
o que cada grupo trabalhou até o momento em termos de grafos. Esperdavamos que
aplicassem adequadamente a condicao de existéncia de caminhos eulerianos, aber-
tos ou fechados, que soubessem encontrar a matriz de adjacéncia de um grafo e
soubessem, dada a matriz, representar o grafo correspondente bem como o niimero
de passeios de tamanho 2. Também foi proposto um problema inédito que pode ser

respondido através do conceito de grau de um grafo (nimero de amigos).

6.5.2 Atividade

Questoes de grafos que faziam parte da avaliagao proposta:

1. Num grupo de 6 pessoas é possivel que cada uma tenha exatamente 3
amigos? E num grupo de 5 pessoas é possivel que cada pessoa tenha

exatamente 3 amigos? Justifique a sua resposta.

2. Determine o grau de cada vértice e o grau do grafo representado na

figura A.8. Este grafo pode ter um caminho euleriano? Por quée?
3. A figura A.9 pode ser feito sem tirar o lapis do papel? Por quée?
4. Determine a matriz de adjacéncia do grafo da figura A.8.

5. Construa o grafo cuja matriz de adjacéncia é dada abaixo:

0 2 4
2 0 3
4 3 0
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D

Figura 6.8: Grafo da questao 2

Figura 6.9: Grafo da questao 3

6. Faca o quadrado da matriz de adjacéncia dada acima e dé uma inter-

pretacao para os resultados obtidos.

6.5.3 Comentario

O momento de avaliacao foi bastante tranqiiilo. Os alunos se mostraram
mais dispostos nas questoes relativas a teoria de grafos. Seu empenho na hora de
resolver foi notado. Os alunos da segunda turma fizeram todas as questoes propostas
de grafos, ja os alunos da primeira turma nao fizeram as questoes que envolviam

matriz de adjacéncia. O problema que tratava do nimero de amigos num grupo de
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pessoas nao havia sido abordado em sala de aula na segunda turma. Foi bastante
interessante, pois os alunos usaram a representacao de grafos para sustentar se era
possivel ou nao, mas, muitos nao conseguiram justificar através do grau do grafo.
Tentaram simular a situacao posta concretamente, ou seja, criaram um grupo de

pessoas e foram simulando os lagos de amizade.

Os resultados na avaliacao foram significativos do ponto de vista de

aproveitamento.

6.6 Aula 6: Caminhos Hamiltonianos

6.6.1 Objetivo

O objetivo da aula 6 era trabalhar com o Problema do Caixeiro Vi-
ajante. Num primeiro momento seria posto para o grupo o problema proposto
por Hamilton que seria de sair de Londres e percorrer um determinado nimero de
cidades sem passar por uma cidade mais de uma vez e retornar para Londres. Foi
construido um dodecaedro em papel para que os alunos visualizassem o problema
tal e qual Hamilton propos. Havia uma preocupacao com a passagem do dodecaedro
para a representacao no plano. A representacao plana é obtida pelo “achatamento”
do sélido de tal forma que uma das faces seja “esticada” como se as arestas fossem
elasticas. Ao planejarmos esta aula, pensamos mostrar o dodecaedro no software
Poly. Conversando com o professor Newton Bohrer Kern !, o mesmo achou relevante
a preocupacao e contribuiu com uma animacao que mostrava exatamente como o
“esticamento” acontecia. O professor Newton usou os programas Poly e Régua e
Compasso. Hospedou a animacao no site YOUTUBE com o nome de DODECAE-
DRO.

1O professor Newton Bohrer Kern é colega deste Mestrado e trabalha no C.E.M. Pastor Dohms
com a mestranda.
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6.6.2 Atividade

Inicialmente foi mostrado aos alunos o dodecaedro feito em papel e
foi contada a proposta de Hamilton de representar Londres por um dos vértices e
os demais vértices como outras cidades do mundo. Em seguida, foi proposto, que
fizessem um grafo para representar a situacao. Depois de algumas tentativas foi

mostrada a animacao feita pelo professor Newton.

Na sequéncia pretendeu-se que os alunos encontrassem uma solucao
para o problema de Hamilton que era sair de Londres, percorrer todas as cidades do

“mundo” representado pelo dodecaedro, sem repetir cidade e voltar para Londres.

Sera feita uma comparacao entre este problema e o problema de Euler.
Enquanto Euler preocupava-se em percorrer todas as pontes (arestas) uma unica
vez, Hamilton desejava que se passasse por todas cidades (vértices) uma tnica vez.
Assim, nos caminhos eulerianos passamos por todas as arestas e uma unica vez. Ja

nos caminhos hamiltonianos passamos por todos os vértices uma tnica vez.

1. ICOSAIN GAME

Figura 6.10: Icosain Game

Em 1856, Hamilton inventou um jogo que chamou de “Icosain Game”

e que consistia em descobrir uma maneira de, partindo de Londres,
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visitar cada cidade do “mundo” exatamente uma vez. Entendendo-se
por “mundo” o dodecaedro representado abaixo, no qual os vértices
representam as cidades e as arestas representam os caminhos entre as
cidades. Encontre um caminho que cumpra a proposta de Hamilton, ou
seja, sair de Londres e visitar todas as cidades do “mundo” passando

uma Uunica vez por cada uma delas.

. PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

Um caixeiro viajante trabalha com 4 cidades conhecidas, e quer desco-
brir o menor caminho que lhe permita visitar cada cidade exatamente
uma vez e entao voltar a cidade de partida. Sabe-se que as distancias

entre as cidades sao dadas pela tabela abaixo, em quilometros.

(a) Faca uma representagao na forma de um grafo para a situacao

colocada.

(b) Encontre tal caminho sabendo que o caixeiro inicia no ponto A
A | B| C|D
0 | 100 | 120 | 150

100 | 0 | 200 | 180

120 1 200 | 0 | 110

OlQ|@m| =

150 | 180 | 110 | O
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3. PROBLEMA DE ENTREGA

Um supermercado faz entregas de ranchos a domicilio. A empresa tem
a seguinte politica: a entrega deve ser feita da melhor forma possivel, ou
seja, o caminho percorrido pelo caminhao de entrega deve ser otimizado
(o caminho deve ser o menor possivel). Hoje devem ser entregues 7

ranchos e as distancias estao expressas na tabela dada:

SUPER |A|B|C|D|E|F |G

SUPER
A

b ™| g Q

G

(a) Faca uma representagao na forma de um grafo para a situacao

colocada.

(b) E possivel encontrar tal caminho? De que maneira podemos de-
terminar o melhor caminho? Qual a dificuldade de tratar este

problema? Quantos caminhos diferentes temos nestas condigoes?

4. O PROBLEMA DA COLETA DE CORRESPONDENCIAS

A Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos mantém varios postos de
coleta de correspondéncia espalhados pela cidade, inclusive em bairros
mais afastados. A localizacao e a quantidade destes postos sao por
vezes modificados de forma que diariamente o motorista responsavel
por recolher a correspondéncia recebe um esquema que mostra o melhor
caminho para passar por todos os postos de coleta. Este esquema é
montado manualmente por um funcionario da E.C.T. Este funcionario

nao aguenta mais as reclamagoes dos motoristas de que as rotas que
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ele traca nunca sao as melhores e pede demissao. O chefe, sem saber
como tratar o problema, resolve contratar um especialista (vocé), para
resolvé-lo. Como vocé modelaria o problema? Como encontrar a melhor

rota? Que peculiaridades devem ser tratadas?

6.6.3 Comentario

Todo o inicio da aula foi para o fechamento da aula anterior envolvendo
matriz de adjacéncia. Todos os alunos compreenderam a representacao de um grafo
na forma de matriz, porém nem todos os alunos chegaram a discutir no seu grupo o
teorema que falava do nimero de caminhos de tamanho n relacionado com a poténcia
n da matriz de adjacéncia. Foi feito um fechamento da questao. Houve necessidade
por parte dos alunos de, efetivamente, contar os caminhos. No final da aula, foi
proposto aos alunos o problema de Hamilton. Na aula sé foi possivel enunciar o
problema e solicitar que os alunos fizessem uma representacao plana da situacao.
Neste momento foi exigido deles que “esticassem” as ligacoes entre as cidades. Houve
dificuldades na representagao como havia sido previsto. Neste dia houve problema
com o equipamento datashow e nao foi possivel mostrar a animacao construida. Foi
solicitado que olhassem em casa. Nao foi entregue aos alunos o material produzido
com o problema conforme planejado. Ficou para o encontro posterior a avaliagao

na segunda turma.
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6.7 Aula 7: Caminhos Hamiltonianos

6.7.1 Objetivo

Esta aula tinha por objetivo finalizar a questao dos caminhos hamilto-
nianos. Faze-los pensar na complexidade do problema a medida que aumentam o
numero de vértices do grafo era a nossa intengao. Seria apresentada a atividade que

estava prevista para a aula anterior e a animagao seria mostrada.

6.7.2 Comentario

Inicialmente foi retomado o Problema de Hamilton. Alguns alunos
chegaram no grafo (representagdo plana do “mundo” de Hamilton). Muitos nao
pensaram ou nao conseguiram chegar a representacao solicitada. Foi mostrada a
animacao o que ajudou e muito na visualizagao do grafo. Na seqiiéncia da aula foi
dada a atividade prevista para a aula anterior. O Problema do Caixeiro Viajante
foi resolvido pelos alunos da forma como tinha sido prevista: encontrar todos os ca-
minhos possiveis e decidir qual o menor trajeto. Houve uma discussao no grupo se
havia uma outra maneira de decidir qual o melhor caminho. Perceberam o quanto o
problema se torna complexo a medida que o niimero de vértices aumenta. Este grupo
nao conhece fatorial, mas chegou ao nimero total de caminhos. Foi aproveitada a
oportunidade para definir fatorial. Os alunos perceberam imediatamente que para
encontrar o melhor caminho deveriam testar os caminhos possiveis e chegaram ao
nimero de caminhos a ser testado com facilidade. Foi aproveitada a oportunidade
para falar da complexidade do problema do ponto de vista de tempo computa-
cional para resolve-lo. Ficaram impressionados com a informacao de que muitos
matematicos ainda estao trabalhando com este problema no sentido de buscar um

tempo de resolucao melhor.
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6.8 Aula 8: Coloracao

6.8.1 Objetivo

Planaridade.

A oitava aula tinha por objetivo trabalhar com Coloragao de Mapas e

6.8.2 Atividade

1.

Foi proposta inicialmente uma atividade de colorir figuras com o menor
nimero de cores possiveis respeitando a condicao de que regides com
fronteiras comuns nao poderiam ter a mesma cor. Se uma regiao sé

tiver em comum com outra um ponto podem ter a mesma cor.

A partir desta atividade foi enunciado o Teorema das Quatro Cores e

uma pequena retomada historica do problema como segue:

Todo mapa gera um grafo planar e reciprocamente todo grafo planar
gera um mapa. “Assim, o teorema das quatro cores pode ser enunciado
na teoria de grafos da seguinte maneira: todo grafo planar pode ser co-
lorido com quatro cores.” A relagao que coloracao de mapas tem com
grafos é bastante forte. Se usarmos a mesma representacao do proble-
ma das pontes de Konigsberg, atribuindo aos paises os vértices de um
grafo e as arestas representando fronteira comum, é possivel transformar
qualquer mapa em um grafo planar. Colorir um grafo significa dar cores
aos seus vértices de tal forma que vértices adjacentes tenham cores
distintas. Também pretende-se que as figuras sejam transformadas em
grafos. Neste momento dar-se-a a definigao de grafo planar. Serd feita

uma retomada histérica do problema de coloragao de mapas.

O problema de coloragao de mapas é um antigo e importante problema
que foi um dos primeiros estimulos para o desenvolvimento da teoria de

grafos. Anunciou-se que um mapa pode ser colorido com quatro cores.
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Por mais de 100 anos, era uma conjectura que qualquer mapa pode-
ria ser colorido com quatro cores ou menos cores. No entanto, apesar
do trabalho de algumas das melhores mentes matematicas do mundo,
esta conjectura das quatro cores nao era nem provada nem refutada e,
o problema das quatro cores continuava sem solucao. Finalmente, em
1977, a conjectura das quatro cores foi provada. A prova original do
teorema das quatro cores envolveu o uso de computadores de alta ve-
locidade para checar com certeza casos dificeis e envolveu cerca de 1200
horas de tempo de uso dos computadores (ou tempo computacional).
Uma das mais importantes intervengoes do tratamento do problema
de coloracao de mapas e k-coloracoes de mapas foi a transferéncia do
problema da coloragao de mapas para um problema equivalente, mas

um tanto mais tratavel.

A proposta sempre foi partir dos problemas histéricos, mas também
trazer a discussao problemas contemporaneos que langam mao da teoria
de grafos no seu tratamento. Foi proposto como um problema afim a

coloragao o problema de planejamento de horarios:

E necessério fazer uma programagao (planejamento) dos encontros se-
manais de algumas comissoes do governo estadual eleito recentemente.
Para fazer tal programagao (planejamento) é preciso ter cuidado para
nao programar encontros num mesmo dia de comissoes que tém mem-
bros em comum. Suponhamos que os encontros devam ser 3%, 4* e 5%
feiras pela manha. A tabela abaixo representa um resumo das comissoes

que tém membros em comum.
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Finan- | Educa- | Meio Am- | Saude | Trans- | Segu-

cas cao biente porte | ranca
Financgas 0 0 0 0 0 1
Educacao 0 0 1 1 0 1
Meio Ambiente 0 1 0 1 0 0
Saude 0 1 1 0 1 1
Transporte 0 0 0 1 0 1
Seguranca 1 1 0 1 1 0

Observagao: A entrada a;; da tabela ¢ 1 quando as comissoes i e j
tém membros comuns, e 0 caso nao tenham membro comum. Construa
um grafo que represente as informacoes da tabela. Sugestao: repre-
sente as comissoes por vértices e as arestas indicando que determinadas
comissoes tém membros comuns. Encontre uma solugao para o proble-

ma. Sera que ela é unica?

6.8.3 Comentario

A coloragao das figuras foi feita com certa trangiiilidade. Alguns alunos
tiveram dificuldades de aceitar que todo mapa pode ser colorido com no méaximo
quatro cores. A nao aceitacdo os levou a tentar encontrar um mapa que nao fosse
possivel colorir com quatro cores. E claro que nao encontraram e quando encon-
travam um possivel mapa nessas condicoes pedimos que fizessem no quadro para que
todos pudessem ver e todos foram coloridos com quatro cores. Sempre que surgia
um novo mapa um aluno ia até o quadro e os outros pensavam em como poderia ser
colorido com apenas quatro cores. Foi uma aula muito interessante, pois também

surgiu a discussao do que é uma conjectura e o que é um teorema.

O problema de planejamento de horarios foi resolvido utilizando grafos,
mas muitos alunos resolveram sem qualquer representacao, apenas observando as

informacoes disponiveis na tabela.



92

Mas nao foi trabalhado o problema das utilidades que seria o problema
para introduzir o conceito de planaridade. Sabemos da importancia da planaridade
em Teoria de Grafos. Cabe destacar que, por uma questao de tempo, houve uma es-
colha pela abordagem na pratica implementada de coloracao e deixamos de abordar
planaridade. A escolha foi feita levando em conta a contemporaneidade da demons-
tracao do Teorema das Quatro Cores. Intencionalmente, privilegiamos a abordagem
da coloragao. No Apéndice E, apresentamos os problemas planejados que tinham

por objetivo a abordagem de planaridade.
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7 CONCLUSAO

A proposta implementada neste projeto foi significativa. O objetivo
inicial de tratar o assunto Grafos partindo dos problemas histéricos foi possivel e de

facil compreensao por parte dos dois grupos envolvidos.

As atividades foram pensadas com muito cuidado e houve uma pre-
ocupacao em usar a linguagem matematica relativa a esta teoria. Acreditamos que

o planejamento foi um dos fatores que contribuiu para o sucesso do projeto.

A presenca do orientador em sala de aula foi recebida com naturalidade
pelos alunos. Em alguns momentos foi possivel perceber a troca de idéias dos alunos
com o orientador. Nao houve mudancas significativas no comportamento dos grupos
com a presenca do orientador, pelo contrario sentiram a sua falta quando finalizamos

o projeto.

O uso de problemas histéricos foi acertado. Em Vila e Callejo [27]
temos a questao das crencas. Apontam que a possibilidade de trabalhar com os pro-
blemas histéricos (que desencadearam o desenvolvimento de determinado assunto)
pode gerar a ruptura de algumas dessas crencas. Tais problemas mostram como o
avanco da matematica as vezes ¢é lento e que as teorias podem nascer em contextos
puramente especulativos e desenvolver ramos que se aplicam a diversos campos.
Segundo Vila e Callejo [27], esses dados ajudam os alunos a mudar certas crengas
sobre as origens das teorias matematicas e seus avancos. Foi com este objetivo que
tivemos como escolha os problemas histéricos que desencadearam cada topico que
pretendiamos abordar. A importancia da Teoria de Grafos hoje foi levantada ao

apresentarmos os problemas contemporaneos (rotas, coletas, entregas).

Acreditamos que esta experiéncia foi significativa e que os objetivos ini-
ciais foram plenamente atingidos. A escolha por Teoria de Grafos numa perspectiva
de resolucao de problemas foi coerente com a nossa intencao. A sensibilidade na

implementagao do projeto foi extremamente importante. As discussoes depois de
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cada encontro e reflexdes a partir das nossas percepgoes contribuiram para o sucesso

do projeto.

A escola onde a pratica foi realizada contribuiu e muito para que os
objetivos propostos fossem alcancados. A proposta de trabalho fundamentada em
Resolucao de Problemas faz parte da proposta pedagogica da escola. Acreditamos
que esse fator confirma a fundamentacgao tedrica que apresentamos no sentido de
que a Resolucao de Problemas nao pode ser vista como algo isolado. Todos os
componentes curriculares devem estar engajados nessa perspectiva metodologica.
Precisamos pensar a educacao de uma forma ampla e nao restrita a recortes. Caso
a realidade de alguns seja diferente da que apresentamos, fica o desafio do estudo
conjunto e a busca por um caminho possivel. Alids, nao temos a pretensao de
apresentar uma receita pronta que se aplique a qualquer situagao. Pretendemos

compartilhar a nossa proposta no sentido de mostrar que é possivel fazer diferente.

Teoria de Grafos é um assunto que pode ser inserido no Ensino Médio.
E preciso incluir no Curriculo atual uma matematica com toépicos como este que
sao aplicados no dia a dia da sociedade atual bem como apresentar aos alunos uma
matematica dinamica, no sentido de ainda estar sendo pesquisada. Em Teoria de

Grafos, temos uma excelente oportunidade de atingir tais objetivos.

Resolucao de problemas é de fato uma escolha acertada para o ensino
de Matematica. Acreditamos que ela vai além de um conjunto de estratégias como
destaca Polya[18]. Na nossa concepgao, ela é uma perspectiva metodoldgica como
vimos em Smole & Diniz [26]. E um complexo sistema onde ao mesmo tempo
é estratégia, conceito e objetivo. E uma concepcao de trabalho que vai além da
Matematica envolvida. Enquanto educadores, precisamos buscar possibilidades que
contribuam para que a aprendizagem aconteca, nao apenas o ensino. E, como ja
foi colocado na justificativa, que essa aprendizagem seja significativa. Concordamos
com Becker [3], quando este destaca a necessidade da pedagogia atual propor uma
metodologia que leve o aluno a pensar como os matematicos pensaram. Apontamos

a Historia da Matematica como um compromisso do professor de Matemaética em
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conhecer e pesquisar. Assim como esperamos implementar uma proposta que leve
o aluno a aprender a aprender, precisamos também, nés educadores, colocarmo-nos
nesta condigao. O conhecimento é dinamico e os apelos fora da escola sao multiplos.
Nao conseguiremos dar conta de tudo e nao é este o nosso papel. Precisamos sim
buscar alternativas de trabalho que gerem reflexao e capacidade de aprender conti-
nuamente. O professor precisa ocupar uma posicao de provocador. Mas precisa estar
atento ao desenvolvimento do seu aluno. O aluno precisa ser olhado, acompanha-
do no seu desenvolvimento. E nesta dinamica de provocar e acolher que o sujeito
constréi o seu conhecimento. Os limites entre o possivel conhecido e a novidade
desafiadora sao muitas vezes ténues. Como ja afirmamos antes, o que é exercicio
para uns é problema para outros. Cabe ao professor, num ambiente coletivo, dar
conta de todas estas demandas. Mas a sensibilidade e o planejamento sao condigoes

essenciais no fazer docente que colaboram para a superacgao dos possiveis obstaculos.

Esperamos que a proposta aqui apresentada sensibilize professores de

Matemaéatica em diversos sentidos.

1. Que possam enxergar a possibilidade de incluir grafos no Ensino Médio

como algo importante e pertinente.

2. Que se sintam desafiados a buscar alternativas no seu fazer pedagdgico,

tanto do ponto de vista conceitual quanto metodolégico.

3. Que vejam a pesquisa como uma das suas atribuicoes enquanto edu-

cadores num mundo contemporaneo.

4. Que revejam suas crencas e sejam capazes de buscar elementos para
modifica-las para que venham a melhorar sua pratica docente e con-

tribuir para a formacao de um sujeito capaz de aprender a aprender.

5. Finalmente, como educadores, em especial da area de Matematica, que
passem o encantamento e a beleza que esta ciéncia tem e que a apresente

na sua genese, prezando pela fidelidade ao seu processo de criacao.
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Seremos agentes de transformacao no momento em que nos incluirmos
nesse processo. Precisamos aceitar a nossa condicao de sujeitos inacabados e em
constante formagao. Destacamos aqui a importancia da busca pela reflexao com
0S NOSSOS pares nas escolas. E nesse processo de compartilhamento de sucessos e
fracassos que as possibilidades de intervencao na nossa pratica docente acontecem.
Os espagos precisam ser buscados ou valorizados por aqueles que ja o tem. Como
destaca Pozo [19], somos exemplo para os nossos alunos, precisamos também ser

exemplo de pesquisadores. Como destaca Elvira [16]:

“Quando o professor se percebe como um individuo em continua
aprendizagem, ele muda a relagao que tem com o saber. Mas nao
é s0 isso: ele precisa voltar a ser aluno para aprender a ensinar
por outra perspectiva.” ([16])

Sabemos das dificuldades que os educadores enfrentam nos dias de hoje.
Muitos seriam os motivos que poderiamos apontar como impedimentos para que o
ensino de Matematica nao aconteca da forma desejada. Mas acreditamos que os
educadores envolvidos de uma forma comprometida com o ensinar devem, de fato,
buscar alternativas, apesar das adversidades. Somos responsaveis pelas escolhas
que fazemos e devemos prezar por uma Educacao de qualidade. Além de ensinar,
temos o compromisso com a aprendizagem. Mais ainda, temos o compromisso com
a aprendizagem de todos. Como apontamos neste trabalho, a aprendizagem de
matematica s6 sera efetiva e significativa no momento em que a sala de aula for um
espaco de discussao e reflexao por parte dos envolvidos. Cabe a nds, educadores, a
busca por caminhos que proporcionem a construcao do conhecimento matematico.
Acreditamos que a Resolugao de Problemas é um desses caminhos possiveis e vemos
em Grafos um campo fértil de desafios e pertinentes problemas tanto do ponto de

vista matematico quanto do ponto de vista da necessidade da vida contemporanea.

As concepgoes que temos a respeito da Matematica refletem direta-
mente na nossa forma de trabalhar em sala de aula. Precisamos encantar os alunos
com a Matemadtica na sua esséncia, desafid-los com os problemas e permitir que

facam descobertas de uma forma heuristica. A criatividade precisa de espago na
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sala de aula no sentido de desenvolver e compartilhar. A aula de Matematica deve
resgatar processos importantes de construgao dos conceitos que pretendemos abor-

dar.

Os caminhos sao muitos. A escolha é nossa. Precisamos buscar alter-

nativas que sejam eficazes. A mera repeticao nao cabe mais.

Gostariamos de finalizar citando um trecho de George Polya que en-

contramos em Bicudo [9]:

“Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas h&
sempre uma pitada de descoberta na resolugao de qualquer pro-
blema. O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a cu-
riosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver
por seus proprios meios, experimentara a tensao e gozard o triunfo
da descoberta. Experiéncias tais, numa idade suscetivel, poderao
gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua
marca na mente e no carater.”
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Apéndice A SEQUENCIA DIDATICA

Este anexo apresenta uma seqiiéncia didatica para que a insercao de

Teoria de Grafos possa ser feita. Apresentamos oito aulas como sugestao.

A.1 Aula 1: A Historia

A.1.1 Objetivo

Na primeira aula sugerimos por objetivo uma retomada histérica do
surgimento da Teoria de Grafos na matematica bem como a sua importancia nos

dias atuais.

A.1.2 Atividade
Fazer uma revisao histoérica abordando:

1. Matematica Discreta como um dos campos da Matematica.

2. Desenvolvimento da Matemaética Discreta até a Segunda Guerra Mun-

dial com destaque para os trés problemas:
(a) Problema das Pontes de Kénisgberg (1736) resolvido por Leonhard
Euler transformando o problema em um grafo.
(b) Caminhos hamiltonianos (1859), Sir Willian Hamilton.

(c) Problema das quatro cores (1852/1878) prova em 1976 com publi-

cacao em 1977.
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3. Desenvolvimento da Matematica Discreta apds a Segunda Guerra, inicio

do século XX.

4. Acontecimentos e mudancas na sociedade que geraram a necessidade
do desenvolvimento desta area da Matematica: mundo industrializado,
necessidade de otimizagao e organizacao de alguns processos, recursos e
servigos bésicos (distribuigao de energia, comunicagao, correios, coletas

de lixo, entregas em grandes cidades, rotas, entre outros).

Apos esta introducao propor o Problema das Pontes Kénisgberg (1736).
Projetar um desenho da cidade de Konisgberg e colocar ao grupo a questao tal e

qual a conhecemos:

“Os moradores da cidade de Konisgberg inquietavam-se
com a possibilidade de fazer um passeio pela cidade que,
partindo de algum lugar, atravessasse cada ponte exata-

mente uma vez e entao retornasse ao ponto de partida”.

O problema foi proposto a Euler e agora estd posto para voceés para
que respondam se é possivel ou nao. Para qualquer resposta deve ser dado um

argumento que sustente a resposta dada.

Pede-se também que seja feita uma representacao da cidade com as

pontes de uma maneira sintética, mas fiel aos elementos essenciais.
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KOENIGSBERG %

Figura A.1: Pontes de Konigsberg

A idéia é que o grupo pense no problema e verifique se é possivel solu-
cioné-lo. Caso nao seja, devem argumentar o motivo. Estimular os alunos a criarem

uma representacao para o problema (modelagem).

A

C

Figura A.2: Grafo representando o Problema das Pontes
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A.2 Aula 2: Os caminhos eulerianos

A.2.1 Objetivo

A segunda aula tem por objetivos: explorar atividades de desenhar fi-
guras sem tirar o lapis do papel e, generalizar a situagao estabelecendo uma condigao

para que figuras possam ser desenhadas desta forma.

A.2.2 Atividade

ATIVIDADE 1:

Encontre um caminho que percorra todos os pontos da figura sem tirar

o lapis do papel.

Regra: s6 pode ir de bolinha para bolinha.

c E

Figura A.3: Encontre o caminho sem tirar o lapis do papel.

1. Qual o caminho encontrado?
2. E possivel comecar por qualquer ponto da figura?
3. Por que?

4. Discuta, no grupo, possiveis argumentos que sustentem a sua resposta.

Registre as conclusoes do grupo.
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ATIVIDADE 2:

Observe as figuras que seguem e conclua se é possivel encontrar um

caminho passando por todos os pontos sem tirar o lapis do papel.

U

Figura A .4: E possivel desenhar sem tirar o lapis do papel?
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A.3 Aula 3: Conceitos importantes da Teoria de Grafos

A.3.1 Objetivo

A aula trés tem como objetivo retomar a representacao de grafos, desta-
cando os seus elementos (vértices e arestas), definir grau dos vértices e grau de um
grafo. Através da determinacgao do grau dos vértices de varios grafos e do grau dos
grafos apresentados, chegar a generalizacao de que todo grafo tem grau par. Definir
o que é um caminho euleriano (aberto ou fechado) e chegar na condicao de existéncia

para que um grafo tenha um caminho euleriano.

No final da aula propor um problema e solicitar que os alunos facam

um grafo para modelar a situacao posta no problema.

A.3.2 Atividade

ATIVIDADE 1:

A

C

Figura A.5: Grafo representando o Problema das Pontes
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Voltar ao nosso problema inicial das Pontes. Esta maneira de represen-
tar a situagao é chamada de grafo. Ou seja, um grafo é um conjunto de pontos no

plano, chamados de vértices, ligados por linhas chamadas de arestas.

A partir da retomada, definir grau de um vértice, grau de um grafo e o

que vem a ser caminhos eulerianos.

Definicao A.1. Chamamos de grau de um vértice o numero de arestas com uma
das extremidades neste vértice. Anotaremos grau de um vértice A como d(A). Caso

o grafo apresente lacos, o mesmo contard duas unidades.

Definicao A.2. Chamamos de grau de um grafo a soma dos graus dos vértices deste

grafo.

Definicao A.3. Caminho euleriano é todo caminho que passa por todas as arestas
do grafo exatamente uma vez. Um caminho euleriano € fechado quando o ponto de
partida ¢ o mesmo de chegada ou, € aberto quando o ponto de partida nao coincide

com o ponto de chegada.

ATIVIDADE 2:
Problema adaptado de Silveira [25]:

Num grupo de quatro pessoas queremos representar as possibilidades

de dialogo entre elas. Observe os idiomas que cada uma fala:
A: inglés, espanhol, italiano e portugués
B: inglés, espanhol e portugués
C: inglés e espanhol
D: ingles.

Construa um grafo que represente as possibilidades de didlogo entre

essas pessoas.
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ATIVIDADE 3:

Para cada grafo representado abaixo, determine o grau de cada vértice

e o grau de cada grafo.

T— @

A

Figura A.6: Determine o grau dos grafos e dos vértice dados.

Observando os graus de cada grafo acima daria para fazer alguma ge-

neralizacao? Discuta com o colega e tente faze-la.
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A.4 Aula 4: Grafos e Representacao Matricial

A.4.1 Objetivo

A quarta aula tem por objetivo o uso de matrizes no estudo de grafos.
Destacar a necessidade de representar um grafo de uma maneira que possa ser
tratada ou processada no computador. Apesar de a um grafo podermos associar
uma matriz de incidéncia e uma matriz de adjacéncia, sugerimos trabalhar apenas
com a matriz de adjacéncia. As atividades propostas incluem uma linguagem bem
especifica de uma forma intencional. Os alunos devem se deparar com definicoes e
teoremas e, buscar o entendimento das informacoes ali postas. Julgamos que neste
momento faz-se necessario o aparecimento da linguagem. As atividades buscam a
representacao nos dois sentidos: dado um grafo determinar a matriz de adjacén-
cia e, dada a matriz determinar o grafo a ela associado. Como ponto alto desta
aula temos o teorema que relaciona o niimero de caminhos entre dois vértices com a
poténcia da matriz de adjacéncia de tal grafo. Espera-se que os alunos compreendam

a importancia da matriz de adjacéncia e a sua importante aplicagao.

A.4.2 Atividade

As atividades apresentam definicoes e teoremas em linguagem matema-

tica.

1. Definicao: Seja G um grafo com vértices ordenados vy, vq, v3,...

A matriz de adjacéncia de G,
A = (a;)

onde a;; ¢ o numero de arestas de v; até v.
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2. Determine a matriz de adjacéncia de cada grafo representado abaixo:

A

C

Figura A.7: Qual é a matriz de adjacéncia de cada grafo?

3. Para cada matriz de adjacéncia dada abaixo determine o seu grafo cor-

respondente:

A B C D FE

AloO1 1 1 0
Bl1 0 1 1 1
()

clt 10 1 1
D1 1 1 0 0
El01 1 0 0
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ABCDEF G
Al01 0 0 1 1 1
Bl1 00 1 0 1 0
clo oo 1 0 1 1

(b)
D01 1 0 1 0 0
El1 00 1 0 1 0
Fl1 110 1 0 0
G|1 01 0 0 0 0
A B C D
Alo 1 1 1

() B[1 0 2 0
cl1 2 0 2
D[1 0 2 0
A B C D E
A0 1 1 1 1
Bl1 0 1 1 1

(d)
cl1 1 0 1 1
D1 1 1 0 1
El1l 1 1 1 0
A B C D E
A0 1 3 0 2

(6)310200
Cl3 2 0 1 0
D0 0 1 0 3
E|2 0 0 3 0

(a) Analisando o segundo grafo da atividade 2.1, determine quantos

passeios de comprimento 2 temos de A até C.

(b) Analisando o grafo (e) da atividade 2.2, determine quantos pas-

seios de comprimento 2 temos de A até D.
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5. Teorema: Se G é um grafo com vértices vy, vs,...,0,, € A é a matriz
de adjacéncia de G, entao para cada inteiro positivo n, o elemento a;;
da matriz A" representa o numero de passeios de comprimento n de v;
até v;.

Faca a verificacao deste teorema no segundo grafo da atividade 2 e no

item (c) da atividade trés para n =2 e n = 3.
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A.5 Aula 5: Aula de exercicios

A.5.1 Objetivo

Nesta aula sugerimos exercicios e problemas envolvendo os conceitos de

grafos abordados até agora.

A.5.2 Atividade

1. Num grupo de 6 pessoas ¢ possivel que cada uma tenha exatamente 3
amigos? E num grupo de 5 pessoas é possivel que cada pessoa tenha

exatamente 3 amigos? Justifique a sua resposta.

2. Determine o grau de cada vértice e o grau do grafo representado na

figura A.8. Este grafo pode ter um caminho euleriano? Por quée?

D

Figura A.8: Grafo da questao 2
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3. A figura A.9 pode ser feito sem tirar o lapis do papel? Por quée?

Figura A.9: Grafo da questao 3

4. Determine a matriz de adjacéncia do grafo da figura A.8.

5. Construa o grafo cuja matriz de adjacéncia é dada abaixo:

0 2 4
2 0 3
4 30

6. Faca o quadrado da matriz de adjacéncia dada acima e dé uma inter-

pretacao para os resultados obtidos.
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A.6 Aula 6: Caminhos Hamiltonianos

A.6.1 Objetivo

O objetivo da sexta aula é trabalhar com o Problema do Caixeiro Via-
jante. Num primeiro momento propor para o grupo o problema proposto por Hamil-
ton que seria de sair de Londres e percorrer um determinado nimero de cidades sem
passar por uma cidade mais de uma vez e retornar para Londres. Mostrar um

dodecaedro para que os alunos visualizem o problema tal e qual Hamilton propos.

A.6.2 Atividade

Inicialmente mostrar aos alunos o dodecaedro e contar a proposta de
Hamilton de representar Londres por um dos vértices e os demais vértices como
outras cidades do mundo. Propor em seguida que fagam um grafo que represente a

situacao.

Na seqiiéncia solicitar que os alunos encontrem uma solugao para o
problema de Hamilton que era sair de Londres, percorrer todas as cidades do

“mundo” representado pelo dodecaedro, sem repetir cidade e voltar para Londres.

Fazer uma comparacao entre este problema e o problema de Euler.
Enquanto Euler preocupava-se em percorrer todas as pontes (arestas) uma unica
vez, Hamilton desejava que se passasse por todas cidades (vértices) uma tnica vez.
Assim, nos caminhos eulerianos passamos por todas as arestas e uma tnica vez. Ja

nos caminhos hamiltonianos passamos por todos os vértices uma tnica vez.

1. ICOSAIN GAME

Em 1856, Hamilton inventou um jogo que chamou de “Icosain Game”
e que consistia em descobrir uma maneira de, partindo de Londres,
visitar cada cidade do “mundo” exatamente uma vez. Entendendo-se

por “mundo” o dodecaedro representado abaixo, no qual os vértices



Figura A.10: Icosain Game
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representam as cidades e as arestas representam os caminhos entre as

cidades. Encontre um caminho que cumpra a proposta de Hamilton, ou

seja, sair de Londres e visitar todas as cidades do “mundo” passando

uma unica vez por cada uma delas.

. PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

Um caixeiro viajante trabalha com 4 cidades conhecidas, e quer desco-

brir o menor caminho que lhe permita visitar cada cidade exatamente

uma vez e entao voltar a cidade de partida. Sabe-se que as distancias

entre as cidades sao dadas pela tabela abaixo, em quilometros.

(a) Faga uma representagao na forma de um grafo para a situagao

colocada.

(b) Encontre tal caminho sabendo que o caixeiro inicia no ponto A

A | B | C|D
Al 0 |[100 | 120 | 150
B |[100| O | 200 | 180
C 120200 0 | 110
D | 150 | 180 | 110 | O
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3. PROBLEMA DE ENTREGA

Um supermercado faz entregas de ranchos a domicilio. A empresa tem
a seguinte politica: a entrega deve ser feita da melhor forma possivel, ou
seja, o caminho percorrido pelo caminhao de entrega deve ser otimizado
(o caminho deve ser o menor possivel). Hoje devem ser entregues 7

ranchos e as distancias estao expressas na tabela dada:

SUPER |A|B|C|D|E|F |G

SUPER
A

b ™| g Q

G

(a) Faca uma representagao na forma de um grafo para a situacao

colocada.

(b) E possivel encontrar tal caminho? De que maneira podemos de-
terminar o melhor caminho? Qual a dificuldade de tratar este

problema? Quantos caminhos diferentes temos nestas condigoes?

4. O PROBLEMA DA COLETA DE CORRESPONDENCIAS

A Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos mantém varios postos de
coleta de correspondéncia espalhados pela cidade, inclusive em bairros
mais afastados. A localizacao e a quantidade destes postos sao por
vezes modificados de forma que diariamente o motorista responsavel
por recolher a correspondéncia recebe um esquema que mostra o melhor
caminho para passar por todos os postos de coleta. Este esquema é
montado manualmente por um funcionario da E.C.T. Este funcionario

nao aguenta mais as reclamagoes dos motoristas de que as rotas que
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ele traca nunca sao as melhores e pede demissao. O chefe, sem saber
como tratar o problema, resolve contratar um especialista (vocé), para
resolvé-lo. Como vocé modelaria o problema? Como encontrar a melhor

rota? Que peculiaridades devem ser tratadas?
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A.7 Aula 7: Coloracgao

A.7.1 Objetivo

A oitava aula tem por objetivo trabalhar com Coloracao de Mapas.

A.7.2 Atividade

1. Propor inicialmente uma atividade de colorir figuras com o menor nt-
mero de cores possiveis respeitando a condigao de que regioes com fron-
teiras comuns nao pode ter a mesma cor. Se uma regiao sé tiver em

comum com outra um ponto podem ter a mesma cor.

A partir desta atividade enunciar o Teorema das Quatro Cores e fazer

uma pequena retomada histérica do problema como segue:

2. Todo mapa gera um grafo planar e reciprocamente todo grafo planar

gera um mapa.

“Assim, o teorema das quatro cores pode ser enunciado na teoria de
grafos da seguinte maneira: todo grafo planar pode ser colorido com

quatro cores.”

A relagao que coloragao de mapas tem com grafos é bastante forte. Se
usarmos a mesma representacao do problema das pontes de Konigs-
berg, atribuindo aos paises os vértices de um grafo e as arestas repre-
sentando fronteira comum, é possivel transformar qualquer mapa em
um grafo planar. Colorir um grafo significa dar cores aos seus vértices
de tal forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Também
pretende-se que as figuras sejam transformadas em grafos. Neste mo-
mento dar a definicao de grafo planar. Sugerimos que seja feita uma

retomada histoérica do problema de coloracao de mapas.

O problema de coloracao de mapas é um antigo e importante

problema que foi um dos primeiros estimulos para o desen-
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volvimento da teoria de grafos. Anunciou-se que um mapa
pode ser colorido com quatro cores. Por mais de 100 anos,
era uma conjectura que qualquer mapa poderia ser colori-
do com quatro cores ou menos cores. No entanto, apesar
do trabalho de algumas das melhores mentes matemaéticas do
mundo, esta conjectura das quatro cores nao era nem provada
nem refutada e, o problema das quatro cores continuava sem
solucao. Finalmente, em 1977, a conjectura das quatro cores
foi provada. A prova original do teorema das quatro cores en-
volveu o uso de computadores de alta velocidade para checar
com certeza casos dificeis e envolveu cerca de 1200 horas de
tempo de uso dos computadores (ou tempo computacional).
Uma das mais importantes intervencgoes do tratamento do
problema de coloragao de mapas e k-coloracoes de mapas foi
a transferéncia do problema da coloragao de mapas para um

problema equivalente, mas um tanto mais tratavel.

3. A proposta ¢é partir dos problemas histéricos, mas também trazer a dis-
cussao problemas contemporaneos que lancam mao da teoria de grafos
no seu tratamento. Sugerimos a proposta de um problema afim a colo-

ragao: o problema de planejamento de horarios:

E necessério fazer uma programagao (planejamento) dos en-
contros semanais de algumas comissoes do governo estadual
eleito recentemente. Para fazer tal programagao (planeja-
mento) é preciso ter cuidado para nao programar encontros
num mesmo dia de comissoes que tém membros em comum.
Suponhamos que os encontros devam ser 3%, 4* e 5? feiras pela
manha. A tabela abaixo representa um resumo das comissoes

que tém membros em comum.



121

Finan- | Educa- | Meio Am- | Satude | Trans- | Segu-

cas cao biente porte | ranca
Financgas 0 0 0 0 0 1
Educacao 0 0 1 1 0 1
Meio Ambiente 0 1 0 1 0 0
Saude 0 1 1 0 1 1
Transporte 0 0 0 1 0 1
Seguranca 1 1 0 1 1 0

Observagao: A entrada a;; da tabela ¢ 1 quando as comissoes i e j
tém membros comuns, e 0 caso nao tenham membro comum. Construa
um grafo que represente as informacoes da tabela. Sugestao: repre-
sente as comissoes por vértices e as arestas indicando que determinadas
comissoes tém membros comuns. Encontre uma solugao para o proble-

ma. Sera que ela é unica?
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A.8 Aula 8: Planaridade

A.8.1 Objetivo

A aula 8 tem por objetivo a abordagem da planaridade em grafos.

A.8.2 Atividade

Problema 1:

Na construcao de uma casa € necessario abastecé-la com agua, luz e tele-
fone. Na cidade de Brasilia, todo o abastecimento é subterraneo. Se voce ja esteve
na capital brasileira deve ter notado que nao hé fiacao aparente. Faga um grafo que
represente o abastecimento de trés casas vizinhas com as utilidades citadas (dgua,
luz e telefone). Observe a representagao feita. E possivel que em tal abastecimento

nao haja o cruzamento das respectivas utilidades?
Problema 2:

A figura E.1 apresenta trés pontos A, B e C e trés triangulos. E possivel

ligar os pontos A, B e C com os trés triangulos sem que as linhas se cruzem?

A B C

A A A

Figura A.11: Ligue A, B e C com os triangulos.

Qual a relacao que existe entre o problema das utilidades e o problema

dos triangulos?
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Apéndice B

Este anexo apresenta a autorizacao que foi encaminhada aos pais para

que pudéssemos fotografar os alunos durante as aulas do projeto.
CENTRO DE ENSINO MEDIO PASTOR DOHMS

Senhores pais,

Nas proximas semanas as turmas M2A e M2G, do Centro de Ensino
Médio Pastor Dohms, Unidade Higiendpolis, estarao envolvidas com o Projeto de
Mestrado da professora Glaucia Helena Sarmento Malta, a saber, Mestrado Profis-
sionalizante em Ensino de Matematica/UFRGS. O orientador, Professor Doutor
Vilmar Trevisan, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, estara presente
em alguns encontros. Solicito dos senhores uma autorizagao para que possam ser

efetivadas imagens dos alunos, em aula, durante a execucao do Projeto.
Atenciosamente,
Glaucia Helena Sarmento Malta
Lia Kappel - Coordenadora Pedagogica Geral
Porto Alegre, 17 de novembro de 2006.
Autorizo o(a) aluno(a)
da turma M2

Pais ou responsaveis.
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Apéndice C

Destacamos neste anexo o Projeto de Dissertacao encaminhado quando

da definicao do tema da pesquisa.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM ENSINO DE
MATEMATICA

MESTRADO PROFISSIONALIZANTE

PROJETO DE DISSERTACAO

ALUNA: Profa. Glaucia Helena Sarmento Malta

ORIENTADOR: Prof. Dr. Vilmar Trevisan
GRAFOS NO ENSINO MEDIO

Justificativa

Grafos podem ser vistos como um modelo para muitas situagoes cotidi-
anas atuais das quais resultam problemas matematicos interessantes e motivadores
para os alunos do Ensino Médio. A introdugao do conteido da Teoria de Grafos no
curriculo do Ensino Médio estda em discussao e sera sugerida na préxima edicao dos
PCNs. Nesse sentido, o estudo da viabilidade dessa introducao, juntamente com o
desenvolvimento de material adaptado para nossas escolas, é a principal motivacao

para esse trabalho.

Etapas da pesquisa A pesquisa pretende desenvolver-se segundo as

seguintes etapas:
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1. Estudo e analise do tema em questao dos pontos de vista epistemologico,

cognitivo e didatico;

2. Referencial tedrico sobre Resolu¢ao de Problemas, Abordagens Signi-

ficativas e Curriculo;

3. Pesquisa de referéncias nacionais do curriculo para o Ensino Médio
(PCNs) bem como pesquisa junto a alguns professores de Ensino Médio

sobre as suas escolhas de curriculo;
4. Plano de acao docente sobre o assunto;
5. Experimentacao do plano elaborado;

6. Analise da experimentacao e consideracoes sobre a relevancia da pro-

posta no curriculo.

Questoes norteadoras da pesquisa Como se desenvolve o ensino de

matematica através de resolucao de problemas?

O que é uma abordagem significativa? Como a teoria de grafos se

relaciona com a resolucao de problemas?

’

E pertinente a abordagem de grafos no Ensino Médio?

Metodologia de pesquisa e acao docente A pesquisa pretende
abordar a Teoria de Grafos que usualmente nao aparece no curriculo de Ensino
Médio bem como analisar o curriculo atual. A partir do estudo dos referenciais na-
cionais atuais (PCNs) e das propostas que os professores de fato implementam nas
escolas, o presente projeto pretende desenvolver uma seqiiéncia didatica possivel de
ser adotada no Ensino Médio. A idéia é questionar o que e como se ensinam alguns
conceitos no Ensino Médio e propor algo diferente e significativo para a formacao do
aluno na educacao basica. Os novos PCNs do Ensino Médio que serao publicados

em breve recomendam o estudo de Grafos como algo significativo.
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Os contetidos especificos que serao estudados com o objetivo de viabi-

lizar sua introducao no Ensino Médio constam, entre outros, de

1. Planaridade. Suas relagoes com a coloracao de mapas e grafos e ou-
tras aplicagoes. Em particular, a obtencao da formula de Euler sobre

poliedros convexos.

2. Caminhos em grafos. Caminhos de Euler. Caminhos minimos. O

Problema do Caixeiro Viajante.

3. Questoes de complexidade de algoritmos. Tempo polinomial versus

tempo exponencial para a resolugao de problemas.
4. Exemplos de problemas atuais: Limpeza urbana, rotas. Distribuicao
de tarefas, etc.

Referéncias Bibliograficas

e Roberts, F. S., Applied Combinatorics, Prentice Hall, London, 1984.

e Santos, J. Plinio O., Mello, M. P., Murari, I.T.C., Introdu¢cao a Andlise
Combinatoria, Editora da UNICAMP, 1995.

e Barroso, M. M. A., A matematica na Limpeza Urbana: Trajeto étimo
do caminhao de Lixo, XXI Congresso Nacional de Matematica Aplicada

e Computacional, Caxambu, MG,1998.

e Silveira, J. F. P. da, Uma introducdo a Matemadtica Discreta, X Con-
gresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional, Gramado,

RS, 1987.

e Pozo, J. 1. (org.), A solugdo de problemas. Porto Alegre: Artes Médicas
(Artmed), 1998.

e Smole, K. S. (org.), Ler, escrever e resolver problemas. Porto Alegre:

Artes Médicas (Artmed), 2001.
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Apéndice D

Apresentamos aqui a transcricao das respostas dadas pelos alunos ao

Problema das Pontes de Konigsberg.
Primeira turma:
“Consegui com cinco pontes. Sete nao.”

“Acho que nao da, pois o numero de pontes em cada ilha é impar, e

ficara faltando uma ponte para completar o problema.”

“Cada ilha tem um nimero impar de pontes, o que faz com que tenha-
mos que entrar, sair e entrar novamente na ilha para atender a demanda de passar
em todas as pontes, o que acaba nos deixando trancado em uma ilha diferente da

de partida e sem passar em uma ponte.”

“Nao porque ao passar por um numero impar de pontes nao tem como

retornar pelo mesmo caminho.”

“Nao, porque se tu entra em algum lugar depois tem que sair. Se o

nimero é impar nao podera sair, ficara preso.”

“Nao é possivel, pois o numero impar de pontes em certas ilhas impede

de ir e voltar.”
“Nao, é possivel com apenas cinco pontes.”

“Nao é possivel passar pelas sete pontes pois o ntimero de pontes é

impar, ao entrar em uma, nao pode voltar.”

“Nao, pois todas as ilhas tém ntmero impar de pontes, entao acabari-

amos presos ja que nao se pode passar pela mesma ponte duas vezes.”

“Nao é possivel passar por todas as pontes sem repeti-las e parar no

mesmo ponto de partida, porque em cada ilha obtém-se trés pontes, entao, se alguém



128

entrasse por uma e saisse pela outra sobraria uma ponte ou a pessoa pararia no

mesmo lugar que saiu, porém sem completar o caminho completo.”

“Nao, so é possivel com cinco ou menos.”

“Todas ilhas tém nimero impar de pontes, e logo ao entrar e sair de

uma ilha quando se entra novamente nao consegue-se sair. Nao.”

“Nao existe um meio de fazer este desafio, pois o nimero de pontes em

cada ilha é impar, fazendo com que a pessoa fique ‘presa’ em algum lugar, faltando
uma ponte.”

“Nao é possivel, pois sempre vai faltar uma ponte.”

“Nao da. O ntumero é fmpar. O ntumero de pontes é equivalente ao
dobro de entradas nas ilhas.”

“Nao, pois sempre que se atravessa uma ponte se fica encurralado.”
“Numeros impares (nao volta). Numero de pontes pares (entra e sai).”

“Nao tem como, pois sempre sobraria uma, eu consegui fazer com cinco,

mas acredito que com sete nao ha solucao. Obs.: cheguei a desenhar oito pontes,

mas também nao consegui.”

“Nao tem como, pois existe um ntimero impar em cada ilha, ou tem

trés pontes ou cinco. Faltava sempre uma ponte para eu chegar no inicio.”

“Nao. Cada ilha tem trés pontes que levam a ele, entao em cada uma
poderiamos passar trés vezes, ou seja, entrar, sair e entrar novamente. Com isso,

ficariamos trancados em cada uma das ilhas e ndo teriamos como sair.”

“Nao seria possivel, pois o niimero de pontes é impar em cada ilha, e,

portanto nao é possivel sair de uma ilha sem passar pela mesma ponte que entrou.”

“Com seis pontes seria possivel, pois o nimero de pontes é par.”
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“Nao é possivel, pois nao tem como passar por todas apenas uma vez
ja que ha um numero impar em cada ilha. Na porcao de terra tu sé podes entrar

uma vez, fazendo uma segunda vez ser impossivel.”

“Nao da uma vez que se tem um numero impar de pontes em cada ilha,
voceé fica preso afinal, voceé ‘entra, sai, entra’ ou ‘sai, entra, sai’ fica preso na outra,

pois saiu dessa, mas comecou entrando na outra.”

“Impossivel (até que provem o contrério). (Numero impar de pontes em
cada “ilha”). A existéncia de um nimero impar de pontes em cada ilha impossibilita
que, caso alguém entre em uma das ilhas, possa sair e entrar novamente sem ficar

preso.”

“Nao. O numero de pontes é impar entao vocé ficara dentro dela sem

sair ou ficard fora sem poder entrar.”

“Nao, pois se entra e sai e nao se pode voltar, pois é um nimero impar
de pontes em cada ilha, fazendo com que se entra e sai, entra e sai e nao se pode

voltar mais.”

“Nao ha como passar por todas as pontes chegando ao mesmo lugar
em que houve a partida, porque se, por exemplo, houvesse uma ponte, poderiamos
sair, mas nao voltar se houvesse duas pontes, poderiamos sair e entrar, e se houvesse
trés pontes ou qualquer niimero impar, se pode sair mas nao entrar novamente em

algum momento.”

“Nao, se fosse um ntmero par, daria, pois como hé trés pontes em cada
ilha eu entro por uma ponte e saio em outra, se eu entro de novo no mesmo lugar

eu nao vou poder sair, pois é um numero impar.”

“Nao existe um meio para passar pelas sete pontes, sem passar mais de
uma vez por cada uma, e voltando ao ponto inicial. As ilhas tém nimeros impares,

uma trés e uma cinco. Portanto tu vai, volta, mas vai de novo.”
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“Nao, apenas com cinco ou menos para conseguir chegar ao ponto de

partida novamente ou com nove.”

“Nao. O numero de pontes nao é proporcional ao numero de ilhas.

Pontes niimero impar: se entrar, sair e entrar de novo, nao se pode sair.”

“Nao, a parte com a ilha impede que seja feito o ciclo completo, pois

na segunda vez que essa ilha é acessada, nao hd mais saida.”

“Nao é possivel, uma vez que ao entrar em uma ilha, nao é possivel

voltar.”

“Nao, pois tem nimero de pontes impares nas ilhas. E necessario duas
pontes para entrar e sair de um local, entao seria necessario um nimero par de

pontes em cada ilha.”
Segunda turma:

“Este problema é insoluvel devido ao nimero impar de pontes ligando
as ilhas ao continente, forcando o transeunte a repetir ao menos uma vez alguma

das pontes.”

“Como em alguns lugares nao ha como voltar para onde comegou, me-
lhor, em nenhum lugar consegue-se voltar, pois falta uma ponte independente da

onde se comeca.”

“Nao é possivel, pois sem se preocupar em passar uma unica vez por
cada ponte, um dos trajetos possiveis é o de cima. O trajeto é representado pela
figura acima que nao é possivel de ser desenhada sem passar pelo mesmo lugar.

Assim, cheguei a conclusao que o problema nao tem solugao.”

“Nao, pois em cada porcao de terra ha trés pontes, mas em trés in-
das/vindas nao da pra ir dessa porgao de terra para outra. Ou seja, tu acaba

sempre ‘ficando preso’ na mesma porg¢ao de terra.”
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“Nao é possivel, pois as pontes tém um nimero impar, para que a
pessoa passasse por uma ponte, uma tnica vez e voltasse para a de inicio teria que

ter uma ponte a mais ou a menos.”

“Nao ¢ possivel. Toda porcao de terra tem um niimero impar de pontes.
Isso faz com que sempre apds passar pelas pontes esteja-se em um lugar diferente

do ponto de partida.”

“O problema das Pontes de Konigsberg nao é possivel de ser resolvido,

pois o niimero de pontes é impar.”

“Nao, pois para voltar para o mesmo lugar e passar por todas deveriam

haver pontes em quantidades pares, pois temos sempre que ir e voltar.”

“Nao ¢ possivel passar por todas as pontes. Para resolucao deveria ser

construida mais uma ponte (4-4-2 pontes para cada ilha).”

“Nao é possivel a nao-repeticao de passagens pelas pontes, pois o transe-

unte tera que passar duas vezes por pelo menos uma ponte.”

“Nao, pois de qualquer lugar que eu comece faltara uma ponte para a
volta, pois em cada lote de terra estao ligadas trés pontes, para ida e volta precisaria

de um nimero par.”

“Nao é possivel fazer este problema, pois a quantidade de pontes esta

em numero impar.”
“Nao porque sete é impar.”

“Nao é possivel, pois para cada ilha existe um ntmero impar de pontes,
ou seja, para cobrir todas as pontes voceé tera que ‘entrar, sair e entrar’ (e em alguma

hora ficard preso, porque s6 se pode passar por cada ponte uma unica vez).”

“Nao foi possivel percorrer um caminho sem ter de ultrapassar mais de
uma vez uma ponte e chegar no ponto de partida, pois assim vocé sempre acaba

preso numa ilha.”
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“Nao ¢ possivel com nimero impar de pontes nas ilhas.”

“Como cada pedago de terra tem um numero impar de pontes, torna
impossivel atravessar as sete pontes uma de cada vez sem passar mais de uma vez

por alguma delas. Seria possivel se o nimero de pontes fosse par.”

“E impossivel passar por todas as pontes sem repetir nenhuma porque
sempre sobrard ou faltard alguma para passar, e, para chegar a ela, sempre havera
7 Y 9

uma pela qual ja passou.”

“Nao é possivel, pois o niimero de pontes é impar (temos sete pontes).
Por exemplo, se sairmos da terra 1, passarmos pela ponte nunca mais (seguindo as

regras do problema) voltaremos para o ponto de partida TERRA 1.”

“Nao, pois deveria ter uma ponte a mais, ja que nao pode repetir ca-

minho. Talvez dé para mudar o local das pontes para ter mais alternativas.”

“Acho que seja possivel, pois acredito que haja uma solu¢gado nao muito

complicada, porém nao consegui pensar em nenhuma resolucao.”

“E impossivel atravessar todas as pontes e voltar ao ponto de partida
devido o nimero impar de pontes. Se tu sai de um ponto, tu tem que sair, voltar e
sair de volta, pois cada continente tem trés pontes cada. Portanto é impossivel esse

desafio.”

“Nao ha como passar uma vez por cada ponte exatamente uma vez e
voltar ao ponto de partida saindo de B, C ou D. Assim, saimos, por exemplo, de B,
por uma ponte. Para voltar para B passa-se por sua segunda ponte. Assim, faltard

uma ponte de B para se passar. Ou sai-se de B ou nao se passa por todas as pontes.”

“Nao porque o numero de pontes é insuficiente e eu nao tenho tanta

paciéncia assim.”

“Nao, pois o nimero de pontes é impar, assim nao daria para dar a

volta sem passar duas vezes pela mesma ponte.”
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“Nao pode se ter numero impar de vértices na linha de partida. (Ex.:

sao trés pontes ao lado, em cima e embaixo). Pois assim nao terd como voltar.”

“Fu acredito que a resposta seja sim, porém nao adotei nenhuma teoria

relevante para afirmar isso.”

“E impossivel passar por todas sem repetir nenhuma. Sempre sobrara

ou faltara alguma ponte.”
“Nao é possivel, eu acho que teria de ter 8 ou 6 pontes.”

“Nao acho que ¢é possivel, pois nao consegui por meio de tentativas.

Acredito que se houvesse outra ponte seria possivel.”

“Nao, pois o numero de pontes é impar, chegando em cada lugar.”
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Apéndice E

Este anexo apresenta os dois problemas de planaridade que haviamos

planejado e que nao foram abordados na pratica implementada.
Problema 1:

Na construcao de uma casa € necessario abastecé-la com agua, luz e tele-
fone. Na cidade de Brasilia, todo o abastecimento é subterraneo. Se vocé ja esteve
na capital brasileira deve ter notado que nao hé fiacao aparente. Faca um grafo que
represente o abastecimento de trés casas vizinhas com as utilidades citadas (dgua,
luz e telefone). Observe a representagao feita. E possivel que em tal abastecimento

nao haja o cruzamento das respectivas utilidades?
Problema 2:

No més de agosto, o Thomas, colega de vocés, apresentou um problema
que teria sido proposto por um amigo. Gostaria que vocés pensassem sobre ele e

verificassem se é possivel resolveé-lo.
O problema proposto foi o seguinte:

A figura E.1 apresenta trés pontos A, B e C e trés triangulos. E possivel

ligar os pontos A, B e C com os trés triangulos sem que as linhas se cruzem?

A B C

A A A

Figura E.1: Ligue A, B e C com os triangulos.

Qual a relacao que existe entre o problema das utilidades e o problema

proposto pelo Thoméas?
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Apéndice F

Neste anexo sao apresentadas as observacoes do orientador em relagao

a pratica implementada.

O orientador assistiu mais aulas na turma que, de acordo com os co-
mentarios da mestranda, teve um pouco mais de resisténcia. Em particular, as duas
primeiras aulas, em que a professora apresentou o problema das pontes e esperava-
se dos alunos uma formalizacao da representacao de grafos. A resisténcia por parte
dos alunos parece ser, a primeira vista (deste observador), devida ao fato de eles (os
alunos) nao perceberam a necessidade de uma representagao. Nao perceberam que
o essencial do problema era um ponto e uma aresta sinalizando uma ligacao. Nao
entenderam a necessidade de uma representacao compacta para generalizar proble-
mas e nem perceberam a riqueza da modelagem ponto-aresta como uma ferramenta
aplicavel em muitas outras situagoes. Os alunos estavam muito mais interessados
no carater ludico das atividades, o que, é preciso admitir, ¢ um importante fator

motivador.

’

E importante ressaltar que essa falta de sensibilidade dos alunos nao é
uma critica a agao da professora, mas sim uma constatacao de que os alunos ainda
nao tém um senso de abstracao completamente desenvolvido. A outra turma teve
um envolvimento mais satisfatério nesta fase inicial e em todas as outras fases, de
acordo com a percepcao deste observador e conforme esta descrito nos comentarios

da mestranda.

Em ambos os grupos, com algumas diferencas, foi possivel constatar

alguns aspectos gerais que sao relatados abaixo.

1. Os alunos estavam muitissimo interessados no assunto. As atividades
propostas foram recebidas com entusiasmo e o envolvimento dos alunos
era prazeroso. A postura dos alunos era trangiiila, o envolvimento nas

tarefas era feito de modo organizado e produtivo.
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2. A professora teve muita tranqiiilidade em propor as atividades. O
planejamento das aulas foi implementado com bastante sucesso e (com

pequenos ajustes) todas as aulas tiveram um desfecho conforme o plano.

3. A perspectiva histérica dos problemas propostos teve um impacto pos-

itivo para o interesse dos alunos.

4. As atividades propostas sao relevantes tanto do ponto de vista histérico
da teoria de grafos, e o conseqiiente desenvolvimento de técnicas mate-
maticas da area, quanto da sua atualidade, uma vez que os problemas

ainda tém importantes aplicagoes.

E possivel concluir que os alunos de Ensino Médio podem estudar esse
conteido de teoria de grafos de forma regular em seu curriculo. E preciso tomar
cuidado em selecionar os topicos a serem motivadores, mas fica claro que eles podem
representar um conteudo atraente, moderno e relevante para os alunos, com muitas
aplicacoes praticas com as quais eles podem referir no seu dia-a-dia. Outro ponto
importante é definir como os tépicos selecionados serao abordados em sala de aula.
As atividades implementadas pela professora e relatadas neste documento parecem
ser uma maneira adequada pela qual estes problemas de grafos propostos podem ser

abordados no Ensino Médio.
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