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RESUMO 

Contribui-se para a compreensão do modelo de anisotropia uniaxial aleatória, conhe
cido como "random-axis model" (RAM) que representa ligas de terra-rara com metal. 
Deu-se atenção especial ao limite de Ising (IRAM) do sistema que ocorre para anisotropia 
muito grande. Estudou-se a dependência da termodinâmica do IRAM com os seguintes 
parâmetros relevantes: 

i) a isotropia e a obliquidade (b) (em oposiÇão à anisotropia cubica) da distribuição dos 
eixos aleatórios; ii) a _s_aturação, defmida como a razão entre dimensão de spin e conectivi
dade da rede, a =p/ c . 

As variáveis relevantes são a magnetização e o parâmetro de ordem de vidro-de-spin. O 
último emerge da "fusão " das infinitas componentes transversais ao overlap, cuja direção 
é aquela da magnetização macroscópica. 

Como resultado principal encontramos que a natureza da fase ordenada altera-se subs
tancialmente com b. Acima de um certo valor crítico bcM(T) aparecem estados de Mattis 
como mínimos globais não-degenerados, em oposição a estados diagonais para b menor que 
um valor crítico inferior bcn (T). Estados mixtós surgem no intervalo bcn ~ b ~ beM· 

Enfatizou-se o caso de a finito, para o qual construiu-se diagramas de fases através da 
Teoria de Campo Médio (TCM), usando o método de réplicas. A conclusão central foi a 
diminuição da região ferromagnética com a . 

A fim de confirmar os resultados da termodinâmica obtivemos relações de recorrência 
para a dinâmica de relaxação, com realimentação (feedback). Para isso, além do Overlap 
e da Dispersão dos resíduos, introduziu-se um parâmetro de Autocorrelação. Foi possível 
construir as bacias de atração para essas três variáveis, caracterizando o regime estático. 
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ABSTRACT 

This is a contribution to the understanding of the model of random uniaxial anisotropy, 
also known as the random-axis model (RAM), which describes the properties of compounds 
of rare-earths with metals. Special attention has been given to the Ising limit (IRAM) of 
the system which occurs for large anisotropy. The dependence of the thermodynamics of 
the IRAM with the following relevant paramenters has been studied: 
i) the isotropy and off-cubical ordering (b) of the distribution of random axis (in contrast 
to cubic anisotropy); i i) the saturation, de:fined as the r a tio betweéri the spin dimension 
and lattice connectivity, a = p/ c . 

· The relevant variables are the magnetization and the spin-glass order parameter. The 
latter appears as a "melting" of the in:finite transverse components to the overlap , whose 
direction is those of macroscopic magnetization. 

As a main result we find that the nature of the ordered phase is altered in an essential 
way with b. Above an upper cri ti cal value beM (T) there are Mattis states which appear 
as non-degenerate global mínima, in contrast to diagonal states for b below a lower criticai 
value bcn (T). Mixed states appear in the range bcn ~ b ~ bcw 

Emphasis is made on the finite-a case, for which replica-symmetric mean-:field theory 
is used to derive phase-diagrams. A central result is the reduction of the ferromagnetic 
phase with a. 

Recursion relations were derived for the dynamics in order to verify the thermodynamic 
results in th long-time limit. For that purpose, a selfcorrelation has been introduced, in 
addition to the usual overlap and dispersion of residues. Basins of attraction were obtained 
characterizing the static behaviour. 
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Capítulo 1 

INTRODUCAO 

l.a Siste ma Fís ico 

Graças ao desenvolvimento tecnológico na área de materiais tem-se dado crescente im
portância às ligas constituídas por elementos metálicos ou semi-metálicos, e elementos de 
transição interna. A ênfase experimental leva em conta as propriedades macroscópicas, 
mecânicas, elétricas, óticas ou magnéticas, que ocorrem para diferentes especificações das 
variáveis microscópicas do sistema. 

Por exemplo, algumas terra-raras apres.entam anisotropia mais forte que outras, assim 
como certos metais podem resultar em comportamento magnético ordenado enquanto ou- · 
tros apenas demonstram domínios de orientação microscópicos de seus momentos angulares 
atômicos. Um composto peculiarmente interessante consiste da combinação desses elemen
tos, na forma simbólica R e1_xM ex, onde Re representa um terra-rara, M e um metal e x é 
a sua concentração na amostra[50]. 

Um largo espectro de combinações pode ser efetuado com a fórmula acima, dependendo 
do metal e terra-rara usados. Por exemplo, alguns metais magnéticos apresentam magneti
zação por spin m > > f.lB , isto é, muito grande comparado ao magneton de Bohr, enquanto 
outros tem m pequeno. Os elementos terra-rara próximos ao centro da tabela periódica, por 
sua vez, tem uma configuração de spins bastante assimétrica, desde que, devido ao princípio 
de exclusão de Pauli, os orbitais d ou f são preenchidos primeiramente com spins alinha
dos. Daí possuírem um elevado campo de anisotropia magnética[28]. Além disso, a forma 
como são preparadas as ligas, se resfriadas lentamente ou congeladas de súbito, produz 
uma diferença pa temperatura crítica. A magnetização espontânea do TbFe 2 , protótipo do 
sistema considerado , surge a Tco = 710]( no caso cristalino , temperatura esta que cai para 
Te = 3881{ no caso amorfo. 

As variáveis termodinâmicas relacionadas respect iYamente ao tipo do R e, ao 111 e e à. 
concentração x são : D , o parâmetro de a.nisotropia., p, a. dimensionalida.de de spin , e c, a 
conectividade, ou número de coordenação da rede. Experimentalmente tem-se observado 
algumas regiões onde esses parâmetros oscilam:[l5, 33] 

D (Ga , La,Eu) « J ;(Lu, Ho, Ce)"" J ;(Dy,Tb, Er) >> J; 
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(Fe, Co)"' 2; (Al, Ni) >> 2; 

(x rv 1) rv 2,3; (x << 1) >> 1 

onde J é a interação de troca média entre spins Me - Me do sistema, e no último caso 
temos interação de longo alcance. 

Cada modelo possui parâmetros macroscópicos que descrevem naturalmente os estados 
ordenados. Como medida da quantidade de alinhamento dos spins define-se a magnetização 
por sítio 

1 
ffiN = - "' < e7 · > · e7 = + 1 NL.J , , -

' 
(l.a.1) 

onde C7i indica o spin (Ising) no sítio i = 1, ... , N, e o parêntese (bracket) a média térmica, 
isto é, sobre a distribuição de Gibbs 

dP(E) = dEe-f3E /Z; 

f3 = 1/T; Z = j dP(E), (l.a.2) 

sendo Z a função partição, E a energia, e a temperatura T dada em unidades de k 
(constante de Boltzmann). 

A fim de obter uma primeira aproximação para um sistema complexo, utiliza-se a teoria 
de campo médio, equivalente a desprezar as flutuações em torno do valor mais provável, 
cuja exatidão limita-se a i) casos do tipo de alcance infinito na interação; ou ii) redes de 
dimensão fixa com número de coordenação infinito; ou iii) dimensionalidade infinita em 
redes de número de coordenação fixa. Assim por exemplo, para um ferromagneto de Ising, 
cujo Hamiltoniano é 

H! = -L JijC7iC7j ' 

(ij) 

(l.a.3) 

na teoria de cá.mpo médio é feita a hipótese de conecbvida.de completa e idêntica, ou seja, 
l ij = J j J\ para quai squer par d sítios, c em termos da magnet ização defin ida em (l.a.1), 

J 2 
HrM =- '\T-mN 

2 
(l.a.4) 

a menos da média t 'rmica, o que indicamos através do subíndic em m. Como para todo 
Ha.miltoniano de forrna quadrática, podemos reali zar um a trans form ação Ga.ussia.n a, a fim 
de lineari zar nos spins, por meio da identidade 

G 
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e-M2/2 =i: d<I> (X )eM·X; 

d;r.. ( ) = __:!_:__ - z2 /2 '*' z _ ..,f'5:;e . ( l.a .5) 

Aplicando à (l. a .4), se escreve 

e-f3HIM = f d<I>(X) e..fiiiiJmN.x; (l.a.6) 

com a substi tuição da variável de integração X = .JfJNJ.x, e tomando a média térmica 
descrita em (l.a.2) , a qual pode ser fatorada nos sítios, obtemos 

z "' c f dx e- {3JNx2 f2 rr zr (La. 7) 
t 

Na equação acima, o símbolo de proporcionalidade se refere à constante c = J (3 N Jj 21r , 
a qual podemos negligenciar , sempre que estivermos supondo uma posterior avaliação do 
logaritmo dessas quantidades. Nos casos discretos , como os de spin Ising, a média térmica 
consist e simplesmente no traço sobre os elementos diagonalizados, ou seja 

Z~ = Tr .ef3Jxu; = cosh((3 J x ) 
t - u, ' ( l. a .8) 

A "função partição" efetiva ze é apenas uma soma sobre os dois est ados binários possíveis. 
A fatorização de ze, por outro lado, está implícita na suposição de independência entre os 
sítios. 

Por fim, a integral pode ser executada pelo método de Laplace para expansão as
sintótica[55], tendo em mente que seu argumento decresce muito rapidamente no limite 
termodinâmico N --t oo, próximo ao seu valor máximo. Assim, a energia livre de Helmholtz 
se torna 

f 
T 

- - lnZ 
N 

J m 2/2- Tln(cosh ,B J m) . (l. a .9) 

A condição d minimização na vari ável d integraç.ão prod uz uma equação descrevendo os 
estados es tacionários do sistem a 

Ôm f O, 

m tanh(,6J rn) . ( La .lO) 
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Daí a identificação de m como o limite termodinâmico da magnetização (l.a.l), 

m = lim mN =< CT >, 
N-+oo 

(l.a.ll) 

nos permite concluir que a teoria de campo médio desempenha o mesmo papel dos modelos 
de sítio único, isto é, é desacoplável no cálculo das médias . 

Este sistema apresenta uma transição de fase de segunda ordem (contínua no parâmetro 
m) à temperatura crítica Te = 1, em unidades de J (podemos absorver (3J ~ (3); âe uma fase 
paramagnética (P) para outra ferromagnética (F), como podemos observar ao expandir 
(l.a.lü) no parâmetro de ordem m: 

m 

((3m )2 

T ==: 1- T/Tc. 

(3m - ((3m )3 /3, 
3T ou m =O; (l.a.l2) 

A solução diferente de zero para esta equação aparece somente quando a temperatura 
reduzida T se torna positiva, ou seja, à temperatura T < Te = 1. J á a susceptibilidade 
diverge de acordo com a lei de Curie-Weiss 

(l.a.l3) 

Uma análise de estabilidade das soluções P ou F, através do cálculo. da segunda deri
vada da energia livre no parâmetro escolhido, ou seja 

(l.a.l4) 

é sempre necessária. Para. verificar a. convexidade da energia livre, substituim~s em (l.a.l3) , 
resultando 

(l.a..l5) 

na fase F . 

Habitualrnente utiliza-se pa.ra. representar sistemas magnét icos mais rea.lista.o o Hamil 
toniano de .Heisenberg 
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H H = - L Jij Si . Sj 
(ij) 

(l.a.l6) 

onde Si é o spin clássico (módulo unitário com p componentes) no sítio i, e Jij a interação 
de troca entre os spins i e j. Da mesma forma que em (l.a.3), o sinal negativo garante um 
estado fundamental ferromagnético. Uma ligeira generalização da linearização Gaussiana 
em (l.a.6) para várias dimensões produz a fatorização em sítios da versão de campo médio 
do Hamiltoniano de Heisenberg 

(l.a.17) 

o que conduz à função partição de um spin 

Z'H "' Treflm.s. (l.a.l8) 

É bastante fácil constatar que, se cada componente do vetor de spins s fosse independente e 
do tipo-Ising, cada direção da magnetização satisfaria uma equação similar à (l.a.lü) . Em 
geral é difícil tratar o Hamiltoniano de Heisenberg exatamente, então é comum a adoção 
de diversos tratamentos opcionais. Uma opção são os spins de Potts[21], que satisfazem 
certas relações para produto escalar, e cujas propriedades são agora melhor entendidas 
que o modelo de Heisenberg. Como outro exemplo, podemos supor um modelo de spin
S, assumindo apenas valores discretos sJJ. = -S, .. . ,O, ... , S, independente de componente. 
Neste caso a função partição acima seria fatorável, e a condição de extremo da energia 
conduz a expressão para magnentização (A . .4) do apêndice A, ao qual nos reportaremos a 
segmr. 

Objetivando levar em_ consideração uma ordem microscópica existente em sistemas de
sordenados, int roduz-se [47] o parâmetro chamado de vidro-de-spin, 

(l.a.19) 

onde a média externa refere-se a distribuição configuracional, normalmente relevante em sis
temas "congelados" , ou seja, com larga remanência e longos períodos de relaxamento, para 
os quais q difer~ de m 2

. A maneira provavelmente mais simples de admitir desordem é supor 
que a interação J assum valores aleatórios, distribuídos de acordo com uma di stribuição 
Gaussiana[47], ou com ~ J, por exemplo. Isto indica a presença de sítios ferromagnéticos e 
outros antiferromagnéticos, o que ocorre com certos materiais semicondutores. 

Outra possibilidade, mais freqüente em Terra-Raras, é a presença. ele anisotropia magnética. 
Em (l.a.l6), podemos admitir que J seja dependente da direção do spin, como no caso da 
interação tensorial, com Hamiltoniano[45] 

H = - L Si . J i.i . Sj' 
(ij) 

9 
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Figura 1.1: A f ase superior é desordenada} enquanto que a inf erior é do tipo f erromagnético; 
à direita e esquerda ocorrem fas es }) congeladas". 

porém o modo mais comum de levar em conta a anisotropia devida à preferência em relação 
a algum eixo privilegiado em cada sít io é 

(l.a.21) 

A solução da termodinâmica para o sistema com os dois Hamiltoni anos ( l. a.l6 )-( l. a .21) 
acima apresenta um complicado diagrama de fases, como vemos na figura(1.1)[37]. En
quanto o regime de altas temperaturas apresenta-se como paramagnético, P , e o de baixas 
temperatura é ferromagnétíco, F, nas regiões inferiores existe uma ordenação de d iferentes 
características, dependendo da concentração x . A essência do comportamento crítico deste 
tipo está na frustraçâ.o, ou seja., na competição entre orientações motivadas por est.imulos 
contrários. Conforme observa-se na figura ( 1.1) , a qual descreve fenomenologi camente sis
temas reais, dependendo do estímulo x, pode ocorrer uma orientação preferencial em uma 
subrede do sistema, enquanto a outra permanece desordenada. Esta ordem parcial, descri
tas pelas fases G ~·,ou G 0 , que apresentam um valor do parâmetro q, (l. a .15), diferente de 
zero , ao mesmo tempo em que a magnetizaçà.o se anu la, se chama ordem de vidro-de-spin 
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( G, "spin-glass" ). 

Nossa principal tarefa no decorrer desta tese é esclarecer alguns limites para as soluções 
desses Hamiltonianos. Neste ponto faremos uma pequena ilustração do que acontece com 
a anisotropia cri stalina, isto é, quando o fator Di = D para qualquer sítio em (l.a.21). 
A perda em reali smo é compensada pelo fato que, após juntarmos os fatores resultantes 
do termo de sitio único (l.a.21) com (l.a.l8), a função partição efetiva não é muito mais 
complexa, sendo 

Tr ef3W. 
s ' 

........ D 2 m.s + .sz . (l.a.22) 

Enfim, com a hipótese adicional de spins-S exposta acima, veja (A .. 4), particularizando 
S = 1, realizamos o traço somando os estados linearmente, após fatoradas as funções de 
partição por componente. No caso simples de duas dimensões de spin, chamando M a 
componente de m ortogonal ao eixo anisotrópico e L a paralela, temos as duas linhas 
críticas referindo-se respectivamente ao surgimento da magnetização Me da L, dadas por 

2/3, 
2 

2 + e-!3D · (l.a.23) 

A segunda linha surge para anisotropia D pequena junto à primeira, evoluindo a medida 
que aumenta D, até T cL = 1. 

É bom enfatizar que este resultado independe grandemente do tipo de spin. Para efeito 
de exemplo , citamos que no caso de um spin Gaussiano, ou seja, dado por uma distribuição 
similar àquela em (B .. 4}, as linhas críticas são aquelas em (A .. l2) . 

Antes de partirmos para um quadro mais realista da anisotropia vamos observar o que o
correria se, ao invés de considerar-se em (l.a.21) a amplitude Di fixa, nós permitíssemos que 
esta variasse de acordo com uma distribuição aleatória[49] como aquela dada por (A .. l4) , 

·por exemplo. esta situação nos deparamos com uma desordem ("configuracional" ) bas
tante mais lenta em relação àquela descrita pelas variáveis térmicas do sistema. Daí, no 
cálculo da energ_ia li vre, a média sobre as configurações de D deve ser efetuada depois do 
logaritmo , ou seja., 

- f3 F = < ln Z >o; (l.a.24) 

e nes te caso, no lugar de (l.a .9) teríamos a energia livre (por spin) 

f m2 /2 - T < ln z e >o ; 
.... 

m << s >-r >o, (J.a..25) 

lJ 



onde o " bracket" externo indi ca a média citada. Por exemplo, no lugar das linhas críticas 
em (l.a.23), aparecerão dependências em c bastantes difíceis de controlar. 

Parte desta tese objetiva aclarar algumas diferenças e semelhanças entre as variações 
utilizadas nos estudos desenvolvidos sobre este modelo. Daí, vamos expor as principais 
aproximações e seus limi tes de validade na próxima seção do primeiro capítulo, com ênfase 
na anisotropia aleatória, introduzindo inicialmente a técnica de réplicas, analizando o caso 
de muitas componentes de spin a seguir e, após, o caso de anisotropia forte. Então passamos 
no segundo capitulo a observar em detalhe o caso talvez mais importante e promissor da 
literatura: a anisotropia infinita. Desenvolvemos uma cuidadosa teoriaAe campo médio 
(TCM) para o problema, encontrando os estados estáveis e metaestáveis nas diversas regiões 
do diagrama de fases. 

Como veremos logo, este problema encerra dúvidas sobre a existência de uma fase 
F ou uma fase de vidro-de-spin ("spin-glass", G). Focalizando um pouco mais próximo 
ao centro desta controvérsia, no terceiro capítulo introduzimos uma variável adequada 
ao entendimento do papel exercido pelo número de coordenação da rede c, no tipo de 
ordem magnética encontrada. O tratamento é na base da técnica de réplicas . As fases 
ferromagnéticas e de vidro de spin são vistas aqui como função do parâmetro a a ser definido 
como a razão entre p e c, e da obliqüidade b da distribuição dos eixos aleatórios. 

Enfim, no quarto capítulo utilizamos um método estocástico para analisar o compor
tamento dinâmico do sistema, e compará-lo assintoticamente (tempos muito grandes) aos 
resul tados státi cos. Com base numa comparação com o modelo de rede neural, introduzi
mos os parâmetros: superposição ( overlap), dispersão do resíduo e auto correlação temporal, 
com o que foi possível obter relações de recorrência para estimar as bacias de atração das 
diferentes fases do sistema. 
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1. b Mode lo de Eixos Aleatórios 

Na seção anterior apresentamos uma anisotropia devida a uma preferencia pelo eixo ao 
qual denominamos de z, fixando-o para toda a rede. Por outro lado, poderíamos supor que 
não apenas o peso da anisotropia D dependa do elemento que esteja disposto no cristal, 
mas que a direção varie aleatoriamente de sítio para sítio. Essa é uma hipótese bastante 
plausível em sistemas amorfos, os quais podem ser definidos como substâncias no estado 
condensado, mas sem estrutura cristalina[28] . No que se refere às propriedades m ecânicas, 
diferem dos sólidos por apresentarem elasticidade de forma, e dos líquidos por possuírem 
rigidez . Como exemplos bastante comuns, temos os vidros, a glicerina, borracha, gelatina, 
etc. 

Assim sendo, modifica-se a forma da anisotropia uniaxial do Hamiltoniano (l.a.21) para 

(l.b.l) 

onde iii é um vetor unitário de eixos aleatórios p-dimensional[20]. Ele pode ter simetria 
discreta ou contínua. O Hamiltoniano formado pela soma de HH, eq.(l.a.l6) , e Hd constitue 
o assim chamado modelo de eixo aleatório ("random axis model", ou RAM), ou seja, 

H . ~ J .... .... D ~(.... .... )2 
RAM =-~ ijSi · Sj - -

2 
~ ni. Si 

( ij) i 

(l.b.2) 

A di stribuição dos eixos aleatórios ii de um sistema amorfo é provavelmente isotrópica, 
devido à. perda de orientação cristalina do material. Por isso a densidade de probabilidade 
n1.ai s comumente utilizada na li teratura para a resolução do modelo acima é a que distribui 
hom.ogeneantente sobre uma p-esfera (rígida), conforme o apêndice B, 

dP;8 ( n) dii8(n - ylp) = dnp;n p, 
p 

II [d011 s enP - 11011 ]. (l.b .3) 
{L=2 

Diferentement~ desta distribuição com módulo do eixo fixo, tem também sido usada uma 
probabilidade Gaussiana[26], a qual permite uma flutuação deste módulo, dada por 

d<T> ( ii) 

<P(x) 
dii <P( 11) 1 

</Joe - x
2

/\ <Po = l jyl'j;;. (l.b .4) 

Outra possibilidade é a manutenção de alguns eixos preferenciais no sistema, como as 
direções cú bicas da rede, de modo que a densidade de probab ilidade seja dada por 
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... 

(l.b.5) 

As principais propriedades destas distribuições estão no apêndice B. Além delas, nós em
pregamos na maior parte da tese a distribuição de eixos oblíqua, com componentes inde
pendentes e trimodais, ou seja, 

b dPH ( x I a) + u dx 8 ( x), 

1, b + u = 1, (f.b.6) 

onde está definida a distribuição do modelo correlato de Hopfield[31] de rede neural 

(l.b.7) 

Nos casos em que b "' 1, os eixos apontam, a maior parte das vezes, para os vértices 
(direções duras) da rede original, enquanto que se b ~ 1, os eixos privilegiados na maioria 
dos sítios são os cúbicos (direções fáceis) . 

Desde sua criação há já quase duas décadas o RAM vem recebendo diversos trata
mentos sistemáticos, sem no entanto apresentar resultados conclusivos a respeito de suas 
propriedades termodinâmicas . Embora não haja aleatoriedade na interação de troca, a 
competição entre um termo ordenante de longo alcance (l.a.16) e a desordem favorecida 
pela anisotropia torna valiosa a exploração da potencialidade do problema. 

Grande parte da literatura tem se dedicado ao comportamento do RAM em função da 
razão DI J. Em experi ências de laboratório se evidenciou [46] a importância do tipo de 
terra-rara (Re) usado, como já citamos; o caso Re= Gd, por exemplo, favorece as correlações 
magnéticas, enquanto para Re= Tb , aparece uma estrutura magnética aleatória congelada. 

Algumas alternativas teóricas se propõem a simplificar o modelo original a fim de fa
cilitar uma melhor compreensão. Por um lado, substituindo a interação entre vizinhos 
próximos por interação de alcance infinito, o RAM foi resolvido em TCM [10] predizen
do uma fase ferromagnética para todo valor DI J, a qualquer p (finito) , bem como toda 
distribuição dos eixos . Este resultado está em concordância com aproximações de campo 
molecular local [43], bem como com algumas análises com simulaçào numérica. [29]. 

A seguir vamos demonstrar os principais passos que nos conduzem a. essa preclição[lü]. 
Iniciando com o procedimento descrito em (l.a.8) com a generali zação de (l.a.22), reali
zamos a substituiçã.o natural para um parâmetro de ordem vetorial. desde que estejamos 
trabalhando com spin s de Heisenberg, dado pelo Hamilt.oniano (l.b.2) obtendo a l'unçào 
partição efetiva 

14 



I-r 
H'}; 

.... .... 1::re m·s+ "JD, 

D( .... ;;'\2 - n · s1 2 

(l.b.S) 

com a respectiva energia livre mediada sobre a distribuição de eixos (vide apêndice B). Se 
nosso interesse estiver em pesquisar a temperatura na qual surge uma magnetização finita 
em módulo, podemos expandir a equação autoconsistente para os pontos estacionários (ou 
mesmo diretamente a energia livre), como em (l.a.13), nas primeiras ordens de m. Notando 

.. que os termos ímpares se anulam, 

(l.b.9) 

onde Q4 é o quarto momento da projeção S do spin sobrem, e a média< .. >D significa o 
traço sobre o peso do Hamiltoniano remanescente H'D, isto é, 

< > - T (3H'}; ... D= r ... e (l.b .10) 

Tomando a derivada com respeito a magnetização, após tomar a média configuracional , 
obtemos o extremo desejado, 

T =: 1- T/Tc; 

<.<52 
>D>= 1; (l.b.ll) 

onde a última identidade resulta do fato que H'D é rotacionalmente invariante, e daí (re
normalizando o spin tomando o vínculo 2::~-' s~ = p) 

( l.b.12) 

A temperatura reduzida é T. Os resultados prognosticados relacionando as fases pictorica
mente estâ.o na. figura (1.2) . 

Por sua vez, trabalhos utilizando técnicas do grupo de renormalização (GR) indi caram 
ini cialmente uma instabilidade nos pontos fixos [1], o que estaria. ligado à inexistc'ncia de 
ordem de longo a.lca.nce. Mais tarde associou-se essa. discrepância entre os res ultado em 
TC1'd e no GR à. red uçã.o de dimensiona.lidade devida. à ua.tureza. aleatória do problen1a 
[.t4]. A dimensào abaixo da. qual a. TCM não é uma. boa a.proxima.çà.o (nà.o converge para. 
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Figura 1.2: A linha T c 
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1 indica uma transição da fase Paramagnética superior para a 

a verdadeira solução) foi suposta ser aumentada para de = 4 (ocorrendo uma redução na 
dimensionalidade efetiva em relação a sistemas puros). Esta conclusão foi obtida através 
de análise de leis de escala para baixas temperaturas [2]. 

Nos sistemas realistas, a conectividade c (o número de coordenação da rede, ou ainda o 
alcance da interação) é finito, portanto devemos realizar correções à teoria de campo médio 
comum, esboçada na seção anterior, onde tomamos c =N. O parâmetro relevante neste caso 
é então a variável a = p/ N, com a qual designaremos a "saturação" do modelo. 

Há pelo menos duas situações em que encontramos o sistema saturado (a > 0): quando 
c é suficienterp.ente pequeno, ou quando p é bastante grande; em ambos casos podemos 
encont rar p da ordem de c , isto é, sua razão finita .. No último deles , onde a TCM é exata 
(se c rv N) , podemos partir da equação (l.b.9), e calcular a. função partição efetiva pelo 
m étodo de Laplace, desde que ela se comporta como a. integral 

ze 2: j dP(s) e9 (s) ; 
a 

g (l .b.l3) 
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onde decompusemos a magnetizacão em uma direção paralela M e outra ortogonal ao eixo 
local L, conforme o apêndice C. Em g , e7 é a variável Ising conseqüente da degenerescência 
por hemisfério contida na variável angular relacionada a x (e portanto M). Da mesm a forma 
x é a componente do spin na direção do eixo n e y a proj eção sobre a magnetização de sua 
componente perpendicular a n. Devido ao limite assintótico de componentes, nós temos 
um argumento da exponencial da ordem de p, o qual nos permite realizar a integração, 
utilizando o elemento diferencial em coordenadas cilíndricas, veja o apêndice C. Alguns 
casos particulares podem ser resolvidos. mais facilmente. Por exemplo, tomando !VI = L = 
O, as equações estacionárias em (C .. l8) se reduzem às soluçõ·es [18] 

Xp O, T> D; 

x~ jp 1- T/D, D > T; (l.b.l4) 

aqui os subíndices P e G indicam as fases paramagnética e do tipo vidro de spin de cada so
lução. A diferença em relação à literatura é que em[18] foram usadas coordenadas esféricas, 
enquanto nós utilizamos cilíndricas. Por sua vez, a segunda derivada do argumento, confor
me (C .. 20), indica a estabilidade das fases paramagnética (P) e do tipo vidro-de-spin (G), 
dependendo da razão T / D. Esses estados encontram-se, no entanto, numa região onde não 
existe magnetismo, a qual foi avaliada achar-se acima de T=l, de acordo com (l.b.ll) . 

Nos casos em que a anisotropia aleatória é superada pela interação de troca (ferro
magnetica), a projeção M pode ser de ordem O(.jP) (macroscópica), contudo no extremo 
oposto, ela é tipicamente unitária; isso motiva a solução de (C .. l2), quando a energia livre 
é calculada como 

(3f 

f x 

(3J(l- J/D)m 2/2- f3fx 

T < ln cosh((3Jm · 1"ix) >, (l.b .l5) 

para o x de (1.b.l4). Diretamente da equação acima, notamos que a linha J =D indica 
uma transição de primeira ordem à esquerda da qual a magnetização se torna macroscópica, 
como fri zamos acima (vide fig.1.3); daí outra solução deve ser procurada. Esta é aquela 
do comportamento normal: a anisotropia aleatória nã.o desempenha n nhum papel im
portante. A expansão em ( C .. 13) mostra, nesta fase, uma. t ransição de segunda ordem 
da .fase P para. a. F(ferromagnética) em T=J. À direita, o ferromagnetismo resultante 
é fraco (microscópi co, no caso de mantermos pinfinit.o). Esta região é t ípi ca do caso sa
turado, onde há competição com a fase G. Há portanto uma evidente contradição entre 
a fase ferromagnética F predita na TCM e a existência des ta. região G para anisotropia 
D suficientemente elevada. 

Agora vamos observar o que acontece na primeira situação descrita. anteriormente: o 
número de coordenação c é pequeno, de mesma ordem el e p. Utilizamos a técni ca de 
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réplicas da forma t rabalhada no apêndice D, a qual é necessária pa ra calcular a média do 
logaritmo da função partição, até a obtenção da equação (D .. 7) 

(l.b .16) 

Este Hamiltoniano efetivo 9c produz um diagrama similar ao da figura (1.2)[1]. Um cálculo 
específico está realizado no apêndice D, particularizando para a distribuição gaussiana, com 
V=W=l , e daí, introduzindo a variável tipo vidro-de-spin 

(l.b .l7) 

obtemos para a função partição efetiva 

Tr ef3Hn . , 
c~·;+ Dl;l 2 /2 + ,8D2 IICW /4. (l.b.l8) 

O coeficiente c aparece no termo de interação quando esta é entre vizinhos mais próximos, 
sendo que o Hamiltoniano efetivo aqui não resulta de uma transformação Gaussiana co
mo realizada na primeira seção, mas de uma equação autoconsistente. A norma IICW 
Laf3 C'b.a, e utili zamos o sinal til superior para indicar o vetor extendido às n réplicas. Este 
termo pode ser linearizado por meio de uma transformação Gaussiana, em generalização 
daquela em (l.a.5) : 

f Il [d<I>( Qa.a) exp( ,BDQa.aCa.a /-/2)] 
0{3 

f d<I>( Q) ef3DQxc;,fi (l.b.19) 

(a últ ima expressão é uma definição); então, substituindo em (l.b .l8), com a expressão 
para C, resta realizar o traço sobre os spins replicados e após, a "m 'dia" sobre a variável 
acoplada ao. vidro-de-spin Q, conforme (D .. S) . 

Embora nosso interesse neste estágio não seja um dese1wolvimento rigoroso do problema 
acima, é instrutivo ilustrar uma hipótese plau ível ele resolu ção: considerando-se um número 
p muito grande de componentes de spin com um vínculo fraco (isto ', substit uiremos o 
spin unitário por outro cujas component s tenham média zero e vari ança um ), o traço 
pode ser efetuado como uma integral Gaussiana, a qua.l produz a cq.(D .. ll ). Agora, numa 
suposição ad icional, alculamos a média sob re Q pelo método cl Lap lace, desprezando as 
contribui ções fora do valor máximo do mesmo: 

JS 



ln Zn = 'Lln z~ -IIQW/2. (l.b.20) 
iJ-

As definições e detalhes das operações aqui envolvidas estão no apêndice D, vide eq.(D .. 13). 
Enfim, uma última simplificação é imposta: a solução "simétrica de réplicas", na qual 
colocamos todas as componentes da magnetização e da diagonal da matriz Q iguais a m 
e qjy'2, respectivamente. A segunda opção não é estritamente convencional na teoria de 
vidro de spin, costumando-se tomar a solução simétrica complementar à diagonal (isto é, os 
elementos qaa = 0). Isso não deve servir de motivo para não prosseguirmos no cálculo, que 
objetiva ilustrar a origem deste parâmetro de ordem. Portanto, substituindo em (l.b .18), 
e somando a contribuição quadrática da interação entre vizinhos próximos, encontramos 
(vide apêndice D) 

(3f 
m2 p 

(3c2 (1- (3cju) + q2 /4 + 21n u; 

u 1 -(3D E; B = 1 + q. 

O extremo da energia livre satisfaz as equações estacionárias a seguir: 

m(1 - (3c j u) 

q 

o, 
[(f3mcju) 2 + pju]f3D 

as quais apresentam uma fase ferromagnética ( m > O), onde u = (3 c , e daí 

q 

(l.b .21) 

(l.b.22) 

(l.b.23) 

e outra do tipo vidro-de-spin, quando embora m = O, q > O. O cálculo acima está longe de 
ter seus passos justificados, contudo serve para demonstrar a necessidade de levarmos em 
conta a presença de outro parâmetro de ordem que não a média de spins m nesses sistemas , 
bem como a dificuldade oriunda da ausência de controle nas aproximações em que a relação 
a é próxima à unidade, assim como a razão D/ T. 

Antes ele apresentarmos o próximo limite a ser desenvolvido na tese (a ani sotropia 
forte), vamos apontar um resultado[34] envolvendo o limite p ---+ oo , cujo principal mérito 
é di spensar o uso de réplicas. Consiste em comparar a. energia. livre elo ·RA M à elo modelo 
esférico em um campo externo e, apoi ando-se na. desigualdade ele Bogoliubov, acha-se 

fRAM 

fs 

min(M)[fs + AP(l - ,BcD)] ; 

maX(J()[T j dp ln(l\ - Jp) - f{ / 2], 
2 
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Figura 1.3: Abaixo de T = 1 e à esquerda de D = 1 há uma fas e F , enquanto à direita de 
D = T ocorre a G . 

onde J (p) é a transformada de Fourier da interação de troca e a temperatura de transição 
para uma fase ordenada ferromagnética é . 

-1 - f dp 
Te =f3c = I<-J(p) (l.b.25) 

a qual só é finita em dimensionalidade espacial d 2: 3. A ligeira semelhança entre ( l.b.21 ) 
e (l.b.24) nã.o é ocasional e nos indica que nem tudo está perdido. O problema maior está 
em interpretarmos essas novas regiões do diagrama de fases, que pode ser esquematizado na 
figura(1.3) . Observa-se claramente um discrepância entre este resul tado e o da figura(1.2), 
para a qual o estado F independe de D . 

Os capítulos seguintes se preocuparão com a região mais à direita neste diagrama, isto 
é, o lim ite de anisotropia forte. O aparecimento ele uma fase elo tipo viclro-de-spin leva à 
necessidade ele uma análi se mais elaborada elos parâmetros de ordem a ser desenvolvida e m 
função ela distribu ição de eixos e ela nova variável o =p j c. 

Ob jetivando particu larizar para uma situaçâ.o que é in teressante tanto do ponto de vi sta 

20 



de reali zação experimental como de simplificação teórica, desde aproximadamente o ano 
1980 vem se dando ênfase ao caso em que D ~ J. Como podemos constatar do resultado na 
equação (l.b.14), no limite D ~ T , ou seja, anisotropia muito forte, os spins se alinharão 
com a direção elos eixos de anisotropia aleatórios em cada sítio, de forma que 

(l.b .26) n , 
n 

n - lnl;.ia-1 = 1. 

Este caso permanece sendo de relativamente grande importância, representando ligas com
postas de Dy, Tb ou Er com Zn, Al ou Ni, e propicia uma razoável adequação do modelo 
aos métodos da mecânica estatística. Lembre-se que estamos colocando, por conveniência, 
]=1, daí nossa aparente discordância do limite apontado na literatura[27) . Com efeito 
basta que D ~ 1 para recuperarmos (l.b.l5), desde que estamos supondo temperaturas 
de ordem da unidade. 

No lugar do termo (1.a.l6) do Hamiltoniano, nos deparamos com um modelo de Ising, 
o chamado IRAM ("in:finite random axial model"), descrito por 

HIR -L J ;j iJ;tJj; 

( ij) 

(l.b.27) 

enquanto o termo de anisotropia (l.b.l) se reduz à constante DN, daí podendo ser dispen
sado. Este Hamiltoniano substituirá então o do. RAM (l.b.2). 

As primeiras tentativas de resolver a termodinâmica do IRAM residem em simulações 
de Monte Carlo, onde, no caso de temperatura nula, utiliza-se uma atualização dos spins 
ele acordo com a regra 

sg[h.;(t)]; 

2: Ji.iO".i 
jEV; 

(l.b.28) 

onde no campo local h a son1.a s ext nd sobre os vizinhos que interagem com o sítio 
considerado em cada etapa. Esta evolução pode ser tanto paralela como seqüencial. este 
s ntido especificando para p = 2, 3, 10 com dimensão d = 2. foi encontrada [7) apenas 
uma fase tipo vidro-de-spin. Mesmo à. temperatura finita. quando devemos empregar uma 
at uali zação estocás tica de acordo à. probabil idade 
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e{3h,a I zht. 

2cosh(,Bh) ( 1. b .29) 

a ausência de uma ordem ferromagnética de longo alcance foi comprovada, ao menos nos 
casos p, d = 2, 3, primeiramente [32] estudando-se a função correlação de 2-spins e mais 
recentemente dando atenção ao parâmetro[8] 

q < aoaoo >r (l.b.30) 

o qual permite observar uma fase ordenada de curto-alcance. Uma análise de escala para 
diversos tamanhos finitos ("finite-size-scaling") do sistema foi enfim realizada [16] , produ
zindo 

m-1 = [0.37ln(L) + 1] (l.b .31) 

o que garante o anulamento (embora lento) quando L ~ oo. 
Por outro lado utilizando o esquema de simulação temperada ("annealing") ao invés de 

congelada (" quenched"), aplicável nos casos de resfriamento lento em oposição ao rápido, 
quando devemos substituir a expressão (l.a.24) para a energia livre por 

-,BF ln < Z >; 

z Tr I1 eK. . ' (l.b.32) 
( ij) 

J( ,BJ;ja;rJj; 

foi obtido um algorítmo [14] para estudar o caso d =3. Com p =3 só foi encontrada ordem 
de curto alcance, enquanto p=2 permite longo-alcance com lento decaimento. 

Um aspecto intrigante do IRAM foi investigado num artigo [19] qu incorporou uma 
anisotropia cúbica à isotrópica. Na sua presença, nota-se a. existência de uma linha do tipo 
A-T (Alrrieida-Thouless): para campos inferiores a 

(l.b.33) 

aplicados numa direção longitudinal , aparece uma magnetização transversal. Isto é ca
racterístico de sistemas t ipo viclro-cle-spin e l vou-nos a est udar mais em detalhe a sua 
dependência na distribuição de eixos. Voltaremos a este ponto no capítulo (2-c). 
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Para concluir a introdução, vamos citar dois trabalhos tratando de uma situação espe
cial: o caso em que a dimensão p se torna próxima à conectividade c da rede. O primeiro 
deles é um cálculo das susceptibilidades Ferromagnética (F) e de Vidro-de-spin ( G) do 
IRAM sobre a árvore de Cayley, cujos resultados são [27] 

XF ~ (1 - cC1t\ c1 =<cosO tanh(,BcosO) > 
xa ~ (1- cEt\ E=< tanh2 (,8cos0) > . 

Expandindo-se as funções C1 e E em ,8 são obtidas as linhas críticas 

a-1. 
) 

-1/2 
a ' 

(l.b.34) 

(l.b.35) 

sendo a =p/ c. A competição entre as duas fases ordenadas é vencida pela F à esquerda 
de a =1 e pela G à direita . 

O segundo trabalho[12] consiste de uma expansão nas variáveis "lentas", após realizar 
a seguinte transformação Gaussiana: 

onde ô
efetivo 

(CJi),K 

(l.b.36) 

( Kij), e tomar a média configuracional, resultando no Hamiltoniano 

(1. b.37) 

onde V é uma variável Gaussiana. As funções correlação ferromagnética e de vidro-de-spin 
são obtidas em termos de relações entre o alcance da interação c e o parâmetro de rede 
g, permitindo explicar ambos os comportamentos F e G, nos casos c ~ g, ou c ,....., g 
respectivamente. 

Observamos, para finalizar, que no limite D -T oo a diferença entre os diagramas nas 
figuras (1.2) e (1.3) fica mais evidente, no sentido que na primeira há claramente uma 
transição F- P enquanto na segunda só aparece a fase G. Este limite também é crucial 
para. o entendimento do diagrama fenomenológico (1.1), o qual representa bem alguns 
resultados experimentais[33] relacionando temperatura com concentração x, cujo papel será 
desempenhado em nossa abordagem pelo parâmetro a definido acima, conforme (l.b.23). 

A exceção das simulações de Monte Carla, não existe na. literatura nenhum tratamento 
analítico da dinâmica do IRAM. Seguindo a atualização em (l.b.28), nós obtivemos algum 
sucesso na realização desta dinâmica. No capítulo ( 4) vamos demonstrar como é possível 
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encontrar um sistema de equações para evolução dos parâmetros overlap e resíduo, dados 
por 

L pw;(t)j N; 
' 

lf.t(t) L f,fCJi(t)j N . (l.b.38) 

O primeiro indica a componente macroscópica (condensada) da magnetização, enquanto 
o segundo é uma típica componente microscópica. Aplicando o teorema ergódico para o 
overlap e o teorema do limite central para o resídu.o, nós encontramos um mapeamento 
com uma equação determinística e uma outra estocástica. Uma hipótese simples de esta
cionariedade desta última permitiu-nos iterar as equações até a demarcação das bacias de 
atração. 
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Capítulo 2 

ANISOTROPIA INFINITA 

2.a O Limite lsing 

Podemos descrever o RAM no caso geral, conforme a equação (1.b.l3) , decompondo o 
vetor de spin unitário em u.ma componente paralela e outra ortogonal ao vetor de eixos 
local, na forma 

~1 (2.a.l) 

com os vínculos 

njl- s'i, 
... ... 
S1_ • n o, (2.a.2) 

e inqüirir quais as condições necessárias para que a única parcela sobrevivente seja aquela 
apontando para o eixo local em cada sítio, ou melhor, S 1_ =O. Como sugerimos na secção 
(l.c), no caso em que D ~ T , a menor energia é encontrada justamente neste limite 
s = SnO", ou seja, no IRAM (seção (l.d)). Para distribuições de probabilidade dos eixos as 
quais permitem variação no módulo, contudo, é possível que o campo da interação em um 
sítio, definido como 

...... 
s·mN; 

L SjjN (2 .a.3) 
J 

supere (ou seja da mesma ordem) o campo da anisotropia, 
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(2.a.4) 

A fim de compararmos as respectivas energias, tomaremos uma cota superior para o 
pnme1ro campo, 

hJ::; 'L s]/N = 1 (2.a.5) 
J 

e calculamos a média e a variança do segundo, respectivamente 

(2.a .6) 

onde 8 é o desvio padrão do quadrado de uma simples componente do eixo, 

82 = Var(p2) = < p4 > - < p2 >2; (2.a.7) 

daí, pela lei dos grandes números, obtemos que a dispersão relativa 

Var(hD)/ < hD >2 

hD ---+ (2 .a.8) 

isto é, no limite saturado, o campo anisotrópico converge, para quase todo sítio , com 
probabilidade 1, para 

(2.a.9) 

Então , considerando J de ordem de T , se D » T , relacionando (2.a.5-2.a.9), te
mos satisfeita a condição D h D » J h/ , a menos daqueles sítios para os quais a proj eção 
sn « 1/ VP· Estes, contudo, tem probabilidade nula, conforme notamos na seção (l.c), 
por exemplo, da eq.(l.b.14), onde xj VfJ = sn . Logo, podemos desprezar a componente 
transversa, e temos simplesmente 

~ ' s = nCT; 

!T =~ 1, Sn = Ü. (2.a.10) 
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Um raciocínio semelhante para o módulo de ii nos fornece 

(2.a.ll) 

em quase qualquer sítio, donde n =n/ y!P, com ·probabilidade 1. 

À primeira vista parece que algo errado está acontecendo. Para f.acilitar o entendimen
to vamos assumir a seguinte analogia: assim como uma mesa rígida elimina a dimensão 
vertical favorecida pela anisotropia do campo gravitacional, o limite D ~ J elimina as 
p -1 componentes transversais favorecidas pela aleatoriedade dos eixos. Pequenas pertur
bações (rugosidades) na mesa não retiram o papel fundamental da uniformidade no plano 
horizontal, da mesma forma que as flutuações da anisotropia não influem decisivamente na 
importancia da dimensão restante, a dimensionalidade de spin do modelo de lsing. 

Concluindo, o Hamiltoniano se comporta como o de (l.b.27), ou ainda, no modelo de 
alcance infinito, 

N
J .... 2 

HJR=- -mN 
2 

que é quadrático na magnetização, agora definida como 

(2.a.l2) 

(2.a.l3) 

Na próxima seção estudaremos este Hamiltoniano, com as distribuições de probabilida
des do apêndice B . 
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2. b Teoria de Campo Médio 

Neste ítem trataremos do caso em que o número de coordenação da rede é infinito, 
c -t oo, em cuja situação podemos empregar a teoria de campo médio, ou seja, a equação 
(l.a.25) é exata. Basta então substituirmos (2.a.l0) em (l.b.9) e, a menos de constante, a 
função partição efetiva é 

z e Tr u ef3Jm.nu 

2cosh(I)Jm. n), 

donde, incluindo em (l.a.25), a energia livre fica 

f= JJmJ 2 /2- T. < ln[cosh(I]Jm · n)] > . 

(2.b.l) 

(2.b.2) 

Como não há perda de generalidade na escolha de um valor apropriado de J, nós tomaremos 
a escala 

....2 m, 

de forma que a criticalidade do problema permanece a mesma. 

(2 .b .3) 

A condição de mínimo da energia em função dos parâmetros nos fornece os estados 
estacionários do sistema: 

m =< n tanh(fim. n) >, (2.b.4) 

sendo que a média daqui por diante deve ser tomada sobre as configurações n. Antes de 
particularizarmos para uma distribuição, vamos observar alguns fatos gerais. Em primeiro 
lugar, da equação prévia, notamos que embora o máximo de cada componente da magne
tização seja de ordem unitária, mJJ. :::; < JnJJ.J >, há uma cota superior para o seu módulo. 
Desde que o .limite da tangente hiperbólica é a função sinal, para o quadrado de m nós 
obtemos as desigualdades 

m2 < < Jm · irJ >: 
m4 < I .... """'12 2 < m·n >= m : (2.b.5) 
m2 < 1, 

onde a segunda é a desigualdade de Schwartz. 
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Nos casos com invariança rotacional , como o das distribuições isotrópicas (B .. 2) ou 
(B . .4), a solução de (2.b.4) é degenerada na direção da magnetização, satisfazendo 

- -; m·n m, (2.b.6) 

e embora ela permaneça no campo do ferromagnetismo[19], alguns fatos não convencionais 
são reconhecidos . Por exemplo, a energia livre (2.b.2) , com (2.b .6), depende apenas do 

módulo. 
Já o caso da anisotropia cúbica (B .. 3) nos dá as componentes da magnetização 

(2 .b.7) 

de modo que existam apenas as soluções do tipo 

-m (ms, ... , ms, o, ... , 0), (2.b.8) 

onde e é a função degrau, as quais designaremos por s-simétricas. 
Um resultado interessante pode ser obtido expandindo (2.b.6) em torno de m rv O, 

m ~ (3m< n~ > -(33
m

3 A; 

A < n~ > /3, (2.b .9) 

de onde encontramos a temperatura crítica 

Te=< n~ >= 1. (2.b .l0) 

De (2.b.9) conclui-se que a magnetização anula-se, em função da distribuição, continua

lnente como 

rn? ~ TjA; 

A W +(V- Hl).~s, (2.b .ll) 

com as definições (D .. 7) e a temperatura reduzida T , e o parâmetro de "flutuação da 

simetria", 
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fj_ s = L m~/m4 
= 1/ s, 

J.L 

sendo que a última igualdade ocorre nas soluções simétricas. 
Enfim , expandindo a energia livre em (2.b .2), obtemos 

{3 f ~ {3 2m 2(T- 1)/ 2 + {34m 4 A/ 4 

~ -{32m 2
T /4, 

(2.b.12) 

(2.b.13) 

o que indica quais os estados mais estáveis(20](isto é, de energia mais profunda) . De acordo 
com (2.b .ll) , as soluções em cada caso são 

V>W 

V<W 
fj_min = 1/p, Amin = W +(V- W) jp; 

fj_ma x = 1, Amin =V, 

ou seja, o estado Diagonal (s= p) e o de Mattis (s=1 ) respectivamente. 

(2 .b .14) 

Por outro lado, próximo à temperatura nula, a situação é a seguinte: a magnetização e 
energia livre são dadas por 

m < lnml >; 

f m
2/2- m < lnml >= -m2/2, (2.b.15) 

e os estados s-simétricos nos casos cúbico e isotrópico possuem 

me- M; 
mis .fij; (2 .b.l6) 

respectivament . No primeiro, o es tado Diagonal é o de menor energia, enquanto no segundo 
caso há independência na sünetria .. Uma soluçâ.o Diagonal identi ca à do caso isotrópico 
( om um número mu ito grande ele componentes como estamos considerando aqui) também 
é encontrada se as distribuições das componentes dos eixos forem independentes, uma vez 
que a soma infinita de variáveis aleatórias 

s 

nm = L mJ.LnJ.Ljm = L n 11/ Vs (2.b.l7) 
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tem distribuição normal (isto é, se comporta como uma Gaussiana de média zero e variança 
um). Por exemplo, para a anisotropia oblíqua, os estados de Mattis e Diagonal produzem 

b.a = Vb; 
{iFr (2.b.18) 

respectivamente, e daí o estado de Mattis passa a ser o mais estável justamente quando 

(2 .b.19) 

de acordo à (2.c.15) . 
O caso da anisotropia oblíqua é interessante, uma vez que existe toda uma linha de 

transição entre os estados Diagonal e de Mattis T = Tc(b), ligando o ponto (b, T) = (2/'rr, O) 
com (1/3, 1). Esta é dada pelos pontos em que a energia da fase D, 

se iguala à da fase M, 

< z tanh(,Bmz) > z, 

m 2 /2- bT ln cosh(,Bm/Vb); 

..Jb tanh((3m/Vb). 

(2 .b.20) 

(2.b.21) 

Para nos certificarmos que esses estados são realmente os que importam no IRAM, 
vamos analisar na. próxima seção alguns estados simétricos pares e ímpares, e introduziremos 
outro parâmetro relevante. 
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2.c Estado de Mattis ou Diagonal? 

Nesta seção vamos inqüirir quais as diferenças entre os modelos regidos pela energia 
livre formal (2.b.2) na qual se insere a distribuição de eixos. Para iniciar, compararemos 
as soluções simétricas Par (P, s=2), cuja magnetização (módulo) e energia livre são dadas 
por 

M 
b 2 tanh(2,BM) + u tanh(,BM), 

f 
b2 

m 2 /2- T[2bu ln cosh(,BM) + 2 1n cosh(2,BM)], (2.c.l) 

onde usamos a equação correspondente à (2.b.6) e do apêndice B, (B .. 17), e a solução ímpar 
(I, s=3), 

M 

f 

M 

~ . 

-[tanh(3,BM) + tanh(,BM)) + b.u tanh(2,BM) + u2 tanh(,BM), 
4 

. b2 3 b3 

m 2 /2- T[3b( u2 + 4 1n cosh(,BM) + 2ub2 ln cosh(2,BM) + 4 1n cosh(3,BM)], 

m1aj-/3, (2.c.2) 

com o modelo de rede neural[31), que pode ser considerado um caso particular do Oblíquo, 
tomando b =1. Recordando que neste extremo, os estados pares em geral são sempre 
instáveis , e que as energias f 8 podem ser ordenadas, à temperatura nula, como 

(2.c.3) 

podemos calcular as transições entre os estados M, I, D, e P, diretamente igualando as 
magnetizações obtidas, respectivamente 

v'b, 
J3b(l + u 2)/2, 

~, (2 .. c.4) 

Jbj2(1 + u), 

devido à (2.c.l5) . 
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Figura 2.1: A sequência de fases metaestáveis, esquematicamente ordenada da esquerda 
para a direita, em função de u. 

Daí , a transição I --+ D oçorre à u ,...., 0.244, a M --+ D à u ,...., 0.363, a M --+ I à u ,...., 
0.393 , e a !VI--+ P à u rv 0.414. Comparando numericamente as energias livres dos estados 
descritos acima, encontramos as pseudo-transições conforme a tabela de ordenamento dos 
estados da figura (2.1). 

Essa troca de estabilidade entre as diversas soluções nos dá uma idéia da imensa varie
dade de possibilidades do IRAM. No entanto, apenas as fases D eM parecem ser mínimos 
globais. Os infinitos estados com s ,...., p, contudo, devem se fundir com os assimétricos, 
permitindo ainda um tipo diferente de solução: apesar de existir um número finito (s) de 
componentes da magnetização macroscópicos, as p - s microscópicas restantes, de ordem 
1/ .Jii, contribuem significativamente para abaixar a energia do sistema. Algo similar ocorre 
num modelo ele vielro-cle-spin proposto há algum tempo[39], com Hamiltoniano idêntico ao 
(l.b.27) , ou, na TCM, conforme (2.a.l2), exceto pela interação 

(2.c.5) 

com (,11 bimodai s, e CUJa principal característica foi a. simplicidade, ele tal modo que e 
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passível de resolução pela teoria de campo médio, produzindo as equações estacionári as 
(na forma generalizada[45]) 

m 

q 
A 

< tanh(,BA) >, 
< [ tanh(,BA) >, 
Jo + [. q. 

(2.c.6) 

k Interpretação dada a m e q foi de parâmetros magnético e de vidro-de-spin, respectiva
mente. 

Inspirados neste sistema, notamos que a permissão de uma distribuição trimodal pode 
jogar o papel da constante J0 . Observe que, ao mesmo tempo em que, se esta anular-se 
então formalmente o vetor "vidro-de-spin" se torna o nosso m, por outro lado se Jo = 1 
recaímos no modelo de rede neural. A vantagem do nosso caso é que, ainda com uma 
interação média nula, podemos descrever as fases F e G. Para simplificar, apoiados no 
fato de o estado de Mattis nunca perder a estabilidade em u = O, tomaremos s = 1, 
escrevendo o produto escalar em (2.b.2) como 

A m . ii = m.p + w, 

w f. t, 

onde decompusemos cada um dos vetores 

-n 

((), 

((), 

isto é, na sua componente " baixa" e nas p-1 componentes residuais "altas" . 

(2.c.7) 

(2.c.8) 

Da m esma forma que referimos abaixo da eq.(2.b.17) temos aqui uma distribuição Gaus
siana (z) para w = Lt-L>llt-LÇI-L, também com média zero, mas agora com variança 

\1 ar(w) E z~ < ~~ > 
?<> 1 

w rv l. z, (2.c.9) 

onde uti lizamos"' para indicar a convergência no sentido de di stribui ção. Assim, a equação 
(2. b .2), por exemplo, fica como 
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f= m 2 /2 + 12 /2- T < ln cosh[;J(mp + l. z)] >, 

de onde no lugar de (2 .b.4) teremos as duas equações estacionárias seguintes: 

m << ptanh f)(mp+ l. z) >>= hr, 

<< ztanh f)(mp+ l .z) >>- gr , 

representando o "braket" duplo as médias sobre pena G~ussiana em z. 
A ultima igualdade pode ser transformada levando em conta a identidade 

d<jJ( z) = -zd<I>(z), 

(2 .c.l 0) 

(2.c.ll ) 

(2 .c. l 2) 

e integrando por partes. Após eliminarmos o termo integrado (se anula nos limites oo) , 
sobra 

< ztanh;J(mp+ l.z) >= j d[tanh;J(mp + l.z)]<P(z)- Cp . 

Então, efetuando a média baixa em C, a última expressão, junto com (2.c.ll) fica 

l 

c 
zc, 
;J(l- q), 

onde temos definido o parâmetro tipo vidro de spin 

q -<<<O">~>>=<< tanh2 f)(mp + l. z) >> . 

(2.c.13) 

(2.c.l4) 

(2.c.l5) 

Com estas colocações, concluímos que os únicos estados possíveis, além do paramagnético, 
são, em termos de m = ([), 

F 

G 

(2.c .l6) 

A primeira M e a. última G nós já. temos descr ito anteriormente. A novidade está agora 
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na fase F , a qual denominaremos "Ferromagnética-mixta", devido à mescla do estado 
magnético com um ordenamento de tipo residual. É conveniente ressaltar sua distinção 
com respeito à fase M por apresentar um valor da magnetização m bastante inferior a 
daquela fase, para mesma temperatura, embora também difira da fase G. Diretamente de 
(2.c.14) , obtemos que, sempre que l > O, 

C= 1 : q =r = 1 - T, (2.c.17) 

ou seja, mesmo que m = O, q > O, e há uma transição a T 9 = 1. 
Uma linha de transição F -M pode ser obtida tomando o limite l -+ O, quando as 

equações (2.c.ll) se tornam 

q -+ < tanh2 (,Bmp) >=r 
m -+ < ptanh(,Bmp) >, (2.c.18) 

e as médias devem ser feitas sobre a componente baixa. No nosso caso Oblíquo, 

T 

m 

b tanh2 (,Bm/Vb); 

Vbtanh(,Bm/Vb) = -/T, 

de onde obtemos que o contorno T F M(b) desejado é dado por 

(2.c.19) 

(2.c.20) 

Próximo à temperatura crítica T ~ 1, podemos expandir a "tanh(,BFJb)", conduzindo à 

,82 
rv 3b rv 1 + 2r. (2.c.21) 

Por outro lado , a T ~ 1, 

b rv T = 1- T. (2.c.22) 

Particularmente a T = O mais alguns progressos analíticos pod m ser reali zados. A · 
funç.ões h e g das equações (2.c.ll) se tornam 
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em termos da variável 

h o 

9o 

2 < p<P(xp) >= 2Vb<P(ax); 
2 < c/Y(xp) >= 2(bcjJ(ax) + ucjJ(O)], 

m ho 
T- x = 9o (x) . 

(2.c.23) 

(2.c.24) 

Em primeiro lugar, notamos que, embora a solução com l = O possa aparecer, sempre 
haverá outra com l > ucjJ(O) > O. A única excessão é exatamente o caso da rede neural, 
u = O, quando então 2<P --t 1, e chamamos a este estado de "recuperação". Desde que a 
T = O, a energia livre torna-se 

(2.c.25) 

as soluções F ou G serão as mínimos globais. Para ver justamente a transição F- G, nós 
expandimos a função à direita em (2.c.24), encontrando 

3b -1 
x "' (1 + 

6
b x 2

- O(x4 )]x, (2 .c.26) 

o que dá b c = 1/3, tal que se b > b c : m > O. Assim podemos pensar que não só a 
T "' 1 como a T "' O este seja o b crítico, mas à qualquer temperatura. Para garantir isto, 
reali zamos inicialmente um estudo numérico, no VAX-4000/300 do IFUFRGS, comparan
do as energias li vres dos 3 estados em (2.c.17) em todas as regiões do diagrama ( T ,b ), 
desenhando as 3 fases ordenadas M, F, e G. 

Na seção seguinte estudaremos a estabilidade dos estados em cada fase, a fim de obter 
uma confiabilidade maior nos resultados por comparações entre os mínimos da energia livre. 
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2.d Estabilidade 

A partir da energia livre obtida na secção anterior, vamos estudar a estabilidade das 
varias fases definidas em função dos parâmetros magnetização e resíduo. A matriz es
tabilidade, constituída das segundas derivadas da energia livre, tem a forma quadrática 
seguinte: 

(:JQ) 
D, , 

cujos elementos são dados por 

na diagonal e 

(:JQ 

82 f/8m 2 = 1- Cm, 

82 f 1 OZ2 = 1 - c,, 

82 f /8m8l 

(:J << pztanh2 (:J(mp + l. z) >> 

fora dela, e onde definimos as funções 

1- TCm =<< p2 tanh2 (:J(mp+ l. z) >>, 
1- TCt =<< z2tanh2 (:J (mp + l .z) >>. 

Para obter seus autovalores, montamos a equação para o determinante, 

com a variável 

Resolvendo[54], encontramos 
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(2.d.1) 

(2.d.2) 

(2.d.3) 

(2.d.4) 

(2.d.5) 

(2 .d.6) 

(2.d.7) 



que são os autovalores que controlam as flutuações transversais e longitudinais coletiva
mente, isto é, as estabilidades nas direções m e 1 são acopladas. 

Tanto nos estados G como no M, quando m ou l se anulam, respectivamente, nós 
notamos de (2.d.3) que Q = O, donde 

(2.d.8) 

é o menor autovalor, no qual estamos interessados. Por outro lado, como vimos na seção 
anterior, através da integração por partes, nas fases Me G, quando l > O, 

q - << tanh2 {3(mp + l.z) >>= T; (2.d.9) 

juntando os dois últimos resultados , podemos encontrar a transição F- M, colocando ,\_, 
no limite l --t O, ou seja 

),_ 

Qz 

Dz =0: 

< tanh2 ({3mp) >= q = T. (2.d.10) 

Se considerarmos ainda a equação estacionária para m, obteremos então novamente 
(2 .c.l8) como a linha T F M(u), com u = 1- b, abaixo e à direita da qual o estado de 
Mattis perde a estabilidade. Em nosso caso oblíquo, ela é descrita por (2.c.20) e está 
representada na :figura(2.2). Ali, ademais das transições M-F, e F-D, traçamos uma linha 
separando as regiões onde o segundo estado mais estável é o de Mattis ou Diagonal, dentro 
da fase mixta F. 

É bastante interessante a observação do que acontece se somarmos um campo uniforme 
externo, produzindo um termo Hamiltoniano do tipo 

(2.d.ll) 

de forma que todas as equações serão alteradas pelo termo adicional 

m --t M = m +h, (2.d.12) 

onde admitimos que a. magnetização será preferencialmente na. direção do campo. Substi
tuindo então em (2.c.l8), 
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0 .5 1.0 
U=1-b 

Figura 2.2: As fases abaixo de T = 1 são a de Mattis, Ferro-Mixta e Residual. 

< tanh2 (;3Mp) > 
< ptanh(j3Mp) > 

T, 

m (2.d .l3) 

teremos a linha de Gabay-Toulouse ( G-T) [22], a qual mostra que valor de h é necessário 
para ali nhar a m agneti zação exclusivamente na sua direção, eliminando o ordenamento 
residual ortogonal nos spins, característico de sistemas tipo vidro-de-spin. Daí, em nosso 
caso oblíquo, similarmente a (2.c.20) , onde 

btanh2 (;3Ma) =r; 
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batanh(,BMa) = M- h, (2 .d.14) 

nós achamos 

Vbtanh[,B( ..;T +h)] = ..;T, (2.d.15) 

que é a linha (G-T) explícita. Também podemos obtê-la expandindo diretamente (2.d.13) 
para T ~ 1, 

T: 

M-h, 

de onde obtemos, (agora para uma distribuição "em geral") 

T3/2 ""' _h_ 
v - 1' 

(2.d.l6) 

(2.d .l7) 

com V definido em (D .. 7). Esta é a linha deAlmeida e Thouless (A-T); para campos 
inferiores a hc( T) aparece uma orientação randômica no sistema. 

Dois reparos são oportunos neste momento. Em primeiro lugar, vemos que o compor
tamento descrito em (2.d.17) é típico de spins de Ising, concordando com o limite que 
nós estamos lidando. No entanto, a linha G-T em (2.d.13) se refere justamente a spins 
vetoriais: há portanto um "crossover" aqui, na vizinhança de T""' O. Em segundo lugar, é 
necessário tomarmos V > 1 para que a linha A-Tem (2.d.17) faça sentido (não pode haver 
raiz negativa). Isto implica u > 2/3, ou seja, estamos na fase de vidro-de-spin. 
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Capítulo 3 

LIMITE-a 

3.a Ergodicidade e Réplicas 

O princípio básico na TCM é a eliminação das flutuações no limite termodinâmico. Na 
representação em termos da integral funcional pela expansão assintótica, quando a função 
partição é 

(3.a.l) 

onde o argumento da exponencial é rapidamente decrescente fora do seu máximo -N K 0 , 

nós podemos desprezar já a partir da segunda derivada (Hessiano), 

Para notar isto, calculamos a energia livre, tomando o logaritmo 

lnZ 

-N 
1 

Ko + 2N In IK2I 
1 

Ko + 
2
NTr In K 2 . 

(3.a.2) 

(3 .a.3) 

D sele que o traço cont nha um núm ero finito de parcelas, no limite N ---+ oo, o segundo 
termo se anula. 

To caso do IRAM , o argumento é 

J( [3m? /2- [ln cosh({3A)], 

A 1n · n, (3.a.4) 
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onde definimos a "média" parcial 

[B] = L BdN 

A primeira derivada nos informa a condição de estacionariedade, 

enquanto o Hessiano será 

de onde obtemos a energia 

{3 ( ó JJ-V - c JJ-V)) 

{J [nJJ-nv(l - tanh2 {JA) ], 

- p 
a= N' 

(3 .a .5) 

(3.a.6) 

(3.a.7) 

(3.a.8) 

substituindo o traço pela soma dos autovalores . Aqui propomos uma solução onde os 
elementos cruzados são desprezados, restando apenas 

{J [p2{1- tanh({JA)}], 

{J[n;{l- tanh({JA)}] . (3 .a.9) 

Então só sâ.o relevantes os p-1 autovalores degenerados correspondentes às flutuações 
transversais, que coincidem com o produto dos elementos diagonais da matriz Hessiana 
(reduzida da primeira linha e coluna) em (3.a. 7) , 

~Tdn K 2 -----t ln 1'; 
p 

1' (3.a.lü) 
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Alternativamente, podemos partir em (3 .a .l) com as hipótese do capítulo anterior , es
crevendo a integral como 

Z f dm f P-
2 dl dDp- l e-NG 

-NGo e , (3.a.ll) 

agora com A = (J(mp + l. z) em (3.a.4), onde temos incluído o fator assintótico na expo
nencial, 

G =f(- alnl (3.a.l2) 

A energia livre, então, considerando até os termos em primeira ordem de a fica 

m2 + [2 
!N"' 

2 
- T[ln cosh ,B(mp + l.z)] + aTln l, (3.a.l3) 

e a condição de extremo na integração impõe as equações autoconsistentes 

m [ptanh ,8( mp + l .z )], 
. T 

[ztanh (J(mp + l. z)] + al (3 .a .l4) 

Embora tenhamos nos restringido apenas à primeira ordem de aproximação, já é possível 
perceber o enorme problen1.a a ser enfrentado: na definição de T em (3 .a.l0), assim como 
nas expressões acima, falta realizar a média "parcial" (3.a.5). Essa dificuldade inicial é 
eliminada nos casos com p <t: N, desde qu temos certeza que as variáveis aleatórias são 
ergódicas, isto _é, podemos usar a lei dos grandes números (LGN), com 

[E ] -+< B; > (3.a.l5) 

para quase toda configuração de sítios. A fiutuação é 

Va1'[B] = Var(B)jN, (3.a.16) 

a qua.l geralmente é desprezível, e daí a " média da média" é automaticamente reali zada, 
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o que normalmente é chamada a automediança. Infelizmente nada podemos afirmar no 
lim - a, assim chamado o caso limite em que ambos p e N tendem a infinito de tal forma 
que sua razão seja fini ta, quer di zer , 

a > O =}lim-a. (3 .a.l7) 

Também indicaremos esta definição como o limite-a. 
Nesta situação, poderíamos pensar em aproximar o cálculo da dispersão Var(B) pela 

variança: ~e - ii- através de uma expansão do tipo 

Esse raciocmw, no entanto, não é rigoroso, pois não sabemos ao certo qual a relação 
entre elas. Porém , mesmo que superássemos este problema, ainda esbarraríamos em outro, 
no mínimo tão grande quanto ele: a aproximação em (3.a.l) vai apenas até o segundo 
termo na expansão assintótica da integral [55]; resta calcular todos aqueles em que estamos 
interessados , até a ordem apropriada em a , o que é bastante árduo. 

Foi pensando nisto que nas últimas duas décadas o método de cálculo de médias confi
guracionais mais utilizado em sistemas desordenados utiliza a técnica de réplicas. Esta se 
origina da constatação de que, com a seguinte identidade: 

(3.a.l9) 

podemos resolver a energia livre mediada sem integrar o logarítmo, 

f 

(3.a .20) 

Qualquer das ident idades em (3.a.l9) podem ser usadas; nós adotaremos a última, com a 
defini ção 

(3 .a .21) 

onde o Hamil toniano replicado para o IRAM ' a soma de um número inteiro e de cópias 
equivalentes e independentes, 

'[e ~ Jcr V J ::. 2 
L = L... -:L a = - J - rnN . 

a 2 
(3 .a.22) 
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Faz-se então a continuação analítica para E reais e toma-se o limE -t O. Este procedimento 
chama-se o método das réplicas. Aqui temos usado a mesma notação compacta do primeiro 
capítulo, conforme (l.b.18), por exemplo: 

(3.a.23) 

Embora nesta tese nós venhamos a evitar uma discussão aprofundada desses fatos, é 
bom esclarecer que nem ·t~do é simples. Enquanto que da troca de limites N {:} t: efetuada 
a partir de (3.a.20) não aparece nenhuma falha, há uma intrigante perda de analiticidade 
na continuação da variável inteira E para real. Além disso, já na passagem de E por 1, 
ocorre uma preocupante singularidade na matriz "vidro-de-spin" escolhida como parâmetro 
do sistema. Contudo, os intervalos em que isso ocorre (baixas temperaturas), levando a 
comportamentos como entropia negativa (descobertos pela primeira vez no modelo SK [4 7]), 
têm sido razoavelmente controlados. 

A variável da última equação, na qual o Hamiltoniano é quadrático, 

(3.a.24) 

da mesma forma que na seção (2.c), pode ser decomposta em componentes "baixas" e 
"altas". Escolheremos novamente s=1 e as p-1 componentes residuais, na forma 

(3.a.25) 

e fatorizaremos o argumento da função partição efetiva, como [5] 

(3.a.26) 

O primeiro fator é ergódico, e através da transformação Gaussiana generalizada, fica 

exp(f3 'L õ-i . xp;). (3.a.27) 

O segundo deve ser mediado, sendo 
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(3.a.28) 

onde temos definido 

B-é·t - ) 

(3.a.29) 

-Para levar a efeito a média sobre as variáveis "congeladas" Ç, algumas condições são 
necessárias. Se, por exemplo, as componentes não forem independentes, como no caso da 
isotropia rígida da equação (B .. 2), a média marginal sobre elas, em (3.a.26) redundará em 
fatores dependentes de componentes baixas p. Isto tornará o problema impraticável. Outro 
exemplo é o da anisotropia cúbica, quando, separando os termos, baseando em (B .. ll), nós 
temos 

< B >=L cosh(ypa11-) jp + cosh(ypa1 )jp. (3.a.30) 
JJ->1 

Como o próximo passo deve ser a integração sobre as variáveis Gaussianas em ã, devemos 
expandir 

< B >~ 2:(1 + pa~/2 + p2a!/24)/p ~ 1 + â2 /2 + O(â2
) "'é

2

12
. (3.a.31) 

J1-

Esta exponenciação considera, no entanto, implicitamente, que o módulo lãl é muito pe
queno , o que só podemos afirmar, na melhor das hipóteses, de cada componente aw 

Para observar melhor isto, vamos expandir a exponencial em (3 .a.29) e após mediar, 

(3 .a.32) 

zerando as médias "ímpares" , sobram as pares que estão no apêndice B, (B .. 8) , donde 

< B > 

< w4 > /3 
1 + a 2/2+ < w 4 > /24; 

Wa 4 +(V- W) 'La:. 
J1-

(3.a.33) 

Desde que ocorra vlf = 1 (logo , não vale para a distribuição cúbi ca), podemos concluir que 
a condição para que 

< B >= e a 2/2; a2 = L a~ 
JJ- > 1 
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seja exato até O (1 / p) é simplesmente 

(3.a.35) 

Este ponto não está suficientemente claro na literatura [5], onde tem sido sugerida apenas 
a pequeneza de a!J. (microscopia dos overlaps residuais), o que é uma condição bem mais 
forte. 

Satisfeita essa condição (fraca), que coincide em desprezar flutuações maiores que as 
Gaussianas, a média pode ser realizada pelo Teorema do Limite Central (TLC), pois o 
argumento da exponencial é normalmente distribuído, 

w . a.z :::} 

<E> f d<P( z )ea.z = ea2 /2 (3.a.36) 

novamente. Na próxima seção vamos introduzir os parâmetros de ordem relevantes para o 
cálculo da energia pelo método de Laplace . 
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3.b Ferrom agnetismo ou Vidro-de-Spin? 

Seguindo a linha de cálculo da seção anterior, vamos agora desenvolver o fator residual 
em (3.a.28), primeiramente tomando o produto em sítios, 

. ' 
rr exp((JNyfJ.. CN. yf.L/2), (3.b.l) 
fJ. > l 

onde definimos a matriz de correlação entre réplicas de spins, 

(3 .b .2) 

A seguir integramos nas variáveis "altas", obtendo 

óZL rr f dyf.L exp[(JNyll . (I- CN) . yf.L ] 
Jl 

e-~Trln ii-CN I . (3.b.3) 

A última expressão é resultado da integral Gaussiana generalizada. 
Na etapa seguinte, introduzimos um vínculo ó de Dirac para a variável acoplada à 

correlação de spins, 

onde usaremos daqui em diante a notação compacta 

DA= I1 dAa,e . 
a ,e 

(3.b.5) 

Então, para podermos realizar a média térmica, usamos a representação integral de Fourier 
para a delta, · 

ó(C- CN) f DUeiux(C -C N)' 

A x B =L Aa,aBa,e. 
a(J 

(3.b .6) 

Supondo uma integração sobre contornos imaginários, vamos fazer a substituição de va
ri áveis com a qual resulta 
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onde definimos 

e -~Trin!C-C N! = j DCDRe-NGo IT ef3Há 

Co 

H o 

t 

(3 a 

2n x C+ 2rr ln(I- C) , 

(3ã- o R o &/2 

(3 obo7) 

(3obo8) 

Note que estas expressões independem da distribuição em particular dos eixos de anisotro
pia, bastando que satisfaçam a condição em (3 oa o35)0 

Agora vamos adicionar a contribuição do termo magnético, conforme (3 oao27), com o 
qual a função partição replicada se torna 

Zé j dmDCDRe-Nc < I1 Zi >; 

G 

onde definimos o Hamiltoniano efetivo por 

z 
H 

t 

Tr ef3il 
' 

Ho + ã- o mpo 

(3ob o9) 

(3obol0) 

A média restante é realizada automaticamente, .pela LGN (veja 3oaol5), e de acordo com o 
método de Laplace, temos 

(3oboll) 

Esta expressão formal para a energia livre replicada deve ser minimizada nos parâmetros 
de magnetização ordinária 

m = < p[&J >, 

de vidro-de-spin , no limite termodinâmico do vínculo (3obo2), 

(3 < [o-a][o-{3] > 
f3(8a{3 + qaf3 ), 
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e da dispersão "residual" R, de acordo com a interpretação do capítulo anterior (nesta abor
dagem de réplicas R atua como multiplicador de Lagrange para C). Segundo se depreende 
de (3.b.1)-(3.b.8), com a substituição y----+ l, 

Ra{J < la · G >, 

f < [[õ-] >ç, 

onde a média interna é a térmica, a externa é sobre p, e as duas igualdades matriciais acima 
entendem-se para as E

2 componentes. Como é convencional em problemas de vidro-de-spin 
[4 7], nós utilizaremos a partir de aqui o Ansatz de simetria de réplicas, o qual implica 
que, no ponto estacionário, todos os E subsistemas são, além de equivalentes, idênticos. 
Assumiremos então 

ma m, 

qa{J q(1- bafJ ), 

Ra{J R(1 - ba(J), 

de modo que os termos em (3.b.8) se tornam 

R x C 

Trlni- C 

õ-·R·õ-

{JqRc2 
- {JqRc, 

ln >.i-1 Àp, 

R[('l: <JoY - õ- 2
]. 

a 

(3 .b.14) 

(3 .b.l5) 

Os autovalores para uma matriz do tipo A = aP + bi, isto é, a soma de um projetor 
com uma identidade, podem ser obtidos por meio de recorrência sobre os determinantes 
menores, resultando, no nosso caso, em 

b = 1- C, 
b + w, a = -{Jq, (3.b.l6) 

onde definimos o parâmetro C = (3(1- q) . Falta ainda lineari zar o argumento da função 
partição efet iva, 

(3 .b.l7) 
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com l = ~- Então obtemos, no lugar de (3.b.ll), 

f3ft f3(m 2 + 1 2 C)~- < ln j d<I>(z) coshé f3(mp + l.z) > 
a . + 2[(t- 1) ln(1- C) -ln(1- C- tf3q) ] 

e finalmente podemos efetuar o limite em (3.a.20), quando 

f 

f o 

!c 

a 
fo + 2Jc, 
(m2 + l2C)/2- T << ln[coshf3(mp + l. z) ] >>, 

q 
T ln(1 - C) - -C; q = 1 - TC. 

1-

(3.b.18) 

(3.b.19) 

O primeiro termo é muito semelhante ao da energia livre obtida no capítulo anterior, para 
o caso a nulo, à excessão do fator C multiplicando o parâmetro residual. As médias são 
sobre a componente baixa do eixo aleatório e sobre o ruído Gaussiano. O último termo só 
existe para a> O, e guarda alguma familiaridade com o de (3.a.13). 

Antes de iniciarmos a busca das soluções estacionárias que minimizam a energia (3. b.20), 
retornemos ao caso a =0; de acordo com (2.c.14), para que a última energia e aquela em 
(2.c.10) coincidam, devemos ter C = 1 neste limite. A condição de extremo aplicada à 
variável C produz 

8cf 

(3.b.20) 

esta última igualdade significa que, se a -+ O, então C -+ 1, de modo a manter-se l finito, 
como desejamos. Isto assegura a coerência entre as duas abordagens: a TCM trivial e a de 
réplicas. 
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3.c Estados Estacionários 

Da energia livre simétrica de réplica obtida na seção anterior, em função dos parâmetros 

m << p[o-] >>, 
<< [o-]2 >>, 
<< z[o-] >2>, 

(3.c.l) 

onde as médias externas são sobre o tuído Gaussiano z e sobre a componente baixa do eixo, 
respectivamente, e a interna (sobre as variáveis "rápidas" do sistema) é 

[a-]= tanh,B(mp + l. z), (3.c.2) 

obtemos os estados estacionários que são as soluções das equações acima. Estes resultados 
podem ser igualmente (e mais fácilmente) encontrados derivando a energia livre a fim de 
obter um extremo: 

m- << ptanh,B(mp + l. z) >>, 
lC- << ztanh,B(mp + l. z) >>, 
[2 a q 

2 2 (1- C) 2 • 

(3.c.3) 

Igualando estas expressões a zero obtemos, além da última equação da seção anterior, as 
duas seguintes: 

m << ptanh,B(mp+ l .z) >>, (3.c.4) 
c ,8(1- q):::;. q =<< tanh2 ,B(mp + l. z) >>, 

onde a segunda igualdade resulta de uma integração por partes do estilo da efetuada em 
(2.c.l3), e da definição de q. Considerando que os parametros l e C vem acoplados, um 
deles pode ser considerado como "auxiliar", então vamos juntar as duas últimas equações 
de (3.c.4), 

1(1- C) = vaq:::;. l =<< ztanh,B(mp + l.z) >> +vaq. (3 .c.5) 

Possuímos então uma equação implícita para a magnetização m e outra para o resíduo l . 
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I Particularizaremos agora para algumas das distribuições independentes do apêndice B. 
No caso isotrópico Gaussiano, essas duas equações, integrando por partes, ficam 

m mC, (3.c.6) 

lC + vaq; 

a solução para m > O exige que C 
Como a soma 

1. Portanto, ou a é estritamente nula, ou q o. 

j3(mp + l. z) 

b 

é uma nova Gaussiana Z, temos 

j3b.Z, 

Vm2 + 12, 

q =< tanh2 (j3b.Z) >, 

(3 .c. 7) 

(3 .c.8) 

que é positivo, e daí temos uma contradição. Concluímos então que só existe a solução de 
vidro de spin em sistemas IRAM isotrópicos, com a finito, levantando a degenerescência do 
caso a= O. 

O caso em que nos deteremos a partir de agora é o oblíquo. Podemos escrever as 
equações como 

m hT = vb < tanhj3(m.a + l.z) >, 
9T + vaq, 

com as mesmas funções definidas em (2.c.ll), e onde 

9T 

q 

b < tanh/3(m.a + l. z) > +u < tanh j3(l.z) >; 
b < tanh2 j3.(m .a + l.z) > +u < tanh2 j3(l .z ) > . 

(3.c.9) 

(3.c.10) 

Assumindo b = 1 = a, u = O, nós recuperamos as equações para o modelo de rede neural 
[5]. Os diagramas s rão discutidos na seção seguinte. 

o caso de temperatura nula, podemos usar uma única variavel para descrever o sistema, 
j á que q -+ 1, como na seção (2.c), 

m r ho 
-~ = X = ]\ (X) = yQ ' 

a+ go 
(3.c.ll) 
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com as definições de (2 .c.2). É interessante observar como a variável a desempenha o papel 
deu: tanto um como outro impedem o resíduo l de se anular. Por sua vez, a energia livre, 

a/2 f= (m2 + l2C)/2 - .T << I,B(mp + l.z) l >> --
0

, 
1-

(3.c.l2) 

pode ainda ser escrita, realizando a média e usando as equações param, l e C, como 

(3 .c.l3) 

ou seja, proporcional ao quadrado do módulo da magnetização, como seria de se esperar. 
É relativamente simples então avaliar a profundidade da energia nas diferentes fases M e 
G, o que foi feito utilizando-se um programa em Pascal, rodado num IBM-3090 . 
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3.d Diagrama de Fases 

Vamos nesta seção apresentar os diagramas de fases explícitos obtidos com o método 
de réplicas. Inicialmente estudamos o caso da temperatura nula, quando, de acordo com 
(3 .c.ll), a equação autoconsistente é 

- ci>(y) 
y = f{ (y) = <P(Y) + y ' (3.d.l) 

onde temos definido as variáveis 

y va/2 + u [<P(y) + ~]; y = xa. (3.d.2) 

Notamos que valores deu grandes levam a menores valores de a críticos, isto é, existe uma 
linha ( u,a) de transição onde inicia-se o aparecimento de estados magnéticos (de "recupe
ração", na linguagem de rede neural), e outra onde estes se tornam estáveis. Além desta 
fase temos estudado a I (fase ímpar), descrita na seção (2.c), a qual podemos encontrar 
através das equações acopladas 

m vf:3b[b2(h3 + h1 )/2 + 2ub.h2 + 2u2 .hl], (3.d.3) 

va + [b3
(g3 + 3gl)/2 + 3b2u(g2 + go) + 6bu2.gl + 2u3.go], 

e a P (fase par), cujas equações são 

m vf2b[bj2.h2 + u.h1], 

y!(X + [b2 /2g2 + 2bugl + (b2 /2 + u 2)g0], (3.d.4) 

usando as distribuições no apêndice B, e onde temos generalizado as funções definidas em 
(2.c.23), com 

2<I>(ky), 

2<P(ky); y = majl. (3.cl.5) 

Os diagramas estão representados nas figuras (3.1-2). 
Além ela fase paramagnética, observamos na figura (2.2) o aparecimento ele regiões orde

nadas de baixa temperatura do tipo estado de Mattis, Ferromagnetico (mixto) e Diagonal. 
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Figura 3.1: T=O. A linha superior indica o surgimento do estado M; na seguinte eles se 
tornam mínimos globais. Abaixo da linha tracejáda aparece o estado I. 

No plano (u.a) , à temperatura nula, obtemos que o estado Impar é, no melhor dos casos, 
metaestável; seu surgimento começa em ar= .0295, para u = O, como vemos na fig .(3.1). 
Nesta região os mínimos globais são os estados de Mattis, que surgem em aM = .051. 
Para a~ aM('lf.), esses estados são mínimos locais, até desaparecerem completamente em 
a c = .138 (com u=O). Acima da linha aM(u) a menor energia livre pertence à solução de 
vidro de spin . 

Já a fase Par surge como estável para a muito pequenos (a ::; .00002) e tt ,....., .6, como 
se vê na. fig. (3.2). A partir daí a fase M é o mínimo global, até a linha aM(u). 

Agora vamos dar um pouco de atenção à fase vidro-de-spin. Sendo, m = O, então temos 
, . .... 

uma umca equaçao, 

l = foiii + gl, (3.d.6) 
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Figura 3.2: A curva superior indica a transição M -SG) enquanto na da esquerda o estado 
Par se torna mínimo global. 

onde as funções q e g são simplesmente 

q1 < tanh2 {3(l. z ) >, 

91 < z tanh {3(l. z ) > . 

Uma expansão da " tanh" próximo à l =O nos dá 

< (f3l. z)2
- 2({3 L. zt/3 >"' ({3 /) 2 (1- 2({3!) 2

], 

< {3l.z2
- ({3l) 3z4 /3 >"-' {31[1- ({3/) 2

], 
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Figura 3.3: A linha superior separa a fas e P da G j as diversas curvas inferiores indicam o 
surgimento do estado F , para diferentes valoreS de u. 

de modo que a solução de (3.d.6) para O < l ~ 1 é 

(3.d.9) 

onde a temperatura reduzida para a transição da. fase pa.rama.gnética. à de vidro de spin 
independe de b , 

(3.d.10) 
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Juntando este resultado ao do caso geral, onde a magnetização e o resíduo são as soluções 
das equações 

onde temos definido 

m b.a<tanhf?(m.a+l.z)> 

vaq + gy, 

gy b < zta > +u < zto >, 
q b < t~ > + < t6 >) 

tanhf?(m.a+ l. z ), 

tanh f?(l.z ), 

(3.d.ll) 

(3.d .l2) 

obtemos os diversos diagramas superpostos na figura (3.3). Cada linha T = r:( a) indica 
o surgimento do estado de Mattis, inicialmente como mínimo local. 

A diferença entre o tratamento desenvolvido neste capítulo e no anterior está na genera
lização para a finito, quando necessitamos empregar o método de réplicas. Como vimos no 
início, sua utilização não é contudo, totalmente livre de falhas. A solução do ponto estaci
onário assumida, com simetria de réplicas, pode ser discutível[5]. Ao invés de realizarmos a 
quebra desta simetria, resolvemos conferir sua validade através da comparação por outros 
métodos. No próximo capítulo tratamos do problema do IRAM por argumentos puramente 
probabilisticos. Já no apêndice E vamos realizar uma simulação (não muito pretenciosa) 
para observar o efeito de a finito, com uma distribuição não trimodal. 
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Capítulo 4 

A 

DINAMICA 

4.a Evolução do Overlap 

Até aqui temos estudado a estática do IRAM, isto é, os estados de equilíbrio termo
dinâmico. Isto implica em desprezar uma quantidade vizivelmente apreciável de estados 
metaestáveis, ou mesmo fora do equilíbrio, quer dizer, aqueles que não são soluções es
tacionárias do sistema. É possível, porém, descrever os estados transitórios a partir de 
parâmetros macroscópicos, de forma similar aos da estática. Para esses, no entanto, não 
apresentamos equações autoconsistentes, mas um sistema dinâmico. 

O ponto de partida são as N equações de atualização dos spins da equação (l.b.28), que 
dão uma regra pela qual eles se alinham com o campo produzido pelos outros, de forma a 
diminuir a energia. Com esta dinâmica relaxacional microscópica, determinística no caso 
T =O (sem ruído térmico), devida a Glauber[24], 

O"i(t + 1) sgn [h i( t)]; 
hi ( t) L: JijO"j(t) , ( 4.a.1 ) 

#i 

Jij fi· . ii . 
' J, 

podemos calcular a evolução dos p parâmetros de ordem, ou seJa, as componentes da 
magnetização, no decorrer do tempo, 

( 4.a.2) 

No caso ergódi o, isto é, a =0, a soma acima converge para a média no limite termo
dinâmico, então pod mos relacionar o vetor magnetização em um tempo posterior na forma 

m(t+1) 
h(t) 

< fisgn[h(t)] >; 

7""i. rn(t), 
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onde a equação para o campo local h se deve à definição em ( 4.a.2), e podemos adicionar 
o termo excluído naquela soma sem alterar o limite. Ocorre que, no lim - a, além de 
o número p tornar-se infinito, a alta conectividade da rede e a presença da retroalimen
tação ("feedback" ) na dinâmica torna impossível a solução exata do problema. Em outras 
palavras , não encontra-se um mapeamento do tipo 

iii(t + 1) = /[iii(t)], ( 4.a.4) 

para a magnetização vetorial. Recordemos a decomposição sugerida em (2.c.8), em com
ponente macroscópica e residuais, respectivamente 

ljy( t) 

LPWi(t)jN; 

L f.fa;(t)jN. ( 4.a.5) 

Particularmente para o overlap principal, ou simplesmente overlap, ao qual denominaremos 
a média configuracional da componente macroscópica da magnetização, em analogia com 
a rede neural, nao é possível escrever um mapa do tipo descrito em (4.a.4), ou mesmo a 
solução 

m(t) = jl[m(t- 1), m(t- 2), .. . , m(O)] ( 4.a.6) 

ou seja, o overlap em termos das t etapas anteriores. Além disso, uma tal equação poderia . 
ser problemática, na medida em que a função evolução fosse tornando-se mais complexa 
com o aumento do número de "variáveis" representando o sistema. 

Para eliminar essas dificuldades, típicas do problema de "memória associativa", algumas 
variações tem sido propostas . Por exemplo, diluindo as ligações "sinápticas" através de 
cortes nas ligações, na forma[9] 

(4.a.7) 

com a distribuição 

( 4.a .8) 

com c ~ N (dilui ção extrema), os ancestrais de cada spin ficam diferentes, tornando-os 
descorrelaciona.dos. es te caso, o campo local em cada sítio :fi ca dado por 

(4.a..9) 
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onde na definição de me só contribuem para a soma os sítios com interação. De acordo 
com a lei dos grandes números, no limite c--+ oo, 

me= L CijnjCTjjC -t m. 
j 

Então a decomposição de ( 4.a.5) fornece simplesmente 

h;( t) 

w(t) 
m(t)pi + w(t) 
L f.ft~", 
J">l 

( 4.a.10) 

(4.a.ll) 

onde w é um ruído estacionário devido aos p-1 resíduos[36]. Sendo todos os termos da soma 
reciprocamente independentes, segundo o teorema do limite central (TLC), 

w(t) rv yÍa.z(t); a= pfc; ( 4.a.l2) 

onde o símbolo "" significa "no sentido da distribuição". Em outras palavras, essa notação 
implica a igualdade das distribuições de probabilidades 

dP(w) = d<I>(z) = dz<fy(z) ( 4.a.l3) 

com a definição de (l.a.5). Assim, o ruído é uma variável Gaussiana z normalizada cujos 
momentos (média zero e variança unitária) são independentes do tempo. Embora a diluição 
carregue consigo um fato que pode ser realista do ponto de vista de uma rede neural 
biológica, qual seja, torne a interação assimétrica, este fato é indesejável no caso do IRAM. 
O modelo deixa de ser conservativo, logo não há Hamiltoniano neste caso. Apesar de que 
existam tratamentos aproximados para a diluição simétrica, a introdução de vínculo de 
igualdades Cij = Cji origina correlações insuperáveis. 

Outra proposta visando soluções exatas é o caso de ligações unidirecionais ("feedfor
ward") [11], onde a matriz interação é 

I C(t ) = n(t). n(t- 1). (4.a. 14) 

Agora as variáveis antes congeladas ii; também são modificadas no tempo, o que correspon
de à aproximação temperada ("annealing"). Nesta situação a simplicação está na ausência 
da retroalimenta.ção ("feedback" ), daí permitindo realizar-se exatamente o desacoplamento 
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temporal das equações para 

lim mN = H(x(t)), 
N-+oo 

• .,.-2 

< hm l >= G(x(t)). 
N-+ oo 

( 4.a.15) 

Aqui, como no capítulo anterior, definimos a variável magnética normalizada pela dispersão 
"1": x = m/ l. Estes resultados foram primeiramente obtidos através do método de Laplace 
sobre o funcional gerador (equivalente da função partição), e mais tarde por argumentos 
probabilistas [40]. Como no caso diluído, contudo, a dificuldade relativa à inexistência do 
Hamiltoniano retoma. 

Antes de procedermos a uma análise mais sistemática, entenderemos as primeira tenta
tivas de solução do modelo de rede neural conexo e interpretação dos parâmetros. A mais 
simples proposta para o ruído interno w, como vimos, é a Gaussiana, com média e variança 

2:: Var(Ç;,)NJJ-) + 2:: c~v!P; (4.a.16) 
~ ~tv 

onde a covariança das componentes é 

( 4.a.17) 

Desde que estejamos em um processo de recuperação, isto é, as condições iniciais para os 
spins são 

P( a? = pi) 

P(a? = ÇM) 

0(1) =?mo rv 0(1); 

0(1/ yp) =? lb I yíp = Lb "'0(1), (4.a.18) 

a covariança C~v, bem como < w;.; >.se anulam. Então no limite termodinâmico, no qual 
estamos interessados, vale a relação 

Var(Çfl '") ~ ~2 [2::Var(Çj aj) + l:C;j], 
j i#j 

( 4.a.19) 

onde a. cova.ria.nça. dos sítios 

( 4.a.20) 
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novamente é desprezada. Então obtemos a expressão ( 4.a.12) para soma em w, pelo TLC, 
pOIS 

Var(w) =PL <Ç}J.L > jN2 =a. 
j 

( 4.a.21) 

A média da função sinal ( 4.a.2) sobre o ruído Gaussiano no campo em ( 4.a.8) pode ser 
realizada por integração por partes, como 

< O"t >z = · ·j d~(z)sgn(xp + z) 

~(z)sgn(xp + z )J ~oo - f d[sgn(xp + z)]~(z) 

O+ 2 f 8(xp + z)~(z) = 2~(xp) 

( 4.a.22) 

onde x = m 0 
/ fo. Daí, para as variáveis binárias da rede neural ( b =1 ), obtemos a fórmula 

de primeira etapa [36], após usar a ergodicidade do overlap, 

( 4.a.23) 

Duas observações são oportunas: 
i) esta última fórmula é um caso particular do Perceptron, ( 4.a.15), se tomarmos lá 

H(x) = 2~(x), G(x) = 2</J(x), ( 4.a.24) 

e assumirmos a ~ 1, donde <P(x)---+ O, logo l---+ fo, como aqui. 
ii) a última equação pode ser iterada t vezes, se supusermos uma condição adicional: 

a variança do ruído em (4.a.12) é estacionária, ou seja, invariante no tempo. Assim, 
podemos obter o a crítico, acima do qual a recuperação não é possível: quer dizer, para 
a :S ac, existe uma região de m 1 > m 0 (não necessariamente m cresce indefinidamente); 
ela é tal que 

Dx[2~(x/va)]o = 1 =?a= 2/7r "'0.64. (4.a.25) 

Antes de procurarmos resolver estas dificuldades, vamos apresentar, para efeito d en
tendimento , um resultado [52] que se deduz considerando o ruído adicional devido ao "erro 
na recuperação" r, 

(4.a..26) 
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neste caso, embora o overlap não diminua consideravelmente, o a crítico cai para próximo 
à ac = 0.14, como concluímos numericamente. Este cálculo bastante simplista é portanto, 
bastante realista (condiz com a estática e resultados numéricos) . A seguir estudaremos 
algumas generalizações e pesquisaremos a estrutura provável da dinâmica de longo tempo. 
As duas extensões principais são o caso de temperatura finita , quando por exemplo, no 
lugar da eq.( 4.a .l4), temos 

m 1 =< tanh,B(m + v'Qz) >; ( 4.a.27) 

e o caso de distribuições mais gerais (a oblíqua em particular) , quando no lugar de (4.a.l5) 
temos 

m 1 = 2 < pip(xp) >= 2baip(xa). ( 4.a.28) 
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4.b O Parâmetro Residual 

Podemos deduzir das eq.(4.a.16) que a conectividade completa do sistema introduz 
correlações na dinâmica que devem crescer com o tempo. Isto significa que, embora as 
variáveis térmicas sigam uma evolução Markoviana, no sentido que a etapa futura independe 
da passada, sendo válida a equação Master 

P[(}(t + 1) l(}(t- 1)] = 2:: P[(}(t + 1) l(}(t) ]P[(}(t) l(}(t- 1)] 
(}(t) 

(4.b.l) 

o ruído, que deve ser entendido no sentido de distribuição (aqui implícito: de probabilidade), 
obedece um processo com efeito de memória, dependendo de cada etapa anterior. Assim, 
por exemplo, continuando o cálculo do overlap, obteve-se [23] uma fórmula de segunda 
etapa que pode ser escrita como 

(4.b.2) 

onde o parâmetro lt pode ser interpretado como a primeira etapa na evolução do ruído 
sendo dado por 

z2 1 a+ 2vam0m 1go + g5, 
2c/>(x0

), x0 = mjfo. (4.b.3) 

Este resultado, primeiramente encontrado por expansão no ponto estacionário, foi repro
duzido e superado utilizando [41] argumentos probalisticos. Poderia parecer óbvio que a 
iteração desta equação para o oveTlap em termos das duas etapas anteriores reduziria a 
bacia de atração, como se pode constatar do aumento do ruído da recuperação, que pode 
ser a interpretação de lt . Ocorre, no entanto, que o valor crítico de a, para permitir um 
crescimento rn.2 > m 0 é aumentado ainda para a=.67[23], em comparação com ( 4.a.25). 
Isso se deve, provavelmente, a que a escolha de um ruído inicial trivial ( [0 = .fo) eleve o 
overlap m 1 o suficiente para penetrar na bacia de atração. Contudo, isto não nos fornece 
uma informação sobre a evolução •posterior. 

A terceira etapa é 

2 L Pol <I>( m2 + fogoJ) 
(}o (}1 /2 

Po1 
1 + (}omo 1 + (}1ml 

2 2 
(4 .b .4) 

901 91 ((}1 +(jogo), 
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enquanto que o ruído pode ser escrito como[41] 

a + 2foglcl + gi; 
m 1m 2 + go(m0m 2 + h1) 

(4.b.5) 

onde g1 , h1 , são certas funções retendo as etapas O e 1. Embora estas equações não nos 
dêem nenhuma indicação do comportamento do overlap em um tempo qualquer, o simplés 
fato de serem exatas tem o seu mérito. Por fim, com o auxílio de uma dinâmica truncada 
[42] foi possível realizar uma indução nas primeiras etapas, propondo uma estrutura para 
as equações relativas aos dois parâmetros importantes, do overlap 

m(t) + fog 
m(t + 1) = 2 <<I>( l(t) ) >p(o-o ... o-t - 1), (4.b.6) 

onde g retem novamente as ( t -1) etapas anteriores, e do ruído, 

(4.b .7) 

Como nosso obj etivo aqui não é aprofundar o entendimento dessas fórmulas de t etapas, 
vamos relacionar o ruído aos (p-1) overlaps residuais: 

LKr(t+1) 

o-;(t+1) 

f: L: eto-i(t + 1), 
t 

sgn[h;11 (t) + ef LKr(t)j JP] , 

onde no campo retiramos a m esma componente do resíduo considerado, 

mN(t)p; + w 11 (t) , 
2::: çtzil(t). 
V=/=Jl 

(4.b.8) 

(4.b.9 ) 

Agora temos o seguinte programa a. desenvolver : adern ais do ruído w , o próprio resíduo 
sat.isfa.z as condições do TLC , pois se trat a de um a. soma. infinita. de parcelas (quase) inde
pendentes; na. primeira etapa, sua m édia é 

< LKr(1 ) >pç= VP < Çf' o-;(1) >, (4.b .l0) 

68 



• 

ou, expandindo o sinal do campo até 0(1/ Jp), 

(4.b .ll ) 

Para calcular a média configuracional ( 4.b.l0) devemos conhecer o comportamento do ruído. 
Ao invés de tomarmos a variança de uma realização totalmente aleatória, como a gerada em 
( 4.a.l8), com a hipótese simples de independência entre o resíduo, para uma configuração 
iniciaL :fixa e a componente Çf (lembre que a soma não inclui o sítio desta), temos 

Var[w(O)] = 2::: L~11 (0)jp, (4.b.l2) 
vf-11-

que no limite de p ~ oo dá para a variança do ruído 

lim Var[w(O)] =< L~(O) >= 12 (0) 
p->00 

( 4.b .l3) 

na etapa de partida. O limite acima implica em que o resíduo pertença ao espaço de Hilbert. 
Embora seja apenas uma aproximação para etapas posteriores, aqui o resultado é exato, 
seguindo a LGN, e se restringindo a uma definição bastante natural da variança do ruído 
como a dispersão do resíduo, que o trataremos de designar a partir daqui. 

Com isto podemos calcular a média do resíduo, primeiro tomando a integral Gaussiana 

LI-L (O) 
< a-(1) >z= 2<I>(x(O)p) + 2Çf ;l(O) <P(x(O)p) ( 4.b.l4) 

com o x após ( 4.a.l5) . Por fim, mediando na componente restante, 

11- Ljy(O) _ 
< LN(l) >pç= l(O) g(x(O)); g(x) = 2</>(x) ( 4.b.l5) 

vemos que o resíduo depende apenas do tempo anterior. 
A variança é de fácil manipulação, sendo 

( 4.b.l6) 

para qualquer tempo. Justamente no lim-o:, controlando a uniformidade da converg ' ncia 
pelo teorema de Liapunov[56], o TLC produz 

(4.b .l7) 

o que, no sentido da distribuição, para a variável Gaussiana z normalizada, nos dá uma 
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equação estocástica para o resíduo neste limite, indicando que segue um processo com uma 
contribuição Markoviana e outra Gaussiana, com 

D"(O) 
D"(l)"' yaz(l) + l(Ofg(x(O)). ( 4.b.l8) 

Completando as operações, observamos que o resíduo evolui linearmente como a soma 
de dois termos cujas médias (sobre o conjunto de componentes) se anulam, daí 

( 4.b.l9) 

A dispersão é 

( 4.b.20) 

onde temos definido a autocorrelação para a componente Gaussiana do resíduo, na etapa 
inicial, como 

c(O) =< L~t(O)z( l) >~t jl(O). ( 4.b.21) 

Na próxima seção generalizaremos todas as definições dadas, e empregaremos o método 
de indução para obter o termo geral na etapa t qualquer. 
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4.c Autocorrelação 

Da mesma forma como procedemos na construção do Overlap em (4.a.l5), com a su
gestão de ( 4.b.12) para o ruído temos 

h(x0
) = 2<I>(x0

); 

mo ;zo. (4.c.l) 

Este é o caso da distribuição binária, embora seja facilmente generalizada para a oblíqua . 
. Juntamos com as equaçõespara a dispersão ( 4.b.20) 

( 4.c.2) 

e para a autocorrelação (4.b.21), sendo necessária agora outra hipótese sobre o resíduo 
estocástico. Em ( 4.b.18) observamos que a Gaussiana evolui no tempo; admitiremos que sua 
evolução seja estacionária, z(t) = z, com o propósito único de obter um resíduo Markoviano, 

( 4.c.3) 

Daí, a partir da definição generalizada da autocorrelação, 

( 4.c.4) 

temos 

(4.c.5) 

Logo, nós temos um algorítmo para a fórmula de primeira etapa em apenas 3 parâmetros. 
Observe-se que apesar de que na última equação usamos o valor avançado da dispersão, 
isso é facilmenfe contornável por ~mà su.bstituição de variável, se desejarmos um mapa do 
tipo ( 4.a.4). Computacionalmente falando, a fórmula ( 4.c.5) é inclusive mais rápida. 

Já possuindo uma demonstração dessa fórmula para uma etapa, para completar o 
método indutivo, devemos provar que, da sua apli cabi lidade para algum tempo se deduz o 
tempo posterior. Antes ele analisarmos linha por linha os passos supostos na obtenção da 
fórmula, observemos o que nos diz a literatura a respeito da autocorrelação c. Ainda que 
expli citamente ela só tenha sido citada em um trabalho[3], onde foi proposta como 

o 1 r:: co= m m va/lo, 
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1.0 .-------.r----.---..---.-------, 

0.8 U=O 

U=.2 

0.6 

ê: 
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0.4 

G 

0.2 

0.0 L-----:-'----...__ __ _._:-----::-' 
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 

a 

Figura 4.1: A bacia de atração para o ponto fixo Magnético está acima das curvas su
perior e inferior(para b=1 e b=.8 respectivam~nte); abaixo a bacia é de vidro de spin. 
c{0)=0)(0)=.5. 

nas equações (4.b .3-4.b.6) temos efetivamente uma dependência nela, dada na equação 
( 4. b. 7) em função da etapa ante~ior.. Sua forma foi sugerida [30] como resultado de um 
ruído com efeito de memória residual (não Markoviano), com o Ansatz 

w(t) = lz + K(mt-J, mt- 2 , ... , m 0 ) . (4.c.7) 

Diferentemente de todas essas propostas, inclusive um recente artigo[48], nós partimos 
de condições iniciais mais próximas da estacionariedade (se esta realmente existir), pois em 
!0 não há qualquer suposição de "completa aleatoriedade". A seguir propomos a hipótese 
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Figura 4.2: O contorno entre as bacias de atração para o ponto fixo magnético e do vidro 
de spin esta descrito pelas curvas. Os valoTes iiúciais são m=l , c=O. 

de convergência quadrática média do resíduo: 

( 4.c.8) 
v 

A esta característica chamamos de propriedade Hilbertiana. Lembre-se que o próprio L'.fv 
não converge para nada. A aproximação mais importante consiste na hipótese de estacio
nariedade do termo Gaussiano do resíduo. Isto nos perrnite deduzir a Markovianeidade do 
a -lim do mesmo, do seguint modo: 

J1. ( ) r:: LJl.(t) ( (· )) L N t + 1 ::::} ya. z + l[ifg x t . (4 .c.9) 

Esta. forma. funcional do resíduo nos permite obter a estacionari dade forte (as equações 

73 



I -
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0.00 0.05 0 .10 
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Figura 4.3: A bacia de atração para o ponto fixo magnético está separada da bacia do vidro 
de spin pelas curvas. Os valores iniciais são m~l =l. 

para os momentos permanecem invariantes no tempo) já na fórmula de primeira etapa. 
Como vimos a.o final da. seção ( 4.a.), desde que temos desacoplado as médias residuais da 
média sobre a componente "baixa", as 3 equações ainda valem para qualquer distribuição 
de componentes independentes dos eixos, como no IRAM estudado nos cap.ítulos anteriores. 
Assim, com as 'mesmas funções já' definidas g e h, temos 

ffit+l 

zz+l 

Ct+llt+l 

h(xt) 

a + 2vag(xt)Ct + g2 (xt), 

VQ + g(xt)Ctj Xt = mt/ lt. 

( 4.c.l0) 

Iterações numéricas foram realizadas sobre este sistema de equações para. algumas con
dições iniciais e vários valores de a . Esclarecendo, estudamos aquelas regiões do espaço de 
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fase m, l, c, a para as quais o overlap, no ponto fixo m 00 , converge, ou seja param= O, ao 
qual chamamos atrator G, (note que loo > O) ou seja para m > O, denominado atrator F, 
em analogia com as fases de Vidro-de-spin e Ferromagnética da estática. As figuras desta 
seção indicam a bacia de atração dos estados F e G, para cada a e m 0 , 10 , eo críticos, isto 
é, aqueles sobre a linha divisória das bacias. Temos escolhido o caso de Hopfield e outro, 
para o IRAM, b = 1, b = .8 respectivamente. As condições iniciais são l0 = 1, Co = O. 
Para exemplificar, observe a figura ( 4.2): escolhendo-se a linha a= .1, necessitamos partir 
com um resíduo inicial suficientemente pequeno ( l0 :S 2) afim de recuperarmos o estado 
ferromagnético, se u = O. 

Não estudamos a dependência da bacia i:ie atração para o mt sobre a variação desses 
parâmetros, nem do tempo de relaxação . 
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4.d Banho-Térmico 

Vimos na seção (l.d) como uma temperatura finita afeta a atualização dos spins, tor
nando a dinâmica estocástica, baseada na probabilidade condicional de transição: 

(4.d.l) 

ou seja, permitimos que alguns spins no tempo posterior assumam valor oposto ao campo 
local. Esta evolução é equivalente à dinâmica de Glauber[24] dada por 

a~ = sgn[h? +/i], (4.d.2) 

onde 1 é o ruído de banho-térmico, cuja distribuição probabilística 

(4.d.3) 

em qualquer sítio , produz as flutuações na atualização. Para entender essa equivalência, 
calculemos a média térmica sobre um spin "avançado", 

[sgn(h + 1)], =L: dP('Y)sgn(h + 1) 

L: dP('Y)-L: dP('Y), (4.d.4) 

e então, com ( 4.d.3), 

(4.d .5) 

Podemos então generalizar fáci lmente as equações para o parâmetro ergódico (o overlap), 
no limite termodinâmico, 

(4.d.6) 

e para o resíduo estocástico Markoviano, onde, pelo TLC, 

(4.d.7) 
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isto é, converge no sentido da probabilidade; em ambas necessitamos realizar a média em 
(4.d.5). Assim, com o mesmo argumento indutivo da seção anterior, a evolução do Overlap 
para temperatura finita é 

m(t + 1) 
h(t) 

< < p tanh ,Bh(t) > >, 
m(t)p + l(t)z(t). ( 4.d.8) 

Por sua vez, a segunda parcela em ( 4.d. 7) se obtem expandindo, de forma semelhante à 
( 4.b.15), 

o L~/1-
"' yíp << Ç~ tanh,Bh >> +---yo-9T, (4.d.9) 

9T ,Bl0 << 1- tanh2 ,Bh0 >> . 

Enfim, temos uma equação para a evolução da dispersão, em qualquer tempo, 

l2(t + 1) =a+ 2vfagT(t)c(t) + g}(t), (4.d.10) 

em função da autocorrelação, definida como a covariança entre a. Gaussiana e o resíduo no 
tempo posterior; por conveniência vamos supor novamente a estacionariedade da variável 
Gaussiana: desde que ela é normalizada, com média nula e variança unitária, isto implica 
em < z(t + 1) z(t) >= 1, donde podemos excluir o índice de tempo. Isso é necessário para 
obtermos uma expressão para a autocorrelação 

c(t + 1)l(t + 1) =< z .Lil-(t + 1) >= v'a + c(t)gT(t), (4.d.ll) 

onde a função g pode ser definida em qualquer etapa, integrando por partes (4.d.10), 

9T(t) = << ztanh,Bh(t) >>, (4.d.l2) 

onde agora z(t) = z. 
De posse do sistema. dinâmico definido pelas equações (4.d.8-4.d.10-4.d.ll), podemos 

implementar um algorítmo para resolve-lo numericamente, isto é, encontrar os tempos 
de relaxação T para os pontos fixos (se existirem) e suas bacias de atração. No caso da 
temperatura nula da seção prévia, nós temos uma relação entre a e T dada na figura ( 4.d.1) 
e a bacia da figura ( 4.d.2) . 
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Para terminar vamos fazer algumas considerações sobre os problemas observados neste 
capítulo: 

i) A dinâmica admitida foi a de Glauber; provavelmente outra atualização paralela não 
afete os resultados (o que necessita ser conferido), contudo a sequencial, onde devemos 
utilizar a equação diferencial para o campo 

Ôth =-h+ [mp + l .z + Ç~l~-'] ( 4.d.13) 

ou a equação Master à temperatura finita, pode produzir soluções radicalmente diferentes. 
ii) A forte conectividade, bem como a retroalimentação origina ruídos de difícil controle, 

como se viu. As hipóteses escolhidas, de resíduo Hilbertiano, e estacionariedade na Gaus
siana, se refletem num processo Markoviano para o resíduo. Se afrouxarmos este ansatz, 
tomando 

LJ.L(t + 1) = yÍaz + LJ.L(t)gjl(t) + K[l(t- 1), m(t--: 1)], ( 4.d.14) 

é provável que apareçam soluções periódicas com diversos ciclos, ou ainda estados caóticos, 
onde ocorra uma sensível dependência sobre as condições iniciais, podendo ser verificado 
da evolução divergente[38] 

(4.d.15) 

com o expoente de Liapunov À > O, para os parâmetros descritos. No caso Markoviano, 
para as regiões triadas, nós só encontramos T = -1/ À > O, isto é, tempos de relaxação 
positivos. 

iii ) A vantagem maior de nosso método é que, partindo de um ruído inicial não "total
mente aleatório", com umas poucas suposições; proporcionamos um algorítmo para qual
quer etapa avançada, mostrando o significado físico dos parâmetros propostos: o Overlap 
principal, a Dispersão do resíduo, e a Autocorrelação. A partir dele, podemos comparar 
os resultados da dinamica com a estática, e aprimorar a técnica relacionando um número 
(finito) maior de parâmetros. Alérn. disso, foi possível generalizar esse tratamento, original 
na abordagem do problema mais simples da rede neural, para uma distribuição qualquer de 
componentes independentes, em partículár para a oblíqua estudada no problema do IRAM. 
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Capítulo 5 

CONCLUSOES 

Uma vasta gama de materiais amorfos de Metais com Terras-raras podem ser descritos 
pelo modelo de anisotropia aleatória (RAM), apresentando ordem magnética. Embora não 
tenhamos dado uma solução definitiva ao problema do RAM, esperamos ter alcançado o 
objetivo almejado de isolar algumas variáveis relevantes, como o parâmetro de anisotropia 
da distribuição de eixos e a razão a entre a dimensionalidade de spin e a conectividade da 
rede. Em suma, estudamos a dependência das fases de baixa temperatura com a saturação 
a e a obliqüidade dos eixos. 

Os resultados principais podem ser listados como: 

i) O limite D -+ oo (o IRAM) , ou seja, anisotropia forte, foi o interesse do nosso trabalho, 
dadas as suas particularidades como. protótipo de sistema frustrado sem troca aleatória. 
A divergência na literatura quanto a suas propriedades termodinâmicas motivou o estudo 
desse caso. Formulamos os parâmetros de ordem no primeiro capítulo, a magnetização e 
de vidro de spin , bem como descrevemos o modelo Hamiltoniano de Heisenberg adequado 
ao problema, com as versões já utilizadas. No segundo capítulo tratamos do diagrama de 
fases no plano (T,b) , onde bé a medida de obliqüidade dos eixos em relação às direções 
fáceis (as possíveis orientações cristalinas remanescentes no material amorfo), criada por 
uma distribuição trimodal das componentes. Do ponto de vista físico , especificamos então 
os Terras-raras com alta anisotropia (Tb, Dy) e elevada concentração de Metais (grande 
número de coordenação), supondo dimensionalidade de spin pequena (Fe, Co), e anali zamos 
a variaçã.o de seu comportamento com a form a (amorfa ou cristalina) como sã.o preparados . 

Encontramos, além da fase pahrriagri6tica de altas temperaturas , 3 fases distintas abai
xo de Te = 1: uma ordenada do tipo Mattis, onde apenas uma componente da magnetizaçã.o 
influi na energia do sistema; outra Ferromagnética mista, onde além da componente ma
croscópicamente condensada, desempenham um papel as infinitas componentes residuais; e 
enfim, a. fase m a.rg.ina.lmente estável de vidro-de-spin, onde há apenas ordem microscópica, 
continuamente degenerada., a qual é a única existente para b < 1/3. Um campo externo, 
por sua vez , induz a um alinhamento magnético com expoente típico de vidro-de-spin, pro
duzindo uma linha A-T que indica. um "crossover" para Ising. 
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ii) No terceiro capítulo, estudamos o lim-a, onde a energia livre foi obtida na aborda
gem da técnica de réplicas. A diminuição da região ferromagnética com o endurecimento 
dos eixos (diminuição da obliqüidade) é o resultado mais relevante. A fase de vidro-de-spin 
independe da característica particular da distribuição. Os estados simétricos com número 
grande de componentes são sempre no máximo metaestáveis, porém são eles que originarão 
aquela fase. Uma condição para a utilização do método é tornada clara, restringindo-se ao 
segundo momento da distribuição. O caso a finito presta-se a uma descrição mais precisa 
de ligas reais, além de descrever sistemas com maior dimensão de spin. Os estados pares 
encontrados para valores muito pequenos de a mostram, embora a pequenez da região 
onde são os mínimos globais, a riqueza de estados ao menos ní.étaestáveis gerados pela 
distribuição oblíqua. 

iii) Em último, mas não menos importante lugar, analisamos a dinâmica do IRAM, 
no quarto capítulo. Poucas hipóteses foram necessárias para a obtenção de um mapa de 
evolução dos parâmetros relevantes, definidos como o Overlap, a Dispersão e a Autocorre
lação, com os quais conseguimos tratar o problema de longos tempos. O ansatz consiste 
em considerar a variável aleatória residual como Markoviana, com uma componente Gaus
siana estacionária. Usando a propriedade de Hilbert para o ruído, descrevemos o sistema 
dinâmico, cujos pontos fixos correspondem à estática do terceiro capítulo. Além de mapear 
as bacias de atração para os estados Ferromagnético e de Vidro-de-spin, construímos uma 
ferramenta com a qual é possível estudar os tempos de relaxação dos parâmetros. 

Algumas dificuldades e possíveis desenvolvimentos serão discutidos a seguir . 

i) Em primeiro lugar, carecemos de um tratamento rigoroso do efeito do vínculo rígido 
sobre os estados, os quais, no caso de não utilizarmos a lei dos grandes números, serão 
descritos por 

.... 

m =< ~tanh ,B(mp + l. z) >, 
n 

(5 .. 1) 

o que não permite sabermos a distribuição da variável módulo, pois nela se encontram 
acopladas todas as componentes. Ademais, nada podemos afirmar sobre a convergência 
n2 

--t p se b for mui to pequeno ( b --t O( 1 I .JP)) , quando os desvios passam a exercer um 
papel não só na distribuição, como n:a provável contribuição do termo de anisotropia. 

ii) A influência de termos da ordem de J I D, conforme a seção (l.c) ainda não foi sufici
entemente pe~quisada. Apesar de ser de diffcil controle, é justamente aí que se encontram 
as maiores cont rovérsias; os métodos desta tese devem ser razoavelmente ampliados para 
tratar este caso. 

iii) Os estados dinâmicos de tipo periódico (para varios ciclos), quasi-periódicos, ou 
mesmo caóticos não têm sido comprovados nem descartados, mesmo com as aproximações 
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utilizadas. Então cabe um estudo mais aprofundado sobre as propriedades deste sistema e 
possíveis conseqüências de um relaxamento da estacionariedade. 

iv) Além das aplicações citada na seção (l.a), encontramos uma extensão relativamente 
simples para o problema de polímeros[6] . Nossos métodos não devem demandar muita 
modificação para abarcar estes sistemas. 
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Apêndice A 

Anisotropia Cristalina 

Neste apêndice descreveremos alguns resultados suscintos sobre o Hamiltoniano de Hei
senberg e o do campo cristalino da seção (l.a). 

O Hamiltoniano (l.a.l6), que reduz ao da eq.(l.a.17) no modelo de alcance infinito, com 
·magnetização 

(A .. l) 

é exatamente solúvel na teoria de campo médio. No caso de spins-S, com componentes 
independentes, a função partição efetiva é dada por 

Z'H li Z~'-, 

(A .. 2) 

sendo a energia livre então 

(A .. 3) 

Logo o seu mí~imo é encontrado s.ati~fazendo a equação estacionária abaixo, 

s 
z 11- 1 + 2 L cosh(,Bm,.s ). (A . .4) 

s=1 
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Daí , após realizarmos a expansão para mil- « 1, obtemos a temperatura crítica abaixo 
da qual surge a fase F, 

Tcs = S
1 + 5 . 

6 
(A .. 5) 

Levaremos em conta agora a anisotropia devida à preferência em relação a algum eiXO 
privilegiado em cada sítio dada por 

Essa é a anisotropia do campo cristalino. A função partição efetiva se torna 

Tr e13He . 
s ) 

~ .... D 2 m.s + .sz. 

(A .. 6) 

(A .. 7) 

Com a hipótese adicional de spins-S, veja (A . .4), particularizando S = 1, realizamos 
o traço somando os estados linearmente, após fatoradas as funções de partição por com
ponente. No caso simples de duas dimensões de spin, chamando M a componente de m 
ortogonal ao eixo anisotrópico e L a paralela, temos 

ZM .ZL , 

1 + 2 cosh (JM, (A .. 8) 
1 + 2e13D cosh (JL. 

Enfim, encontramos duas linhas críticas referindo-se respectivamente ao surgimento da 
magnetização M e à L, dadas por 

2/3, 
2 

2 +e-/3D· (A .. 9) 

A segunda linha surge para anisotropia D pequena junto à primeira, evoluindo a medida 
que aumenta D , até T cL = 1., conforme as leis respectivas 

1, D ~ oo, 
2 
'3(1 + D/2), D « 1. (A .. 10) 
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Figura A.l: A linha crítica superior indica a transição P -L, enquanto a inferior mostra o 
surgimento da fase M. 

É bom enfatizar que este resultado independe grandemente do tipo de spin. Para efeito 
de exemplo, citamos que no caso de um spin Gaussiano, ou seja, dado por uma distribuição 
similar àquela em (B . .4), onde os fatores em (A .. 9) são 

as linhas críticas são 

efJM2/2 
' 

(3L 2 / 2 
el-f3D, 

1, 

1 +D, 
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como se deduz da estabilidade da energia livre, dada por 

f rv (1- /3)M 2 /2 + (1-
1 

_!/3D )L2 /2 (A .. 13) 

Vamos então considerar uma distribuição aleatória[50] da a amplitude D; da anisotropia, 

dP(D) = dD[Có(D- 1) + (1 - C)ó(D)], (A .. 14) 

por exemplo, independente do sítio i. No cálculo da energia livre, a média sobre as configu
rações de D deve ser efetuada depois do logarítmo, ou seja, teríamos a energia livre (por 
spin) 

-f3F=<lnZ>n. (A .. 15) 

Aplicando ao exemplo na equação (A .. 13), obtemos 

(A .. 16) 

A convexidade da energia implica as linhas de transição 

1, 

1 + .JC. (A .. 17) 

As fases com ordenamento longitudinal e transverso à anisotropia aparecem na figura (A.1). 
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I Apêndice B 

Distribuição de Eixos 

Vamos enumerar as várias formas de distribuição de probabilidades para os eixos utili
zadas nesta tese, bem como algumas médias importantes efetuadas com essas distribuições. 
Estas podem ser expressas através de sua densidade p( ii) 

dP(ii) 
dii 

dii p(ii), 

IT dnw 
1-1 

(B .. l ) 

A primeira é talvez a mais importante, desde que introduzida no modelo original: a 
isotrópica, 

dPis( n) dii5(n - Jp) = dDpjnp, 
p 

IT [dB~-'s enP-1-LBI-I], 
~-~=2 

(B .. 2) 

a qual fixa o módulo do eixo, mas é invariante rotacional, e pode ser descrita em coordenadas 
esféricas como acima. Uma forma hábil de assumir a quebra dessa invariança é a anisotropia 
cúbica, a qual apresenta uma das densidades abaixo 

Pc( n) 2. 2:)5(n- e~-~) + 5(ii + e~-~)L 
2p 1-1 

PJ A. I )n. e~-~)4; l e~-~ 1 2 = P (B .. 3) 
1-1 

a segunda delas tomando em conta a.s imperfeições da. rede cristalina no material amorfo. 
Outra. maneira. de permitir a flutuação nos eixos, mantendo, porém, a isotropia, é a 

distribuição Gaussia.na. 
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dii <P( ii)) 
<Poe-x

2 !2, <Po = 1jV'f;. (B .. 4) 

A variação agora está apenas no módulo. A Gaussiana apresenta uma peculiaridade útil 
para conveniências técnicas. Como se observa, suas componentes são independentes o que 
implica na fatoração de médias de produtos. Com esta mesma propriedade, expressa por 

(B .. 5) 

vamos introduzir uma distribuição anisotrópica, a que designaremos por "oblíqua", cuja 
distribuição marginal (isto é, para uma só componente) é a trinomial definida por 

b dPH (x/a) + u dx 8 ( x), 

1, b + u = 1. (B .. 6) 

A distribuição dPH é a de Hopfield[31] para as componentes dos padrões de uma rede de 
neurônios, mas também é a distribuição binomial, como se vê: 

dPH(X) dXó(X 2
- 1) = dX[ó(X- 1) + ó(X + 1)]/2. (B .. 7) 

Para as diversas distribuições acima, vamos agora colocar os valores de algumas médias 
a serem utilizadas nesta tese . Em primeiro lugar as potências definidas em (D .. 7): 

p 
--· W = O· Vll = 1· W = 1 p+ 2 ' c , </> , a · 

_1!____
2

; Vc = p/3; V<t> = 1; Va = a 2 /3, p+ (B .. S) 

as quais são fáceis de verificar diretamente. A média < np,nv >= Óp,v, por normalização, 
para toda distr~buição . Também s.erãp .úteis as médias para o módulo de uma componente: 

M <IPI>; 

Nfis 
2f(p/2) .;;;;. ~ 

f(p/2 + 1/2) pj1í -t 21") 

Me 1/Jp, 

M<t> 2</Jo (B .. 9) 

Ma vb, 
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' . 
e da exponencial definida abaixo 

G < eff·ii;,;p > . 
j dfJs enP-2()egcosBn,P_dOp, 

L cosh(gp,)jp; 
p, 

Gq, e g2/2p 
l (B .. lü) 

Ga Il[b. cosh(gp,/ jbP) + u] . 
11-

A superfície de uma p-esfera de raio unitário nP foi definida em (B .. 2) . É interessante 
expandir a distribuição anisotrópica na soma de diversas outras, com pesos 

p 

dPa(n) L (DbPuP-kdPak (ii); 
k=O 

. dn I: s(n- ãk) (B .. ll) 
(ãk) 

onde os vetores ãk apontam na direção da k-semidiagonal, isto é, tem k componentes 
unitárias; como exemplo, tomemos · 

dPa0 dn 8 ( n); 

dPc ( ii / a); .. ·; 
dPH(iija). 

(B .. l2) 

Então concluímos que no limite de a grande ( b pequeno) os eixos apontam preferencialmente 
para as direções duras (diagonais) 1 enquap.to que se a for pequeno, os eixos fáceis (cúbicos) 
são privilegiadÔs. . 

Além disso podemos construir as probabilidades marginais para as som as parciais de s 
componentes ; um a variável aleatória com densidade de probabilidade t rimodal com est ados 

(B .. l3) 

tem a seguinte distribuição para a freqüência de cada estado (Xi) : 
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.. 

I • 

(B ool4) 

onde ai são os pesos respectivos, a1 = b/2 = a3; a 2 = u, com estados -x1 = 1 = x 3, x2 =O; 
então usando as substituições 

nós obtemos a distribuição 

Yx 
t 

X 

'L::=X3-X1, 

x3 + x1, 

(bj2)!(u)x-tx! 
P(X, yx, t) = !=..llx.!!±ux.I(X _ t)'; 

2 o 2 o o 

(Bool5) 

(Bool6) 

Agora, somando sobre a variável "marginal" t, temos a probabilidade da soma de s com
ponentes (independentes) trimodais, y = Ls n~-' j a, 

Ps(Y) =L P(s, y, t)o 
(t) 

Assim, particularizando para os casos s = 2, 

e com s = 3 componentes , 
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Apêndice C 

Limite Saturado 

Em primeiro lugar vamos detalhar a demonstração da equação (l.b.l5) a partir da 
(l.b.l3), utilizando o método de Laplace. Para tanto devemos escrever o integrando em 
termos de uma exponencial com argumento que cresce muito rapidamente. Como vimos, o 
Hamiltoniano na eq. (l.b.9) pode ser representado em termos das variáveis 

fJJm = ('{), s 
(C .. l) 

--+ y 

ou seja, nas componentes paralela e ortogonal ao eixo local ii . Por outro lado, para uma dis
tribuição isotrópica dos spins, cuja diferencial de probabilidade em coordenadas cilíndricas 
é 

(C .. 2) 

onde dflp-Z é o elemento diferencial angular para uma esfera em p-2 dimensões podemos 
escolher as duas coordenadas cartesianas x, y e as restantes "polares", com módulo z de 
modo que o elemento de área seja 

Agora, a última expressão contém uma potência assintótica em p, então (C .. 2) fica 

dP(S) 

h 

dxdyeh, 

~ ln(p- x 2
- y 2

) , 

(C .. 3) 

(C .. 4) 

onde temos realizado a integração sobre z, posto que esta variável nao figura em g de 
(l.b.13). 
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Dai adicionamos ao argumento da exponencial , na integral da função partição, resul
tando em 

ze 

h 

9 

L j dxdyeJ; J = h + g; 
(J 

~ ln(p- x 2
- y 2

); 

(3D 2 
M CT X + Ly + 2 x . 

(C .. 5) 

A soma em CT decorre da degenerescencia dos hemisférios. A solução desta integral exige 
então uma maximização do argumento J com respeito a x e y, o que produz as equações 
estacionárias 

MCT + (JDx 

L 

px 
p _ x2 _ y2 

py 
(C .. 6) · 

Desde que a variável M, sendo apenas uma simples componente (em oposição à L, onde se 
encontram as p-1 componentes restantes), deve ser de ordem unitária para quase qualquer 
configuração do eixo ií, vamos tomar M = O na soma em (C .. 6), e as equações (C .. 6) se 
reduzem à única abaixo: 

donde obtemos as soluções 

p 
(3D = 2 2 = Ljy, 

p- x -y 

y 
L 

(3D' 
p 2 

p- (3D- y ; 

substituindo estas soluções na expressão (C .. 6), nós obtemos 

ze e10 cosh Jvf x; 

P P L2 - In-+ - + (3 Dx 2 /2 
2 (3 D (3 D 

L2 
2(3D + cte . 
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onde temos efetuado já a soma em CT. Para calcularmos a energia livre como indicamos 
na seção anterior, necessitamos tomar o logarítmo primeiro e depois promediar a função 
partição em relação às variáveis configuracionais. Isto implica em calcular a média das p-1 
projeções ortogonais à ii da magnetização. Usando Pitágoras, para distribuição isotrópica, 
temos, por (C .. 1) 

logo a energia fica 

/3! 

< lnze > 

fx 

< (f3Jm) 2 - M 2 >n 
(f3Jm) 2 - 0(1/p) --+ (f3Jm) 2, 

(3 1m 2 /2- < ln ze > 
(f3Jm)2 

2(3D + f3fx; 

T < lncosh(f31m · iix) >, 

(C .. 10) 

(C .. ll) 

sendo x dado em (C .. 8) . Reagrupando os termos quadráticos na magnetização, encontramos 
uma dependência na razão J / D , na forma 

f3 f = /31(1 - 1/D)m2/2- f3fx · 

Realizando agora uma expansão na magnetizaç~o , obtemos 

f3 f x rv < (f3Jmnmx?/2 > +o(m4
) 

/3 f "' (3Jm2(1 - (31)/2. 

(C .. 12) 

(C .. 13) 

Um resultado útil pode ser a expansão da última equação na razão T/D, quando, até 
primeira orcl m o último termo da energia fica 

fx 

f oo 

TJm 
f oo - 2D moo; 

T < ln cosh(f31mnm) >; 
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Finalmente podemos colocar esta expansão na equação anterior, para obter a expressão 

f 
f oo 

f oo - 2~ (m2
- Tm.m00 ); 

m 2 /2- T < ln cosh({JJmnm) >, 

e então, a equação para a maximização da energia com respeito a magnetização, 

m(l- JjD) 

Q 

JT (Jm) 2 

moo(1- 2D)- 2D (1- Q), 

< n~ tanh({JJmnm) > . 

(C .. l5) 

(C .. l6) 

Observemos agora a estabilidade das fases P e G; neste caso no lugar de (C .. 6) temos 
simplesmente 

J = {JDx 2 /2 + p/2ln(p- x2
) . 

A condição de extremo é 

px 
{JDx- =O; 

p- x2 

Xp O; X~ = p(l- T/D) . 

A segunda derivada em relação à x é 

a;J = -!JD- P 
2 p-x 

{J D - 1, D > T; 

2{JD(l - {J D) , D < T . 
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Apêndice D 

Técnica de Réplicas 

No que segue, vamos explicitar o calculo da função partição obtida pelo método de 
réplicas na seção (l.b) . Para começar indicamos os passos necessários no desenvolvimento 
de (l.b .l8). O método de cálculo empregado na obtenção de tais resultados é conhecido na 
literatura referente a sistemas desordenados como método de réplicas . Com o objetivo de 
manipular a difícil média do logaritmo em (l.a.24), consiste em reproduzir o Hamiltoniano 
n vezes (ou seja, n réplicas independentes), e usar a identidade 

< lnZ > a . ln Zn 
nZn- hm-- ; 

n--->0 n 
< zn >, zn = Tr e-(JHn. (D .. l) 

Note-se que, ao substituir-se o cálculo da média do logarítmo pela da função partição 
replicada, pode-se trocar a ordem da realização da média configuracional pela térmica. 
Isto é permitido sempre que houver analiticidade nos integrandos[45]. (Veja-se o terceiro 
capítulo , onde a algebra dessa técnica será apresentada em mais detalhes). Por exemplo, 
aplicando à função partição efetiva em (l.b .9), achamos 

Tr ~ exp(g + j3fn · ~; 
s 

<; exp(n ·A· n) >; (D .. 2) 
f3D- -
TSJL ·Sv, 

onde o produto escalar nas grandezas com til indica i · iJ = L~ XaYa, isto é, uma soma 
no índice de réplicas. Daí se torna possível a obtenção de uma função partição sem a 
desordem, após calcularmos a média acima. 

A média configuracional pode ser feita se expandirmos o argumento da exponencial, ou 
seja 
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rv 1 +L AJ"II < nJ"nll > +i < [2::.:: A JtllnJtnv ]

2 > . 
Jtll Jtll 

(D .. 3) 

Realizando as médias sobre as configurações de n, isto produz 

(D .. 4) 

Assim, tomando o logaritmo obtemos 

f3Di~2 "'""' 2 3( ~ 2 ( 2W -1 - 4 
g = 2 sj + W ~A~tv + 2 V- W) ~A~"~"+ (3D) S 1.51 , 

Jtll I" 

(D .. 5) 

onde definimos as constantes 

v < p4 > /3; 

(D .. 6) 

as quais dependem da distribuição de eixos conforme o apêndice C. Passamos agora a 
resolução deste Hamiltoniano efetivo g. 

P ara exemplificar tomamos o caso hipercúbico, quando W = O, V = p/3, segundo 
(B .. 8) : 

(D .. 7) 

Este Hamiltoniano efetivo produz um diagrama similar ao da figura (1.2)[1]. 
Substituindo (l.b.19) em (l.b.18), com a expressão para C, resta realizar o traço sobre 

os spins replicados e após, a "média" sobre a variável a.copla.da ao vidro-de-spin Q: 

< Z1 >Q; Z1 := j dP(~ Il ef3H~" ; 
I" 

D 
c1n~". s~" + 2.s~" . B. s~"; B =I+ hQ (D .. 8) 
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onde Ia{3 = 8a{3 · A partir da equação (D .. 8), vamos realizar a média térmica utilizando 
um spin Gaussiano, 

zJ rrz~ 
J1. 

zu f d~(ã)efJHu, (D .. 9) 

D Hu em · ã + -ã · B · ã 2 . 

O termo quadrático do Hamiltoniano eficaz pode ser colocado junto do termo Gaussiano, 
resultando em 

u 
f dãexp[ã · U · ã +,Bem. ã] 

I- (3DB. (D .. lO) 

Agora podemos executar a integração Gaussiana, com a s~bstituição ã · U 112 = l, bastando 
"completar o quadrado" na exponencial, isto é 

f d~(l)ef3cm.u-I/2.l · IUI - 1/2 

exp[((3e) 2m · u-1 
· m- Tr lnU /2] 

que, colocado na equação (D .. lO) , produz 

(D .. ll) 

(D .. l2) 

Então podemos calcular (D .. S) , tendo em ment.e que a média sobre Q definida anteri
ormente, é uma. Ga.uss iana nos dois índ ices da matri z. A menos de algumas constantes de 
proporcionalidade, podemos escrever 

Zn f dQexp[-IIQW/2 + ln ZJ] 

-t exp[-IIQW/2+2::::)nZ~]. 
{L 
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O próximo passo é considerar a simetria de réplicas, tomando 

m, qualquer a; 

qj../2 =? (D .. 14) 

Ba{3 1 + q, qualquera,/3, 

donde obtemos, substituindo em (D .. l3), 

< lnZn > n (f3cm)2 - np ln u- nq 
2u 2 4' 

u - 1 - j3DB; B = 1 + q (D .. 15) 

e então a energia 'livre, com o termo magnético, fica 

(D .. 16) 

Enfim, a maximização com respeito aos parâmetros m, q, fornece 

cm(1- f3c / u) = O 

q/2 - (f3mc/ u) 2 f3D / 2 - p/ uf3Dj2. (D .. 17) 

• 
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Apêndice E 

Simulação 

Efetuamos uma simulação de Monte Carlo bastante simples. Baseados no programa em 
Pascal ao final deste apêndice onde a distribuição de probabilidade para as componentes 
independentes dos eixos foi escolhida, por simplicidade, como 

dP( O) d() I 7f 

p senO, (E .. l) 

pudemos simular alguns fatos · observados na distribuição trimodal. Em t ermos da compo
nente, temos 

dP(p) = dp(l- /)-t/2. 
7f 

As médias para as potências pares são 

1/2 
3/8, 

enquanto as ímpares se anulam. Já a média do módulo é 

(E .. 2) 

(E .. 3) 

(E . .4) 

Como tem.os realizado a dinâmica determ.inística de Glauber (temperatura nula) , as e
quações de ca.mpo m édio correspondentes as soluções estacionárias de Mattis e Diagonal 
definidos após (2.b.l4) são 

< IPI >"-' 0.637 

< lzl/v'2 ><t>""' 0.564. (E .. 5) 
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Figura E .1: Escala logarítmica da magnetização contra tamanho da rede, para diversos a . 

Dessa razão entre as magnetizações, conclui-se que esta distribuição se assemelha ao caso 
b "" .7, ele acordo com (2.b.18). Observe que, embora a energia livre para o estado de 
Mattis seja menor, é possível que estados mixtos tenham energia ainda mais funda. Ainda 
dos resultados da seção (2 .B) notamos que à temperatura crítica, o estado de Mattis é o 
mínimo Global, posto que V = 1/8 < W = 1/4. Isto mostra que uma magnetização finita , 
m esmo que reduzida, é bastante natural, ainda à T = O. 

Apesar de que a simula~o seja.em.a.penas uma dimensão, como temos tomado interações 
de longo alcance, número de coordenação c variável, mas grande, e dimensionalidade de 
spin suficientemente pequena, é possível o aparecimento de estados magnetizados, para 
ini cialização dos spins suficientemente próxima da orientação completa. 

Os efeitos de dimensão finita, posto que não foi permitido o uso de redes com número 
ele sítios maior que N = 3000, devem ser levados em conta. Com a finalidade de estudar o 
comportamento da magnetização em função de N próximo à transição, realizamos diversos 
relaxamentos para cada. c, conforme a figura (E.1). A interpretação do resultado é que está 
de acordo com a descontinuidade da. transição, quando a lei de escala é 
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e ajustando uma reta para os valores do gráfico, obtemos as constantes 

A "' 0.3, 

B "' 0.06, 

a "' 0.004: -

(E .. 6) 

(E .. 7) 

Se observarmos a :figura (3 .1), notamos que esse valor crítico de a corresponde aproxi
madamente a u "' .5, donde a "' 2 e V "' 1.3. O valor de b crítico predito no cálculo para 
a:finito é, portanto, ligeiramente menor que no caso não saturado. Estes resultados, obtidos 
da dinâmica, corroboram o fato observado na estática que o valor da obliqüidade b depende 
de a . 

PROGRAM tera30(input,output); 
const n=1500;p=3; 
type 
sp(nn:integer) = array [l..nn] of real; 
cs(nn:integer;pp:integer) = array[l..nn,l..pp) of real; 
ji(nn:integer) = array [l..nn,l..nn) of real; 
v ar 
sigma:sp(n);campo:sp(n); 
eixal:cs(n,p ); intro:ji(n); 
var a,b,c,d,e,f,t,u,v,w,x,y,z:real; 
g,h,i ,j ,k,l,m,o,q,r ,s:integer; 
const en='en';ou='ou'; 

function rnd(x:real) :real; 
begin .. 
d:=exp(30*abs.(z)); rnd:=siri(d); ~- -· · ··· · 
end; 

BEGIN 
wri teln( 'zal,maO,qco,s:fi ') ;readln( z,k,q,s); 

for i:=l to k do {sitios magneticos} 
begin 
z:=rnd( z); eixal[i ,1) :=z;sigma[i) :=abs(z) /z; 
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for 1:=2 to p do 
begin 
z:=rnd(z) ;eixa1[i,1]:=z; 
end; 
end; 

for i: =k + 1 to n do {si tios nao magneti cos} 
begin 
z:=rnd(z);if z<O then sigma[i]:=-1 
e1se sigma[i]:=1; 
for 1:=1 to p do 
begin 
z:=rnd( z) ;eixal[i,l]:=z; 
end; 
end; 

for i:=1 to n do {interacao de troca} 
begin 
g:=i+q; if g>n then g:=n; 
{ condicao de contorno fechada} 
for j:=i+l to g do 
intro[i,j]:=Ü; for 1:=1 to p do 
intro[i,j] :=intro[i,j] +eixal[i,l]*eixalü ,1]; 
end; 

for h:=l tos do {relaxacao do campo e spin} 
begin 
x:=O; for i:=1 to n do 
begin 
campo[i]:=O;g:=i+q;if g>n then g:=n; 
for j:=i+1 to g do 
campo[i]:=campo[i]+intro[i,j] *sigma[j] ; 
if campo[i] < O then sigma[i] :=-1 
else sigma[i] ~~J..; :...._, ·, .-
x:=x+eixal[i,1]*sigrria[i]; 
end; 
w:=x/n;a:=q/n;b:=k/ n; 
wri te1n('hte, wag') ;writeln(h,w) ; 
end; 
writeln('maO,mag,con,n ,p');writeln(b ,w,a,n ,p); 
END . 
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