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RESUMO 

Nes te trabalho estudamos as propriedade s termodinâmicas de 

sistemas magnéticos com i mpur ezas, representáveis por um campo 

aleató r io ou por vidro de spin n o modelo de Potts . Obtemos uma 

sér ie de novos resultados, algun s formais e outros explicites . 

Encontramos os requerimentos necessários para a existência 

de um ponto crítico no diagrama de f a ses para o problema do campo 

aleatório, envolvendo temperatura, campo externo e impurezas. 

Para isso encon tramos soluções part i culares numer ica e 

analiticamente, com especial inte re s s e ao c aso de q=3 e stados. 

Para l elamente obs e rvamos a relação entre os diversos 

métodos rigorosos de cálculo dos modelos de Potts com 

aleatoriedade. Estudamos a teoria do campo médio, gene ralizando 

c ertos resultados conhecidos. Neste sent ido aplicamos o método de 

van Hemmen aos problemas do campo a l eatório e do vidro de spin 

para fundamentar a teoria . Também se e stabeleceu a co rreção da 

técnica das réplicas no modelo de Pott s . 
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(I) INTRODUÇAO 

E de g rande i nteres se atualme nte o es t udo da s propriedades 

t ermod inâ mi c as dos s j_ s t emas com impurezas, rep resentáveis por 

aleatoriedade , ou s e j a na inte r a ção de troca , ou no c ampo. O 

ob jet i vo desta d i ss e rtação ê e studa r as tra ns içõe s de fases 

des ses si s temas ba s eado nos métodos da mecân i c a estatística. 

Alguns s i s t e mas fí s i co s descr i t o s po r campos alea t ó rios são 

as c ama das a ds orv idas , impu r e z a s r e gu l a res e magnetos 

deso rdena dos , i nclu i ndo um campo uni f orme a p l i cado ao vidro de 
;?,6 

spin ou d i l u i ção de sit i os , por e xempl o . O efeito de um c a mpo 
~ 

alea tório é o d e criar um o rdenamento l ocal , quebr a ndo o s istema 
2; 

em dominio s e f a vo r ecendo um a mudança de s con t ínua nos pa r â metros 

de o rdem de r elevâ nc i a , o s quais são a magne t i zaç ão e o de spin
~ 

g l a ss , d e f inidos po r: 

~ :=. [< ~'>] 

l- ç ~ > . <7. '\. J 
-·- • <.,J tl ,.. 

(1-1) 

onde o brãket < . .. > i nd ica o prome dio estatíst i c o e o co l c hete 

[ . . . ]o prome d io configu r ac ional. 

A relação e ntre os mo de l os de v idro de spin e de campo 
4 , 5 

aleató r i o es t á no f ato que é possíve l co locar a interação de 
G 

t r oca aleatór ia como u m campo l ocal: 

-<í. (1- 2) 
J 
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4. 

• 

A d i ferenç a é que o parâmetr o de sp in-glass no segundo caso 

se refere à u m ún ico s pin, não i nd i cand o co r r elação como no 

modelo de vidro de spin . 
1 

--- um· aspecto j á aborda do pa r a o modelo de I s ing ordenado é a 

dependênc i a da energ i a l i v r e com o a l c ance da i nteraç ão de troc a . 
8 

Nós g e ne r al iza mos os r esu ltados conhe cidos pa r a o mode l o de Pott s 

com aleato r i e dade . 

O mode lo de Potts t em tido intensa pesquisa na últ i ma 
q 

dé c a da . Tendo um c omportamento cr i t i co e trans ições de fase 

extremamen te ricos , o modelo a i nda se r elac iona com vár i o s outros 

p r ob l e mas , como: 

- o modelo de vé r tices ; 

- o p rocesso de percolaçã o (q=l); 

- a rede de r e s istores (q =O); 

- o vid ro de sp i n di lu ído (q=l/2 ) . 

Al é m disso , s ua r ealização experime nta l é ba stant e 

dive rs i f i c a da, desc reve ndo por exemplo: 

- a s substâ nc i a s magnéti c as ( q =2 , Is i ng) ; 

-algumas tra n s i çõe s e s t r uturais ( q= 3 ) ; 

-sis temas a dsorvidos (q= 4) ; 

-sis tema s po l imér i cos ( O< q <l ). 

O Hamilton iano uti lizado pa ra o mo delo de Pott s de q- e stados 

terá a fo r ma geral : 

(I -3) 
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,.. 

onde a delta de Kronecker pode se r repr esentada nas seguintes 

maneiras: 

to 
i) a planar e complexa: 

Cl . ;; o ~ . = 
í • J d 

K. 

À. - ' w-
' 

(l-4) 

J 
K . 6 IN 

( 

ii) a simplex, ou standard, onde usamos os vetores direcionados 

aos vértices de um hipertetraedro de (q-1) dimensões, 

t d - 1 = Cct--d -De -f e .. e . 
P(. f o 

' \) 

• J Q 

L D< 11<: C(- d.<, ,l /c'l-1 ) (1-5) 
e..K. e.{ -

0(.':::. 1 

L --O< o e 
(X. 

sendo que as tres equações definem o produto esca l a r e formam um 

vinculo e a condição de no rmalização. 
~~ 

Como foi demonstrado, o limite de graus de liberdade no 

parâmetro de o rdem nulo, corresponde aos mode l os a l eatórios, dai 

foi desenvolvida uma t écn ica de r éplicas baseada na igua ldade: 

(1-6 ) 

para estudar estes modelos. Sendo que a troca deste limite com o 
·12)3 

limite te rmodinâmico apre senta algumas difi culdades matemáticas, 

investigamos a aplicação desta técnica aos modelos de campo 

aleatór i o n o segundo capitulo e ao de vidro de spin no quinto. 
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Dos numerosos resultados encontrados para o modelo de Potts 

podemos citar entre aqueles relacionados ao nosso traba lho os 

seguintes: 

i) Os modelos unicamente com campo a leatório, resolvidos 

numericamente com uma distribuição 

analiticamente numa expa:..1são de 

/J{ 
discreta e outra contínua, ou 

1'5 
Landau, para q=3,4 estados, 

apresentam transição de fase sempre de primeira ordem, na 

ausência de campo externo. Não se tem achado transições de 

segunda ordem, seja na forma de um ponto critico ou de um ponto 

tricrítico. 

ii) No outro limite, de modelos c om campo uniforme sem campo 

alea tório, a situação é a seguinte. Para q=2 apresentam transição 

de segunda ordem em campo nulo; para q=3 (com duas componentes do 

parâmetro de ordem: uma transversal e outra paralela ao campo) 
.2b 

foram encontrados um ponto tricritico n a fas e com magnetizaç ão 

transversal não nula e um ponto critico terminando a transição na 

fase de componente longitudinal. 
16 

A energia livre do modelo, na 

expansão de Landau, é: 

(l-7) 
) 

iii ) O modelo de Ising (q=2) com os dois campos, a leatório e 

uniforme, possui um ponto tricrítico e a transição se torna 
.{, 

descontínua quando o campo ale atório é elevado; o modelo de Potts 
18 

c oro q=3 vem sendo estudado contemporãnearoente . 

No capitulo III tratamos do problema dos campos externo e 

9 
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aleatório para qualquer dimensão de s pin , e procuramos uma 

relação do ponto critico com o número de estados q e nas variáveis 

temperatura, campo uniforme e dispersão do campo aleatório , 

obtendo resultados analíticos e numé r icos onde foi possíve l . 
/:1 

A expansão em série do par â met ro de ordem se faz 

considerando apenas a componente na dire9ão do campo externo: o 

ponto tricritico foi portanto exc luído do t rabalho. A dependência 

na distribuição de probabilidade também não foi considerada, 
.2.0,2 / 

embora haja indícios da importância da loc a lização de seu máximo. 

o método de cálcu l o da energ i a livre utilizado é 

convencionalmente tornado corno o prorned i o configuracional da 

energia livre congelada, isto é , da e nergia de uma dada 

configuração, segundo a equação: 

) 
z _ TIL 

(I-8) 

A just ificação de tal método é apresentada no capitulo IV, 
.2-2 

segu i ndo a de monstração feita para um modelo de vidro de spin, 

com um argumento de ergodic idade . 

Finalme n t e , usando prime iro um método e ncontrado no capitulo 

ante r ior e depois a simet r ia de r é plic a, calculamos a energia 
2 ~ _-l--i 

livre do mode l o d e vidro de sp i n de Pott s , no qu int o capitulo . 

Discutimo s a e xistê ncia de um mé t odo de réplicas dife rente do 

30 
tradic ional . 

Os apênd i ces são r e servados a o cálcu lo do s coefic ientes da 

expansão d o capitulo III, às equações au t oconsistent es para o 

parâ metro de ordem do t erceiro , e para o p r ogra ma d e cálculo 

numérico ut il i zado . 

10 



(II) RESULTADOS EXATOS EM TEORIA DE CAMPO MED IO 

A) lnteracão ~ alcanc~ i nfinito. 

Consideramos o Hamiltoniano de Potts com interação de 

alcance infinito: 

- I -
N 

2...... "/ - ,.« --"> 
.. d,·. e.· e. 
'· J J t d 

___.. N N _.. À ---» h 

1-/. <. -~- ~ h . . e . r 
~e. . ' ' L 

• (II-1) 2.1\1 

onde tomamo s o campo uniforme e o campo aleatório devido á 

impurezas no sítio i de uma rede regular com N sítios, com a 

simetria dos vetores de Potts, respectivamente representados por: 

-1 
e 
-À 
e. 

L 

A média c onfiguracional da e nergia liv re é dada por 

(ll-2) 

( II-3) 

onde o colchetes indica a média configuracional, feita sobre 

alea torieda de do modelo . Assim, s e pudermos esc rever a interação 

de troca com as variáveis aleatórias 

(ll-4) 

11 



a função partiç ão te rá a fo r ma 

Z ___ == Tt't .VXp P.>{2- r~~-Z:)1)! j:f. ~ ê~+~k~- e~} (II-5) u I ~ "' ,· . ' L ' I • • 

Usando a relação 

(II-6) 

para o primeiro termo da exponencial, obtemos 

(ll-7) 

e 

-onde x é um veto r de (q - 1) componentes dimens i onais para 

resguardar a simetr i a do mode lo . Então a equação (ll-5) fica 

Z = 

(ll-8) 

ou a inda , sabendo-se que 

/: 7f .e f,= ~f' N(i_L ~ -e f ) 
.J (II-9) 

N 

temos 
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Z== 

(ll-10) 

Esta integral pode ser resolvida, no limite termod inâmico, 

pelo método de ponto de sela, observando-se que o máximo da 

primeira exponencial é 

onde 

- -r 
e.. 

(ll-11) 

(ll-12) 

pode ser i n t erpretado como um Hamilton i ano efetivo. Daqui então, 

(c o"' s • d (. '7 c, "'' cC •" o lO 'h-{ - . <" _ , r ., • í 

;;~~'~ = ~<{-Jr,· ~JG('> = (f/>J< 3 z .. >]= fJ f (ll -13) 

N 

é uma magnetização vetorial. Logo, a funç ão partição resulta em : 

Z -= 
(l l-14 ) 

13 
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... 

Dai, a energia livre por spin, de (II-3), fica como 

- 6 ~ - - (;.___ 
I N~oo 

~f~ 'f;) (II-15) 

Se houver aleatoriedade na interação de troca , o primeiro 

termo à direita também será promediado sobre a distr ibuição de ~ 

Caso a a l eatoriedade esteja no campo, a penas promedia-se o 

logar itmo. Dada uma distribu ição de probabilidade determinada da 

variável aleatória, defin imos : 

(II-16) 

O resultado (II-15) para a energia l ivre n o limite 

te rmodinâmico é exato . A segu i r o utilizaremos para demonstrar um 

teorema sobre a teoria de campo méd io . 

14 



B)Interacão QQm vizinhos ~próximos 

~ - S~ num sistema com nümero de coordenação c, a interação de 

troca atingi r apenas os vizinhos mais próximos , o Hamiltoniano é: 

lf= -)1 

e. 
1 

(II-17) 

onde o simbolo <i j> indica a soma apenas sobre os vizinhos mais 

próximos. 

Vamos empregar a teoria do campo médio, substituindo a 

interação de dois spins pela de um s pin com um meio, u sando (li-

4) e subtraindo a interação de c ada spin com ele p róprio: 

.z 
J ·. ;-fi ,ÕV-'> fc J" .. ~ 3. €:~- J q ~ f\1 (II-18) 

' J v . · '-- · (/ r . ' , r .2.-
. . J ~ 

< .. ~-:::::::. 

A função p a r tição em campo médio é então 

(II-19 ) 

Como os traços sobre cada sítio são independentes, usando 

(II-9) se obtém: 

(II-20 ) 

1 5 



donde 

~e-~ :: 

[t~ 1~ --J;LTrt~p~i-'(7d q-+JJ+~') . c~<}] (II-21) 

Se a bsorvermos Jc em J, obtere mos o mesmo resultado formal 

que o de (II -15). Assim podemos conc luir o segu inte teorema: 

" A teoria de campo médio no modelo de Potts de q-estados, 

com qualquer distribuição aleatória, seja do campo ou da 

interação de troca, é exata no limite de alcance de interação 

infinito " 

A demonstração do teorema exposto é mera constatação das 

equações ( II-15) e (II-2 1 ), quando obt i vemos os mesmos resultados 

na so luçã o exata com alcance infini to e na teor ia de campo médio. 

O caso particular de Ising , sem aleatorie dade, é conhecido 

1 
na l iteratura . 

16 



,. 

Ql Método ~ Rép licas 

A demonstração anter ior não depende do mé todo das réplicas 

pa r a c álcu l o , mas é ins trutivo ver como o método é a p licável no 

caso do campo aleatório, como já se encontra na literatura para o 

Z5 
modelo de Ising. 

Seja a dist ribuição continua do campo 

(II-22) 

onde a média H é um c ampo uni forme e tomemo s no Ha miltoniano (II-

1) a interação de troca un iforme e o campo externo nulo . Então a 

réplica do Hamiltoniano é 

- J (II-23) 
;)_I\} ., 

onde 

Agora , seguindo as equações (I - 6) e (I- 8), a energ ia livre 

é : 

CI I-24) 

onde 

N\ 

lT~r; 
- f?ét\: 

Z= e, 
0(. \ê~~) 

CII-25) 

17 



Mas a média conf iguracional dá 

r z .. J == r -r rol'.: , (h ,·) J 2_ A<= 

--, -- - ~ -· ("-; ~ 2_ -~ .. -v) n ~p ..!:=-L . . e . . e . 
2.N ~ ' ,~ Loc; Ô"< • ( II-26) 

Tf (,rr:. ~r[- (k;-JJJ~<izr f~ z:"'. I , I f j \Grl~ ) 
e as integ ra i s acima pode m ser escritas como : 

f d k, e~r (- (~l - (Tt-rf ó~c_. ê~ ))/ z r 
V z.rr <í L .,... ' o<: ~ '\3 

( f"" ~ ê.".,.) ~<S" + ,-~ f ê'~ o(_ } ::- ( I I- 27) 

.. MT{ rt~f(~ê;J\ JITfZ~oc f 
Dai a integral completa fica como: 

(II - 28) 

Usando a expr essão ( I l-6) para linearizar o primei r o termo 

quadrático: 

(I I-2 9) 

18 





(II-34) 

donde (II-33) fica 

Supomos então a simetria de réplicas nos dê uma solução do 
• 

problema: 

(11-36) 

dai, usando novamente (II-9) vem 

(11-37) 

A expressão em (II-37) é analitica em N e n; dai podemos trocar 

os limites definidos em (II- 15) e (II-24); então se utilizarmos a 

regra de L 'Hopital e expandirmos a exponencial, ou seja, usando 

20 



I ~ 

aqui os limites: 

e 1\A...-- o (II-38) 

_!_ {A~L A] '------> [L-- A) 
"" ~- o ,v--- o 

se chega à expres s ão 

(Il-39) 

Como se vê, fazendo ~ =1 (II - 39) co i ncide com ( II-15) no 

caso do campo a leatório no limite t e rmodinâmic o s e toma rmos ali 

uma distribuição p qualquer do c a mpo ei . 

• 

21 



(III) CAMPO ALKATORIO DE POTTS 

Al Cálculo direto da energia livre 

Vamos usar a expressão obtida em ( 11-15) para calcular a 

energia livre do modelo de Po t t s com um campo aleatório e um 

uniforme, sendo o Hamiltoniano da do por 

?(= 
rJ -;; < -)1 -Le. .<. /\) ..,· . ,· 
'J 

_..v 
e 

J 
""-< I ~ --4 

Gt'l..-e . -
. ; l 
{ 

(111-1) 

Na teoria de campo médio, apresentada no capítulo anterior, 

o Ha miltoniano efet ivo é 

?{= 
N ,.. 

N ~ ~--;!>~-r~ / - ...... 
7- < ;;;-" 1N~ - 11-· f-.- 1-J. 0 G . 

- ~ - L~.....- . +1- ' ' . \ -<.. .: { 
l 

(111-2) 

onde definimo s a magnetização 

(III-3) 

sendo as méd i as t érmica e conf i gurac iona l dadas respectivamente 

por 

(III-4) 

A e ne r gia l ivre por sit i o, us ando (I -5) s erá 

22 



+ 

(111-5) 

conforme as definições de CII-2). 

Utilizaremos a seguinte distribuição de probabilidade do 

campo aleatório, com a simetria discreta do modelo: 

(111-6) 

sobre a qual promediaremos a expressão em (111-5), a fim de 

calcular a energia livre. Aqui tomamos 

(111-7) 

ou seja, a magnetização na direção do campo externo . 

A média sob re o campo aleatório se r esume numa soma sobre os 

esta dos: 
? _e 

- /-' ~ -=:: - ! 2: 1-« -+ 

f ~ -L.. I_, ~p ~ A ( 'i-1,.,-:, 1) + M<j J,..,~ ') l 
onde definimos por simplicidade 

J> ("J~+ 1-l)/ct--t ) 

(b k l( ,.--1) 

23 
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O traço dá 
A (C1 J -1)-t í3 (c,/ -'*) 1-::. e f 1'4.1 r /". "l 

- A+ ~ (c, J - 11 r _,...,"r J 

e 

e a energia livre resulta em 

-2 - f J;<. MA. + 

Então a ene rgia livre fic a 

com: 

~[ 
- (A+13)] + 

lÍ' - -t) e 

(III-10) 

(III-11) 

(III-12) 

(III-13) 

15 
Para H=O este é o resultado de Bl ankschtein, Shapir e Aharony. O 

campo uniforme aparece no nosso r esultado só adicionado a m, na 

formam + H/J, de tal modo que subst itui-se 

24 



l 

Gc~+!t,~) = Gr~. ~.h) 
~ 

(III-14) 

14 
Também coincide com o de Nishimori para H=O se reescalarmos 

crJ!t"--1> 
c;. 4 /( cy- 1 ) -'"'> (III-15) 

e multiplicarmos e dividirmos os a rgumentos dos logaritmos em 

(III-13) por exp (A+B), obtendo 

~r~ '}(4+8~ (?---i'l -r 

ü ( 4+ &) 

A equação autocons istente para a magnet ização 

obtida minimizando a energia livre de (II I- 12): 

Então vem 

e da í obtemos 

( , _ -1) 

o 

('} -1)(A+ a ) -(A-t8) 

e 
-(A ·r/3) 

-+ r1- ·d e 
-A+fí-..,)B - OH- •3) 

_L_ e_ -~e 
( 'j. - 1) ('). -1) 

- ( A+~) 

25 
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(III-16) 

pode ser 

(III-17) 

(III-18) 

(III-19) 



Se somarmos e subtrairmos a unidade ao segundo termo da 

direita, após multiplicar denominador e numerador por exp (A+B). 

vem: 

e 
---------------- + 

1 e - i (II I -20 ) 1 

<i - 2 

e subtraindo a unidade do primeiro termo à direita fica 

~ 1\A.Ã = 
'f A 

[~ 
'f (A4 8) ] [ 't(M6\ J 

- 1 - ~ + "j-1 j- e 
-r _ _L------- (III-21) 

'f (A-+8\ 
'}A ~B 

e -+ e ...... t- 2 
(__ --+ ~ - -1 

Finalmente, dividindo por q : 

MA :;: 

q.A 1 
e (III-22) 

'f A CfB 
~(A+ 13) 

Cj- - 1 
'e --+-

e + --e. + ,-2 
como encontramos no artlgo de Nishimor i, se reemplaçarmos à 

direita para cada m o termo: m+H/J e obse rvarmos (III-9) e as 

escalas de (III-15 ). 

Se em (III-19) colocarmos q=2, obte m-se, por sua vez, o 

resultado de Salinas e Wreszinski para o modelo de Ising: 

(III-23) 
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com a energia livre de ( I II-12) 

(III-24) 
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ai Remultadoa Analitiooa 

Devido a complexidade do modelo de Potts, a equação 

autoconsistente (III-22) é transcedental. Por isso, existem 

poucos casos para os quais há solução analitica. Vamos estudar 

aqui as importantes situações limites de número de estados 
1~ 15 

infinitos e de temperaturas pequenas. Ambos os casos já foram 

analisados para campo externo nulo. 

(1) Infinitos estados 

Escalando as variáveis em (111-12) e (111-16 ) na forma: 

- ~r/x 

't-~H/co.,--.f) = ~~'l/?e 
c; ~h;,'}_ -i)- ~ lv... í-1:)<. 

(111-25) 

obtemos 
- (~) ~ 2 l..,.. ~+_L J ~ [ f<-.•;.-1-> lx-r ;- 17 

'i <-~ ~1 

+(<j-•) &[·/'·''> >!'<,_ "j'flx+ 1-2]-1«<+)-''}) L 'j./;>L t (III-26) 

Estamos prontos agora para calcular o diagrama de fases no 

importante caso do limite de infinitos estados : 

(111-27) 
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Então, definindo a função 

(III-28) 

(III-29) 

A minimização em relação ao parâmetro de ordem dá 

(III-30) 

Podemos distinguir as seguintes fases poss í veis: 

(m+z)>x, 
ferromagnética' 1! 

paramagnética-1 ' { 

paramagnética-2' 1' 

então m=1, daí f =-1/2x-z/x 
(m+z)>y, 

uma 

y>x, 
então m=O , dai f= - y/x 

y>m+z, 

y<x, -
então m=O, daí f= -1 

m+z<x, 

(III-31) 

As superfícies de transição de primeira ordem (pois há 

variação brusca no parâ metro de ordem) obtém-se 

igualando as energias livres correspondente s as fases: 
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~~ - pc;v-,~ 1 
_j_ +} = d-=<. 

F o - fo..l)a .2 i_+)'=1€ 
(III-32) 

p.:vto.. 1 - pCV>c.. 2 '1-=--:1€ 

Elas estão representadas na figura 1. 

pev>o-! 

.L----------------~ 
:1 't-

/ 

( (.. J 

Figura 1: Gráficos da transição de fase, pa ra q=~; e m (a) vemos 

y por x a z=O e z=1/2; em ( b) vemos z por x para qualquer valor 

de y. 
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As fase pararoagnética-1 e paramagnética-2 tem parâmetro de 
I 'I 

ordem de spin-g l a ss e quivalente ao c a s o sem c ampo uniforme: 

~-} --= 
"""'=o 

(III - 33) 

AM=O 

cujos valores adquiridos são r espectivamente 1 e O, dai a 

transição também é de primeira ordem. 

Observa-se ainda que, tomando campo aleatório nulo, a fase 

paramagnética-1 não existe. Já entre as fases paramagnética-2 e 

ferromagnética há uma linha de coexistênc ia dada por (III-32) a 

qual termina num ponto singular, com magnetização m=1/2, onde 

temperatura e campo uniforme são inf i nitos ; podemos relacionar 

este ponto com um ponto c rítico trivial . 

(2) Baixas temperaturas 

Outro caso importante é o limite onde KT/J< <l. Neste limite 

definimos 

L--- fr (III-34) 
fb4> ~ 

e assim ( I II-12) e (III-16) produzem, observando CIII-9 ): 

(III-35) 

ou seja 
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>( 

• 

"' 2 2 

6 ~-
.2-

[ ~(, .... + ;J) e <tf<, ':,,] 
~ (0 L -.-,) + (III-36) 

- íf> e t-.OQ 

Minimizando: 

e (III-37) 
1 p(:)-.....-14)/c~-1} '1 f->Lt/l'j-1) 

e + e 

obtemos uma expressão que pode ser obtida t a mbem tomando o limite 

diretamente em (III-22); há duas fases poss i veis: 

A 

ferromagnética : Jm +H > h, então m = 1, dai f = -J/2 -H 

(III - 38) 
A 

paramagnética-1: Jm + H < h, então m = O, dai f = - h 

Isto implica na seguinte linha de trans ição de primeira 

ordem: 

d/2 + ti =: h (111-39) 

A energia livre (111-36) obte mos no caso de campo 

uniforme fort e , dai reaultando na mesma natureza da 

transição de fase. E também da mesma natureza da primeira 

transição em (III-32), fortemente deecont inua . 
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Çk Resultados numéric os 

resultados na l iteratura e de cons ide rável interesse 

experimental, como um f erromagneto cúb ico e m um campo magnético 

diagonal por e xemplo, é o modelo de Potts de três estados; 

resolvemos numericamente, com o auxilio do computador COBRA do 

IFUFRGS, obtendo as curvas de transição de fase nos planos (y-x) 

e (z-x), para distintos valo res dez e y r espectivamente, com as 

variáveis definidas em (111-25). O programa utilizado encontra os 

minimos da energia livre (III-26), ou ainda , de: 

(III-40) 

donde 

c~+t+ r- )/-x 

e c ompa ra os valores da energia livre em c ada fas e; o va lor de 

meno r energia é o mais estável, e qu ando e le se torna nenos 

estável , há uma transição; aqueles valores de (x,y , z) que 

satisfazem esta condição form a m uma superficie no diagrama de 

fas es que separa a fase de menor parâme t ro m (paramagnética) 

daquela de maior m (ferromagné t ica ) . 

O resultado f oi desenhado nas figuras 2 e 3, e o programa 
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esta no apêndice 2. 

Figu ra 2: Gráfico da 

trans ição d e fas e 

y por x a diferentes 

valores de z, obtido 

numer icamente. A varia-

ção na magnetiza-

ç ão m está in-

dicada em alguns pontos. 

"• 1 
O x most ra o ponto cri-

ti co ( ô m = O) . 

o,o3 

o,~ 
0,-51 

o,~ 
0,'5 
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o, 07 

o o '5 
J 

O, OLf 

o () 1 
' 

.1, o 

o,z 

v alores de y . Alguns 6. m estão indicad o s n as curvas . 
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Outro resultado importante foi a obtenção de urna relação 

entre o campo cr it i c o , defin ido c orno aquele campo uniforme 

necessário para que o ponto critico se enc ontre à c ampo aleatório 

nulo, com o número de e s tados . O gráfico e stá na figura 4. 

lO .. s 
·JJ~----4-------F=~r--;-------r------~~----------~_, 
O o,o4 014 012 o , 2.~ o , 'J.> 'I<:> 01'1 .,,~ 1 

R.ef' ........,._t.~ : k., <.-<>u. Li-.__,_J <S 

X A ....... ~:-b. c. ~ ( É.x r......_.,;. .. ,,L._ j... WA,J t\,.) 

A N ...... ..._·""" c_" ( ~ " l".vv> ;;,, IU - '1 1 ) 

Figura 4: Gráfico r elacionando J/Hc com 1/q ; à esquerda da linha, 

a transição é de pr imeira ordem; à d ireita é cont inua . 
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Os gráficos 2 e 3 mostram que há uma competição quanto à 

descontinuidade da transição n o s campos a l eatório e uniforme. 

Como· sê -observa, ao aumentarmos o campo un iforme, a região com 

transição de primeira ordem no d iag r ama d e fases aumenta; o campo 

aleatória necessário para o ponto critico é maior . Por sua vez, 

ao a umentarmos o campo aleatório aquela reg ião também a umenta. 

Isso concorda com a intuição, pois enq uanto um campo externo 

tende a ordenar o sistema em sua direção , tornando continua a 

transição, as impurezas produzem domínios c om ordenamento local, 

aumentando a possibilidade de uma mudança brusca na magnetização. 

A figura 4, por outro lado , nos indic a q ue ao aumentarmos o 

número de estados do modelo, a transição va i tornando-se mais 

fortemente de primeira ordem, necessitando u m c ampo uniforme cada 

vez maior para quebra-la . Esta compe tição também era espe rada. 
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l 

~ Expanalo ~ Landau 

Vamos nesta parte do trabalho proceder à expa nsão em série 

de potências do parâmetro de ordem da energia livre em (III-12). 

O obj etivo aqui será a obtenção dos crité rios necessários para a 

superf i cie de coexistência e da linha cr itica, c omo uma 

funcionalidade entre os coeficientes da expansáo. A suposição 
I~ 

básica da teoria de Landau está em que a ene rgia livre permanece 

analítica próxima a reg ião crítica, não havendo singularidades 

nesta vizinhança; além disso , a série converge , r a pidamente, 

bastando portando tomar apenas os termos de ordem mais baixa na 

expansão . 

Primeiro calcularemos os coeficientes da e xpansão e a seguir 

obteremos o s crit ério s analíticos para a superfície de 

coexistência e linha critica. 

(1) Os coeficientes 

Trataremos a qui de obter os coeficientes da expansão da 

energia livre em (I I I - 12) e (III-16 ) 

magn e t ização, até a quarta ordem. Definindo 

K -;:;: 'í f "d /( "l- -f ) 

z - r f~ /(~- -~ ) 

y == 1 f~ /C') -1 ) 
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escrevemos 

-1~--6 
(III-43) 

onde 
(J ( \1'(~ + l + y 

Gc~.-e.'"J J"E- ~ e -+ 

(III-44) 

Usaremos a expansão : 

(III-45) 

I ... 

onde 

(III-46) 

Então, para exp and ir G(m ,h,H ) , s epararemos em duas partes: 

(Ill-47) 

Definindo: .. 
V+ c Y+ c 

A "E 12. + ~- -1 0(: .e / A-t 
.. ~ -

(III-48) 

y c e. 6 

A ~ 
c< - e //-\2 

,- 2 
-- e + e +- .2 
--

• 
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obtemos a expansão de cada termo em ( III-47) na forma 

( I II-49) 

com coeficientes dados por 

G-. ==-
LA . 

I 

'-o 

G. K O<..· 
\ 

l .,f 

< 
G. - K C\',. ( 1 - 0c.,) 

(III-50) 
t.2. 

G·. 3 ( ..2_0< ,· - 1) (O(,· - -1) 
- K. ~-- I 

I~ 

c;. '1 (A:,. - 1) ( 6 «,·- 1 - 6c</) 
- \.( 0( . 

L i - I 

e a energia livre expandida até quarta ordem na magnetização serã 

-~f6=f0= 

s;o -r y -f M--\ + f2 
3 

~+ 
6 

com os c oeficientes dados em (III-50), sendo que 

(III-51) 

A dependência dos coefi cientes com os campos Y(h) e Z(H) 

pode no entanto ser separada se t oma rmos o limite de campo fraco: 

( III-53) 
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donde 

Mas 

d~/ê)H ~ l ~~ 

re-~ : í f ~':;' - f f X., 
dai, ficamos c om: 

2 
H + 

'2 

y~ ·fUl~o) + ~f--..J.I +- ((3 :X: /1 

() ( J-1 ~) 
(11 1-54) 

(III-55) 

(111-56) 

Assim, até a primeira orde m no campo uniforme, (111-52) 

fica: 

r1- 1) k lA-..2- c~'\.(.A.+ YJ +- c'}--1)~r 
.2 

( 111 -57) 

I sto confe r e com a expansão de (I I I- 43) até prime i ra ordem em Z: 

Agora 

+ cc,--1) e 
K""" y 

e.. + ~ + 1f-2 
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é idêntico à expressão (III-22) se tomarmo s lá Z=O; daí 

).(9 J == (Í -1) 1\.\.A. (t= o) 
c} 2.--- -

l=o 
(Ill-60) 

e voltamo s ao resultado (II I- 57) pois: 

G- ( M-1, ~I y ·) : 

( K1-tA.+ y ) (III-61) 

Assim as definições (III-48) se simpl if icam: 

A-oi A2 
y 

Â - e+ ;.--1 - - -

y y 

0( -1 = e /A ::: e rx-2 
(III-62) 

Se definirmos a variável 

y 
e_ - ;f (III-63) 

-

e n otarmo s que 

(III-64) 

c om a nov a variável obtemos a relação para ex e O( 
1 < 

a leatória e--

1 
i- O( .f -::: 1 -l- (;--i)Z" 

r oc~ -:::: 1 - T 
(III-65) 
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Esta função do campo aleatór io cresce monotonicamente, adquirindo 

o s valores O < ( < 1, para O < Y < oo . Pa ra invertermos ba s ta 

c a l cular : 

y 
e. -= 

A - Z' 

y 
e - 1 ) 

y == L 1 r 1 + ( ~- ..,J ?:' 7 l > t h =-
l (1 - r) ~ 

(III-66) 

As expressões para os coeficientes e m (III-51 ) saem da s 

equações (III-65) e ( III-50) . Assim obtemo s 

f" == 7 L A- y 

ç .. = 1- f> ~ + 1-( (o< f T l c, - 1 ) Oé~ 7 - K 

r~ == 
(&.-i)~K~ ( [1+<'t-1)Z'](•-r)+ (i-r)('i+Z"-1)1- (c.-1)1< 

1 ~ 1 i r (III-6 7a ) 

(,.- -1) ~ r [<.+.2.t.-,.-1)T-tt] (?:--~)[1+-l ~-1) -r-] + 
t 3 1 

[(f - 27 - 't ) ( 2 - 2. r- 1 ) ( 1 - r) ] ~ 
s-~ 

::::: 

ÇLt = r;--1) ~'f {cX1 (o<,.--t){6PC4 -1-'0C_.e)+ (1-1 )(~- 1)t)c-~(6~-1-6a-~.2.J t 
Dai obtemos explicitamente 

J o == 

y ~ = 

9 2. ~ 

c,~:= 

CIII-67b) 
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Definimos finalmente a expansão 

( III-68) 

do!fde 

- ('~lc-.- •l J [ ~~ 
{o -_L L e + ('}--1)-e' 

- f 

4~ = -~ 

rT-T l .2) - ") 
2 T-: T<o)O-l' ·I (o)=-

h == 
c_ J ) (.. ~ ) {.. I( I!> ( ~ - f) (III-69) 

T 

~ 

wlo) (4-1:') l-1+-~z-) 

ú ( T )= 
u rol c,_ r) [ u•z: )- -'c z-~ [cl,_ s~ .s ) - I "t •- 3'f .-j,-ll 

1 ~~-,~d) J 

Então temos que para c ampo aleató r io nulo vem: 

J7- (o) = 

C.V( o ) -= (III-70) 

U (o) = 

Para 
z 

(q - 6q + 6 ) > O temos U(O) < O, e de v e mos utilizar 

termos de o rdem mais elevada na e xpansão , pa r a satisfaze r a 
~-

estabilidade da energia livre . Isto implica que 
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(III-71a) 

são os valores de q que p odem s er estudados com a expansão até 

quarta ordem, ou s e ja: q - 2 , 3, ou 4. 
~ 1 5 

Além disso , temos U (""r") < O para ? > Z"' ( q ) , com : 

-c~ (2. ) ~ o1 s 7 + 
-r"*'c:, ) 0! o 1 5'fZ (III-71b) 

-z-,..(4) ~ 0 1 Jt6 5 

No modelo de Ising, os coeficientes da expansão serão 

/;o - - J L -,; ( c:..er...k fr k] 

&1 -:: - 1-1 

J ~L.-~1. 
'? (1--ç_ ) T:: -:: c. K~ (III-72) 

/1 --r 

w == 
o 

u -:::: 
f- 3 .llt C-i7V "'-- <f ~ (I - ~ t;r ~ 2 f ~) 
Ll 

que s e ob tém de (II I- 69 ) p a ra q=2. A dife rença do resul tado da 

literat u ra e stão c ome ntados no apêndice (2 ) e no capítulo (IV - B). 

Não ofere ce proble ma a lgum , contudo, po is os coeficientes 

forne cem a mesma linha de t ransição e ponto tric r itico. 
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(2) Linha de transição e ponto c r ítico 

: · Umi · transição de fase é de primeira ordem se ocorrer uma 

variação brusca na primeira derivada da e nergia livre em relação 

ao campo, isto é, havendo dois minimos, a quele com menor energia 

se torna maior e o sistema passa para uma f a se mais estável, com 

um salto na magnetização. Quando acontece de o salto tornar-se 

tão pequeno quanto se queira, ocorre um ponto critico, onde 

termina a transição. 

Precisamos aqui das primeiras quatro derivadas da 

energia livre em (III-68): 

3 <. 
-ti !r)= 1f u~ 3w~tM -I- ,., U-< 

+ 

.fr li= 
2 6 (.V '1AA 1-)1 

/2-v ~ + 
(lll-73) 

-6 ll) = Z'lu .........._ + bt.u 

{;-(it>) =- .:Z'f v 

para obter os critérios para a l i nha de transição e o ponto 

crític o . Explanaremos a s eguir as requisito s matemáticos para que 

os mínimos da função tenham mesmo v a lor e para que a sua derivada 

tenha um ponto de inflexã o, e depoi s aplicaremos estes resultados 

aos c onc ei t o s de transiçã o de fase. Da c ond ição de extremo temos 

{~F .(; c~r ) = CP ( t)> o) 
-G mínimos: 

~ (!kAJ ) = lf 
~ o 

11M f ) - • • (III-74) 

i máximo : ~ ,) 

?(14A, ) ~f,., ( ~ ''<. o) ,.., 

(~ ~) 
se f > o. Então a relaçã o: 
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, , l 

se 8 (tWt) -:::: O então mínimo (III-75) 

impli_ç:a _que quando m t = m 
"' 

então f ,.. ou seja, pela 

simetria do polinômio f, s e o mínimo da segunda derivada 

coinc id ir com o máximo de f, os valore s de f para os dois 

minimos coincidem. Is to está representado na figura 5. 

Assim, as cond i ç õ e s 

~ )))(%{+):: o 

ç ) ( ~-t ) ::: o 

dão a linha de transição 

6.w + 24 . u.m-t = O, mt- = -w/4u, 

. Assim 

~ .z 3 3 
f ' (m~) = -H -w . r/ 4u +3w.w/16u -4u.w/64u = O, donde : 

3 ~ a c. 3 
w.r/4u = 2w/16u -H, 4u.r/9w = 2/9 -16u.H/9w , 

(III-76) 

ou ainda, definindo as v a riaveis tipo temp e ratu r a e campo: 

L.fv '?. 
'3w ~ 

z -16 .2 
\) u 

.2 t w~ 
(III-77) 

segue: 

(III-78) 

para a e xpressão d a l inha de transição nas variá veis 

adimensionais R e Z. Este resultado coincide com o resultado da 

2b 
literatura . 

Pa r a encont rar o ponto c ritico basta que haja um p onto de 
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inflexão e m f ' (f igura 6): 

l )\ l 
{T (M..{G) :::: () 

-""> 

G' ) (MA , )= O 

Logo 

f''(m) =r
c.. 

~ .z ~ 3 
6w/4u + 12u . w/16u = O, 4u.r/w = 3 , dai 

R 
c 

e colocando e m ( I II-78): 

( 111-79) 

(III-80) 

( III-81a) 

(1 11-8lb) 

definindo o p onto onde t ermina a transição de p r ime ira o rdem, 

isto é, onde não há va r iaçã o brusca na prime i ra de rivada, e 
/9 

oc o r re uma divergencia na segunda derivada da e nergia livre, 

propo r c i onal ao inverso da suscept ib i l i dade , conforme a l e i de 

Cur ie-We iss : 

t 
)) 

= o 
' ) 

Usando os va l ores d e (1 11-69) para os coef i cientes da 

ene r g i a livre ( II I- 68 ), obtemos uma dependência n o campo 

aleatório para a s uperfí cie e linha de pontos c ríticos . 

Podemos const r ui r então o d i agrama de f ases e m função da s 
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tres var iáveis : que s e rão definidas logo abaixo, 

separando a dependê ncia na t emperat ura e no campo uniforme _ do 

campo aleatório. 

o 
-----+------~--------4r----~~~~~----~+--~ 

1 1\M. 

Figura 5: Definimos 

Observa-se que quando 

e há uma linha de transição. A região com f''< O é instável. 

Figura 6: Se não ocorrer extremos, mas um ponto de inflexão em 

f', então f'' e f'' ' tem a me sma rai z, então há um ponto c ritico . 
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---- - -- -- --- - - ----------

(3) Diagrama de fases. 

: ntiiizando as equações (III-78) e (III -8 1) para a construção 

analitica da superficie de coexistência e linha critica 

respectivamente, partimos das escalas em (III-77), definindo: 

(III-82) 

onde, de (III-70) vem: 

12.., ({ l)(:) ,., = - ~ (c/~- 6 j + 6J r-,- '!2 K e. (T- Te) -- ·~ a. ~ (')-.2.)~ d 
wo 

(III-83) 
~ 

~ 
-16v/ l-l -= 2 Cs-.z_ b'i + 6 2 H/J -- .2.- f "'-' !. ~ o <tt-zJ"~ o 

e de (III-67), as "funções de alea toriedade" são : 

(III - 84) 

A a p roximaçã o a té segunda o rdem (não há e feito de primeira 

ordem) n o c amp o aleatório dá: 

(III-85) 
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Podemos então reescrever ( I II-78) e (III-81) como: 

Cj R A t: b r, ( ~ ) = 2 + '2 f ~o t f ~ { ~ ) 
Q<~c ~.,.,(?:'-) = 1/3 (III-86) 

Para os casos em que esta aná l ise é válida, pelo argumento 

em (III -71), q=2,3 e 4, obtemos os seguintes valores para o campo 

uniforme critico , da última equação , observando (III-83) e na 

aproximaçã o (III-85): 

IJ I ,== o c li -= ( ,_ "z;' ~) => t.J = o 
q=2 c... 

q=3 1-! /l -::: 2 6_ ~ = ( I ~ ~ -z: z) =-:> o ) l..j 
~c.IJ -= U- 3r

2

J/5'{ (III-87) 

q=4 H/-:J = (j -l f.,..= O+ -13 z-:2) ~ w I = ( 1- f?:, -z:'J/3> 
o ) ~ J 

Pode-se notar que o campo c ritico está aumentando com o 

número de estados . Isto quer dizer que para q=2,3,4 o campo 

uniforme necessár io para se ter um ponto cr itico, ou seja, 

terminar uma transição de primeira o rdem, aumenta com q. 

Para procedermo s à passagem do sistema de variáveis usado 

aqui e o de (III-25), para q=3, devemos fazer as transformações: 

(R
0

,'l"',Z
0

) ~ (x,y,z), com (no limite ~ << 1 ): 

r= h/ 1:, T ~ fl../z = 't lv..3.h~ 

'o-::: 1-//-; ) -co= 4~? ~ -c_o =- }-/z 

51 

(III-88) 



Outro detalhe importante éque a ene rgia livre (III-68) se 
2b 

encontra na literatura sobre o modelo de Pott s com campo externo 

se tomarmos a magnetização ortogonal ao c ampo nula (s~=O) e a 

magnetização paralela s~ =m. 



~· 

(IV) SOLUÇOES FORMAL MENTe; RIGOl?OS I\S 

Al Q método ~ Yan Hemme n 

21 
Um método rigoros o f o i desenvolvido r ece ntemente p a ra tratar 

o problema d a i nteração de troc a aleató ria; neste capitulo o 

generalizamos para o modelo de Pott s com aleatoriedade ou no 

campo ou na interação de troca. O segundo caso será tratado no 

quinto capitulo, enquanto o primeiro o será aqui. 

O art i go de van Hemmen t r aba lha com o seguinte Hamiltoniano 

de Ising : 

(IV-1) 

Coloc ando o s parâ metros 

_., 
(IV-2) 

para a inte r ação ale a t ória n a forma: 

-J . :::: (} / ( !!, . 111. +- .s.IJ,f. ) 
tr , ~. /N · l J LI l • (IV-3) 

reescreve o Ham i ltonian o da manei r a s egu i n te: 

- f ){f N _ 8. c~ )= 

.z r ( ? :7.2, .... d "t .. 'l ~ + ~ ~ ) 
(IV-4) 
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A seguir, introduz as funções convexas: 

,. 
(IV-5) 

e sua transformada de Legendre: 

c ,.c~) == ~p \ "k-\-t - c (t) 1 
-t:IO<.t<<P<J 

(IV-6) 

para a variável estocástica ~ ,e obtém, a partir da lei dos 

grandes números, que para uma sequência de variáveis 

independentes <J . J 

' 
distribuidas identicamente com média zero e 

variança finita , no limite de N infinito, a probabilidade 

- N c. "I( c--\ 

? ~ ~ c:.. S <:.. AM. + c}. "kA.. l rv ~ ~-'\A-\. 
(IV-7) 

onde 

s = <J. 
l 

(IV-8) 

Agora van Hemmen retorna ao Hamiltoniano em (IV-4), e 

define: 

c ( t: ) = ~ tJ" L <~r ( N -i. ~) > 
N -'b D<:) 

de... : ofokdo 

C <.t) = {~ ~"-(-f:-~+ s. -t~ + ( +~) l 

on de o b ráke t ind ica a expectânc ia e a ú ltima expressão é válida 

para qua se qua lquer configuraç ã o aleatória dos í . e 171.·. 
I J 

As s im , generalizando o resultado de (IV - 7), finalmente obtém 
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~ <~f'){> -v 0.~ ~r N {~c~J- c~"i,c. J f 
N~C><:::> J r; (IV- 10) 

o que produz a seguinte energia livre : 

(IV-11) -
Aqui a entropia média é 

/I \Ap r c rr ) - z:._. . =t 7. - C " ( ~ ) = / ~ 1 \ -L 1 
t 

(IV-12) 

Recentemente este método fo i empregado para o problema do 
28 

campo aleatório de I sing por Salinas e Wreszinski, sendo que ao 

invéz dos parâmetros de (IV-2) temos: 

N 

-"> c """" o 
~ ~ ( "'; A)~. 

j\.1\A = MA. - J ' .. N ,·=I (IV-13) 

donde o Harniltoniano e' escrito corno 

(IV-14) 

Nesta publicação foi utilizada uma distribuição de probabilidade 

disc reta. Os a utores em primeiro lugar rea lizaram a média em (IV-

55 



9), agora na forma: 

c (-t) (IV-15) 

e depois c alcularam o ext~emo em (IV- 12), colocando o valor 

obtido e m (IV-11 ). A minimização a í indicada está na sequência do 

artigo, fo rmalmente: 

= 
(IV-16) 

Procuramos neste capítulo simplificar a tarefa deste ponto, 

a fim de e ncontrar a energia livre sem necessidade de inverter a 

equação do ext r emo : 

(IV-17) 

Além d is so vamos utilizar es t e mé todo para o modelo de Potts, com 

o Hamiltoniano dado por : 

N,AAA. 
o (IV - 18) 

onde definimos os parâmetros 

~.f'-'1- (1\.<.(0, ~) = - ;... • e 
l (IV-19) 

A energia livre será dada por 
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( I V-20) 

com as definições 

- j3 ){C 'IM.I'A )/N 
( I V-21a) 

Av? {~f1~- CCt"")1 (IV-21b) 
-tM6 fí('J 

C Wh- L ,v-' e.._ <~r CN -t~,..._,..)) 
N~oo 

(IV-21c) 

-Tomando t na direção de um vetor de Pot ts, e ntão a função C fica, 

observando (IV-19) : 

c c -t "'l= O;- N-•a.._ ~ ~ 1J ~r (t;, t;; e~+ r . e ~ l ~ = 

(IV-22) 

Os extremos de ( I V-11) e (I V- 12) podem ser esc r i tos como: 

( IV-23a) 

(IV-23b) 
= 

Agora p ode mos ca lcu l a r a e n tropia c olocando a p rime ira 

equação e m (IV - 23) n a s e gunda e observando ( IV-21): 
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(IV-24) 

Pondo e sta igualdade nas expressões (IV-21b) e ( IV - 2 0) obtemos 

(IV-25) 

onde, de (IV-18), 

(IV - 26) 

e a ene rgia livre, de (IV-22) e (IV-25), f ica, sendo o traço uma 

soma sobre os estados de spin , (o~o~ ·Hj'-' , n vb>u. r> 

(I V- 27a ) 

(IV-2 7b) 

Pa ra calcular a média configurac ional em ( IV - 27b ) 

necessitamos conhecer a d istribuição de probab i lidade do campo . 

Vamos escolher uma distribuição discreta , com igual probabil i dade 
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para qualquer dos q estados, como uma generaliza~ão daquela usada 
.2.~ 

na literatu ra para a fun~ão de (IV-1 5) : 

(IV-28) 

Com ela, (IV-27b) se torna : 

(IV-29) 

e a energ ia livre r esulta , com as escalas de (II I - 42) e 

rearranjando (IV-29), em 

(IV- 30) 

que é o mesmo de resultado de (I II - 12). 

Podemos agora obter as rela~ões a utoconsistentes para os 

parâmet ros de ordem, usando CIV-23a) , 

S C./õ t - [ < ã~t '>] 

,v.... v = 
[ <k~ . .;)-\)>l (IV-31) 

O cálculo pode ser realizado promediando primeiro termica e 

a seguir conf iguracionalmente, ou ainda de rivando a expressãao 

(IV-29). Ele e stá feit o no apêndic e (1 ) , e no s dá os segu intes 
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resultados : 
- C A +- B) 

e 
- (A+- 8) 

~ + (,- ~) € 

(j- ~) A - í3. - A + ( '}- .. f) S 
_ _ 4_ e.. _ ( 1-- z) 

e. <Pj-•) (~--1) 

+ 

- (A+ 8) 

e 

- A+C'}--•>B _ ( A+-~) 

e. -+- (,_- 2.) ~ 

- ( 4+&) 

e + 
l~-~(A•al -CA+ ~) 

e -+- cí-"') .e. 

(~-•)A-B -A-i-C~-,.)8 -( A+-B) 
I < 1- 2.~ e. 

( ) -____...,. e + e {<;,- t J ·-1 --~l~-~~'~----------------~' --------
('\-.f)A-8 -A+-I"j-"}3 -(A+~) 

·--<- + e + c cr - 21 12.. 

onde usamos as escalas de (III-9). 

A primeira equação a inda pode s er e s c r i ta como: 

~+c I e 
.M--\-

\I( 'IM+ c y K'"" -t t:+ y 

-e_ +-e -+ 1-- 2 --e + ~--~ 

(IV-32a) 

(IV-32b) 

(IV-33) 

f '"I 
coincid i ndo com o resultado de (III - 22) e o da literatura, obtida 

derivando a energia livre, a partir de: 

ou (IV-34) 

No modelo de Ising, com q=2, a e n e r gia livre (IV - 30) e a 

equação autoconsiste nte para o pa râmetro d e ordem (o segundo 

parâmet ro nã o é de ordenamento , pois s e a nula com o campo 
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aleatório) ficam como em (III-23) e (III -2 4). A diferença do 
~~ 

resultado da literatura para a e ne rg ia l iv r e está no fato que 

aqui as equações da autoc onsistência já f oram utilizadas em (IV-

23b) : ·par~ a magnetização, enquanto lá apenas foi usada a equação 

equivalente de (IV-23a). A ambiguidade, no entanto, é apenas 

aparente, pois ambos r e sultados depe ndem da minimização em 

relação ao parâmetro de ordem, e no ponto fi xo deste coincidem. 
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al Justificativa dQ Método 

.. 
Vamos tentar justificar nesta ;':>e. y ilo seguindo a 

22 litera tura, o método à van Hemmen usado no capítulo anter ior, bem 

como o empreg o do cálculo direto (III-5) ou ( I-8) p a r a a energia 

livre dos siste mas aleatórios. O modelo usado t e r á o Hamiltoniano 

colocado na forma geral, onde definimos as componentes ~~: 

~ -N (IV-35) 

Temos inicialmente 

(IV-36) 

Para calcular o traQo vamos introduzir as del t as de Di r ac na sua 

( IV-37) 

As sim, e sc r e vendo 

(IV-38) 

o traQo pode ser rep resent a do como 
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. ~ 

(IV-39) 

.. 
ou ainda : 

(IV - 40) 

Após eubet i tu ir T;. ~ ~ Tr 
1 

vem 

- j->?-f ( O(. ~} 

~ -

e f ina l men t e , r e so l ven do pelo mé todo d o p onto de se l a , obtemos 

~ci~ { 8t_(u.. -'1 j- c~(~"' ) ) 
~E lí( tt (IV-42) 

onde defin i mos: 

( IV-43) 

e 

C 7<' ( <IM. }'\ ) = ~C\ I~ [ C ( t r) - /LA.-\ f' t r 7 
(IV-44) 

-t .fi E fQ't 
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sendo a .função 

(IV-45) 

equivalente, pela hipótese ergódica par a a s v a riá veis aleatórias 

(a média configuracional para c ada sítio é i gual à mé dia sobre 

todos sítios à uma dada conf i gura ç ão do sis t ema ) à : 

(IV-46) 

2q 
A prova de (IV-24) será refinada aqu i . 

Dada a transformada de Legendre (IV -44 ), temos o mapeamento 

de fR."l em 1R 1 , na notação tensorial: 

(IV-47) 
) 

cuja aplicação inversa é 

(IV-48) 

donde: 

(IV-49) 

Mas de ( IV - 42 ) vem 
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(IV-50) 

e obt emos 

(I V-51) 

Agora, comparando com (IV-47) se chega à: 

Q.E.D . (IV -52 ) 

Finalmente, colocando em (IV-44) e (IV-42 ): 

- ~6(~)-

1 é(c ... ~ l- ~ ~~ + c[d~ &c~-~ ~ (IV-53) 

é a expres são para a energia l i vre, como em (IV-25). 

Os termos homogêne os de grau n no parâmetro m~ dão 

contribuição à pa rte a l eatória da ene rgi a l ivre do tipo : 
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Assim, por exemplo, os termos quadráticos dão contribuição 

.A =- ~ 
2 .2 (IV-55) 

os termos lineares 

etc. (IV-56) 

Dai, para o Hamiltoniano 

(IV-57) 

• com: tJ -d ~ L-t" . • -f e . 
/\AÂ. o = /'J L 

"' L IA (~~~c)) r~ 11M. = _ .... f G 
~p 

(IV-58) 
1\N\. - - e.. 

N cr= -4 , .. -I ~ ) 
f'"" -1, .• . '~ 

obtemos 

(IV-59) 

coincidindo com a expre ssão (II- 15) ou (I II-5), demons trando 

portanto que aquela é rigorosa . 

.. 
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(V) VIDRO DE SPIN DE POTTS 

Método ~ ergodicidade 

Um sistema caracterizado pela interação de troca aleatória 

pode ser descrito pelo Hamiltoniano: 

(V-1) 

onde 
rJ 

~ J_ t -p 
~ - e . 

N ~ 

• 

I 
tJ (V-2) -- [ ~ .e-r 

~ 
-- N . . 

estando a aleatoriedade nos coeficientes ~ . . • 

Se guiremos nesta parte do capitulo o método desenvolvido no 

anterior, que é geral, ou seja, serve para qualquer Hamiltoniano 

de Potts com aleatorie dade. Dessa forma, a s f ó rmulas (I V- 53) e 

(IV-54) aplicadas ao modelo acima produz a seguinte energia 

livre: ( 4......;., ele f: ..... ;M-<.O'> C..'\ ~cJL<"-/1. i ·.;; (< ef ~ : '> l e z: = [ < ê~ > 7 ) 

- ?-8- Cf->) -=-

• - ~-'- (dQ ,:::2_.. ;c;"')+ (V-3) 

( 
I • o ~c.~·M-<.0 

com 
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' 

' 

C __ ( t~) (V-4) 

onde us a mo s a definição (IV-35) e gene r ali za mos ( I V-2 ), com a 

diferença que aqui tratare mo s com apenas uma v a ri á ve l aleatória 

independente: 

(ti ~)-;r 
(V-5) 

e a derivada do Hamiltoniano dá 

__.., 

H; 
(V-6) 

De v emo s agora prome diar sobre a aleatorieda de com uma dada 

d i s t ribuição de p r obabilidade; no caso cont í nuo c omo écorreto 

imag ina r aqui, pode mo s e scolher a d i stribu i ção g a u s siana, por 

exe mplo. Da í a e xpressão forma l para a ene rgia l i vre fica 

- (b fir f> )-= -f/~ ('do,::_ <+ J c;z ) t-

) J. "" H") e,.... Tn 
(V - 7) 

Es te r e sultado é e xato n a teo r ia de campo médio como e studamos no 

segundo cap í tu l o . 
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al Método ~ Réplicas 

Devido a dificuldade de resolver-se a integral em (V-7), 

deve -se utilizar um método desenvolv ido inicialmente 
30 

por 

Sherrington e Kirkpatrick para o modelo de Ising e bastante 

estudado 
31 32 '33 

ã estabilidade de sua solu~ã~. quanto A 

.zz. 
aqui será outra mais moderna na literatura , apresentada 

versão 

também 

usada para o vidro de spin, e generalizaremos aqui para Potts. 

O Hamiltoniano é "replicado" n vezes: 

(V-8) -N 

A técnica para o cálculo da energia livre é 

(V-9) 

sendo 

(V-10) 

onde a função p a rtiçã o é 

(V -1 1) 
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-------------------------------------------------------------

Ass im 

(V-12) 

pois o traço sobr e estados é independente da réplica. Para 

linearizarmos os termos quadráticos emprega mos a relação (ll - 6): 

Observ ando (V-2), (V- 12) pode ser escrito como 

ou seja: 

(V-15) 

A média configuracional, usando a re l ação ( ll-9), e a seguinte 

propriedade da méd i a genera lizada numa d ist r ibuição s i métrica e m 
i -~ r; 

relaçã o à média (segundo a tabela Abramowitch ): 
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(V-16) 

f ioa , após passar a média para den tro da inte g r al e realizar o 

limite N>>l 

[ rl = J lJ ~ ~v~ cJ-3~ 
l~rT/N) "}- -1 

(V - 17) 

Resolvendo p e lo método d o ponto de se la n o limite 

termod inâm ico es tas integrais tomam o valor maximizado de cada 

componente e r épl ica do argumento 

(V-18) 

posto que os valores máx imos da exponenc ia l dão a s variá veis de 

in·tegração: 

-
(V- 19) 
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v 

onde a f unção 

= 

- G (do ~ex.+ 7é[ex t- TJ) .. ê: (V-20) 

e>-

é uma espécie de Hamiltoniano efetivo. 

Então a expressã o (V-9) para a energia livre se torna: 

-4\NF~ - ~ -&-xf N 1 --t ~(~o~..- d'f~'>) r 
~ ... ., 
N-?-=> 

L[-rn "' b?<_f (> C ?o;:;:~+ J~ <i- .- H) . ã_: l 1 - d 7r 
(V-21) 

o<.. 

Expandindo a exponencial no lim ite das rép licas tendendo à zero 

vem 

(V-22) 

( a troca dos limites, bem como a cont i nua ç ã o a nalítica de n para 
12 

os reais pode ser rea liza da, como demonstrado na literatura). 

Se c onsiderarmos a so lução simetrica de réplicas 

(V-23) 
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l 

chegamos a seguinte energia livre : 

(V-24) 

Aqui usamos a regra de L'Hopital para 

[L.--f 7 
(V-25) 

O resultado de (V-24) é exatamente o mesmo de (V -7 ), dai se 

conclui que este método de réplicas é corre to ainda com a solução 

simétrica (V-23). 

O método utilizado por Sherrington e Kirkpatrick difere 

deste porque, em p rimeiro lugar, há aqui apenas uma variável 

independente, _., já para eles, 
i! 

existem N : 1 .. 
J 'll 

distribuição de probabilidade na quele artig o é: 

além disso, a 

(V-26) 

então aqui deveriamos promediar (V - 22) com uma distribu ição da 

forma 

(V-27) 

a fim de obter um resultado semelhante ; es ta integral não pode, 
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.. 

contudo, se r re s olv i da e xa tamente c omo a n t es . 

Cabe ain da r es s a ltar a existência de u m método de cã lculo da 
lO 

lite~~tura, com a t é c n ica de r ép l i cas de She rrington-K i r kpatrick, 

mas com a d i s t ribu ição envo l vendo uma i nte r ação d e troca 

vetorial, c om a me s ma sime tr ia dos ve to res de Pot t s a s aber: 

{V- 28) 
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Ql Métod~ ~ ~rington-Kirkpatrick 

Para calcular (V-9), Sherrington-Kirkpatrick resolvem 

primeiro a integra l da média e depois linea r izam, isto é: 

(?..,-1= 

[ D [ pcd.~)ot ~~~l-r; ~r C-~ f ){~) 
'4 

(V-29) 

com a distribuição dada em (V-26). 

A generalização para o modelo de Potts encontra-se já na 
23 

liter atura , mas como não está realizada explicitamente, vamos 

proceder aqui a s ua e xplana ção. 

Us ando 

(V-30) 

para 
2. .2. 

- (x-r) / zcr 

com o Ha mi l toniano 

"' "' ~ 'J .. j 
-f'- -'Y ....... 

G 
-r e . . e . - H. e . 

' Oc J #C ·~ 
~ ·J (V-31) 
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(V-29) fica: 

(V-32) 

(V-33) 

onde definimos o tensor: 

-r --v 
e. -e.. 

L Cc, J j-> 
(V-34a) 

tal que vale a re lação 

(V-34b) 

(usando a definição do produto es c a l ar do modelo ). Dai , 

reordenando os termos: 

(V-35) 

ç_,GD~r~ x Dv~ = 26 (~ D/t\~+G (~D~~ t 
l 1) &J<I f:' L Glt L,.. j oc; ~~ l ()( ,. ) I O< i-' } 0(, i L"" I ~ 
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onde o parenteses embaixo do somatório indic a a soma r estrita, a 

equação (V-32) fica: 

.• 

(V-36) 

Agora usando a identidade (ll-6) para linearizar os termos 

quadráticos se chega à 

.... 

Realizando o tra ço sobre os sítios e u sando (II -9) 
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máximos 

(V-39) 

~ 

'ICXf> -
r c.' :;c 

para o Hamiltoniano e fetivo 

1-1 . ~ 

(V-40 ) 

-Aqu i definimos os p a râmetros de ordem de magnet ização M ~ e de 
~ 

spin -g l ass Q_.~· 

Então (V-9) fica, expandindo a expone ncial em (V-38) para 

n ~ 0 : 

(V-41) 

•· 
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34 
como na literatura. 

Em termos dos novos campos: 

(V-42) 
h O< 

r 

para a energia livre vem 

+ (V-43) 

Nas fases não ferromagnéticas a solução canônica é 

M o<.. -= o 
r 

(V- 44 ) 

Dai, a expans ã o de Landa u p a ra a energia livre em campo externo 

nulo dá 
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. -

L (V-45) 

A expansão do logaritmo dá: 

(V-4 6) 

Dai 

(V-47) 

' 
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.. 

' 

Assumindo simetr ia de r é plicas (Q~~= Q) 

(V-48) 

e a c ondição de min imização produzz
3 

Q- (V-49) 

o que dá uma transição continua para q<6 à temperatura critica 

~,J = 1 e de primeira ordem para q >6. 

A dependência na distribuição de p robabilidade não é 

essencial: basta reescalarmos as variávei s de modo apropriado. A 

so lução deste último método, com simetr ia de réplicas, no 

entanto , n ã o está correta, por apresentar instabilidade na fase 
32 

fer romagnética, como foi demonstrado na l i t e ratura. 
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• 

CONCLUSOES 

Neste trabalho obt i vemos algumas c on c lusõe s inte ressantes, 

que podemos agrupar nos seguintes pontos: 

(i) No segundo capitulo encontramos a generalização de um 

conhecido resultado em teoria de campo mé dio para o modelo de 

Potts com aleatoriedades. 

(ii) Encontramos a dependência da transição de f ase do modelo de 

~§tts ê§ffi im~~Fê§as ê êaffi~ê ê~têftêí ê ~êftiê ~ritisê fêi 
analisado, observando- s e qu e a trans ição se torna mais 

descontinua c om o aumento da dispersão do campo e do n~mero de 

estados, bem como com a diminuição da t e mperatura e do campo 

uniforme. Es tes resultados consta m do te rce iro capítulo. 

(ii i) Demonstramos, n o quarto capítulo , a rigorosidade dos 

métodos uti lizados normalmente para cálculo da média 

conf iguracional da energia livre dos modelos a l eatórios. Uma 

justifi cativa da t eoria do campo mé dio, baseada na hipótes e da 

ergodicidade fo i apresentada . 

(iv) A solução simé trica do método de réplicas mos trou -se correta 

para o modelo de c ampo aleató rio, e numa nova versão ainda para o 

vidro de s pin. 
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r Algumas análises a serem rea lizadas neste modelo são _ a 

depêndencia do diagrama de fase s quan t o à distribuição de 

probabil i dades; o ponto tricritico que a pa rece na fase com 

magnetização transversal ao campo não nu la ; e sua a plicação, 

relat ivamente rece nte, ao p r oblema in t e rdiscip linar de redes de 
2~ 

neurônios. 
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• 

APENDICES 

(1) Cálculo ~parâmetros ~ordem 

Vamos demonstrar aqui as equações (I V-32) . Temos 

< q Jr,; 1 ~ --
<C).- i) 

-t t- +-o ~ ( Í' J"l : .. 1 J 
-e l<=r--f)+ 

-t + -t T> L.. ( 5 J,, 1 1) 
( "ir - ~) 

+ ..e 

Ago ra: 

L 
.f!of-1 

l 
,..:t~ 

- t- + t 4 ( ,. {,,~- d 
('\-1) ( ) 

-I ... - ... 
e. 

L'j-~) 

- _t_ + t 4 ( 1- ~~~ 1) 
(,- 1) (C) - -1 ) 

c 

- (-t"+ ToL. )(l'l-1 ) 

<')- 2 ) e. 

8 4 

(2-a) 

( 2-b) 



ent~o, Feagrupando, vem: 
.. - K~+-t+Y 

e 
+ 

e - 4 + 
:t- + 2. y 

,.. - 1 -e + e + 

V< ....... + e+ 'I -::.. +Y 
~ &( .......... + [;. ] 

e - 1 - L c + < , - ,) 1 e 
------------------------------------~ 

K~+é. ..... 'l 
·._e -+ ('1f - 1 ) 

K '\N1. + 2. 

i e.-
( 2-c) 

j,("""" + t:. y 

e 4- -e + tj-2 

O s egundo parâmetro vamos obter diretamente da derivação de 

C (t"'): ++To '-'- ( -t -r-t-vk ) 

-e e <")- d 

1 "'U..-{ 0 = + 
~ ( t +r., h) - ( -t- +-lo h.) 

<c,.- -o 
..e.. + (~- 1) e. 

-t--T-0 h. - -t- + To~ - (·t+l'o~) 
- 1 e.. (.,- .. , 1<)-fl -~ (<J -1) (2-d) 

(i-- 1) -+ e e 
(j-i) (~-.f) 

t-~ --t +to I,_ - (T + iõ~) 
\ "\-1} 

("j -1) 

+ (1-2) e. ( ')--1) e + e.. 
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l 

dai ~1A-t--+ 2+Y 
- -e 1 

'}~o - + - 1,('\NC.+ :c + y 
--e -+ c;.- 1 

K~+ c y 
-e. + ('}- -1) e ('j--2.) (2-e) 

K"-V\+ c y 
ce.. -+ e -+ c cu- 2-) 

No caso q=2 segue 

(2-f) 

Expandindo em série de potências da magnetização, temos , 

para H=O 

(2-g) 

Agora , se de (2-b) e (2-d) r esolvermos t e t 0 h em função de m e 

~ , para q=2 obtemos: 

"' 
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.,. 
-t- j_L[(1+-tM+ ~) 

Lt ( 4- ~- ~~) 

(2-h) 

donde a energia livre fica: 

- rryrt) = 
r ( l_ ...... z + ).j- + r<o ) t- c .,.. ( 4 J (2-i) 

com 

C~C~ )= L-z-

f e... { [ { - r~ + '::·t 7 [ ( -(--- i_· r-l J 

~ ~~~ (1+-.)
2
-( ~JZJ - wó ev_ [( t-f- ~):- .__< ) 

4 r , --w. ) 2_ r-;: J ~ 4 ~ ( 1- ~) - ,.__ ~ 
(2-j) 

Colocando (2 - g) em (2-i) e expandindo, vem 

(2-h) 
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,. 

f 

onde os coeficientes são 

A = --J;L 2- t ~C2n>~ f"' 

o: -~ + 1-t ~"'-< 1 4 

C== 

ou, se expandirmos a primeira equação em (2-f) para m: 

(2-1) 

~ -:::: 

c.r:r.:-h.-2 /S k (f->-;,._) - (c~~ 't~.t- 3 ~~f-. tt) r ~J"' J 3 
r ~ C-t:n> L... 4 (> ~ (2-m) 

+ oC~15) 

e colocarmos em (2 - k) os novos coeficientes serão 

(2-n) 

c -

que dão as mesmas expressões que as de ( 2 -1) para: 

B = O, C = O. 

88 



A ambiguidade segue do fato que a ene rg ia livre está sujeita 

a condição de max i mização, o que imp lica em encontrarmos o ponto 

fixo em J _2-m). Podemos recorrer n-ve zes, mas a energia só terá 
-

seus coeficientes alterados por um fator; apenas no ponto fixo 

obteremos uma independencia na magnetizaçã o , desaparecendo a 

ambiguidade. 
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(2) Programa numérico ~ Q cap i tulo CI II - C) 

c.-· 
c 
c 

D~UB L E ?P~C;SI ON ~X , H ~!,H X F."Y•~f ' •HYF, HZ,t h : 
D0U8 L~ PRfCl SI ON FH:~C100l . Xn!~C1~0 ) ,M1.~F, JVH 
o;u~L ~ ?R E ~ : SiO N HH X,HHV , HH l • ~~G 

I •; T :._ ~ ~ iJ I, J , K 
:l <> : ' I ( L) ~' I T = 4 , F l L "· = " ;:. ~ 1/ T v • ) t T ~ 1 '' , F --~ " ~ = " I ' ,, = :; .> M ~ T T ~ é• ·~ l 
~~~ )( 4 l~ ~ I.~ 1f,~v:, ~ Y F , Hl o' NC . C00 

C L :; õ : ( ~'I I T -= t.. l 
CP E ~ ( LJ ·~ I T = i, F I L c = " !! ~ V I O • ·:) ~.JT o:> u T 1 " l 
n rt I T : ( : , 1 -~ J l H Y I , .-i ' · r , ~ Y I , "Y F , H 7 , I r, C , r) .) ( 

1 Q Q F :J il .'\ A T ( 1 X , '' /. I : X F : Y I : Y F : ! : I ··; ( ;; F. " :õ "I T ;) : ; '' , ~ .( , 7 ( F ~ • :. , 4 -.: ) , I , I ) 

/". I=-8 . 0 2 ~+ J 'J 

11 o 

120 

"F=1. J2DF~J 
I 'I '•' = ú . O J (J 1 ) • J ') 
.::o Sü ,.;~=H " .<. ! . L.I XF .I ' IC 

a J 40 HY=~Y!, HY F,I~C 

t-.HX~X 

HHY=MY 
HHZ=HZ 
C A L L I•' I :'J I "I J ( '1 I , ·1 F , I '/ ' \ , ~ ~ I \ , f " I r I , J , !1 H X , 'i" Y , -1 4 I , ·; ·) ·1 ) 
~~ I T E ( ~,11 J )Hi , ~Y.~ Z 

F O;; :~A T ( 1 X," X= " ,F 1 O. 5, " 
rFC J. E~. G l~J TO 4G 
.o ;< ITE (6 ,12:1 > 

. Y= ", F1'). 5," 

F O~~~ TI 1 X, ~X," "•" , Q ~, " ! " , '1 X," F" l 
O') 1 0 != 1.J 
~~1Ti( ~ ,15 J lX ~I ~(!),F•I~II) 

Z= ", F10 . 5 ,1) 

130 FO;; '<AT(1X,4 f. , F11.6, 4X ,"!",4 X,F21.1 0 l 

10 C O~ TI ~ UE 

\o."liTE0,15'Jl 
150 F0i<11HI1x,/ , 1 X,39 (" - -"),/l 
40 C O."'TINLJ~ 
~O C:l ~T l ~U E 

c 
c 
r 
c 
r 
c 
c 
r: 

·r: 
r. 
c 
c 
c 
c 
c 
r 
r 
c 
c 
c 
c 
r. 

ST OP 
f:~D 
SU 9R J UT IN~ M l ~l~J (! ~ l C I A L,FI NA L,I ~ C1,X ~I ~~ c M IN, J,HX , H Y,H !,)Q~ ) 

SU 3~GTINA ~~~ ~ ~ 0. 

O .~ J ETIVO : 
D E T E i<" 1 to; A ~ 0 S ? 0 'l T ·J S ' E ~ ~I r-. I "1 J D E 1J" A . F U ' I C ~O 

D~OA ~O INT E~VA L 0 ES 0 ECIFI CA DC. 

PAR-METROS ~~ E NT~A O A: 
INICIA L - ? O~TJ I~ I Clll 00 I~T~;<VAL ~ [ DOUlLf P. J . 
FINAL - ? O'l TO FI~AL DO I N TEO V~ LO [ OC ~ ~ L~ 0 • ). 

IN Cl - TA~AN40 00 P•S S:l ( DO~ ; L~ ~. ). 

PAR A~ETRO S JE S A:~A: 
X~!'l- VETJc -D~ 1 UJ ? JS lC O ~S C J~! ~~ ~ 0 ~s A ? S CiiS~ S 

DOS PO ~ T :JS )i ~! N l ~O [ DO C~l ~ ~. ). 
F~ IN - VETO~ DE 1 00 PJ S I CO~S CO~ T ~~)C JS VALOP~5 ~~ 

lt[ :-1 OS D .C F U •< CA O ( Ll O 'J i L E P . · ::; • . 

J - NU~~~O D~ 0 0 ~ T JS nE MI ~t MO DA Fu~C~O ( I ~ T~ ~~? ) . 

~ ;:: T JOO JS .A ::>~ : 

L:.J:)J. 

D O U~LE P~~ CI S I J ~ I \ IC I~L,FIN ~L. I \C 1,I 'lC 2 • 1 v !N ,F ''I~ , HX, u y , H z 
DJ U4L E ?~i CiS IO~ ~ 1.~2 . ~ 1, V~, FL ~ G 1, F L~ ~~,I ~ T1 , i'lT2 ,VlL, X o 0Y C 

r 

I •; T ~ G é ~ I , J , r( 
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, 

Tt 

::> I :- S N S I O"- F '1 1 \1 ( 1 :.) iJ ) , l( '• 1 ~: ( 1 :} j ) , '' ~ L ( ;? 2 ) , <. ( 2 ~ ) 
J= u 
:·~ 1 = I I< I C L A L 
:•; 2 = ! 'I I C I :.. L + I :.1 C 1 
P< C 2 =:;: N C ·1 11 l , 
V1"'r ·.;I\ CA8 ( ' 1 , H X ,HY,H:':, ·~ :; <'J ) 

V2=F~~CA J ( ~ > , rlX, rlY , HZ , Q)J) 

FL A ~ 2 = ( V ~ -V 1)1 J AJS ( V2 -V1) 

10 F L AG 1=FL A~2 

'i 1 = ·~ ê 
··12.= ···· <: +r ~,c1 

1 F ( ·\ 1 , 0 E • F I ~J A. L ) ::; O T J 4 .J 
V1 = F ~~ :AQ( M 1 , H~ , hY , 4Z , J~~~ 
V 2=F~~:~ : C\ 2 , HX , H Y, rlZ , 1~ ~ ) 
fl AS ::o C V 2 -V1) 1 D A ~ S (V ~ - V 1) 
1 F ( < F L. ~ i 1 • F L .; ~ 2 > • ~ 'J • ( 1 • ) > •.i O T •) 1 ') 

C - ---> A Ll~ H ' ~l;IXJ S~ L 5CIJ~ A S J~~~ T ~ ~ J~I~ 0S . 
C J F (( F L :G l. EC .1, ), Q~~ .(FL AG2 . EQ .-1.lJ GJ T0 10 

F;T1= ·•1- I'<C1 
I ' r T ? = '·12 
V A L ( 1 ) = F L: U C A O ( 1 N T 1 , H X , 1 Y , '~ Z , Q Ç; ·~ l 
,((1)=:\T1 
D j ~ ú 1= 2 , 2 1 
X(IJ=I ~ T1 + (I-1)*I NC2 
V~L ( l)=F0~CAO ( ~ (l), HX ,HY, ~Z « ~~ ) ) 
IF (~ ~ L< : >. LE . VAL (J-1)) ~0 T0 ? 0 
<= I -1 
~ S T 'J \ ,J 

2 O C •J •·. T I r, 1J ':: 
30 J=J+1 

X '1 I 'I ( J ) = X ( '< ) 
f , , r :< < J > = v .~ L c , J 
G ~ T (~ 1 j 

~ ~~ r- ::T:J~r~ 

c 
c 
c 

é., J 

F JN ~~a -- - - -- -L ---- - - -------- --- - - --- - --- -- ----------------
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I" ABSTR AC T 

In th is wo r k we s t udy the the :nn od inami c prope rtie s of 

magnetic syste ms wi t h i mpurit i e s, wich are r e prese ntable as a 

r andom fi e ld o r a sp i n gl a s s in the Pott s mode l. We obtain 

aeveral new r esu lts , both f ormals and e xp lic its . 

We f i nd t he ne c essary r eque r j.men t s fo r the existence o f a 

c ri t i cal po in t i n t he phase diagram f o r t he r andom fi e ld s 

prob l e m, i nvolvi ng t e mperattn·e, ext.ern .:,] fielcl an el impt.Jr i tier:.:. We 

also f ind parti cu l ar nume r ical anrt anali1 .ica l so l uct i ons, wi th 

s pec ia l inte r e s t on t he q= 3 states. 

Pa r a l le l y we est.SJ.bl i sh ,_orr•::latioll r:. bet ween t he va riou s 

r i go rous me thods of ca l c ulat ion for th~ Pot t s model wi t h 

r a ndomness. We s t udy th e mean fi ~ l d ~h cor y, gene r al izing s ome 

well - kn own r esu lts . We ju s~ify t h is th eu r y hy app ly ing t he van 

Hemmen- s rnethod on t he r andom fir::.lds ::tt tc ::3pin glass p r oblems. 

Fi na l ly we et.:t.: blish the co r:r ·c ti on i' c 1· 111• · t·r::~plic .SJ.t:: t. r i c l~ in the 

Pot ts !Tl <)de J . 
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