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Sinopse. 

NestQ trabalho procura~se desenvolver dois elementos re 

tangulares com o oójeti~o de se Qstudar as tensÕes e deformaçÕes que ocor -

rem em folhas poliédricas, e em estruturas que podem ser aproximadas por me 

io de uma folha poliédrica. 

são desenvolvidos dois elementos. Um, segundo a formul~ 

ção do método dos deslocamentos (modelo compatível) e outro, segundo afcr 

mulação hÍbrida com campo de tensÕes assumidas . 

Foram realizados diversos testes, utilizando ambos ele 

mentos, e comparando-se os resultados obtidos com resultados experimentais 

obtidos por diversos experimentadores. A maioria dos testes foi feita com 

dois tipos de malha para que se tivesse uma idêia da rapidez da convergên -

cia dos elementos. São apresentadas numerosas tabelas e gráficos com os re

sultados . 

IV 



Synopsis~ · 

This work is concerned with the development of general 

space rectangular elements for the study of the stress and deformation be

haviour of folded plate-type structures, and also shell structures which 

can be approximated by an assemblage of plane eleme~ts . 

Two elements are developed. One , following the formu

lation of the displacement method ( compatible model ) and the other, fol

lowing the formula.tion of the hybrid model 'áth assumed stress fields. 

Severa! tests were carried out, using both elements , 

and comparing the numerical results with experimental results obtained by 

severa! other researchers. Most of the tests were done using t\170 types o f 

meshes. The obj ective '"as to have an idea o f the convergence rate of the 

elements. Severa! tables and graphics are pres~mte~ with the results . 
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N O T A Ç Õ E S 

{} 

X 

~T 

m 

l. -
j 'j j 

b 

vetor 

o sinal - indica que X ê um vetor ou matriz. 

indica .. 
numero 

vetor ou matriz transposta do vetor ou matriz Xo 

de elementos de um corpo . .. 
numero de um elemento ge nérico . .. 
numero genêrico dos nôs, inicial e final, de um elemen-

to no sentido a~ti-horirio. 

função interpo ladora ou aproximativa. 

representa o vetor de tensÕes que ocorrem em u m ponto . - . ~ . representa o vetor das deformaçoes espec1f1.cas que ocor-

rem em u m ponto. 

representa o vetor das forças de volume por unidade 

volume. 

representa o vetor de forças prescritas em S 
(] 

de 

S região do contoTno onde atua P 0
• 

(] 

U repres e nta o vetor de deslocamentos que ocorrem em umpo~ 

to . 

V volume do corpo. 

X,Y,Z- representam as direçÕes dos eixos coordenados locais. Se 

estiverem afetadas de Índice linha r cpre s entarao coorde··· 

nadas globai s. 

U
0 

represen ta o vetor dos deslocamentos prescrito no contor 

no Su . 

Su ··região dv con t or·uo onc~e e.stão prescrii:o:> os deslocamcll
o 

tos U • 

p 

n 

indica tensÕes de corte. 

representa o vetor de forças de superfÍcie por unidadede 

f 
.... 

super 1.c1e. 

número de n ôs que tem o elemento. 
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Ue - represen t a o ve t o r que cont;m todos os deslocamentos no-

dais l ocais do e l ementoo 

~ ' ~ matrizes de constantes e l ãstic~s . 

e representa o vetor de deslocamentos especÍficos impostos. -o 
ke matriz de rigidez local do elemento. 

Pe vetor de cargas nodais locais equivalentes do elemento . 

Ü' vetor qualquer de deslocamentos , e m coord e nadas globaiso 

u vetor qualquer de deslocamentos, em coordenad as loca i s. 

P' vetor qualquer de forças, em coordenadas globais . 

vetor qualquer de forças , em coordenadas locais . 

P~ vetor de cargas equivalentes do elemento , em coordenadas 

globais . 

U~ representa o vetor que contêm todos os deslocamentos no

dais do elemento, em coordenadas globais • 

K matriz de rigidez global(do corpo). 

p vetor de cargas nodais equivalentes 'global(do corpo). 

u - vetor que contem todos os deslocame ntos nodais do 

em coord enadas globais. 

corpo 

a comprimento do lado do elemento segundo o eixo local X. 

b comprimento d o lado do elemento segundo o eixo local Y. 

v coef iciente de Poisson do material. 

E - ·mÕdulo de Young do material. 

~'~ matriz que relaciona os desloc ame ntos em um ponto qual -

quer do elemento com os deslocnme ntos nodais do 

e lemento. 

mesmo 

B Matriz que relaciona os desloc ament os nodais do elemento 

com as deformaç~es espec Íficas em um ponto do e l em entoo 

KK constante. 

u* deslocamento de um ponto nao situado na s uperfÍcie m~dia 

d q 1 â m :i. n .?. s e ~ 11 n d (I o e .i. x o 1 o c a 1 X o 

v* Ídem se g undo e1xo local Y. 

w* Idem segundo eixo local z. 
Db matriz de constantes elisticas das placaso 

n - · ·densid ade de energia complementaro 
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parâmetros de tensao generalizados . 

ângulo formado entre o eixo dos X do sistema de referên

~ia e a normal ã superfÍcie considerada . 

R. M. n- elemento r eta n gu lar do método dos deslocamentos utiliza-

do no estudo de folhas poliédricas. Neste trabalho e tam 

bem simbolizado por RMD . 

HIBRIDO- elemento retangular , modelo hÍbrido I, utilizado no es-

tudo d e folhas poliédricas. 



CAPITULO I 

1. Introdução 

1 . 1 Conside r açÕes gerais 

Neste estudo queremos fazer uma ana lise de 

e s t r u t u r as q u e a 1 i te r a tu r a in g 1 e s a à e no m in a d e " F o 1 d e d P 1 a te s '.' 
. * Pesqu1sand o um termo a ser empregado em portugues, encontramos 

"f lh .- . .,(l) - f . . d " f o termo o a pol1edr1ca , que e de 1n1da como sen o o-

lha constituída de lâminas planas '.'(l) O t e rmo "lâmina" ê de

finido como sendo " corpo em que uma das dimensões é muito menor 

do que as outras duas~(l) 

Poderão ex i stir , fundamentalmente, dois t i

pos de folhas poliédricas : 

1) Folha poliédrica prismâtica ou ma1s simplesment e folha 
. - . (1) 

p r J. s ma t 1. c a. 

2) Fo lh a poli idri ca nao prismâ tica. 

Pod emos ver na figura la uma folha poli~dr! 

cü prísmát i ca. Ela ê 

arestas paralelas ~( l ) 
detinida co mo sendo "folha poliédrica de 

Alem disto , .usualmente , as duas extre-

midades são fechadas por meio de outras du2s 

recebem o nome de diafragmas. 

p l a ca s finas que 

ca não prismitica. 

Na figura lb podemos v er uma folha poliédr~ 

Podemos defini-la cume sendo uma folha pol! 

* TAMB~M CASCA POLI~DRICA 
4 
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edrica de arestas não paralelas. 

não diafragmas . 

Aqui também poderemos ter ou 

Ambos os tipos podem ainda ter diafragmas 

paralelos ou nao paralelos. Poderão existir , também, diafrag

mas intermediários, além dos existentes nos extremos da estru

tura. 

1.2 AplicaçÕes e Importância(2) 

A partir de 1953 houve uma rápida expansão 

da literatura sobre folhas poliédricas. Isto indica, por si -so , um aumento do interesse prof i ssional neste tipo de estrutu 

ra. 

Em e ngenharia civil o material mais empre

gad o neste tipo de estrutur a ê o concreto a rmado . Ent r etanto , 

poder - se-á emprega r a madeira, se es tiver disponível na região, 

e , já se realizar am construçÕes deste tipo empregando meta l. 

Neste ~ltimo caso as vantagens econ;micas até agora não 

claramen t e definidas . 

estao 

Este tipo de estrutura encontra também a-

plicaçÕes na engenharia mecânica . AÍ ela aparece sob as mais 

diversas formas como estruturas de máquinas , ferramentas, chas 

sis de caminhÕes, ;nibus, etc . .. Neste caso o material empre-

gad o será , normalmente , o aço ou ferro fund ido. 

Vemos nas f i gu ras 2 e 3 algumas aplicaçõe~ 

em engenharia civil, das folhas poliédricas. Embora a aplica

ção principal seja na construção de telhados, a folha poliédri 

ca foi adaptada para ser utilizada como reservatório, n a cons

truçao de assoa lho s, e mesmo , na realização de fundaçÕes. Em 

b tsun s casos tr~liças constituidas J~ folhas puli~dricas, po 

dem ser usadas com vantagem para se conseguir um bom efeito ar 

qui t et;nico , oem perda econ;mica . 

Quando se usa uma folha poliédrica o inv6-

lucro é a prÓpria estrutura pLincipal. Isto contrasta com as 

estru turas convencionais onde se tem placas c vigas, treliças 
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a) folha poliédrica prismá ti c a 

b)folha poliédrica nao prismática 

Fig. NQ 1 



telhado "tipo ''shed'' 

F1g. NQ 2 

7 

F1g. NQ 3 -telhado do tipo "guarda- chuvah 
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e cobertura , etc ••• Nestas estruturas, o inv6lucro ~ um sistema 

estrutura l secundaria, que não contribue para aumentar a capaci 

dade de resistência da estrutura principal . O resultado · disto é 
uma maior economia quando se usa uma folha poli~drica. 

1.3 Objetivo deste Trabalho 

o presente trabalho tem como objetivo a ana

lise de te nsoes e deformaçÕes em folhas poliédricas , a tr av~s da 

utilização do método dos e lementos finitos . Mais precisamente 

propÕe a utilização de um elemento retangular do método dos des 

locamentos (simbolizado neste trabalho simplesmente como R. M. D. 

ou ainda como RMD), e de um elemento de formulação h!brida çom 

campo de tens;es · assumidas (simbolizado neste trabalho simples

mente como HIBRIDO) , para a rea li zação da analise acima prescri 

ta. 

Como sera mostrado mais · adiante , foi realiza 

da uma série bastante grande de verific açÕes , comparando- se os 

resultado s obtidos utilizando se o método dos elementos finitos 

e os resultados experimentais obtidos em modelos por 

exp e rimentador e s . De uma maneira ge ral os result a dos 

diversos 

obtidos 

confirmaram com boa aproximação os resultados experimentai s . 

Note-se que, como ambos os elementos aqu1 a

presentados sao elementos retangulares , eles se prestam para a 

análise de folhas poliédricas constituidas de lâminas placas re 

t a n g ulares. S e rvem ainda , para estruturas que possam ser repre

s e ntadas aproximadamente por fo l has poliédricas prismaticas , 

como e o caso de reservat~rios e cascas cil indricas etc ••• 

Foi feito ainda em um dos modelos apresent~~ 

dos uma tentativa para se levar em consideração o diafragma. 



CAPÍTULO II 

2 . Fo l has Poliéd ricas e o métod o dos elementos finitos 

2.1 Generali dades 

O estudo das folhas poliédricas foi fei to i 

nic i almente na Europa , na década dos 30. (J) Ent re es t a data e 

o p r esen te u m l ongo caminho fo i percorrido , tendo sido feitas 

numerosas inves t igaçõe s 

ta l. Numero sos mét odos 

tanto de ordem anal fti ca como exper ime~ 

analÍt ico s fo ram desenvolvidos para a 

resoluçio deste tipo d e estrutura . Estes métodos apresen tam en 

tretanto , u ma série de problemas q ue tornam a sua aplicaçio rnu! 

t as vezes restrita a certos probl emas particulares. Isto con

duz a uma perda de generalidade , que nem sempre é interessante . 

Um outro problema que pode ser citado , e que a estrutura nao é 

considerada como um todo. 

Com o método dos elementos finitos , torna

se possÍvel analisa r uma folha poliédrica como um todo , e para 

qualque r condição de apo~o e carregamento . 

Isto nos da uma grande gene ralidade, e tor

na o mé todo dos elementos finitos particularmente interessant e 

para a a nal ise d es te tipo d e es trutur as. A princ ipa l limita-

çao , na aplicaçio do método , reside no fato d e q ue , a pessoa 

que o quiser utilizar, deve ter acesso a um computador de bom 
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tamanho. Com o progresso atua l da tecnologia, e com a existên-

cia, cada vez ma~s numerosa, de computadores grandes , este pro -

b l ema t ende a desaparecer ou a ser minimizado . Portan to o -me-

todo dos e leme n tos finitos, dev ido a s u a generalidade de a plic~ 
-çao, tende a se tornar cada vez mais empregado. Isto não ape-

nas no problema particular de fo lhas poliidricas , mas em es tu

dos que vão desde a anâl i se de uma simp l es viga até os mais com 

plexos problemas de poluição amb ient al. Daí a sua importânci a 

e atua lidad e . 

2 . 2 Râpido Histórico do Método dos Elementos Fini t os-( J) 

Da necessidade de se resolver prob l emas , ' de 

estado plano de tensÕes e de estado plano de deformações, para 

a indÚst ri a aeronáutica, nasceu o mitodo dos elementos finitos. 

Ele foi public ado inici almente em 1956 po r Turner e outros. Em 

1960 surgi u uma pub li cação similar, devida · a Clough , orientada 

para aplicaçÕes na engenharia civil. Nes tes pri mei ros traba-

lhos, foram des envo lvidos tanto e l ementos tri angulares como re-

tangulares para problemas b idimension ais. Os resultados obt i-

dos nas aplicaçÕes foram bastante precisos . 

A aplicação do mitodo n a r esol ução de pro

blemas de flexão de p l acas encontrou dificul dades, devido a fa l 

ta de precisão dos elementos 

este fim . 

triangulares desenvolvidos para 

Contr ibuiçÕes d e impor t ância no desenvolvi 

mento de elementos retan g ul a res foram fe it as por Melosh (1961 ~ 

1963) e por Zienkiewicz e Cheung (1964). Um trabalho mais anti 

go de Tocher (1962) incluía virias tipos de elementos triangu

lares. Clo u gh e Tocher (1 965 ) realiz aram um trabalho de compa

raçio, entre a re lativa p recisão dos elementos triangulares de 

Tocher , jâ apresentados, e a de ·um novo e mais refinado elemen

to triangu l ar , suge rido por Baze l e y (1 965) . Atualmente existem 

elemen tos triangulares e retangulares que fornecem razoavel pr~ 

cisão na sua re so lução de prob l emas de engenharia. os eleme n-
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tos triangulares, entretanto, de uma mane1ra geral necessitam de 

malhas muito mais refinadas do que o s retangulares, para forne -

cer resultados com a mesma precisao . Por isso sempre que as con 

diçÕes geométricas o permitam, deve se dar preferência aos e l e 

mentos retan gu lares. Além destes aparecem hoje , cada vez mais , 

quadri láte ros que reunem, a versatilid ad e geomé tri ca dos trian

gulares , e a maior precisao dos retan gu l ares. 

As estru turas do tipo c ascas foram resolvi-

das comb inando - se os elementos do tipo membrana com os de placa . 

PublicaçÕes de valor nest e sentido foram feitas por Johnson(l96n 

e por Clough e Johnson(l968). No trab alho de John son(l 9 67) uma 

estrutura de placa dobrada foi r esolvida como um caso especial 

de estrutura do tipo casc a . Connor e Brebbia(l967) apresentaram 

um element o retangu l a r curvo. Todos os elementos ac1ma foram de 

senvolvidos com base no método dos deslocamentos. 

O método dos elementos finitos progrediu de 

tal forma nos ~ltimos dez anos, que surgiram numerosos livros no 

setor. Surgiram elementos d e formulação hÍbrida e de formulação 

mista. Em particular Pian( l 4 ) desenvolveu vários elementos re

tangulares de formulação hÍbrida, com campo de tensÕes assumidas. 

Um destes elementos foi implantado por Edison C.P .de Lima( 4 ) pa

ra resolução de placas delgadas em flexão, e um outro por Odilon 

P.Cavalheiro( S) para resolução de problemas de estado plano de 

tenso e s. 



CAPITULO III 

3 Formulação do metodo dos elementos finitos 

3.1 Procedimento Gera1( 6) 

o metodo dos elementos finitos basicamente 

consiste em se considerar o sÓlido (corpo, placa, barra etc •• ) 

dividido em uma certa quantidade de elementos de forma 
~ 

geome-

trica definida. Estes elementos se li gam entre si por meio de 
~ 

seus nos. Poderemos ter elementos retangulares, triangulares, 

cÚbicos, de forma tetraedrica etc ••• Desta forma aproximamos 

uma estrutura contrnua por outra constituída por uma serie de 

elementos de dimens~es finitas e de forma geométrica determina 

da. 

Como se pode assegurar que uma tal aproxi -

mação seja compativel, 
~ 

isto e, que os deslocamentos e tensoes 

da estrutura formada por elementos seJam, com boa aproximação , 

os da estrutura real continua? Em muitos problemas de engenh~ 

ria existe um funciona l ~, tal que, a solução do problema e de 

finida pela expressão: 

ô~ = o (3-1) 

Esta expressao representa a solução exata 
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de um problema cont!nuo que consiste em se encontrar a funçio 

ou funç;es, anal!tica que definem o comportamento da vari5vel 

ou variãveis desconhecidas, nas quais o problema é formulado 

de modo que se cumpra a (3-1) . 

No método dos elementos finitos o funcional e 

xato ~ e substituído por um funcional aproximado ~a. 

O método requer que o cont!nuo seja dividido 

em regi;es ou elementos finitos. Para cada região, as variãveis 

do problema são expressas em termos de combinaç;es lineares de 

polinômios interpoladores, conhecidas as funç;es de forma 

("shape functions 11
), multiplicadas por parâme tros desconhecidos o 

Estas express;es definem o comportamento loc a lizado das variá

veis do problema sobre o elemento, e a sua seleção representa 

o ponto cr!tico do método. 

Sobre as bordas do elemento, eventualmente 

dentro do prÓprio elemento, um certo numero de pontos nodais 

(nÕs) sao identificados, de tal forma que os valores das vari5 

veis do problema nestes pontos serão expressos pelas funç;es 

interpoladoras , ou ainda mesmo , pode se fazer com que nestes 

pontos os parâmetros desconhecidos sejam as prÓprias variãveis 

do problern~ nestes pontos. 

Entio o valor do f~ncional aproximado Ua 

sobre o dom!nio de inte graç~o , pode ser tomado como a soma dos 

valores obtidos para o funcional de cada elemento . finito, ou 

seja : 

m 
E 

i=l 
1Tai 

onde Vai é o funcional aproximado calcu1ado s nhre o 

"i" . O corpo ê supos to dividido em " rn" elementos. 

( 3-2) 

elemE>nto 

Sendo aj* um par~metro desconhecido generi

co, com j*=l,2 •••• ki (ki= n~mero de parâmetros desconhecidos 

do elemento i), pode se escrever : 



por 

ou 

ou 

m 
1la (aj*) = E 

i=l 
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11ai (aj*) ( 3- 3) 

Neste ponto a expressão (3-1) ê substituÍda 

ô 11a = o (3 - 4) 

m 
E ô 11ai(aj*) :: o (3-5) 

i=l 

m ki a 11 ai (aj *) 
E E = o ( 3- 6) 

i=l j = 1 aaj* 

Esta Última expressão ê ' um conjunto de equa

çoes, cuja solução nos dã os valores de aj* . Com eles e com as 

funç;es interpoladoras , o valor de qualquer variável do probl~ 

ma , em qualquer ponto do domÍnio de inte g ração, pode ser detér

minado . Note - se que enquanto a (3-1 ) representa a solução exata 

do problema continuo , a expressão (3- 6) representa uma aproxim~ 

ção que corresponde i discretização do prob l ema . 

Se a solução aproximada for convenientemente 

formulada , a medida que se aumen t ar o n9 de nõs, e por t anto on9 

de parimetros desconhecidos , a solução aproximada deverã conver 

gir para a solução exa ta. 

Ate aqui o mêtodo dos elementos f inito s fo i 

apresentado como um mêtodo variacional. Com esta apresenta~ão o 

m~todo se torna uma ferramenta muito versátil e que pode ser a 

plicado a inúmeros problemas de engenharia . Podemos, .entretanto 

dnr um enfoqui f!sico ao m~todoo Basta para tal supor os elcmen 
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tos , em q u e foi dividido o contÍnuo , unidos por meio d e um cer 

to n9 de pontos nodais. Considerando-se um elemento genérico 

indiv i dua l mente, procura- se determinar uma re l ação causa-efeito 

entre os deslocamentos n o dais e as forças ou tensÕes . 

Esta relação ê expressa em forma matr i cial 

em termos de coeficientes de rig i dez ou flexibilidade , Estabe

lecida desta forma uma matriz de rigidez ou flexibilidade indi 

vidua l, carac t erística de um elemento genérico , procura- se mon

tar uma matriz de rigidez ou flexib il idade global que serâ ca

racterÍstica de todo o sistema estrutural estudado . 

No estudo de mecânica dos solidos utiliz~-

mos os dois enfoqu e s. Inicialmente procuramos através de algum 

princÍpio variacional determinar uma expressão do tipo (3-1) . A 

seguir se l eci o namos as f u nçÕes interpoladoras e procuramos sub~ 

tituir os parâmetros desconhecidos por cer~as variâveis incóg

nitas do problema. Determina- se em seguida uma ex pressão do ti 

po (3 - 4) para um elemento . Esta expressão no s condu z a um sis

tema de equaçÕes , ao nÍvel do elemento, que chamaremos de siste 

ma local . Um sistema de equaçÕes loc a l , seme lhant~, e montado 

para cada um dos demais elementos. • 11 " • F1nalment e usando os m s1s 

ternas de equaçÕes locais podemos montar um sistema de equaçÕes 

globa l c uja solução nos fornecerâ uma s érie de v ar iâv e is incÓg

nitas do prob l ema. Atravé s d es tas incÓ g nitas assim determina

das pode-se det ermina r as demais incÓ gnitas desejadas , p a ra ca 

da ponto do doml.nio de integ raçao . 

Deste procedimento surge , ao n í vel do e le 

mento , uma matriz que pode ser interpretada como se ndo uma ma

triz de rieidez ou flexibilidade do elemento e, ao nível glo

bal, uma matriz que pode ser in terpretada como sendo uma mat riz 

ae rigid e z ou flexibilidade global. Teremos ai nd a ao nÍvel g l~ 

ba l, um vetor de cargas , cujos valore s de penderão das 

que atuam sobre o sistema estrutural. A resolução do 

cargas 

sistema 

de equaçÕes global nos fornecerâ um vetor de deslocamentos no 

dais que são as incÓgnitas do problema . 
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Conforme o princÍpio variacional utilizado 

e dependendo do comportamento assumido sobre cada elemento po

de- se ter quatro diferentes tipos de formulação ou seja qua

tro tipos básicos de elementos ou modelos . 

Modelo compatível ; derivado do princ!pio da mínima energia 

potencial. Um campo cont!nuo de desloca -

mentos e assumido sobre cada elemento o 

q ual , aiem disso, deve preservar a compa t! 

bilidade de deslocamentos entre os elemen-

tos. 

As incÓgnitas do problema discreto sao os 

deslocamentos nodais . Esta alternativa 
~ 

e 

conhecida como m~todo dos deslocamentos o u 

método de rigidez . 

Mod~ lo de Eq uilÍbrio - e derivado do ' principio da energia com

plem e ntar m!n i ma , e i baseado em campos de 

ten sao em equilÍbrio assumidos. As incóg 

nitas básicas do prob l ema discretizado são 

as tensÕes nos pontos no da is, embora, eve~ 

tualmente, as tensoes possam ser subs tituí 

das pelos deslocamento~ nodais. Este mod e 

lo e conhecido , normalmente , por método d~ 

forças ou flexibilidade. 

Modelo hÍbrido 

' 

podemos ter aqui dois tipos de modelos hÍ

bridos. O primeiro deles, chamado de tipo 

I, bas eado no princÍpio da mÍni ma en e rgia 

complementar modificado ou do princ!pio v~ 

ri acional gene raliz a do de Rc i ssner. Campos 

de tensão em cquil!brio são assumidos so

bre cada e l emento e campos de deslocament o 

compat!ve is somente nas bordas do ele~en to. 

As incógnit as fin a is d o problema são os 

deslocamentos nodais. 



Mode l o misto 

17 

Para o modelo hÍbrido de tipo II , usa-se o 

princÍpio da mÍnima energia potencial mod i

ficado . Campos de deslocamento contÍnuos são 

assumidos sÔbre o e l emento , enquanto que 

forças em equi lÍbrio são consideradas nas 

bordas do elementoo 

os modelos mistos sao derivados de algum 

princÍpio variacional generalizado , como po r 

exemplo o de R.eissner . Campos contÍnuos de 

deslocamentos, independentemente escolhido~ 

e campos de tensao em equilÍbrio sao assu~1 

dos sobre o elemento. As inc~gnitas seria os 

deslocamentos nodais ou tensÕes e forças . 

Neste trabalho seria utili~ados dois mode -

los : o modelo compatível e o modelo hÍbrido. do tipo I. A se -

g uir damos um resumo da formulação de cada modelo. Para cada 

mode l o devemos utilizar um elemento para estado plano de tenso~ 

e um elemento para o estudá de placas delgadas . Em seguida, 

devemos realizar o ac oplamento destes dois elementos, para ob

termos um elemento que possa ser - utilizado na analise de uma 

folha poliedrica. 

Os quatro elementos bâsicos jâ tinham sido 

desenvolvidos anteriormente,de modo que, aqui nos limitaremos a 

apresentar um resumo de seu desenvolvimento e citar as referen

cias onde se poderâ encontrar um desenvolvimento mais completo . 

3.2 Modelo Compatível 

3.2.1 Generalidades( 7 ) 

O funcional deste mod e lo ê baseado no prin

cípio da energ1a potencial minima.Podemos es cr eve r : 

( 3-7) 
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T { } o = o (J o T T T 
X y z xy yz xz 

T { } € = e: € € yxy yyz yxz X y z 

bT = { b b b } 
X y z j 

po,T = { po po Po } 
X y z 

UT = { u v w } 

o - representa o v etor de -tensoes que ocorrem em um po~ 

to. 

~ - representa o vetor de deformaçÕes especÍf icas que 

ocorrem em um ponto. 

b - representa o vetor das forças de volume por unidade 

de volume . 

representa o vetor de forças prescritas 

S
0 

- região do contorno onde atua P 0 
• 

em S • o 

U rep res enta o vetor de deslocamentos que ocorrem em 

um pon to. 

V - volume do corpoo 

X,Y,Z - representam as direçÕes dos eixos coordenados lo -

cais . 

T - indica vetor ou matriz transposta. 

Isto ocorre para um corpo qualquer, elâstico- linear, submetido 

a um sistema de forças. A primeira variação ex pres são (3-7) 

dada por 

ô~p = f ~uT P 0 .dS s I)- e 

o 
( 3-8) 

ô~p = o (3-9) 

.. 
e 

nos diz que " de todos os possíveis estados de deslocamento ad-
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missíveis, aquele que satisfaz o equilÍbrio corresponde a um 

mÍnimo da energia potencial mÍnima total 11
• 

Por outro l ado sabe-se que 

(3-10) 

onde D- e a matriz das constantes elásticas e E -e um vetor de 
-o 

deslocamentos impostos. 

O proximo passo ê procurar uma relação e n 

tre o .·vetor de deslocamentos em um ponto !;! e o vetor Ue. Este 

contêm todos os deslocamentos nodais do elemento . Devemos encon 

trar uma relação do tipo : 

U = A. Ue (3- il) 

A . partir 9ai , por meio de derivação apropriada, pode - se obter' 

E = B.Ue (3- 12) 

Dai 

ôUT= ôui.AT - - - (3-13) 

ôe: T ôU~.BT = - - -
Substituindo a (3-13),(3-14) e (3-10) na (3-8) podemos 

-para um e l emento a seguinte expressao 

onde 

ke.Ue - Pe = O 

ke T = !V B .D ~B .dV 

Pe =!V (~T·~ + ~~· ~ · ~ 0 ) .dV + ! 5 AT.P
0

.dS 
(J 

onde V e S
0 

se refere~ ao elemento . 

(3-15) 

(3-16) 

(3-t7) 

obter 

Lembrando a (3-5) pod e mos escrever - para o 

sis tema global ,se não houver necessidade de rotação, o que se 

segue: 
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E ( ke . Ue - Pe ) ::s o -m 

E ( ke . Ue ) c E Pe 
m m 

e fazendo (o sÍmbolo -E indica superposição) 

E ( ke.Ue ) = K.U - -m 

e 

E Pe = p 
m 

teremos 

K. U = p (3-18) 

que vale para o sistema global. Se houver necessidade de rota

ção o processo ê semelhante, como veremos ~o quarto capÍtulo. 

A matriz ~e pode ser interpretada como sen-

do uma matriz de rigidez do elemento, e ~e, como um vetor de 

cargas nodais equivalentes do elemento. 

A matriz ~ pode ser interpretada como sen-

do uma matriz de rigidez globa l, e ~' como um vetor de cargas 

nodais equiva l entes global . 

Para que se possa garantir a convergência a 

matriz A deverá cumprir certas condiçÕes. Estas condiçÕes en-

contram-se no apêndicz 1. 

- ( 7) 3 .2.2 Elemento Para o Est a do Plano de T e nsoes 

Podemos escrever, com base na figura 4 e 

percorrendo os n~s no sentido anti-horirio a partir do n~ 1 

que : 
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onde os div ersos ~ representam polinÔmios de interpolação o Os 

polinômios de interpolação devem cumpr 1r as condiç~es 

tjln = 1 
.. 

para o no n 

tjln = o para os nos distintos de n 

Alem disto os polinÔmios devem ser lineares sobre os bordos, 

para que tenhamos compatibilidade~ A partir dai podemos escre-

ver 

~1 = ( 1 

$2 = ~ . ( 1 
a 

tjl3 = ~ . ( :z: 
a b 

$ '• 
·- ~. ( 1 

~.).( 1- ~b · ) 
a J 

- r ) 
b 

) 

X ) 
a 

onde "a" e "b " -sao os comprimentos dos lados do elemen to. 

Com isto fica perfeitamente determinada a 

matriz A. A matriz D é dada por 

1 \) o 

D 
E 1 o (3 - 20) = \) 

2 
1 - \) 

1 - \) o o 
2 

onde \) é o coeficiente de p01SSOn do materia l e E é o modulo de 

elas t icidade do materialo 

Para o elemento de estado plano de tensoe9 

temos 

'f · : = { e: x e: y y xy } 

UT = { u v } 

Lemb rando as relaç~es da teoria da elastici 

dade : para estado plano de tens~cs (S): 
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au 
E: = -

X ax 

a v 
E: = y ay 

a v + au 
y xy = :.w-

ax ay 

Lemb r ando t ambem as expressÕes (3-11) e (3-19) podemos obter 

dljl l 
o 

aw 2 o 
dlj13 

o 
aw 4 o.:. ax ax ãX ãX 

B o a*l 
o 

dljl2 
o 

aw 3 o 
dljl4 

= ãY ãY ãY ay 

Empregando a (3-16) e a (3-17) podemos ob-

ter a matriz ke e o vetor de car gas nodais equivalentes Pe do 

elemento considerado . 

No apêndice 2 temos a ~atriz ke e o vetor 

de cargas no dais equivalentes . A matriz !;e aparece na "procedu

re " RIFPRl enquanto que, o vetor ~e ê dado na "procedure 11 VET

CAR . 

-F i nalmente a expressao (3-10) nos diz que 

cJ = D.B .Ue (3-21) - -
se considerarmos E: = o • Para este elemen to o vetor (] tem por 

-o -
componen tes . . 

a -· { a (J l } - X y xy 

O v e to r ·- ~ apare c e no apêndice 2 na 11 p roc ed ~ 

r e " TEFPRl. Tanto !;e como ~ foram retirados da referência (9) 

A região ,nas div er sas " proc:cdures " onde se encontram as referi -

das matrizes e vetores, esti ass i nalAda com as letras EHDEPT 
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( elemento do m;todo dos deslocamentos estado plano 

s Ões ) • 

de 

3o2.3 E lemento Retangu l ar Para Estudo de P lacas Delgadas 

ten-

3 . 2.3 . 1 RelaçÕes Gerais das P l acas Planas Delgadas 

à Flexão. 

Submetidas 

Consideremos a figura 5. Da teoria 

das placas delgadas em flexão temos: 

gera l 

Mx = - f z . a . dz 
z X 

(3- 22) 

My = - f z 
z . a 

y odz (3-23) 

1>1 = xy - f 
z Zot' xy . dz ( 3-2 4) 

onde Mx e My representam moment os flctores . por unidade de 

primento e Mxy momento torçor por unidade de comprimento. 

com-

Tamb~m são vilidas as relaçÕes que envolvem 

os esfo rços cort a ntes 

Qx = 

Qy = 

-f T odz 
z xz 

-f T . dz z yz 

o deslocamento 

As componentes importantes do prob lema 

w da superf!cie m~dia da placa e as rotaçoes 

e a da normal ã superfÍcie m~dia . Para um 
y 

si tuado sobre a superfÍcie m~dia , ter emos 

u* = z.e 
y 

'!* c:: - ~.e 
X 

w·k = w 

ponto qualquer, 
(7) . . . . 

(3 - 25) 

(3-26) 

(3 - 27) 

-sao : 

o 
X -na o 

onde os v a lore s co m asterisco referem-se i pontos fora da supe~ 

fÍcie m~dia. 
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As deformaçÕes especÍficas serão dadas po r : 

a e 
E c _.:f. (3- 28) 

X z . ax 

a a 
= X (3 - 29) E - Zoa y y 

a e a e 
z . ( _.:f. X ) (3 - 30) yxy = -ay ax 

e + 
a,., 

Yxz = y ax 

e + 
a,., 

yyz = 
X ay 

Se desprezarmos as deformações por cor te ( placas de lgadas ) 

o a,., 
a (3-31) yxz = = -ax y 

o a ,., a (3-32) Yyz = + = é) y X 

-Substituindo nas exp ress oes (3-28), (J- 29 ) e (3 - J O) temos 

a 2,., 
E = z.-i 

X ax 

a 2w 
E = Zo~ y 

a2 w 
Yxy = - 2.z . ãa-x . y 

ou 

T z.{ 
é) 2 t.f ;) 2 ,., 

2. 
a 2 t·r } e = -

ax2 ay2 ax . êly 
(3-33) 

Lembr ando - (3-10) a expressao 

<1 = DoE (3-34) - - -
para e = O o D 

-o 
- dada pela - ( 3-20 ). e expressao 
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-Lemb ra ndo as e xpressoes (3-33 ) e (3- 34) , e 

integrando ( 3-22), (3 - 23) e (3-24) obt em os : 

Hx 
t3 

) . E = - T2 . z·< €: + v.e 
X y 1 - \)2 

(3-35 ) 

Hy 
t3 

) . E = - 12 . z.( €: + V.€: y X .1 v2 -
(3 - 36) 

Hxy 
t3 

Y xy/ 2 ) E = - 12.z.( . 
1 + " 

(3 - 37) 

que pode se r posta sob f orma matr icial 

M = - !·!2·n e 
z 12 - · -

(3 - 38) 

onde 

HT = · { Mx My Mxy } 

e chamando 

(3 - 39 ) 

teremos 

(3-40) 

3.2.3.2 Mi to do dos Elementos Finitos Aplicado is Placas Planas 

Delgadas Submetidas ã F l exão ~ ]) 

-Partindo-se da expressao (3-8 ) e utilizando 

a (3- 10), chega- se ã expressão , valida para um e lemento,abaixo: 

(3-41) 

onde : 
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onde 

u~ = 

e ~w ~ um vetor de polin3mios interpoladores • Na figura 6 

dados os sentidos positivos para os deslocame ntos. 

e fazendo 

t e m- s e : 

a 
X 

- e 
y 

AT 

u 

a,., 
= ãY = 

a w 
= ãX = 

= l ~~ 
= A o 

Lembrando as -expressoes (3 - 31) e (3-32) 

()Aw 
---. ue 
ay -

(3-43) 

aAw 
-=-·ue 
ax -

(3 - 44) 

T 

- a~! J aAw -
ãY ax 

(3-45) 

Ue (3- 46) 

-sao 

Prz emieniecki (g) forn e c e o vetor Aw que r ep roduzimos no apin -
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y 

Fig. NQ 6 
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dice 2. 

-Lembrando a expressao (3-33) e a (3-42) po-

demos es crever 

e = B • Ue -
onde: 

B = 

-z •--
ax2 

-z •---
ay2 

a2Aw -- 2.z ·---
ax . ay 

( 3- 4 7) 

A matriz B tambêm ê publicada na referência (9) e encontra-se& 

da no apêndice 2 . 

A expressão (3-41) pode ser manipulada( 7)a

tra vês de uma sêrie de substituiç~es e a l gebrismos, chegando- se 

no fim i expressão : 

onde 

ke 

ke Ue = Pe 

T = r r B ._Db._B.dx.dy 
X y -

(3-50) 

Pe 
T T 1' o =r r (B .Db . x + t . A_ .b_).dx.dy + rS ~ ·~ . dS 

x y - - -o 0 

(J-51) 

1 x = -•e -o z -o 

Tanto ke como Pe encontram-se no ,., 

(3-5?.) 

apêndice 

2. A matriz de rigidez ~e encontra-se n a "procedure" RIFPR l, 

tendo sido obtida da referência (9). O vetor de car gas Pe en-
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con tra-se também no apêndice 2 na " proced u re" VETCAR . 

O cil cu lo dos momentos Mx , My e Mxy , para 

um ponto qua l quer do e l emento, pode ser feito através das ex-
-pressoes (3 - 47) e (3 - 40) , que nos condu zem à: 

H = 1 Db . B. Ue 
z -

(3 - 53 ) 

O v etor ~ encontra-se na " proced u re " TEF PRl 

do apêndice 2 . A reg i ã o, nas diversas " procedures ", onde encon

tram-se as referidas matrizes e vetores esta assina l ada com as 

letras EMDP F (elemento do método dos deslocamentos para p l acas 

em flexão). 

o valor t que aparece no calcu l o de diver

sos vetores r epresenta a es pess ura da placa ou e l emento conside 

rado . 

Da teori a gera l das plicas delgadas em fle 

xão , considerando-se as convençÕes da figura 5, podemos esc re 

ver que : 

Qx 
()Hx 

+ aMxy = ax ay 
( 3 - Sl•) 

Qy = 
()Hy 

+ 
íHlxy 

ãY é'lx 

que pod em ser utilizadas para se calcular os esfo rços cortantes 

Qx e Qy . Ta is valores são e ncontrados na " procedure" TEFPRl do 

apêndice 2 . 

3 . 3 Modelo HÍbri do I 

o funcional ~p e função das deformaçÕes es 

pectf icas e implica nas equaçÕes de equil!brio e equaçÕes de 

borda de força . Seria int eressante construi r um novo funcional 

cuja condição de es tacionaridade envolva as equaçõ es de equilÍ

brio , as re laçÕes tensão-d e formação específica ~m cada um dos 

pontos do s~lido , as condi ç Ões de deslocamento sobre os bordos 

Su e as condiç ~ es de força sobre os bordos S • Um funcional de 
a 
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t al tipo ê o funcional de Reiss n er , ~R , que apa r ece 

por 

dado 

a a dT d'( 
11R - fv{n(a) + ( 

X ~+ ~+ b ) • u = -- + + 
ax ay az X 

dT d(J dT d'( dT 
( _E_ + _L + _Ef.. + b ):v + ( xz + ____.:i_!:. + 

ax ay d Z y ax- ay 

a a 
z + b ) . ~}.dV + f {(P P0

) (P P0
) -'\- .. - • u + - • v + az -- z 

0 
x x y Y 

(P 
z 

o o o o - P ) . w} . dS + fsu- ( P .u + P . v + P . w ).dS 
Z X y Z 

(3 - 55) 

O funciona l , da manetra como foi apresentado , aparece na refe

rência (4). O significado dos diversos sÍmbolos ê o seguinte : 

T xy 
·c 

zx 

(J 
X 

T 

T 

b 
X 

p 
X 

Po 
X 

n - densidade de energia complementar 

(J (J 
y z - tensÕe s axiais 

T yx xz tensoes de corte 

T - tensoes de corte yz zy 
b b y z 

- componentes das for ças de volume por unidade de 

volume 

u v w - componentes dos deslocamentos segundo X,Y e z. 
p p 

y z 

Po po 
y z 

s 
(J 

c omponentes das forças de superf rci e por unida-

f ~ . 
de de super 1c1e. 

- componentes das forças prescritas em S 
(J 

- região do contorno onde estão prescritas as for 
o 

ças !: . 
o o o u v w - componentes dos deslocamentos prescritos no con 

tor.no Su • 

Su - região do contorno onde cstao prescritos os des 
o locamentos U • 

S - região tot al do co ntorno do corpo . 

V - volume do corpo . 
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Usando como ponto de partida a -expressao 

(3-55), foram desenvolvidos dois elementos r e tangulares hÍbri 

dos com campo de tensÕes assumidos : um para ana li se de estado 
- (5) plano de tensoes e outro para analise de placas em fle-

xão (
4

) . Damos a segu ir um resumo do desenvolvimento da teoria 

de cada um deles. Maiores detalhes são encontrado~ nas refer~n-

cias (4) e (5). 

Queremos ainda ressaltar que Pian, em 

1964, aplicou a formulação hÍbrida , por ele desenvolvida , na 

dedução da matriz de rigidez do elemento retangu l ar, com campo 
- . - (5) de tensoes assum~da · , para estado plano de tensoes. • 

Lau, Brebbia e Smith , em 1972 , partindo do 

funcional ~R (3 - 55) particularizado para elasticidade plana , 

estabeleceu todo o equacionamento matricial para o mesmo elemen 

to retan gu l ar , em função do ân g ulo entre a normal ã cada lado 

do elemento e o eixo X do sistema de referência do elemento. Es 

ta ~ltima orientação~ se g uida neste trabalho (S) . 

Na parte de placas em flexão, o trabalho ba 

sei a-se no modelo hÍbrido de Pian para placas em flexão, adotan -
do-se a teoria de Reissner para flexão de placas mo d e r a d a m e ·n te 

espessas . Faz-se apÕs a particularização para o caso de placas 

del gadas ( 4 ) 

3.3.1 Elem e nto Ret a n gular HÍbrido , com Ca mpo de TensÕes Assumi 

do , Pa ra Analis e do Est ad o Pl a no d e TensÕes (S) 

A expressão (3 - 55) pode ser particulariz~da 

para problemas de e lasticidade plana tornando- se 

aa 3T 
=- fv{n(a) + ( --2. +_E_+ b ).u 

3x 3y x 

o o o 
P •).v}.dS + JS (P .u + P .v ).dS 

y U X y 
(3 - 56) 
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Negli ge nciando as forças de volume ~ , assu-
-mindo expansÕes para as tensÕes , de tal forma q ue as 

de equi lÍbrio sejam satisfe i tas em cada e l emento, isto 

equaçoes 

-e : 

ao dT ao dT 
X xy ____1.. _E_ o + --ay :: + :: 

élx tly ()x 
(3 - 57) 

e lembrando que 

a) 
o o 

Su u = u e v = v em 

b) p = po e p = Po em So X X y y 

- -podemos , a partir da equ aça o (3 - 56), chegar a 

11R = 

o o r
8 

< P .u + P .v ) .ds 
X y . a 

(3- 58) 

Fazend o 

oT { a a T } 
X y xy 

T { } € = € € Yxy X y 

PT = { p p } 
X y 

Po , T = ( po pb } 
X y 

UT = { u v } 

Para um ma terial e l á sti co- lin ear, e em fa 

ce do carater e3tatico de ap lic açã o da car ga : 

n (o) 
1 T = ·- • a • e: 2 .~ 
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Isto tudo nos permit e es crever a (3-58) da 

s eguinte forma 

1TR = l f T C dV + f PT U dS - fS ~o,T • !:!•dS 2 v~ ·-·~ · s- !_. - -
(J 

(3- 59) 

onde : 

1 - v o 

1 
C = E·-v 1 o 

o o 2 . (l+v) 

Expandindo os deslocamento s e as tensoes , 

atrav~s de parimetros a rbitririos e de funç~es prescritas A ~ 

~ ' normalmente polinomi a is, que dependem das dimens~e s planas 

do e lemento e das coordenadas c artes ianas X e Y de um ponto g~ 

n~rico do elemento, referido a um sistema local ortogonal, po 

demos escrever : 

U = A 

(J = 2 

Ue 

n 
(J. 

(J ..-60 ) 

(3-61) 

A f unção das tenso es deve satisf azer a 

(3-57) e a dos deslocamentos deve assegurar a continuidade dos 

deslocamentos no contorno. 

Sabemos que 

o .cosÀ + T . senÀ = P 
X XY X 

(3-6 2) 

o .senÀ + T .cosA = P 
y xy y 

(3-63) 

onde À ~ o ingulo form a do entre o eixo dos X do sistema de re

fer~ncia e a norma l i superf!cie cons iderada. As express~es a-
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cima, (3-62) e (3- 63), podem ser postas sob a forma matricial 

P = N ' .o = N' "' on = • 'I' • - - -
n 

N .o (3-64) 

Tendo em conta as {3-60), (3-61) e (3-64)p~ 

-demos reescrever a equaçao (3-59) 

11R 
T 

n ,T U o .G.Ue - Pe. e (3-65) 

onde 

T 
F = fv1 ·~· 2 ·dv (3-66) 

G 
T = fs~ . ~.ds ( 3-6 7) 

T 
P0 'r.A.dS Pe = fs - - (3-68) 

(] 

As condiçÕes de estacionaridade do funcio -

nal nos conduzem is -exp ressoes : 

N 

- ~ . on + G.Ue = O (3-69) 

n,T G 
(] . -

T 
Pe - Gr.on- Pe =O (3-70) 

Reso lvendo o sistema acima 

(3-71) 

onàe fazendo 

(3-72) 

-chegamos a noss a conhecida expressao 
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Pe :: ke • Ue (3-7 3 ) 

Lembran do a (3 - 61) e a (3 - 69) 

( -1 
) . Ue (3 - 74 ) cr = ! . ~ - ~ -

e c hamand o 

T 
- 1 

(3 - 75) = ! · ~ . - ~ 

temos 

cr = T.Ue (3- 76) 

que nos permite obter as tensoes em função dos deslocamentos 

noda i s . 

Consideremos as figuras 4 e 7. Na figura 

4 representam- se os diver sos deslocamentos nodais que com

poem o vetor ~e • Os deslocamentos U variam linearmente ao 

longo do contorno do elemen to em função dos desloc amentos Ue . 

A matriz A e a mesma do elemen to retan g ular do método dos 

à e slocamentos , dada pela (3- 1 9) , e não se râ aqui r e petid a . 

o v e tor ~ e e também o me smo , ou seja : 

T 
Ue = { u

1 
v

1 
u

2 
v 2 u

3 
v

3 
u

4 
v 4 } 

As tensoes cr são t amb ém expand id as linearmente em todo o el~ 

men ta em t ermos de ! ,e de cinco tensÕes arbitrárias 

das no contorno como i ndica a figura 7 , qu e formam 
n 

cr • 

A fun ção 2 e dada por 

assumi-

o vetor 
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4r-------------------~3~ 
O"x4 

1 2 

Fig NQ 7 

z 
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X 

r----------b ----------l 

r---------------------~_1_ 
t/2 y 

Qy 

Qx 

Fig NQ 8 

t/2 
t 

Myx 
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(1-11) 11 o o o 

~ = o o (1-0 o (3- 77) 

o o o o 1 

onde 

~ = x/a 11 = y/b 

Por outro lado 

n,T 
= { (J (J (J (J 1" } (J 

xl x4 yl y2 c (3-78) 

Uma ultima ma tr iz a ser determinada e a ma -

triz N' . Esta 
... 

e dada por : 

[

co

0

s À 

N' = 
o senÀ ] 

COSÀ 

(3-79) 

senÀ 

onde À é o ângulo formado entre a normal ã cada lado do elemen 

to e o eixo dos X local . 

No apêndice 1 temos uma nota a respeito de 

c er ta condiçio a ser satisfeita para que o problema tenha solu-· 

çio. Isto diz respei to is equaç~es (3-69) e (3-70). 

Com as matrizes acima expostas, e utilizan-

1o o formulirio dadc an~ariorm~ate : poJe-se det~rmittar as ma-

trizes e vetores F 
~' ~' ~e, ~e , ! . 

A matri~ de rigidez ke aparece no apênd ice3 

na "procedure" RIFPRl enquanto que o vetor :::e ,com as cargas n~ 

dais equivalentes ê dado n a "procedure " VETCAR, do mesmo apêndi_ 

ce. A matriz T aparece na "procedure " TEFPR J. do apêndi ce 3. A 
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região, na s diversas "procedures ", onde se encontram as referi 

das matrizes esta assinalada com as letras EHEP T (elemento hÍ

brido estado plano de tensÕes). 

3 . 3.2 Eleme nto Retangular - HÍbrido, com Campo de TensÕes Assumi 

do, Para Analise de Placas Delgadas em Flexão ( 4 ) 

Antes de mais nada queremos c h amar a ate n -

çao para o fato de que, no trabalho ori3inal as orientaçoes po 

sitivas de alguns des l ocamentos e momentos, são contrarias ãs u 

tilizadas n es te tr aba lho . Durante o desenvolvimento resumido, 

que damos a seguir , resolv emos , por comodidade e simplicidade , 

manter as mesmas orientaçÕes seguidas pelo autor do trabalho o

ri g inal. Tamb ém a ordem em que apa re cem as componentes de cer

tos vetores, nao coincide com a ordem em que estas mesmas comp2 

nentes aparecem , quando se fez o estudo do elemen to retan g ular 

de placas pe lo método dos deslocamentos . Resolvemos tambem a

qúi , durante o desenvolvimento teórico, manter a mesma or dem do 

traba lho original . 

Entretan to , nas "procedur es " foram tomadas 

providências para que tanto as ori e nt açÕes po s i tivas como a or

dem das comp onentes , dentro dos vetores , fossem a s mesmas segu~ 

das quando estudamos o método dos deslocamentos, e que ê por 

nos considerado o sis tema de referência padrão neste trabalho . 

Note- se que no traba l ho original a formu l a -
-çao foi desenvolv i da para placas moder adamente espe ssas, sendo 

depois particularizada para p l acas delgadas . Aqui seguimos a . 

mesma orientação . 

Nas figuras 8 e 9 temos a orientaçao posi ti 

va de momen to s e des loc amentos . Para uma t al orientação são v~-

lidas -as cxpressoes 

Hx = f z.o . dz 
z X 

My -- f 
z 
z. o y .dz (3-80 ) 

M = 
VH 

f 1: . zodz 
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Fig N2 9 



e: 

e: 

Qx = f t . dz z xz 

Hxy = Myx 

Qy = f t . d z z yz (3-8 1) 

(3-82) 

As quantidades acima tem o mesmo significa

do que tinham no Item 3.2.3 . 1 • 

Ainda da teoria da elasticidade para placas 

delgadas submetidas àflexão pode - se escrever : 

aQx aQy o 
--+--+P =O ax ay z (3- 83) 

aMx aHxy ax- - -ay- - Qx = O (3-84) 

aHv _ ;)Hxy O 
~ ~ - Qy = (3-85) 

onde P 0 representa um carregamento distribuído, função de x e 
z 

y, orientado segundo o eixo Z local( figuras 8 e 9 ). 

Das equaçÕes (3-80), -supondo que as tensoes 

variem linearmente ao longo da espessura da placa, pode-se ob

ter : 

= 
12. z.Nx (3-86) (J 

X 3 t 

(J = 
12.z.Hy (3-87) 

y t3 

- 12.z.Hxy (3-88) T = xy t3 

onde t representa a espessura da placa. 

Substituindo as ~quaçÕes (3-86), ( 3-87) 

~SCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 
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(3-88) nas equaçÕes de equ ilÍbrio da elasticidade , despre zando 

as for ças de volume , simplificando os resu l tados com as cqua -
-ço es (3- 8 3) , (3- 84), (3 - 85) e utilizando as condiçÕes de contor 

no : 

a = Po para z:::o t/2 z z 

a 
z = o par a z= - t/2 

T = 1: = xz yz o par~ z= ± t/2 

oh temos 

3.Qx • { 1 - ·(· 
2.z ) 2 } T xz 2. t t 

(3- 89) 

= 3.Qy•{ 1 ( 
2 . z ) 2} T -yz 2. t t 

(3 - 90) 

3 • Po 
2 2 . z 1 2 . z z 

( ) 3} a = - 4-•{ 3 + - 3 z t t 
(3-91) 

Para um mat erial homogêneo , isôtropo e 

hookeano , a energia complementar pode ser escrita : 

a . a + 
X y 

a . a + o .a )+2 . (l+v).('T 2 + x z y z xy 

(3 - 92) 

-Pode - se agora , usando - se as expressoes ac~ 

ma de mu do convenie rat e , ~espre~ando- se as forç~s de volume , i~ 

tegrando em relação 
.... 
a z , escreve r a (3-55) da seguinte forma : 

- 11R - 3Mx 
f::. Q (a) o d S + f-· { ( -- ---

S s ()X 

oMxy _ Qx ).( - e ) + --sy y 
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( aHy _ aHxy _ Qy ).( - e) + ( aQx + ~ + 
ay """'"'ã"X x ax ay 

p: ).w }.d~ - /Su+S +S i {(Mx.!* - Mxy . m*) . 
(] 

( - O) + (Hy . m* - Hxy . !*) . (-8) + (Qx.!* + 
y X 

o o 
Qy . m* ) .w}.dS + 1

5 
{(Mx . !*- Mxy.m*).( - 0 ) + 

(] y 

o o o o 
(My.m* - Mxy.!*).( - 0 ) + . (Qx.!* + Qy . m*) . w} . dS + 

X 

1
5 

{(e
0

- e ) . (Hx.!;'c - - Mxy . m*) + (0°- e). 
U y y X X 

(My.m*- Hxy . !*) + (w- - w
0
).(Qx.!* + Qy.m*)}.dS 

(3-93) 

onde, Si i a parte do contorno comum com outros elementos vizi -

nhos, !* em* sio cossenos diretores da normal ao contorno o-
. o o 

r1entada para fora do mesmo, Mx, My, o -Mxy sao momentos impostos, 
o o -Qy e Qx sao esforços cortantes impostos, 

o o o -e ' e e w sao deslox y 
camentos impostos e ~ i a irea 

ç~o (3 - 93) foi considerado : 

u*= - z. e y 

v*= - z. e 
X 

,.,-~-= ,., 

do ' elemento . Na dedução da equa -

(3-94) 

onde os valores com asterisco referem-se i pontos fora da su

perfície media. 

Ser~o consideradas variiveis independentes 

os momentos Mx ,My,· Mxy e os deslocamentos O ,o ,w. O esforço cor 
X y -

tante deveri satisfazer , no interior do elemento , as equaç~es 
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de equ ilÍbrio 

Qx éHtx aHxy 
= ax- - ay- (3-95) 

Qy = 
ôHy - ()Hxy 
ay ax (3- 96) 

Sendo o esforço cortante deriva do dos momen 

tos, as funç~es de interpolaçio podem ser escolhidas de tal for 

ma que se ja também sat i sfe it a a equação de equilÍbrio 

o e ixo Z : 

segundo 

aQx + ôQy + p o = o ax- ""ã"Y z 
( 3- 9 7) 

Por outro lado requer - se que seJam 

das as condiç~es cinemiticas de contorno e m Su : 

e = 00 
X X 

cumpri 

e = e o (3 - 98) y y 

o 
w = ,., 

Adotando uma notaçao ma t ricial e levando em 

consideração a (3- 98), podemos escrever a expressão ( 3- 93 ) sob 

a forma : 

- ~R 

T o") T 
= f _ n(cr) . dS - !

5 
S 

8
.Tb . Ub.dS + !

8 
Tb .Ub.dS 

S 
u+ + 1 - -a cr 

(3 - 99) 

onde 

(Hx.R.* - Nxy .m*) 

Tb = (My.m~<- Hxy . R.,.< ) 

(Qx . t* + Qy .m1< ) 
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T 
Uh = { - e - e w } y X 

o 
Tb = 

(H~.!* - N~y . m*) 

o o 
(My.m* - Mxy.1*) 

(Q~ . 1* + q? . m* ) 

As tensoes assumidas 

T 
M = { Nx My Mxy } 

-sao os momentos 

que podem ser expressos por polinômios completos em X e Y com 

coeficientes ~ a determina r • Teremos assim : 

M = ! · ~ + !p (3-100) 

g = '1'.!3 + 'Y (3 - 101) 
-p 

onde : 

QT = { Qx Qy } 

As parcelas 2 · ~ e!·~ satisfazem a parte . 

homogênea de (3 - 95) , (3-96) e (3-97), ou seja quando P
0 

- O , en 
z 

quan to qu e ~ e 'I' s~ o soluç~es particularea destas mesmas e-,I.p ,...p -quaç oes • 

Os esforços que atuam no contorno do ele-

tnen to poJ em ser expressos med iante a particulariz a ç~o de Q e M 

para os seus diversos lados, e são re prese n tados por : 

Tb = R.l3 + R -p 
(3-10?.) 



-Os co r respond e ntes de s locamentos Ub sao ex-

pressos em termos de parametros nodais Ube por intermédio de 

convenientes funçÕes de interpo l ação 

Ub = L Ube (3 - 103) 

Os deslocamentos Ub devem garan tir a conti

nuidade no contorno do elemento e satisfazer os v alores prescri 

tos em Su, ou seja 

por 

f 
s 

onde 

o 
Ub = Ub em S u 

A energia comp l ement a r pode ser 

n ( o ) .ds f 1 T T - T -
= 2 ·(~ · ~1 · ~ + g ·~ z · 9 + Z • H) • d& -s 

1 -v o 

~1 1 o 12 = -v • E. t 3 

l o o 2 .(1+v) 

1 o } ~2 = ___!1_. t2. l +v . { 
E . t 3 5 o 1 

2 o 
( 1 l 

-12 t . v . P 
1 l - z z = --· 

E .t 3 5 

o J 

(3 - 104) 

expressa 

(3-105) 
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Tomando a primeira variação da (3-99) se oh 

T T 
- ó1JR ,= !Sôn(cr).dS- J

80
+Su+Si(Tb.ôUb + ôTb .Ub).dS + 

o,T 
!

8 
Tb .ôUb.dS =O 

(1 

(3-106) 

que em virtude da (3-105) vale para um elemento. 

Substituindo na (3-106) os valores dados p~ 
-las expressoes (3-105),(3-100),(3-101) e (3-102) obtemos: 

onde 

T 
G = f S s · R .L .d S Su+ + ~ -

(1 

T = f . R • L. dS Su+S +S~ -p -
(1 

T o 
S =- ~p + ! 8 L .Tb.dS 

(] 

Da (3-107) podemos escrever 

H.S + ~P - G. Ube = O 

(3-107) 

(3-108) 

(3-109) 

(3-110) 

(3-111) 

(3-112) 

(3-113) 

(J -11 4) 

No ap~ndice 1 t em os uma nota a respeito da existincia de solu

çio pa ra o sistema acima . 
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Da ( 3-11 3) 

8 = ~ - 1 . ( G. Ube - ~p ) (3- 1 15) 

que substituída na (3-1 14) nos conduz ã 

o u 

onde 

T 
Ube 

(3- 11 6) 

Pe - ke . Ube = O (3 - 117) 

Pe T -1 
= 2 · ~ · !!P + S ( 3- 11 8) 

ke (3-1 19) 

= { 6y1 6x1 W1 6 y2 ex2 W2 6y3 6x3 W3 6y4 6x4 W4 } 
(3 - 120) 

Os vetores e matrizes acima foram originados da teoria de 

Reissner para flexã o de placas moderadamente espessas, e podem 

ser particularizadas para as hip6teses da teoria clissica des

prezando- se o efe ito da deformação devido ao esforço cortante • 

Deve-se fazer en tao : 

~2 = o 

z = o 

O vetor Ub ficara, neste caso , dado por 

T 
Ub = { -

é'lx 
Clw 

v1 } 

(3-12 1) 

(3-122) 

(3 - 123) 
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No elemento po r nos utilizado, os momen tos 

sao expressos por polinômios comp l etos de se g undo grau em x e 

y . Alem disto a matriz L e determinada mediante a utilização 

de pol inômios de Hermite 

Com isto podemos determinar, mediante uma 

seri e de algebrismos ' que aqui não serão expostos , por se en

contrarem no trabalho orig i na l , a mat r iz ke que se encontram 

" procedure" RIFPRl do apênd ice 3 . O vetor Pe d e car g as no dai se ;! 

quivalentes , para uma carga distribuída sobre a p l aca se gundo 

o eixo Z local, encon tra- se na "procedure" VETCAR do apêndice 

3. O vetor de tensÕes e ca lcul ado···na "procedure " TEFPRl do a 

pêndice 3. A região ,nas d iversas " proced ures" , onde encontram

se as r eferidas matr i zes e vetores esta assinalada com as le

tras EH PDF ( element o hrbrid o para placas delgadas em flexão). 

As e quaçÕes (3 - 95) e (3-96) permitem que 

c alcu lemp s os v alores de Qx e Qy . Estes valores aparecem na 

" proced u re" TEFPRl do apêndice 3 . 



CAPITULO IV 

4 Procedimento Para Obtenção de Um Elemento Para Analise de Fo

lhas Poliédricas 

4 . 1 Introdução 

O que aqui serâ comentado val e tanto para 

um elemento de formulação hÍbrida como para um e l emento do me

todo dos deslocamentoso Vale, alias , para qualquer tipo de ele

men to contanto que se possua um elemento de estado plano de te~ 

sÕes e outro que faça a analise de pl acas delgadas em flexão . 

Os dois elementos nem mesmo precisam ser de formulaç~o semelhan 

te . 

Podemos ass~m , por exemp lo, combinar um ele 

mento hÍbrido de estado plano de tensÕes com um clem2nto do me

todo de deslocamentos, para pl a cas del ga das em flexão , e obte

remos um elemento valido para a analise de folhas poliédricas • 

. t•. 1. (lO) d-
z~en<1eW1CZ em seu 1vro nos a uma 

ex celente idéia de como proceder para se alcançar o objetivo de 

sejado . 

Dois são os problemas que nos resta abo r-

dar. Em primeiro lugar precis a~os obter a matriz de rigidez , 

e o vetor de cargas nodais equivalentes de um elemento que peE 
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mita analisar uma folha poli~drica . Em segundo luga r temos de 

nos preocupar com o fato de que o referido e lemento , e porta~ 

to, o sistema cartesiano de e1xos locais (v~lido para um elemen 

to) , poderi estar inclinado em relaçio ao sistema cartesiano de 

eixos global (valido para a estrutura). Este Último problema se 

rã l evado em conta por meio de uma matriz de rotaçao 

ada. 

aprop r 1-

Focalizamos a seguir a maneira gera l de pr~ 

ceder para solucionar cada um dos ·problemas . 

4.2 Obtenção do Elemento de Folha Poli~drica 

" Em uma folha poliédrica cada elemento es -

tara submetido a forças no plano e flexão . Em um elemento tais 

solicitaçÕes produzem deformaçÕes independentes desde que as de 

formaçÕes locais sejam pequenas 11 (lO). Consequentemente pode 

mos pensar desde logo em montar uma matriz de ri gidez utilizan

do as matrizes de rigidez dos elemen to s de es tado plano de ten 

sÕes e de placas delgadas em flexão. Como o modo de atuar das 

so licitaçÕes no plano não int erfe re no modo Je atuar das solic i 

taçÕes de flexão , tamb~m as duas matrizes de ri gidez , depois de 

unidas , não devem interferir uma com a outra, 

Para aclarar as id ~ias suponhamos o elemen-

to de estado plano de tensÕes representado por sua 

racterística 

p p p 
Pe = ke Ue 

or1de 

p,'f 
p~ pj 

• • ••• o • ~j pj j Pe = { } 
X y X y 

p,T 
Ue { uj vJ ]] 

• ••• • o • u vjj } 

onde "p" indica estado pl:>.no de tensoes . 

-equaçao ca-

U•-1) 
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Por sua ve z o elemento de placa em flex~o 

pode ser representado pela sua equaçao 

onde 

onde o 

f f f 
Pe = ke .U e 

f,T J j 
Pe = { p Mx 

z 

f,T j J 
Ue = { w a 

X 

Índic e " f " indica 

Se a 

(4-2) 

J jj JJ jj 
My . . . . . p 

z 
Mx My } 

j JJ jj JJ 
a • • • • • w a a } 

y X y 

f l exio . 

folha poliedrica estivesse em um 

co p lano as cinco deformaç~es acima seriam suficientes e 

- . un1-

se 

tornaria imediata a reso luçio do problema. Entretanto as limi

nas que constituem a folha poli édrica não estao contidas no 

mesmo plano . Como conseque~c i a teremos de fazer u ma rotaçao 

para obtermos a matriz de rigidez global, o vetor de cargas no 

dais equivalentes global e os deslocamentos g lobais. Desta for 

ma , dependendo da posição da lâmina , a deformação a n gular a 
X 

e /ou a , em coord e nadas locais , poder~ dar origem a uma comy 
ponente e' em coordenadas globa is. O mesmo ocorre com 

7. 
o vetor 

de cargas nodais equiv al entes e com a matriz de rigidez . 

Com a fina lidade de se facilitar a monta -

g em, no programa , da matriz de rigidez global introduz- se em 

cada n~, devido ao que foi explicado no parigrafo anterior , no 

e stado plano de tensoes uma componente local fictÍcia de desl~ 

camentos e , uma componente local ficticia do vetor de cargas z 
nodais equ ivalent es M • Na ma triz de rigidez local introduz-se z 
tnais uma coluna e linha que correspondem is duas componentes ( 

de deslocamento e forças ) introduzidas. 

Como, na matriz local -nao desejamos que 

termos fictÍcios interfiram com os termos reais, a coluna e a 

linha extra deverão ser con stituídas de zeros , com · excessiodo 
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.. 
termo que estã sobre a di agona l principal. Este Último sera uma 

constante KK . Haverã tantas colunas e linhas extras quantos fo 

rem os nÕs do elemento. A equação (4-1) ficara então : 

onde 

*p 
onde ke 

*p,T j J J 
Pe = { p p Mz 

X y 

JJ JJ ... .. p p 
X y 

)~p 'T J J J 
Ue { u v e z 

JJ jj ..... u v 

.. 
e tal que, num elemento retangular, a 

(4-3) 

J J 
Hz } 

jj 
e z 

} 

terceira, sex -

ta, nona e decima segunda linha e coluna seriam extras e os ele 
*p *P *p *p mentos k
3 3

, k
6 6

, k
9 9

, k
12 12

, seriam constantes KK . 

Como consequ~ncia da i~depend~ncia de cau-

sas e efeitos existentes en tres o estado plano de tensÕes pode

mos conceber o elemento para a analise de fol has poliedricas rom 

u ma equação característica que sera a seguinte : 



. 
J 

px 

J 
py 

J 
MZ . 
• 

jj 
p 

X 

JJ 
p 

y 

jj 
Hz 

j 
p 

z . 
J 

Mx 

J 
My 

j j 
p 

z 

JJ 
Nx 

JJ 
Hy 
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*p 
ke o -

= -------- ------------------

o ~c f 
ke 

J 
u 

J 
v 

j 
e 

z 

jj 
u 

jj 
v 

j j 
e 
-~- (4-4) 

J 
VI 

J 
e 

X 

J 
o y 

jj 

J 
Se fizermos uma troca conveniente de linhas 

e colunas da matriz de r1 g idcz, vetor- de carga s nodais equiva

l entes e vetor de deslocamen tos, a expressão (4-4) pode ser po~ 

ta sob a forma 

Pe = ke o Ue (4-5 ) 
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onde 

j . j j jj jj jj jj jj T J J J J J 
Pe = { p p p Hx My Hz . . . . p p p Hx My Hz } 

X y z X y z 

Ue T { UJ VJ ,.,J eJ ej e j u~- J vjj wjj ejj eJ J ejj } = .- X y z X y z 

onde J representa o número do no do elemento onde esta situada 

a origem do ·sistema de coordenadas locais e, jj representa o nú 

mero do no vizinho percorrendo-se os nos do elemento no sentido 

horá rio. 

Desta forma vemos como podemos, a partir de 

um elemento do estado plano de tensÕes e de um elemento para 

placas delgadas em flexão, determinar um elemento com cincogrnw 

de liberdade reais e um fictício ao nÍvel do elemento . 

Uma not a a respeito da .rot ação em torno do 

eixo Z local pode ser encontrada na referência (3): 

"A rotação em torno do eixo Z local foi desprezada • Pode-se di 

zer a favor deste procedimento que esta rotação ~ muito pequena 

de vido ã grande ri gidez apresentada pela placa neste sentido 

Talvez a melhor . justificativa para a omissão desta rotação , 

entretanto , o alto grau de precisão dos resultados mesmo quando 

esta rotação ~ negligenciada" . 

Em nosso caso , a matriz ~e, que aparece na 

(4-5), serâ uma ma triz quadrada de 24 x 24 termos. Isto porque 

t a n t o o R)i,D. c o mo o H I B R IDO s ã o e 1 em e n t o s r e ta n g u 1 a r e s c o m q u a

tro nos por elemento, e , co m seis incÕgnitas por no. Os vetores · 

Pe e Ue terão, cada um deles, 24 termos. 

Pode-se considerar a matriz ke constituída 

de dezcsc3is subrn a trl~~s, cada uma com 6 x 6 cleme~tos. Ou se-

ja 



/ 
/ 
x' 

Fi g N210 

X' 
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1 r-----------~4~----------~6 ______ y· 

5 

1 

3 

z' 

2 

5 

xYz'- sistema o lo ba l 

XY Z - sistema local 

J r------__.,;.:...._ _ _ z 

y ' 
)-----



ke = 

k .• 
-JJ 

kft. 
-k] 

k . 
-PJ 

k 
-o! 

k -pt 
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k. 
-J o 

k 
-to 

k 
-o o 

k 
-po 

k. 
-Jp 

k 
- .9-p 

k 
-op 

k 
-pp 

(4-6) 

send o j, !, o; p os no s do e l emento lido s seguindo-se a conven

ção ant i - horária e sendo j o no inicial. 

As matrizes da diagonal principal contem as 

constantes KK . Os demais elementos, da coluna e fila da matriz 

~e onde se e ncontra uma destas c onstantes, são nulo s . Portanto 

se um a destas constantes for nula teremos a mat riz ~e , em coor

denadas locais ou globais , singular . 

Para exemplificar consideremos ag ora a fig~ 

ra 10 . Nesta figura esti representada uma limina que está con

tida no plano XY . Esta limina te m dois elemen tos cuja sequencia 

de numeração de nos e : 

elemento 1 + 1 , 2 , 3 , 4 

e lemento 2 + 4,3 ,5, 6 

e as mat r izes d e rigidez -ser ao 

~ 11 ~12 

~21. ~22 1 
ke = 

~31 ~32 

L ~41 ~42 

para o e lemento 1 e: 

~13 ~14l 

k ~2'· I -- 2 3 
(4-7) 

1 1 
~33 ~34 

1 1 
~~3 ~44 
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2 I 

~4 4 
2 

~43 ~45 ~46 

2 2 

k~ 
~34 ~33 ~35 ~36 

= (4 - 8) 

~54 ~53 ~55 ~56 

~64 ~63 ~65 ~66 

valida para o elemento 2 . A matriz K da lâmina 
.. 

dada ser a por 

I 

~ 11 ~ 12 ~ 1 3 k 2J. o -ll• -

~2 1 ~22 ~23 ~24 o o - -

~3 1 ~32 
1 2 

~33+!;33 
1 2 

~34+~34 ~35 !:36 
K = 

!:41 !:42 
1 2 

~43+~43 
1 2 

!:44+~44 !;45 !:46 

o o ~53 !:s4 !:ss ~56 -

l9 ~6~J o ~63 !:64 ~65 -

Cada uma das ma trizes da diagonal principal 

de K conterao em sua di agonal principal uma constante KK . Os de. 

ma1s termos da coluna ou linha de K onde se encont ra a constan

te KK serão nu los. Portanto, neste caso, se um dos KK for nulo 

t eremos a matriz ~ singular. Se KK for u m outro valor qualquer 

ctifcrente de z e ro , o resultado final não serã alterado porque 

M~ local ou g lobal não cst~ acoplado com nenhuma das outras e -

quaç Ões ( todos os -termo s da linha de M~, na matriz ~e c ~ ' sao 

nulos, exceto o da diagonal principal KK*). O mesmo ccorre com 

O ( todos os termos da coluna do termo KK~ cor r espo n d en te , na 
z 

ma triz ~e e K, são nulos exce t o o pr~prio termo KK*). Po r i ss o 



59 

quando os n~s estao situados sobre liminas planas , os valores 

dos diversos KK sao feitos iguais. a 1 no programa . 

Se considerarmos a placa da figura 10 nao 

contida no plano XY , mas num plano inclinado em relaçio ao mes 

mo, a matriz de rigidez global ~ se apresentari de modo difere~ 

te . Isto porque teremos de multiplicar as matrizes dos elemen 

tos por uma matriz de rotaçio, como veremos mais adiante. Fisi 

camente entretanto o problema e o mesmo , e se uma das constan 

tes KK for nula a matriz ~ global também resultari singular. Lo 

go aqui também devemos fazer as constantes KK iguais a 1 . 

Suponhamos agora a figura 11. Temos aqui os 

mesmos dois elementos da figura 10. Entretanto aqui estes e l e-

mentos formam um ângulo (não estão contidos no mesmo plano) . 
1 2 - -As matrizes ke e ke sao as mesmas das expressoes (4 - 7) e (4-8). 

Nos nÕs 3 e 4 ocorre que o eixo Z local do elemento 2 e o eixo 

Y local do elemento 1 e vice-versa. Portan t~ em coordcnadaG g l~ 
- -bais ter-se-a nestes pontos o aparecimento de um e ' 

z 
que nao e 

ficticio, mas sim real e que entari acop lado com outras equa-

çoes. Neste ' caso o valor de KK deve ser zero ( porque nosso 

e' não é mais fictÍcio ) e a matriz global nio resultará singu
z 

lar. ~ agora fácil de estender este conceito para quando o ân-

gulo entre os dois elementos e diferente de 90° . 

O que aqu1 mostramos para dois elementos p~ 

de ser estend ido para m elementos . O raciocínio é análogo . 

Concluindo: se os elementos que concorrem 

em um n~ sio todos coplanares toma-se KK = 1 e em caso contra-· 

r1o toma-se KK # O. 

4.3 Rotação da Matriz 

Globa.i.s. 

de Rigidez de Coordenadas Locais Para 

Con sideremos a figura 12. Ela representa os 

· dois sistemas de coordenadas cartesianas -o sis tema X, Y , Z e 

o sistema local e o sistema X', Y ' , Z ' é o sistema global. Se 

tivermos um vetor de forças local ~ e seu correspondente em 
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z' 
z 

~-

1------:..-. y I 

o 

Fig. NQ1 2 

I 
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coordenadas globais for P' - , tal que 

:::r =. { p } p p p Mx My Mz - X y z 

'P• T 
{ P' P' p I H:k Ht Mz } = 

X y z 

- pode-se relação entao escrever a 

= P' p = r - (4-10) 

= De uma maneira semelhante se U representar 

os deslocamentos em eixos locais e U' for o vetor corresponde~ 

te em coordenadas globais , tal que : 

==T { a a a } u = u v w 
X y z 

Ü' T 
( u' v' w' a' a ' a ' } = 

X y z 

podemos escrever a relação 

= Ü' u = r - (4-:11) 

onde E ê uma matriz de rot aça o , de coordenadas globais 

coordenadas locais e e dada por : 

r 
[ 

r>'( 

= o 
(4-12) 

para 

onde r* e uma matriz que envolve cos se no s dos diver.sos aneu -

los entre os eixos coord enados doê dois sistemas . Assim, se re 

presentarmos cos(XX ' ) = $ 1 e tc •• • , podemos es crever : 
X X 

~COlA DE E~'GENHARIA 

aJBLIOTECA 



r* = ~ 
yx' 

$ 
zx' 

$ 

$ 

$ 
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x y ' 

yy ' 

zy' 

~ 
xz ' 

$ 
yz' (4 -1 3) 

$ 
zz' 

Para o v e tor de cargas nodais equiva lentes 

pode - se entao es crever : 

P e = R p~ (4-14) 

onde 

r 

o 
R = 

o 

o 

r 

o 

o . . . ... . 

r • • • • • • 

. 
• 

O número de matrizes :r ~:qu e entram na conf ecção de R ê 

ao nume ro de nos que t em o e lem e nto. 

igual 

Da mesma forma para o v eto r de des locamen-

tos nodais t erem os 

Ue = R ue 

A ::; !!! ~ t t· l z e ::; r* - ' 
R s:1 o matrizes ortcgo-

na1s , ou sé j a , Sdo matrizes onde a trans posta da mat riz 

gua l a inversa da ~atriz . Sendo I a ma triz identidade : 

.. . 
e 1-



- - T R.R - --1 I = R.R = 

T - 1 = I r . r = r.r 
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T -1 
r * .r * = r * .r* = I 

(4-16) 

.. 
Logo se um elemento qualquer e dado , em 

-coorde n adas locais, pela sua e quaç a o : 

P e = ke • Ue (4 - 17) 

Podemos substituir Pe e Ue pelos seus v alores dados em (4-14) 

e (4-1 5) . Desta forma obteremos : 

R Pé = ke R o Ue (4 - 18) 

Pré-multip li cando ambos os membros da (4-1 8) por RT 

Pé= ( R:T . ke R ) ue (4- 19) 

onde 

- T 
R • ke (4 -2 0) 

representa a matriz ke em coordenadas globais • 

Logo : 

ké • Ué - Pé = O 

e lembrando a (3-5) 

r c ké 
lJl 

Ué - Pé ) = O 

ou sej a 



ue ) = 1: Pe 
m -

que pode ser escrita 

-K U = P 

expressão valida para todo o sÓlido • 

Para nossos dois elementos retangulares de 
... 

quatro nos os valores dos diversos ~ podem ser facilmente de-

terminados . Se os lados do elemento forem " a " e " b " e se cha

marmos de Dxa a projeção do l ado "a" sobre o eixo X' etc • •• 

entao teremos 

~ 
Dxa 

xx' = a 

~ = Dya 
xy ' a 

~ 
Dza = xz ' a 

~ 
yx ' 

= Dxb 
- b-

<i> 
YY~ 

= 
Dyb 
-b-

$ 
Dzb 

yz' 
::: 

b 

Utilizando- se o conceito de produto vetorial pode mo s determi

nar os tres cossenos restantes : 

~ zx' 

<i> 
zy ' 

<i> zz' 

Dya.Dzb - Dza . Dyb 
----· a. b - ·-

Dxb~Dza - Dxa.Dzb 
= 

a . b 

= Dxa.Dyb - DyR.Dxb 
a.b 



CAP I TULO V 

5 AplicaçÕes 

5 . 1 Introd uç ão 

Este capitulo se destina a mostrar os resul -

t ados que podem ser a l cançados com os e l ementos desen volvidos . 

Com esta finalidade foram realizados do i s exercÍcios simp l es e 

analisados cinco modi l os de fo lh as poli~dricas . O ~l t imo mo de lo 

~ na verdade um t a nque cilind r ico que foi aproximado por meio de 

uma fo l ha poliédrica , com exce l entes resultados conforme mostram 

os gr ificos e tabelas . Os dois exercícios simples servem para mo~ 

trar que a parte de estado plan o , e a parte de flexão de p l acas 

del gadas , estão funcionando em perfeitas condiçÕes . 

Queremos dizer ainda que os deslocamentos se 

rao dados em coordenadas globais (sistema X' , Y', Z ' ) enquanto que 

as tensoes e momentos fletores serão dados em coordenadas locais· 

( sistema X, Y, Z) . 

Quanto aos acslucarneutos u', v' ~ w' 

considerados positivos os que se derem se g undo o sentido posit i

vo dos e1xos X', Y ' , Z ' de coordenadas globais. O sentido posit! 

vo dos deslocamentos e ' e ' x' y' 
tidos posi t ivos dos momentos 

e ' z 
..- " - . e sc1npre o an t!l-hor<lrl.o. Os sen -

est:ao na figura 5 . As tensÕes cr 
X 

e 

65 



66 

-a serao positivas se forem de traçao e negativas se forem de 
y -compressao. 

Queremos ainda resaltar que as unidades kg e 

lb, utilizadas mais adiante , são unidades de força e não de mas 

s a. 

5 . 2 Primeiro ExercÍcio 

Es t e exercÍcio se encontrava jã real i zado na 

referência (5). Justamente por isso foi selecionado para compa-
-raçao de r esultados, e para verificar se a parte de estado pla-

no de tensÕes dos elementos f uncionava a contento. 

O exercício consiste de uma barra engastada 

carregada na ex t remidade livre. Na figura 13 temos dados do pr~ 

blema . Os resultados foram plenamente satisatôrios e se encon -

tram na tabela le2 . AÍ são mostrados os valo r es do deslocamen 

to w' na extremidade livre inferior da viga e a tensão a no en 
X 

gaste na parte inferior. O sistema local escolhido é tal que o 

eixo X ê paralelo e de mesmo sentido ao eixo X' e o eixo Y e p~ 
ralelo e de mesmo sentido ao Z'. A malha utilizada é 6 x 2 , e 

os resultados por nos encontrados est~o ref e renciados por MALHA 

6 X 2 . 

TA BE LA 1 ELEHENTO: RHD --· .. 

Valores de 
w' (em) a (kg/c1l\2 ) 

X 

Teoria Técnica das Vigas - 115 , 20 - 6,000 

MALHA 6x2 - 101,68 - 4,889 
'--· -



DADOS 

E= 1 kgjcm2 

).)=0 

Fig N ~ 13 
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TABELA 2 ELEMENTO· HfBRIDO . 
Valores de 

w' (em) (} (kg/cm2 ) 
X 

Teoria Técnica das Vigas - 115 , 20 - 6,0 

MALHA 6x2 - 11 3,68 - 5 , 5 
-

Deste exercício podemos concl uir que a parte 

de estado p l ano de t e n sÕes funciona perfeitamente. 

O e l emento HfBRIDO apresen t a resultados me

lhores em relaçio ao RMD. O va l or de w' calculado pela teoria 

tecnica das vigas inc l ue a deformação por corte. 

5.3 Segundo ExercÍcio 

Este 
.. . 

exerc~c~o foi extraído da referência (4~ 

Consiste em uma placa engastada nos quatro bordos submetida a 

um carregamento uniforme vertical. Os dado s do problema, bem 

como a malha emp regada, encontram-se na figura 14. Note- se que 

d e vido i simetria foi analisada apenas a quarta parte da placa. 

Usou-se nesta quatra parte uma malha 2x2 . 

Nas tabelas 3 e 4 aparecem os resultados en

contrados . O resultado classificado como EXATO provem da teoria 

de placas delgadas em flexão , tendo sido calculado com base no 

formulário encontrado na ref e rência (11). Sio dados os resul ta

dos do deslocamento w 1 calculado no ponto A ( f i gu ra 14) , e do 

momento fletor Mx no ponto B (figura 14). O sistema de coordena 

das loc ais tem eixos X, Y e Z respectivamente paralelos aos ei 

xoc; X', Y' e Z 1 globais . 



F i gN~ 1 4 

z' 

69 

DAD OS 

E= 10920 kgjcm2 

)} = 0,3 

CARREÇJ AMENTO UNIFORME:. VERTICAL 

-1 kgj cm'c!. 

Y' --1/ / /8 
/ / 

------/--- ---T 
/ / 

/ / 
------L ---------------- --

/ 
/ 

//A 
/ 

·t = 0,1 em 
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TABELA 3 ELEMENTO·RMD ' 

Valores de 
w' (em) Nx (kg:cm./cm 

-
EXATO ( 11) - 0,323 - 0,821 

HALHA 2x2 - 0,359 - 0,761 

TABELA 4 ELENENTO · HfBRIDO . 
I Valores de 

~., t (em) Hx (kg ~em/em) 

EXATO - 0 ,323 - 0,821 

HALHA 2x2 - 0,317 - 0 , 800 - ... .... -... - -.... 

Como vemos a parte de placa delgada em f l exio 

dos elementos funciona também perfeitamente . 

Os resu ltados por nós encontrados estao refe

rênciados por MALHA 2x2. 

5 . 4 Hodelo 1 

Este modelo foi analisado expe rimentalmente 

com o uso ~ de fotoelasticidade . Esta analise foi publicada em 

1967(1-2).(~2l tc::t co:110 autor~s Robert Ma rk e Jorge D. Riera. 

Podemos ver o modelo e suas p r incipais carac 

terísticas na figura 15. Devido às condiçÕes de simetria pode

'!l 03 utiliz~r .:p~71.as a r;.uart-8 p<1.rtl'! do mo(le lo. Es ta aparece,jun

tamente com o sistema de referência g lobal, na figura 16 . Tam- 

bem na figura 16 est~ repres entada a menor malha; das duas, ut! 

li~adas na analise. O sistema de ref e rência local ~ tal que o 

eixo X e sempre paralelo e de mesmo sentido de X' . 

5.4.1 Modelo 1 Analisado Sem Vetor de Cargas Consistente 
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r o lam ento 

DA DOS 

E= 3560 P.S.I. 

\) = 0,43 

CARREGAMENTO UNIFORME VERTICAL 

placa 3 = -0,129 p.S.). 
placa 2 = -0,009 p.s.J. 
placa 1 = - 0,009 p.s.i. 

Fig . N~ 15 -modelo N~ 1 
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Util izando o elemento RMD foi fei t a a ana li 

se do mode lo 1 sem vetor de cargas consistente, isto -e ' tomou-se 

pura e simplesmente a carga distribuída multiplicada pela area 

do elemento e um quarto des te val o r foi concentrado em cada um 

dos nÕs do e l emento. 

Os resultados aparecem nos graficos 1, 2, 3 e 

4 para ma lhas de 4x5 e 8x9. Podemos ver que no graf ico 1 a ma

l ha ma is fina no s da uma ap roxima ção bastante boa dos resu lta -

d 
• . (12) . . 

os exp er~menta~s • Entretanto a ~nda ass~m os erros sao bas -

tante grandes che gando, em certos pontos, a ser prÓx i mo de 1007.. 

O g rafico 2 aprese nta erros ainda mais consideráveis. Es te s ul

trapassam 1007. de erro em vârios pontos. Notamos que para X' =O " 

o valor do mome nt o experimental ê diferente de zero, enquan to 

nôs en contramos um valor nulo. Isto ê devido ao fato do diafra~ 

ma ter sido considerado inf in itamente flexível perpendicularmen . -
te ao seu pl ano. Na pratica isto não ocorre. Pa r a X' = 7 62"te , -
mos uma discrepincia muito grande no que diz respeito aos v al o

res encontrados . Aqu i o problema se deve, provavelmente , i bar

ra que existe no centro do modelo e que r esu ltou em elementos 

muito compridos e estreitos provocando urna distorção • 

. Os g raficos 3 e 4 nos mos tram forças Nx por 

uni dade de l arg ura. Como podemos ver no gráf ico .3 aparece pro-

blema para X' =O " devido , provavelmente , a falta de ri gid ez do 

diafragma perpendicularmente ao seu p l ano. 

No gráfico 4 temos problema em X' =7 , 62 " . AÍ 

ocor re um a distorção devido i barra da qual já falamos. Não ha 

grande diferença e ntre os resultados das duas malhas. 

F.stas distorçÕ e s nas duas extremi da des per -

sis tira~, corno ve remo s , mesmo usando o v eto r de c~rgas conSÍ$ -

tente, Fare mos mais tarde uma tentativa para eliminar es te s do

is problemas. 

Co mparando es tes gráficos com os gráficos 5, 

6 , 7 e 8 , que for am obt idos com o vetor de cargas nodais equiv~ 
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len t es consistente, -c onc l uímos que nao se deve deixar de usar o 

v eto r de car gas co nsistente . 

5 . 4.2 Mode l o 1 Analisado com Vetor de Cargas Consistente 

A analise foi fei t a utilizando-se o elemento 

RMD e o el emen t o HIBRIDO . Os resultados aparecem nas tabelas 5 e 

6 e n os g r áficos 5,6, 7 ,8,9, 10 , 11 e 1 2. 

Para o RMD podemos ver que o uso de um vetor 

de cargas nodais equi v alentes consistente possib i litou uma gran

de me l horia de resu l tados . ~o que nos mostram claramente os gr~ 

ficos 5 e 6 . Também nos gráficos 7 e 8 houve uma visíve l melhora 

dos r es ul tados . Persistem todavia os prob l emas nas extremidades. 

da região analisada . Note-se que hã pouca diferênça entre os re -

sultados oferecidos pel as duas malhas. Portanto com uma 

grosseira pode - se cons eguir um r esultado bastante bom. 

Os r es ultados obtidos com o uso do 

ma l ha 

HIBRIDO 

são seme l hantes aos obtidos com o RMD. A diferênça mais marcante 

~ que enquanto um elemento converge por va l ores superiores o ou

tro converge por valores inferiores . Também aqui a malha mais 

grosseira oferece resu ltados bastante bons. Entretanto queremos 

re sa ltar que o tempo gasto na computação utilizando um eleme nto 

do tipo HIBRIDO é consideravelmente maior do que o gasto com a 

utilização do RMD . Sendo os resultados praticamente de mesma 

qualidade, este ~lti mo fator dep;e favoravelmente a favo r do 

RMD. Para se ter uma idéia damos abaixo os tempos gastos , em se

gundos , na r es olução d es te prob l ema pa r a ambas as ma l has u t il i za 

das e arr.bos os elementos : 

RMD HIBRIDO 

MALHA 4x5 80 , 039 168.75 1 

MALHA 8x9 51 3 , 876 840 .179 

Isto no r. da 1107. a mais de tempo na ma lh a mai s 

grosse i ra, e 63% a mais no caso da malha mais fina. Nos demaismo 
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delos o HIB RIDO consumiu ma~s tempo que o RMD. Isto se deve ao 

fato de que , com a atual programação, temos uma inversão de ma

triz e montagem da matriz de rigidez dentro do computador. Tal 

vez houvesse possibilidade do tempo ser diminuído pela realiza 
-çao destes passos fora do computador. 

Uma Última obse rvação diz respeito aos dados 

experimentais que aparecem nas tabelas. O trabalho original(l 2 ) 

não continha dados num~ricos(apenas grificos) . Devido a isto os 

dados que ali aparecem foram retirados dos graficos . 

Conforme jã dissemos voltaremos mais tarde 

a analisar es te modelo tentando superar os problemas que ocor re 

ram para X' =O " e X' = 7,62". 

5.5 Modelo 2 

Es te modelo foi analisado experimentalmente 

por A.C. Scordelis, E . L. Croy e I . R. Stubbs(l 3 ). Podemos ver o 

modelo na figu ra 17, bem como suas principais características. 

Este modelo tamb~m ~ estudado na referincia (3) utilizando o m~ 

todo dos elementos finitos com elementos triangulares . 

O modelo experimental foi construido de alu

minio e ~ constituÍdo de tris folhas poli~dricas iguais dispos

tas como se pode ver na figura 17a. Os resultados experimentais 

foram retirados da folha poli~drica central . O perfil de cada~ 

ma das folh as poliédricas aparece na figura 17b. Os diafragmas 

foram feitos de chapa de alumínio de 0,19" de espessura . Na fi 

gura 17b também e mostrado o carregamento constituÍdo por qua

tro linhas de carga . 

Na figura 18 temos um aspecto da metade da fo 

lha poliédrica cent~al e da malha mais g rossei ra GUC foi utiliz~ 

da em sua analise. o sistema de coord e nadas locais ê tal que o 

eixo X permanece sempre paralelo e com o mesmo sentido do e~xo 

X' t a nto n a ma lh a 6x6 como na 6xl0. Vemos t a mb~m o sistema glo-

bal de eixos coordenados que foi utilizado. A execução da anãli 
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)) = 0,33 3 
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a)visia geral do modelo 

t2 2 lb/in 11b/i n 

1,221b/in 

1,8''-+--- 3" _ ___..,_. 2,4'--~----

b) secção transversal ele uma unidade 

Fig. N~ 17- modelo NO ? 
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diafragma 

seccao AB 

X' 

Fig N2 18 -vista da malha 6 x 6 - modelo N 2 2 
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T A B E L A 7 - ·- --- -- -
; Modelo No . 2 Elemento : R. M.D. 
1-------------------------------------------------------------------Para o ponto a a I b b I c d 

Deslocamen t os verticai s (inx l 0
3

) - secção AB 

Experimen t al 

Malha 6x6 

Ha l ha 6x l 0 

1, 6 10 

1 , 660 1 , 400 

1 , 200 ---- - -6,300 ------

0 , 5 70 -- - -- - 6 , 520 -1 1 , 000 

0 , 600 - 2,700 -6,610 -11,200 

Mome nto My (inxlb/in) - secça~ AB 

!Experiment a l ---- -

Malha 6x6 - 0 , 143 

Malha 6xl 0 - 0 , 148 -0,153 

Tens~es a (psi) - secção AB 
X 

-0 ,11 0 

-0 , 163 

-0 ,1 68 

Experimental --- - - - - - - - 30 

Malha 6 x6 O ---- - -69 

IHalha 6x l 0 O - 24 -64 

!
Momento My (inxlb/in) - secção CD 

Experimenta l - ---- ----- -0 , 070 

Ma lha 6x6 -0 , 102 --- - - -0,117 

M~1ha 6 x1 0 -0 , 106 - 0 , 110 -0 , 121 

T e n s ~es ax (psi) - secção CD 

Experimental ----- -- - - -

Ma lha 6x6 

Mà lha 6xl0 

o 
o -18 

20 

-53 

-49 

-0 , 062 

29 4 

-0,044 

217 

0 ,050 

0 , 040 

0 , 040 

480 

724 

728 

0 , 100 

0 , 030 

0 , 030 

380 

542 

547 

.. o , 000 

0,000 

0,000 

- 900 

-1096 

- 1101 

, 0 , 000 

0,000 

0,000 

-500 

-820 

-825 
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T A B E L A 8 

Modelo No. 2 Elemcnto:HIBRIDO 

a a' b b ' c d Para o ponto 
'------------------------~~---------------------------------

Deslocamentos verticais (inxlO ) - secção AB 

Experimental -- - - - ----- 1,200 - - - - - -6,300 ------

Malha 6x6 2,120 ----- 0,840 ----- - 7,920 -13,440 

Malha 6xl0 2,120 1,800 0,830 -3,180 -7 , 930 -13,470 

Momento My (inxlb/in) - secção AB 

Experimental 

Má lha 6x6 

Ha lha 6xl0 

- 0,178 

-0,182 -0,188 

Te nsÕes ax (p s i) - secção AB 

Experimental ----- - ----

Ma lha 6x6 

Malha 6xl0 

o 
o -51 

-0,110 

-0 , 203 

-0,206 

30 

-86 

-98 

Mom ento My ( i nxlb/in) - s ecção CD 

Experimental -- - - - --- - - -0,070 

Ha lh a 6x6 -0,127 -0 , 145 

-0,129 -0,134 -0,148 

I 
~13 1 h ~ 6 X 1 0 

Tens oes a (p s i) - secçã o CD 
X 

Ex p e ~ime ntal - - - --

Na Hta 6x6 

Halha 6 x10 

o 
o 

20 

----- -67 

- 42 - 77 

-0,076 

375 

-0,054 

284 

0,050 

0,048 

0,048 

480 

798 

815 

0,100 

0,037 

0,036 

380 

598 

6 12 

0,000 

0 , 000 

0,000 

-900 

-1224 

- 1227 

0,000 

0,000 

o,ooo 

-500 

-919 

-921 
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se permitiu também que fossem determinadas as condiçÕes de anti-

simetria que a linha EF deve cumprir para que possamos 

apenas uma quarta parte do modelo . Elas são : 

u' Cl o a ' X 
a o 

v' ;. o e ' -F o y 
w' F o a ' z F o 

analisar 

Os resultados da analise s ao mostrados atra--

ves de gráficos e de tabelas. 

Os gráficos de 
... 

numero 13, 14, 1 5 , 16, 17 nos 

dão resultado da analise realizada com o RMD com malhas de 6x6 e 

6x l 0 . Como se pode observar a diferença de resultados ê .. . 
m1.n1.ma 

e muitas vezes não aparece no g râfico havendo superposição de 

pontos, A comparação com resultado~ experimentais nos mostra uma 

aprox imação bastante boa dos deslocamentos ( g râfico 13) e das 

tensões (gráfico 15 e 17). No que diz respeito aos momentos a 

aprox im ação foi razoâvel conforme podemos ver pelos grâficos 14 

e 16. Os correspondentes valores aparecem tabelados na tabela 7. 

Queremos fazer notar que os valores experimentais não foram me 

didos exatamente sobre as arestas mas um pouco a esquerda ou a 

dire ita das mesmas.Entretanto os valores por nós calculados o 

são sobre a aresta. A diferinça ê entretanto mfnima e a prÓpria 

referincia (13) fornece os valores, sob a forma de tabelas 

nas arestas. Estes são os valores experi me n tais publicados nas 

tabelas 7 e 8. 

Os resultados do elemento HIBRIDO -s ao muito 

seme lhantes aos apresentados pelo RMD e podem ser vistos nos 

grif icos 18, 19, 20,21 e 22 e na tabela 8 . As consideraçÕes fei 

tas para o RMD valem também para o HIBRIDO e 

das. 

5.6 Modelo 3 

-nao -se r ao repeti -

A 1:' e f c r ê n c i a ( 3 ) a na 1 i s a um mo d e 1 o que f o i · e s t IH:! a c.l o 

experimentalmente por Beaufait e Gray (1966). Na figura 19a te

mos uma vista gera l do modelo, e na 19b ê vista a secç;o trans -
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y' 

secçaÕ CO 

secç;ao AB 

Fig N~ 20 -vista da malha 5 x 6 - mo de lo N~ 3 
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T A B E L A 9 

Modelo No. 3 Elemento: R.M.D. 

Para o ponto a b c d e f 

Momento My (inxlb/in) - -se cç ao AB 

Halha 5x6 0,979 -0,381 -0,319 - 0,056 0,121 0,000 

TensÕes (psi) - AB o - se cçao 
X 

l Ma lha 5x6 -215 -233 39 316 245 -518 

T A B E L A 10 

IHode lo No. 3 Elemento : lliBRI DO 

Par:1 o ponto a b c e d f 
----------------~----------------------------------

Momento My (inxlb / in ) - se cçao AB 

Malha 5x6 0,656 -0,413 -0 , 198 -0,366 -0,161 0 , 0 00 

T~nsÕes o 
X 

(p si ) - s ecçao AB 

~a lha 5x6 -259 -261 57 3 77 279 -639 ---------
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versal do modelo. Ainda sao vistos os principais dados do pro

blema. O modelo ; construido de al~mfnio. Os diafragmas foram 

construidos de madeira de uma polegada de espessura e as limi

nas foram parafusadas na madei ra. 

Na figura 20 podemos ver a malha utilizada 

na analise, bem como o sistema de coordenadas globais . Devi do 

~ simetria ~oi anal is ada apenas uma quarta ?arte do modelo. O 

sistema de coordenadas locais é tal que o eixo X permanece sem 

Pte paralelo e de mesmo sentido em relação ao eixo X'. 

Os resultados da analise, usando o R . M.D., 

~n~ontram-se nos g ráficos 23, 24 e na tabela 9 . Como podemos 

ver , os resultados da analise com o R.M.D. e os valores expe

rimentais praticamente coincidem • Logo temos neste caso uma 

g rande precisão nos resultados encontrados . Note-se que a ma

lha empregada foi uma malha bastante grosseira 5x6. Aqui os va 

lóres experimentais também não foram medidos sobre as arestas, 

mas um pouco a esquerda ou a direita destas. 

Os resultados da an~lise usando o HIBRIDO, 

sao mostrados nos g raficos 25 e 26 e na tabela 10 . Como pode-

mos observar os resultados são semelhant es aos encontrados com 

o R . M.D • • Aqui também o grau de aproximação entre os resulta-

dos expe rimentais e os resultados da análise com o niDRIDO 

muito bom . 

5 .7 Mode lo 4 

-e 

A r.eferência (3) analisa um mod e lo testado 

experimentalmente por Gaafar (1954). T an to a folha po li éd rica 

como os diaf ragmas foram construidos de chapa de alumfnio de 

0 ,13 polegadas de espess ura. Os diafragmas foram li gados -as 

13~inan po~ m~i o de c~~tcneiras de aço. Temos na figu ra 2la 

uma vista gera l do modelo , se u carregam e nto e principaÍs da

dos . Na fi gura 21b vemos uma secção transve rsal do modelo . 

Devido ~ simetria podemos analisar apen as 

um quarto do modelo . Esta quarta parte pode ser vi s ta na fig~ 
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T A B E L A 11 

1Hode lo No. 4 Elemento:R.M.D. 

Para o ponto a b c d dI e 
j D 1 .. (' 10 ·~3 -) --·-------------------------: es ocamentos vert~ca~s ~nx - secçao AB 
' : Experimenta l ----- -12,00 ----- 4,00 

-14,00 -11,50 - 5,56 

-14,60 -12, 00 - 5,67 

2,34 

2, 71 
-

2,74 

; Malha 4x6 

' Malha 5xl2 

: Deslocamentos 
I 
· Experimental 

horizontais (inxl03 ) - secçao AB 

Nalha 4x6 

Halha 5x12 

o,oo 0,00 -----

o,oo 
o,oo 

- 843,0 

-833,4 

0,00 

0,00 

-821, 8 

-846,8 

3,86 

4,09 

- 26,6 

- 18,2 

4,8 
-(inxlb/in) - secçao AB 

3 ,532 

3,795 

3,736 

3, 86 5 

1,625 

1,749 

Cinxlb/in) - secção CD 

2,621 2,470 1 ,1 88 

De s locamentos horizontais da aresta 

Experimenta l ----

Malha 4x6 2,28 

5,00 

4,43 6 , 34 

9,68 

8,87 

9,40 

730,7 

841,6 

851,4 

-0, 256 

-0,286 

8,13 

7,81 

16,60 

594,7 

575,7 

-0,144 

8, 6·2 

Malha 5xl2 2,41 4,70 6,72 8,27 9,13 

I Deslocamentos horizontais da aresta "e" (inxl0 3 ) 

Exp e rimental ----- 10,55 ----- 18,92 -----

Nalh a 4x6 

. t-fal h a 5xl2 
k --------

5,79 11,20 16,00 19,70 

6~13 1 1 ; 90 17,00 20,90 
--~-;...____ ---

21,80 

23,10 

4,00 

2,39 

2,76 

21,00 

22,50 

23,80 

365,3 

317,2 

317,9 

0,000 

0,000 

9 , 6 6 

8,87 

9,40 

20,94 

22,50 

23,8Cj 
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T A B E L A 12 

I Modelo No. 4 -------------- Elemento:HIBRIDO 
! Para o ponto a h ______ c _ _ _ _ d d' 

~ -D-e_s __ l_o_c_a~m-e_n_t_o_s_v_e_r_t -i c ais(-in x 1 O 3 ) - s e c ç ã o A B 

' Experimental ----- -12,00 ----- 4,00 -----

Halha 4x6 

Halha 5xl2 

-14,80 -12,10 - 5,68 

-14,90 -12,20 - 5,72 

Deslocamentos horizontais (inxl0 3 ) -

I Experimental 0,00 0,00 

Malha 4x6 0,00 0,00 

I Malh~ 5xl2 0,00 ~,00 
I Tensoes crx (psi) - secçao AB 

Experimental -786,6 -826,6 

Malha 4x6 -1003,8 -907,1 

Malha 5xl2 -953,3 -918,0 

4,18 

4,19 

- 26,6 

9 '6 

9 'ó 
-Mo mento My (inx l b/in) - s e cçao AB 

I 

2,90 

2,87 
-secçao AB 

9,68 

9 , 6 2 

9 , 6 4 

730,7 

915,0 

904,3 

2,90 

17,00 

594,7 

653,8 

1

1

Malha 4x6 3,852 4,088 1,776 -0,285 

Malha 5xl2 3, 9 00 3,966 1,799 -0,292 -0,147 

Mome nto My (inx 1b/in) - s e cção CD 

e 

I+, 00 

2,94 

2,92 

21,00 

24,40 

24,40 

365,3 

386,1 

386,6 

-·0, 006 

-0,001 

Malha 4x6 2,855 2,709 1,297 -0,229 ----- -0,010 

I
!Ialha 5xl2 2,738 2,911 1,239 -o2-~4_ -o,~2_8 __ o,ooz 

Pa ra X' = 2,92 5,83 8,75 11,67 14,58 17,50 

De s 1 o c a me n t o s h o r i z o n t a i s d a a r e s t a " d " . ( i ~~ 1 O 3 ) 

Ex p eriment al - - --- 5 , 00 ----- 8 , 13 -----

Ma lha 4x6 2,47 4,81 6,88 8,47 9,35 

! Ma lha 5x12 2,47 4, 8 1 6,90 8 ,48 9,37 

Des locamento s horiz o ntai s d a aresta "e" (in x l0 3
) 

Exper imental ~C---

Ma lha 4x6 6,27 

l Ma 1 h a_ 5 x 1 2 6 , 2 8 

10,55 

12,20 

12,20 

17,40 

17,40 

18,92 

2 1, '•O 
21,40 

23,70 

23,70 

9,66 

9,62 

9,64 1 

20,94 1 
24,40 1 

' 
2 4 ' , '• o j 
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ra 22. Ali também é mostrada a malha mais g ros sei ra que foi po r 

nós utilizada na análise. O sis t ema de coordenadas locai s utili 

zado foi tal que o eixo dos X é paral e lo e tem o mesmo sentido 

que o eixo X' global 

Os resultados da aná lise empregando o R. M.D. 

podem ser vistos nos gráficos 27 , 28,29,30 , 31 e 32, bem como na 

tabela 11. Como podemos ver nos gráficos 27,28 e 29 os resul 

tados experimentais e os obtidos pela análi se por meio do R.M.D. 

são pra ticamente os mesmos . No que diz respeito aos momentos : 

temos apenas resultados expe rimentai s em um ponto da secção AB 

e em um ponto da secção CD. Mesmo assim podemos ver , pelos grá

ficos 30 e 31 , que os r es ultados obtidos pela análise com o 

R.M.D. s e situaram b astante prÓx i mos do valor obtido experime~ 

talmente. Finalmente no que diz respeito ãs tensÕes o ,na sec-x 
ção AB ,t emos os resultados expe rimentais e os obtidos com o 

R . M. D. praticamente coinci dind o. Os valore~ experimentais que 

aparecem n a tab e la 11 são retirados dos gráficos , o mesmo acon

tecendo com os resu l tados exper iment ais da tabela 12. 

Os resultad os da análise com o HIBRIDO po

dem ser vistos nos grificos 33 , 34,35 , 36,37,38 e na tabela 12 

Os resu ltados são bastante seme lh ant es aos encont rados com o 

R.M.D. 

5 . 8 Mode lo 5 

Este modelo é teórico não tendo resultados 

exp~rimentais. Trata-s e de um tanque cil!ndrico, como podemos . 

ver na figura 23, submetido a um carregamento hidrostático . Na 

fi gura 23 aparecem tamb~nl os dados do problema . Na fi gura 24 te 

mos representada a malha utilizada na resolução do problema 

bem como o sistema 2e eixos globais utilizado. O sistema de ei 

xos locais foi tomado de tal forma que o eixo X ~ paralelo e 

de sentido contrário ao eixo Z'. 

Os r e sultados foram comparados contra re s ul 

tados obtidos com o elemento CAXR2 Jo sistema lORANE. Este ~lti 
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I 

I .,_. 
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~ 600cm ----------~ 

a) vista ger al do moctelo 

t= 20 em 

b) secça-o t ra nsvers al do modelo 

DADOS 

E = 1 kg/ c rr? 
v=o 
Fig. NQ 23 -mod elo NQ 5 
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T A B E L A 13 

~d~lo No. 5 --ara Z ' c o 25 50 100 150 200 

Deslocamentos radi ais em uma gcratri z (em) 

R. M. D. o,o 79 , 9 219,3 369,0 288 ,9 111, 9 

l lliBRIDO o,o 8.1, 2 223,8 377 , 8 290,9 97 , 1 

I CAXR2 0,0 7 9 , 3 214,4 352,8. 268,5 94,5 

Homen t os Mx em uma ge ra triz (k gxcm/cm ) 

R.M. D. -231 , 6 - I~ 6 , 6 48,1 70,7 20,8 5,2 

~!BRIDO -244,'• - 57 ,6 38, 1 63,1' 18 , 4 1,7 

AXR 2 -24 1, 9 - 51 ,1 42 ,0 6 4 ' 3 21 '9 0,0 
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mo ê um elemento para res ol ução de cascas axisimêtr icas. O resul 

tado da comparação pode ser visto nos grâficos 39 e 40 . Tanto o 

elemento RoM . D. , como o HIBRIDO apresentaram uma Õtima aprox i ma

çao tanto no que diz respeito aos momentos como no que diz res

peito aos deslocamentos radiaiso Note=se que a malha empregada ê 

bastante grosseira . 

Uma ultim a nota diz respeito ao diafragma. r E~ 
I to '1. I t# .) 

te foi considerado infinitamente rÍgido em seu plano e perp e ndi-

cularmente ao seu plano . 

Os resultados comparativos aparecem tambêm na 

tabe la 13 . 

5 . 9 Modelo 1 Com Diafr a gma 

Aqu i fizemos uma tentativa para levarmos · em 

conta o diafragma, com a finalidade de resólver os problemas que 

ocorreram para X' = O". 

.... 
nos . 

A malha utilizada foi de 102 elementos e 124 

Podemos vê-l a na figura 25o Os r es ultados da tentativa , e-

fetuada tanto com o HIBRIDO como com o R . N. D., podem ser vistos 

nas tabelas 5 e 6 (malha 102 ) e no s grâf icos 41 , 42 ,43,44. 

Os res u ltados obtidos para os deslocamentos 

verticais na linha central superior do modelo podem ser classifi 

cados de cxelentes uma vez que a curva experiment~l e numêrica 

praticamente coincidem (podemos ver i s to tambêm nas tabelas), co 

mo pode ser observado no grifico 4 1. I~to ocorre tanto para o e 

lemento HIBRIDO como para o R . M. D •• 

Tanto para o HI BRIDO como para o R .M . D., os 

momentos Mx, que ocorrem n? linha central s u,eTior, apresentam a 

go ra um valor negativo no ponto X1 = O". 

Fi ca desta forma corrigido um dos problemas 

q u e ocorria quando nio se l evava em conta o diafragma ( trnhamos 

entio o momento Mx nulo nesta ·rcgiio). ne uma maneira geral aqui 
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Fig. 25 
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tambem hâ um melhor ajustamento das curvas experimental e nu~eri 

ca. 

Observando os grâficos 43 e 44 ( especialme~ 

te este Úl timo) verificamos que o mesmo nao ocorre aqui. Os val~ 

r es Nx apresentam para X' = O", em ambos os e l ementos, perturba

çoes bastante grandes afastando- se bastante da solução exper1men 

tal . Cremos que tal fenômeno ocorre , porque aqui temos os elemen 

tos que c o ns t ituem o diafragma , e os elementos que constituem~ 

liminas da folha pol i edrica formando um ingu l o de 90° . Como con

sequencia o des l ocamento w, de um elemento do diafragma , coinci

dirá , em direção ( em coordenadas globais) , com um deslocamento u 

ou v de um elemento de uma das liminas e vice- versa . Ocorre que, 

no R . M. D., as funç~es interpoladoras usadas no estado plano ( de~ 

locamentos u e v ) sao lineares , enquanto que as funçÕes interpo

lado r as usadas na f l exão de placas (deslocamento w) e cÚbica. A

creditamos que devido a esta diferença nas funç~es interpoladoras 

são produz i das as perturbaçÕes observadas nos valores de Nx . A 

maior per t urbação , que se verifica no grâfico 44, pode ser expl! 

cada se nos lembrarmos que no ponto considerado temos ainda um 

apoio pontualo Para o elemento HIBRIDO a explicação é semelhan 

t e , j â q u e o de s 1 o c ame n t o u e v d o e 1 em e n to h Í b r i d o d e e s ta d o p~ 

no de tens~es , por n~s utilizado, é linear enqu~nto que, o des 

locamento w do elemento hÍbrido de placas em flexão, ê também cu 

bico. 



CAPITULO VI 

6 Co ne l us·ões e RecomendaçÕes 

Das numeros as verificaçÕes realizadas fica 

claro que o metodo dos elementos finitos pode se r apl i cado com 

boas probabilidades de sucesso na análise de folhas poliédri-

cas . 

~odemos reparar pelos numerosos gráficos e 

tabe l as apresentados que t a nto o R.M . D. como o HIBRIDO dio re

sul t ado bastante semelhantes. Ambos os elementos apresentam de 

um modo ge ral bons resultados , quando se comparam os 

dos experiment ais com os numéricos. 

resulta-

As curvas (experimen ta l e numérica) se a-

proximam tanto em valores numéricos como na forma ge ométrica. 

Ai nda queremos ressaltar o fat o de que mesmo com malhas gros-

seiras já se obteve resultados muito bons na maioria dos mode -

los. Da maneira como foram usados os programas dos dois P.le-

men tos resalta uma certa v a nt agem para o R.M.Do no que diz rc~ 

peito ao tempo . Entretanto as "procedures" do HIBRIDO talvez~ 

sam ser reformuladas, na parte de flexão, para se vencer tal 

obstáculo . 

Uma primeira recomendação seria acoplar o~ 

lemento h!brido do estado plano de tensÕes com o elemento do 
ESCOLA DE ENGENHARI/\ 

Oln l 11""'\T r r' A 
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metodo dos deslocamentos para flexão de placas. Isto porque o e

lemento hÍbrido para o estado plano de tensÕes apresenta result~ 

dos nitidamente superiores aos apresentados pelo elemento corre~ 

pondente do metodo dos deslocamentos . Por outro lado o elemento 

hÍbrido para flexão de placas , e o elemento para flexão de pla-

cas do metodo dos des l ocamentos , apresentam resultados 

semelhantes com leve vantagem para o e l emento hÍbrido . 

bastante 

Uma outra sugestão e o desenvolvimento de um 

elemento do tipo quadri l atero para folhas poliedricas para que 

se possa resolver problemas onde apareçam liminas 

diafragmas não paralelos etc • •• A referência (3) 

triangulares 
' 

contem o desen-

volvimento de um elemento triangular para o mêtodo dos desloca -

mentos . Entretanto os resultados ali apresentados mostram a ne-

cessidade do emprego de um nGmero muito gra nde de elementos para 

se chegar a resultados que obtivemos com as nossas malhas mais 

grosseiras . Raramente as nossas malhas mais finas chega ram a i -

gualar em nGmero a quantidade de elementos das malhas mais gros

seiras da referência (3) o Poderia se pensar tambem em des envo l

ver um elemento mais refinado que o da referência (3). 

A tentativa feita para se levar em considera 

çuo o diafragma nos mostra (devido as distorçÕes ocorridas) a 

provâvel necessidade de serem desenvolvidos elem·entos retangul~ 

re s de es tado plano de tensÕes , com funçÕes interpoladoras de des 

locament~s d~ ordem cGbica para que possam ser acoplados com c~ 

os ja existentes elementos ret a ngulares de fl exão de placas. 

F inalme nte, podemos ainda suge rir o desenvo! 

vimento de um elemento , que l e ve em consideração a possibilidade 

de aparecerem prob lemas onde ex istam liminas grossas e não delg~ 

das. 
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APÊ'NDICES 



CAPITULO 'VII 

7.1 (Ver 3 . 2.1 , · 3~3.1, 3~3~2) Apandicé 1 

7.1 . 1 (Ver 3 . 2.1) CondiçÕes d~ Convergência no Modelo Compatível (lO) (7) 

Queremos aqui focalizar certas condiçÕes que devem ser 

obedecidas no método dos deslocamentos, para que fique assegurada a conver 

gência da solução do sistema : 

l<.U = p 

a medida que se tomam malhas cada vez mais finas . O modelo compatÍvel, sen 

do derivado do método de Raleigh-Ritz, deve usar funçÕes aproximativas que 

sejam admissÍveis e que tenham completidade, isto é, que se]am tais que a 

solução do sistema seja igual ã solução exata, quando o somatório da (3-5) 

tiver infinitos termos. Na pratica, para que isto seja assegurG<do , temosaJ. 

guns critérios que devem ser observados, quando serão escolhidas as fun

ções aproximativas que irão cons tituir a matriz A da expressão (3-11). 

Cri têrio ·1 - as f unçÕes aproximativas devem ser tais que se dermos um des-

locamento de corpo rÍgido ao elemento , as deformaçÕes especÍficas conti-

nuam tendo o mesmo valor que possuíam antes do deslocamento de corpo rÍgi

do. 

Cri têrio 2 - a medida que se usam malhas mais finas as deformações espeCÍ-
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ficas tendem a ter m~nor 11a:riação d~:ml-ro dê cada elemento. Se na realidade 

existem deformaçÕes ~spec'i.ficas COl'l.stantes , o ~lemtmto deve ser tal quepo~ 

sa reproduzir as deformaçÕ.es Mpecl:.ficas de modo exato. Em caso contrário 

o elemento não apresentarã , em -geral, ooas condiçÕes d~ convergência . Lo

go as funçÕes aproxinativas d~vem ser tais que , se os deslocamentos no

dais do elemento são compatíveis com uma condição de deslocamentos especí

ficos constantes , permitam obter exatamente estas deformaçÕes especÍficas ; 

constantes. 

No caso em que as funçÕes aproximativas são polinômi os 

interpoladores, os critérios 1 e 2 ficam automaticamente satisfeitos se to 

roamos um polinômio completo , cuja orde seja pelo menos igual ã ordem da 

maior derivada que aparece nas relações entre deformaçÕes especÍficas e 

deslocamentos. 

Critério 3 - As funçÕes aproxbnativas utilizadas devem assegurar a compati_ 

bilidade nas linhas divisarias entre os elementos para os deslocamentos e 

suas derivadas atê a ordem k-1 , onde k ê a ordem da maior derivada que a

parece nas relaçÕes entre deformaçÕes ~specíficas e J~slocamentos. 

7.1.2 CondiçÕes a Serem Satisfeitas pelos Parâmetros de TensÕes no Modelo 

HÍbrido (l4) 

7.1:2.1 (Ver 3.3.1) Estado Plano de TensÕes 

Se considerarmos a expressão (3-5), pode-se escrever a 

expressão (3-69) e a (3-70), não mais ao nível do elemento mas sim ao ní 

vel do corpo, como 

(-F . fJn + G.Ue) l . = O - - para um e emento 1 
(7-1) 

i == 1,2, .... , m 

'1' 

E(crn,T.G- Pe).õUe ~O 
m- -

(7-2) 

A inspeção da (7-2) mostra que se o numero de tensoes 

assumidas crn de todos os lll ele·mentos e menor que o numero total de desloca 
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mentos Ue não haverà , em ~aTal , solução para os an . Mesmo que haja solução 

para os f!:n na (J-2)~ as incógnitas ~e não poderão ser determinadas unica -

mente da equação (J-1} uma vez que em tais casos o número de incÓgnitas Ue, 

pelo menos em alguns ulementos , ~necessariamente ~aior do que o número de 

an . Sendo Mo numero total de tensÕes assumidas an e N, o nÚmero total de 

deslocamentos Ue , dos quais pelo menos L devem ser restringidos, L e por

tanto o número de graus de liberdade da estrutura considerada como um cor

po rÍgido. Então para que o problema tenha solução deveremos ter : 

- -
M N- L (7-3) 

7 .1.2. 2 (Ver 3.3.2) Placas Delgadas em Tlexão 

Da ~esma forma que :no item anterior podemos aqui escre

ver as expressÕes (3-113) e (3-114) para o corpo : 

01.~ + ~P - G.Ube) =O - - - para o elemento 1 
(7-5) 

i>= 1 , 2 , ... . ,m 

(7-6) 

Aqui as consideraçÕes são idênticas às que foram vistas no item anterior e 

. levam à mesma conclusão . Soment~ que aqui temos os parâmetros de tensão B 
n em lugar dos a • 

7 . 2 (Ver 3 . 2 . 2, 3.2.3:1)-·Ap-f:na·icti' 2 

ferência (9) 
Damo~ a ~eguir o vetor Aw e a ·matriz B retirados da re~ 

-:-
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1 ..... ~n - (.3 - nn2 (1 - n) - (1 - ~) (3 - : 2n)n2 

(1 - ')n (l - n) 2b 
-~ (1 - ~) 2 (1 - n)a 

(3- 2~);2(1- n) + ~n(l- n)(1- 2n) 

tn (l - n) 2b 
T 

Aw "" (1 - F; )F; 2 (1 - n)a 

Ç,.:cx} a 

n=y/h 

a* = 6. z/a2 

h* ~ 2. z/a 

c* ~ 6 . z.jb2 

d*"" 2.z/b 

(3- 2~ ) ~2 n - ~n (l - n)(l- 2n) 
-~(1 - n)n2h 
(1 - ç:) ç;2 na 

(1- Ç,)(3- 2n)n2 + Ç,(l- ~)(1- 2ç;)n 

-(1- ~)(1 - n)n2b 
-~ (1 - Ç,) 2 na 

podemos escrever : 
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Nas paginas seguintes temos as"procedures " neces -
- . -.. 
sar~as a montagem do e l emen t o RMD. 

Alguns dos s Í mbo l os mais u sados sao 

EE - mod ul o de Youhg 

ANU - coeficiente de Poiss o n 

TT es p essura da lâmina 

sxx - a 
X 

SYY - a 
y 

SXY - T 
xy 

NXX Hx 

NYY - Hy 

NXY - Mxy 

QX - Qx 

QY - Qy 
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T E S T E I ~ 
~ = = = = = = = = = = = 

i Nfi'GE :j IT ! PO , ' It:LE 'I • ~<>T t 'IO.P t 'ltC t Jf t l • J • t< • l• N t N?CI 
AP~~ y fF"~P(O ! J~ , O : J2 )1 

[ 'J I EG::P riD f ;:) , IIP T OC • >J~C , >< 1 • '-El • N"' , 'I1•~12 
fi JfFGE~ :-11 
01'".\ l P 1 , P2,P3 1 
I'~ I I; C. E~ 1\R.( AY I>:' ELI I: b J: 
~ o~~ y VFC ( (I : Q J , S~C!O : O ) ; 

D!J :)C:t)d-'':: Tf > D=? I ( >J!:L) 

! N T E'3t.~ N!: L I 
fll'"'j l"' 
t rHFGE ~ ' 11 

r-.o~IIY C()OQl(( \! S i tCOO=?Y(I ! S II ? 
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r •• : ::'I•)•' I '• " CIJF I.-\ 1 .t, 1: 
) ~\ : : A( 12 1-X( ! \) I 
)Y I : ~ i l l ?. 1-Y ! I \ I ; 

ll I I : = 11 P I -I l I I. I ; 
H '• : -::X ( I" i - X ( \ 1 I I 

11'h : - Y r l <+I -Y l I I I : 
1) / ·, : -==I ! ( c. I - I.! li l ; 
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--:- ·· · · · ··· - - - ~orrr;·n:·=·:l'.<t;A· ; -·~---- -· · · ·; · 
~OT!?t1l : =DYl/AJ . 
=?0Tr3 tl I!=Dll/•U 
~9Tl ( •21 : =OX4/31 
QOT(2 , zi:=DY4/8 1 
~()T(),2J:=r)'Z4/9 1 · · · · 

A~I'J : =P:'> I S [ 'lEL I I 
f';f:=E!'JF.L) I 
TT:=Tl'JEL)I 
BF. : =ll/t..: 
COEF:=~f OTT/112,0(}.-A~UDA'J01) 

A R :=Ao~; 
~nTI1t3l:=t0Yl 00Z4-UZ loOY4I/A81 

~OT!2t3I!=IOX4°0Z1-0X1°0l41/A81 
~0T(J,Jl:=(0X1°0Y4-0Y1oOX4)/A81 

FO~ IP:=1 STEP 1 UNTIL 3 DO 
FO~ 10!=1 STEP 1 UNTIL 3 DO 

'3F.G I'I 
~OT (IP+),{0+31!=~0T(IPtl0)1 

~O T! I P + 3, I ::lI : =O. r 
QOT! IPt I0+3J :=O.: 
E~OI 

FOK N: =I S TE? 1 UNT IL "'EC 00 . . 

F0q J!=\ STEP 1 U~TIL 6·00 

'· . . . ·. 

·. 

' • ' 

. R~G IN 

E-< 
p,.. 
(:ü 

o 
::<: 

v!JI:=sLrNornoc~-ti+Jroti1-11+J1: 
v(J+SI!=SL(NPT 0 °1N-11+JF 0 ({4-11+J11 
v(J+12l!=SL(NPTQo(N-11+JF~II3-11+J1: 

V(J+18l!=SL[NPT0°(N-11+JfO(J2-11+JII 
r:: ~li): 

FOK I!=1 STEP 1 ~NTIL 6 00 
?EGI'I 
'J{rl!=O. 
vri+SJ:=o. 
vri+12J:=o. 
uri +l 8 1:=o. 

FO~ J!=1 STEP 1 ~NTIL 6 1)0 
3F. G I 'I 
:J([)::U(l) +R OT(J.[I 0 V(Jlf 
:..1 I I+ 6 1 :=V I I+ r, l + QO r I J, I I 0 V ( J+ 6 I ; 
J ( I +12 I: =UI I+ 12 l + r< O r ( J • I l <>V ( J+ 12 l : 
~I I+ 113 l: =U ( I+ 1 l1 l +i~ O T ( J • I I 0V I J+l P I I 
ê: 'lO; 
('10; 

\o/P lTEII"'"R•<//, 11 ELE'1ê:"JT0",J5/" ES TADO OE CAi<GA"d ';i//>.r;EL • NIÍ 
CI):)Q X(\J!=O.ICOOQX(2l!=l.:COORX (31:=1.:COO~X (4):=0 .: COO~X(SJ:=.SI 

C004YI1J:=O.ICOO~Y ! 2 I!= O ,!Cü0~Y (31:=1.;COOAY(4): = 1.:C00~Y(S):=.SI 
Fo~ l!=l STEP 1 UNTIL 5 00 
RFG IN 
fTII:=CClOQY( I I; 
XT!=CO )OX (I)l 
SXX : =I- I 1 • - E TAl ou ( 1 I I 1\- I l • -1. I l <> A '·lU <>U ( 2 l/ i'! ··( TA "li I 7 l/A+ 

( l •-X I l <> 1\ 'IJ <>I) I A l 1 !1 +E T ti<> lJ ( l)) I A+ X I <> 1\ Nl) <> tJ ( I 4 I /H 1-

ll.-~TI\l0U () Q )/ 11-~ l 0U (20l0A~0/ 3 l <>EF /IIo-~NU0"2 1; 

SYY :=I-11.-ETAIOANU 0 J(I l/ 11 -l1.-~!) <>U(21/g-ETA 0 A ~U 0U(7)/A+ 

( I • -X I l oU f !'I l I.;+ t: TA 0 11 'IJ 0 UI 1 3 l I A+ X I <> 11 ( I 4 l I H+ 
C I , -~T A I <>A 'lU OIJ( I 9 I I II - X I <>J ( 2 O I I 'I l <>F f. I I 1 • - A:'-1\.J <>o 2 l ; 
s .< Y: = 1- c 1 • - x 1 > o:.; 1 1 11 c<.> ." 3 J - 1 1-E H<> <>u t 2 J 1 12." li 1 + w{ ll.-Xll 0J(7 )/! 2 . 0~ l-E TA 0 U(8)/1?. 0 &) 

;. X { :) :.! ( : 3 l / C 2 . o F< l >f:: H- =>;) ( 1 4 lI I 2 . <- ,\ ) -

· .. 

l X I <>UI 1:; I I I 2. <> 8 J + l I • - E 11\ J ou ( 20 I I I 2. o td I <>EE o I 1 • -A 'lU l / l .1 • -A "'U oo 2 l I 

r
: X X : = C ( I • - ;:> . o ;q ) <> I l , - E T 'I l <>h . 0 U I 3 I I A 0 0 2 -

l2. - 3.<>XJ)O(J . -ETAJ<>2 , oU(SI/11+ 
(1.-?.<>XJ)Of. TA06 , 0U (9)/A0<>2-
C?~-).0XII0E T A02 . 0U( li )/A-

- - • # • 

. ... ~ - ..,; . .., 
··--t... 

) 
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3 

4 -
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4 
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!l. - Xll 0 !2. - 3 . 0 ETAl 0 ?. . 0U(4)/q
II.-XIl 0 !l.-2 . "ETAl0~.ou19Jiqooz+ 

CI .-ql 0 !l.- l ."ETA I"?..ou r 10 l 18 -
XJ0!1. - ?.oETA l0A.0 U!l S IIA""2+ 
l(J 0(1.- J . <>~ TA l<>2. 0 U I1 6 )1ii+ 
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: ll.1Al 0ETA 0 2 . 0U(17JIA+ 
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~ I l • I A l o ( 1 • -3 . <> ;.:TA l <>?. . "U I 1 (> 1 I f3 + 
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i ( I • -X I l o ( 3 • I a l <> ?. • o \J ( 1 O ]I !h 
~ T <> !?..IR )" '> • "U [J 5 )1 q <> <> ;>-
:-< T (> ( 3 .1 ~, )';) 2 . 0U (l6)/U- ... · . 
Ç T •<~. I q ) <>'J. 0U [ ? IJiq<>o2-
~ l 0 ! ~ .1 8 l~2 . 0UC ;211 3 l <> ~E0T T 0<>]1 !1 2 . o (} . - t\~U<><>2 JIJ 
~· '·- ~ ••.. . .. .. ~ • .. .... .. ___ .... ..., . ...... "-'··~'"t....r """"D_,... .... ,~ -# -..--#"" """""" ...... _ . ., ...._ ..... -. . ... .... _,'9 · -



1 33 

IF A y.<, : = ( ( - ( , ·. I 4 I o ( I • - " I ) • ':- . o)\ I o ( I • /ld ) o 2 ~ ou ( J J /.b~-
( - (~ . I A I • I h . I A IO~JI O? . "U ( 5 1 /R ~ 

( IS .IAI 0 Cl .-.q)-!> . '"l'i 0 Cl . I A) J<>l . 0 U(9)/4B• 
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l'l ~ l il N '-L: =i.. + l c) : K< : =K+ l 2 ! ['IJfH 
Uf Gr 'IJ LL ! =l +l & : ~~ :=K +I A !END 

ENt) : 
TF ~~ (J, K. ) : :T( ~P(J , Kl t ~OT (J , L)oR f G (LL • ~< J; 
('1:) : 
f 'I: :) ; 

F 1H L! =l <; TEP 
fO.:> :< : =\ S TEP 
t\f t; I~ 

r. .\ <; F 11 -ll o• 
•W :iJN . 

lJHT [L I, DO 
~'>~TIL 6 [)() 

HF" ~ I ~ LL!~L !K K : =K : ENO l 
REG I N LL ! =L • 6:<K : =~ I ENO; 

·~ 

3 

4 
-:; 
5 
5 
:; 
5 
'5 
5 

-:; 
:; 
s 
4 

3 

3 

3 

3 

4 

s 

·ó 
1 · 
1 
1 
1 
1 
7 , 
7 ., 
7 .. 

4 



i"•F~I"'.LL : =':..+6:< -<: =r<+6 : €NO ; -. - - ··-- ·-·· 
!3f":., ) N LL :=L+l ê : ><o< : ::K ; f.liQ : 

QF~ l ~ LL := ~+ll:~r<:=<+6 : ENO ' 
qf~ l ~ LL:=~•l2 :~<:=~+l?:E~DI 
'lfí,J"' LL:=L +l -i : Ko<::-<;E"'OJ 
qFS I~ LL :=L+l ~ :K<:=<•& : E~O' 
q FG I N LL : =:..•l~:~r<:=K+l2:E"'OI 
I'IFG I'I LL!=!.. +l tHKK ! =K ·H81Et.l0 . 
FIIJ:); 
Qf '; ILlt 1':<1 :::1}.1 
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fO O J : : } STE~ 1 Ut.lfiL b DO 
~IGILl t Kr< l:=~IG ! Ll• K< J+TE~~ ( L , J ) o~O T! K oJJI 
f. •.;1) ' 
ENI) I 

'<K!= l' 
f0~ I:=KK STEP U"'TIL 24 00 
;:\I"() J~ 

FO~ J: =K K STEP U"' Til 24 DO . 
RfS I"' 
RIGI I oJ) :=~IGlJ, I 1 
F."J:) ! '(I( !::(K+l 

E "'O ' 
ENI)I 

.. ........ ~· - ~- ......... -. 

) 

4 
U • .. • 

'· 3 

2 
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7.3 (Ver 3 . 3 ol e 3.3 .2)Apêndice 3 

A seguir temos as"procedures " utilizadas na 

montagem do elmento HIBRIDO. 

Os símbolos mais 

EE - MÓdulo de Young 

ANU - Coeficiente de Poisson 

TT - espessura da lâmina 

SXX - a 
X 

SYY - a 
y 

SXY - a 
xy 

HXX Nx 

MYY - My 

MXY - Mxy 

QX - Qx 

QY - Qy 

utilizados 

HF - matriz 

HP - matriz 

GF - matriz 

H 

Hp 

Gp 

(elemento hÍbrido para placas) 

(elemento hÍbrido para placas) 

(elemento hÍbrido para placas) 

-s ao 

SE -
G -

matriz 

matriz 

de 

G 

rigidez do eleme nto hÍbrido para placas. 

(el emento hÍbrido para placas) 

TP - vetor de car ga s equivalentes (elemento hÍbrido para pla -

cas) 
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