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SINOPSE 

Este trabalho apresenta o dese nvolv i mento de L1·, 

pr ograma computacional ap li cado a otimização da geomet r. 

de treliças espaciais subme tidas a vãrias condições ind ~

pendentes de ca rre gamento estãt i co . A a nãli se elãst i ca c: 

es trutura ~ procedida pe lo m~todo da r i gidez direta. 

As variãveis de pro jeto sao as coordenadas nodais 
as areas da seção transversal dos elementos, as quais s .· 
limi tadas por valores superiores e in feriores. São cons . 

de r adas restr i ções geom~tricas na estrutura atrav~s da f 

x ação dos v a 1 o r e s m ã x i mos e m í n i mos das c o ordenada s d 1. 

nos. São inc l uíd as restrições de comportamento atrav~ s ·~ 

limitação das tensões nos elementos e do s deslocame ntos 

dais. E considerada a f l ambagem elãstica e inelãstic a P· 

ra os membro s em regime de compressão. Fi nalmente , por c ~ 

s iderações de s i met ri a e fabr i cação , são consideradas 1 . · 

gações das ãreas dos elementos e das coordenadas dos n o ~, 

reduzindo assim o numer o de variãveis de projeto . 

O problema de programação não linear com re st r -

çoes de desigualdade q ue resulta, e resolvido po r uma s 

qÜência de sub-problemas de programação linear, onde a f · .. ~ 

ção ob je tiva e as restr ições são aproximadas por suas e 

p a n s õ e s em sê r i e de Ta y 1 o r de p r i me i r a ordem . O pro b l e 1. 

de programaç ão linear ~ res olvido pelo m~todo Simplex. S J 

ado tados li mites mõveis pa r a controlar a convergência 

m~todo. 

São inc l u'ídos vãrios exemplos mostrando a ef r 

t ividade do progr ama. 
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ABSTRACT 

This work presents the developement of a compu

ta t i ona l progr am aplicable to th e optim i zation of th 

geome t ry of space tresses s ubj ect to many independen• 

cond i tion s of s tat i c l oadi ng . The elast i c ana ly sis 

dane by t he direct st i ffness method . 

The design variables are th e nodal coordinate s 
and the cros s sectional areas of the bars, which are li 

mited by upper and lower bou nd s. Geometric restraint : 

on th e s tructure are consid ere d by i mposi ng maximum an ~ 

mi ni mum va l ues on t he nodal coor dinates . Behavior cons 

trai nts on stresses and nod a l di splaceme nt are included 

Elas t i c a nd ine l astic buckling is considered for member s 

in comp r ess ion . Final ly , by considerations of symmetr) 

and fabrication, linking of the cross sectional area 

and nodal coordinates are considered, lead in g to a re 

duct i on i n the member of design variab le s. 

The inequa li ty constra ined nonlinear 

tion pr oblem posed is solved by a sequence 

programming sub - problems; in doing that , both 

optimiza 

of linea i 

the objec -

tive function and the constrai nts are approximated b} 
their fi rst order Taylor series expansions . The linea r 

pro gramming problem is solved by a Si mplex alg orithm. Mo

ve l i mit s a r e added to co nt r ol the con vergence of th ~ 

met ho d . 

Several examples showing the effectiveness o+ 

the program are included. 
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CAPITULO 1 

INTR ODUÇ/.\0 

Desde os pri mÕr dios, estudiosos vem desenvolver 
do pesquisa s de manei r a a aperfeiçoar os dispo s itivos ~ . 

cãlculo de estru turas disponivei s e ao mesmo tempo cri ar técnicas d 
reso lu ção mais eficientes. Porem, muitas dessas pesq uis .: 
foram abandonadas devido a falta de uma fer ramenta mai . 
po tente de cã lculo . 

A necessidade de se projetar com economia j ã s 
fez sentir desde Galil eo , dando um dos prime iro s passos p 
ra a cri ação de uma no va técni ca em t ermos da 

estrutural. 

otimizaç â 

3(J 
Em 1854, Maxwell en un ciou alguns teoremas b5 

s i cos para a otimi zação de estruturas , porem, some nte e1 

1904 , esses teoremas foram reformulados e aplicadcs p0 
Mich el

31
, que definiu alguns tipos de estrut ur as de vo l uw 

mfnimo. Est as estr uturas não apresentaram entretanto a 
gum interesse prãt ico . Dest a época a t e aproximadamente 
decada de quarenta, todo s os esforços nesse sentido nao p 
saram de escassos desenvolvimentos teõricos sem possibil i
dade de aplicação prã ti ca, devido a impossibilidade de s 
tisfaz e r as nece ssidades por eles exigidas . 

Por volta de 1950, com o adve nto do s computado 

r e s e 1 e t r ô n i c o s , g r a n de s h o r i z o n te s s e a b r em , e n t r e ou t r c:. 

no campo da otimização estrutural . Nessa época surgirv 1 

jã a l guns trabalhos im po r tantes com aplicações prãticas G ~ 

campo da teoria da plasticidade . 
1 1 Em 1964 , Dorn, Gomory e Greemberg desenvolv e 

ram um t r abalho, aplicando a programação linear, que po t 

se r considerado o pioneiro na otimização geométrica de es 



truturas. Neste trabalho eram escolhidos pontos no plan e 

indicando a pos i ção dos nõs de uma treliça e se determin_
va co mo esses nõs deveriam ser conectados por barras d· 
maneira a suportar o carregamento externo com a 
quantidade de mater i al. 

' 

rnínirn · 

Cronol ogi carnente seqÜenci a dos, mui tos outros tr~ 
b lh · d M 32 R . 40 K. h 21 a os surg1ram como os e oses , azan1 , 1c er ! 

lJ 3 1 o 3 s Ronstad e Wang , Oobbs e Felton , Pedersen , Kua ; 
Chen Fu 15

, Reinschmidt e Russell 42
, Spillers l•7

, Kirsch 22
. 

Thomas e Brown 48
, Chan e Turlea 8 

, Prager 36 e outros, qu~ 
se todos, porem, com aplic ação ãs estruturas planas. 

A otimização de estruturas em treliça espacia , 

e um estudo mais recente, apesar de na maioria das vezes , 
cons tar de uma simples expansão dos processos para oti 
mização de treliças planas. 

A otimização estrutura l discreta foi inicialme 1, 
,, 9 

te de senvo lvida com os estudos de Toakley (1968). Er 
7 

1970, Cella e Logcher apresentaram um algoritmo de oti· 
mização nesta ãrea, aplicado ao projeto de estruturas re· 

ticu l adas , considerando a forma da estrutura fixa e a se 
çao tra nsv ersal das barras definida por uma tabela de pe~ 

fís do AISC. A função objetiva adotada e o custo tota~ 

da estrutura . 
2 5 

La Pay e Goble , em 1971, apresentaram um tra -
ba l ho onde compar am a eficiência das formulações em pro
g r amação linear e não linea r. Nele são consideradas múl 

tiplas condições de carga e a flambagem de Euler ~ trata 
da de maneira especia l . Na aplicação âs estruturas com 
um grande n~mer o de barras, como as torres de transmissão 
de energia, comprovaram a eficiência da programação nar 
linear. 

N - Sh Sh . 46 a mesma epoca, eu e m1t propuseram um me 



todo de otimização de treli ça s planas e espaciais, consi 
dera ndo vãria s condições de carga e utilizando o mêto dr 

Simpl ex e o mêtodo das direções admissiveis. 
5o 

Em 1972, Vanderplaats e Moses expuseram Ul 

trabalho sobre otimi zação geom~trica de tre liças de gran
de porte com vãrios estados de carga , analisada s pelo me · 
todo dos esforços , e usando uma t~cnica de separação de 

espaços de projeto . O procedimento aplica o m~todo da ~ 

direções admissiveis de Zouten dijk e in clui tamb~m o pro· 

jeto por sub-estrutu r as. Pode ser empregado em outros t i 
pos de estruturas, como pórti cos e cascas . 

36 -Em 1973, Pederser. apresentou um metodo para 2 

otimização de treliças es paciais , implementando o seu tr t 

balho referente ãs treliças planas 3 ~ O pro cesso de ot " 

mização se desenvolve na ãre a da programação linear coL 
l imites mõveis aplicando o m~todo Simp l ex . 

l 
A 1 s p a u g h e K u n o o , em 1 9 7 4 , d e s e n v o 1 v e r a m u ·,. 

m~todo para a otimização geométr ica de treliças plan as 
e s p a c i a i s , c o m p o s s i b i 1 i d a d e s d e i m p 1 e m e n t a ç ã o p a r a ou t r c 

tipos de estruturas como vigas, pórticos, pla cas, etc. A 
anãlise estrutura l e feita pe lo m~t odo dos elementos f i· 

nitos-modelo dos deslocamento s - ea ot imização pelo m~ to d • 

do mãximo descenso. 
?9 

No mesmo ano, Lo, Marcos e Goe l apresentara ~ 

o programa "Trantow er" para a otimização de grandes tor 

res de transmissão de energia . Este prog ram a dispõe in
cl usive de um sistema de geração e plotagem da est rutura. 
como tambem, verifi ca e corrige automati came nte problema s 
de instabilidade. 

Em 1975, Lipson e Gwin
27 

prop use r am uma formul ~ 
çao para a oti mização geom~trica de estrutu r as em tre li ça 



espacial . O a lgoritmo conta com a possibilidade de eli m~ 

nar certas barras durante o proc esso e opera com e s paço: 
de projeto separados para as dimensões dos elementos e 

geometria da est rutura. A anãlise elãstico -l i near da es · 
trut ura e procedi da pelo método dos deslocamentos . A g e~· 

metr i a e modificad a pelo mêtodo Compl e x e as dimensões do:: 

e lementos por relação de te nsão e por escalamento de ri g~ 

dez . São apresenta dos como exemplos estruturas de torre ~ 

de transmiss ão de energia e coberturas. 
J IJ 

No mesm o ano , Pa tna ik e Sr ivasta va apresent a-
ram uma formu l ação onde co ns ideraram separadame nte a oti ·· 
miza ção de tre liças com uma Ünica e com vãri as condiçõe ~ 

de carga . Par a a prime ira hipõtese, aplicam a progra ma
ção linear, e para a segunda , a não-linear. Durante ( 

processo de r eanãlise , na segu nda hipõtese, e utilizado ( 
método da matr iz dos deslocamentos co ndensada, r eduzindo 

ass im a quantidade de cãlcul os . 

Ou tro trabalho foi proposto por Jagannathan, Ep~ 

te in e Christiano2 0 , para a otimização de cascas reticu
ladas, usando a anã li se nao linear. São considerados pr~ 

blemas de i nstabil i dade com carregeme nto nao uniforme c 

uma simplifica ção na anã li se das estruturas ciclicament ~ 

simétricas com ca rregamento simétrico . 

No Segundo Si mpõsi o Nacional sobre Anãlise e 
Projeto Estru tural Computado r izados , em Washingt on (1976 ) . 
Kuzmanovic, Willens e Thom as 24 apr esentaram um método p~ 
ra otimiz ar to rr es de transmissão. Utilizam um comp ut a 

do r de grande porte (Honeywell 63 5 com o progra ma STREs s: 
em combinação com uma calcul adora progr amãvel (Hewle tt 
Packard 6820A). A tor re proposta, toda executada com 
ca ntoneiras, tem tr~s apoio s formando um triãngulo equil~ 

tero em planta . Se propõe uma orientação, diferente dG 



modelo clãssico, para as cantoneiras de apoio da estrut u 
r a . r ta mb~m fe i ta uma comparação entre as torres d ~ 

tr~s e quat ro apoios usando a mesma geometria e as mesma ~ 

condições de car regame nto, encontrando-se uma economia de 
13,9% em fa vor da pr imei ra . São apresentados os progra · 

mas usados no projeto das barras de apo io, do corpo df 

torre e das di agonai s. 

Em 197 7, Lipson e Gwin
28 

apresentaram um progr~ 
ma de otimização dis creta da geometria e da topologia dr 

tre li ças espaciais com m~ltiplas condições de carga, apl ~ 

cando o m~to d o Comp le x ; const i tui - se numa expansão do tr! 
balho de Li ps on e Agra wal pa r a treliças planas, apresen 
ta do em 197 4 . 

N L 26 d . - d o mesmo ano ev apresentou 01s meto os d t 

ot i mização geom~trica de treliças simples submetidas 

duas condições de carga . O primeiro ~uma simp les exten 
- 47 s ao do t r aba l ho de Sp ill ers ( 19 75) para trel i ças estat ~ 

camente ind eterminadas com um estado de carga, po r~ formu·· 

1 ação de c o n di ç õ e s de o ti m i z ação , u s ando a ma t r i z de r i g ~·· 
dez geom~trica da estrutura. O segundo, combina prog r a· 
maçao matemãtica e t~cnicas gradientes, iterativamente. 

O dese nvol v i mento e a ap l icação dos m~todos dt 

ot i miz ação no projeto automãtico de estruturas, tem sidG 
um tõp i co de grande in teresse da mecânica estrutural no ~ 

ul tim as anos . 

No Brasil, algum esforço se t~m fei to para o d_(
senvolvimento desse setor . Trabalhos como os de Segenrei cl 
lf4 31 c . 6 d 1 1 2 - 51 ..... d d , Mo ura , ass1s , Fe a to , Zaquera , ma r ca ram o 1n1c10 o ~-

s envolv imento do pr ojeto estrutura l õtimo, estimulando ' 
apa recim e nto de novas t~cnicas que possibi l item o trata 
me nt o dos ma i s variados tipos de estruturas . 

E desnecessãrio enfatizar a importância da oti-

•' 



mização estrutural, principalmente para os projetos da 
estruturas de grande porte, ou da que las qu e deverão se . 
construidas repetitiv amente . 

A economia e a eficiência nos proje tos, consti · 
t uem uma das principais meta s na eng enhari a, e portan t • 

temo s ce rteza de que a otimizaçã o nã o ~ ap en as uma nov . 
t~cnica, mas s i m, uma ferramenta pote nt e de cãlcu l o que : 
torna r ea lidade em nossa engenharia estru t ural. 

r 
v 



CAPITULO 2 

O PROBLEMA DA OTIMIZAÇ~O ESTRUTURAL 

2 .1 - Introdução 

Como pudemos observar no capitulo anterior, mu . 
tos sao os métodos jã de se nvolvidos para a r esol ução d· 
problema da otimização de estruturas. Todos, por~m, po s 
suem suas van tage ns e desvant agens . 

As di mensões de um problema de otimização estr_ 
t ural que um determinado m~todo se propõe a resolver de 
pende de vãrios fatores , ent re os quais podemos ci t ar 
t ipo da estrutura (t r eli ça, pÕrt ico, etc . ), n~mero de cor· 
dições de carga sol icit ant es, nume ro de nõ s e de elemen · 
tos da estr utura , e t c. 

Antes de formularmo s matematicamente o problem ~ 

da -otimização, vamos i ntroduzir alguns conceitos bãsico . 
cuja terminol ogia me re ce alguma refer~ncia. 

2.2 - Concei tos Bãs ico s 

Os problemas de otimização est rutu ral apres en 
t am alguns conceitos i mportantes como veremos a seguir. 

2.2. 1 - Var iãv e is de projeto 

As variãveis de projeto englobam as 
quantificãv eis do me smo. 

grandeza ~ 

De acordo com a complexidade do problema, pode 
se def inir alg um as dessas va r1 aveis . Porêm , as mais us a 
das são aq uel as r e laci onadas ãs caracter íst i cas da seça 
transversal dos e lementos da estr utura (ãrea, momento d 
in~rcia, etc . ) e/ou a configuração geom~t r i c a estru 



tural . 

2.2.2 - Função objetiva 

Tambem chamada de função custo ou função meri ~ 

t o , e a função com respe i to a qua l o projeto vai ser oti · 

mizado . El a at ua com o se l etora sobre as vâri as alte r na
ti vas de um projeto . 

Nos projetos de estrutura s metá li cas, a f unçã .. 
objetiva geralmente adotada e o peso ta t a l da estrutu r a : 
pois este, minimizado, pode re duzir o seu custo. 

2. 2.3 - Restrições 

As restrições sao condições impostas s obre ce r 
tas caracteristicas da r esposta da estrutura, e 
diretamente s obre as variãvei s de proj e to . 

tarnb em 

Estas rest riçõe s podem aparecer sob a forma d2 
eq uaçoes ou inequações nas variãveis de projeto, e const · 
tuem um conjunto de cond ições necessãrias mas nao 
cientes para se obter o projeto Õtimo. 

s u fi -

De man eira gera 1 pode-s e def in i r duas cl asses d t 

rest r ições . As restrições laterais que são limitações s o 
bre o valor das va riãveis de projeto . Estas são facilm e r 
te determinadas e aparecem por imp osiç ões do s fabricant e s 
dos elementos estruturais , ou por i mposições do projete 
arquitetõnico ou uso da estrutura . E, restrições de com

por tamento, que envolvem limita ções impostas sobre as ca
r a cteristicas de comp ortamento da estrutura como li mita
ções de tensão nos elemen tos, deslocam entos nodais, etc. 
Estas são determinadas através de um a anãlise da estrutu -
ra. 

2.2.4- Espaço de proje t o e região admissfvel 

"j 



-O espaço de projeto e um es paço onde se situ am 
todos os projetos admisslveis e inadmissTve is e cuj a di

mensao depende do numero de variáveis de projeto. 

Cons i derando um vetor de projeto n-dimensional , 
defini mos um s i st em a de refer~ncia hi per - axial que coor 
dena o espaço de pr ojeto. 

As restrições representad as nesse sistema de r · 
ferênc i a def i nem duas regiÕes distintas: 

- Região fact l vel, que e o espaço dos projeto ~ 

adm i ss l ve i s . 

- Região nao f actlve l , onde se situam as so l u· 
çoes in desejáveis do prob l ema. 

Po r tanto, o vetor de projeto se r á considerado l 
t i mo q u a n do s a t i s f i z e r as c o n d i ç õ e s r e s t r i t i v as , i s to f; 

estiver co ntido na região admissiv e l do espaço de proj e t( 

e a i nda extremiza r a fun ção objetiva. 

2. 3 - Fo rmu l ação Matemãtica do Prob lema de Otim i za ção 

Vistos os conc eito s básicos , podemo s agora for 
mular matematic ament e o problema de otim iz ação estrutural 

Dad a uma estrutura e o seu carr egamento exte r · 
no, podemos definir o vetor de projeto qu e sera represen
tado por X . Assim, as r es t ri ções fi cam definidas pel 
s istema de inequações. 

j =l , 2, ... , m 

A f un çao objetiva escol hid a é o peso tota l d? 
estr utura, que represe ntaremos po r W(~) . Logo teremos 
prob l ema de otimização formulad o da seguinte maneira : 

Enco ntra r X _...,. X G R n ta 1 que W ( ~) -> m 1: 

~) 



W R n -> R l suje i to a g.(X) ~O 
J -

10 

j=l,2, . . . , m 

Este sis tema define um prob lema de minimizaçãL 
rest ringida, onde as restri ções aparecem sob forma de i n•. 

quaçoes . 

2.4 - M~todos de Programação Matemãtica 

Os m~todos de programação matemâtica s ao aque 

les que pretendem extremizar a função objetiva, submetid ~ 

ao conjunto de restrições. Esses métodos, de maneira ge 
ral , podem ser agrupados nos métodos de pro gramação l i -
near ou não-linear, conforme a função objetiva e as re s 
trições sejam lineares ou não nas variãv ei s de pro jeto. 

A maior parte dos problemas de programação ma t~ 

mãtica , mesmo para estrutur as com comportamento bem si m 
ples, são do tipo não-lin ea r . Eles podem ser reso lvid o ~ 

de maneira direta, a partir da sua formulação, como po 

exemplo, utilizando um método de direções admissíveis, o 
ainda transformando - os de minimização re str in gida para um ~ 

seqU~ncia de minimizações livres, como por exemplo, nu ~ 

método de funções de penalidad e . 

Entretanto, podemos transformar um prob lema na 
-linear em uma seqU~ncia de problemas l ineares e utiliza 
então as técnicas de soluç ão da programação linear, o qu r 
torna bem mais fãcil a sua abordagem . 

Neste trabalho serã usado um proce sso de line a
rização onde desenvolvemos a função objetiv a e as restri 
çoes em série linear de Taylor, tendo como centro da ex 
pansao um ponto da região admissível. A adoção dest e P0 
cedimento implica em uma aproxi mação dos resultados , po i_ 
o câlculo dos t ermos de maior ordem das séries ê uma tar • 

fa demorada e imprecisa. Por ta nto serão cal culados apena 



os termos lineares e os erros provenientes desse proced i 

mento serão controlados por restrições extras, chamad a 
de 11 limites mõveis 11

• A res olução do problema linear s e 

ra f eita através do método Simplex. 



CAP!TULO 3 

PROJETOS PLENAMENTE TENS IONAOOS 

3 .1 - Introdução 

Um proj eto plenamente ten sionado (P.P . T.) ~ U' 

projeto no qu a l cada elemento estrutural estã submetido · 
ten são admiss ivel sob no minimo uma das condições de car 
ga a tuan tes. 

Est e ~ um conceito tradicional no projeto 6timt 
de estruturas e conse rva sua importância devido a maneir 
simp les e intui tiva no di mensionamento . 

A pesquisa da s seções transversais dos elemen· 
tos ~ feita iterativamente, considerando uma configuraç ã 
geom~trica fixa e os materiais especificados. 

Uma das caracterlstic as de um P. P.T. ... -e a aus e 
cia de uma função objetiva. Estes projetos sao govern a 
dos apenas por restrições de tensão, não se impondo res 

triçõe s sobre os des l ocamentos e dimensões dos elementos 

Outra caracteristica importante jã estudada po : 
R · 4 0 d' d t t 1 t azan1 , nos 1z ser o peso e uma es ru ura p enamen 
tensionada, bastante pr6ximo do peso minimo . Isto torn ~ 

o conceito do P.P.T . muito atraente . Em problemas de pr 
gramação matemã t ica, tal caracteristica pode ser explora
da para acelerar a converg~ncia gerando um vetor inicia · 
de projeto mais pr6xi mo do 6timo desejado . 

Considerando apenas as restriç ões de tensão, um 
estrutura i sostãt ica sempre originarã um P.P.T.. Por~m 

para estruturas hiperestãti cas, como as tensões estão re · 
lacionadas por condições de compatibilidade de deslocam~ · 

tos, a ex ist~n cia de um ou mais P. P.T. depende da config: 

2 



raçao geométrica da estrutu ra e da s co ndi ções de carreg a 
men to externo. 

A menos que sej am satisfeita s a l gumas condiçõe 
espe ciais, estas estrut ur as s õ orig in arão um ou mais P. P 
T. s e f or sat i s feita necessa ri am e nt e a condição : 

n p ~ 

n - m (3. 1. 1 

s endo : p - numero de estados de carg a atuant es 
n - num ero de elemento s da est r ut ura 
m - grau de hiperesta t i c i dad e in te r na da estru 

t ur a. 

3.2 - Mêtod o da Relação da Tens ão 

Vãri os são os mê t odos des en vo lv idos pa ra a ob

ten~ão de um pr ojeto plen amen te t ensio nado . Porem, o m~ 
todo da r e 1 ação da tensão e de gr ande imp or t â n c i a pe 1 o si 
ples funci onamento dev id o ao r ed uzid o t r abalho computaci _:. 
nal por ele execu t ado em cada e tapa do processo ite~tivc 

Vamos eleger a va r iãve l de proje t o e a tensã · 
num elemento 

mente de X- e 
1 

se e um estado de 
so seguinte ( q+l) 

sendo 

da estrutu ra , que chamaremos respectiva 

a; . Considerand o um pas s o q da an ã l i 
carga J, a va ri ãvel de proje t o no pa ( 

serã dada por: 

= 

q 
r) . • 

1 J 

q 
11 • • 

1 J 

v . . q 
= (_u_ ) 

a ~. 
1 J 

( 3 . 2 . l ' 

( 3 . 2 . 2 i 

onde o ~. 
1 J 

e a tensão admi s si vel no elemento par a 
estado de ca r ga j . 

13 



Os elementos estrutu rais deveria ser projetado .. 
para suportar o mãximo estad o de carga atua nte, l ogo , 
va r iãve l de projeto no passo seg uinte serã co nsiderad . 
como : 

x ~ +l 
1 

= max . 
J 

(3 . 2. 3 

Pa r a es tru t uras isostãt i cas, como as forças at_~ 

antes independem da ã rea da seção transversal dos elemer.· 
tos, a co nv e r gência , desprezand o o peso prÕprio, e obtid 
em um ünico passo i terativo . Contudo, na s estruturas hi 
perestãticas isso nio ocorre devido a redistribuição d. 
te nsio . Um elemento com tensio superior â tensio admiss 
vel deverá sofrer um ac rêscim o de seção transversal par · 
que sua tensão alcance a ten sio admissivel. Porem, ness 
classe de estruturas, os elementos com maior rigidez ab 

sor vem maior força de maneira que a tensão admissivel s 
serã alcançada de po i s de algun s passos da iteraçio . Fat · 

seme lh ante ocorre para e l ementos com tensão inferior 
adm i ss iv e l . 
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CAPITULO 4 

CONSIDE RAÇOES GERAIS 

4.1 - I ntrodução 

A ot i miz ação de estruturas ut ilizando um a anãl ~ 

de se nsib ili dade i mpl i ca no cãlculo dos gradientes das f : 

ças , forç as adm i ss 1veis e dos des l ocamentos com respeito ·.:> 

va r iã ve i s de projeto cons i deradas. 

Es t a anâ l ise req uer razoãvel tempo de proc es saw } 
to e alem do mais, como vimos no capitulo 2, fazemos L ·o 
do mêtodo Simplex , que em certas formulações e oneroso , 1 

termos de tempo . 

Urge então que pr oc uremos simplificar ao 
poss i vel todos os passos necessãrios dessa anâlise de 
sibilidade e da montagem da matriz Simplex , visando 

- . ma x 1 ') 

se :· -

ob t. r 

os resultados com um dispêndio computacional mais reduz idn. 

Neste cap1tulo expomos a lgun s procedimentos que ·e 

a l guma ma neira colaboram com essa r edução desejada. 

4.2 - Obtenção da Ma t r i z de Fl ex ibili dade 

Para o cãlculo dos gradientes jâ mencionados, n ~-
-cessitaremos da matriz de flexibilidade est r utural, que ~ 

obtida pela inversão da matriz de rigidez estrutural . Co ·
tu do , a obtenç ão da matriz de rigidez global inversa não ~ 

aconse lhivel por acarretar um grande dispê ndi o de mem6ri t Q 

de tempo no computador. 

Para contornar ess e problema usaremos o concei o 
das restrições "q uas e crTticas", isto ê , das forças e dos ces 
locamentos mais pr6ximos dos seus valores adm i ss iveis . (rm 

isto não necess i taremos da matriz de f l exib ilidade tot ~l> 

mas s i mpl esme nte das li nh as co rrespondentes â essas restr ·-
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ço es , tornando o problema me nor. 

O proced i men to ê o segu i nte : 

Co ns i deremos um vetor Pu da base canôni ca do r 

onde posi cio namos a unidade na linha corresponden t e ares ·i 

çao "quase cr1ti ca" co nsi derada . 

Te r emos então: 

o 
o 

o 

linha correspondente a r e s t ri çã o 
qu ase cr1t i ca 

Pe l o met odo da ri g idez , podemos esc r e ver : 

[ K] { 0 } = { P } (4 . 2 1 ) 

e a na l ogame nte: 

[ K] = (4 . 2 . 2 ) 

e por tanto : 

= (4 . 2 . l ) 

Res olv endo es t e sistema de eq uaç oe s através Jo 
mê todo da e li min ação de Ga uss , obteremos o vetor Ou, c te 

co nte r ã a co lun a da mat r iz de f l exibilida de co rr espon de J< e 
ãquela restri ção a uase cr1tica; devido ã simetri a da r. :i 

t riz, t e re mos ob tido a l i nh a de s ejada . 

Co mo geralmente existe mais de uma res tri ção qvl 
s e cr1t i ca , bas ta tran s f o rma l~mo s o veto r Pu em um a mat 1 i z 
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composta de tantos veto res da base -canonica quantas f o ·n 

tais restrições . Notemos que se todas as restri cões forem a -
se criticas, teremos pU = I , matriz de i dentidade , c 
ou = [F] , matriz de flexibilidade total da estrutura . 

4 . 3 - Ligaç ão de Variãveis de Projeto 

Na prãt i ca , sempre que possivel, procura-se el · o 

rar proj etos de estruturas que dentro da s condições exi 
das obedeçam um critério de simetria qualqu e r, pois is to >S 

sibil ita um melhor aspecto estético alem de uma fac ili d ~ 

na construção e na maior i a das vezes uma pos s iv el 
no custo total da obra . 

A l ig aç ão das va ri ãveis de projeto ("linki ng ") 10 

de ser aplicada aos projeto s cuja topologia possua uma < -

metria com re l ação a a l gum eixo de refer~ncia. Isto z 

com que trabalhemos com um me nor numero de variãveis de o 

jeto torn ando o probl ema computacionalmente meno s oneras 

O proce sso de otiMização desenvolvido neste t 

bal ho fundam enta-se na mudança sucessiva das ãreas da 
ção transversal dos elementos e na mudança das coo rden a s 
nodais , ate que se con siga uma configuração estrutural 6 : -
ma . 

Pode - se 1acil ment e prever que mesmo para um pr ~ e 

to i nici a l si métrico, porem com car r egamento assimetricc o 
proje t o final (Õtimo) pode não ser simét ric o .. 

Aq ui se caracteriz a urna gr ande van tagem da ut i 1 -

zação da l igação de variãv eis , pois com isto, as v a riã ~ s 

de projeto l igadas s erão alteradas proporcionalmente , c 
serva ndo a simetria da estrutura . 

A equação que define a ligação de variãveis e a 

seguinte: 

X = [T J X' ( 4 . 2 1 
) 



onde X ~o vetor das variãvei s primãrias, X' ~o ve tr 
das va riãveis lig adas e [T] ~ a matriz de ligação de v 

r iãvei s . No caso X' cont~m as ãreas e as coordenadas n· 
dais ligadas. 

i 8 

n~rico 

A variãvel de projeto primãr i a de um e l eme nt o ·. 
se rã dada por: 

X. = E . T .. X~ 
1 J 1 J J 

A ma t r i z [ T] ~ t a 1 que em cada 1 i n h a ex i s te 'Y·l 

unico elemento diferente de zero , portanto podemos esc rc 
ver: 

X. = T .. X~ 
1 1 J J 

( 4 . 3 . ... ! 

De acordo com a característica anterior da m ~ 

tr iz [T] , podemos transformã-l a em um vetor, assim : 

T . . 
1 J 

= T . 
1 

( 4 . 3. ' ) 

e portanto 

x. = T . X~ 
1 1 J 

A utilização da lig ação de variãveis tamb~m ofe
rece eficiência computacio nal na anãlise de sensibilidad ~ 

A derivada parci al de uma f un ção de resposta e ~ 

trutura l Z( ~') , com respeito ãs variãveis de projeto li .,·~ 

das, ~determinada atravês da derivada parc i al dessa fu 1 · 

çao com respeito ãs variãveis primãrias X. Portanto tr
remos: 

_J_L_ = E a z 
a x ~ , a X. 

" 1 

a X i 

a X~ 
J 

( 4 . 3. 
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sendo que o somatõrio e aplicado a cada conjunto de vari 
veis ligadas . 

Como: 
d x. 

1 

a X! 
J 

= T. 
1 

( 4 . 3 . 

e , def in i ndo cada conjunto de variãveis ligadas como J 

teremos fi nalmente : 

a z = E 
a X! 

J 
i €J * 

a z 
ax. 

1 

T. 
1 

( 4 . 3 . . ) 

De ve -se notar que a ligação de variáveis atua 
mo uma restri ção lateral e portanto o projeto final {"Õt ··· 
mo") terã um peso superior ãquele caso não fosse usado e

se conceito . 

4 . 4 - Considerações sobre a Flambagem 

Apesar de se tratar de uma anãlise estrutural e l ~ 

tica , no caso da flambagem podemos admitir o funcionamen · 
elasto - pl ãstico dos elementos comprimidos das treliças. 

Para tensões abaixo da tensão limite de propo 
cionalidade do material, a fl ambagem segue a teoria de E 
1 e r , p o rem , p a r a tens õ e s ma i o r e s , a c a r g a de f l a m b agem , ·~ 

da po r esta teoria cresce muito e a capacidade de car ·,, 
fica limitada pela tensão de escoamento do aço. 

Os resultados experimentais mostram que a cur 
de flambagem elasto-plãstica tem a f orma q ue i ndi ca a f í 

gura seguinte: 



Parábola de transição 

de Euler 

o .l c r 

Fi gu ra 4.4.1 

onde: 

cr l - tensão de proporcionalidad e do material 

cr - tensão de es coament o do ma ter ial y 
Àcr indice de esbeltez limi te definido pela razao e nt l·f· 

( Àcr' 
bagem 

o comprimen t o teõ r ico de flambagem e o raio de gir ~ 

ção crit i co . 

Na figura acima o trech o li mita do pe l o pon tu 

cr L) , mostra a variação hiperbÕli ca da ca rga de fl a· 

definida pela teoria de Euler . Para o caso do aç o 

estrutural esse po nto limite t em como coordenadas ap r ox i

madas , 105 e 1900 Kgf/cm 2 , r espe ctiva mente. 
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O trecho seguinte, definido pela parãbola ent 
L o = o e 

bagem 
e o = o , mostr a a va riação da carga de fi 

e Y -
r egime elastop lãs ti co . no 

A critica de Euler - da da carga e por: 

2 E I F 
TT ( 4. 4 . = e 

L2 
e 

que corresponde a uma tensão cr i tica: 

F e 2 E 2 E . 2 
~ 

2 E 7f 7f 1 (4.4. o = = - -- = = - --e a e L2 a e L2 )2 
e e e 

a expressao anterior e vãlida par a 1~, I < lc/j ; para o e 
L e 

o teremos: 

( 4 . 4 . . 

ou seja : 

( 4. 4. ' 

No l i mit e de prop or cionalidade do material 
carga de flambagem s erã igual a carga critica de Euler , 
sim : 

( 4 . 4 . \ 

Pelas equaçoes ( 4 . 4 . 2) e {4.4 . 4) notamos que at 
, .. 

e t a l que : 
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n 2 E 
= - --L-

o 
( 4. 4. í 

LaPay 25 , determinou re l ações empíricas entre 

qua drado do raio de giração crí tico e a ãrea da seção tra· 

ve rsal dos elementos , que tem a forma seguinte: 

q ue eq ui val e ã I ~ ( o.~) 2 a~ 
(4 . 4 . "7 

onde 0.~ e um parâmet r o que ajusta estatísticamente ê 

ar eas dos perfis dispon ívei s com os respectivos quadradc 

dos ra io s de giração mínimos, conforme a figura: 

co mo: 

.2 
'e 

o 

0----------------------· 

Figura 4 . 4.2 

o e 

Consideran do (4 . 4.7), a (4.4.6) pode ser escri • 

= (4.4 . 1' 
o 
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ou ainda: L a 

n2( a ~)2 E 

Subst ituindo o valor de a~ r da (4 . 4.9) e o v ... 

lorde À da (4.4.4), na equ aça o (4.4 . 5) teremos c r 
valo r da--carga críti ca no l i mite de proporcionalidade, -: 

seja: 

(4.4 .1 G 

Co nside rando o coeficiente de segurança s a ca .

ga limite de projeto serã dada po r: 

(4. 4 . l lj 

Ago ra conside r an do as equ açoes (4.4 . 1) e (4 . 4 .~ 

te r emos : 

Fe = 
2 

_n __ E (a , ) 2 a 2 
e e ( 4.4. 1(, 

Portanto, no regime elãstico, a carga de pr oj 1. 

t o s era obtida dividindo (4 .4. 12) pelo coeficiente de s e· 

gurança ~· as s im : 
2 I 2 2 

F* == - n E ( a e) a e 
e S L 2 

e 

( 4 . 4 • l ·~ \ 

No r eg i me inel ãstico a ãrea mínima requerida s ~ 

r a dada por : 

(4 . 4 . 14) 
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i n Ped e r se n propoe para a e , a a rea adicio na l n · 

f a se inelãsti ca, a seguin te expressao : 

L 
= F~ - Fb 

(4 . 4 . L 
o ' 

onde 
0 I : ':!..1.. ( 4. 4 . 1 

2 

portanto , teremos: 
L 

o 
= (4 . 4 . 1 

o 

Definindo a consta n te cpe como sendo : 

L e ls 
$ e = (4. 4 .1 ' \ 

e substituindo em ( 4 . 4 .1 3) e (4 . 4 . 17) , podemos finalmen e 

escrever as ex press ões da fo r ça admissivel nos elemento s, 

ou seja : 

- fas e e lãstica: 

F* = e - ( par a 

- fa s e inelâst i ca: 

F* < O e (4 . 4 . 1 ~ I 

pa r a F* < FL 
e b 

( 4 . 4 . 2L, 

A força a dmis s ivel no caso da tração sera : 

( 4 . 4. 2 
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ond e ê a tensão admissivel ã tração. 

Os par ãm etros a~ foram determinados através J 

mêtodo dos mi nimos quadra dos , para um a sê rie de perfis m. 
tã licos (padrão americano), conforme a tabe la seguinte : 

... 
• 

N2 Perfil ex:~ N2 Perfi t ex: ' ' e I 
I 

' 

H 
! 

I 

1 0,50 6 0,35 I 

; 
l 

NB NB . 

2 I 0 ,2 7 7 ~ 0,3i I 

I 

i 
NB NB l 

! 

[ I 

3 0 , 25 8 0,99 i • 
: 
I 

i NB NB I 
I 

I 

L 
I 

i 
4 9 0,86 

! 
0,44 I 

I 

NB NB I 

j 

_jL ~ lJ . 
5 0,49 10 0,82 I 

' ~ 

I 
NB AIS C I 

Tabela 4 . 4.1 
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CAPITULO 5 

F ORMULAÇ~O MATEM~TIC A DO PROBLEMA DE PROJETO 
OTIMO DE ESTRUTURAS TRELIÇADAS 

5 . l - Anãli se da Estrutura 

Considerando uma configuração geométrica deter 

minada e um dado estado de carga estãtica, determi na remo; 
os deslocamentos nodais e as tensões nos e lementos utili 
zando o metodo da rigidez diret a . 

Tomando como referênci a global o sistema carte · 
s i ano o-x,, x2,x3, represente mos du as barras de tre li ç 
espac ial como seg ue: 

m 

I /1 
I 1 1 
I I 

I 
I 1 I 
I I I 
1/ I 

I 
I{ I 

1 I I 
1 I I 

I I I I 
I I I I 

~~ I I 
--- ---- ---- -- I I 

I; 

------" 

li __ __ ________ _ __ y 

Figur a 5.1 

x, 
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A barra e se conecta aos nos j_ e k e seu ei 

pa rticular· ê orienta do de j_ para 1 com j_ < t; a bar · 
i s e conecta aos nos i em e seu eixo particular e ori · 
tado de i para !lJ., com Q. < m. A força axial atuante r 

barra serã to mada positi va ou ne9ativa conforme se 
de tração ou compressao, respectivamente. 

tra ·.··· 

A elongação do elemento ~ e definida como um 
cremento no s eu comprimento devido aos des l ocamentos dr. 

nos J.. e k segundo a direção dos eixos x1 , x2 e x3 . 

I I 
I I 
~ I 
I I _____ ..}/ 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

-- - - - - - -- --- - - - _v 

Figura 5 . 2 

I 

I 
I 

I 
I 

Para o caso da linearidade geomêtrica, basta p _ 
jetar ortogonalmente os deslocamentos nodais, sobt·e a co:: · 

figuração nã o deformada do elemento . 
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Co nsideran do um estado de carga ~· podemos es-
c re ve r : 

K K 1 K 2 
ee = ( uk-u . ) y + (vk-v . ) y + 

J e J e 
K 3 

(wk - w.) y 
J e 

(5 . 1. 1' 
1 2 

onde ye ' ye ' s ao os cosse nos di retores da ba rr a 
de finidos por: 

~~~--------~------~~-----~ x1 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

- --------- _ __l/ 

Fi gura 5 . 3 

l 1 
1 xk - x. 

cos J 
Ye = a e = 

L e 

x2 2 
2 - x. k J 

Ye = c os Be = 
L e 

3 x3 - X~ 
cos k (5 . l . é') Ye = we = 

L e 
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K 

e e 

A expressao (5 . 1) pode ser escrita como: 

1 2 3 1 2 3 
= Ye Ye y - y - y - Ye e e e 

Definindo as matrizes: 

r = -e 

e 6 o = 
-J 

l ' uk 

vk 
\'J 

k 1 

u j J v. 
J 

w. 
J (5.l. i 

( 5 . 1 . 

( 5 . 1 • 

podemos escrever: 

onde 

mo: 

e ô . 
- J 

-r 
- e ( 5. 1 . 

sao os ve tores dos des l ocamentos nodais 

Ex prim indo a matriz de rotação do elemento e c 

~e = f :C e -:C e } ( 5. l. ·. 

e o vetor do s deslocamentos nodais do elemento como : 

r } K ~ ~k 
L 

·S . 
- J 

def ini mos a expressao da alongação do elemento e: 

( 5 . 1 . 
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= ~e ( 5 . 1 . s 

A for ça axial no elemento pode ser escrita em f t. 
çao da elonga ção. Considerando a line aridade fisica, on f: 
ê aplicãvel a Lei de Hooke, teremos: 

sendo k = e 

e o mod ul o 

= k e 
(5.l.l C 

Ee ae 
a r ig ide z axial do elemento ~· onde 

L e 
de deformaçã o longitudinal, ae a ãrea da 

çao transversa l e L o se u compr i mento. e 

I 

I I 
I I 

--------------- --- _ _I/ 

Fi gura 5.4 

I 
I 

F e 

I 
I 

I 
I 

I 

., 
L 

Na figur a a cima representamos a força axial r · 
eleme nt o e, que pode ser expressa em termos de suas com1 
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ne ntes nodais , por : 

e 

e de acordo com a expressao (5.1 . 4): 

Logo, te r emos : 

FK 
-e 

e co nsiderando a 

T 
= r - e 

= 
r~ e ' k 

< r . -e,J 

(5 .1. 7) : 

F K 

-e 

e 

K 

J~!1 
= 

~- r T I - e 

= RT 
- e 

FK 
e 

1 - y e 

- y2 
e 

- y3 
e 

T 
= -r - e 

F v.-
e 

(5 .1. 1 ", 

(5 . 1. 1 

(5 .1. 1 ·', 

(5 . 1.1 1 

onde -e o veto r das forças nod ais do e l emento e. 

De acordo com as expressoes (5 .1. 9) e (5 .1. 10 '1. 

pode mos es crever: 

= = RT ke R DK 
- e -e - e 

(5 .1. 15 ) 

ond e identificamos : 

K = RT k R 
- e -e e -e (5 . l.l f. 

como sendo a ma triz de r i gidez do elemento e , com relaç ãJ 
ao sistema global de coorden adas . 

Substituindo a (5 .1. 7) e efetuando os 
mat ric iai s obtemos : 

produt v...; 
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é!T 1 T T r r - r r 
-e - e -e - e 

~e = ke { r -r } = k 
-r I -e - e e T T --e -r r :: e r 

- e - e - e 

( 5 . 1 • 1 

sendo: 

(y!)2 1 2 1 3 
Ye Ye Ye Ye 

ke 
T k ( 2) 2 2 3 Kn r r = -e -e e Ye Ye = Ye - e 

sim. ( 3) 2 
Ye 

( 5 , 1 , 1 1"'. : 

onde Kn -
-e e a matriz de r igidez no dal do eleme nto e . Po 

tanto, podemos escrever a matriz de rigidez do elemento c 

mo : 
l(n -Kn l I ~kk Kk . ::e - e - J 

K = = 
-e 

-Kn Kn 
J l K.k K . . 

(5.l. L~ -e - e - J - JJ 

Com isto, as forças nodais no elemento ficam: 

~~ .. r [ ~kk ~kj J s ~ k r = 

~ · K.k K. . l o . I ( 5 . 1 . 2 - e, J -J - J J - J -

At r avés das equações de equilíbr i o das for ç as 
dais , P~ =E FK com o som atór i o abr angendo to das J: 

-J e-e,j' 
barras que conectam o nõ em questão, montamos a matriz dt· 

rigidez da estrutura: 



t 
~12 K 1 . ~ 11 - J 

t 
~ 2 2 K2 . - J 

' 
~lk ~ 1 2 Kl . . . K 

I 
- m - ln 

~2k K K2 . . . K ·- 2 2 - m - 2n I 
f K .. 

- J J K. k K. 2 K. K. 
-J - J - Jm - Jn . 

[ K] = 
t 

~ k 2 Kk .. . K ~k k - m - kn 

t 
K2 . . . K ~H. - m - 2n 

s i m 

l 
t K - mm - mn ! 

t I 
K J - nn 

(5 . 1. 2 

na qual, para fo rmaçã o da s s ub - matriz es di agonai s e não- d' 

go na is us amos as e xpr es soes : 

K. k = Kk. = - Kn 
- J - J - e 

t Kn ( 5 . 1. 2/ K . . = ~ 
--J J e -e 

A re l ação lin ear entre as carg a s nodais { p )K e c 

des l ocamentos no dai s {D}K , expres sa pe lo mêtodo da r ig i 

dez ê : 

p K = ( KJ {0 }K O U {0 }K = L KJ - l {P }K ( S.l. 2, I 

em que 
T 

{ p } K { ~ l ~2 P . ~ k - J ~ .e. p 
- m 

p 
-n 

} 

T 
{O }K = { ~ l ~ 2 .. . o . 

-J . . . ~ k . . . (; 
-Q. 

o - m o - n 
} 

(5. 1. 24 
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A for ça no ele me nto e sera calculada atrav~s d·= 

eq uaç oes (5 . 1 . 4/10) , sendo : 

( 5 . 1 . 2 : 

As for ças adm i ss 1vei s se r ao determ i nadas de ac ~

do com as expressões apres e nt adas no caplt ulo 4 . 

Co nsiderando que em cada ite r ação do pr oces s o -' 
guns deslo cam ent os e forç a s se ap r ox i mam dos se us valor ·' 
admis s ivei s , podemos estabel ecer um crit~r i o que selecio;
es tes elemen t os pr6 xim os , desprezando os demais. Assi ·. 
este s desl ocamentos e f orças de nominados "quase c ri ti co:·. 
se r ao identi f icados pelas expressoes abaixo : 

~ . u~ 
J 

~ 
;;. 

u. 
J 

E; . v~ 
J 

5o 
K v . 
J 

(5.1.2 .1 

~ w~ 
J 

$. w ~ 
J 

~ . F* e $. FK 
e ( 5. 1 . 2 . 

onde 
w~ 

J 

O < t < l ~ uma det ermi nada perce ntagem , u~, v~ 
J J 

são os de slocamentos admissiveis corres pondentes a .-.., 

graus de lib e rda de no no 
elemento e . 

i e F* 
e 

5 . 2 - De t e r mina çã o dos Gra dientes 

e a força admiss "í vel .1) 

5 . 2 . 1 -Gradie nt e com rel ação ã ã r ea da seçao transvers ê. 
dos e l ementos 

5 . 2 . 1 . 1 - Varia ção dos des l ocamentos nodais 

Co nsid era ndo as cargas 
variãve is de projeto, a de riv ação 

da ri gidez ( 5 .1. 2 3 ) nos dã : 

nodais independentes d.
da expressão do m~to d 
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Logo 

ou ainda 

sendo [F ] a 

a [K] {0{+ [ KJ a { O{ = t Of 
() . 

a 1 

d { 0 }K 
= 

d . a1 

mat riz de 

- [F] _wu { 0 } K 

dai 

fl e xib i 1 i da de da 

( 5 . 2. 1 . : 

(5 . 2 . 1. : 

(5 . 2 .1 . :,: 

estrutura . 

A derivada da matriz de rigidez da es t rutura ( · 

1.21) e obtida tomando as expressoes (5.1.2 2), (5.1. 21) 

(5 . 1.19) , com as quais obtemos: 

o ... o .. . o o 

ai 
sim. K .. . O -mm 

o 
( 5. 2 .1. 4 

Substituindo em (5.2 . 1 . 3) obt em os , pa r a um d ,• 

t erm inado nõ 1 : 

dO ~ 
-=l = 

d . a 1 
a i 

(F K + F. K ) OK + ( F . K + F . K ) OK 
-j i - ~~ -Jm -m t - ~ - J t - t m -Jm -mm - m 

( 5 .2.1. ~· 

lembrando que: 
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teremos portanto: 

é)ô ~ 
_.:J. = 

aa i ai 

K = K = K~ 
·- .Q. t -mm _, 
K = K = - K~ - .Q.m -m R. _, 

n 
(F.n- F. ) K . ( ôm- ôn ) -J N -Jm - 1 - - N 

( 5 .2.l .t 

K 

(5.2 . 1. :: 

Considerando a expressao (5 . l. lB) podemos as-
sim express ar a matriz de rigidez nodal: 

1 
y. , 

E- 2 1 2 3 
K~ 1 Y· { y . Y· y . } = , , , 1 

a i -1 L . y 3 , 
1 (5.2 . l. B 

e de acordo com (5 .1.4 ) : 

K~ 
E· T , 

= r. r. 
a i 

_, 
L; - 1 

_, (5 . 2 . 1. 0 " 

Como a tensão axial atuante no elemento e da ~ct 

pe lo quocient e : 
F ~ 

K , 
CJ . = 1 ai 

( 5 . 2 . 1 . l l; . 

e tendo em co nta a expressao (5. 1 . 26), determinamos : 

(5 .2 . 1. 1. · 

Logo, cons id erando (5.2 . 1.9) e (5 . 2. 1. 11), pode
mos reescre ver a exp ressao (5 . 2 . 1.7) como : 

T (F. -F . ) r. 
- J Q. - Jm -1 

( 5 • 2 . 1 . l ~ 1 
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5 . 2. 1. 2- Var i ação da força nos elementos 

Der i vando a exp res sao (5 . 1.26) obtemos: 

í} FK 
() K e = ke r ( o - o . + 

é) 
-e 

í} . ·- k - J 
ai a, 

í} ke K 

+ õ r ( ~ k - o . ) e i 
í} . 

- e -J (5. 2 .1. 1 
a1 

sendo õ . o conhecido delt a de Kro enecker ( o . = 1, p , 
e1 e1 

ra e = e õe i =0, para e t i ) . 

t emos: 

Considera ndo as expres s oes (5.2 . 1.12) e (5 .1. 26 ' . 

K a Fe 

a . 
a1 

(F -F -F. +F . ) 
- k ~ -km -J ~ ·- J m 

+ õ . 
e1 

T r . 
-- 1 

+ 

(5.2.1.l t'' 

5 .2.1 . 3- Varia ção das força s admissfveis nos elementos 

Con s iderando as expressões (4.4.21), (4. 4 .19) 

(4 . 4 .2 0), teremos: 

- para os elem e ntos tracionados: 

a F* 
e = õ . a * 

e1 t (5.2.1 . 1!· 

- para os e l eme nt os comprim i dos em ambos os r r · 

gimes: 

a F* e 
= - 2 par a FL ~ F* < O 

b e 

( 5 .2 .l. H. 
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a F* e = 6 . a • 
e 1 e 

para F* < FL 
e b (5.2 . 1.1 ' 

5.2. 1. 4 - Va ri açao do peso total da est r utura 

o peso total da estrutura e dado por: 

w ~ p i a. L. 
1 1 1 

(5.2.1. 1 ' 

log o: 

a vi L. = p . 
a . 1 1 

a 1 

(5 .2 . 1.1 

5 . 2 . 2 - Gr adientes com re l ação as coordenadas dos nos 

5 . 2 . 2 . 1 - Va riação dos des l ocamentos nodais 

Der i vando a expressão do método da rigidez, ( ·· 

1 . 23) agora com relaçã o ãs coorden a da s nodais, teremos : 

logo : 

= 

( 5 . 2 . 2 . 3 ) 

a [K] { D }K + [KJ 
ax

2 

= {o } (5.2. 2. - l 

a { D} K = - [FJ~ { D }K ( 5.2.2. L, 
a x~ a x~ 

Da expressao (5 . 1.21) , derivando, temos que: 

o ..... o ... . ... o . .. .. . . o .... . ... o .. . . .. o - - ...., - ... 

sim . 

. . . . . . a K • a K: 
- t ml - tm2 a K • . • 

- l m1 .... Q 
a ~ 1 ax_1 ax 

. 1 
a K • : : : 

--m 1m 1 •• ••. 0 ••• • •••• 0 •. • • •. 0 

. . K . . 
a-m2 m2 ------..... 0 . .... . o 

ax1 . 
a K • . . • 

m1 m1 • •. O I 
êJ X 2. ·=· I 

o J --
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Derivando à matriz de rigidez nodal ( 5 .1.18), te 
mos : 

a K~ 
- 1 

ax
1 

a L . 
1 - - + k. 

1 

= 
E. 

1 
ai 

L? 
1 

1 a Y~ 
2 __J_ y. 

1 a x 
2 

sim . 

( y !)2 1 2 y . y . 
1 1 1 

( y?) 2 
1 

sim 

1 (JY ? 2 1 
Y· -- + y . 

1 
a x 9. 

1 

2 
2 :n . 

2 1 
Y. 

1 ;> x2 

1 3 
Y; y. 

1 

2 3 
Y; Y · 1 

(Y~)2 
1 

ay 1 
1 

a x
2 

3 1 
1 :n i 3 ;JY ; 

y . -- + y; --
1 ') x ' a x 

i X 

3 2 
2 <l Y; 3 oY; 

Y; --+y .--
;) X 

1 o X 
~ t 

3 
3 élY ; 

2 ) i 
J X ~ 

( 5 . 2. 2 . 4 ) 

O comprimento do elemento genérico 
ex pre sso por : 

pode ser 

L. = 
1 

Para as suas derivadas obtemos: 

a L· 1 
X 1 - X 1 m t 1 = = - Y; 

1 L. a x
2 1 

a L. 2 2 
X - X 2 1 m 2 = = - y . 

a x2 L . 1 
)!. 1 

a L . 3 3 
X - X 9. 3 1 m , = = Yi ax 3 L. 2 1 

(5. 2.2 . 5) 

(5.2 . 2 . 6) 

( 5 . 2 . 2 . 7) 

(5 . 2 .2 . 8) 
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a L . 
1 1 

xm - x-º- 1 1 (5.2 . 2.9) = = y . 
1 L. 1 

axm 1 

a L. 2 2 
X - X~ 2 1 m (5 . 2.2.10) = = Y· 

2 L; 
1 

axm 

a L. 3 3 
X - xl 3 1 m (5.2.2 .1 1) = = y . 

3 L . 1 

a xm 1 

ou a inda co ndensando a notação : 

a L. 
s 1 

1 ' 2 3 (5.2.2.12) = ± y i s = e 
s ax k 

onde teremos ( +) par a k = m e ( - ) par a k = l . 

Der iv ando (5.2 . 2 . 9/11), obteremos: 

1 1 1 
L . 

- L . 1 
a y . (xm - x ~ ) a;r 1 1 

= Q, 

ax1 
l L ? 

1 

1 1 2 
a y. - ( y . ) 

1 1 --, = 
ax-º- L. (5.2. 2 .1 3) 

1 

2 2 2 a L. a y. (xm - xl) 1 1 = 
a x 1 L? 1 

.º- 1 axl 

2 1 2 
a Y · 1 Y; Y· 1 = 

1 L. ( 5 • 2 • 2 • 1 4 ) axl 1 



4 1 

3 3 3 a Y. xm - x 9v a L. 
1 1 = ·--

l L~ ax1 
axt 1 ~-

3 l 3 
é) Y; y . 

1 Y; 
= 

a 1 XQ, L. 
1 (5 . 2 . 2. 15) 

l l xl é) Y · xm - a L. , 9v 1 
= · - -

2 L? ax 2 ax ~· 
X, 1 9v 

1 1 2 a y. y . y. 
1 1 1 = 

ax2 
9v 

L. 
1 

( 5 . 2 . 2 . l 6 ) 

2 (x2 2 aL. 
- L . 1 

() Y· - - x Q. ) ax-z 1 , m 
= 2. 

" 2 o X 9v L ? , 
2 (y?)2 é) Y · -, 1 = 

2 
axQ. L. (5 .2.2 . 17) , 

3 3 x3 a Y· xm - () L. 
1 Q. , 

= . --
2 

<JxQ. L? , a x ~ 
3 2 3 

a Y · Y; Y· , 1 = 
2 

ax.2. L . 
1 

(5.2.2.18) 

1 1 l 
()Y ; xm - X Q. d L. 

1 = 
3 L? 3 

ax9v 1 
a x ç 

1 l 3 
CJ Y; Y · Y· 1 , 

- - = 
ax 3 

Q, L. , (5 . 2 . ?..19) 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
I'"\ l i"'' I • •• A 



2 
a Y; 

3 
é'l x .R. 

3 
é'l Y; 

3 
ax .Q. 

= 

L~ 
1 

2 2 3 

a L. 
1 

él Y; Y; Y; 

= 

3 
é) y i 

3 
é) X ~ 

= 

L. 
1 

- L.- (x 3 
1 m 

= 

L ~ 
1 

3 2 
- ( y . ) 

1 

L . 
1 

Col ocando sob notaç ã o i ndi cial temos: 

é) y ~ 
1 

= 

axs 
k 

a y g 
1 ± = 

s 
él xk 

± 

y g 
1 

y ~ s 
Y· 1 1 ---

L . 

s y. 
1 

L. 
1 

1 

- 1 

para s t- q 

pa ra s = q 

( 5 . 2 . 2 . 20) 

(5 . 2 . ?.. 21 ) 

( 5 . 2 . 2 . 2 2 ) 

(5.2.2.2 3 ) 

onde tomamos (+) para k = Q. e ( - ) para k = m, se ndo s,q= 
1, 2 e 3 . 

Levando ess es resultados na expressao ( 5 . 2 . 2 . 4 ) 

temos : 

a K ~ 
h 1 1 hl2 h 1 3 l 

k . 
h21 h2 2 h23 j k. 

- 1 l 1 h. = 
ax .Q. L. h 31 h 32 h 33 L . -1 

1 1 

(5 . 2 . 2.24) 
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onde os e l ementos da matriz h . , 
-1 

simé tr ica, s ao calculadas 

segundo a derivação : 

com relação a l 
xk 

h ll ± 1 [ 3 ( y ~ ) 2 2 J = y. -
1 1 

2 [ 1 2 

J h 1 2 = h 21 = + y . 3 ( y . ) 
1 1 

h13 h 31 ± 3 = = y . 
1 [ 3 ( y ~ ) 2 - 1 J 

l 2 2 
h22 = ± 3 y . ( y . ) 

1 1 

h32 h23 ± 3 l 2 3 = = y. Y· y . 
1 1 1 

h33 3 1 3 2 (5 . 2.2.2 5) = ± y . ( y . ) 
1 1 

- com relação a 2 
xk 

1 2 2 
hll = ± 3 ( y . ) y . 

1 1 

l 
[3 

2 2 
l J h l 2 = h2l = i y . ( y . ) -

1 1 

h 31 hl3 3 1 2 3 = = ± y . y . y. 
1 1 1 

2 
[ 3 

2 2 
2 -1 h 22 = ± Y· ( y . ) -

1 1 

h23 h 32 
3 [ 2 2 

1 J = = :!. Y· 3(y;)-
1 

h 33 
2 3 2 

= ± 3 I . ( y . ) (5.2.2 . 26) 
1 1 

- com relação a 3 
xk : 

hll 3 
1 2 3 = ± ( y . ) Y · 1 1 



h21 h12 3 1 2 3 
::: ::: ± y . Y· y . 

1 1 1 

hl3 h 31 
l l 3 

3 2 
1 J ::: ::: ± y . ( y . ) -

1 1 

2 2 3 
h22 ::: -t 3 ( y . ) Y· 

1 1 

h23 ::: h 32 ::: i 
2 

Y · 1 [ 3 ( y ~) 2 
1 

h33 
3 

[3 
3 2 

2 ] = ± Y; ( y . ) -
1 

( 5 . 2 . 2 . 2 7 ) 

onde terem os(+) pa ra k= R. e ( - )pa ra k=m . 

Com i s to podemos escre ver: 

º . n aK. 
}. . 

-1 ( ó ó m i ) -
1 ax. - Q. 

a l K] 
lw 

{O }K = ;) K'! 

axt 
-1 

(~ml ó ) -
a ~ r 

~9. 

-no ~ 

nos m 
a K~ 
-1 ( ó . ~Q. ) -

a ~ 9. 
-ml 

. 
o ( 5 . 2 • 2 . 2 8 ) -

Considerando as expressoes (5 . 2 . 2 . 28) e (5 . 2 . 2. 2) 

ter em os : 

a õ ~ k. 
--=1. E· 1 = 1 

ax R. L. , 
( F . - F . ) h . ( õ - 6 ) •• 
-J ~ -Jm _ , -m -f, 

( 5 . 2 . 2 . 29) 

com o s omató r io abrangendo as barras que se conectam ao nõ 
em ques t ão. 

5 . 2 . 2 . 2 - Variação das forças nos elementos 
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Derivamos novament e a expressao ( 5.1.25) : 

+ ó . 
e1 

ar 
K - e 

r ( ók- ó. )+ke - e - - J 
ax .Q.. 

(ó- o.( ] 
-k - .J 

(5 . 2 . 2.30) 

Levando em conta as expres s oes (5.2.2.29 ), (5.2. 

2. 12) e (5 . 2 . 2 . 22/2 3 ) podemos escrever: 

= ke .!:e E; 
k. 

1 

L. 
1 

(fk n - Fk -F. +F.) h. ( ó - ô )K + - ._ - ,m -Ji -Jm -1 - m -e. 

~e (5.2 . 2 . 31) 

onde e o numero de elemento s co nectado s ao no altera

do . A matriz 9e = { q 1 q 2 q 3} , e calculada segu ndo a 
der ·i v ação: 

- com relaç ão a 1 
xk 

[ 2 
1 2 

J q 1 :;;: ± ( y . ) l 
1 

± 2 
l 2 

q2 :;;: Y · Y· 1 1 

q3 ± 2 2 3 
= y . Y· 

1 1 
(5.2.2 .31) 

- com relaça o a 2 
xk 

2 l 2 
ql :;;: ± Y; y . 

1 

q2 = ± [ 2 
2 

( y . ) 
1 

2 

J - l 

2 2 3 
q3 = ± Y· Y· 1 1 

(5.2 . 2.32) 
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- com relação a 3 
xk: 

± 2 
1 3 

q 1 = y. y . 
1 1 

± 2 2 3 
q2 = y. y . 

1 1 

q3 = ± [ 2 ( y ~) 2 -
1 

1 J (5 .2.2.33) 

onde teremos ( +) par a k = 9_ e ( - ) par a k = m. 

5.2 . 2.3 - Vari ação das for ças admiss iv eis nos elementos 

Con s iderando as expressões (4.4 . 21), (4. 4. 19) e 
(4 .4.20 ), te r emo s : 

- pa ra os elementos tracionados: 

() F* e o (5.2.2 .34) = 
() x.e. 

- pa ra os elementos comprimidos: 

() F* F* <l L· 
FL e 2 ó e 1 

F* o = - par a ~ < 

ax.e. 
e i 

L é) X .Q. 
b e 

e (5.2. 2.35) 

a F* FL o • s a L· 
F~ < F; 

e 2 b e . 
1 ) 

1 
= - ó e i - , para 

ax.e. L e L a x .e. o e 
( 5. 2 . 2. 36) 

e de acordo com a expressao (5.2.2.12), podemo s escrever: 

() F* F* 
FL e 

± 2 ó e s F* o = Ye para ~ < 
s e i 

L e 
b e 

axk ( 5 . 2 . 2 . 3 7 ) 

a F* Fl o s L e 2 b e Ys F* < :: ± ô e i - l ) para Fb ax s L e OL e e 
k e ( 5 . 2 .2. 38) 
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onde teremos (+ ) para k = t e ( - ) pa r a k = m. 

5.2. 2.4 - Va r i ação do pe s o tota l da estrut ura 

De a cor do com a expr essã o (5.2.1. 18), tem os : 

= (5 .2 . 2 . 38) a w 

e considera ndo a exp re ssao ( 5.2.2 . 12), obtemos : 

a w E ô 
s ( 5 . 2. 2. 39) ± e i Pe a e Ye = e 

a s 
xk 

onde tem os ( + ) pa r a k = m e ( - ) pa r a k = t . 

5. 3 - Pr oble ma de Pro gr amaçã o Li nea r 

Ne ste prob lema de otimiza çâo , pro curamos deter
mi nar o mrn i mo peso da est r utura . Po rt anto a função obj! 
t iva e da da po r: 

( 5 . 3. 1 ) 

s endo p o peso especrfico do mat e r i a l , L o ve t or do s com 
primentos e A o ve t or das ãreas da seç ão transvers al das 
barras. 

No prese nte caso , in clu l mo s como var i ãveis aq ue 
la s associ adas a uma ca r ac t errstica geome tri ca das bar r as 
( ãrea da s eç ão tr a nsversa l ) e ã configura ção geométr ica da 
est r utura (coordenada s dos nõs) . Port ant o , a fun ção ex 
pressa ante r i ormente não e li near. Podemos e ntreta nto de 
senv o lv ê-la em sé r ie de Taylor cons i deran do apenas os s eus 
t ermos de 1 ~ ordem: 

(5 . 3 . 2) 
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e considerando a expressao (5. 3 .1) podemos escrever: 

(S . 3.3) 

As restrições de comportamento que governam o 

pro j eto sao: 
- restrições de deslocamentos nodai s: 

(5.3.4) 

- re s trições de forç as nos e lementos: 

(S .3 . 5) 

se ndo O* e F* valores admissiveis . 

As restrições ac i ma não são lineares, e porta nto 
apl ica mos o processo de lineariza ção visto anteriorment e, 
obtendo: 

(5.3 . 6) 

( F +v F (A , X )dA + vF (A ,X )dX)K $ (F*+ vF*(A ,X )dA+ vF*(A ,X )dX )K 
-o -- - o -o - -- - o - o - -o -- -o - o - -- -o - o -

(5 . 3.7) 

onde 'il O e \1 F sao as matrizes dos gradientes das fun-
çoes O e F avalia da s em um determinado ponto do 
de projeto. 

Introduzindo as var i ãveis de folga, 

õ ~ o e F ~ o 

espaço 

(5 . 3 . 8) 

para tran s formar o sistema de inequações ac i ma em um siste 
ma de eq ua ções, podemos escrever: 
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(5. 3.9 ) 

(~ +2f (~o ' ~o) d~ +2f ( ~o'~o ) dDK =(f~ - fo+ 2f*(~o'~o ) d~+2f*(~o'~o)d~)K 

(5.3 . 10) 

Como o pr ob l em a ori gi nal nao ~linear e a linea
riz ação int roduz i da pr ovo ca distorção na região admiss ível , 

as variã ve i s ~ e ~ dev em s er con t roladas no processo de 
avan ço , s ur gindo assim as s eguintes r es t r i ções latera i s : 

(5.3.11) 

O ~ dXmn 5 dX dXmx O - ' ~ ); (5 . 3 . 12) 

Pa r a colo ca r um problema de programaçao linear na 
f orma pa dr ão ij neces sãr io que todas as variãveis sejam p~ 

sit i vas . Portanto vamo s f az er uma mudança de variãveis atra 
vês de : 

d A+ = d A d Amn 
~ o (5.3.13) 

d x+ = d X - d xm n > o (5.3. 14) 

ou a inda : 

d A+ 
~ d Amx - d Amn (5.3.15) 

d + 
d xmx d xmn X ~ - (5.3 . 16) 

I nt r oduz in do a s va r iãve i s de folga: 

d Ã ~ o e -
d X ~- O (5.3 . 17) 

ob t emos: 
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= 

d Ã + d A+ = d Amx - d Amn = 6 A (5.3.18) 

d x + d x+ = d xmx - d xmn = {) X (5 . 3.19) 

Através das equaçoes (5.3.9), (5 . 3.10), (5 .3 . 18 ) 

e (5 . 3 . 19), podemos montar a matriz das condições restri-

ti vas em conjunto : 

K 
dA+ í/ D (~0,~0) í/ o (~0,~0) I o o o - - - -- - d x+ 

-
íl F (~o , -~o ) - ~ ~* (~o , ~o) íl F (~o, ~o) - ~ ~* (~o , ~o) o I o o õ - - - -

I o o o I o F --- - - d Ã 

o I o o o I d x - - - -- - -

O* - O - 'i1 O (A , X ) d A mn - íl O (A , X ) d Xmn 
- -o - - -o --o - - - -o -o -

[~~(~0,-~o) - ::'_ ~*(~o,~o)] d~mn - ~~~(~o'~o) - ~!*(~o '~o)J 
6 A 

6 X 

(!1.3 . 20) 

on de I e a matriz identidade e O e a matriz nula. 

Da mesma maneira expressamos a função objeti va 
em termo s das nov as variãveis , obten do: 

dW = p (LT dA+ + AT 'i1 L (A ,X ) dX+ + LT dAmn + AT v L (A ,X ) dXmn ) 
-o - -o - - -o -o - -o - -o - - -o -o -

(5.3.21) 

logo, para torn ar mTnimo dW, basta minimizar: 

d <P (5 .3.22) 
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A solução deste problema ser~ obtida aplicando-
- se o metodo 
res dA+ e 

Simplex . Determinad as as variivei s aux ilia
dX+, imediatam ente se determinam as variaveis 

a cada iteração do problema. dA e dX , 

Repetimos este processo ate obter a convergência. 

A aplicação do m~todo Simplex com esta formula
çao, conduz a um grande tempo de processamento, principal
men te para treliças espaciais onde a matriz Simpl ex e de 

ordem elevada, mesmo para estruturas ra zoa vel me nte peque 
nas . 

Uma maneira eficien te para se r edu zir a ordem 
dessa matriz ~ a ligação de variiv ei s de projeto , confo r
me apresentada no caplt ul o anterior . Com isto a matriz 
Si mp lex torna-se bem menor e o problema menos oneroso . 
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CAPITULO 6 

DESENVOLVIMENTO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL 

6 . 1 - Introdução 

Baseada na formul ação matemitica apresentada no 
cap itul o anterior , a elabora ção do prog r ama computaci onal de 
otimi zação tem como dire tr iz bã s ica o seg ui nte macro - flu
xograma : 

SIM 

descr i ção da estrutura 

ana l ise da estrutura 

(m~todo da rigidez) 

modificação da a r ea dos 

element os (mi todo da re
lação da t e nsão) L = L+l 

modificação da area dos 
e l emen t os (escalamento 

de variãveis) 

expansao linear das 

fu nções em sirie de 
T ay 1 o r 

I 
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determinaçâo dos limites 
mõveis 

montagem do problema de 
programação linear 

sol ução do problema_] 
(metodo Simplex) 

modificaçâo ideal da ãrea 
dos eleme nto s e das coor

denadas nodais 

6.2 - Descr i ção da Estrutura 

Partindo de uma estrutura pre-delineada, devemos 
informar as suas características geomét ric as bãsicas, como 
o numero de nos e as suas coordenadas, o numero de elemen
tos e a sua conet ivid ade , o numero de apoios e tambem os 
est ado s de carga nela atuantes . As caracte rísticas dos e
lementos como o mõdulo de Young, o peso específico. tambem 
devem ser fornecidas . 

- -No que se refere a area inicial dos elementos , 
e l as po dem ser quaisq ue r. 
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Relativa me nte as restri ções do prob lema, devemos i_!l 

f orma r as l imitações dos el ementos, das coordenadas dos nõs e dos 
deslocamentos nodais, a ssim como a tensão admi ssivel ã tra 

ção , ã compressão simplese a tensão limite de proporcionalidade 

do mater ial usado . 

6 . 3- Anãli se da Estrutura 

Neste pas s o s e pro cessa a determinação dos des
l ocamentos nodais, das forças atuantes nos elementos e 

das re ações de apoio provenientes da aplicação do car r ega 
mento extern o . t us ado o metodo da rigidez direta, onde 
com os da dos gera is sobre as caracter í sticas dos elementos 
da estrutura e sua incidê nci a, se obtem a matriz de rigi
dez gl oba l da est r utura , que e armaze nada no esquema se 
mi - ban da s i mé t rica . Resolv e-se a equação geral do metodo 
da r i gidez at r av es do metodo da eliminação de Ga us s , ob

tendo- s e os deslocamentos nodais e em seguid a as f orças 
axiais a t uantes nos elementos. 

A for ça admissivel em cada elemento s era calcu 

lada atr avés do limite de e l astic i dade do material, no ca
s o dos elementos trac i onado s . 

Pa r a elementos comprimidos serã seguido no cãl 
culo da força admiss ível, o seguinte procedimento: 

- No regime elãstico, consideraremos a carga crí 
tica de Euler . 

- No reg i me i nelãst i co, toma r emo s a tensão de 
es coa mento do mate ri al majorada pelo coe fi ciente de segu
rança da Norma Brasileira . 

Se nd o que apenas os valores críticos (ou os pro
ximos a eles) das forças e dos deslocamentos pa rtic i parão 

do proces so de otimização , usaremos o fator f, (e quaçõ e s 

5 .1. 26 e 5 .1 . 27) que exc l ui rã do p1Aocesso a s restrições 
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nao crit icas . 

Deve-se notar q ue quando variam as variãveis de 
projeto , as tensões variam ma is sensivelmente que os de s lo 
c ame nt os , pois as tensõe s s~o proporcionais ~ diferenças de 
deslo ca mentos. 

Desta maneira fixaremos fatores de exclusão 

t;, , dife r entes para esses dois tipo s de res trições . 
11- • 

Estes fatores variam durante a sequenc1a itera -
ti va, pois com o a vanço do processo vão se definindo as res 
t rições que gover narão o projeto . Pa ra tanto fixaremos a r
bi tra r i amente os extremos 0,2 e 0,8 para exclusão de res 
t r ições de tensão e 0,4 e 0,8 para exc l usão de r estrições 
de de sl ocamen tos. 

Os dema i s valo r es serao determinados através de 
um a in terpolação linear entre esses val ore s extremos, com 

res pe i to a um nfimero mãximo de iterações dado, de aco rd o 
c om a segui nte expressão: 

ond e: 

Ç, . 
1 

= 
é;.n - ~1 

E;, l + (i - l ) 
( n- 1 ) 

(6 . 3 . 1 ) 

- t;, 1 = 0 , 2 ou 0,4 conforme a restrição seja de tensão ou 
deslocam e nto respectiva mente. 

- ~ n = 0,8 par a ambos os t i pos de restrições. 

n - e o numero mãximo de ite rações , prê-fixado. 

Alem do con ceito v i sto ante rio rme nt e, podemos 
a i nda r eduz i r o numero de restr ições do pr ojeto consideran

do o conce i t o de 11 regionalização 11
, que consis t e em con

side r a r a penas uma restrição de tensão para cada classe 

de variã vei s l i ga das. Isto pode ser fe i t o adm i tind o que 
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em cada conjunto de variãvei s li~ados, apenas a res

trição de tensão mais cr1tica governara o projeto . C.2_ 

mo a restri ção mais cr1tica po de variar de um ci-
c lo para outro, ao começar ca da sub -problema linear 
ela deve ser ident ifi cada dentro de cada grupo de 
variãveis li gadas . 

6 . 4 - Projeto Ple namente Tensionado 

Qu an do analisamos a estrutura pel o mêtodo da ri -
gide z, partimos com valores arbitrarias para a area da 
seçao transversal dos eleme ntos . 

A aplicação do mêtodo da relação de tensão tem 
por objetivo melho r ar o projeto inicial, um a vez que e um 
processo r apido e efi c iente. Devemos no entanto co nside 
rar as restri ções de ãrea da seção tra ns versal dos el emen 

tos , caso existam, de modo que nessa fase , os elementos se 
rao projetados por tensão ou por tamanho da seção. 

Para as barras tra ci onadas , suas respectivas a
reas serao det e rminadas pe la equaçao : 

rna x . A~ 
J 1 

q 
o . . 
_l_J 

o * 
t 

Para as barras comprimidas no regime 

(6 .4.1 ) 

elãstico, 
con s iderando a variação da tensão admiss ivel, usaremos a 
expre ssao : 

onde 8 o ~ = 
1 

max . Ag 
J 1 

~ o ~ 
1 

a /\~ 
1 

q o. . 
1 J 

o ~ + oo ~ 
1 1 

( 6 . 4 . 2 ) 

(6 . 4.3) 

A tensão admissivel neste regime sera dada por: 
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A9 
o ~ 

1 = 
<P ~ 1 

1 

(6 . 4 . 4 ) 

com o : a o ~ 
1 1 = -

-;-? a A9 , , 
t6 . 4 . 5 ) 

Sub s t it uindo em (6 . 4 . 3) e depoi s em (6 . 4 .2) ob-
temos : 

como : 

Ag ag 2 
q+ l j q, . , 1 , 

A. = max. 
1 J 

* <b ~ - (Ag+ l a . , , 1 

t a ~ 4>. = - Ag , t e remo s : 
1 , 1 

= max . cp . / -
J 1 

a . . , J 

A g) -
1 

( 6 . 4 . 6 ) 

No r egime in elãstico a expr e ss ao obtida co ns i de

r an do-se a vari ação da t ens ão admiss i ve l to r na-se algeb r i 
camente mui to complexa , portan to não s erã utilizada . Lo 
go , neste caso as a r eas se r ao det erm i nadas segundo : 

Ag +l 
/\g a9 

j max . 
, , 

::: 
1 J 

* 
(6.4 . 7 ) 

a . , 
FL + a ~ ( A. - 4> · ~} * b , , , 

onde a . = , (6 . 4 . 8) 

A. 
1 

se ndo qu e l e o estado de carg a conside r ado . 

Para ap l icação do a l gorit mo de otimização que 
se propõ e , dev emos part i r de um projeto inicial admiss f -

ve l . Por t an t o deve mos f azer um esca l amento de variãveis 
uma vez que o projeto obtido pe l o mêtodo da relação da te~ 

sao pode não sati sfaz er to das as co ndições óe 
i mpos t a s . 

restrições 
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6 .5 - Expansão Linear das Funções e Dete rmi nação dos Limi 
tes Mõv e i s 

o problema original nao linear e li nearizado atra 
ves do desenvolvimento da fun ção objetiva e das restrições 
em sér ie linear de Taylo r . Como conseqüência teremos um 

erro de aproximação nos resultados. Para controlã-lo, in
troduzimos os chamados limit es mõveis que definirão, em c~ 

da ciclo do processo, um inte r valo de variação para as va
riãveis de projeto . 

No processo da so lução a co nv ergênci a e ma is acen 
tuada nos primeiros ciclo s , to rn ando-se mo nõt ona ã medida 
que se avança na s i terações, portanto devemos iniciar com 
limites mõ veis de ma i or amplitude, dec r escendo-os ã medida 
que nos aproxim amo s da so lução õ t im a . 

guinte: 

Nest e trabalho usaremos para ta is li mites o se -

Para variação da area dos e lemento s: 

= = 

Para var ia ção das coordenadas nodais: 

= 

= 

(~mx _ ~) 

(~mn _ ~) 

{6 . 5 . 1) 

(6 . S . 2) 

(6 . 5 . 3) 

A esco lha dos limites mõveis e um fator importa~ 
te neste processo , pois eles govern arão o andamento do pr~ 

blema . Alem do mais uma escol ha inad eq uad a pode fazer com 
que a conve rgê ncia se dê para um valor que não o Õtimo. 

Apõs aplicarmos o método da relação da tensão, 
fazemos um escalamento de variãveis pa ra corrigir as possi 
ve i s res t ri ções viol adas . Esse esca lamento também serã 
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f eito em cada cic l o do proce ss o, levand o o projeto gerado 
ate o contorno da restri ção mais critica, melhorando por

tanto a converg ê ncia da solução. 

Para esse esca lamento seri tomado o fator 
sendo que as novas ireas ficam determinadas através da se
guinte express ão: 

ond e A~ 
1 

A~ 
1 

e a area escalada e A. 
1 

A. 
1 

a a r e a i n i c i a 1 . 

(6 . 5 . 4) 

Para e vitar uma nova anilise da estrutura, uma 
vez que as ten sões e deslocamen tos dependem das areas esca 
ladas, pesquis em os o fator pelo qual as fu nções de respos
ta da estrutura devem ser multipli ca da s para que tenhamo s 
o novo projeto i nicial bem definido . 

Assim, con side rem os um deslocamento qualq ue r 
u . definido pel o método dos trabalhos virtuais : 
_j_ 

n 
U = E 

j i = 1 

F~ . (A). F~.(A ) 
lJ - 1J -

A. E 
1 

L. 
1 

( 6 . 5.5) 

R v onde F.. e a força real no el emento e F .. e a for-
, J 1 J 

ça gerada po r um deslocame nto unitãrio no nõ j 

Con s i dera nd o a expressão (6 . 5.4) podemos es
E crever o va l or do deslocamento uj, apõs o escalamento. 

n FR( ~) 
v 

( )l ~) 
R v (A) F . . n F .. (A) F .. 

E L 'i ~ 1 J L. ' ): 1 
1 J - 1 J L . u . = = 

J i = 1 1 1 = 1 

A. E ~ A . E ~ 1 1 
(6.5 . 6) 

pois F~. ( J.l A) = F~. (A) e F~. (p A)= F~ . (A) jã que 
1J - l J lJ - l J . -

a distribuição de esforços em uma treliça não varia quando 

to das as ãreas dos elementos va r i am proporcionalemente. 
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Le vando em conta a s expressõe s (6 . 5 . 5) e (6 . 5 . 
6) obtemos: 

1 = u. 
jJ J 

A tens i o de tra ção nu m e lemento 
-tura e definid a como: 

o . 
1 

F ( ~ ) 
= 

cons iderando a express ã o (6 .5 .4 ) t e remos : 

e' consideran do 

do em (6.5 . 9) 

E o . = 
1 

F ( fJ ~ ) 

J.J A. 
1 

novam e nte que F{J.J 

ob t emos: 
E F ( ~ ) 

{} . = 
1 A. I.J 

1 

então pelas e xp r essões (6 . 5 . 8 ) e 

E o . = 
1 

o . 
'I 

~) = F ( A ) 

(6 .5 .1 0) 

(6 . 5 . 7) 

da estru-

(6.5.8) 

(6 . 5 . 9) 

e substi tu i n 

(6 . 5 .1 0) 

obtemos : 

(6 . 5 .11 ) 

Para os elementos compr i mido s a determi na ção 
do f ator de e scal am en t o não e tio s imples devido a varia 
ção das tens ões admissive is por influênc i a da flambage m. 

No r eg ime de fl am ba gem elástica a carga de flam 
bagem dada por Eule r e definida como : 

F~ 
1 e = (6 . 5 . 12) 

que correspon de a uma tens ã o dada por: 

* n 
2 E . 2 o . - 1 

1e - 7 
1 

(6 . 5 . 13) 
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co nsiderando a aproximação sugerida por LaPay 25 : 

.2 2 
1. = ( a ~ ) A. 

1 1 1 
(6.5 . 14) 

te r emos: 
2 2 

cr~ 
IT E ( a ~ ) A. K A. = 2 = 

1 e 1 1 1 

1 

(6.5.15) 

onde K e uma constante com respeito as areas. 

Das equaçoes (6.5.4) e (6.5.15 ) te mo s : 

o ~E = K ll A. = 1..1 o ~ 
1e 1 1e 

(6. 5.16 ) 

No caso de f l ambagem no regime inelãsti co a 

f orça de com pre ssao e dada po r: 

onde: 

e a força no limite de proporcionalid ade , e: 

4> . = 
1 

L. 
1 

TI a ~ /[ 
1 

e um fator geométrico do elemen t o 

A tensão 

* (J i p = 

ou ainda: 

ser a dada por : 

FL 
cf> ; b + o ' ( 1 -

A. 
1 

A. 
1 

Fs- a ' ti> ; 1-FT 
A. 

1 

1-FL 
b 

+ o 

(n . 5 . 17) 

(6 .5.1 8) 

(6 . 5.19) 

(6 . 5 .20) 

(6 .5.21) 

6 1 
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Substituindo os valores constantes obtemos: 

Kl - K2 K4 
o~ = + K3 = + K3 (6.5.22) 

1 p A. A. 
l 1 

ou ai nda : 

o~ K3 
K4 

(6 . 5 . 23) - = -
1 p A. 

1 

Das equaçoes (6 . 5.4) e (6 . 5 . 23) obtemos: 

= (6 .5.2 4) 
1.1 

ou ai nda: 

o ~E =l {o~ - K3 ) + K
3 1p 1.1 lP 

(6 . 5.25) 

sub st i t uin do o valo r da constante K3 obtemos: 

o~E = l (o~ - o ') + cr 
lp )J lp 

(6 . 5 . 26) 

O fator necessã ri o para escalar um projeto a 
uma restri çio crltica se determina pela relac~o: 

(6.5 . 27) 

onde zE 
*E 

e uma função de resposta par a um projeto escala-
do e z e o valor critico dessa fun çio de resposta . 

No caso de uma restrição de 
tem, pelas equaçao (6 . 5.4) e (6 .5.27): 

E A. = IJ A. 
1 1 

do nde o fator de escalamento e: 

1.1 = 

A~1n 
1 

a rea m1nima se ob-

(6 .5.28) 

(6.5 .29) 
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Para uma r estriçao de deslocamento o valor cr1 

tico e i ndependente do projeto, então pelas equações (6 . 
5 . 7) e (6 . 5. 27) obtemos : 

E u. 
J 

u . 
= _J_ = 

donde o fator de escalamento e: 

U· 
_J_ 

u~ 
J 

u~ 
J 

(6 . 5.30 ) 

(6.5 . 31} 

Pa r a uma restri ção de tensão de traçao o valor 
cr1 tico também não depende do projeto, logo das eq ua çoes 

(6 . 4 . 11 ) e (6 . 4.27} obtemo s : 

E 
Oi = * o. = o . 

1 1 

donde o fator de escalamento fica: 

)J = 
o . 

1 

o ~ 
1 

(6 .5. 32} 

(6.5 . 33} 

No caso de restri ções de compressao, a tensã o 

admiss1v e l varia durante o processo . Para o caso de regi 

me elãstico devemos apli ca r as equaçoes (6.5. 10), (6.5 . 

2 7 ) que tom a a f o rm a : 

assim : 

O· 
1 

= )J ()~ 
1 e 

donde o f ator de escalamento sera: 

O· 
)J = .; -i 

0 ie 

(6 . 5.34) 

(6 .5.35} 

( 6.5 . 36} 

No regime inelã stico, usando as equaçoes (6.5. 
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11 ), (6.5 . 26) e (6.5 . 27) , obtemos: 

(6.5.37) 

donde o fator de escalemento fica : 

1-1 = 
cr . -o~ + o ' 

1 1 p (6.5 .38) 

(J 

Das equações (6 . 5 . 29), (6.5 . 31), (6.5.33), (6 . 

5.36) e {6 . 5.38) se deduz que o fator de escalamento ate 
a restrição mais cr1tica deve ser tomado como sendo: 

maxk 
Amn 

A. 
1 

u. 
max . _J 

J u~ 
J 

max ,; . 

max 1 
lJ = 6 I t i 

* o 
l 

max o. 
.; 1 

i E I 
* e 0 ie 

(J . - a ~ +a I 

m ax 1 1 p 
€ I 

p o 

onde: 

lt, Ie e Ip - sao os conjuntos de 1ndices a ssociados as 
te nsões de t ra ção, compressão elistica e 

compressão plâs tica, respectivamente . 

Na figura seguin te, onde representãmos um espa 
ço bi-dimensional, podemos vi sualizar melhor tais conceitos : 
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Fig ur a 6 .5. 1 

-· -·- · -· - contorno da r eg i ão admi ssi vel 
na l ; 

contorno da r e gi ão adm i ssivel 
xima do ; 

''' "'""" '"" contorno da regi ã o admi s s i vel 
a pro x imado; 

no problema origi-

no problema a pro -

no sub-problema 

curva de nivel da f un ção objetiva aproximad a . 

Partindo do projet o in icial admi ssivel X0
, por 

e scalame nto de vari ã ve i s determ i namos um no vo ponto X' 0
. 

Apl i cando o proce sso de l ine a r i zação as f unções restriti 
vas e ã fu nçã o obje t iva , em to r no de X' 0 , e em segu i da o 

- 1 
mét odo Sim ple x , determinamos o ponto X , que sera a s olu-
ção do problema pa ra este c i c l o . E assim sucessivamente 
quan t os ci c l os forem ne ce ss ã r i os. 

6 . 6 -Mon t age m do Problema de Programação Linear 
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Dete rmin ado s os deslo came nt os e forças "quase cri 
ti co s", fazemos a anãlise de sensibilidade através da de

te r minação dos respectivos gradientes com res peito as va 

riãv e is de proje t o . 

Com isto, podemos montar o quad r o compl eto das 
co ndições re st ritivas, agregando ainda as restrições do ti
po late ral, para apli ca r o método Simp lex. 

6 . 7 - Soluç ão do Problema de Programação Linear 

Para sol uciona r o problema de programação linear 
at ravés do método Simplex, deve mo s colocã-lo na forma canô 
nica, através da a diç ão de variãve i s de folga, não negati
vas, com coefi c i entes nu l os na f un ção objetiva, que to rna
rao as r es tri ções da forma (.~: ) em rest ri ções de igualda 
de . No caso de restr iç ões da forma ( ~) . para colocã - las 

na f orma (=), deve-se subtrair variã veis de folga, não n~ 
gativas, com coeficien tes nul os na função objetiva e adi
cionar va riã vei s artificiais , não negativas com coeficien
tes extremamente gra nde s na função objetiva. 

Com isto, o problema serã reso l vido obtendo-se co 

mo resul tado as var iáveis auxiliares dA+ e d ~+, a par
tir das qua i s se determinam as va r iãve is d A e d X que 
represen tam as mudanças 6timas na estrutura, em cada ciclo 
do processo. 

6 . 8 - Teste de Convergência 

A cada ciclo, fazemo s um teste através 

ça o em peso obtida . A so lução serã tomada com o 
do, por exe mplo : 

l 'o 1 

da redu-
6tima qua!!_ 

(6 . 8 . 1) 
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Como jã vimos anterio rme nte, depois de um ce rto 

numero de iter ações a convergência tor na-se monõtona . 

Ass im , podemos fixar o numero de iterações caso 

nao se sati sfaça a expressão (6.8 . 1). Sugere-se que esse 

num e r o seja igual a 1 O . 



X 

CAPITULO 7 

EXEMPLOS NUMtRICOS E COMENTARIOS 

7 . 1- Exemplo 1 

Consideremos a estrutura de uma torre de trans-

missão e xecutada em aço e analisada como treliça 

cial, co nf orme a figura abaixo : 

z 
L 

Figura 7. 1 . 1 

espa-
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Sendo : 

L = 190 em 
H = 500 em 
E = 2100000 Kgf/cm 2 

p = 0,00785 Kgf/ crr1 3 

o ' = -1 200 Kgf/cm 2 

o * = 1500 Kgf I c n/ t 
Kgf/cn/ OL = - 1500 

Serã co ns iderad o o coef i ciente de segurança ã 
fla mbagem da nor ma brasil e ira ( NB - 14), S=2 , 00 e todos os e 
l eme ntos se rã o con fe ccionados com ca nt one i ras de aço de 
abas igua is (C.S.N . ) . 

Os va l ores das r es tr i ções e as ar eas in i c i ais da 
s eçao tr ans ve rsa l dos e l ementos são os seguintes (dados em 

2 · em ) : 

~ REA ~ R EA ~REA PAR~METRO 
ELE MEN TOS INI CIAL MTNIMA M~XI MA DA SEÇAO 

1 a 25 16 , 00 1 , 4 8 50 , 00 0,44 

Tabel a 7 . 1.1 

Os va l ores in i cia i s e as restrições dos nos sao 
os s eg ui ntes (dados em em) : 
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MJ!:X H1A ~1TN H1A DESL. I COORD. I NI CIAL COORO . COORO . AOMIS. NO ·-
X y z X y z X y z X,Y , Z 

1 -95 o 500 - 45 o 500 -1 45 o 500 ± 0,89 

2 95 I o 500 145 o 500 45 o 500 ± 0,89 

3 -95 95 250 -45 145 350 -145 45 150 i 0 ,89 

4 95 95 250 145 145 350 45 45 150 ± 0,89 

5 95 -95 250 145 - 45 350 45 -1 45 150 ± 0,89 

6 - 95 - 95 250 - 45 - 45 350 -1 45 -145 150 .!: 0,89 

7 -250 250 o -150 350 o -350 I 150 o o 

8 250 250 o 350 350 o 150 150 o o 
9 250 -250 o 350 -1 50 o 150 -350 o o 

10 -250 - 250 o -150 -1 50 I o -350 - 350 o o 

Tabela 7.1.2 

A estrutur a serã solici tada por dois estados de 
carga ind ependentes conforme a tabela abaixo (dados em 
Kg f) : 

CARREGAMENTO 1 CARREGAMENTO 2 I 
NO 

X y z X y z 
1 o 9072 -22 42 448 4485 - 2242 

2 o 9072 - 2242 o 4485 -2242 

3 o o o 224 o o 
6 o o o 224 o o 

Tabela 7. 1.3 



A otimização env ol ve a ir ea do s elementos e a con 

figuração geom~trica da estrutura, onde são considerad a s 

12 variiveis ligadas, sendo 8 referentes ãs ireas dos ele
men tos e 4 referente ãs coordenada s nodais, conforme as 

tab elas abaixo: 

Areas dos e l eme ntos 

VARIA VEIS LIGADAS 
I 

ELEMENTOS 

1 1 

2 2,3 ,4, 5 

3 6,7 , 8 , 9 

4 1 o, 11 

5 12,13 

6 14,15,1 6 ,1 7 

7 18,19,20, 21 

8 22,23,2 4 , 25 

Tabela 7. 1. 4 

Coordenadas do s nos 

VARIAVEI S LIGADAS I NOS 
DIREÇJ\0 X DIREC~O y DIREÇ~O z 

1 1 , 2 
2 3,4,5,6 3 , 4 ,5,6 
3 7 , 8 , 9 , 10 7, 8 , 9 , lO 
4 3, 4 , 5,6 

-

Tabe l a 7.1.5 
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Neste projeto apenas a altura da to rre permane

cera inalterada . 

Para li mi tes mõveis , serao adotados os va lo res 
0,3 para variação de ãre as e O, 1 , para va ri ação das coor 
de nadas nod a i s . 

Em seg ui da apresentamo s os res ult ado s obtidos da 
aplicação do metodo de otimização: 

r :::> I -< LJ I u ~,.. U I 1 ·d 1.. H u f i 

t.LtMlNí V • '< I A \...1; '. ~k l :•1::. 1 1 I U 

l • f l.JLt . ... 

I '"t o () C'i 'J o 4 

J l't o b C. 'i ::>. -+ 

L ~ . o c' '-1 :> • '+ 

l '-+o b C'J'J • ' t 

o ! l j . (.) c'.,c. t.' 

7 1d . o C:.t.:Jc . (.) 

tS l ó . o c '.JC . • tl 

l o. o c~c . o 

l i) I • I 1 f ... . '1 

1 1 I • I l f ... . ) 

lê :>.J l f 4 . j 

1 J 'J .J 1 f ... • -j 

14 c.. J J ' J l • :> 

c . :> J '~l ·':> 

16 C o ':> J 1!. ;:) 

17 c . :> .J -11 • .::> 
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l d 1 ( • .J .J-11.::> 

1':1 1 r • .J .J'-J 1 • .) 

~\) t r. J .J'il.':J 

2 1 1 I • .J J~ 1 • J 

~~ c ... . 1 ~"-~r. r 

2 .J é 1-+. 1 ~'7 r. 1 

~4 c'+ . 1 c-u. I 

~~ C'-+ . l. c '-J ( • ( 

~u L 

· 1 ~ u u . u 

I v . O 

o u . u 

lU u.u 

r-' r: ::, U r 1 ''I'"-- - I I i • -; .J i 
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!Jt:->LJL,v•tt'l fu ::, 'IUU ... J :::> 

\jl) .. v w 

1 - v . uu.Hu v . Jbt:cc - u . Ulc:>v 

c u . uUJlu u .Joccc - U. vlc':>U 

J - u .v 1'-'-H> V. V::>:J':>:> -V . U:><t'ic 

4 u . vl:JJd U.V:>':>'Jj - V. U:J'+':Ic 

':> - J . vlJ'+c Ü • I) :> J '+ C iJ .v<tJJ/ 

b u . ul.J4é u . u::> J'+c U.i.J-+JJ/ 

f u . uoovu u.v uvuu u.uuuvu 

Ci u . uo uuv o . uuvuu u .uuvuu 

'I u . uuvuu O. UUuUv u . l i () u v u 

1 v IJ . Uúi.JUV UoUÚvUv u . uVUIIU 

~ tl-ll.U t. I I 1JIJJ.\ l :-. 

\J U 1-' X t-'Y r>/ 

- u . uv -JU/,! . UV -c é'"+ C . IJU 

(.. u . uu YVfi . UU -cc'+c.uu 

J - u . u u -u.Uv 11 . v u 

... u . vv -o.vu t~ . uu 

') v.uu - \.i .I) IJ - I.J. v u 

n u.uu - v . u .; -v . uu 

1 ob Vc . :>J - <t-J7U.ll iJJ')':1.CC 

o -oouc . :>J - t+-Jfv.ll i JJo'J oCC 

'-} 'J'+ d I • J o -<tl U! . C.'1 -ll l ... t.tc 

1 u - "J-+ó I . J ~ > -<t l iJ j • b ':1 - 1 1 1 •+ f • c c 
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t. L!:. M!:. :'l I u i t: ·I ::.>~V 

l u i.1 J 70. 1-:J 

c - •t :i 1 ... • I u - -l .. LJ . "+ l 

_) - .... o'7'+ . 1v - ...)J':>.o.tl 

"+ ·•coi.-:Jl '- -JJ . oJ 

'::> ~. c. d 1 • "':11 C: ':i .i • "L) 

b ·- 1 'J 1 1 I • J u - :..><+ •+. '1':> 

r oc. Jf.'+ ':> <+ '+ .J. c:> ~ 

(j -L vll i.J u - ':>4'-+. ':I 'J 

-J úc' Jt. r-.':> '1- '+ J oD ':i 

1 \) <+ 4 .. c '+ c':::> . oJ 

1 1 '+ '+. c4 C:':> . oJ 

J c 1 j ' t o . 4 \J JO"':: o '+'+ 

jj -I O'::fd . U'+ - -lcc.Jv 

j 4 - c '-l. bc.. - 1l . d-J 

l 'J - o l. l r - c.'+ . :):> 

J !.l -c-J . nc. - 1 1. ;; 1 

1 I -() 1 • 1 b - c ·+. ':>-:J 

J•j - J il b . cc.. - c I .) • ..) "+ 

l-1 -Jfl b . cc: - c J "). J4 

cu .Jv tc.. ~..+t !IO.U-+ 

c i JJ i c .4 1 1/o . u ... 

c c lucl") l. U·~ •+c') . '+J 

C.J - u·c JI. .~~~ - :.>u /.J J 

c '+ - l. ccJl.O<J - ':>V/ .i J 

c => j ,, c'.) 1 • v(\ '+C':>.uJ 
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tJt. ::,L U\..•l•'lt-1 J I tJ:::> <~IJIJ :, J J 

\JU ' I v .... 

v .VllUJ u .l l'-iul - U. Ul Ul'i 

c. v . u!Jl t:: O . lf J U I -o.u t •-+(JU 

.j - U. UULt <t l U • 1J i I 'J·• -u . ut::o f J 

'+ U . V i l Uo v . uco'+..> - v . JJ 1'+6 

j - U. UUJ lO O. llt::::>'+'+ u.u 1 t ! J 

o u . Vv'ióJ u . uc::oJ'-+ v . UJ.'io/ 

u . vuuuv Uolll.IUUv .J . vliUV(J 

., u . vuuuu o.udvuv V. vvvU\.) 

'j u . uvuuv O. lJIJ\JUv \) . u u u l) o 

1 l) u . uu uuu u.uvuuu u.uuuuo 

t< c.I\Lvt > t1UUA J · , 

\l U f-" A. r-'Y t' L 

4 '+ t) . UU 44n":">oUV - éc'-+C..I.lO 

c u. uv '+'+r'? oiJU -c.c. .... c. . uu 

j Ct: 4 . UU - l). u IJ I) • I) Ü 

.. u . uv -.J . llll 1.' • ,, lJ 

:) - u. uu l• o UV •J . u u 

h c::c::-. . vu - d . UJ -v. 1J v 

j .JJ C:: . ::>O - C '+ '1 D • ( O t,/,-:.J . JC. 

t) - J / dU . óo -r,'d .J1e{v lu •-+o . ":fb 

'1 i I ':1 :-:> . ll -!lH J. j \) - 4<-+{,t.Jc 

J v - C.o'+ 4.1J. - l -1 ~ \ •i • i c -::>4U •J . :fn 



77 

tLt"'t.'llü 

:>0 • ::> _1 Jc . t-> 

2 -cr:>d.ct> -1'-i::>.oo 

j - c;'+l'i . tiU - 1 ~)'i • ~~ J 

4 lO(d . '+C: ll~.c~ 

':> c: l) ;:> "1 • d tí 1<-tl .l~ 

b - J~ ':)b . d'-1 -c-J'i.JJ 

I J~t i.J V J.j'1 . -+":J 

o -->cJJ .Jo -coL. "::J-J 

-; J >'+ U • dI C.JtJ . Oó 

j \) c'+ . 'i u l ........ j 

1 l oc . Uc. J::>. 14 

lc 71-J . '+":J lhJ.';/ 1 

1 j -·lc2 . c-J -l:JOolJ O 

l<-t -lf. ':> l -( .\)) 

1'.:> - JJ. l c. -lJ. C:'J 

la - Jb . Uo.; - c::c:: .... o 

l I - /l . u.., -co. r'+ 

I M -L ~V':> . lJ -11V.J~ 

1 , -é14J.lc: -L c'+ . t.:-

C::J t-+:>l . ú:> 1)-+ . uo 

c l t clJ . vt rv . c:·~ 

c c .)UU-J . J~ c:ut . ';J';I 

cJ -oll V.~'+ -c::>J.J-+ 

c 4 -<.> -J4 4 • ' • I - ct11 ."-J é 

é:J ... 1 I.._, • "+ ':> ! IJ.ll 



Re l ativament e ao projeto inicial podemos obser

var uma redu ção em peso da estrutura de 34,2 ~ ern 10 i tera

çoes com um tempo total de processamento de 6,7 minutos. 

Deve-se notar que o projeto inicial considerado 

e o projeto obtido apõs a aplicação de quatro ciclos do rnê 

todo da rel ação da tensão , uma vez que inicialmente sao 

fornecidos valores arbitrãrios para as areas da seçao 

transversal dos elementos. 

A redução iterativa do peso da estrutura pode ser 

vista na figura abaixo: 

PESO 

( kgf) 

1173, 66 

o 

...... _._. _ _.771,94 

2 3 4 5 8 7 e 9 10 ITE RAC5 ES 

Figura 7 . 1.2 

Podemos notar um acréscimo de peso nos ciclos 

4 e 7 e depois a redução nos ciclos seguintes. Isto 
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ocorre devido aos erros decorrentes das lineariz ações e 
ainda ao escalamento de variãveis que e feito em cada ci
clo do processo ite r ativo para levar o projeto ã região 

admissivel não linearizada. 

A utili zaç ão de l imites mõveis menore s tornaria 
a curva de de c réscimo de peso monotôni ca. 

Um a comparação e ntre a configuração inicial e a 
config ur ação final da estrutu r a po de ser fe i ta através da s 
seg uintes figuras: 

PR OJETO 
fNtCt A L 

PL ANO x-z 
z 

I 
~ 

190. o 
+ 

!'}00,0 

Figura 7.1.3 

2!50 ,0 

250,0 
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PROJE TO 
F INAL 

PROJETO 
INICIAL 

Figura 7. 1.4 

PL ANO Y-Z 

fz 
+ 19 0,0 + 

500,0 

Fig ur a 7 . 1 . 5 

80 

236,1 

2 63,9 

X 

250,0 

250 , 0 

y 



PROJETO 
F INAL 

+ 174,8 .L.. 
-+--~--y-

369, 8 

Figura 7 . 1.6 

236,1 

2 63,9 

y 

Neste proje t o as tensões nos elemento s 2 e 3 

at ingir am os seus va l ores admi ssf vei s para o primeiro esta 
do de ca r ga sendo que as outras tensões de compressao f i

caram bem pr6 ximas dos valores admisslveis para o mesmo e! 
ta do de carg a . Os deslocamentos dos nõ s ficaram bem aba i
xo dos respectivos valores admiss l ve i s de modo que o proj~ 
to tev e as tensões como co ndi ção dominante. 

Em seg uida apresen tamos uma tabela onde po -
dem os com parar os r es ultados obtidos pe l a utilização 
de dive rsos pa res de fatores de limites m6veis: 
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~ I 
I 

o' 1 0,2 o, 1 0,3 s 

l 1 '7 1 '8 1 '8 1 , 7 

2 -a 5 12 ,9 14,3 15,5 14,6 

6 a 9 18' 1 17 '9 17) 4 18,6 

10, 11 1 '7 l ' 8 1, 8 l , 7 

12' 13 5, l 5,3 6 , 3 5, 3 

14 ã 17 8,5 4,4 9,2 2,5 

18 ã 21 18,4 
I 

l 7' 1 16,5 1 7' 3 

22 ã 25 24 ,6 24,0 

I 
23,0 

I 

24 ' 1 

I ~ 
I 

o' 1 o, 1 0,3 o' 1 
s 

1 ' 2 ± 85,9 ± 68 , 3 l ± 52,7 

I 

± 67,2 
X 

I 3 a 6 ± 89,2 ± 87,2 I ± 80 ,7 ± 87 , 4 

7 a lO ± 184 ,9 :t 184 , 9 ± 152 ' 8 ± 184 ,9 

3 a 6 ± 89 , 2 i 87,2 
± 80 ,0~4 y - --

7 - lO ± 184 ,9 :'.. 184 ,9 7 152,8 ± 184,9 a 

1 , 2 500,0 500,0 500,0 500,0 
z 

3 a 6 278,3 268,3 267,9 263,9 

PESO FINAL (kgf) 855 ,2 786 , 4 792,6 771 ,9 

REDUÇAO ( % ) 27 , 1 33,0 32,5 34,2 

N9 DE ITERAÇOES lO 10 I 10 I lO 

Tabela 7.1.6 



7. 2 - Exemplo 2 

Trata- se da estrutura de uma ponte com pis ta de 

ro l amento inferior , executada em aço e analisada como tre 

liça pl ana conforme a figura abaixo: 

y 

H 

~ L 1 6 + L I 6 + L I 6 t k16 t 

Fi gu ra 7.2.1 

Sendo : 

L = 3000,0 em 
H = 600,0 em 
E = 2100000 Kgflcm 2 

p = 0,00785 Kg f I em 3 

a' - ll 2 o Kgflcm 2 

* Kgflcm 2 
Ot = l 500 
OL -1500 Kg f I em 2 = 

Serã considerado o coeficiente de segurança ã 
f l ambagem do AISC, S=l ,92 e todos os elementos serao con 

fecc i onados com perfis tubulares (A .I. S . C.). 

As caracterTsticas dos elementos são as seguin -
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tes (d a do s em cm 2): 

JI:REA JI:REA JI:REA PARÃt~ETRO 
ELH1ENTOS IN ICIAL MTN IMA ~1JI:X IMA DA SEÇ]i;O 

1 a 25 20,00 15 ,4 2 i 1 imi tada 0,82 

Ta bela 7 . 2 . 1 

Os valores in i ci a i s e as re s t r ições dos nos , as-
si m como a s res t ri ções de des l ocamen to s ao os s egu i n-
t es (d a dos em em) : 

COORD. INICIAL COORD . MJI:X IMA COORD. MTNIMA I DESL. ADMI S. NO 
v I I X y X y X X I 

y 

1 -1 500 o - 1500 o - 1500 o .!.. 1 o 
2 - 1000 333 - 900 483 - 1100 183 ± 1 ± 1 

3 -1 0000 o -1 000 o - 1000 o ± 1 ± 1 

4 - 500 533 -400 683 -600 383 ± 1 I ± 1 

5 - 500 o - 500 o - 500 o ± 1 I 
± 1 

6 o 600 o 750 o 450 :!: 1 ± 1 

7 o o o o o o l 1 

I 
± 1 . 

8 500 533 600 683 400 383 .t 1 ± 1 

9 500 o 500 o 500 o ± 1 ± 1 

10 1000 333 11 00 483 900 183 I 
I 

!. 1 i 1 

11 1000 o 1000 o 1000 o .t 1 ± 1 

12 1500 o 1500 o 1500 o o o 

Tabe l a 7 . 2 . 2 



A estrut ura serã s o l ic i tada por t r es esta do s de 

ca r ga independente s con f orme a tabela abaixo (dad os em 
Kg f) : 

NO 
CARREGAMENTO 1 CARREGAM ENTO 2 CARREGAMEN TO 3 

X ! y X y X y 

3 o o o o o -1 0 . 000 

5 o o o -10 . 000 o -10 . 000 

7 o - 10 . 000 o -10.000 o -1 0 . 000 

9 o o o -1 0.000 o -1 0.0 00 

11 o o o o o -1 0 .000 

Tab e l a 7.2.3 

A otimização envolve a ãrea dos elementos e a con 

f i gur aç ã o geom~trica da estr utura, onde são consideradas 

12 variãve i s l igad as , s endo 7 ref er ente ã ãrea dos elemen

tos e 5 referentes ãs coord ena das nodais , conforme a tabe 
la abaixo: 

Are a dos elementos 

VARIJ\VEIS LIGA DAS ELEMENTOS 

1 l ' 6 
2 2 ' 5 
3 3 ' 4 
4 7 ' 1 2 
5 8, 1 1 
6 9 ' 1 o 
7 13 a 25 

Tabela 7.2.4 
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Coordenadas dos no s 

NOS 
VARlAVEIS 

LIGADAS DIRE ÇJl:O X DIREÇAO y 

1 2 ' 1 o 

2 4 ' 8 

3 2 ' 1 o 

4 4 > 8 

5 6 

Tabela 7.2.5 

Para li mites m5v ei s sao cons iderados os valores 
0 , 4 para a var ia ção de areas e 0,2 para a variação das 
coo rdenadas nodais. 

Neste projeto e manti do o vao da 
sim como a posição dos nõs pertencente s ao 

da tre li ça . 

estru tu ra , as 
banzo inferior 

Em seguida apresen ta mo s os resultados obtidos da 
apl icação do pr og r am a de otimiza ção : 
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Com relação ao projeto inicial podemos observar 

uma redução em peso da estrutura de 35,9 % em 10 iterações, 
com um tempo total de processamento de 2,1 minutos. 

A r edução iterativa do peso da estrutura 
se r vis ta na figura abaixo: 

PE SO 
( kg f ) 

9269 ,75 

5942,31 

pode 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ITERAÇÕES 

Fi gura 7.2.2 

Deve- se notar que a configuração inicial da es
trutura jã ~ pr6xima da co nfiguração 6tima para estruturas 
treliçadas com carregamento no banzo inferior, que vencem 
grandes vãos. O uso de estruturas com banzos paralelos co~ 
duz a vari ações bruscas nos es forços dos elementos tornan

do o dime nsi onamento anti-econ ômico. 

r importante se notar a tendência ã configuração 
radial, que s eria a configuração 6t ima ideal, onde o banzo 
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sup erior se tornaria um arco. 

As fi guras seg uint es permitem fazer uma compara
çao entre a configuração in i cial e a configuraçã o final ob 
tida: 

y 

600,0 
333,0 

+ 500,0 ~ 500,0 + 500,0 + 500,0 + 

Figura 7.2 . 3 

y 

500 o 589 3 589 3 410,7 +-

733,9 

~ 500 , 0 + 500,0 ~ 500,0 + !500,0 ~ !500, 0 f 500,0 + 

Figura 7.2.4 
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!533,0 

666 ,9 

X 



Neste proj eto apenas o deslocamento vertical do 

nõ 7 at ingiu o valor admi ss ivel para o terceiro esta do de 

carga, sendo que os deslocamentos vertic ais do s nos 5, 6 
e 9 foram os qu e mais se apro ximaram dos valores admissi
veis para este estado de carga . Os demais deslocamentos e 
as tensões nos e lemento s fica ram bem abaixo dos valores 
admissiveis, de modo que o projeto teve os deslocamentos co 
mo condição do min ante. 

Em seg uida apresentamos uma tabela onde podemos 
com pa rar os re s ul ta dos obti dos pela util ização de di versos 
pares de fator es de limites moveis. 
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~ 0,2 0 , 3 o) 1 0,4 
s 

1 ) 6 
I 

94,3 75,5 150, 5 62,8 

2, 5 90,3 72) 1 142 , 4 69 , 3 

3, 4 85 , 2 92 ,0 132) 3 65,4 

7, 12 69,3 58,0 80,9 65,2 

8, 11 62,0 69,8 75, 4 73,1 

9, 10 69) 1 73,7 75,9 82,3 

13 ã 25 46,7 41) 8 55,6 31 '7 

~ o) 1 o) 1 0, 3 0, 2 
s 

1 ) 12 ± 1500,0 ± 1500,0 ± 1500,0 ± 1500,00 

2, 10 ± 1065,1 ± 1065,1 i 1003 ,9 ± 1089 ,3 

X 3, 11 ... 1000 ,0 - ± 1000 ,0 ± 1000,0 ± 1000,0 
I 

4, 8 ± 565 ) 1 ± 565,1 I ± 567,8 ± 589 , 3 

5, 9 ± 500,0 ± 500,0 ± 500 ,0 ± 500,0 

2, 10 I 430 ) 7 430) 7 401 '2 I 466 ,9 

y 4, 8 597,2 630,7 501 '4 666 ,9 

6 669,0 697,7 570, 5 733 ,9 

PESO FINAL (kgf) 7275,7 6757,8 9022,5 5942 , 3 

REDUÇJI:O ( ~~ ) 21 ) 5 27, 1 2,7 35,9 

NQ DE ITERAÇOES 10 10 10 10 

Tabela 7.2.6 
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7 . 3 - Exempl o 3 

Consideremos a treliça parabó l ica de uma c obert~ 

ra e xe cutada em aço e analisada como treliça espacial, con
forme a figura abaixo : 

PLANO X-Z 

--~~ X 

--~~--~R~/~6--+f--~R~/~6~t~~R~/_6 __ +t-z~R~/ _6 ___ ~+--R __ I _6 __ t-R/6--+---

Figura7.3 . 1 



1 o 1 

PLANO y- z 

-+ -t H/9 

I H/3 

Figura 7.3.2 

Sendo: 

R = 3000,0 em 

H = 900,0 em 
E = 2100000 Kgf/cm 2 

p = 0,00785 Kgf/cm 3 

o' = -1060 Kgf/cm 2 

o* = 1325 Kgf/cm 2 
t 

o L = -1 325 Kgf/cm 2 

Serã considerado para coeficiente de segurança 

o valor S = 2,50 e todos os elementos serao confecciona
dos com perfis tubulares para os quais cons i deramos a = 

0,82 e area inicial de 15 cm 2 . 

Não foram fixados valores maximos e mTnimos para 

di mensão dos e lementos. Sõ foram consideradas restri
ções de te nsões e de variação das coordenadas nodais . 

As caracterTsticas dos nõs sao as 
{dados em em): 

seguintes 

X 

ESCOLA D~ ENGtNHAR~ 
BIGLiu lt:CA 
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I I 
COORD . INI CIAL COORD. ~1AX I t~A I COORD. NTN It1.ll. 

NO 
X y z X y z X y z 

1 o 900 o o 1000 o o 800 o 

2 500 800 o 600 900 o 400 700 o 

3 o 800 500 o 900 600 o 700 400 

4 - 500 800 o - 400 900 o -600 700 o 

5 o 800 -500 o 600 - 400 o 700 -600 

6 1000 500 o 11 00 600 o 900 400 o 

7 707) 1 500 707 ,1 807 600 807 607 400 607 

8 o 500 1000 o 600 1100 o 400 900 

9 - 707,1 500 707, 1 - 60 7 600 807 - 807 400 607 

10 - 1000 500 o 900 600 o 11100 400 o 

11 - 707,1 500 -707) 1 -607 600 -607 -807 400 - 807 

12 o 500 - 1000 o 600 -900 o 400 -1100 

13 707) 1 500 - 70 7,1 807 o - 607 607 400 - 80 7 

14 1500 o o 1500 o o 1500 o o 

15 1055 o 1055 1055 o 1055 1055 o 1055 

16 o o 1500 o o 1500 

llO:S 
o 1500 

17 - 1055 o 1055 - 1055 o 1055 o 1055 

18 -1 500 o o - 1500 o o ~1500 o o 

19 - 1055 o - 1055 - 1055 o - 1055 1055 o - 1055 

20 o o - 1500 o o -1500 o o - 1500 

21 I 1055 o -1055 I 1055 o - 1055 1055 o - 1055 
I 

Tabel a 7. 3. 1 



A estrutura serã solicitada por apenas um esta

do de carga compos to de cargas de 3058 kgf aplicados ver 
ticalmente nos nõs de 1 a 13. 

A otimização envolve a area dos elementos e a 
configuração geométrica da es trut ura, onde são conside 
r adas 14 variãveis ligadas, sendo 8 cor re spondentes as 

ã r e as dos e 1 em e n tos e 6 c o r responde n te s ã s c o ordenadas dos 
nõs, conforme as ta be la s abaixo: 

~rea s dos e lementos 

VA R I~V EIS LI GADAS ELEMENTOS 

1 1 ,2,3,4 

2 5,6,7,8 

3 9, 10 , 12, 13, 15, 16, 18 , 19 

4 11,14,1 7,20 

5 2 1 ' 2 7 ' 30 ' 3 4 ' 3 9 , 4 3 ' 4 7 ' 4 9 

6 22,25,31 ,33,3 8 ,41 ,46,50 

7 23 , 26 , 29,35 , 37,42 , 45,51 

8 2 4 '2 8' 3 2 ' 36 '4 o' 4 4 ' 4 8 ' 52 

Tabela 7.3 . 2 
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Coordenadas dos nos 

NOS 
VARI1i:VEIS 

LI GADAS X y z 

1 2 ' 4 3' 5 

2 6 ' 1 o 8' 1 2 

3 7, 9, 11, 13 7, 9 , 11, 13 

4 l 

5 2 , 3, 4, 5 

6 6, 7, 8, 9 , 1 o, 11,12 , 1 3 

Tabela 7.3 . 3 

Neste projeto apenas o diâmetro da projeção em 
planta da treliça, permanecer~ inalterado. 

Para limite s mõveis são considerados os valores 
0 , 2 para a variação das ãreas e O, 1 para variação das coor 
denadas . 

Em seguida apresenta mos os resul tados obtidos da 
aplicação do método de otimização: 



c. 

j 

~ 

b 

I 

l u 

1 1 

L C. 

lJ 

1 'i 
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,,~t_ A l.Ui·,r-'f.< 1 "lt.l'l I u 

I f o 1 :> ... C. • I 

l I • 1 ::> ... c . I 

L I • 1 ::>'+c . 1 

J f . 1 :>'+C.. I 

-:- . u I 'J-J . o 

-, . 1.) 1 ~'1 . d 

) o U {';)"i.b 

:> . O f J J. o 

l b . b ouJ • .:> 

10.0 rjl)J . ::> 

I I. j ~oo . 1 

Jn . b ouJ . ::> 

ih.b dUJ.:> 

l ( . j ':>bo . l 

LD o O ouJ . J 

t o . b dvJ . J 

1 I • J :.J t.)L• • l 

IO . b :~ \,} j. ") 

l ..... . b oUJ . ::> 

l I . J ::>ob.l 

,J • 1 f i l• . v 

d .~ 11/c. . v 

o .d lli:U .l 
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c4 ,. '+ • I v':lé. o4 

~':J rl .b 11/d . u 

co n . b il () J.l 

c 1 () • 1 I '-i I.) • lJ 
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Com relação ao projeto inicial podemos observar 

uma redução em pe s o da estrutura de 31 ,0 ~~ em 5 iterações 
com um tempo total de processamento de 5,9 minutos. 

A redução iterativa do peso da estrutura podeser 

vis ta na figura abai xo: 

PESO 
{ kg f ) 

54 71 , 48 

o 2 3 

Figu ra 7.3.3 

4 
tl>o 

5 ITER AÇÕES 

Como não foram fi xadas areas mTnimas os e le-
mentos 21, 27, 30, 34 , 39 , 43, 47 e 49 -ficaram com areas 
próximas de zero, pode nd o assim serem suprimidos , desde 
que não causem problema de instabilidade. Caso isto ocor
ra devemos fi xar ãreas m1nimas para tais elementos . 

l 1 2 
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As fi guras segu i ntes pe r mi tem fazer uma compa
raçao entre a configu r a ção ini cial e a configuração final 

da es t rutur a . 

P L A N O X - Z 

PROJETO INI CIAL 

347,9 

707,1 

707, 1 

347,9 

1 
~ 500, 0 f 5 00 , 0 ~ 500.0 ; 6 o o. o t 500,0 f 500, o f 

z 

Figura 7.3 . 4 

X 
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PROJETO F I N A L 

734, 8 

734, 8 

320,2 

;; 

-+ 4 59 ' o + 5o 3 ' 7 + 5 3 7' 3 f 5 3 7, 3 ~ 5o 3 '7 t 4 59 ' o ~ 

~ 
z 

Figura 7.3.5 
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PLANO X-Y 

PROJETO INICIAL 

y 

X 

Figura 7.3 . 6 

PROJETO FINAL 

523,8 

X 

Figura 7.3.7 
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Como nao im pusem os restrições de deslocamento s, 

o proj e to fo i governado por tensões, sendo que as tensões 

nos e lementos 5, 6, 7 e 8 a l cançaram os seus valores ad
mis slve is , sendo que os de mais elementos comprimidos estão 

sob t en sões pr 5x i mas aos valores admisslve i s. 

Em seguida apresentamo s uma tabela onde podemos 

comparar os resu l tados obtidos pela utilização de diversos 

pares de limites mõveis: 

~ I 0 , 3 o ' l o ' 1 o' 2 ) 

1 a 4 27 , 8 41 'o 1 6 '7 1 7 ' 1 

· 5 a 8 1 o' 9 l 9 '5 5 '5 5,0 

9, 10 , 12 , 13 , 15, 16, 36,7 45,9 
I 

1 6 '9 1 6, 6 
1 8, 1 9 

1 1 ' 1 4 ' 1 7 , 20 37 , 9 45 ,6 I 1 7 '1 1 7, 3 

21 , 27 , 30 , 34,39 , 43 o' 1 0,6 0,2 o ' 1 47,49 

22,25 , 31 , 33,38 ,41 10 , 3 58,0 16 ' 3 8 , 6 
46 , 50 

23,26 , 29 , 35 , 37,42 8,0 4 8' 1 1 3 , 5 2 4 '7 
45 , 51 

24,28 , 32,36 , 40,44 51 ' 7 59 , 0 2 3 ' 1 24 ,7 
48 , 52 

I 
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~ o , 1 0 , 3 I o , 1 o, 1 
) 

2 ' 4 ± 498 ,0 ± 446,7 ± 541,0 :':: 537 , 3 
--

6 ' l O ±104 1,0 ±1083,2 ±1041,0 I ±1041,0 

X 7 ' 9' 1 1 , 1 3 ± 706, 9 ± 691 ,9 ± 731 '1 ± 734,8 

1 4' 1 8 ±1500,0 ±1500 ,0 ±1500,0 ±1500,0 

1 5 ' 1 7 , 1 9 ' 21 ±1055 ,0 ±1055,0 ±1055,0 ±1055,0 

1 
I 879,0 817, 2 859 ,0 859,0 

'( 2 a 5 782,3 716,8 773' 1 782,1 
I 

6 - 1 3 526 ,7 423,4 499 ,9 523,8 a 

3, 5 ± 498,0 ± 446 , 7 ± 541,0 ± 537,3 

8, 1 2 ±1041,0 ±1083 , 2 ±1041 ,o ± 1041 ,o 

z 7 ) 9 ) 11, 1 3 ± 706,9 ± 691 '9 i 731,1 I ± 734,8 

I 1 6 , 20 ±1500,0 i l500,0 ±1500,0 ±1500,0 

15, 17, 1 9 , 21 ±1055,0 ±1055,0 ±1055,0 ±1055,0 
--

PESO FINAL {kgf) 6869,8 14430,2 4759,4 3777,6 

REDUÇAO * * 13 ,o 31 ,o 

NQ DE ITERAÇOES 5 5 5 5 

* Converge para valor e rrad o 

Tabela 7 . 3 . 4 



CAP IT ULO 8 

CONCLUS'OES 

Neste trabalho se des en volveu com êxito, um al 
goritmo computaciona l que resolve o pr oblema do projeto 
de pe so minimo de uma est ru tura tre li çada plana ou espa-
cia l, na qu al as variãveis de projeto são constitui das 
po r dois grupos com caracteris t icas diferente s , que sao 

as areas da s eção tra nsversal dos elementos e a situação 
dos nõs da es t rutura . O pr ob l ema de programação nao l i
near com restr ições de desigualdade pode ser resolvido com 
um tempo de processamento razoãvel, mediante a introdução 
de vãrios tipos de aproxim ações . Es tas aproximações sao 
aplicadas de tal modo que o projeto final resulta admis
sivel com respeito ã for mula ção exata ori g i nal . 

Desta maneira, as funções restritivas e a fun 
çao objetiva, que originalmente são não-lineares, são de

s envo lvid as em sé ri e de Taylor tr un cada , onde sao usados 
apena s os seus term os line ares. Isto resultou em uma boa 
apro xi ma ção para esse tipo de problema uma vez que o tra 
tamento não-linear e bem mai s complexo . Contudo, essa a
proximação in t roduz certos erros que devem, de alguma ma
ne ira, ser co ntrola dos . No trabalho em questão, o contr~ 
l e dos erros decorrentes da lin ea ri zação das funções en 
volv id as e feito através dos ch ama dos "l i mites mõ veis", 

que são limi tações impostas ãs vari ações do vetor de pro
jeto, em cada ci c lo do processo ite r a tivo. 

Esses lim i tes mõveis desempenham um pape l i m-
portante no pr ocesso iterativo, uma vez que eles contro
lam parcialmente s ua seqU~ncia. Portanto , se faz neces-

sãria uma esco lh a adequ ada para ta is va l ores de modo que 

1 1 8 
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a convergência se dê para o va lor Õtimo . 

r di f"íci l 
mõveis , pois muitos 
colha . No cap1tu lo 

se fixar valores para esses limites 
são os fatore s que influem em tal es -
7 pode-se ter uma ideia geral da va-

riação dos resultados obtidos com li mi tes mõveis diferen 
tes . Nas tabel as 7 . 1. 6, 7 . 2 . 6 e 7 . 3 . 4 pode- se no ta r que 
as ma i or es redu çõe s de peso f ora m obt i das quan do se deu 

mai or liberdade de vari ação pa r a as ã r eas dos elementos e 
uma menor vari ação para as coordenad as nodais. 

Embora a varia ção i te rativ a das ãreas e coo rde
nadas nodais est ejam relacionada s de a l guma maneira, se 
permitirmos uma variação muito grande pa ra as coord enadas 
nodais , em cada c i clo , poderã haver uma distorção no pro

blema origin ando uma con vergência para um valor absurdo . 
Com as ã r eas dos elementos a prob ab ilidade que i sto oco.!:_ 
ra e bem menor , po is em ca da ciclo e feito um escalame nt o 
levando o projeto at e o co ntorno da restr i ção mais cr1ti 
ca . 

Val ores ace i táveis para limites mõvei s estão em 
to r n o d e 3 O % p a r a a v a r i a ç ã o da s ã r e a s do s e l em e n to s e 1 0% 
para a vari ação da s coord enadas dos nos. 

O conhe ci men to anteci pad o de uma configuração p~ 
ra a qual tenderã a configuração fin al da estrutura nos 
poss i bili ta um a me l ho r fi xação dos valores mã ximo s e m1-
n i mos da s c o o r d e n a d a s d o s n õ s , p o d e n d o r e d u z i r o n Üme r o de 
ite r açõe s ne cessãr ias pa r a a obtenção do projeto Õtimo . 

A li gação das vari ã vei s de pro je to "linking" nos 
possibi li ta uma redução mui t o gra nde no tempo de proces 
samento com a vantagem de se obter estrut ura s simétri cas 
mesmo para car r egamentos não simétricos. Contudo, para 
essas estruturas o pe so resulte maior . 



A eliminaçâo das tensões e des lo camentos que nao 

es t ão pr5ximos do s valores a dmiss~veis tamb~m colabora pa 

ra a redução do tempo de proc essamento. 

Neste trabalho adotamos fatores de exclusão de 
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r est r ições não c r~tic as , diferentes para restrições de ten 

sões e restri ções de deslocam entos . Como as tensões sa o 
propo r cionais ã diferenças de deslocamentos , quando variam 

as variãveis de projeto a vari ação das tensões ê mais sen 

slve l que a vari ação dos de s lo camen to s , por tanto podemos 

tomar fatores de exc l usão de restrições menores para os 
des l ocamentos e com isto reduzimos a mag nit ude do proble 

ma. Alêm do mais, podemos adm i tir que em cada co njunto de 

variãveis ligad as apenas a re s trição mais cr~tica gove r

nara o projeto e port anto podemos red uzir ainda mais a maR 

nitude do projeto considerando a regionalização que consi! 
te ~m to mar apenas esta restrição mais cr~tica em cada con 

junto de variãvei s lig adas. 

Conside r an do ape na s as "restr iç ões criticas 11 a 

anã l ise de sensibilidade tor na- se bem ma i s s imples, uma vez 

que s5 se rã o ca l culad os os gradie ntes das fun ções de res

posta da es t rutur a com respeito ~ essas restrições, alêm 

de uma considerãvel redu ção na ordem da matriz Simplex . 

A fixaçâo do numero de restrições criticas, va

riãve l com o avanço das ite rações ê importante, uma vez 

que no inicio do process o de otimização apenas alguns va

l ores estã o pr 5ximos dos admissíveis, au!llentando com o 

avando das iterações. 

A consideração da fl ambagem inelãstica do dimen

sionamento das peças comprimidas com pequena esbeltez , 

traz uma melhor apriximação ã realidade; tambêm a sugestão 

de Lapay 25 que consiste em tomar o quadrado do raio de 



1 2 1 

giraç ão mini mo diretame nte proporcional a area da seçao 

t r ansve r s a l dos e lemento s nos permite uma simplificação o~ 

de e s s e fator de proporcio nalidade e determinado para cada 

clas se de perf i s atra ves de um metodo estatisti co , no ca
so , o me todo dos min im os quadrados. 

Basea do no me t odo de otimização apres e~tado ao 
lo ngo de s te tra ba lh o el abor amos o prog r ama OTRESPLA, em 
lin gua gem ALGO L, pro ces sado pelo computador Burroughs 
B- 670 0 . 

Pa r a c o m pro v a r a e f i c i ê n c i a de s te a 1 go ri tmo, a p r~ 
sentamos a lguns exemplos onde conseguimos altas rercenta
gens de r e du ção em peso da estrutura. 

A con s i deraç ão da mudança das coordenadas nodais 
associa da ã mud ança das âreas dos elementos, permite uma 
mel ho r di str i bu i ção dos es forços nos elementos , or iginando 

est ru turas bem mais leves e econ6micas do que a considera 
ção de uma configuração geomé t rica fi xa, ale m de uma boa 
ap ro xi mação ã config ur a ção geométrica ideal. 

Com o co nt i nua ção deste trabalho sugerimos um es
t udo compa rat ivo en t r e div ersos pares de limite s mõveis p~ 

r a estu da r a co nv erg ência , l evando em conta o numero de 
iteraç6es necessârias para a obtenção do projeto Õtimo. Tam 
bem a consideração de l i mites mõveis variâveis durant e o 
proces s o ite r at i vo poderá dar bons resultados, assim come 
ça mo s com v a 1 or es ma i or es para tais 1 imites, decrescen do ã 
med ida que nos a prox i ma mos do valor Õtimo das variâveis de 
pr ojeto e f unção obj eti va. 

Ou t r a alternativa seria a eliminação dos limites 
mõ veis fixando o num ero de itera ç6es do mêtodo Simplex em 

ca da itera ção do problema. Assim, a va ria ção do veto r de 
pr o jeto fi car ia limitada não por valores extremos fixados , 
mas dent r o do pr Õpri o al goritmo de otimização . 



Ainda a combinação dos dois pro cedimentos, ou se 
ja, adotar li mites m6vei s maiores compens a ndo com a li mi 

tação do numero de iterações do m~ t odo Simplex. 

Outro est udo comparativo que pode ser feito -e 
quanto aos fatores de exc lu são de restrições não crTtica s 
e tambem sobre a regiona li zação . Estes são conce i tos no r 
malmente aplicado s a otimização de estruturas onde não va
ria a configura ção ge o m~trica. Para problemas de otimiza
çao geométrica deve-se ter mais cuidado, pois a elimina
çao de muitas restrições po de distorcer muito o problema , 
de modo qu e par a conj untos de variãvei s ligada s com mui
tas variãvei s , deve-se tomar uma percen tagem das variãveis 
de cada grupo li gado , como cr iticas, e não apenas a mais 
critica . 

Lon ge de signi fica r algo def initi vo no pro jeto 
6timo de treliças, t emos certeza da impo r t~nc i a deste tra 
balho pela mane ira prãtica com que são tratadas as e s t ru
turas e pe los bons result ados obtidos . 

l 22 
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