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RESUMO

Através da utilizagdo de sistemas de controle informatizados, industrias buscam uma
caracterizagdo mais completa de seus processos, gerando, freqiientemente, um grande volume de
dados acerca de inumeras variaveis de desempenho dos processos. Entretanto essa grande massa
de dados ¢ subaproveitada, visto que as cartas de controle multivariadas tradicionais, tais como as
cartas de Hotelling, MCUSUM e MEWMA ndo sdo suficientemente robustas para tratar com um
grande niimero de variaveis correlacionadas, pois foram concebidas para monitorar um niimero
reduzido de variaveis de qualidade do produto final. Diante disso, ferramentas multivariadas mais
robustas, que incorporam essas informagoes, vém sendo desenvolvidas; dentre estas, destaca-se a
Multiway Principal Component Analysis (Anélise de Componentes Principais Multidirecionais;

ACPM).

Neste trabalho, apresenta-se a base tedrica para a elaboracdo de uma carta de controle a
partir da estratégia ACPM, para monitoramento on-/ine de processos em bateladas. Nesses
processos, aferi¢des freqiientes de varidveis de processo sdo disponibilizadas durante a realizagdo
de cada batelada. As cartas de controle baseadas em ACPM permitem o tratamento de varidveis
autocorrelacionadas, com médias que descrevem trajetorias ndo lineares se observadas em
momentos seqlienciados no tempo. Tais varidveis aparecem com freqiiéncia em processos por
bateladas. Uma aplicacdo das cartas de controle baseadas em ACPM em um sub-processo de

produgdo de borracha para cobertura de pneus ilustra a utilizagao da ferramenta.
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ABSTRACT

Using online control systems, industry aims at a more thorough characterization of
processes; as a result, a large amount of data on several process performance variables in
generated on a frequent basis. However, such wealth of data is not utilized in its full potential,
as traditional Multivariate Control Charts, such as the Hotelling, MCUSUM and MEWMA
Control Charts, are not appropriate to deal with a great number of correlated variables, since
they were devised to monitor a reduced number of quality variables in the final product.
Therefore, more thorough multivariate tools have been developed to make better use of online
process data. Among these tools the Multiway Principal Component Analysis (MPCA) is our

object of interest.

This paper presents the theoretical basis for the elaboration of a Control Chart based
on the MPCA strategy for monitoring of online batch processes. In these processes, frequent
checks of process variables are made available from each batch. Control Charts based on
MPCA enable the treatment of correlated variables, with averages that describe non-linear
trajectories when observed at sequenced periods of time; such variables are common in batch
processes. One application of the Control Charts based on MPCA in a particular stage of a

rubber production process illustrates the utilization of the tool.
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CAPITULO 1

1- INTRODUCAO

Atualmente, existe um interesse crescente em exercer um controle mais eficaz da
qualidade dos processos, isto €, busca-se ferramentas mais robustas que sejam capazes de detectar
rapidamente possiveis desvios significativos em relagdo ao padrao de qualidade desejado para os

produtos.

O controle estatistico do processo (CEP) tradicional ja& vem sendo utilizado ha algum
tempo para monitorar a qualidade dos produtos em muitas indistrias. Na maioria das aplicagdes,
isto se da através da utilizagdo de cartas de controle individuais para as varidveis de qualidade do
produto final. No entanto, em muitos processos, as variaveis de interesse apresentam-se
fortemente correlacionadas. Neste caso, a abordagem tradicional (através das cartas univariadas)
constitui-se numa ferramenta pouco eficiente para monitorar tais processos, pois nao considera a

estrutura de correlagdo das varidveis na montagem do seu padrio de referéncia. Como



conseqiiéncia, as cartas univariadas podem nao detectar desvios significativos em relacao ao
padrdo desejado, gerando sinaliza¢des distorcidas sobre o andamento do processo e conclusdes

erroneas sobre 0 mesmo.

Muitos processos industriais s6 podem ser eficientemente controlados através da
utilizagdo de ferramentas estatisticas multivariadas. As cartas de controle multivariadas sao
ferramentas de controle que incorporam a estrutura de correlacdo das varidveis de interesse na
estratégia de monitoramento dos processos, contudo ainda sdo pouco usadas nas industrias.
Quando utilizadas, a aplicagdo das cartas de controle multivariadas restringe-se ao
monitoramento de varidveis de qualidade do produto final (caracteristicas de qualidade medidas
ap6s o término do processo) ao invés das variaveis de processo. Entretanto a abordagem
multivariada pode ser aplicada com sucesso em processos onde existe uma série de variaveis de
processo fortemente correlacionadas que precisam ser monitoradas em tempo continuo ou por

bateladas.

O foco principal deste trabalho sao cartas de controle multivariadas aplicadas no controle
de processos em batelada e como exemplo pode-se citar a produgcdo de polimeros, produtos
farmacéuticos e bioquimicos. Basicamente, um processo de producdo por batelada segue as
seguintes etapas: as matérias-primas sao colocadas em um recipiente e processadas durante um
determinado tempo (normalmente fixo) até que o produto seja obtido. Durante esse tempo de
processamento, a trajetoria de uma série de varidveis de processo, tais como temperaturas e
pressoes, podem ser medidas. Apods o fim de cada batelada, o produto ¢ analisado quanto as suas
principais caracteristicas de qualidade para verificar se estd dentro do padrio de qualidade

desejado.

Processos em batelada geralmente exibem variacOes entre as diversas bateladas de
produgdo. Essas variagcdes podem ser provocadas por pequenos desvios nas trajetdrias das
variaveis do processo em relacdo as suas trajetorias-padrdo. Porém se uma causa indesejada
estiver atuando sobre o processo durante uma batelada (levando o processo a um estado fora de
controle), desvios significativos em relacdo a trajetoria-padrdo de uma ou mais varidveis do
processo deverdo ocorrer, podendo gerar um produto com baixa qualidade ou fora do padrao de
qualidade desejado. Dessa forma, torna-se necessario construir uma carta de controle que busque,

através de varias bateladas passadas bem sucedidas, uma distribuicdo de referéncia (ou padrao de



comportamento) para as trajetorias dessas variaveis. Assim, pode-se exercer um monitoramento

on-line do processo, corrigindo em tempo real eventuais distirbios que venham a ocorrer.

Neste trabalho, apresenta-se uma carta de controle multivariada para monitoramento on-
line de processos em batelada, baseada em uma abordagem proposta por Nomikos & MacGregor
(1994). Como habilitadora dessas cartas, apresenta-se uma ferramenta estatistica adequada para
monitorar processos em batelada chamada Multiway Principal Components Analysis (Anéalise de

Componentes Principais Multidirecionais).

1.1 - Justificativa

No Brasil, muitas induastrias possuem processos cujos produtos sdo produzidos em
bateladas. Nssas industrias, 0 monitoramento da producao ¢ totalmente informatizado. Através de
computadores conectados on-line com a producdo, quantidades expressivas de dados sobre as
variaveis de processo, tais como temperaturas, pressdes e fluxos, sdo coletados rotineiramente.
Durante uma batelada, chega-se a coletar informagdes, segundo a segundo, acerca de todas as
varidveis de processo. No final de cada batelada, obtém-se um historico consideravel de

informacodes sobre o processo.

Entretanto pode-se notar, no meio industrial, uma subutilizagdo da grande massa de
informagdes disponiveis acerca do desempenho dos processos produtivos. A maioria das
estratégias de controle de qualidade restringe-se ao monitoramento das varidveis de qualidade
final do produto. Ao final de cada batelada, analisa-se o que foi produzido e, se o produto estiver
dentro dos padrdes de qualidade desejado, ¢ aproveitado, caso contrério, toda a batelada de

producdo ¢ descartada.

Uma batelada de produ¢ao pode gerar um produto com qualidade insatisfatéria devido a
ma qualidade do lote de matérias-primas utilizado. Um controle de qualidade realizado sobre

essas matérias primas pode, assim, minimizar o problema. Por outro lado, matérias-primas podem



ser de 6tima qualidade e, mesmo assim, no final da batelada, o que foi produzido pode estar fora
dos padrdes estabelecidos para o produto. Isso acontece, na quase totalidade das vezes, porque,
em algum momento durante o curso da batelada, alguma causa indesejada atuou sobre o
processo, refletindo nas variaveis envolvidas. Assim, a trajetoria de alguma variavel do processo

deve ter sido fortemente alterada em relagdo a um padrao.

Dada a grande quantidade de informacgdes coletadas on-line durante o processo (no caso
em foco, ao longo das bateladas), torna-se desejavel, nestas industrias, a adogdo de um controle
estatistico efetivo sobre as varidveis do processo, construindo uma distribui¢cdo de referéncia para

as trajetorias dessas variaveis.

A abordagem usual de controle dos processos em batelada, sem davida, ndo ¢ a mais
indicada, pois acarreta prejuizo para as industrias. Se uma batelada ¢ descartada, ndo se sabe
efetivamente o que acarretou essa nao-conformidade. Nao existe nenhum tipo de sinalizacio
vinda do processo sobre a possivel causa do problema. Assim, até que se ajuste 0 processo
novamente, as bateladas seguintes, provavelmente, também produzirdo produtos abaixo dos

padrdes de qualidade.

E neste contexto que o tema abordado nesta dissertagdo encontra sua justificativa.

1.2 - Objetivos

O primeiro objetivo deste trabalho ¢ a apresentagdo detalhada de uma ferramenta
estatistica de controle que permite 0 monitoramento on-/ine de processos em batelada, proposta
por Nomikos & MacGregor (1994), chamada Andlise de Componentes Principais
Multidirecionais. Para tanto, serd descrita a teoria para a confec¢do de uma carta de controle
multivariada para monitorar processos deste tipo, utilizando a abordagem proposta por esses dois

autores.



O segundo objetivo deste trabalho ¢ apresentar uma aplicacdo da carta de controle
proposta por Nomikos & MacGregor (1994), utilizando dados obtidos de um processo de
produ¢do de borracha para cobertura de pneus. A partir da ferramenta estatistica de controle
apresentada, sera elaborada uma carta de controle para monitorar uma operagdo que compde este

processo e que ocorre em batelada.

Como ultimo objetivo, apresenta-se uma revisao bibliografica detalhada das principais
estratégias de controle multivariado da qualidade disponiveis na literatura. Cartas de controle
multivariadas constituem-se em desenvolvimento tedrico relativamente recente, ainda pouco
explorado sob diversos aspectos. Neste sentido, esta dissertagdo traz um texto introdutdrio
bastante detalhado sobre cartas de controle multivariadas, suas peculiaridades, aplicacdes e
desenvolvimento recentes. Um texto desta natureza pode suprir uma lacuna quanto a existéncia

de referéncias em portugués.

1.3 - O método de trabalho

O método de pesquisa adotado nesta dissertagdo € a pesquisa exploratoria, aliada a um

estudo de caso, conforme proposto por Yin (1994).

Inicialmente, apresenta-se uma revisao bibliografica sobre as abordagens usuais utilizadas

na constru¢do de cartas de controle multivariadas tradicionais.

A seguir, sera fornecido todo o referencial teorico para a elaboracao das cartas de controle

multivariadas, utilizando a Anélise de Componentes Principais (ACP).

A ACP ¢ uma técnica estatistica muito usada no tratamento de problemas onde existem
informagdes sobre um numero muito grande de varidveis correlacionadas (os processos em
batelada sio um bom exemplo deste tipo de problema). Essa técnica permite reduzir as variaveis
analisadas para um numero menor de variaveis; estas ultimas sdo chamadas de Componentes

Principais e trazem grande parte da informagao contida nas variaveis iniciais.



Mostra-se que a carta de controle em relagdo para os Componentes Principais ¢ uma
abordagem mais informativa em relacdo as cartas de controle multivariadas usuais. As
informagdes contidas nas varidveis de processo sdo projetadas sobre um espaco de dimensdes
menores, tornando, assim, as cartas de controle mais simples de serem apresentadas e mais faceis

de serem interpretadas.

Numa segunda etapa, apresenta-se em detalhes a teoria que embasa as cartas de controle
multivariadas para monitoramento on-/ine de processos em batelada, utilizando a abordagem

sugerida por Nomikos & MacGregor (1994).

Finalmente, apresenta-se um estudo de caso. Nesse estudo, ¢ elaborada uma carta de
controle, utilizando a abordagem proposta, para monitorar um processo em batelada de produgao

de borracha para cobertura de pneus.

1.4 - Estrutura da Dissertacdo

Capitulo 1.

Neste capitulo, expoOs-se a importancia da utilizagdo de uma nova abordagem para
monitorar processos em bateladas; apresentou-se também os objetivos a serem alcancados, os

métodos empregados, bem como as limitagcdes deste trabalho.
Capitulo 2.

No segundo capitulo, ¢ feita uma revisao bibliografica que respalda todo o trabalho e sdo
apresentadas as principais abordagens de controle multivariado utilizadas no monitoramento da

qualidade dos processos.



Capitulo 3.

No terceiro capitulo, ¢ apresentada toda teoria necessdria para o entendimento de uma
técnica estatistica multivariada usada para reduzir dados. Essa ferramenta estatistica chama-se

Analise de Componentes Principais.
Capitulo 4.

Neste capitulo, ¢ apresentada com detalhes a abordagem proposta neste trabalho para o
monitoramento on-line de processos em batelada. E fornecido todo o embasamento tedrico para a
elaboracdo de uma carta de controle através da Analise de Componentes Principais

Multidirecionais.
Capitulo 5.

Neste capitulo, apresenta-se um estudo de caso, utilizando a abordagem proposta no
capitulo 4, e elabora-se uma carta de controle para monitorar um processo de producdo em

bateladas de borrachas para cobertura de pneus.
Capitulo 6.

O ultimo capitulo apresenta as consideragdes finais sobre o tema proposto, bem como

sugestdes para pesquisas futuras para extensao deste trabalho.

1.5 - Limitacoes do Trabalho

O corpo deste trabalho constitui-se na apresentagdo de uma ferramenta estatistica robusta
para monitorar processos em batelada. A forga dessa ferramenta pode ser evidenciada através do
estudo de caso apresentado, onde elabora-se, com éxito, uma carta de controle que nos permite

monitorar on-line a qualidade de um processo de produciao em bateladas.



No entanto ¢ importante destacar duas importantes limitagdes existentes na abordagem

proposta:

Ressalta-se, inicialmente, que a abordagem de controle proposta s6 pode ser implantada
em processos em batelada totalmente informatizados, pois, durante a realizagdo de cada batelada,
deve-se dispor de medicdes on-line das variaveis do processo. Caso contrario, ndo se pode
utilizar esse tipo de carta de controle, pois sdo exatamente essas informagdes do processo que
serdo usadas na construgdo de uma distribuicdo de referéncia robusta para as varidveis de

Processo.

Por ultimo, ¢ importante destacar que, através da abordagem proposta neste trabalho, sera
elaborada uma carta de controle que permite o monitoramento on-line de um processo em
bateladas descrito no capitulo 5. Entretanto, para viabilizar a efetiva execugdo desse controle,
necessita-se de soffware que incorpore a teoria proposta. Sdo necessarias ferramentas
computacionais que fornecam aos operadores, em tempo real, informagdes sobre o processo
através da geracao de cartas e graficos de controle. O desenvolvimento dessas ferramentas

computacionais transcende o escopo desta dissertacao.



CAPITULO 2

2- REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1- Introducdo

Neste capitulo, sera feita uma introdugao as abordagens tradicionais de controle estatistico
multivariado de processos. Uma revisdo das cartas de controle multivariadas mais difundidas na
literatura sera apresentada, além de uma breve descricdo dos procedimentos de controle da
qualidade de maior utilizacdo pratica. A estrutura desta revisdo esta baseada no trabalho de
Lowry & Montgomery (1995), sendo dividida em trés grandes sec¢des, contendo (i) uma
introducdo as cartas de controle univariadas, (ii) uma revisdo sobre cartas de controle
multivariadas tradicionais e (iii) uma revisao sobre cartas de controle multivariadas baseadas em

métodos de projecao.
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2.1.1- Cartas de controle univariadas

A maior parte das inddstrias tem como objetivo comum a busca da manutencdo e da
melhoria continua da qualidade dos seus produtos, face a um atual mercado extremamente
competitivo. Dentro desse contexto existe um interesse renovado no estudo dos métodos
estatisticos para controle dos processos. O Controle Estatistico do Processo (CEP) constitui-se
num grupo de ferramentas desenvolvidas para monitorar o desempenho de um processo, sendo as

cartas de controle (CCs) possivelmente a ferramenta mais sofisticada; ver Montgomery (1996).

As cartas de controle foram idealizadas na década de vinte por Walter A. Shewhart, a
partir do seu interesse em entender as causas que acarretam variabilidade nos processos. Esse
autor classificou a variabilidade como sendo provocada por causas comuns (pequenas variagdes
aleatorias inerentes ao processo), € por causas especiais ou assinaldveis (presenga de eventos
andmalos no processo que prejudicam a qualidade do produto). Através das CCs monitora-se a
variabilidade existente nos processos, buscando detectar a possivel presenca de causas especiais.
Causas especiais devem ser identificadas e corrigidas para que se restabelega o padrdo de
desempenho esperado. As CCs também permitem a reducdo sistematica da variabilidade do
processo, melhorando, dessa forma, a qualidade, a produtividade, a confiabilidade e o custo do

que esta sendo produzido.

Deve-se implementar CCs para monitorar as variaveis que influenciam a qualidade dos
itens produzidos. Uma determinada variavel de qualidade ou caracteristica de qualidade (CQ) ¢
monitorada através de sucessivas amostras espacadas no tempo; as medi¢des obtidas em cada
amostra sao representadas em ordem cronoldgica num grafico e comparadas a determinados
limites de controle obtidos considerando apenas causas comuns de variacdo presentes no
processo. Se alguma medicdo ultrapassar os limites de controle, o processo ¢ entdo considerado
fora de controle estatistico. O processo também sera considerado fora de controle, mesmo que
nenhuma medicdo ultrapasse os limites, se uma seqiiéncia de medi¢des apresentar algum

comportamento sistematico nao aleatorio.

As cartas de controle sdao divididas em CCs para variaveis € CCs para atributos. A

primeira deve ser empregada quando as CQs de interesse sdo medidas e expressas numa escala
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continua de valores; por exemplo, temperatura, diametro, peso, etc. A segunda ¢ utilizada para
monitorar CQs que ndo sdo expressas numa escala continua (nimero de defeitos ou ndo
conformidades em uma unidade do produto), ou ndo sdo quantificaveis, mas sim resultado de
uma classifica¢do do tipo “conforme” ou “ndo conforme” (nimero de unidades do produto ndo

conformes ou defeituosas).

Em aplicagdes praticas, as CCs para varidveis mais utilizadas sdo as cartas X e R
(Montgomery, 1996). Através da carta X monitora-se, a partir de médias amostrais, a
localizagdo (média ou valor alvo de uma varidvel) do processo. A carta R ¢ utilizada para
monitorar, a partir de amplitudes amostrais, a variabilidade do processo. A localizacdo do
processo também pode ser monitorada através da carta para a soma acumulada (carta CUSUM;
ver Lucas, 1976) e da carta para a média movel ponderada exponencialmente (carta EWMA; ver
Crowder, 1989). A variabilidade do processo também pode ser monitorada através da carta S, que

utiliza o desvio-padrao amostral no lugar da amplitude (Montgomery, 1996).

. = ce = IS . .
A Fig.1 apresenta uma carta X . Cada ponto representa a média x = —le obtida através
1=

de amostras com n medi¢des consecutivas (xi,...,x,) acerca de alguma CQ de interesse. O
intervalo de tempo entre amostras deve ser suficiente para que se possa assumir independéncia
entre as médias obtidas em cada amostra. Dessa forma, dado que o processo esta sob controle
estatistico (ou seja, apenas causas de variagdo inerentes ao processo estdo presentes), considera-
se que o comportamento da variavel em questdo esteja sendo bem descrito por uma distribuicao

gaussiana (conhecida como distribuicio Normal) com média py e desvio-padrao op, ambos

conhecidos. Determinam-se os limites de controle para a carta X da seguinte forma:
LSC=po+L co/+/n
LC=po
LIC=po-L oy /n,

onde LSC, LC e LIC representam, respectivamente, o limite superior de controle, a linha central

da carta e o limite inferior de controle, ¢ L representa a distancia maxima tolerada, em termos de
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desvios-padrao da média (o, =0, /\In ), entre a média X de cada amostra ¢ a média py do

processo sob controle (conhecida como distancia padronizada).

5.8F f

) e Lol A1, 0 RIS

54““&'&2‘“&[% i V\[Z‘“ V&t“”“ &zf

5.2]
F (]

L L L L L L L L L L L L
T t T T T

420 440 460 480 500 520 540 560 580 600

= Limite Cont. Superior =5,7651 = . Linha Central = 5,4493
= Limite Cont. Inferior =5,1335 v Causas Especiais

Figura 1. Carta de controle X.

A escolha do valor de L deve levar em conta as probabilidades de ocorréncia dos erros
tipo I e tipo II. Espera-se que grande parte das médias amostrais estejam contidas dentro dos
limites de controle, se estas estdo sendo obtidas a partir do processo considerado sob controle. No
entanto, mesmo com a presenca de causas comuns apenas, existe a probabilidade de que uma
determinada amostra forneca uma média além dos limites de controle, gerando, assim, um alarme
falso (sinalizacdo incorreta sobre a possivel presenca de uma causa especial); comete-se entdo o
erro tipo I. Quanto maior for o valor de L, menor sera a probabilidade de cometer o erro tipo I.
Em contrapartida, quanto mais distantes da linha central estiverem os limites de controle, menor
serd a probabilidade da carta detectar uma efetiva mudanga na média do processo (presenca de
uma causa especial de variagdo). Nesse caso, pode-se incorrer no erro tipo II. Quanto menor for o
valor de L, menor sera a probabilidade de cometer o erro tipo II. O valor L = 3 constitui-se numa
escolha bastante razoavel (Montgomery 1992), pois obtém-se uma carta relativamente sensivel a

presenca de causas especiais € com uma boa prote¢ao diante da possibilidade de alarme falso.

A carta X, exemplificada na Fig.1, apresenta cinco pontos assinalados além dos limites

de controle (quatro pontos abaixo de LIC e um acima de LSC), indicando a possivel presenca de
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uma causa especial de variacdo no processo. A presenga de um evento andomalo no processo
também pode ser identificada observando-se algumas seqiiéncias ndo aleatorias de pontos
assinaladas. Apesar de estar dentro dos limites de controle, esses pontos apresentam um

comportamento sistematico; por exemplo, varios pontos consecutivos do mesmo lado da carta.

2.1.2- Notacio e definicoes

A seguinte notacdo ¢ definigdes sdo utilizadas neste trabalho: Letras maitsculas em
negrito representam matrizes; letras maitisculas em italico representam variaveis aleatorias; letras
maitsculas em negrito e italico representam vetores de varidveis aleatorias; letras minusculas em
itdlico designam observagdes univariadas, escalares ou escores; letras mindsculas em negrito
representam vetores de observagdes ou escores. O inverso de uma matriz S é representado por S™
e sua transposta por S'; da mesma forma, s’ representa o transposto do vetor s. Uma matriz
identidade de dimensdo p por p € representada por I,,. O trago de uma matriz S ¢ simbolizado por
tr(S) e representa a soma dos elementos de sua diagonal principal. Uma matriz diagonal ¢é
definida como possuindo todos os elementos fora da diagonal principal iguais a zero, sendo
representada por S=diag[s;;,522,...,5pp]. O determinante de uma matriz S é representado por [S|.
Uma matriz S € dita ndo singular se possui determinante diferente de zero; simboliza-se  [S| #
0. Uma matriz S, dita simétrica, possui s;; = s;;. Um vetor u; de dimensado p x 1 ¢ dito ortonormal

aum vetor u;,de mesma dimensdo, se uju; =0 (isto ¢, u; ortogonal a w)), para i #j, e
uu, =1 (u; é normalizado, isto ¢, possui comprimento unitario). Uma matriz U=[u;,uy,...,u,] de
dimensdo p x p ¢ dita ortonormal se apresenta em suas colunas p vetores ortonormais.

Um grupo de dados multivariados obtidos a partir de m amostras preliminares

independentes, acerca de p variaveis, serdo arranjados em uma matriz X, de dimensdo m x p,

onde
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apresenta em cada linha um vetor transposto representando uma observagdo x), de dimensao

1l xp,comk=1,..m.

Numa matriz X de dados ditos centrados, cada observagdo xj =(x;,...,x,) €

! ! — = . __ =
transformada em X, = (X, ;5.5 X, ;)" COM Xe i = (Xi- X, ), para i = 1,...,p, onde X; representa a

.esima

média amostral da i varidvel, estimada a partir de m amostras preliminares.

Numa matriz X de dados ditos padronizados, cada observagio x| =(x,...,x, ) €

! ! _ = . __ -
transformada em X, = (X, ;50 Xy 1) » COM Xgu = (Xp-X;)/s,, para i = 1,...p, onde x; e s,

esima

representam, respectivamente, a média e o desvio-padrdo amostrais da i varidvel, estimados a

partir de m amostras preliminares.

2.1.3- Principais linhas de pesquisa em cartas de controle de processo

Passados mais de 70 anos apds a construgdo da primeira carta de controle por W. A.
Shewhart, pode-se identificar trés tendéncias na pesquisa sobre cartas de controle de processo.

Essas tendéncias sdo apresentadas a seguir (Palm et al., 1997).

A primeira linha de pesquisa investiga a efetiva aplicacdo das cartas de controle,
utilizando abordagens usuais, em diferentes areas dentro de uma empresa. Esta linha de pesquisa
¢ motivada pela constante quebra de paradigmas em busca de uma maior competitividade nas
industrias, estando inserida dentro de um contexto onde programas de melhoria da qualidade em
larga escala estdo sendo aplicados, orientados pela filosofia do “pensamento estatistico” de

Deming. Apesar de ndo oferecerem contribuicdes tedricas significativas para o desenvolvimento
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de cartas de controle, trabalhos de viés aplicado t€ém promovido a difusdo da filosofia das cartas
de controle em diversos setores da atividade econdmica, buscando novas fronteiras para sua
aplicagcdao. Um exemplo disso ¢ dado pelo crescente interesse na aplicagdo de cartas de controle

na area da saude (ver Palm et al., 1997).

A segunda linha de pesquisa investiga o desenvolvimento e aplicacdo de cartas de
controle para processos industriais avangados, balizados por duas caracteristicas essenciais: ()
dados on-line sdo obtidos em grande quantidade; dessa forma, as cartas de controle devem
permitir o tratamento de grande massas de dados multivariados gerados pelo processo; e (ii) €
dificil realizar uma agdo corretiva rapidamente, quando o processo esta fora de controle, devido a
sua complexidade. Relativamente a caracteristica (if) um aspecto central diz respeito a escolha
das varidveis do processo que realmente sejam relevantes para a qualidade final do produto.
Assim, além do desenvolvimento de ferramentas mais robustas, que considerem de maneira
eficiente a grande quantidade de informagdes vindas do processo, ¢ necessario obter um grupo
adequado de variaveis de processo que fornegam uma boa caracterizacdo do desempenho do
produto final. Cartas de controle avancadas demandam um excelente conhecimento sobre
controle estatistico de processos e expertise técnica acerca dos processos industriais focalizados.
As aplicagdes dessas cartas demandam um ambiente industrial caracterizado por processos
gerenciados por sistemas informatizados de alta tecnologia. Industrias de processos quimicos e

de semicondutores sdo exemplos de ambientes com este perfil. O controle de processos em

industrias quimicas, em particular, constitui-se no principal foco de interesse desta dissertacao.

Além das linhas descritas acima, uma terceira linha investiga aspectos estritamente
tedricos relacionados as cartas de controle. Tal linha ¢ desenvolvida por pesquisadores em
universidades, engenheiros de producdo em industrias e departamentos dentro de escolas de
administracdo que estudam, com viés essencialmente estatistico, as diversas abordagens para as
cartas de controle, buscando continuamente alternativas para sua melhoria. Parece claro que os
estudiosos desta linha de pesquisa devem dar suporte estatistico as novas cartas desenvolvidas
pelos membros da segunda linha de pesquisa, oferecendo a estes alternativas para a resolucdo dos

problemas decorrentes das novas exigéncias de controle advindas dos processos atuais.

O tema abordado nesta dissertagdo pertence a segunda linha de pesquisa apresentada

acima. Neste trabalho, serdo estudadas cartas de controle para monitoramento de processos



16

informatizados, onde uma grande quantidade de informag¢des multivariadas do processo, oriundas
de varidveis de processo mensuradas em tempo real, encontram-se disponiveis. Mais
especificamente, serd apresentada uma ferramenta estatistica de controle, originalmente proposta
por Nomikos & MacGregor (1994), que incorpora tais informagdes, fornecendo sinalizagdes mais
precisas sobre o estado do processo, a cada instante. O objetivo € a obtencdo de uma carta de

controle mais sensivel a possivel presen¢a de causas especiais de variacdo sobre o processo.

2.2- Cartas de controle multivariadas tradicionais

O uso de cartas de controle multivariadas para monitorar processos industriais esta se
tornando cada vez mais difundido (Mason et al., 1995). Isso pode ser explicado pela atual
tecnologia de aquisi¢do on-line de dados existente. Computadores realizam, em tempo real, varias
mensuragdes acerca das variaveis de processo e de qualidade final do produto, tornando
disponiveis inimeras informacgdes sobre o processo. Diante dessa realidade, existe um crescente
interesse em desenvolver ferramentas mais robustas, que incorporem essa grande massa de dados
no monitoramento desses processos. Tais ferramentas devem permitir o monitoramento conjunto
de varidveis de interesse (tanto variaveis de processo, quanto variaveis de qualidade do produto

final), considerando sua estrutura de correlagao.

Hotelling foi pioneiro na pesquisa sobre controle multivariado de qualidade. Este autor
utilizou uma abordagem multivariada de controle em dados contendo informagdes sobre
localizagdes de bombardeios, durante a Segunda Guerra Mundial. Os desenvolvimentos teoricos
propostos por Hotelling, bem como desdobramentos posteriores, sdo apresentados nas proximas

secoes.
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2.2.1- Carta de controle Qui-Quadrado para monitoramento de médias

Primeiramente, admite-se que exista apenas uma variavel de interesse, designada por X, a
ser monitorada em um determinado processo. Amostras periddicas independentes, compostas por
n observacdes da variavel (xi,...,x,) sdo obtidas do processo. Seja x a média amostral das »
observagdes. Suponha que a variavel X siga uma distribuicdo Normal, com média p=p, e desvio-
padrao 6=, conhecidos e obtidos do processo sob controle estatistico; ou seja, X ~ N (Lo, Go).

Assim, o valor

_ (X =pWn

O,

Z (1

¢ uma variavel que segue uma distribuicdo Normal com média 0 e desvio-padrao unitario; ou
seja, Z~ N (0, 1). Monitora-se entdo as médias amostrais através da variavel Z. O valor de Z
representa a distancia padronizada entre uma média amostral x e a média do processo po. Se o
processo esta sob controle esperam-se apenas pequenos desvios aleatérios em relagdo a média do
processo. Mediante tal cenario, diz-se que apenas causas comuns de variagdo estdo presentes e

que o processo esta sob controle estatistico.

O valor Z [obtido através da expressdo (1)], correspondente a média da £“"“ amostra
retirada do processo (com k=1,2,...), ndo deve ultrapassar certos limites, se o processo for
considerado sob controle estatistico. Quando utiliza-se a variavel Z, reescreve-se os limites de

controle apresentados na se¢do 2.1.1 da seguinte forma:

LSC=L =7, ,
2

LC= 0,

LIC= -L=-Z, ,

VR
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onde Z_, ¢ o percentil da distribui¢gdo Normal, obtido a partir da probabilidade o de alarme falso
2

adotada (erro tipo I).

Os americanos geralmente adotam a= 0,1%, gerando, assim, o intervalo de tolerancia

Hot 3,300/\/; (1Z 0011 = 3,3), com Z € [-3,3;+3,3], ou seja, |L| = 3,3); enquanto que os europeus

2
adotam Lo =* 3c¢/ Jn (Z € [-3,+3], ou seja, |[L| = 3) como intervalo de tolerancia para as médias
amostrais, obtidas a partir de um processo sob controle estatistico (Montgomery, 1996). Quando
Z,=3, comoZ~N (0, 1), a probabilidade de alarme falso ¢ 0,27% (0=0,27%).
2

Sempre que a distancia padronizada entre uma média amostral X e a média historica do
processo L for superior a L ou inferior a —L, existirdo fortes indicios de que a média do processo
sofreu uma alteragdo (isto €, p#L). Neste caso, diz-se que o processo estd fora de controle

estatistico, com incidéncia de causas especiais de variagdo. Este procedimento de controle,

criado por Walter A. Shewhart, ¢ conhecido na literatura como Carta de Controle de Shewhart.

Considere-se, agora, o quadrado da expressio (1), designado por > e dado por:

le _ ()?_/20)2”
Oy
ou
7512 = n()?_ﬂo)(o-g)_l()?_ﬂo)- (2)

A variavel y! segue uma distribui¢io do Qui-Quadrado com um grau de liberdade € representa
a distancia quadrada padronizada entre a média x obtida em cada amostra ¢ a média do processo

Lo, Assim, pode-se monitorar as médias amostrais X através do valor y* [obtido através da

expressao (2)]. Se L =3, entdo:
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LSC =9 e
LIC = 0.

Através da expressdo (2), observa-se que o valor minimo dessa estatistica ¢ zero (LIC=0), pois
esta representa uma medida de distdncia quadrada. Assim, se a distdncia quadrada padronizada
entre a média amostral ¥ e a média do processo o ultrapassar 9 [(£3) ], existirdo fortes indicios
de que o processo esteja fora de controle estatistico (u#Lg). Suponha-se, agora, que existam p
variaveis de interesse sendo monitoradas em um determinado processo e que estas varidveis
estejam correlacionadas. Seja X= [X|,X,,... X » ]" um vetor contendo p variaveis aleatérias, tal
que Xi, i=1,..., p, seja a i variavel de interesse, e X;1,..., X;, suas n observagdes. Para cada

amostra periddica independente de n observacdes dessas p varidveis obtém-se o vetor de médias

X =[X,,X,,..,X,]". Suponha-se que as p varidveis sigam uma distribuigdo Normal

p-variada, com vetor de médias p= py e matriz de covaridncias >=2y conhecidos e dados por:

Mo Oy (70712 ....... O-Olp
2
| Moz > o1 Opa  cveeee 002,
Ko = ¢ o= ’
2
Ho, Copt Cops  woovee Copp

ésima

onde py; € 002,1, para i,j =1,...,p, correspondem, respectivamente, a média e a variancia da i

variavel, e o, representa a covariancia entre varidveis dependentes i e j. Assim, diz-se que

X~N(|.,l0,2()).

Finalmente, suponha-se que o vetor de médias e a matriz de covaridncias do processo
caracterizem um processo em estado de controle estatistico. A expressdo (2) pode ser
generalizada para o caso onde p variaveis sdo amostradas simultancamente (Lowry &

Montgomery, 1995). Assim tem-se a estatistica

12=n(X —py) T (X —py), (3)
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onde ;([27 segue uma distribuicdo do Qui-Quadrado com p graus de liberdade e representa a

distancia quadrada padronizada, p-dimensional, entre um vetor de médias X e o vetor de médias

do processo Mg. A raiz quadrada y, dessa quantidade ¢ conhecida como “distancia de

Mahalanobis; Rencher, 1995. Para que o processo gerador dos dados seja considerado sob

controle estatistico, o valor de ;(; ndo deve ultrapassar certos limites. Estes limites de controle

sdo obtidos da seguinte forma:
LSC = y,, e
LIC = o,

onde wa representa o percentil da distribui¢do do Qui-Quadrado com p graus de liberdade,

obtido a partir da probabilidade o de alarme falso adotada.

Assim, estando o processo sob controle estatistico, o valor ;(fm representa a distancia

quadrada padronizada maxima tolerada (em p dimensdes) entre o vetor X, correspondente as

4 3: ésima 2 2 . s 1r - r 1
médias da & amostra (com k=1,2,...), e w. Se x,,>x,,. ha indicios de que a média de

pelo menos uma das varidveis no processo tenha-se alterado, podendo, assim, caracterizar uma
situacdo onde o processo esta fora de controle estatistico (W # W, OU seja, LL#Llo; para pelo menos
uma das p variaveis). Este procedimento de verificagdo caracteriza as chamadas Cartas de

Controle Qui-Quadrado ou de Hotelling ( Lowry & Montgomery, 1995).

Considere-se o seguinte exemplo, adaptado de Montgomery (1996). Num determinado
processo existem duas varidveis sendo monitoradas conjuntamente (p = 2); s@o elas: a resisténcia
a tensdo (X;) e o diametro (X;) de uma fibra téxtil. Um engenheiro de qualidade decidiu
monitorar estas duas varidveis selecionando amostras periddicas de tamanho 10 (n=10) do
processo. O vetor de médias e a matriz de covaridncias do processo sdao supostamente

conhecidos, sendo compostos pelos seguintes elementos: po= 115,5 psi (libras por polegada
quadrada), po= 1,06 (x 10?) in (polegadas), o2, =1,20 , o2,= 0,82 ¢ &,,= 0,80. Em notagio

matricial, tem-se:
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1155 5 _ [120 080
= e =
M1 06 °" 1080 082

A Tab. 1 apresenta o resultado de 20 amostras periddicas consecutivas retiradas desse
processo . Adotando o = 0,001 (a0 = 0,1%), obtém-se LSC =13,816. Assim, se o processo estiver
sob controle estatistico, a distdncia maxima toleravel, no plano bidimensional, entre o vetor de
médias amostrais e o vetor das médias do processo (pg) ¢ de 13,816.

Tabela 1. Médias amostrais X, , e X, , com respectivos valores Qui-Quadrado.

Exemplo adaptado de Montgomery (1996).

AMOSTRA MEDIAS VALOR
CALCULADO
AMOSTRAIS
(k) RESISTENCIA A DIAMETRO (X5) 2
TENSAO (X)) K pk

1 115,25 1,04 1,70843
2 115,91 1,06 4,007035
3 115,05 1,09 4,167733
4 116,21 1,05 11,68262
5 115,90 1,07 3,996512
6 115,55 1,06 0,059593
7 114,98 1,05 6,683953
8 115,25 1,10 0,968895
9 116,15 1,09 10,9468
10 115,92 1,05 4,006047
11 115,75 0,99 0,504942
12 114,90 1,06 8,581395
13 116,01 1,05 5,95936

14 115,83 1,07 2,745872
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Tabela 1. Médias amostrais X, , e X, , com respectivos valores Qui-Quadrado.

Exemplo adaptado de Montgomery (1996). (Continuagio).

AMOSTRA MEDIAS VALOR
CALCULADO
AMOSTRAIS
(k) RESISTENCIA A DIAMETRO (X3) % 2
TENSAO (X)) pik

15 115,29 1,11 0,47564
16 115,63 1,04 0,267965
17 115,47 1,03 0,031919
18 115,58 1,05 0,11186
19 115,72 1,06 1,153721
20 115,40 1,04 0,317442

Comparando em cada amostra o referente valor 35, obtido [calculado através da

expressao (3)] em relacdo a LSC, verifica-se que nenhum ¢ superior a 13,816. Conclui-se, entao,
que o processo estd sob controle estatistico, ou seja, existem apenas desvios aleatorios dos
vetores de médias amostrais em relacdo ao vetor de médias do processo, provocados por causas
comuns de variagdo. A Fig.2 mostra os escores gerados nas 20 amostras, apresentados em
seqliéncia. As amostras 4, 9 e 12 apresentaram escores proximos ao limite superior tolerado,
representado pela linha horizontal na parte superior do grafico. No entanto, nos dois casos,
observa-se que nas amostras seguintes os escores nNdo permaneceram num mesmo patamar,
apresentando valores mais baixos. Esse fato ratifica a conclusdo de que nao houve mudanga no
vetor das médias do processo, pois ndo existe um desvio sistematico em relagdo ao padrao
desejado, mas sim apenas variacdes aleatorias (causas comuns de variacdo) em relacdo a essas

médias.
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Figura 2. Carta de controle Qui-Quadrado para monitorar a resisténcia a tensdo e o didmetro da fibra

téxtil.

Uma questdo importante no projeto de cartas de controle ¢ a definicdo do tamanho das
amostras e a freqiiéncia de amostragem. Esses pardmetros devem ser selecionados de forma a
tornar a carta de controle mais sensivel a presenga de causas especiais de variagdo. Para tanto,
definem-se, no processo, subgrupos racionais, selecionados de forma a maximizar as diferengas
entre subgrupos e minimizar as diferengas dentro dos subgrupos, sempre que causas especiais de
variagdo estiverem presentes. Dependendo das caracteristicas do processo, existem diferentes
estratégias para a obtencao dos subgrupos racionais. A determinagdo de subgrupos racionais num
contexto univariado pode ser encontrada em Montgomery (1996) e Duncan (1986), entre outros.
Homes & Mergen (1993), entre outros, apresentam abordagens multivariadas para determinagdo

de subgrupos racionais.
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2.2.2- Carta de controle 7° de Hotelling para monitorar as médias do processo

Na se¢do anterior, analisou-se um processo onde o vetor de médias Ly e a matriz de
covariancias Yo das variaveis envolvidas eram conhecidos. Na pratica, po e 2o sdo
freqlientemente estimados através de amostras preliminares recolhidas do processo, quando este
estd sob controle estatistico. Neste caso, o processo de constru¢do da carta de controle esta
dividido em duas fases distintas (Alt, 1985). A Primeira fase consiste em verificar se o processo
estava sob controle estatistico (apenas causas comuns presentes) quando amostras preliminares
foram obtidas. O objetivo ¢ determinar, através dessas amostras, a distribuicao de referéncia para
as variaveis envolvidas. Em outras palavras, deseja-se obter um grupo de amostras que oferecam
uma caracterizagdo do processo sob controle estatistico. Se essas amostras representam o padrao,
pode-se, a partir delas, estimar os parametros do processo, bem como encontrar limites de
controle apropriados. A Segunda fase ¢ anadloga a situacdo descrita na se¢ao anterior, onde os
parametros do processo eram conhecidos a priori. As estimativas para estes parametros, geradas
na Primeira fase, serdo usadas para monitorar, através da carta de controle, amostras futuras. A
expressao (3), apresentada anteriormente, serd, entdo, reescrita, para considerar as estimativas dos

parametros; ou seja:
= nX-X)S (X -X), @)

onde X e S representam, respectivamente, as estimativas para o vetor das médias e matriz de

covariancias do processo, sendo obtidos da seguinte forma:

ES 1 g
X=—> X Q)
8 k=1
€
— 1 g
s=—>'s, (6)
8 k=1

com
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LS, - X0, - X', )

n—193

S, =

onde g representa o numero de amostras preliminares de tamanho #» retiradas do processo e X; ¢ a

lésima késima

observacao p-variada referente a amostra.

A estatistica escrita na expressdo (4) ¢ utilizada como base para a Carta de Controle T
de Hotelling (Lowry & Montgomery, 1995). Ryan (1989) derivou a distribuicao dessa estatistica,

em ambas as fases. Na Primeira fase, os limites de controle para a estatistica 7° sdo os seguintes:

Lsc= 2g=D=D _11) Fyporgpn €
gn-g-p+l "7
LIC = 0, (8)

onde Fp gn-gp+1rEpresenta o percentil da distribuigdo £ de Snedcor com p e (gn-g-p+1) graus de

liberdade, obtido a partir da probabilidade o de alarme falso adotada.

Na Segunda fase, os limites de controle para a estatistica 7° sdo os seguintes:

p(m+1)(n-1)
mn—m—p+1

LSC= e

a,p,mn—m—p+l1

LIC= o0, (9)

onde m ¢ o nimero de amostras que representam o processo sob controle, filtradas a partir das g

amostras preliminares. Nesta fase se m < g, ou seja, g — m amostras foram descartadas por nao

caracterizarem o padrdo das variaveis no processo, recalcula-se X e S para monitoramento das
amostras futuras substituindo g por m nas expressdes (5) e (6). Alt (1985) faz uma extensa
discussdo sobre os limites de controle em processos multivariados, em ambas as fases,

apresentando resultados tedricos e exemplos numéricos complementares.

Considere-se o exemplo numérico anterior, onde se deseja monitorar a resisténcia a
tensdo (X;) e o diametro (X>) de fibras téxteis através de amostras preliminares de tamanho 10.

Suponha-se, agora, que o vetor de médias e a matriz de covaridncias do processo nao sao
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conhecidos a priori. Neste caso, [y ¢ 2o serdo estimados a partir das 20 amostras preliminares

retiradas desse processo (g = 20).

A ultima linha da Tab. 2 apresenta as estimativas para as médias, variancias e covariancia
do processo, obtidas a partir das 20 amostras preliminares. Supondo amostras obtidas a partir de

um processo sob controle estatistico, essas estimativas serdo efetivamente usadas em substitui¢ao

a poe 2o na Segunda fase. O vetor x e a matriz S resultantes sio:

115,59 1,23 0,79
= e S= . (10)
1,06 0,79 0,83

|l

Tabela 2. Médias, desvios padrdes, covaridncias e os respectivos valores de Hotelling. Exemplo
proposto por Montgomery (1996).

AMOSTRA MEDIAS VARIANCIAS E COVARIANCIA VALOR DETERMI-
AMOSTRAIS CALCULADO  NANTE
AMOSTRAIS
(k) TENSAO (X;) DIAMETRO (X,) s 12,k s 22,k S1os Ti . | S|
1 115,25 1,04 1,25 0,87 0,8 2,16 0,45
2 115,91 1,06 1,26 0,85 0,81 2,14 0,41
3 115,05 1,09 1,30 0,90 0,82 6,77 0,50
4 116,21 1,05 1,02 0,85 0,81 8,29 0,21
5 115,90 1,07 1,16 0,73 0,8 1,89 0,21
6 115,55 1,06 1,01 0,8 0,76 0,03 0,23
7 114,98 1,05 1,25 0,78 0,75 7,54 0,41
8 115,25 1,10 1,40 0,83 0,80 3,01 0,52
9 116,15 1,09 1,19 0,87 0,83 5,92 0,35

10 115,92 1,05 1,17 0,86 0,95 2,41 0,10
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Tabela 2. Médias, desvios padrdes, covaridncias e os respectivos valores de Hotelling. Exemplo
proposto por Montgomery (1996). (Continuagao).

AMOSTRA MEDIAS VARIANCIAS E COVARIANCIA VALOR DETERMI-
AMOSTRAIS CALCULADO  NANTE
AMOSTRAIS
105 TENSAO (X;) DIAMETRO (X,) g 12,k s ;k S1ax Ti . | S|
11 115,75 0,99 1,45 0,79 0,78 1,13 0,54
12 114,90 1,06 1,24 0,82 0,81 9,96 0,36
13 116,01 1,05 1,26 0,55 0,72 3,86 0,17
14 115,83 1,07 1,17 0,76 0,75 1,11 0,33
15 115,29 1,11 1,23 0,89 0,82 2,56 0,42
16 115,63 1,04 1,24 0,91 0,83 0,70 0,19
17 115,47 1,03 1,20 0,95 0,7 0,19 0,65
18 115,58 1,05 1,18 0,83 0,79 0,00 0,36
19 115,72 1,06 1,31 0,89 0,76 0,35 0,59
20 115,40 1,04 1,29 0,85 0,68 0,62 0,63
MEDIAS 115,59 1,06 1,23 0,83 0,79

A Fig. 3 apresenta a carta de controle 7° de Hotelling para este exemplo. A linha
horizontal na parte superior representa o limite superior de controle. Adotando o = 0,001 e

calculando esse limite superior através da expressao (8), obtém-se LSC = 13,72.
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Figura 3. Carta de controle de Hotelling para monitorar a resisténcia a tensdo e o didmetro da fibra
téxtil (Primeira fase do controle).

Nenhum dos 20 pontos plotados na carta de controle da Fig. 3 ultrapassaram LSC. Assim,
admite-se que as amostras coletadas representam o padrdo das varidveis quando o processo esta
sob controle estatistico. Como conseqiiéncia, o vetor de médias e a matriz de covaridncias
encontrados na expressao (10) serdo efetivamente usados como estimativas das médias,
variancias e covariancia do processo. Desta forma, as 20 amostras serdo utilizadas para o célculo
dos limites de controle na Segunda fase (isto ¢, m = 20). Selecionando o = 0,001 e utilizando a
expressao (9), obtém-se um LSC = 15,16. Se um vetor de médias i}. =[x, ;,X, ] referente a
uma futura amostra gerar, através da expressao (4), um valor superior a este limite (isto &,

T f,>15,16), existirdo indicios de que o vetor de médias do processo tenha se alterado,

configurando um situac¢do de processo fora de controle.

Quando o vetor de médias o ¢ a matriz de covariancias 2 sdo estimados a partir de um

nimero grande de amostras preliminares, usa-se ;(; , (limite de controle obtido via aproximagao

pela distribui¢do do Qui-Quadrado) como limite superior de controle em ambas as fases
(Montgomery, 1996). Se no exemplo acima tal aproximagdo houvesse sido usada no célculo dos
limites de controle, entdio LSC= 13,816 em ambas as fases. No exemplo, essa seria uma boa

aproximacao, j4 que o valor esta proximo aos limites exatos obtidos nas duas fases. No caso
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univariado (p = 1), para n fixo, sabe-se que com um nuimero de amostras preliminares maior ou
igual a 20 (m > 20), a distingdo entre os limites de controle, na Primeira e na Segunda fases, pode
ser desconsiderada, pois os limites exatos obtidos em ambas as fases resultardo muito proximos.
No entanto, quando p > 1, existem restrigdes ao uso de tal aproximagdo. Lowry & Montgomery
(1995) mostram que, na Segunda fase, & medida que o nimero de variaveis envolvidas cresce,
necessita-se de um niimero maior de amostras preliminares para que o uso da distribuicdo do Qui-

Quadrado se constitua em uma boa aproximacao, conforme exemplificado a seguir.

Suponha-se 3 varidveis monitoradas através de amostras periddicas de 10 observagdes de
cada variavel. Ap6s a Primeira fase, 20 amostras preliminares foram selecionadas para o controle
na Segunda fase. Usando a expressao (9), com oc = 0,001, obtém-se LSC; = 15,1649.
Através da aproximacgdo do Qui-Quadrado, tem-se LSC, = 13,816. O erro relativo ¢ de 1,098
(LSC,; / LSC,). Suponha-se, agora, que 10 variaveis, com n = 10, estejam sendo monitoradas.
Utilizando também 20 amostras preliminares obtidas na Primeira fase e o« = 0,001, obtém-
se, na Segunda fase, LSC,= 34,833. Através da aproximagdo do Qui-Quadrado, obtém-se
LSC, = 29,5884. O erro relativo ¢ de 1,18. Neste exemplo, ¢ necessario um numero de amostras

preliminares superior a 30 para obter-se um erro relativo inferior a 1,098.

O tamanho das amostras preliminares (n) também influencia na aproximagao dos limites
de controle, na Segunda fase. Se, por exemplo, na Segunda fase do exemplo acima (p=10)
estivessem disponiveis 20 amostras preliminares de tamanho 5, entdo LSC; = 40,7491; o
limite, obtido pela aproximagao do Qui-Quadrado, seria LSC, = 29,5884. O erro relativo, neste
caso, seria 1,38 e seriam necessarias mais de 45 amostras preliminares para reduzir o erro a 1,18.
De uma maneira geral, quanto menor o tamanho das amostras preliminares e/ou quanto maior o
nimero de varidveis envolvidas, mais amostras sdo necessarias para manter um mesmo erro

relativo.
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2.2.2.1- Calculo dos limites de controle quando n= 1

Em muitas situagdes praticas, o processo ¢ monitorado utilizando amostras de tamanho
unitario (n = 1). Isto pode acontecer, entre outros motivos, pelo fato de que, em alguns processos,
o intervalo de tempo entre duas unidades consecutivas produzidas ¢ muito grande. Da mesma
forma, em alguns processos (geralmente processos quimicos), mensuragdes repetidas diferem
apenas devido a erros de andlise; ver Tracy ef al. (1992) e Montgomery (1996). Particularmente
nos processos quimicos em bateladas, foco de interesse nesta dissertacdo, existe a necessidade da
utilizagdo de amostras unitarias quando o objetivo € controlar as variaveis de processo. Isto se
deve ao fato de que, durante uma batelada, existem diferentes padrdes desejados para cada
variavel do processo, dependendo do instante em que a batelada esta se desenvolvendo (o
processo ndo ¢ estacionario). Em outras palavras, se o processo estiver sob controle ou a batelada
estiver conforme, as variaveis do processo seguirdo suas trajetdrias-padrao. Neste contexto, nao
faz sentido agrupar uma seqiiéncia de observagdes consecutivas das variaveis, pois deseja-se

verificar, em cada instante, se as variaveis estdo seguindo essas trajetorias.

Suponha-se que, para um determinado processo, deseja-se construir uma carta de controle
multivariada para monitorar p variaveis, a partir de m amostras preliminares, de tamanho n = 1,
retiradas do processo sob controle estatistico. Neste caso, a estatistica de controle 7° de Hotelling,

na expressao (4), ¢ reescrita da seguinte forma (Lowry & Montgomery, 1995):
T’=(X-X)S(X-X), (11)

onde X e S representam, respectivamente, as estimativas para ao vetor das médias e a matriz

de covariancias do processo, e sdo calculados da seguinte forma:

X =

g
2 X,
k=1

oq | —

LSy, X)X, - Xy

g-13

S =
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Dada a matriz X, com dimensdo m x p, de dados centrados, contendo m observagdes p-variadas
independentes coletadas do processo (ver se¢do 2.1.2), pode-se obter a matriz S através da
seguinte expressao (Jackson, 1991):
X'X
S=——. (12)
m—1
Na Primeira fase, quando selecionam-se g amostras preliminares que representem o
processo sob controle, Tracy et al. (1992) mostraram que os limites de controle para a estatistica

T° sdo dados por:

_ 2
Lsc= B B piag—p-112) e
g

LIC = o,

onde B (o; p/2, (g-p-1) / 2) representa o percentil de uma distribuicdo Beta com p/2 e g-p-1
graus de liberdade, obtido a partir da probabilidade o de alarme falso adotada. Valores na
distribui¢dao Beta podem ser aproximados pela distribui¢do F de Snedcor. Assim, pode-se obter os

limites de controle na expressdo (11) da seguinte forma (Lowry & Montgomery, 1995):

Lsc- @-D* (pAg-p-D)F(ap,(g=p-1
g l+(plg-p-1D))F(ap.g-p-1)

LIC = 0. (13)

Na Segunda fase, ap6s obtidas as estimativas para os parametros do processo sob controle
estatistico a partir de m amostras, filtradas das g amostras preliminares, os limites de controle

para a estatistica T° sdo:

LSC = p(m+1)(m-1)
m(m— p)

a,p,m=p

LIC = 0. (14)

Sullivan e Woodall (1996) apresentam critérios alternativos para estimar a matriz de

covariancias 2 do processo, ao utilizarem-se cartas de controle multivariadas com tamanho de
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amostra unitario. Esses autores apresentam alguns procedimentos para o calculo de S que tornam
a carta de controle mais sensivel a mudancas no vetor de médias do processo. Dois tipos de
mudanga no vetor de médias sdo abordados: (i) deslocamento abrupto no vetor de médias no
processo (mudanga subita; ver Fig.4); e (ii) deslocamento gradativo (tendéncia) no vetor de

médias do processo (mudanga gradativa; ver Fig.5).

DESLOGAVENTO ABRUPTO DESLOCAVENTO GRADATIVO

10 10
@ o (7]
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Figura 4. Mudanca stbita na média. Figura 5. Mudancga gradativa na média.

Na Fig.4, através de um exemplo simulado, tem-se um processo que, seguindo uma
determinada média, sofre, num determinado momento, uma mudanga subita na média (as 5
primeiras amostras foram retiradas do processo com um determinado valor de média, que muda
abruptamente a partir da 6 amostra). A Fig.5, por outro lado, ilustra uma situagdo onde
sucessivas amostras foram retiradas de um processo cuja média estd sofrendo uma mudanga

gradativa.

Sullivan e Woodall (1996) mostram que o calculo da matriz de covariancias amostral, em
funcdo das diferencas entre sucessivas observagdes ao invés das proprias observagdes, produz
um estimador mais robusto para X em relagdo ao calculo usual apresentado na expressdo (12).
Este critério foi primeiramente proposto por Holmes e Mergen (1993). A idéia basica ¢ que
observacdes adjacentes tendem a ser obtidas do mesmo vetor de médias do processo. Desta
forma, se houver uma mudanga abrupta no vetor de médias, somente um par de observacdes
sucessivas sera obtido a partir de diferentes vetores de médias. Se houver uma mudanga
gradativa, em contrapartida, sucessivos pares serao obtidos a partir de diferentes vetores de
médias; estas diferengas, porém, serdo pequenas se comparadas a duas observacoes
aleatoriamente escolhidas. Genericamente, pode-se representar a diferenca entre duas

observacdes sucessivas p-variadas por:



33

Vi, =X,,—X,, para k=1, ... ,m—1,
Assim:

. VYV

20m—-1) ’
onde

vi
V!

v=| ? e
v!

* . n . . * , .
S representa a matriz de covariancias dessas diferencas. Usando S em lugar de S na estatistica
de controle 7° de Hotelling na expressdo (11), obtém-se uma carta de controle mais sensivel a
possiveis mudangas, abruptas ou gradativas, no vetor de médias do processo. Este procedimento ¢

analogo ao que, no caso univariado, Nelson (1982) denominou por método da amplitude movel.

2.2.3- Cartas de controle multivariadas para monitorar a variabilidade do processo

Quando o vetor de médias do processo estd sendo monitorado, monitora-se também sua
estrutura de covariancia, ja que, se houver uma mudanga na matriz de covariancias Y, 0s escores
obtidos através da estatistica de Hotelling poderdo ser afetados (Tracy et al., 1992). No entanto,
para exercer um monitoramento mais efetivo sobre a variabilidade do processo, deve-se construir

uma carta de controle especifica para monitorar a sua matriz de covariancias.

A variabilidade de um processo multivariado de ordem p € descrita através de uma matriz

de covariancias p x p. A diagonal principal da matriz de covariancias contém as variancias das p
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variaveis envolvidas; elementos fora da diagonal principal representam as covariancias entre as

variaveis na matriz.

Alt (1985) propde dois procedimentos para o controle da variabilidade em processos
multivariados. O primeiro procedimento ¢ uma extensdo da carta de controle univariada (p = 1)
para variabilidade (carta de controle S7; ver Montgomery, 1996). Este procedimento consiste em
testar, a partir de sucessivas amostras, se a estrutura de covaridncias do processo estd bem
representada por uma determinada matriz de covaridncias X 9. A estatistica de controle, calculada
para a k“™™ amostra, é obtida da seguinte forma:

W, :—pn+pnln(n)—nln[%}rﬂ"(ig1 A,)), para k=1.2,..,

0
onde A;= (n-1) Sk, St é a matriz de covariancias amostrais obtidas a partir da £ amostra, e
b o

representa o trago da matriz X' A;. Os limites de controle desta estatistica sdo os seguintes:
_ 2
LSC= Xappyz ©
LIC =0,

onde ;(; 2(pin2 Tepresenta o percentil da distribui¢do do Qui-Quadrado com p(p+1)/2 graus de

liberdade, obtido a partir da probabilidade o de alarme falso adotada. Se o valor de W, for
superior a LSC, existirdo fortes indicios de que a variabilidade do processo tenha se alterado,

caracterizando assim uma situac¢do de processo fora de controle (2#2).

O segundo procedimento ¢ baseado numa medida denominada varidncia generalizada. A

k“"™ amostra, é representada por

varidancia generalizada de um processo, estimada através da
IS#, ou seja, pelo determinante da matriz de covariancias amostrais. Montgomery e Wadsworth,
apud Lowry & Montgomery (1995) sugerem uma aproximacdo assintética, através da

distribuicao Normal, para obter uma carta de controle para |S]|.

Existe ainda um terceiro procedimento que consiste em obter uma carta de controle

utilizando a média e da variancia de |S|, usando a idéia de que grande parte da distribuicao de

probabilidade desta estatistica estd contida no intervalo E(|S|) £ 3./V(|S|), onde E(|S|) e
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V(| S |) representam, respectivamente, a média e a variancia de |S|; Montgomery (1996). Escreve-

S¢C:
E(Sp=b11%0 e V(IS|)=ba| ",

onde

b, (n—l)pH( n—i) ¢

1‘[( —1)[H(n j+2)- H(n N

b
T 1)“ =
Os limites de controle sdo dados por:

LSC=|%, (b, +3b;/2)=
C= b2,
LIC = |zo | (b, _3b21/2)5

onde o limite inferior de controle (LIC) deve ser substituido por zero se o valor calculado for

negativo.

Na pratica, necessita-se estimar a matriz de covariancias do processo (2). Através da
analise de m amostras preliminares (Primeira fase), obtém-se a matriz de covariancias amostrais
S. Neste caso, deve-se substituir |2 por [S|/by, pois este é o estimador ndo tendencioso de [Xo|.

Assim, os limites de controle apresentados acima sdo reescritos da seguinte forma:

IS

LSC= = (b, +3b)?),
bl

LC=|S|,

LIC = |bS|(b -3b)%).

1
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Considere-se o exemplo numérico apresentado na se¢ao 2.3.1. Na tultima coluna da Tab.
2, s3o mostrados os valores de |S| obtidos em cada uma das 20 (m=20) amostras preliminares.

Obtém-se através da expressoes (6) e (7) a matriz de covariancias amostrais:

1,23 0,79
= , com |S|=0,3968 .
0,79 0,83

A Fig.6 apresenta a carta de controle S|, para monitorar a variabilidade do processo no
exemplo numérico acima. As linhas horizontais vermelhas representam, respectivamente, o limite
superior de controle (LSC = 1,26), a linha de centro (LC = 0,3968) e o limite inferior de controle
(LIC = 0). Ha evidéncias de que as 20 amostras preliminares representam a estrutura padrao de
covariancias do processo, ou seja, a variabilidade do processo sob controle estatistico. Deve-se
monitorar continuamente a variabilidade desse processo através de futuras amostras, plotando na

carta os respectivos valores |S/.

1,4
1,2 1

1
0,8
0,6 -

=g ANV

O T T T T T T T T T T
01 2 3 45 6 7 8 9101112131415161718192021

AMOSTRAS

ESCORES

Figura 6. Carta de controle |[S| para monitorar a variabilidade do processo.

E importante ressaltar que o uso da varidncia generalizada pode resultar em uma
caracterizagdo insuficiente da estrutura de covariancia do processo. Montgomery (1996) cita,

como exemplo, trés diferentes matrizes de covariancias:
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[t o 232 040 [ 168 -040
~0,40 0,69

5= 227040 050 © T
A primeira matriz representa a estrutura de covariancias estimada de um processo onde as duas
variaveis sdo independentes (covariancia zero). A segunda matriz representa a estrutura de
covariancia de um processo cujas varidveis apresentam correlacdo positiva, enquanto que na
terceira as variaveis possuem correlacdo negativa. No entanto, apesar de possuirem estruturas de
covariancia diferente, | S;| =| S,| = |S3| = 1. Sugere-se, assim, a utilizagdo de p cartas de controle
univariadas para monitorar a variabilidade do processo, simultaneamente ao uso da carta de

controle para [S|.

2.2.4- Carta de controle multivariada para a soma acumulada (MCUSUM) para

monitoramento das médias de processos

Os procedimentos de controle apresentados nas secdes anteriores utilizam apenas a
informagdo contida na amostra mais recente para inferir sobre o estado do processo. Informagdes
contidas na sequéncia de amostras antecedentes a amostra mais recente sao ignoradas. Tal
esquema de monitoramento ¢ bastante efetivo na deteccdo de mudangas estatisticamente
significantes no vetor de médias do processo, mas relativamente insensivel a pequenas mudangas

no vetor de médias.

Para detectar pequenas mudangas no vetor de médias do processo, dois procedimentos de
controle surgem como alternativa: a carta de controle multivariada para a soma acumulada
(cartas de controle MCUSUM ) e a carta de controle multivariada para a média movel

ponderada exponencialmente (carta de controle MEWMA).

Considere-se, inicialmente, uma situagao em que p = 1. Amostras periddicas de tamanho
unitario (n=1) sdo obtidas do processo. Suponha-se uma varidvel de interesse normalmente

distribuida, com média p = py (média do processo sob controle estatistico ou no valor alvo do
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processo) e desvio-padrdo ¢ = cp; X~ N(Uo, Go). Se op ndo for conhecido, deve-se estima—lo
através de amostras preliminares independentes obtidas do processo. Define-se, entdo, a seguinte

estatistica (Pignatiello & Runger, 1990):
k
Cp =D (xv—pt,) , para k=12,.... , (15)
b=1

onde C; representa a soma das diferengas entre cada observagdo unitaria (n=1) x; e a média do
processo, acumuladas até a £“™™ amostra. Se o processo permanece sob controle estatistico, Cy se
constitui em um passeio aleatorio em torno do zero. Por outro lado, quando a média do processo
muda para algum valor p; > (<) U, sucessivas diferengas positivas (negativas) serdo acumuladas
causando uma inflagdo positiva (negativa) no valor de C;. Para exercer efetivamente o
monitoramento da média do processo através dessas somas acumuladas, determinam-se os limites

estatisticos de tolerancia para Cy, apresentados mais a diante.

Montgomery (1996) define um procedimento de controle denominado Algorithmic

CUSUM (CUSUM algoritmico). Escreve-se:

C; =max [0, x— (o +aco) + Cf, 1 e
C,=min[0, (po—acy)—xx + C,, ], (16)

onde x; representa a observagdo mais recente, sendo C,= C,= 0 os valores iniciais desta

estatistica. O parametro a usualmente representa a metade da distancia entre a média do processo
sob controle py e a média do processo fora de controle p(#ug), que se deseja detectar. Esta
distincia é expressa pelo namero de desvios padrdes em relagdo po. Assim,
com A(n) = (1 - Yo ) /oo, pode-se expressar este deslocamento como p= py + A(1) oo, com

a=Mp)/2. Os escores C, e C, acumulam, respectivamente, desvios positivos e negativos, em

relagdo a média do processo, maiores do que a. Se C,ou C, for superior a A, considera-se o

processo fora de controle. Geralmente, o valor de 4 adotado ¢ cinco vezes o desvio-padrao do

processo (h=5cy). Os limites de controle dessa estatistica sdo obtidos da seguinte forma:

LSC= h e
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LIC= -h (17)

E importante ressaltar que a escolha de diferentes valores para os pardmetros a e A
acarretam um impacto substancial no desempenho na carta CUSUM. O critério de escolha desses
parametros serd discutido a seguir; mas antes precisa-se definir a medida de desempenho para

cartas de controle conhecida por Tamanho Médio de Corrida (4verage Run Length, ARL).

Considere-se o procedimento de controle de Shewhart, apresentado na secdo 2.3.1. A
partir da medi¢do da varidvel de interesse em sucessivas amostras unitdrias, monitora-se a média
to do processo. Os limites de controle utilizados na carta de controle sdo dados por o £ 369
(Zoa2 = £3). Assim, a = 0,0027, ou seja, existe uma probabilidade de 0,27% da carta de controle
acusar incorretamente uma mudanga na média do processo (erro tipo I). O Tamanho Médio de
Corrida para este processo, na auséncia de causas especiais, ¢ dado por ARLy= 1/ a = 1/0,0027
~ 370 amostras. Isto significa que, estando o processo sob controle, espera-se retirar, em média,

370 amostras sucessivas antes que a carta gere um alarme falso.

Suponha-se, agora, que a média do processo tenha se desviado do valor nominal em um
desvio-padrao (u= po + 1op). Adotando os mesmos limites de controle (ou seja, Zy» = £3, com
a = 0,0027), tem-se ARL =1/ (1-B) = 1/ 0,0228 ~ 44 amostras, onde 0,0228 ¢ a probabilidade de
que a carta detecte um desvio de 1oy na média do processo. Isto significa que serdo necessarias
em média 44 amostras sucessivas para que a carta sinalize uma mudanga na média do processo,
de po para w(=py). O ARL deve ser entendido como sendo um medida de desempenho da carta

para processos desviados da média ou valor alvo o, obtida a partir da probabilidade o adotada.

ARLj e ARL sdo os parametros usados para medir o desempenho de uma carta CUSUM,
a partir de uma determinada escolha de a e 4. Assim, uma vez escolhido o valor de a, para um
dado ARL,, deve-se escolher # de forma a maximizar a chance de detectar um deslocamento
A(n) na média py do processo. Em outras palavras, dada a probabilidade de alarme falso tolerada
e o tamanho do deslocamento de interesse da média do processo, escolhe-se o valor de 4 que
minimize o nimero médio de amostras sucessivas necessdrias (ARL) para detectar o
deslocamento na média do processo. Para desvios em torno de 1oy em relagdo a py, a=1/2 e
h = 50 acarretam um desempenho ARL bastante razoavel para a carta CUSUM (Montgomery,

1996).
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Algumas técnicas podem ser usadas para o célculo de ARLy; e ARL numa carta de
controle CUSUM. Brook & Evans (1972) obtém valores para os ARLs utilizando uma cadeia de
Markov, para obter as probabilidades de transi¢do de um estado sob controle para um estado fora
de controle no processo. Woodall & Adams, apud Montgomery (1996) sugerem um
procedimento para o calculo dos ARLs que utiliza uma aproximacao apresentada por Siegmund,

apud Montgomery (1996). Dados a e 4, pode-se obter o valor de ARL para uma carta CUSUM

unilateral (C, ou C, ) através da seguinte expressdo:

ARL=[exp(-2Ab)+2Ab-1]/2A",se A0 e
= b’ ,seA=0, (18)

onde A= A(n)-a para o caso da soma acumulada positiva C; , A = -A(u) - a para o caso da
soma acumulada negativa C,, e b = h + 1,166. Quando A(p) = 0, a expressdo (18) resulta em

ARLy. Quando A(p)= 0, obtém-se o valor de ARL referente ao desvio de ordem A(u) em relagdo

a Yo que se deseja detectar.
O valor de ARL para a carta CUSUM bilateral ¢ dado por:

1/ARL = 1/ARL" + 1/ARL", (19)

onde ARL" refere-se a soma acumulada positiva (C;) e ARL" refere-se a soma acumulada

negativa (C, ), ambos obtidos através da expressao (18).

Adotando, por exemplo, a = Y2, h =5 e AM(n) = 0, obtém-se, através da expressao (18),
ARL; = ARL, = 938,2. Através de (19) obtém-se ARL( ~ 469. Desta forma, espera-se que a

carta CUSUM gere um alarme falso apos 469 amostras sucessivas, em média. Suponha-se, agora,

que exista o interesse em avaliar o desempenho desta carta para um deslocamento de 1oy na
média podo processo (M(p) = 1). Adotandoa='eh=5,tem-se A= 0,5 emrelagioa C,e
A=-1,5 emrelagdo a C, . Usando as expressoes (18) e (19), obtém-se ARL = 10. Este resultado

mostra que a carta CUSUM ¢é mais sensivel para detectar mudangas na ordem de 15y em relagdo

a carta de Shewhart (ARL =~ 44 amostras).
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No caso multivariado (p >1), as cartas MCUSUM sdo boas alternativas em relagdo a carta
de Hotelling quando pequenos desvios em relagdo ao vetor das médias py do processo devem ser
detectados. No controle univariado, o tamanho do desvio de interesse € representado em unidades
de desvio-padrao [A(n) = (umo -u)/oo]. A extensdo multivariada dessa distancia ¢ dada por

(Crosier, 1988):
AW =[Cr-po) 25 (- po)]?,

onde A (W) representa a distdncia, em p dimensdes, entre o vetor de médias p(#py) do processo
fora de controle e o vetor de médias py do processo sob controle [distancia de Mahalanobis ou

“distancia estatistica”, conforme denominado por Johnson & Wichern (1992).

E importante ressaltar que existem diferentes vetores p(#po) de médias do processo
equidistantes a pg, ou seja, A(W1) = A(U2) para W, Kz #Wo. Suponha-se, por exemplo, que o vetor
bi-variado de médias de um determinado processo sob controle seja py= (0, 0)' e que a matriz de
covariancias (2 x 2) do processo seja a matriz identidade. O desempenho ARL da carta de
Hotelling serd o mesmo para vetores de médias equidistantes em relacdo a py. Assim, a carta tera
o0 mesmo poder para detectar, por exemplo, deslocamentos no vetor de médias do processo na
dire¢do de w = (0,-1)°, pp= (1,0)’ ou pz = (0,5\5)’, pois A(p1) = Mp2) = Mu3). E
importante observar que cada uma das 3 situagdes representam diferentes deslocamentos na
média de cada uma das variaveis. Desta forma, classifica-se a carta de Hotelling com sendo uma

carta de controle com direcionalidade invariante.

De uma maneira geral, qualquer carta de controle multivariada que utiliza a matriz de
covariancias Zy (ou a estimativa amostral S) do processo em sua estatistica de controle possui
direcionalidade invariante (Lowry & Montgomery, 1995). O desempenho ARL dessas cartas ¢
determinado apenas em fun¢do da distancia entre o vetor de médias py do processo sob controle e
o vetor de médias p # My do processo fora de controle, € ndo em funcdo de um deslocamento

especifico na média de uma determinada variavel do processo.

A maioria das cartas de controle univariadas bilaterais, entre elas as cartas para médias
de Shewhart e a carta CUSUM, possuem direcionalidade invariante (isto ¢, desempenho ARL

obtido em fung¢do de A(p) = (W - Mo ) /Gp). No entanto, num processo com p varidveis de interesse,
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quando o controle multivariado esta sendo feito a partir de p cartas univariadas, desconsiderando
a correlacdo entre as varidveis, ndo se estd utilizando um procedimento de controle com
direcionalidade invariante, pois o desempenho ARL ndo depende de A(p), e sim da direcdo
especifica do deslocamento do vetor pg (ver Pignatiello e Runger, 1990, para maiores

esclarecimentos). Estes procedimentos de controle sdo chamados de direcionalidade especifica.

Os procedimentos de controle multivariado que utilizam a filosofia CUSUM estdo
divididos em: (i) procedimentos de controle que utilizam multiplas cartas CUSUM univariadas
(abreviados por MCU), desconsiderando assim a correlagdo entre as variaveis (portanto, planos
de direcionalidade especifica); e (ii) procedimentos de controle que utilizam uma carta CUSUM
multivariada (MCUSUM), isto ¢, utilizam a matriz 2, de covaridncias das variaveis (portanto,

planos de direcionalidade invariante).

O primeiro procedimento MCU proposto por Woodall & Ncube (1985), consiste no
monitoramento de p varidveis através de p cartas CUSUM univariadas. Neste procedimento, a
matriz de covaridncias X9 do processo ¢ utilizada para avaliar o pior desempenho ARL, (carta
com maior chance de gerar um alarme falso) dentre as p cartas univariadas CUSUM. A média de
cada variavel ¢ monitorada através da estatistica de controle na expressao (16), com os limites de

.ésima

controle apresentados na expressao (17). Assim, a média da i variavel ¢ monitorada obtendo-

se os valores C;, e C;, acada nova amostra dessa variavel. A i carta CUSUM sinaliza que a

esima

média da i variavel sofreu um deslocamento quando C,,> h; ou C; < -h; para valores

especificos de a; e h;. O MCU indicard que o processo esta fora de controle quando pelo menos

uma das p cartas univariadas detectar algum desvio em relacdo a média da respectiva variavel.

Devido ao fato de possuir direcionalidade especifica, o MCU deve ser usado num
processo onde existe o interesse em detectar desvios numa direcdo especifica preestabelecida em
relacdo ao vetor py (Pignatiello e Runger, 1990). Estes desvios podem ser caracterizados através
de deslocamentos das variaveis do processo sobre seus eixos (desvios especificos em relacao
as médias das varidveis) ou na direcdo dos eixos dos Componentes Principais (variaveis

independentes que sdo combinacdes lineares das variaveis originais; ver secdo 2.3.1).

Healy (1987) demonstrou que, quando existe o interesse em detectar um desvio da média

em uma determinada direcdo preestabelecida, uma carta CUSUM univariada baseada na
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combinacgdo linear das p varidveis originais, estruturada naquela direcdo, fornecera os bons
resultados em termos de desempenho ARL. No entanto, se existir o interesse em detectar
deslocamentos em varias direcdes, a estratégia proposta por Healy (1987) pode ser pouco

eficiente (Pignatiello e Runger, 1990).

Hawkins (1991) aperfeigoou a estratégia sugerida por Healy (1987), propondo um MCU,
que mostrou ser mais eficiente em relagdo ao MCU apresentado por Woodall & Ncube (1985),

para detectar desvios no vetor gy em varias diregoes.

O primeiro procedimento MCUSUM foi proposto por Crosier (1988), consistindo em
duas cartas de controle multivariadas CUSUM. A carta com melhor desempenho ARL, que sera

abreviada por CCUSUM, se constitui em uma extensdo multivariada da carta univariada

CUSUM. Considere novamente a estatistica C; = max[0,C, , + x, — u, —ao,], apresentada na

expressao (16). No caso multivariado, substituindo na expressao os escalares por vetores, tem-se:

C, =max[0,C,_, +X, —p, —a]

No caso univariado, sabe-se que a quantidade C; |, +x, — ¢, —ao, serd exatamente zero
(isto ¢, C=0) se, dado uma observacdo x;, C/ , +x, —y, =ac,; e sera cada vez maior em
relacdo a aoy (isto €, C>0), a medida que consecutivas observagdes x; sejam superiores & média
Lo em mais do que a desvios-padrdo op. Ja na expressdo acima, ao avaliar o impacto da

diferenca (Cy.; + X4 - Wo) - a no valor C, tem-se dificuldade em encontrar e interpretar os valores

de a, associados ao valores maximo e minimo de C;.

Considera-se a=[a’Y.;'a]"’

o tamanho do desvio de interesse em relagdo a py (em p
dimensdes), a ser detectado na carta CCUSUM. Neste caso, o vetor a deve ter comprimento a
(comprimento calculado em funcdo da matriz Xy de covaridncias). Se a diferenga
(Ck1 + Xx - po) — a for para zero, entdo a deverd estar na mesma direcdo de (Ci1 + Xk - Ho).

Desta forma, tem-se

a= (Fik] (Cra1t Xk - po),
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onde
F, =[(C,_, +x, _uo)lzo_l (C +x, _UO)]I/Z

representa o comprimento da parcela Cipit+ Xp - Mo. Rescreve-se entdo a diferenca

Ci= (C1 + Xk - Jo)— a da seguinte forma:
C, =(C, ,*x¢x -po)(1l-a/Fy), se Fy >a,
isto €, se o comprimento de Cj.;+ X, - [y for maior do que a; e
C.=0, se Fi,< a.

Analogamente ao caso univariado (carta CUSUM), sugere-se como valor de @ metade da
distancia entre o vetor de médias do processo sob controle py e o vetor de médias do processo
fora de controle w(#py), que se deseja detectar; assim a = A (1)/2. A estatistica de controle a ser

plotada na carta ¢ dada por:

Y, =(C, X, C)"”? k=1.2,....,
onde C,=0.

O processo sera considerado fora de controle sempre que Y > A, para a e h; fixos. De
maneira analoga ao procedimento CUSUM, dado a e especificado ARL, devemos escolher / de
forma a maximizar a chance de detectar um deslocamento A (p) na média py do processo.

Maiores detalhes para a obten¢do de /; podem ser encontrados em Crosier (1988).

A carta CCUSUM possui uma caracteristica desejada, quando monitoram-se p variaveis
simultaneamente. Se o vetor de médias do processo deslocar-se para p(=po), a carta fornece
indicagdes em relagdo a possivel direcdo deste deslocamento. Croiser (1988) demostra que, de
uma maneira geral, esta carta possui um melhor desempenho ARL em relagdo a carta de

Hotelling na deteccdo de deslocamentos no vetor de médias do processo.
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Pignatiello & Runger (1990) também propuseram duas cartas CUSUM para controle
multivariado de processos. O procedimento com melhor desempenho ARL, denominado MC1, ¢

baseado no seguinte vetor de somas acumuladas:
k
C, = Z(xb—uo) , para k=12,.. .
b=l

Esta estatistica corresponde a expressao (15) em sua versao multivariada. A estatistica de

controle da carta MC1 ¢ dada por:
MCy=méax {0, (C, X,'C,)"* - am},

onde ny=mnp+1 se MCy, >0 e 1, caso contrario. Este pardmetro pode ser interpretado como
sendo o numero de amostras consecutivas desde a ultima renovagdo (isto ¢, desde que MC;=0
pela ultima vez). O processo serd considerado fora de controle se MCy > h, , para a e h; fixos.
Novamente, sugere-se utilizar um valor de a = A(u;)/2. Maiores detalhes para a obtencdo de />

podem ser encontrados em Pignatiello & Runger (1990).

Pignatiello & Runger (1990) demonstraram que a carta MC1 possui melhor desempenho
ARL em relagdo a carta de Hotelling na detec¢do de deslocamentos na média py do processo
inferiores a 3 (A (u) < 3). Esses autores também mostraram que a carta MCU, proposta por
Woodall e Ncube (1985), e a carta MC1 parecem ter o mesmo desempenho ARL, quando o
deslocamento no vetor de médias do processo for provocado por apenas uma das varidveis em
monitoramento. No entanto, a carta MC1 possui, em geral, um melhor desempenho ARL em
relagdo a MCU quando o deslocamento no vetor de médias do processo for provocado por

desvios simultaneos nas médias de mais de uma variavel.

Outros procedimentos propostos por Crosier (1988) e Pignatiello e Runger (1990),
baseiam-se na carta univariada CUSUM em funcao dos valores obtidos através da usual

estatistica de Hotelling .

Segundo Pignatiello e Runger (1990), de uma maneira geral, as cartas de controle com
direcionalidade invariante (carta de Hotelling, carta CCUSUM, carta MC1), sdo mais sensiveis

em relacdo as cartas de direcionalidade especifica (carta de Shewhart e cartas MCU) quando
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multiplos deslocamentos nas médias das variaveis, que acarretam o mesmo desvio no vetor de
médias do processo, devem ser monitorados. Isto acontece porque as cartas de direcionalidade
invariantes s3o, simultaneamente, sensiveis a magnitude e a direcdo do deslocamento. Em
contrapartida, quando estas cartas geram um sinal indicando um deslocamento no vetor de
médias, geralmente ndo se tem idéia da dire¢do deste deslocamento, ou seja, das variaveis que
efetivamente sofreram alteragdo em relacao as suas médias. O mais aconselhado € usar uma carta
de direcionalidade invariante para monitorar o vetor de médias e cartas de direcionalidade

especifica para diagnosticar um sinal de processo fora de controle.

2.2.5- Carta de controle multivariada para a média movel exponencialmente ponderada

(MEWMA)

A carta de controle MEWMA também se constitui numa boa alternativa em relagdo ao
procedimento de Hotelling quando existe o interesse em detectar pequenos desvios no vetor py de
médias do processo (Lowry & Montgomery, 1995). A carta MEWMA ¢ uma extensdo
multivariada da carta univariada EWMA. Para o caso univariado (p= 1), define-se, paran =1, a

seguinte estatistica de controle:
Mi=r xx+(1-r)M}.;, para k=1.2,... , (20)

onde x; representa a observago referente a "™ amostra unitaria, r é a constante de ponderagéo
{re(0,1]} e My1 ¢éo valor obtido a partir da amostra k-1. Suponha-se que M, = o (média
do processo sob controle). Considerando a suposicdo de normalidade das observagdes xi

(Xx ~ N (po , 00)) e independéncia entre amostras, o desvio-padrao de M; ¢ dado por (Lowry &

Woodall, 1992)

2, 7 N2k
O-OM,(_\/O-O(Q’_F)[I (1-r"1.
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Os limites de controle para a estatistica na expressao (20) sao dados por:

LSC= w+Loy,, ,

LC=po ,

LIC= po -LGOMk ,

onde L representa o numero de desvios-padrao tolerados em relagao a M;.

O critério para a escolha dos valores de » e L ¢ semelhante ao critério de escolhade a e &
para a carta CUSUM (algoritmo CUSUM). Especifica-se, inicialmente, o ARL, (nimero médio
de amostras consecutivas até que a carta gere um alarme falso) a ser tolerado ¢ a magnitude do
desvio a ser detectado pela carta. A partir dai, determinam-se os valores de » € L que minimizam
ARL (nimero médio de amostras consecutivas necessarias para que a carta detecte o desvio
especificado). Lucas e Saccucci (1990) comparam o desempenho ARL da carta EWMA para
diferentes valores de » e L. Segundo Montgomery (1996), L = 3 e pequenos valores de » devem

ser utilizados na detec¢do de pequenos desvios na média do processo.

Para o caso multivariado (p > 1), a estatistica na expressao (20) pode ser adaptada da

seguinte forma (Lowry & Woodall, 1992):

M;=Rx;+ (I,-R)My; , para k=12,..,

onde x; ¢ uma observago representada por um vetor p-dimensional referente a £“™ amostra
unitaria (Xz ~ N (1o , 2o0), a matriz R = diag (r, r2,...,r,) contém p constantes de ponderagdo
{ri € (0,1], parai =1, 2,..., p} e My ; € o vetor p-dimensional dos valores referentes & amostra
k-1. Suponha-se M, = 0. Se ndo existir razdo, a priori, para atribuir diferentes pesos para as
variaveis monitoradas na carta, entdo »; = r, = ...= rp= r. Monitora-se um processo multivariado
utilizando o procedimento MEWMA através da seguinte estatistica de controle (Lowry &

Woodall, 1992):

M =M X, My,
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onde Xon L= [l = - ¥/ (2 - r)}Xy. O processo serd considerado fora de controle se

TM > hs. O valor de h; é escolhido a partir do desempenho ARL desejado para a carta (para

maiores esclarecimentos; ver Lowry et al.,, 1992). Deve-se observar que quando as p
caracteristicas de qualidade recebem o mesmo peso , o desempenho ARL da carta MEWMA
depende apenas do parametro A(p). Desta forma, este procedimento de controle também
apresenta a caracteristica de direcionalidade invariante. Por esta razdo, pode-se comparar o

desempenho dessa carta em relacdo as cartas de Hotelling, CCUSUM e MCI.

Lorwy et al. (1992) mostram que a carta MEWMA possui um desempenho ARL superior
em relagdo as demais cartas (Hotelling, CCUSUM e MCI1), quando essa ¢ implantada num
processo inicialmente fora de controle (iU # Ho). Quando o processo estd inicialmente sobre
controle, a carta MEWMA ¢ pelo menos tao boa quanto as demais na deteccdo de deslocamentos

no vetor de médias L.

Yashchin (1987) chama a atengdo para o elevado grau de “inércia” da carta univariada
EWMA em relagdo a outros procedimentos, tais como a carta CUSUM. Se, por exemplo, o valor
de My, na expressdo (20), estiver no lado negativo em relagdo a linha central (M, < LC) na carta e
existir um desvio positivo na média do processo, este aumento serd detectado com algum
retardo. Lucas e Saccucci (1990) propdem, para minimizar o grau de inércia na carta EWMA, o
uso simultaneo da carta EWMA e da carta de Shewhart (deve-se lembrar que esta ltima ndo

considera as observagoes anteriores coletadas do processo).

Um elevado grau de inércia também pode ocorrer nas cartas MCUSUM e MEWMA. De
maneira analoga ao caso univariado, Lowry & Woodall (1992) recomendam o uso da carta de
Hotelling em conjunto com estas cartas. Dessa maneira, estabelece-se um compromisso entre
baixa inércia (carta de Hotelling) e rapida deteccdo de pequenos deslocamentos no vetor de

médias (MCUSUM e MEWMA).
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2.2.6- Procedimentos de controle para dados de processo autocorrelacionados

As cartas de controle apresentadas foram construidas a partir de m amostras preliminares,
Xi, Xp,....., X, consideradas estatisticamente independentes, com amostras subseqiientes também
independentes. Em industrias quimicas e de processos, por exemplo, esta hipotese, com
freqiliéncia, ndo se verifica, pois o intervalo de tempo entre duas amostras costuma ser pequeno.
Montgomery (1992) e Montgomery & Mastrangelo (1991), entre outros, mostram que, em tais
situacdes, as varidveis individuais mensuradas em cada vetor X; apresentardo elevada

autocorrelagdo, o que pode prejudicar o desempenho ARL das cartas de controle.

Montgomery et al., apud Lowry & Montgomery (1995) mostram que a estrutura de
autocorrelacdo das varidveis de processo pode ser identificada através da Andlise de
Componentes Principais (ACP), usando dados obtidos do processo sob controle. Devido a forte
autocorrelagdo entre as variaveis de processo, dois ou trés Componentes Principais costumam
oferecer uma caracterizagao satisfatoria dessas varidveis. Quando dispdem-se de dados do
processo (X) e dados de qualidade (Y), Kresta et al. (1991) recomendam o uso de um
procedimento denominado Proje¢do de Estruturas Latentes (PEL), para capturar a estrutura de
autocorrelagdo dos dados, em lugar da ACP. Para identificar um sinal fora de controle obtido via
ACP ou PEL, pode-se utilizar cartas de controle univariadas (uma para cada variavel de processo

envolvida).

Montgomery (1996) sugere alguns procedimentos de controle univariado para dados
autocorrelacionados baseados na utilizagdo de modelos de séries temporais. Nesses
procedimentos, ao invés de monitorarem-se os valores observados de uma variavel de interesse,
monitoram-se os residuos por eles gerados nos modelos de séries temporais, através de cartas de
Shewhart. Mason et al. (1997) comentam que o ajuste de modelos de séries temporais para

dados multivariados também ¢ possivel, apesar de ndo muito favorecido em aplicagdes praticas.
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2.2.7- Procedimentos a posteriori para identificar variaveis fora de controle em cartas

multivariadas

De acordo com Jackson (1991), um procedimento de controle multivariado deve: (i)
permitir a rapida identificagdo do estado do processo (sob controle ou fora de controle), (ii)
permitir o estabelecimento da probabilidade associada ao erro tipo I, (iii) levar em conta a
estrutura de correlacdo das variaveis envolvidas, e (iv) oferecer uma répida identificagdo da

origem de causas especiais incidentes sobre o processo.

O item (iv) acima € o de mais dificil obten¢do. Sempre que uma carta multivariada detecta
causas especiais de variagdo no processo, ndo se dispoe de informagdes claras acerca das
variaveis que sairam do padrdo preestabelecido de variacdo. Em outras palavras, ndo se sabe, ao
certo, as razdes que levaram o processo ao estado fora de controle. Este problema se torna mais
grave a medida que o niumero de varidveis aumenta. A dificuldade de interpretagdo de um sinal
fora de controle numa carta multivariada tem sido exaustivamente discutida por inumeros
autores. Os varios métodos propostos podem ser basicamente divididos em dois grupos: (i)
procedimentos de diagnostico via cartas univariadas, e (ii) procedimentos de diagndstico via

decomposigdo da estatistica 7° de Hotelling.

2.2.7.1- Métodos de diagnostico via cartas univariadas

Alt (1985) sugere o uso da carta multivariada de Hotelling simultaneamente ao uso de p
cartas univariadas de Shewhart no controle do processo. A idéia € utilizar a carta multivariada
para detectar mudangas no processo. Cartas multivariadas sdo mais robustas se comparadas as
cartas univariadas, por considerarem a estrutura de correlagdo das varidveis monitoradas. Uma
vez tendo sido gerado um sinal fora de controle, verifica-se, através das cartas univariadas, qual

grupo de variaveis pode ter sido responsavel pelo sinal. Para minimizar o erro tipo I, aconselha-se
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o uso dos limites de controle de Bonferroni nas cartas univariadas. Estes limites sdo obtidos
substituindo a/2 por o/2p em cada uma das p cartas univariadas. Desta forma, abrem-se os
limites de controle nestas cartas buscando obter uma probabilidade total de alarme falso de no

maximo «o (erro tipo I arbitrado na carta de Hotelling).

O procedimentos MCU, sugeridos por Woodall e Ncube (1985) , Healy (1987) e Hawkins
(1991) também usam cartas univariadas (cartas CUSUM, no caso) para detectar mudangas no
vetor Yy de médias do processo, sendo que os procedimentos MCU apresentados por Healy
(1987) e Hawkins (1991) utilizam cartas CUSUM univariadas projetadas para detectar um desvio
numa direcdo especifica preestabelecida, isto €, para sinalizar a possivel presenca de uma causa

especial de variacao conhecida.

Pignatiello e Runger (1990) também sugerem a utilizagdo de cartas univariadas para

auxiliar na interpretacdo dos sinais fora de controle gerados pela carta MC1.

Mason et al. (1997), entre outros, apresentam restricdes ao uso de cartas univariadas para
diagnosticar um sinal fora de controle num processo multivariado. Em primeiro lugar, ¢ dificil
determinar a probabilidade total o de alarme falso associada ao uso simultaneo de p cartas
univariadas. Alt (1985) propde o uso dos limites de Bonferroni para minimizar a probabilidade o.
No entanto, se existem muitas varidveis, esses limites serdo demasiadamente alargados nas p
cartas univariadas, dificultando assim a detec¢do de um efetivo deslocamento na média de
alguma variavel do processo. Em segundo lugar, quando a carta multivariada detecta um desvio
no processo, ndo significa necessariamente que apenas a média de uma ou mais variaveis tenha
mudado, mas sim que a atual estrutura de correlagdo pode nao estar de acordo com a estrutura de
correlacdo das variaveis no processo sob controle. Por ndo levar em consideracdo a correlacao
entre as variaveis (pois ndo usam a matriz de covariancias Xy do processo), as cartas univariadas

tornam-se pouco sensiveis para detectar mudangas desta natureza.
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2.2.7.2- Métodos de diagnéstico via decomposicdo da estatistica T de Hotelling

Diversos autores t€ém sugerido técnicas para diagnosticar sinais fora de controle em cartas
multivariadas baseadas na decomposigdo da estatistica 7° de Hotelling. A idéia é dividir 7° em

duas ou mais partes, onde cada parte representa um subgrupo de g (< p) variaveis.

Considere o caso onde exista o interesse em monitorar o vetor p dimensional py de médias
do processo, a partir de m amostras preliminares unitarias (n=1) recolhidas do processo sob

controle estatistico (Segunda fase). Quando uma nova amostra ¢ coletada, uma observagdo x|
(com k = m+1,...) é obtida e o devido valor 7> de Hotelling é calculado através da expressio

(11). Para um dado valor de o, se 7> [p(m+1)(m —1)/ m(m — p)]F, o limite superior de

»p,m=p?
controle na expressdo (14), um sinal de processo fora de controle serd gerado pela carta de

Hotelling. No entanto, para verificar as variaveis responsaveis por esse sinal, pode-se decompor

T? de varias maneiras.

Mason et al. (1995) sugerem que a estatistica 7> seja dividida em componentes

independentes, cada um refletindo a contribuicdo de uma varidvel individual. Utilizando um
resultado originalmente obtido por Rencher (1993), estes autores apresentam, inicialmente, a

seguinte decomposicao:
T? = sz71 + Tp2.1,2,.“,p71 (21)
onde

TZ_1 — (X]:P—l) _ X(p—l))'s—l(p—l) (X]:p—l) _ X(p—l))

P

¢ a estatistica 7°de Hotelling em relagdo as p-1 primeiras varidveis, representando a distancia
padronizada, em p-1 dimensdes, entre o k“™ vetor de observagdes X" (k=1,2,...) e o vetor

(n— , 1. . -1 . Cn .
X *™ das médias estimadas do processo, com S? representando a matriz de covariancias

estimada do processo, ambos ( X ?™ e S?) obtidos a partir de m amostras preliminares;
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T2 _ Xp,k Xp.l,.”,p—l
1,2,.,p-1 T
P P S

p-l,..,p-1

¢ o p™ componente do vetor X;, ajustado pelas estimativas da média X ,; e do desvio-

padrdo S, -1 da distribui¢do condicional de X, dado Xi, X>....,X,,.1. Essas estimativas sdo obtidas
através de um modelo de regressdo linear multipla, usando m amostras preliminares, de X, em

fungdo de Xj, X,,...X,.;. Desta forma, o escore T, , representa a distdncia padronizada
unidimensional entre a observag¢do X, € a média esperada dessa varidvel, dados os valores
X "D obtidos nas p-1 demais variaveis. Dada uma nova observagio x/, (com k =m+1,..), pode-
se utilizar a estatistica 7’ pz 12...p1 Dara verificar se a relagdo entre a variavel p e as demais p-1

variaveis nao se alterou, considerando a estrutura padrao de correlagdo entre elas.

De forma interativa, pode-se decompor a expressdo (21) em p partes independentes,

obtendo o seguinte resultado:

T2 =T +T, + T, + T s+t T

i+1.1,..,0 "

(22)

Mason et al. (1995) mostraram que a estatistica 7,2

i1, multiplicada por uma constante
segue uma distribuicdo F, com parametros 1 e (m-1). A significancia o de qualquer um dos
termos apresentados em (22) pode ser verificada comparando os valores obtidos com os seguintes

limites:

+1

LSC= 2-F, . ¢
m

LIC = 0. (23)

Pode-se decompor a estatistica 7° de diferentes maneiras. Dado que o valor 7° apresentou
um resultado significativo (7°>LSC), pode-se, por exemplo, verificar a relagio entre cada

variavel e as p-1 variaveis restantes. Isto pode ser feito obtendo os seguinte escores:

2 2 2 2
]11.2,.“,[7 H T2A1,3,..A,p H T3A1,2,4,..A,p grerere b TpAl,A..,p—l b (24)
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onde a significancia de cada um desses termos pode ser verificada comparando estes valores com
os limites na expressdo (23). De uma maneira geral, deve-se adotar uma estratégia de
decomposicao considerando as caracteristicas do processo em questdo, tal que a determinagdo das
razdes que levaram esse processo a sair do controle sejam facilmente identificadas. Mason et al.
(1995) mostram que os principais procedimentos de diagnostico propostos na literatura sdo casos

especiais do método de parti¢dao apresentado acima.

Hawkins (1993) apresenta trés diferentes estratégias para a decomposi¢do de 7°. Duas
dessas estratégias destacam-se e relacionam-se com as decomposi¢des propostas por Mason et al.

(1995) nas expressoes (22) e (24). O primeiro procedimento baseia-se na seguinte decomposicao:

) _

T =>(X,-X)Z, ,

i=1
onde Z, ¢é o residuo padronizado obtido através da regressdo linear miltipla da i*™ variavel
sobre as p-1 demais varidveis no vetor X (X; em fungdo de Xi, X,,...Xi.1 Xi+1....,X}), obtido a partir
de m amostras preliminares. 7° é expressa como uma soma de produtos entre Z ;€ 0
correspondente desvio de X; em relagdo a sua média X,. Dado uma nova observagdo X, (com
k=m+1,...), Hawkins (1993) sugere uma estratégia de diagnostico utilizando p cartas de controle,
uma para cada Z,,. Assim, se T;>LSC e, se para alguma varidvel i, o valor Z,, ultrapassar

certos limites, pode-se concluir que a relagao desta varidvel com as demais p-1 variaveis ndo esta
condizente com a estrutura padrdo de correlagdo existente entre elas. Mason et al. (1995)

mostram que a estatistica Z, pode ser escrita da seguinte forma:

z-— 1

idyi=Litl,p

LSi—Lit+l,..,p *

Na expressao acima, Z, pode ser obtido através do produto entre a estatistica T°, utilizando a

ésima

decomposicdo na expressao (24), e o inverso do desvio-padrao condicional da i variavel,

dados Xl,...,)(i_l,)(iﬂ,...,)(p.

A segunda estratégia proposta por Hawkins (1993) baseia-se na seguinte decomposicao:
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esima

onde Y, representa o residuo padronizado obtido através da regressdo linear multipla da i

variavel em fung¢do das i-1 varidveis anteriores no vetor X (X; em funcdo de Xj, X3,...X:1), a partir
de m amostras preliminares. Hawkins (1993) sugere uma estratégia de diagndstico utilizando p

cartas de controle, uma para cada Y,. Assim, dada uma nova observagdo x, (com k =m+1,...), se
T:>LSC e, se para alguma varidvel i, o valor Y,, ultrapassar certos limites, pode-se concluir que

a relagdo desta varidvel com as primeiras i-1 varidveis ndo estad condizente com a estrutura
padrdo de correlagdo entre elas. Hawkins (1993) aconselha a utilizagdo de sua segunda estratégia
em processo denominados “em cascata”, onde a matéria-prima passa por uma série de etapas até
a obtencdo do produto final. Neste caso, a qualidade dos subprodutos ao final de cada etapa de
produgdo ¢ fungdo da conformidade com o padrido na etapa em questdo e nas etapas anteriores.
Assim, um eventual descontrole em alguma etapa do processo sera refletido na qualidade do
subproduto gerado nesta etapa e nas etapas posteriores. Em processos deste tipo, cada variavel X;
representa a medigdo da qualidade do subproduto obtido ao final da ™ etapa. Em cada

amostra tem-se, entdo, o vetor p- dimensional X representando as medidas de qualidade dos

subprodutos produzidos nas p etapas. Mason et al. (1995) mostram que Y, pode ser escrita da

seguinte forma:

2
S ];,1 ,,,,, i-1
il,..,i-1

Deste modo, Y, pode ser obtido através do produto entre a estatistica 7°, utilizando a
ésima

decomposicdo apresentada na expressao (22), e o inverso do desvio-padrdao condicional da i

variavel, dados Xi,...,Xi.1.

Zhang, apud Wade & Woodall (1993) e Constable et al., apud Lowry & Montgomery
(1995) apresentaram um procedimento de diagndstico denominado cause-selecting chart (carta
de controle para deteccao de causas). Estes autores defendem a idéia da constru¢ao de uma carta
de controle para monitorar uma varidvel X;, do vetor X, mediante o ajuste de suas observagoes,

via regressdo. Esta estratégia ¢ semelhante as estratégias propostas por Hawkins (1993). A
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diferenca da-se pelo fato de que o modelo de regressao € proposto para monitorar a média de X;
considerando o efeito de alguma covaridvel preditora que ndo faz parte do vetor X. Wade &

Woodall (1993) fazem uma revisdo deste procedimento, propondo alguns aperfeicoamentos.

Wierda, apud Mason et al. (1997) apresenta uma estratégia para a decomposi¢io de T°
denominada step-down. Este procedimento baseia-se numa ordenacao a priori das médias das p
variaveis. De acordo com a ordenacdo, o procedimento particiona o vetor de médias em ¢ (< p)
subvetores e define g subhipodteses; cada subhipotese testa a possibilidade de um determinado
subvetor de médias nao ter sofrido alteragcdes. Uma carta de controle € associada a cada uma das

.£sima

g subhipoteses. A estatistica de controle utilizadana i~ carta é:

F. — 7’[2 _T;El
1+ T (m—1)

5

onde T ’e T, representam, respectivamente, a estatistica T’ em relagdo as i e as i-1 primeiras

1 l

variaveis do subvetor escolhido. Utilizando o resultado na expressao (22), podemos escrever:

O resultado acima deixa claro que este procedimento ¢ semelhante a segunda estratégia proposta

por Hawkins (1993).

Murphy (1987) particiona as p varidveis em dois subgrupos, onde um deles deve
representar as variaveis suspeitas de terem causado o sinal de processo fora de controle. A

estatistica de controle ¢ dada por:

Dl- :TZ_T;Z’

2 ’ . . . . . s . . Z
onde 7, representa a estatistica T° considerando as i primeiras variaveis do subgrupo suspeito. E

importante observar que neste procedimento, ao contrario do método proposto por Wierda, apud
Mason et al. (1997) ndo existe uma ordenacdo a priori das médias das p variaveis. Utilizando os

resultados nas expressdes (21) e (22), Mason et al. (1995) mostram que a estatistica D, pode ser

escrita como:
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Doganaksoy et al. (1991) propdem uma estratégia de decomposi¢do denominada
ranqueamento univariado. Este procedimento consiste em particionar a estatistica 7° em p termos
incondicionais. Em outras palavras, obtém-se o valor da estatistica de Hotelling referente a cada
variavel individualmente. Temos assim p cartas univariadas de Hotelling (na verdade, p cartas de
Shewhart). Esta abordagem ¢é semelhante ao procedimento de Alt (1985), e também representa
um caso particular em relacdo aos critérios de decomposi¢cdo apresentados por Mason et al.

(1995).

Jackson (1980), a exemplo de Alt (1985), sugeriu o uso da carta de Hotelling para
detectar mudancas no processo, em conjunto com as cartas univariadas, para diagnosticar o
problema. O procedimento em Jackson (1980) se diferencia do procedimento de Alt (1985) pelo
fato de utilizar as cartas univariadas para monitorar p Componentes Principais (ao invés das p
varidveis originais). Os Componentes Principais (CPs) representam a projecdo das varidveis
originais de controle nas dire¢des de maxima variabilidade dos dados. Jackson mostra que a
estatistica 7° pode ser escrita em fun¢do dos CPs. A expressdo (11) pode entdo ser reescrita da

seguinte forma:
=y, (25)

onde C,,parai=1,2, .., p, representa o i Componente Principal e 1., sua respectiva

variancia.

Por serem independentes, alguns CPs poderdo refletir um conjunto especifico de eventos
andmalos no processo (causas especiais de varia¢dao). Desta forma, se uma causa especial esta
presente, um dos CPs deve apresentar um desvio em relagdo ao seu padrao. Como cada CP ¢
uma combinagdo linear das p variaveis originais, pode-se determinar as varidveis que mais
contribuem para sua formagado, encontrando, assim, o grupo de variaveis responsaveis pelo sinal

fora de controle, gerado pela carta de Hotelling.
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A idéia de diagnosticar o processo através dos CPs foi inicialmente criticada pelo fato
destes ndo possuirem, na maioria dos casos, interpretagdo fisica. Miller ef al. (1993) apresentaram
um método para determinar o efeito exercido por cada varidvel em um Componente Principal.
Este procedimento grafico denominado Gréficos de Contribuicdo serd descrito em detalhes no

Capitulo 3.

Jackson (1991), aperfeicoando sua idéia original, sugere, para fins de diagndstico, o uso
de cartas de controle univariadas para os Componentes Principais, utilizando limites de controle
de Bonferroni. A escolha desses limites resolve o problema do erro tipo I, apresentado pelo

procedimento de Alt (1985), devido a independéncia entre Componentes Principais.

2.3- Cartas de controle multivariadas baseadas em métodos de projecio

Através da utilizagdo de sistemas de controle informatizados, empresas industriais buscam
uma caracteriza¢do mais completa de seus processos, gerando, numa base freqiiente, um grande
volume de dados acerca de inumeras varidveis de desempenho dos processos (variaveis de
processo). Tais varidveis tendem a apresentar dependéncia entre si, visto que, em aplicagdes
praticas, poucos eventos caracterizam o processo em qualquer instante do tempo.
Conseqilientemente, existem redundancias na representagdo do sistema, ja que diferentes
combinagdes de varidveis sdo representagdes alternativas de um mesmo grupo de eventos
subjacentes ao processo. Em contrapartida, cada variavel traz alguma informagao distinta sobre o

processo, 0 que torna necessaria a sua analise conjunta.

McGregor (1995) cita algumas razdes que justificam a necessidade do uso de

procedimentos de controle multivariados em processos industriais informatizados:

e Um maior nimero de varidveis do processo (X) sdo mensuradas, se comparadas ao

nimero de variaveis de qualidade do produto final (¥). Em processos quimicos, em
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particular, dados do processo sdo obtidos na razdo de 100/1 em relagao aos dados de

qualidade final.

e Variaveis de processo sdo mensuradas a cada minuto ou segundo. Em contrapartida, a

medi¢do de varidveis de qualidade costuma tomar horas.

e Devido a estrutura informatizada dos sistemas de controle, varidveis do processo sdo
mensuradas em tempo real, enquanto que mensuragdes da qualidade sdo obtidas mediante
andlise do produto final em laboratorio. Desta forma, mensuragcdes do processo estdo
instantaneamente disponiveis, enquanto que mensuracdes de qualidade estdo disponiveis

com algumas horas de atraso.

e Mensuragdes das varidveis do processo sdo mais precisas em relacdo as variaveis de
qualidade, pois as primeiras sdo feitas por sensores conectados ao processo, enquanto

mensuracdes de qualidade envolvem andlises quimicas complexas.

e Se um evento especial presente no processo afetar a qualidade do produto, provavelmente
causara alteracdes nas variaveis do processo. Por outro lado, causas especiais podem nao
provocar alteragdes nas variaveis de qualidade, pois, em determinados processos, estas
varidaveis ndo oferecem uma caracterizacao completa da qualidade do produto final. O
monitoramento de variaveis de qualidade em conjunto com varidveis do processo oferece

uma caracterizagao mais completa da qualidade do produto final.

Os métodos tradicionais de controle multivariado (carta de Hotelling, carta MCUSUM e
carta MEWMA, por exemplo) ndo sdo suficientemente robustos para tratar com um grande
nimero de varidveis correlacionadas, pois foram concebidos para monitorar varidveis de
qualidade do produto final (isto €, um pequeno numero de varidveis correlacionadas). A estrutura
colinear das varidveis do processo faz com que as estatisticas de controle utilizadas nestas cartas
fornegcam sinalizagdes distorcidas acerca do estado do processo. Em algumas situacdes, tais
estatisticas nao poderdao ser calculadas, devido a dificuldade de inversdo da matriz de
covariancias das varidveis de processo. Surge entdo a necessidade de utilizar cartas de controle

baseadas em métodos de projecdo de dados.
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O controle estatistico multivariado do processo (CEMP) estd alicer¢ado nos métodos de
projecdo de dados via Componentes Principais (ACP) e via Proje¢do de Estruturas Latentes
(PEL). O objetivo dos métodos de projecao ¢ transformar variaveis de processo (e/ou variaveis
de qualidade) em um grupo reduzido de varidveis (variaveis latentes), preservando informagdes
relevantes contidas nas variaveis originais e eliminando redundancias no sistema inicial,
representadas por variaveis colineares. As varidveis latentes sdo combinacdes lineares das
variaveis originais. Desta forma, quando os dados originais sdo projetados num espago de
dimensdes menores, trazem consigo a estrutura de covaridncia das varidveis originais.
Normalmente, duas ou trés variaveis latentes sdo suficientes para representar variaveis originais

em maior numero.

2.3.1- Carta de controle baseada na projecao de dados via ACP

Suponha p varidveis de processo sendo simultaneamente monitoradas. Seja
X = [X1,X5,...,X,] um vetor contendo p varidveis aleatorias, pode-se obter um vetor com p novas
variaveis latentes C = [C},(,...,C,], onde cada C; representa uma combinagdo linear das p
variaveis iniciais. Seja X uma matriz, m x p, de dados preliminares do processo centrados
(referentes a m amostras independentes), contendo uma observacao p-variada em cada linha (ver

secdo 2.1.2). Em situagdes praticas, como ndo se conhece a matriz de covaridncias 2y do
processo, usa-se a matriz S = (m —1)"' X'X de covariancias amostrais. Utilizando-se no lugar de

X a matriz X4 de dados padronizados, conforme apresentado na se¢do 2.1.2, obtém-se, ao invés
de S, a matriz S“°” de correlacdes amostrais. Como a matriz S ¢é simétrica e ndo singular, existe

uma matriz ortonormal U=[uy,uy,...,u,,] que transforma a matriz S numa matriz diagonal
S, =U'SU.

Sc = diag[A1,A2,...,A,] , onde A; sdo os autovalores de S (Rencher, 1995). A matriz S¢ apresenta as

covariancias amostrais das novas varidveis independentes C (covariancia entre C; e C; € zero,
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para i#j), denominadas Componentes Principais. Os autovalores de S¢ estdo dispostos em ordem

decrescente, com A, representando a variancia do componente C..

Cada autovetor w;, i = 1,...p, de U, obtido a partir do autovalor A; apresenta os
coeficientes da i“"™“ combinagdo linear das variaveis iniciais X. A matriz U é chamada de matriz
das cargas, com cada vetor u; contendo as cargas devidas ao componente C;. Desta forma, o

vetor C de variaveis latentes pode ser escrito por
Cc=U'X,

O primeiro componente representa geometricamente a projecao das variaveis originais na
dire¢do de méxima variabilidade dos dados (representada por A;). Este componente ¢ uma
combinagdo linear das variaveis originais cujas cargas foram obtidas através do primeiro
autovetor u; de U, condicionado a uju,= 1 (vetor normalizado). O segundo componente
representa a projecdo das varidveis originais na segunda maior direcdo de variabilidade
(ortogonal em relagdo a primeira direcdo) dos dados (representada por A;). O segundo autovetor

‘u,= "u,= 5 il f A ésimo
u; de U (com usu,= 1 e uju,= 0), contém as cargas utilizadas na segunda proje¢do. O p

ésima

componente representa a projecao das variaveis originais na p©"" maior direcdo de variabilidade

(ortogonal em relagdo as p-1 anteriores) dos dados (representada por A,). O P autovetor u, de

ésima

U (com u)u,=1e uu,=0 parai#) conteém as cargas utilizadas na p projecao.

Dada a matriz de dados X, o vetor x| referente a uma observagdo pode ser transformado

no vetor de escores ¢, fazendo
¢, =U%,, k=1,..m.

O escore devido a /™ variavel latente referente & observagdo x, ¢ obtido fazendo
cp=wx,, k=1..,m.

Obtém-se os escores relativos ao i Componente Principal através da seguinte expressio:

¢, =Xu,, i=12,..p.

1 l
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A ACP decompde a matriz X de observagdes da seguinte maneira:

Na pratica, raramente existe a necessidade de considerar todos os p autovalores A;, visto
que, devido a forte correlagdo entre as varidveis originais, poucos componentes costumam
capturar a maior parte da variabilidade dos dados. Jackson (1991) apresenta algumas estratégias
para escolha do nimero de componentes necessarios na obtengao de uma descrig¢ao eficiente dos
dados. Dentre as estratégias apresentadas, o procedimento de validacdo cruzada (cross
validation; Wold, 1978) parece ser o mais seguro; este procedimento serd descrito no Capitulo 3
desta dissertagcdo. Para g (< p) componentes retidos (segundo algum critério pré-determinado), a
matriz X ¢ aproximada pelo modelo

q

X=>cu,

i=1
onde
E=X-X

representa a matriz m x p dos residuos referentes a cada uma das observagdes reescritas em

fun¢do dos ¢ componentes retidos no modelo.

Monitora-se o processo através de amostras futuras, projetando cada vetor x’, futuro, p

dimensional, no plano definido pelos ¢ autovetores retidos, obtendo os escores

! L,
¢,p=wX,, para i= l,....q,

e os residuos

onde f(f =U,.c, ,, e ¢4 €0 vetor, g x I, de escores gerados do modelo e U, ¢ a matriz, p x g,

das cargas referentes aos ¢ autovetores retidos. Utiliza-se a carta multivariada baseada na
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estatistica de Hotelling apresentada na expressao (25), em fun¢do dos g CPs retidos. Escreve-se

entao:
2 N if
Ty =275 (26)

onde /; representa a variancia de C,. A estatistica T qz baseada nos g primeiros componentes

retidos ¢ utilizada para monitorar desvios nas varidveis de processo que exercem maior

contribui¢cdo na variagdo apresentada em X (MacGregor & Kourti, 1995). Se T qz’ > LSC [(limite

de controle obtido através da expressdo (14)], entdo algumas dessas varidveis de processo
apresentaram desvios significativos em relagcdo ao seus padrdes (provavel presenca de uma causa
especial). Analisando os respectivos escores c;s; referentes aos g Componentes Principais C;
retidos, pode-se, através da utilizagdo de Graficos de Contribuigdo (descritos no Capitulo 3 deste
trabalho), determinar quais varidveis sdo efetivamente responsaveis por sinais apresentados na

carta de controle.

A possivel ocorréncia de um evento que ndo esta presente na distribuicdo de referéncia
(obtida a partir da matriz X) provocara alteragdes na estrutura de covaridncia das varidveis de
processo. Tais eventos podem ser detectados calculando o erro quadratico de predi¢ao referente

aos residuos gerados através do vetor x', (MacGregor & Kourti, 1995). Escreve-se:

EQP= ¥ (x,, ~,,) @n

A estatistica na expressdo (27), também designada Q por Jackson (1991), representa o quadrado

da distancia perpendicular entre o vetor x; € o plano definido pelos ¢ componentes retidos. Se o

processo esta sob controle, entdo o valor de O ndo deve ultrapassar certos limites. Quando apenas
causas comuns estdo presentes (isto €, apenas eventos representados pela distribuicdo de
referéncia), Q representa flutuagdes aleatdrias ocorridas no processo. Em contrapartida, quando
um evento ndo usual ocorre e altera a estrutura de covariancia apresentada em X (provavel causa
especial de variacdo presente), um valor alto de Oy € obtido. Isso significa que a observagao

x',ndo foi bem representada pelo modelo quando projetada no plano g dimensional. Os limites
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de controle usados na estatistica Q sao calculados, a partir da matriz X dos dados de referéncia,
utilizando resultados aproximados da distribui¢do das formas quadraticas [Jackson & Mudholkar

(1979)]; e serdo apresentados no Capitulo 3 deste trabalho.

O monitoramento efetivo das variaveis de processo ¢ feito, assim, utilizando-se uma carta
de Hotelling a partir do ¢ Componentes Principais retidos, a carta Q para monitorar os residuos

do modelo [expressdes (26) e (27), respectivamente] e os Graficos de Contribuicdo, para

. . . . 7o 2
diagnosticar um sinal de processo fora de controle gerado a partir das estatisticas 7, , e/ou Oy

2.3.2- Carta de controle baseada na projeciao de dados via PEL

As cartas de controle via ACP, descritas na se¢do 2.3.1, podem ser utilizadas para
monitorar processos, reduzindo a dimensao das varidveis X de processo ou das varidveis ¥ de
qualidade final do produto. O procedimento PEL consiste na reducdo simultanea das dimensdes
de X e ¥, buscando o monitoramento de g(< p) variaveis latentes que explicam grande parte da
covariancia entre X ¢ ¥. Dadas uma matriz X (m x p), de dados do processo, € uma matriz Y
(m x b), de dados de qualidade do produto, deseja-se obter um grupo reduzido de variaveis
latentes que expliquem ndo apenas a variacdo em X, ou em Y, mais a variagdo em X que melhor

representa os dados de qualidade Y, (MacGregor & Kourti, 1995).

Através da versao mais usual do método PEL, devida a Hoskuldsson (1988), obtém-se, a
partir da matriz X'YY'X de covaridncias amostrais (esta matriz apresenta simultaneamente as
covariancias das variaveis X e Y e entre as variaveis X e ¥), a primeira variavel latente através da

expressao:
_ !
Ci=wX,

onde C; ¢ a combinagdo linear das varidveis X que maximiza a covariancia entre a matriz X ¢ a

matriz Y de observagdes. O vetor w; representa o primeiro autovetor da matriz X'YY'X de
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covariancias amostrais. Os escores referentes a primeira variavel latente sdo obtidos, para cada

um das m observagdes preliminares x) de X, da seguinte forma:

¢ =Xw

Uma vez gerado o vetor ¢; (vetor, de dimensdo m x 1, contendo os escores devidos a primeira
variavel latente, referentes as m observacdes), regridem-se as colunas da matriz X (m observacoes

de cada variavel X;, i=1,...,p) em fun¢ado de ¢;, obtendo-se o vetor dos coeficientes da regressao

X'e,
u =—->=.
¢

Deflaciona-se entdo a matriz X para obter os residuos
X, =X-cu;.

A matriz Y também ¢ deflacionada resultando em
Y, =Y - CIV; ,

onde v, representa o vetor dos coeficientes da regressdo das colunas da matriz Y (m observagdes

de cada variavel Y;, i=1,...,b) em funcdo de ¢;, dado por:

v, = :
!
¢

A segunda variavel latente ¢ obtida através de
C2 = W;X,

onde w, representa o primeiro autovetor da matriz X,Y,Y,X,. Uma vez gerado o vetor ¢,

regridem-se as colunas da matriz X, e da matriz Y, em fungdo de ¢, , obtendo-se os respectivos
vetores u; e v, dos coeficientes das duas regressdes. Deflacionando as matrizes X; e Y, obtém-se

os respectivos residuos

— ' " ’ _ ’ ro_ ’
X, =X-cu, —-c,u, =X, -¢c,u, ¢ Yr=Y-¢v,—¢c,v;=Y,-¢c,v,.
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O processo pode ser continuado até a obtencido do p“™ autovetor. A exemplo do modelo ACP,
as variaveis latentes (C;, C>,...) sdo independentes e os autovetores (Wi, Wz,...) sd0 ortogonais

entre si.

A exemplo da ACP, raramente existe a necessidade de considerar todos os p autovalores
A; na PEL, visto que, devido a forte correlagdo entre as varidveis originais X ¢ ¥, poucas
variaveis latentes costumam capturar a maior parte da variabilidade dos dados. Através do
procedimento de validag¢do cruzada (cross validation, Wold, 1978), pode-se determinar um

numero ¢g(< p) suficiente de variaveis latentes que serdo utilizadas no modelo.

As cartas de controle baseadas na projecdo de dados via PEL adotam o esquema de
monitoramento semelhante ao esquema utilizado nas cartas via ACP. O processo ¢ monitorado

através de amostras futuras, projetando cada observagdo x’,, de dimensdo p, no plano definido

pelos g autovetores retidos, obtendo recursivamente os respectivos escores ¢;¢’s (usando w;’s, u;’s

e vi’s, para i=1,...,q), calculados através do i deflacionamento de x',. Utilizando a estatistica

de Hotelling decomposta na expressdo (26), em fun¢do de g variaveis latentes retidas, monitora-
se a variacdo das variaveis do processo que causam maior impacto nas variaveis de qualidade
(Kourti & MacGregor, 1996). Através da estatistica Oy [(expressdo (27)], monitoram-se os

residuos referentes a estimativa x, = U ¢, , (observagdo x', reescrita através do modelo PEL de

referéncia, construido utilizando ¢ varidveis latentes), com o objetivo de verificar possiveis
alteragdes na estrutura de covaridncia do processo. Finalmente, utilizam-se os Graficos de

Contribuicdo para diagnosticar um possivel sinal de processo fora de controle gerado através das

estatisticas 77

. ¢elou On A base tedrica do método, bem como aplicagdes da PEL no

monitoramento de processos continuos, pode ser encontradas em Lorber et al. (1987), Geladi &
Kowalski (1986a), Kresta et al. (1991), MacGregor & Kourti (1995), Kourti & MacGregor

(1996), entre outros.
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2.3.2.1- Projegdo de dados via PEL usando multiplos blocos

Os métodos de projecdo de dados constituem-se em boa alternativa em relacdo aos
métodos usuais de controle estatistico de processos, sempre que existir uma grande massa de
dados coletados dos processos em estudo. No entanto as cartas de controle e de diagnostico via
métodos de projecdo, discutidas acima, ainda podem ser de dificil interpretacio quando um
nimero grande de varidveis de processo estdo envolvidas. Em alguns processos, pode-se
decompor as variaveis de processo X em blocos Xj,X3,..., onde em cada bloco, que representa
uma parte (uma se¢do de producao) do processo, existe um grupo peculiar de eventos subjacentes

ocorrendo quando o processo esta sob controle.

A PEL-MB nio equivale a realizar a PEL, separadamente, em cada bloco. Na PEL-MB,
os blocos sdo analisados conjuntamente e ponderados de forma a maximizar sua covariancia com

o conjunto de variaveis Y. Desta forma, dado um vetor x'

', obtém-se para cada bloco os

respectivos valores T qz’ (calculados em fungdo das g varidveis latentes C; retiradas) e Or. Se

algum evento especial estiver presente em algum bloco, os valores 7 qz, ;€ Oy, obtidos a partir das

variaveis daquele bloco, devem ser afetados. Através de Graficos de Contribui¢do, pode-se
diagnosticar possiveis causas especiais associadas a eventos andmalos. Geladi & Kowalski
(1986b), Kourti et al. (1996), Kourti & MacGregor (1996), MacGregor & Kourti (1996),
Macgregor et al. (1994), entre outros, apresentam a base teorica do método, bem como aplicacdes

da PEL-MB no monitoramento de processos continuos e por bateladas.

2.3.3- Métodos nao lineares de projecao de dados

Na maioria dos casos, os modelos lineares apresentados descrevem, satisfatoriamente, as

flutuagdes em torno dos eventos comuns presentes no processo (causas comuns de variagao). Nos
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processos em bateladas (foco principal desta dissertagdao), embora o comportamento das variaveis
seja ndo linear, através das abordagens ACPM (Analise de Componentes Principais
Multidirecionais) ou PELM (Projecdao de Estruturas Latentes Multidirecionais), a trajetoria ndo
linear das variaveis de processo € removida e os desvios de cada variavel em relagdo a suas
trajetorias médias sao modelados via modelos lineares (ACP ou PEL). Entretanto existem
processos industriais complexos com fortes caracteristicas ndo lineares que ndo podem ser
modificados e monitorados via métodos lineares. Para tratar deste problema, técnicas nao lineares
vém sendo desenvolvidas, incluindo PCA nao linear, PLS ndo linear, analise de correlagdo nao
linear e procedimentos envolvendo redes neurais. Martin et al. (1996), Martin & Morris (1996),

entre outros, fazem uma discussao acerca dessas abordagens.

2.4- Consideracoes finais

Nas secoes 2.3.1 e 2.3.2, foram apresentados de maneira resumida a base tedrica do
monitoramento de processos multivariados continuos, através dos métodos de projecdo de dados
via ACP e PEL, respectivamente. Salienta-se que, num processo continuo, a trajetéria das
variaveis ¢ constante (média ou valor alvo de cada variavel constante) se o processo esta sob
controle estatistico, ou seja, apenas pequenas flutuagdes em torno da média de cada varidvel
ocorrem. Neste caso, obtém-se a distribuicdo de referéncia para monitorar o processo a partir de
m amostras preliminares independentes, que representem estas variagdes aleatorias (devidas a
causas comuns). No capitulo 3, serd apresentada detalhadamente a base tedrica da Analise de
Componentes Principais, assim como da carta de controle via ACP para monitoramento de
processos multivariados continuos. Utilizando um exemplo simulado, sera feito o monitoramento

de um processo multivariado através da carta de controle proposta.

O foco de interesse deste trabalho sdo as cartas de controle para processos em bateladas,
via utilizagdo da abordagem ACP. Num processo em batelada, as médias das varidveis ndo sao

constantes, isto €, se o processo estd sob controle as varidveis devem apresentar pequenas
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flutuagdes em torno de suas trajetdrias médias, dentro de cada batelada. Desta forma, a
distribuicdo de referéncia deve ser obtida considerando ndo apenas a estrutura de correlacdo das
variaveis do processo (com acontece nos processos continuos), mas também a autocorrelagdo das
variaveis durante a batelada. No capitulo 4, serd detalhada a filosofia de controle dos processos
multivariados em bateladas através da Andlise de Componentes Principais Multidirecionais;
ACPM (Multiway Principal Component Analysis; MPCA). No capitulo 5, a partir de um exemplo
simulado, sera construida uma carta de controle multivariada, utilizando a abordagem ACPM.
Também serd feito o monitoramento em tempo real do processo multivariado proposto através

da carta obtida.



CAPITULO 3

3- COMPONENTES PRINCIPAIS

A Andalise de Componentes Principais (ACP) ¢ uma técnica de andlise multivariada que
visa transformar um grupo de variaveis correlacionadas em variaveis independentes denominadas
Componentes Principais (CPs). Os CPs sdo combinagdes lineares das varidveis originais e

representam suas proje¢des nas direcdes de méaxima variabilidade dos dados.

3.1- Base teorica

Considere X uma matriz de dados centrados, m x p, onde cada linha contém uma

observagdo independente p-variada, representada por um vetor x,, 1 x p. A estrutura de

covariancia destes dados ¢ dada pela matriz de covaridncias amostral S, p x p, obtida a partir de

m amostras preliminares, ¢ dada por
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Sy Sy Sip
S, 83 s
21 2 2
S = ’
2
S, Sy s
. 2 A . BSi .y . A .
Na matriz S, s; representa a variancia da (" variavel (i=1,...,p) e s, representa a covariancia
entre a i e a j*" varidvel (i,j=1,...,p e i#j). Como as variaveis estdo correlacionadas, s, # 0.

A ACP foi proposta por Hotelling e baseia-se num resultado da teoria de algebra linear.
Como a matriz de covaridncias ¢ simétrica e ndo singular (|S| #0), existe uma matriz U

ortonormal que diagonaliza S. Entdo pode-se escrever:

U'SU=S,, (28)
onde
., 0 0
s - 0 4, 0
0 O A

S. ¢ uma matriz diagonal cujos elementos Aj,..., A, representam os autovalores de S. As colunas
da matriz U, uy,..., u, representam os autovetores de S. Os autovalores sdo obtidos através da

solugdo da seguinte equacao (Rencher, 1995):
S - AL, =0, (29)

onde I, ¢ uma matriz identidade de ordem pxp. A equagdo (29) ¢ denominada equagdo
caracteristica da matriz S. Os autovetores de S sdo obtidos através da solugdo da seguinte

equacao:
[S - AL]f,=0, (30)

tal que
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f
u,=———, para i=1,....p, 31

representa os autovetores normalizados.

Dessa forma, a partir da expressao (28) pode-se transformar p variaveis correlacionadas
Xi,......X, em p variaveis independentes Ci,....,C,, denominadas Componentes Principais. Os

autovetores u,descrevem os eixos de coordenadas das novas varidveis. Estes vetores sdo

combinagdes lineares das variaveis originais, projetando-as nas dire¢cdes de méxima variabilidade
em relacdo a nuvem de pontos p-dimensional, obtida a partir dos dados (Johnson & Wichern,
1992).

O vetor x|, referente a k"™ observac@o das p variaveis, pode ser transformado em um

vetor de escores ¢ , obtidos através dos CPs, fazendo:

¢, =U%,, k=1,..m.

esima

O escore devido a i variavel latente (C;), referente a observagéo x/ , ¢ obtido fazendo

cip=wX,, k=1,.m, (32)

651mMo

onde C; possui média zero e variancia A;, que representa o i autovalor de S (Gnanadesikan,

1997).
Obtém-se os m escores relativos ao i Componente Principal através da seguinte expressio:
¢, =Xu,, i=12,.p.

1

Pode-se escrever a matriz X de observagdes em fun¢do dos componentes C;, fazendo:

<

X=>cu. (33)

Considere-se o seguinte exemplo introdutorio bivariado (p=2), apresentado por Jackson

(1980). Suponha-se que a concentracdo de um componente quimico numa solucio esteja sendo
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monitorada através de dois diferentes métodos. Admite-se que o primeiro método seja o
procedimento padrdo e que o segundo esteja sendo utilizado para ratificar os resultados do
primeiro, gerando assim uma maior confiabilidade nestes resultados. Obtém-se 15 amostras da
produgdo; cada amostra representa uma medi¢ao da concentragao pelos dois métodos. A Tab. 3
apresenta os dados centrados (ou seja, com média zero) referentes aos resultados das 15

amostras.

Tabela 3. Resultado das 15 amostras preliminares X;{, escores c¢; (i=1,2) obtidos

através da expressdo (32) e referentes escores padronizados (ver se¢do 3.3). As
amostras 16, 17 e 18 representam observagdes futuras retiradas deste processo.
Exemplo adaptado proposto por Jackson (1980).

AMOSTRA METODO1 METODO?2 ESCORE ESCORE ESCORE ESCORE

(k) (X)) (X) (1) (c2) (2] ()
1 0,0 0,7 0,48 0,51 0,40 1,72
2 0,4 -0,2 0,15 -0,42 0,13 -1,43
3 -0,3 0,0 -0,22 0,21 -0,18 0,70
4 -0,3 0,1 -0,15 0,28 -0,12 0,95
5 1,7 1,5 2,27 -0,09 1,88 -0,30
6 1,0 0,8 1,28 -0,11 1,06 -0,38
7 -1,3 -1,2 -1,77 0,03 -1,47 0,10
8 -0,5 -0,7 -0,84 -0,16 -0,70 -0,55
9 0,1 -0,6 -0,34 -0,50 -0,28 -1,71
10 -0,4 -0,4 -0,57 -0,01 -0,47 -0,05

11 0,5 0,4 0,64 -0,06 0,53 -0,19
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Tabela 3. Resultado das 15 amostras preliminares X;C , escores c;; (i=1,2) obtidos

através da expressdo (32) e referentes escores padronizados (ver se¢do 3.3). As
amostras 16, 17 e 18 representam observagdes futuras retiradas deste processo.
Exemplo adaptado proposto por Jackson (1980). (Continuagao).

AMOSTRA METODO1 METODO2 ESCORE ESCORE ESCORE ESCORE

(k) (X1) X2) (c1) () (2] (023

12 -0,8 -1,0 -1,27 -0,17 -1,06 -0,58
13 1,3 1,6 2,04 0,26 1,70 0,89
14 0,1 -0,2 -0,07 -0,21 -0,05 -0,73
15 -1,5 -0,8 -1,64 0,46 -1,36 1,55
16 2,3 2,5 3,39 0,22 2,82 0,75
17 1,0 -1,0 0,03 -1,41 0,03 -4,81
18 -2,7 -0,9 -2,57 1,21 -2,14 4,12

A Fig. 7 apresenta um diagrama de dispersdao dos dados, referentes as 15 mensuragdes
geradas pelos dois métodos. Observa-se que estes resultados sdao correlacionados (o coeficiente
de correlagdo amostral obtido foi =0,887). Isto acontece porque X; e X, representam
mensuragdes de concentracdo, realizadas através de dois métodos diferentes, de uma mesma

unidade amostral (mesma amostra de solugao).
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Figura 7. Diagrama de dispersdo dos dados das analises quimicas.

Antes de aplicar a ACP, necessitam-se das variancias € a covariancia entre as variaveis X

e Xz. O vetor de médias amostrais e a matriz de covariancias dos dados sdo, respectivamente:
- | X 0 sf )5 0,7986 10,6793
X = _ = e S — 5 —
X, 0 Sy S, 0,6793 0,7343

Através das expressdes (29), (30) e (31), pode-se obter os autovalores e os respectivos

autovetores associados a matriz S. Para o exemplo, tem-se:

A 1,4465 0,7236 —0,6902
A= = ¢ U= [ul |u2]:
A, 0,0864 0,6902  0,7236

Através da expressao (28), diagonaliza-se a matriz de covariancias S, fazendo:

U'SU—_O’7236 0,6902 | 0,7986 0,6793 0,7236 —0,6902
__—0,6902 0,7236 | 0,6793 10,7343 0,6902  0,7236

1,4465 0 _s
0 00864| <’

onde S_representa a matriz de covariancias referente as duas novas varidveis independentes C;

(Componentes Principais) obtidas a partir de S.
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A Tab. 3 também apresenta os escores referentes aos dois CPs acima. Os escores devidos

ao primeiro CP podem ser obtidos através da expressdo (32). No exemplo:

¢, =[0,7236  0,6902]x, ,

onde x| € o vetor que representa uma amostra das medi¢des de concentragdo geradas pelos dois

métodos.
A primeira amostra destes dados ¢ representada pelo seguinte vetor:
x =[0 0,7]

O escore devido ao primeiro CP, referente a esta observagao ¢ obtido fazendo:

0
¢, =[0,7236 0,6902{ } =0,48
’ 0,7

2

Os escores referentes ao segundo CP também sdo obtidos através da expressao (32),

sendo dados por:
¢y, =[-0,6902 0,7236]x,

Para a primeira amostra, o escore obtido a partir do segundo CP é:

0
¢,, =[-0,6902 0,7236{ } =0,51
' 0,7

3.2- Interpretacdo Geométrica dos Componentes Principais

Através da Fig. 8, pode-se observar os novos eixos coordenados devidos aos dois CPs.

Estes eixos representam a rotagdo do eixos originais (X;,X>), em relacdo as suas médias, na
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direcdo de maxima variabilidade dos dados (isto €, onde as observagdes estdo mais separadas). A

dire¢do dessas projecdes ¢ fornecida pelos respectivos autovetores u; € u.

O primeiro CP (linha vermelha) representa a projecao das varidveis originais na diregado
de maior variabilidade dos dados, obtida através de u;. O maior autovalor encontrado representa

a variancia estimada de C; (estimada a partir das 15 amostras preliminares na Tab. 3). Desta

forma, representa a varidncia das novas observagdes c, ;, . Assim, sé =, =14465.

O segundo CP (linha amarela) representa a projecdo das varidveis originais na segunda (e
ultima, neste caso) maior dire¢do de variabilidade dos dados, ortogonal em relagdo a primeira,

obtida através de u,. O segundo autovalor encontrado representa a varidncia estimada de C,.

Dessa forma, representa a variancia das novas observagoes ¢, , . Assim, séz =4, =0,0864.

7.

METODO 2

METODO 1

Figura 8. Representacdo geométrica dos Componentes Principais.
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No caso bivariado, o primeiro CP sempre explica a variabilidade comum a X; e X5,
enquanto que o segundo CP explica a variabilidade devida as diferengas entre X; e X, (Jackson,
1991). Os coeficientes do primeiro autovetor u; = [0,7236 0,6902] sd0 proximos € possuem
mesmo sinal. Isso indica que o primeiro CP representa uma média ponderada das duas variaveis,
refletindo, assim, as variagdes devidas ao processo. Os coeficientes do segundo autovetor
u, =[-0,6902 0,7236] sdo proximos, mas possuem sinais trocados. O segundo CP representa,
desta forma, as variagdes devidas as diferencas de mensuragao entre os dois métodos. Assim, as

duas fontes de variagao existentes estdo devidamente separadas e alocadas nos respectivos CPs.

Sabe-se que na analise multivariada (p>1), a estrutura de covariancia de um processo ¢
representada pela matriz de covaridncias Xy (quando ndo se conhece 2y, usa-se S como
estimativa). No entanto, em algumas situagdes, deseja-se representar a variabilidade total de um
processo através de um valor. Uma medida de variabilidade usada, na pratica, ¢ dada pelo traco
da matriz de covariancias [#7(S)], ou seja, pela soma das variancias das p variaveis (Rencher,

1995) . Para o exemplo, a variancia total das variaveis originais pode ser determinada fazendo:
tr(S)=s; +s; =0,7986 + 0,7343 =1,5329 .

Os CPs preservam a variancia total das variaveis originais (Johnson & Wichern, 1992), o que

pode ser constatado pela identidade abaixo:

t(Se)=s2 +52 =2, + A, =1,4465 +0,0864 =1,5329 .

Como os CPs sdo independentes (isto €, s.. =0), a estrutura de covaridncia do processo

(representada por estas novas varidveis) resume-se as variancias A; € A, (variancias dos CPs).
Entdo o valor 1,4465 representa uma medida da varidncia comum aos dois métodos de
mensuracao (isto ¢, variacdo do processo), enquanto que o valor 0,0864 representa uma medida
da variancia devida as diferengas entre os dois métodos. Deve-se entender que o primeiro CP
explica 94% (1,4465/1,5329) da variabilidade total, isto €, 94% da variabilidade do dados ¢
devida as diferencas nos niveis de concentragdo obtidos nas amostras, independente do método
de medi¢do. O segundo CP explica 6% (0,0864/1,5329) da variabilidade total, isto ¢, 6% da
variabilidade dos dados ¢ devida as diferencas nas medi¢des obtidas pelos dois métodos, em cada

amostra.
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3.3- Controle multivariado via Carta de Hotelling utilizando CPs

Quando se realiza o controle de um processo através de uma carta multivariada (carta de
Hotelling tradicional, no caso), existe a dificuldade de diagnostico das causas especiais, quando
estas aparecem no processo. Sabe-se que quanto mais complexa a estrutura de covariancias do
processo (quanto mais variaveis envolvidas), maior a dificuldade de diagnostico. Algumas
estratégias de diagnostico foram descritas no Capitulo 2 (se¢do 2.2.7). No entanto, mesmo
quando o nimero de variaveis ¢ pequeno (como ¢ o caso do exemplo proposto na secdo 3.2;
p=2), existe alguma dificuldade de diagnostico. Por exemplo, considere-se o monitoramento de
um processo bivariado. Admita-se que a carta de Hotelling tenha gerado, a partir de uma nova
observacdo coletada do processo, um sinal de processo fora de controle. Através de um
procedimento de diagndstico comum, procura-se encontrar a possivel causa deste sinal
observando o reflexo desta observacao nas duas cartas individuais (cartas de Shewhart em relacao
as duas variaveis originais). No entanto, o fato de estas cartas nao considerarem a correlagao
entre as duas varidveis envolvidas, pode dificultar uma rapida identificagdo da causa especial
presente. Para resolver este problema, Jackson (1980) sugere a utilizagdo da carta de Hotelling
em conjunto com as cartas de Shewhart em relacdo aos Componentes Principais para fins de

diagnostico, pois estes consideram a estrutura de correlagdo das variaveis originais.

Considere-se novamente a situa¢do apresentada no exemplo da se¢do 3.2, onde o nivel de
concentra¢do de um componente quimico numa solucdo estd sendo monitorado através de dois
métodos de medicdo. Considere-se também que as 15 amostras obtidas representem o padrio
deste processo, apresentando apenas variabilidade devida a causas comuns (processo sob controle
estatistico). A estatistica de Hotelling apresentada na expressao (11) pode ser reecrita da seguinte

forma:
T =—+—"=yl + Vi (34)

onde ¢, ¢ o escore devido a variavel C; (Componente Principal CP;) , para i=1,2, referente a

k2™ amostra.
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Se o desvio-padrio Gy, de C; fosse conhecido, entdo esta varidvel teria distribuicao
Normal com média zero (pois as varidveis originais X; estdo centradas) e desvio-padrdo oo ;
escreve-se C; ~ N (0, 6o, ). Dessa forma, seria possivel monitorar o i"* CP através da varidvel

Z.(=C, /GOJ)~ N (0,1), que representa a distdncia padronizada entre C; e 0 (sua respectiva

média, dado que o processo estd sob controle estatistico); ver se¢ao 2.2.1.

Na pratica, o desvio-padrao cp; de C; ¢ estimado a partir das 15 amostras preliminares

(m=15) através do desvio-padrao amostral /A, . Neste caso, C; tem distribui¢do de Student com

parametro m-1; simboliza-se C; ~ T,.; . Pode-se entdo construir uma carta de Shewhart para

monitorar a média de cada componente C; com os seguintes limites:

LSC =+ Tpin 44, »

LIC =~ Tyian V4,

onde 7,1 o representa o percentil da distribui¢do de Student com m-1 graus de liberdade, obtido

a partir da probabilidade o de alarme falso adotada.

A média de C; sera efetivamente monitorada através da varidvel Y, =C, / \JA: (possui

média zero e desvio-padrao unitario), que representa a distancia padronizada entre C; e 0. Para a

variavel padronizada Y;, os limites de controle sdo:

LSC= Tui1an2 ,
LC=0,
LIC = ‘Tm-l,a/2 . (35)

A cada nova amostra f obtida do processo, os respectivos escores y;calculados serdo comparados

a estes limites de controle.
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A média das varidveis originais X; também serdo monitoradas através da variavel
padronizada Y;= X;/ s;, onde s; ¢ o desvio-padrdo estimado de X, obtido através das 15 amostras
preliminares. Assim, dada uma nova amostra f, o respectivo escore y;s serda comparado com o0s
mesmos limites de controle obtidos acima (a Tab. 3 apresenta os escores padronizados y;j

referentes as 15 observagdes preliminares).

No monitoramento de um processo multivariado através de ACP, deve-se seguir uma

seqliéncia determinada de procedimentos (Jackson, 1991). Dada uma nova observagio x', obtida
do processo, deve-se (i) obter o valor T },2 [expressdo (34)] calculado a partir dos escores

padronizados y, ,(=c¢, , / \//1_1 ); (i)se T fz ultrapassar o LSC [expressdo (14)] estabelecido para a

carta de controle, deve-se buscar um diagnostico para o ponto fora de controle, verificando os
escores y;, através das respectivas cartas individuais, pois, como sdo independentes, cada CP
representa um grupo especifico de eventos do processo; e, finalmente, (iii) se o escore devido a

algum CP ultrapassar o LSC, deve-se examinar as cartas individuais construidas a partir das
variaveis originais. Se o valor de T fz ndo ultrapassar o LSC, admite-se que o processo esta sob

controle estatistico. Mesmo assim, através dos escores y;; pode-se detectar algum tipo de

tendéncia nos dados, antevendo assim uma situacao de processo fora de controle.

A Fig. 9 apresenta a carta de Hotelling com os resultados obtidos através das 15 amostras

preliminares. As amostras /6, 17, 18 apresentam escores superiores a LSC [T;= 11,38,
TIZ;Z 23,14, Tl§= 21,55; com a=5%, LSC=8,7 e representam futuras medicdes da concentragao,

obtidas a partir de dois métodos. Estas trés situacdes simuladas servem para mostrar o poder de
diagnodstico de causas especiais em processos multivariados monitorados via carta de Hotelling,

com o auxilio de cartas individuais em relagdo aos Componentes Principais.



82

CARTA DE HOTELLING
25
[

wnn 20 - [
%ﬂ 15 |
Q 10 - [
Q

5 ° [ ° ° o ° L

O I I H I ? I ’ I H I I ’ I I I I

01 2 3 456 7 8 910 11213 14 15 16 17 18 19
AMOSTRAS

Figura 9. Carta de Hotelling em relagdo as amostras apresentadas na Tabela 3; significancia de 5%
(a=5%).

E importante ressaltar que o uso de a=5% (ao invés de a=0,1%, adotado nas cartas de
controle mostradas no Capitulo 2), tanto para a carta de Hotelling quanto para as cartas
individuais, se justifica pelo fato de se tratarem de amostras unitarias retiradas do processo. No
exemplo, cada amostra representa uma medicao de concentracdo (x; € x;) fornecida por cada
método e ndo uma média de » medi¢des consecutivas (X, e X, ), obtidas de cada método. Desta
forma, como se esta trabalhando com a variabilidade maxima das variaveis envolvidas,
diminuem-se os limites de controle para reduzir a probabilidade do erro tipo II (a probabilidade
da carta ndo detectar uma efetiva mudanca nas médias ou na estrutura de covariancia das

variaveis no processo).

Ressalta-se também que os limites LSC e LIC, obtidos para as cartas individuais (em
relacdo aos CPs e as variaveis originais X; ¢ X3), sdo calculados usando a/2p ao invés de a/p.
Esses limites de Bonferroni (ver se¢dao 2.2.7.1) sdo usados para diminuir a chance de alarme
falso (erro tipo I) no monitoramento de um processo multivariado, via p cartas univariadas. No
exemplo proposto (p=2), dada a significincia a=5% adotada (probabilidade de erro tipo I
tolerada), trabalhando com os limites usuais, tem-se uma chance de aproximadamente 10% de
que alguma das duas cartas individuais, em rela¢io aos CPs, gere um alarme falso [1— (0,95)"],

dado que as duas varidveis sdo independentes. Neste caso, para alcangar uma probabilidade de
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5% de alarme falso, adota-se (5% /2) =2,5% [pois, 1-(0,975)>= 0,05]. Apesar das varidveis
originais ndo serem independentes, o uso dos limites de Bonferroni para as respectivas cartas

individuais, de alguma forma, também mantém a chance de alarme falso em torno de 5%; ver Alt
(1985).

As Fig. 10, 11, 12 e 13 representam, respectivamente, as cartas de controle individuais
para monitorar as médias de C;, C3, X; e X,. Os limites de controle inferior e superior (de
Bonferroni) foram obtidos através da expressao (35), utilizando as 15 amostras preliminares,
retiradas do processo sob controle estatistico. Entdo, para o=5%, LSC =T, 2=

T14,(),()25/2 = 2,51, e LIC= -2,51.
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Figura 10. Carta de Shewhart para monitorar os escores padronizados referentes ao primeiro
Componente Principal; significancia de 5% (a=5%). Exemplo proposto por Jackson (1980).



84

CARTA DE SHEWHART PARA CP2
5
°
3 a
§ 17 ’ [ ] o L * .
E ® o ¢ ° o e ° ° |
Ji 10 o 5 , 10 15 20
_3 i
-5 e
AMOSTRAS

Figura 11. Carta de Shewhart para monitorar os escores padronizados referentes ao segundo
Componente Principal; significincia de 5% (0=5%). Exemplo proposto por Jackson (1980).

Observando a carta de Hotelling (Fig. 9), nota-se que a amostra 16 (primeiro ponto
vermelho) apresenta um escore além dos limites de tolerancia, configurando assim uma situagao
de processo fora de controle. Nesse processo, sabe-se que as variaveis C; (CPy) e C; (CPy)
representam, respectivamente, a variabilidade devida ao processo e a variabilidade devido as
diferengas de medigdo entre os dois métodos. Observando as cartas individuais em relacao aos
CPs (Fig. 10 e 11), nota-se que o devido escore obtido em relacdo ao CP; esta dentro do padrao.
Isso indica que nao houve uma grande diferenga entre as medi¢des obtidas por cada método,
nesta amostra. No entanto o escore obtido em relacdo ao CP; esta fora dos limites de controle.
Dessa forma, ha evidéncias de que a concentragdo medida nesta amostra esta efetivamente fora
do padrao desejado, visto que este componente explica as variacdes nas medi¢cdes obtidas das
amostras, independente do método de medigao. Essa conclusdo pode ser ratificada observando os
escores obtidos em relagdo as varidveis originais. Através das cartas individuais para X; e X,
(Fig. 12 e 13) observa-se que, nesta amostra, a concentracdo medida pelos dois métodos esta

abaixo do limite minimo tolerado.
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Figura 12. Carta de Shewhart para monitorar os escores padronizados referentes aos resultados

obtidos através do primeiro método; significancia de 5% (0=5%). Exemplo proposto por Jackson
(1980).

O segundo ponto vermelho mostrado na carta de Hotelling representa o resultado de uma
segunda amostra futura de medi¢do da concentragdo retirada deste processo (estd marcada como
amostra /7). Novamente tem-se um sinal de processo fora de controle. Observa-se que o escore
referente ao CP; esta dentro dos limites de tolerancia, enquanto que o escore referente ao CP; esta
fora dos limites. Entdo, ndo hé evidéncias de que os niveis de concentracdo obtidos nesta amostra
estejam fora do padrdo desejado, mas ha evidéncias de que as respectivas medigdes geradas pelos
dois métodos apresentam uma diferenga significativa, sugerindo um provavel erro de mensuracao
em algum dos métodos. Os escores referentes as variaveis originais X; e X, estdo dentro dos
limites de tolerancia, ratificando assim a conclusdo de que a concentracdo obtida nesta amostra

esta dentro do padrdo.

A amostra /8 representa uma terceira amostra futura retirada deste processo. Mais uma
vez, através da carta de Hotelling, tem-se um sinal de processo fora de controle. Observa-se que o
escore referente ao CP;, embora esteja muito proximo de LIC, estd dentro dos limites de
tolerancia, enquanto que o escore referente ao CP, estd fora dos limites. Pode-se concluir, a
exemplo do que ocorreu na amostra /7, que os dois métodos apresentaram resultados de

concentracdo significativamente diferentes. Além disso, o resultado apresentado na carta para
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CP, sugere, num primeiro momento que, embora ainda dentro dos limites de tolerancia, os niveis
de concentragdo podem estar comegando a ficar abaixo do padrao desejado. Observando as cartas
para X; e X, , nota-se que o primeiro método apresentou uma medigdo de concentracdo abaixo de
LIC, enquanto que o segundo apresentou um resultado dentro dos limites tolerados. Ha
evidéncias de que nesta amostra existiu uma grande diferenca entre os resultados obtidos pelos
dois métodos (ver carta para CP, ), e que esta diferenca deve ter sido causada por um erro de
medi¢do cometido pelo primeiro método (ver cartas para X; e X;). Assim, pode-se entender que o
escore referente ao CP; estd muito proximo de LIC basicamente devido a influéncia do baixo
nivel de concentracdo apontado pelo primeiro método, e ndo porque o processo esteja

efetivamente com um nivel de concentracao abaixo do desejado.
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Figura 13. Carta de Shewhart para monitorar os escores padronizados referentes aos resultados

obtidos através do segundo método; significdncia de 5% (a=5%). Exemplo proposto por Jackson
(1980).
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3.4 — Cartas de controle utilizando projecdo de dados via CPs

Na secdo anterior, mostrou-se a utilidade da ACP como ferramenta de auxilio para
diagnéstico de causas especiais de variagdo. Mesmo com poucas variaveis envolvidas (no
exemplo mostrado na secao anterior, p=2), através das cartas de controle via CPs, pode-se separar
os diferentes tipos de variacdo presentes no processo, pois cada CP ¢ reflexo de um grupo

especifico de causas de variagao.

Considere-se agora um processo multivariado com um grande numero (p) de variaveis
correlacionadas sendo mensuradas periodicamente. Dado que o processo esta sob controle, existe
um determinado nimero de eventos comuns ocorrendo, sendo este nimero certamente pequeno
em relagdo a quantidade de varidveis envolvidas. Neste caso, pode-se monitorar 0 processo
usando Componentes Principais para reduzir a dimensdo original dos dados, visto que, na
verdade, a cada nova amostra de medi¢des obtidas das p variaveis, tem-se uma diferente
visualizacdo dos mesmos eventos. Geralmente dois ou trés CPs capturam grande parte da
estrutura de correlagdo das varidveis originais, representando assim, de maneira satisfatoria, os
eventos comuns presentes no processo (MacGregor, 1995, MacGregor & Kourti, 1995, entre

outros) .

Dadas m amostras independentes coletadas do processo sob controle estatistico, obtém-se
novamente a matriz X, m x p, de dados centrados, onde cada linha contém uma observacao p-

variada, representada por um vetor X, , 1 x p, para k=1,...,m. Através das expressdes (29), (30) e

(31) obtém-se os p autovalores A; e os respectivos p autovetores u;. A expressao (33) apresenta a
matriz dos X escrita em fungdo dos p CPs. Esta expressao pode ser rescrita de seguinte forma

(MacGregor & Kourti, 1995):

X:Zq:ciu; + Zplciu; ,
i=1

i=q+1

651Mo

onde ¢; representa o vetor, m x 1, dos escores referentes ao i“"° CP, u; representa o i
autovetor, p x 1, e g representa o numero de CPs que serdo utilizados no monitoramento do

processo. Dessa forma, se os primeiros g CPs retidos oferecem uma caracterizagao satisfatoria da
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estrutura de correlacdo das p varidveis iniciais, a matriz X de dados ¢ bem representada pelo

modelo
A q
X=>cu,+E, (36)
i=1

com
E=X-X.

A matriz X contém os dados originais estimados em funcdo dos g CPs retidos, ¢ a matriz E

contém os residuos obtidos do modelo.

No exemplo bivariado apresentado, todos os CPs foram utilizados no monitoramento do
processo. No caso multivariado, a distribuicdo de referéncia das p varidveis originais ¢ obtida a
partir de & observagdes preliminares (contidas na matriz X), considerando apenas g CPs. Dessa
forma, monitora-se o processo através de futuras amostras, projetando a respectiva observagao

x'; no plano definido pelos g CPs retidos, obtendo os escores
C,p=wX,, para i=1,.4q. (37)

Analogamente ao exemplo bivariado, utiliza-se a carta de Hotelling [(expressao (34)]
juntamente com cartas individuais para os CPs para fins de diagnostico. No caso multivariado, a
estatistica de Hotelling ¢ decomposta em fung¢do dos g CPs retidos [expressdo (26)]. Tem-se

entao:

q
if
qu’f :Z_l :yﬁ/. +.... +y§’f, (38)

onde 4; representa a varidncia do CP;. Na Primeira fase do controle, quando seleciona-se a
distribuicao de referéncia das variaveis no processo sob controle estatistico (se¢dao 2.2.2.1), os
limites de controle desta estatistica sdo obtidos através da expressao (13), substituindo p por g.

Assim,
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Lsc- &=V (¢/g-p-D)F(a:9,(g=q-1
g 1+(qg/N(g—q-D)F(a;q,g —q—1)

LIC = 0. (39)

Na Segunda fase do controle, quando a distribui¢cdo de referéncia foi obtida a partir das m (< g)
amostras preliminares, os limites de controle sdo obtidos através da expressao (14), substituindo p
por g. Tem-se entao:

LSC:q(m—i-l)(m—l)F .

m(m—q)

LIC = 0. (40)

E importante salientar que estes limites de controle sdo obtidos sob a suposi¢io de que as

varidveis (neste caso, os g CPs retidos) tenham distribuicdo Normal g-variada. Esta suposigdo ¢

bastante razoavel, pois o valor T qz € obtido somando os devidos escores c¢;s referentes aos g CPs

utilizados. Como cada CP representa uma combinacdo linear das p variaveis originais, sabe-se,
pelo teorema do limite central (Mood et al. 1974), que cada CP possui distribui¢ao
aproximadamente Normal. Mesmo que a combinacgdo linear ndo envolva um nimero muito
grande de varidveis de processo (situacdo desejada para obter-se uma rapida convergéncia em
relacdo a distribuicdo Normal), ainda assim, pode-se admitir distribuicdo Normal para os CPs,
pois dado que o processo esta sob controle, as m amostras contém apenas flutuacdes aleatorias
destas variaveis em torno de suas médias. Como cada um dos g CPs retidos representa uma soma
de p variaveis iniciais, eles também apresentam flutuagdes aleatdrias em torno das suas médias.
Assim, os devidos escores c;s gerados sdo bem descritos por uma distribuicdo Normal. Desta
forma, os ¢ CPs tém distribuicdo aproximadamente Normal g-variada com vetor de médias 0
(dados originais foram centrados) e matriz de covariancias amostrais S (que ¢ diagonal, pois os

CPs sao independentes), de dimensao ¢g x gq.

Cada CP ¢ monitorado através das cartas individuais, comparando o respectivo escore

cif

Yip = > (41)

=
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com c;obtido através da expressdo (37), aos limites de controle apresentados na expressao (35).

Quando se utiliza um niimero de CPs inferior ao nimero de varidveis originais, busca-se
a elimina¢do de redundancias no processo. Estas redundancias ocorrem pelo fato de existirem
variaveis colineares no processo. Cada uma dessas varidveis é praticamente uma combinagdo
linear das p-1 demais variaveis, trazendo, assim, pouca informacao exclusiva sobre o processo.
Na verdade, essas variaveis refletem muito pouco as principais fontes de variabilidade do
processo (representam ruido), visto que duplicam informacdo ja contida em outras varidveis.
Dessa forma, através dos g primeiros CPs, monitoram-se os eventos que representam as maiores
fontes de variabilidade. A partir das cartas individuais em relagdo aos CPs, podem-se detectar
possiveis deslocamentos nas médias, bem como alteragdes nas variancias das variaveis originais
que exercem maior influéncia na variagao total contida na matriz X. Utilizando a estatistica de
Hotelling em relagdo aos g primeiros CPs [expressdo (38)], pode-se detectar se a variagdo das p
variaveis de processo, na dimensdo definida pelos ¢ CPs retidos, ¢ maior do que a tolerada,

assumindo que apenas causas comuns de variacao estao presentes.

A utilizagdo dos p CPs no monitoramento pode, inclusive, gerar sinalizacdes erradas
sobre o estado do processo (alarme falso); Kourti & MacGregor (1996). Sabe-se que os ultimos
CPs descrevem uma por¢do muito pequena da variagdo total de X, ou seja, possuem autovalores

A; (variancias) muito proximos de zero. Incluindo estes CPs na estatistica de Hotelling, nota-se

que pequenos desvios nos escores y, . podem gerar um alto valor para T, q%_/», pois esses escores

sao divididos por seus respectivos autovalores, muito proéximos de zero.

Monitorar o processo via carta de Hotelling e cartas de Shewhart baseados nos primeiros
q CPs, entretanto ndo ¢ uma estratégia suficiente. Se um evento totalmente novo (ou seja, que nao
estd na distribuicdo de referéncia do processo, construida a partir da matriz X de amostras

preliminares) aparecer no processo, os escores y, , referentes aos g CPs retidos poderdo ndo ser

afetados, visto que esse evento nao refletird necessariamente numa alteragdo na média ou na
variabilidade de alguma variavel de processo. No entanto a ocorréncia deste novo evento causara,
certamente, uma alteracdo na estrutura de correlacdo original dessas variaveis, capturada na

distribui¢do de referéncia dos dados. Dessa forma, uma futura observagdo x’, ndo sera mais

satisfatoriamente representada pelo modelo construido através dos primeiros g CPs, ou seja, um
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residuo relevante serd gerado ao obter-se a estimativa X', através do modelo apresentado na

expressao (36); Martin & Morris (1996).

A possivel presenca de um novo evento no processo pode ser detectada através do
monitoramento dos erros quadraticos de predi¢do (EQP), gerados a partir de uma observacgao

futura x'; =[x, ,,...,x, ,]. Rescrevendo a expressdo (27), tem-se:

EQP= i(x,.’_,. - %)% (42)

!

A observagio x/,

¢ estimada através do modelo X ;= Uch Py onde ¢, € o vetor, g x 1, de

escores obtidos do modelo (cada um referente ao devido CP retido) e U, =[u, |u, |...[u ]¢ a

matriz, p x g, dos autovetores ou das cargas referentes aos g CPs retidos.

Na pratica, como o monitoramento € realizado através dos escores padronizados ;s

(=c¢;; /4J4;), entdo o vetor X', € obtido através de
X, =V.)y, > (43)

onde V, =[u, /4, [u,4/4, |...[u, /4, ] eovetor y_, representa os escores referentes aos ¢ CPs

utilizados no modelo.

A estatistica apresentada na expressdo (42), conhecida como estatistica O (Jackson,
1991), representa a distancia quadrada perpendicular entre uma observagdo p-variada e o plano
definido pelos primeiros g CPs retidos no modelo. Se um evento incomum aparecer no processo €
alterar a estrutura de correlacdo contida na matriz X, um alto valor de Oy serd obtido. Os limites
de controle para a estatistica Oy sdo obtidos, a partir da matriz X de dados preliminares do
processo, utilizando resultados aproximados da distribuicao das formas quadraticas (Jackson &

Mudholkar, 1979).

Fazendo:
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_ 20,0,

6,=%A. 0,=37, 6,=2 ¢ b=l

)
i=q+l1 i=q+l1 i=q+l1 302

e admitindo que as p variaveis seguem um distribuicdo Normal p-variada, Jackson & Mudholkar

(1979) demonstram que a razao

— 91[(Q/‘91)h0 —1—(92h0(h0 _1)/012]

20,k

segue uma distribuicdo Normal com média zero e desvio-padrdo unitario [Z~ N(0,1)]. A

VA

suposicdo de Multinormalidade das varidveis ¢ bastante razodvel, dado que as k amostras
preliminares representam o processo sob controle estatistico, isto €, trazem pequenas flutuagdes
aleatdrias das varidveis em torno de suas médias. Os limites de controle da estatistica O sdo os

seguintes:

Z ,\20,h; s 0,h,(h, —1)
0, o;

LSC= 6,

]1/h0 e

LIC =0, (44)

onde |Z,| representa o desvio positivo maximo tolerado na distribui¢do Normal padronizada, dado
a probabilidade de erro tipo I (o) admitida, se o valor de Ay € positivo; e representa o desvio

negativo maximo tolerado se o valor A for negativo.

3.4.1- Padronizacao dos dados preliminares do processo

No exemplo quimico apresentado na se¢do 3.3, os autovetores u; foram calculados através
das expressoes (29), (30) e (31), utilizando a matriz S de covariancias obtida a partir da matriz X
(matriz contendo m amostras preliminares do processo) de dados centrados, isto ¢, com média

zero). Em algumas situagdes praticas, principalmente quando existe um grande numero de
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variaveis de processo, necessita-se padronizar os dados da matriz X, ou seja, os valores
referentes a cada variavel passam a se distribuir com média zero e varidncia unitaria (ver secado
2.1.2). Neste caso, a matriz S obtida a partir de X passa a ser a matriz de correlagdes, gerando

assim autovetores u; distintos daqueles obtidos a partir da matriz de dados centrados.

No exemplo quimico, utilizou-se a matriz X de dados centrados (Tab. 3), encontrando-se

a matriz de covariancia

0,7986 0,6793
0,6793 0,7343|’

e obtendo-se a matriz de autovetores

Uz[ulmz]{

0,7236 —0,6902
0,6902 0,7236 |

Se na matriz X os dados estao padronizados, entdo a partir de matriz de correlagao

o 1 0887
10887 1 |

tém-se, respectivamente, através das expressdes (29), (30) e (31), o vetor A de autovalores A; ¢ a

matriz U de autovetores

[1.887 . 0,7071 —0,7071
10,113 10,7071 0,7071 |

Observa-se que, quando se padronizam os dados preliminares, os CPs resultantes também

preservam a variancia total das varidveis originais, pois #(S) = 1+1 =2 = 1,887 + 0,113.

A padronizagdo dos dados é necessaria ja que variaveis de processo costumam representar
diferentes grandezas (temperatura, pressdo, comprimento, area, altura, peso,...). Se ndo se
padronizam os dados preliminares, pode-se ter uma idéia distorcida da influéncia de cada variavel
na variabilidade total dos dados. Admita-se, por exemplo, que se a média amostral dos pesos seja
de 60 kg com desvio-padrao de 7 kg (isto ¢, variancia de 49), enquanto que a média amostral das

alturas ¢ 180 cm com desvio-padrio de 20 cm (isto é, variancia de 400). Entdo, apenas
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centralizando os dados na matriz X, a altura sera responsavel por 89% da variabilidade total dos

dados [400/(400+49)].

No exemplo acima, os CPs obtidos a partir de dados apenas centrados serdo fortemente
dominados pela variavel altura. Dessa forma, um desvio consideravel no peso pode ndo ser
refletido no primeiro CP (que, por sua vez, explica a maior por¢ao da variabilidade total dos
dados), pois a carga do autovetor u,, devido a variavel peso, ¢ muito baixa. Isto, sem divida, ndo
¢ verdade, pois quando se considera a varia¢do proporcional de cada varidvel [para a altura 11%
(20/180) e para o peso 12% (7/60)], conclui-se que ambas possuem uma variabilidade
semelhante, devendo assim ter pesos semelhantes nos CPs. A padronizacdo dos dados corrige

esta distor¢ao.

Mesmo que as variaveis envolvidas tenham a mesma unidade de medida, a padronizagdo
pode ser necessaria, pois se as respectivas variancias forem muito heterogéneas, os CPs serdao

dominados pelas variaveis com maior variancia.

Nao existe uma relagao entre os CPs obtidos através da matriz de covariancias e os CPs
obtidos a partir da matriz de correlagdes. No entanto, quanto mais heterogéneos forem as

variancias das varidveis originais, mais distantes estardo os dois grupos de CPs (Jackson, 1991).

Considere-se, por exemplo, a amostra futura 18, x);=[-2,7,-0,9], com
dados apenas centrados, apresentada na Tab. 3. Padronizando estes dados, obtém-se
X = [-2,7/0,8936, -0,9/0,8569] = [-3,02, -1,05] . Através da expressdo (41), calculam-se os

escores y11g € )28, utilizando os respectivos autovetores obtidos a partir das 15 amostras

preliminares em relagdo aos dados padronizados. Tem-se entao:

0,7071 0,7071 {— 3,02}
Yis = =-2,09 e
| 1,887 /1,887 || 1,05

—0,7071 0,7071 || —3,02
Vous = =414
Vo113 /0,113 | -105
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Para obter-se a estimativa X;,, em fun¢do dos dados padronizados, a partir do modelo e

utilizando apenas o primeiro CP, faz-se, através da expressao (44),

~2,03
¢ =] OTOTIISST] oo |
0,7071,/1,887 ~2,03

E importante ressaltar que, retendo apenas o primeiro CP, o modelo explica 94%

[1,887/(1,887+0,113)] da variabilidade total dos dados originais (X).

Retendo os dois CPs (no exemplo apresentado, p=2), entdo a observacdo X;, padronizada

pode ser rescrita em fun¢do do modelo através de

X8

_[0,7071/1887 -0,7071 0,113}{— 2,09}_{—3,02}

10,7071,/1.887  0,7071,J0.113 | 414 | | -1,05

3.4.2- Métodos de escolha do niumero g de CPs necessarios no modelo

Sabe-se que quando p variaveis sdo fortemente correlacionadas, pode-se representar sua
estrutura de covariancia através de poucos CPs (geralmente dois ou trés). No entanto ¢
necessario algum critério estatistico de escolha para determinar o nimero g de CPs a ser utilizado
na analise. Existem, na literatura, inumeros critérios de selegdo de CPs, sendo que cada um ¢

mais adequado a situagdes especificas de aplicagao da ACP.

No CEP multivariado, buscam-se m amostras preliminares que oferecam uma
caracterizagdo suficiente do comportamento das p varidveis envolvidas, quando apenas causas
comuns de variagdo estao presentes no processo. A partir dai, o processo sera monitorado através
de amostras futuras, comparando-as com a distribui¢do de referéncia obtida em fungdo das

amostras preliminares. Dentro desse contexto, o interesse ¢ determinar um niimero suficiente (q)
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de CPs que representem satisfatoriamente esta distribui¢ao de referéncia, isto ¢, que sejam reflexo

das principais fontes de variabilidade do processo.

Para atingir este objetivo, dois critérios surgem como boas alternativas (Nomikos &
MacGregor, 1995): (i) A regra da linha de corte (broken Stick rule; Jolliffe, apud Jackson, 1991)

e (ii) A regra da validag¢do cruzada (cross-validation rule; Wold, 1978).

3.4.2.1- A regra da linha de corte

Considere-se um segmento de reta de comprimento unitario. Se esse segmento for

ésimo

dividido em p segmentos, admite-se que o comprimento esperado do g maior segmento seja

Se a propor¢do da variancia total das p varidveis originais explicada por cada autovalor A, obtido

ésimo

(variancia do ¢ maior CP, obtido a partir da matriz X das m amostras preliminares) for

superior ao valor G, calculado, retém-se entdo o CP na analise (Nomikos & MacGregor, 1995).

Este critério, embora seja um tanto grosseiro, permite uma obtengdo rapida e eficaz do

numero g de CPs suficientes na representagdo da matriz X.
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3.4.2.2- A regra da validag¢do cruzada

Admita-se que m amostras preliminares das p variaveis de processo tenham sido obtidas.

Tem-se entdo uma matriz X, m x p, de dados padronizados, onde cada linha contém um vetor x|,

(para k = 1,...,m), que representa uma observagdo p-variada. Seguem-se entdo os seguintes passos

(Jackson, 1991):

1. Desconsidera-se inicialmente o vetor x; e aplica-se a ACP nas m — 1 observagdes

restantes, encontrando-se os p autovetores através das expressoes (29), (30) e (31).

2. Através da expressdo (41), obtém-se os p escores y;; referentes a observagdo X,

utilizando os p autovalores obtidos em fun¢do das m — 1 amostras preliminares.

3. Através da expressdo (43), retendo o primeiro CP, os dois primeiros CPs, os trés
primeiros, e assim por diante, at¢ que todos os p CPs tenham sido considerados,

encontram-se as respectivas estimativas X| para a observagdo x; deletada.

4. Através da expressdo (42), obtém-se os erros quadraticos de predi¢ao Q; s, referentes

a cada uma das p estimativas geradas na etapa 3.

5. Retorna-se a primeira etapa e desconsidera-se agora apenas a segunda observacdo X,
obtendo novamente p autovalores a partir das m — 1 observagdes restantes. No passo
4, obtém-se os valores (O, ’s referentes as p estimativas obtidas na etapa 3. O processo
¢ repetido até que a ultima observacdo x/, seja deletada e os devidos p valores Qs

sejam obtidos.

6. Para cada um dos p modelos construidos (ou seja, retendo o primeiro CP, os dois
primeiros CPs, e assim por diante) obtém-se a média dos m valores Qy’s e divide-se o
valor resultante por p. O resultado obtido ¢ conhecido como estatistica SEQP (soma
dos erros quadraticos de predi¢do). Dessa forma, para o primeiro modelo (com o

primeiro CP retido), obtém-se a estatistica SEQP(1), para o segundo modelo SEQP(2),
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para o terceiro modelo SEQP(3), e assim por diante. Necessita-se também obter o

valor SEQP(0), que representa a soma dos quadrados dos mp dados originais.

7. Para determinar se a inclusdo do ¢“™ CP no modelo agrega informagio substancial
ndo trazida pelos g-1 CPs ja incluidos sobre a variabilidade presente nos dados

originais, calcula-se o valor da estatistica

_[SEQP(q —1)— SEQP(q)]/ Dm
- SEQP(q)/ Dr

w

b
onde

q
Dm=m+p—-2q e Dr:p(m—l)—Z(m—i-p—Zi).
i=1
Se W > 1, entdo o ¢“™ CP deve ser retido, pois traz um acréscimo substancial no poder

de predi¢do do modelo.

Este critério ¢ mais consistente em relacdo ao método apresentado na se¢do anterior. No

entanto a obtengao dos ¢ CPs ndo ¢ tdo rapida e simples quanto no critério da linha de corte.

3.4.3- Exemplo

A aplicacido do CEP multivariado em processos continuos, utilizando métodos de
projecdo (particularmente a ACP), tem sido ilustrada por alguns autores; entre eles MacGregor &
Kourti (1995) e Kourti & MacGregor (1996). Esses autores apresentam exemplos aplicados no
controle de processos quimicos, mais especificamente em um processo quimico para producao

de um polimero denominado polietileno de baixa densidade.

Em um processo de producdo de polimeros, alguns componentes quimicos s@o

periodicamente depositados em um reator de polimerizagdo; a partir dai, estes componentes
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atravessam as sec¢oes deste reator, sofrendo em cada uma delas transformagdes quimicas até que o
polimero seja produzido. Medig¢des freqiientes das varidveis de processo, tais como temperaturas
e pressdes em cada se¢do do reator, percentuais de adicdo de componentes no reator e de mistura

destes componentes sdo realizadas por sensores.

Considere-se hipoteticamente um processo quimico com as caracteristicas acima, onde
mensuracdes acerca de 8 variaveis de processo (X, X,..., Xg) sdo realizadas periodicamente.
Seguindo a filosofia do CEP tradicional, amostras periddicas preliminares dessas varidveis sdo
recolhidas, afim de obter a sua distribuicdo de referéncia, quando o processo esta sob controle
estatistico, isto €, apenas sob a presenca de causas comuns de varia¢do. Através do sofiware SPSS

(Akey et al., 2000), 30 amostras preliminares foram obtidas via simulagao.

A partir da matriz X, de dimensdo 30 x 8, contendo os dados padronizados, determina-se
o niumero de CPs que serdo utilizados no modelo para construir a distribui¢do de referéncia.
Através da regra da linha de corte (se¢do 3.4.2.1), retém-se apenas o primeiro CP no modelo.
Aplicando a regra da validacdo cruzada (segdo 3.4.2.2), conclui-se que os trés primeiros CPs
oferecem uma caracterizacdo suficiente da estrutura de correlagdo encontrada nos dados
preliminares. Como este segundo critério ¢ mais robusto, serdo efetivamente retidos no modelo os

trés primeiros CPs.

Utilizando as expressdes (29), (30) e (31) calculam-se os trés maiores autovalores e os
autovetores associados. Em seguida, através da expressoes (37) e (41), obtém-se os escores V;x

(V1k Y2k © y3x) para cada uma das 30 observacdes preliminares.

Calculado o valor da estatistica de Hotelling [expressdo (38)] em relagdo as 30
observagdes, ¢ o limite de controle LSC através da expressdo (39), obtém-se entdo a carta de
Hotelling, em relacao aos trés CPs retidos, ilustrada na Fig. 14. Observa-se que as amostras 6,7 €
24 apresentam escores acima do LSC (pontos vermelhos). Isto indica que, a partir da projecao
destas observagdes no plano definido pelos trés CPs, existem evidéncias que de que a variagao
ocorrida nas varidveis de processo, neste periodo, esteve acima do tolerado, dado que apenas
causas comuns estdo presentes no processo. A Fig. 15 mostra a projecdo destas amostras no
plano tridimensional definido pelos CPs retidos. Nota-se claramente que estas amostras estao fora

do padrao de variagdo encontrado nas amostras preliminares.
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Figura 14. Carta de Hotelling em relacéo as 30 amostras preliminares; LSC obtido com significancia

de 5% (0=5%).

Figura 15. Projecdo das 30 observagdes preliminares no plano definido pelos trés CPs retidos.
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Através da carta Q ilustrada na Fig. 16 [expressOes (43) e (42)], observa-se que as
amostras 25 e 27, embora estejam dentro do padrdo na carta de Hotelling, apresentam escores
acima do LSC [(expressdo (44)]. Isso indica que o modelo construido em fun¢do dos trés
primeiros CPs ndo oferece uma caracterizagdo suficiente destas observagdes, gerando assim um
residuo significativo. Dessa forma, existem evidéncias de que algum evento incomum ocorreu no
processo quando estas amostras foram recolhidas. Observa-se também que as amostras 6, 7 ¢ 24
apresentam valores O acima do LSC, indicando também a possivel ocorréncia de um evento

incomum no momento em que estas amostras foram recolhidas.

CARTA PARA OS RESIDUOS
2,5
2 ® o
w .
E 1,5 1 o0
S
gﬂ) 1 h [ ] o
i °
0,5 ... PS .. . ...... o oo
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Figura 16. Carta Q em relagdo as 30 amostras preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(0=5%).

Apos essa andlise, considera-se que, no momento em que as amostras 6, 7, 24, 25 ¢ 27
foram obtidas, o processo estava fora de controle estatistico. Dessa forma, essas amostras serdo
excluidas da distribuicdo de referéncia, por ndo caracterizarem suficientemente a estrutura de
correlacdo das 8 varidveis envolvidas. Utilizando as 25 amostras preliminares restantes (com os
dados novamente padronizados), obtém-se novamente os trés maiores autovalores e autovetores

associados.
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Utilizando novamente a estatistica de Hotelling [expressdao (38)] com os limites de
controle da expressao (39), e a estatistica Q [expressdes (43) e (42)] com os limites de controle da
expressdo (44), conclui-se que as 25 amostras oferecem uma caracterizagdo satisfatoria da
distribuicdo de referéncia das 8 variaveis de processo, pois nenhuma ultrapassa os respectivos
LSC (ou seja, processo considerado sob controle quando estas 25 amostras foram obtidas). Dessa
forma, os autovalores e autovetores, calculados a partir destas amostras, serdo usados no
monitoramento de futuras amostras retiradas deste processo. Obtém-se, entdo, o modelo ACP de
referéncia [expressdes (36) e (43)]. Nesta fase, os limites de controle LSC para as carta de
Hotelling e para a carta Q (Fig. 16 e 17, respectivamente) sdo calculados através das expressoes

(40) e (44), respectivamente.
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Figura 17. Carta de Hotelling em relacdo as 25 amostras preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% (0=5%); e nova amostra retirada do processo (amostra 26).
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Figura 18. Carta Q em relagd@o as 25 amostras preliminares; LSC obtido com significancia de 5%

(0=5%); e nova amostra retirada do processo (amostra 26).
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Suponha-se que uma nova amostra tenha sido obtida do processo, representada pela

amostra 26; X, . Através da carta Q (Fig. 18), observa-se que o residuo obtido em fungdo desta

observacdo nao ¢ significativo (O < LSC). Assim, ndo existe evidéncia da ocorréncia de algum

evento atipico no processo, pois esta observacdo ¢ bem representada pelo modelo obtido em

funcdo dos trés primeiros CPs. Em contrapartida, observando a carta de Hotelling , conclui-se que

esta observagdo acusa uma variagdo nas variaveis de processo acima do tolerado (7, > LSC),

supondo que apenas causas comuns de variabilidade estejam presentes no processo. Dessa forma,

existe evidéncia de que alguma fonte de variabilidade no processo apresentou variagdo além do

normal, refletindo numa altera¢do na variabilidade padrdo de uma ou mais variaveis de processo.
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Figura 19. Carta de Shewhart para o primeiro Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova amostra retirada
do processo (amostra 26).

CARTA DE SHEWHART PARA CP2

AMOSTRAS

Figura 20. Carta de Shewhart para o segundo Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova amostra retirada
do processo (amostra 26).

Observando as cartas individuais para os CPs (Fig. 19, 20 e 21), pode-se notar que apenas

o escore referente ao primeiro CP [y 26 obtido através da expressodes (37) e (41)] esta acima do
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LSC [expressdo (35)]. Assim, deve-se concentrar esforcos neste CP na busca de um diagndstico

para o sinal de processo fora de controle, gerado a partir da carta de Hotelling.

CARTA DE SHEWHART PARA CP3

AMOSTRAS

Figura 21. Carta de Shewhart para o terceiro Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova amostra retirada

do processo (amostra 26).

Suponha-se agora que outra nova observacdo tenha sido recolhida do processo,

representada pela amostra 27; x),. Através da carta de Hotelling (Fig. 22), verifica-se que ndo ha

sinal de variagio demasiada nas variaveis de processo (T,, < LSC). Entretanto, essa observagio

estd mal representada pelo modelo construido a partir dos trés CPs, pois um residuo significativo

(Q27> LSC) ¢ apontado na carta Q (Fig. 23). Assim, existe evidéncia de que algum evento atipico

estd ocorrendo no processo, devendo-se buscar um diagnostico para este sinal em funcdo da

analise destes residuos.
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Figura 22. Carta de Hotelling em relacdo as 25 amostras preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% (0=5%); nova amostra retirada do processo (amostra 27).
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Figura 23. Carta QO em relagdo as 25 amostras preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(a=5%); nova amostra retirada do processo (amostra 27).
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3.4.4- Diagnosticos via Graficos de Contribuicao

No exemplo apresentado acima, simularam-se duas amostras futuras de 8 variaveis de
processo, cada uma trazendo um sinal distinto de processo fora de controle. A primeira amostra
(amostra 26) apresentou um desvio demasiado no escore yi 26, €nquanto que a segunda amostra
(amostra 27) apresentou um residuo (,7 significativamente alto. Deseja-se saber, em ambos os
casos, quais varidveis contribuiram mais efetivamente para a ocorréncia dos altos valores
encontrados, tanto para yj 26, quanto para (J»7. O objetivo ¢ buscar um diagndstico para esses

sinais, isto €, encontrar a causa que levou o processo a sair do seu estado de controle.

Na se¢ao 2.2.7, foram citados alguns métodos de diagnostico de causas especiais de
varia¢do, dentre eles os Graficos de Contribuicdo. Estas ferramentas de diagndstico foram
sugeridas por Miller et al. (1993) e MacGregor et al. (1994). Os Graficos de Contribuicao

indicam as varidveis que possuem os maiores pesos no calculo dos escores y; s € Oy

Sabe-se que um escore y;r (relativo ao CP;), referente a uma amostra futura f, ¢ obtido

através de [expressao (41)]

!

Yip =W Xp, com u, =u, /A, .

Fazendo:

pode-se rescrever a expressao (41) da seguinte forma:

P
Vipg TUjpXy g TULXy o F et U )X, 0 = Z”i,jxf,f )
=1

onde a parcela u;; x;; representa a contribuigdo da ;" variavel para o escore y;s. As maiores

parcelas, conseqiientemente, possuem maior contribui¢do para a formagdo do valor final de y;
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devendo assim ser investigadas. Kourti & MacGregor (1996) sugerem que apenas as parcelas
maiores € com mesmo sinal em relagdo ao escore y; devam ser investigadas. Se, por exemplo,
algum escore apresentar um valor significativo negativo, deve-se entender que as parcelas
negativas ofereceram as maiores contribui¢des para este valor. Neste caso, a inclusdo de uma
parcela positiva na analise, mesmo que com valor relevante, ndo ira agregar informacao na busca

das causas para a variagdo espuria refletida neste escore.

Quando mais de um escore y;s , referente a uma mesma amostra f, apresentar valor
-6sima

significativo, pode-se obter a contribuicdo conjunta da j varidvel para os escores y;ps da

seguinte forma:
CONT()=> y, ju; ;X;,
i=

onde a representa o nimero de escores com valores significativos. Kourti & MacGregor (1996)
sugerem que parcelas com sinal diferente em relagdo ao escore devem assumir valor zero no

calculo da contribui¢do conjunta.

A Fig. 24 ilustra as contribui¢des das 8 varidveis de processo na composi¢cao do valor de
V126 (escore referente & amostra 26). Observa-se que as trés primeiras variaveis de processo (X,
X>, X3) apresentam as maiores contribui¢des. Dessa forma, devem-se concentrar esfor¢os nestas

variaveis na busca de uma causa para o alto valor encontrado em y ».
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CONTRIBUIGOES PARA y1
(Amostra 26)
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Figura 24. Contribuicgo das 8 variaveis de processo para o escore y; (CP); amostra 26.

Adotando a mesma filosofia utilizada em relagdo aos escores y;;, pode-se determinar as
varidveis que mais contribuem para um alto valor de O, Sabe-se que o residuo total referente a

uma amostra /* ¢ obtido através de

)4
_ I 2
Or= D (x, =% )"
-1

ésima

A parcela x; , — X, , representa o residuo gerado a partir da i variavel. Novamente,

deve-se entender que as maiores parcelas possuem maior contribui¢do para a formacgao do valor

final de Oy.

A Fig. 25 apresenta as contribui¢des das 8 variaveis de processo na composicao do valor
de 0,7 (escore referente a amostra 27). Observa-se que as varidveis 3, 7 ¢ 8 (X3, X7, Xg)
apresentam as maiores contribui¢des. Nesse caso, devem-se concentrar esfor¢os nestas variaveis

na busca de uma causa para o alto valor encontrado em Q»7.
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CONTRIBUIGCOES PARA Q
(Amostra 27)
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Figura 25. Contribuicdo das 8 variaveis de processo para o valor Q; amostra 27.



CAPITULO 4

4- CARTAS DE CONTROLE MULTIVARIADAS VIA ANALISE DE
COMPONENTES PRINCIPAIS MULTIDIRECIONAIS (ACPM)

4.1- Processos em batelada

O cenario de interesse neste trabalho sdo as industrias quimicas e de processos que
conduzam processos em bateladas. Processos em batelada ou semi-bateladas sao utilizados, com

freqiliéncia, na obten¢do de produtos quimicos, bioquimicos, farmacéuticos e alimenticios.

Um processo quimico de produgdo por bateladas passa pelas seguintes etapas: (i) uma
determinada combinagdo de matérias-primas ¢ colocada num recipiente; (i) durante a batelada,

estas matérias-primas sofrem uma série de transformagdes, que sdo controladas através do
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monitoramento de trajetorias especificas das variaveis de processo, tais como temperaturas,
pressdes e taxas de mistura; e (iii) ao término da batelada, o produto final ¢ analisado em
laboratorio quanto as suas caracteristicas de qualidade. A Fig. 26 apresenta os elementos
genéricos de um processo em batelada. As varidveis de qualidade Z sdo obtidas a partir de
medicoes de qualidade feitas sobre as matérias-primas. As variaveis de processo X sdo
mensuracdes on-line do desempenho do processo, em pontos proximos no tempo. As variaveis de

qualidade final do produto ¥ sdo mensuradas, no produto acabado, apds o término da batelada.

VARIAVEIS DE VARIAVEIS DE VARIAVEIS DE
QUALIDADE PROCESSO QUALIDADE
MATERIAS-PRIMAS PRODUTO ACABADO
7 — X — Y

Figura 26. Esquematizacdo de uma batelada.

O objetivo dessa dissertacdo ¢ a apresentagdo e a aplicagdo de cartas de controle para
processos em bateladas, utilizando a ACPM. E importante ressaltar que esta abordagem considera
somente dados acerca das variaveis de processo (X) na elaboragdo das cartas de controle, e,
conseqiientemente, monitora o processo através de amostras futuras das variaveis de processo. A
abordagem PELM, que se constitui na extensdo da PEL (brevemente descrita nas se¢des 2.3.2 e
2.3.2.1) para processos em bateladas, ¢ uma técnica alternativa 8 ACPM que permite a utilizagao
das informacgdes contidas em Z, X ¢ ¥ no monitoramento destes processos; para maiores detalhes,

ver MacGregor et al. (1994).

Salienta-se também que o foco deste trabalho sdo os processos quimicos em bateladas de
tempo fixo. Em um processo quimico de tempo varidvel, o tempo de realizagdo de uma batelada
depende do comportamento do processo, ou seja, dos eventos que ocorreram durante a batelada.
Uma série de transformagdes quimicas ocorrem durante a batelada até que se atinja um valor alvo
para as varidveis de processo, dentro de um determinado tempo. Se a batelada transcorreu dentro
da normalidade (presenga apenas de causas comuns de variagcdo incidindo no processo), entdo
este tempo estara dentro do padrdo. No processo em bateladas de tempo fixo, as varidveis seguem
suas trajetorias especificas durante cada batelada (todas com mesmo tempo de duracao), sendo

que se o processo estd sob controle, cada varidvel estara seguindo sua trajetdria-padrao (ou
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trajetoria média). Sempre que as variaveis do processo apresentarem variagdes toleraveis em

relacdo as suas trajetorias médias, a batelada resultante serd considerada como conforme.

Variagdes entre bateladas sdo conseqliéncia, por exemplo, de uma combinagdo
inadequada de matérias-primas utilizada no inicio da batelada, impurezas presentes no processo ¢
desvios das variaveis de processo em relagdo as suas trajetorias médias (Nomikos & MacGregor,
1995). O objetivo principal no controle desses processos ¢ manter uma variabilidade minima
entre as bateladas, gerando um produto final consistente. Em outras palavras, em cada batelada,
deseja-se que a trajetoria média de cada variavel de processo nao seja significativamente alterada.
Se alguma causa especial de variagdo incidir sobre o processo, acarretara uma variabilidade
excessiva entre bateladas, alterando a trajetoria média de uma ou mais varidveis do processo. A

conseqliéncia ¢ a obtencao de um produto final fora das especificagdes de qualidade.

A estrutura dos dados em um processo em batelada apresenta diferencas em relagdo a
estrutura dos dados obtidos de processos continuos. Um processo continuo ¢ estacionario, isto €,
se apenas causas comuns estdo atuando, as variaveis apresentam pequenas flutuagdes em torno de
suas médias fixas. A partir de sucessivas amostras periddicas (obtidas apenas quando causas
comuns estiverem presentes), pode-se obter a distribui¢do de referéncia das variaveis de processo
(estrutura de correlacdo das varidveis de processo) para realizar o monitoramento das médias,
através de amostras futuras. Os processos em bateladas normalmente ndo sdo estacionarios
(Marsh & Tucker, 1991). Conseqiientemente, a média ou valor alvo das variaveis de processo nao
¢ constante, bem como seus limites de tolerdncia. Desta forma, nestes processos, obter a
distribuicdo de referéncia das variaveis de processo implica modelar suas trajetorias médias

(trajetorias realizadas durante bateladas bem sucedidas).

Durante cada batelada, inimeras amostras consecutivas sao obtidas das variaveis de
processo. Ao final da batelada, dispdem-se de véarias mensuragdes das varidveis de processo em
pontos espagados no tempo. Para construir-se uma distribuicao de referéncia adequada e realizar
um monitoramento eficiente das bateladas futuras, deve-se considerar ndo apenas a estrutura de
correlagdo das varidveis de processo (como nos processos continuos), mas também a estrutura de
autocorrelagdo de cada variavel dentro das bateladas. Para tal, necessita-se considerar o historico

dessas variaveis em bateladas passadas bem sucedidas, tratando cada batelada como uma amostra
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completa do comportamento de cada varidvel em todos os instantes observados, dentro da

batelada. Assim, cada batelada observada traz uma amostra das trajetdrias de todas as variaveis.

A Fig. 27 mostra as trajetorias de trés varidveis de processo, observadas em 20 instantes,
dentro de cada batelada, durante 30 bateladas consecutivas bem sucedidas. Observa-se que cada
variavel apresenta uma flutuacdo em torno da sua média que, por sua vez, ocupa diferentes
patamares a cada instante. As bandas amarelas, vermelhas e azuis representam a magnitude da
variagdo de cada variavel (observada através de 30 bateladas amostradas) em cada instante, em
torno de suas médias (ou em torno de suas trajetdrias médias). Isso caracteriza uma estrutura de
autocorrelagdo de cada uma das trés variaveis neste processo. Quando se observa a posi¢do das
trés bandas em cada instante, pode-se visualizar a estrutura de correlacdo apresentada pelas

variaveis em cada instante.

OBSERVAGOES
=

INSTANTES

Figura 27.Trajetorias de trés variaveis de processo observadas em 20 instantes, durante 30 bateladas
consecutivas. Exemplo adaptado de Nomikos & MacGregor, 1995.
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4.2- ACPM

Considere-se um processo quimico por batelada com i=1,...,p varidveis mensuradas em
I=1,...,h instantes. Dados coletados acerca de £=1,...,m amostras (ou bateladas) preliminares deste
processo sdao arranjados na matriz X tridimensional (bateladas x varidveis x instantes),

representada na Fig. 28.

2 VARIAVEIS

SYaviIdLyd W

INSTANTE |

(=
-
-
8

Figura 28. Representagdo dos dados num processo em bateladas, organizados na matriz X tridimensional.

Pode-se observar através da matriz X (Fig. 28) a estrutura dos dados num processo em
bateladas. Cada fatia de X apresenta os dados acerca de p variaveis de processo, em m bateladas,
observadas em um instante / distinto. A Fig. 29 apresenta uma proje¢ao bidimensional da matriz
X, sugerida por Nomikos & MacGregor (1994). Na projecdo, a matriz X, de dimensdo m x p x
h, ¢ decomposta em uma matriz X bidimensional, de dimensdo m x ph, que contém cada uma das
fatias representadas em X arranjadas lado a lado, em ordem cronologica. Desta forma, cada linha

da matriz X apresenta um vetor x,, de dimensdo 1 x ph, que representa uma observacao
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ph-variada. Cada observagdo traz o resultado das mensuragdes de p varidveis de processo em #
instantes dentro da batelada, ou seja, nada mais ¢ do que o resultado da realizacdo completa de

uma batelada.

INSTANTE 1 INSTANTE 2 INSTANTE h
VARIAVEIS VARIAVEIS VARIAVEIS BATELADA ]
BATELADA 2
1,2,....,p 1,2,..,p 1,2,....,p
X =
BATELADA m

Figura 29. Representagdo dos dados num processo em bateladas, organizados na matriz X bidimensional.

A Andalise de Componentes Principais Multidirecionais (ACPM) consiste na aplicacao da
Analise de Componentes Principais (ACP) na matriz X, tratando cada uma das ph colunas desta
matriz como uma variavel aleatoria distinta. Na verdade, como cada linha desta matriz contém #
replicacdes das mesmas p variaveis, tem-se ph variaveis fortemente correlacionadas. Isto acorre
porque, em cada instante, as mensuragdes obtidas acerca das p varidveis de processo representam
diferentes vizualizagdes de um mesmo grupo de eventos comuns, presentes no processo. Sabe-se,
entdo, que essas ph variaveis devem conter uma boa parcela de informacao redundante sobre o
processo (ruido), dado que nele dificilmente se verificam ph eventos distintos ocorrendo
simultaneamente. Desta forma, poucos CPs (geralmente dois ou trés) irdo descrever
suficientemente a estrutura geral de correlagdo dos dados. Tal estrutura, neste caso, inclui a
estrutura de correlagdo das p variaveis dentro de cada batelada e a estrutura de autocorrelagao de
cada variavel durante as bateladas. Em outras palavras, poucos CPs capturam as principais
diregdes de variabilidade do processo, descrevendo satisfatoriamente as trajetorias médias das

suas p variaveis.
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A partir da obtengdo de dados preliminares acerca de m bateladas, estima-se a estrutura
geral de correlacao dos dados da matriz X, de dimensao m x ph, através da matriz de covariancias
amostrais S, de dimensdo ph x ph. Os ph autovalores e respectivos autovetores podem ser

calculados a partir da matriz S, utilizando as expressoes (29), (30) e (31).

Os m escores relativos ao i“""* CP podem ser obtidos através de

65imo

onde u; representa o i autovetor obtido de S e contém as cargas referentes ao i CP. Sabe-
se que os CPs sdo varidveis independentes, pois cada autovetor associado representa a projecao
das ph variaveis originais na i“™ maior direcdo de variabilidade dos dados, ortogonal em relagdo
as demais (ph-1) dire¢des. Esta variabilidade ¢ estimada pelo autovalor A;, que representa, entdo,

a variancia do i“"™° CP.

Pode-se reescrever a matriz X em funcao dos ps CPs obtidos [expressdo (33)] da seguinte

forma:

Como as ph variaveis sdo fortemente correlacionadas, sabe-se que os ¢ (< ph) primeiros
CPs devem oferecer uma caracterizagao satisfatoria da estrutura geral de correlagdo das variaveis

iniciais. Desta forma, a matriz X de dados pode ser bem representada pelo modelo [expressdo

(36)]

R q
X=>cu +E, (45)

i=1
com
E=X-X.

A matriz X contém os dados originais acerca das m bateladas amostradas, estimados em fungao

dos ¢ primeiros CPs, retidos segundo algum critério (geralmente através da validagdo cruzada;
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secdo 3.4.2). A matriz E, por sua vez, contém os residuos obtidos do modelo (diferenca entre o

observado e o estimado através do modelo proposto).

O monitoramento de um processo em bateladas através da ACPM ¢ realizado de maneira
similar a0 monitoramento de processos continuos via ACP (se¢do 3.4). Monitoram-se as
trajetérias das p variaveis de processo através de amostras de bateladas futuras, projetando a

referente observagdo x',, de dimensdo 1 x ph, no plano definido pelos g CPs retidos obtendo os

referentes escores c¢;s. Reescreve-se entdo a expressdo (37):

c..=u'x

Iy X,, para i=l,..g (46)

Deve-se observar que cada autovetor resume a variacdo das p varidveis de processo em cada
instante da batelada em torno das suas trajetorias médias, sendo que suas cargas representam a
contribuicdo de cada variavel, em cada instante, na variabilidade encontrada nas k bateladas
preliminares, utilizadas como referéncia no controle do processo. Desta forma, o escore c;s
traduz a variabilidade encontrada numa batelada futura em relacdo a variabilidade capturada nas
m bateladas bem sucedidas, utilizadas na constru¢do do modelo de referéncia (distribuicao de

referéncia dos dados).

Monitora-se efetivamente as trajetorias das variaveis de processo através da estatistica de

Hotelling, escrita em funcao dos g CPs retidos [(expressdo (38)], ou seja:

q c?. q
T2, = 2L =Ny 47
0.1 ; h Zyt,.f (47)

i i=1
onde y, (= ciy/ \/K_l ) representa a padronizacdo do escore c¢;y [(expressdo (41)].

O valor T qz, ,obtido a partir de uma observagdo x'f , referente a uma batelada futura, é

comparado aos limites de controle apresentados na expressao (40). A estatistica 7, qzj , representa a

distancia de Mahalanobis, no plano definido pelos g CPs retidos no modelo, entre a posi¢ao da

batelada futura (dada pelos escores y;s) e a origem que representa o ponto de minima variagdo do

processo. Assim, um valor elevado de T qz’ significa que a batelada apresentou uma variabilidade

muito além daquela tolerada, considerando a hipotese de apenas causas comuns presentes no
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processo (ou seja, as variaveis apresentaram trajetorias com desvios significativos em relagao as
suas trajetorias médias). Os valores T q%k de Hotelling, referentes as bateladas preliminares x|,
também sdo comparados aos limites de controle, para excluir da distribuicdo de referéncia uma
possivel batelada que tenha apresentado variacdo além do tolerado. Nesta fase, o limite de

controle LSC ¢ obtido através da expressao (39) (Primeira fase do controle; ver segdes 2.2.2.1 ¢

3.4.3).

Se o valor de T, qz’f for superior a LSC, a exemplo do que ¢ feito na ACP em relacdo a

processos continuos, deve-se analisar os referentes escores y;r na busca de um diagnostico para
este sinal. Estes escores devem ser comparados com os limites apresentados na expressao (35).
Se algum escore y;, estiver além dos limites de controle, entdo deve-se, através dos Graficos de
Contribuicdo (se¢do 3.4.4), analisar as cargas do autovetor u; correspondente, para verificar qual
variavel teve maior contribuicdo na formacdo deste valor elevado. Pode-se assim ter uma idéia
de quais variaveis apresentaram desvios significativos em torno de suas trajetorias médias e em

quais instantes isso ocorreu dentro da batelada.

Além das utilizagdo da carta de Hotelling e das cartas individuais para os escores, ¢
aconselhéavel utilizar a carta de controle O [expressdo (42)] para monitorar os residuos obtidos

nas bateladas futuras analisadas. Dado um vetor x', =[x, ,,...,x,, ;] referente a uma batelada

futura, tem-se:

ph

Q, = Z(xi,f _)Aci,f)2 . (48)

A observagdo x'; ¢ estimada através do vetor X, =U _¢_, (observagdo x', reescrita a partir do

modelo de referéncia), onde ¢, € o vetor, de dimensdo g x 1, de escores obtidos do modelo (cada

um referente a uma dos CPs retidos), ¢ U, =[u, |u,|...[u ] ¢ a matriz dos g autovetores
retidos. Utilizando-se os escores padronizados, a observagdo x',pode ser reescrita a partir do

modelo [expressao (43)]

X, =Vy, ,, (49)
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onde y,r € o vetor, de dimensdo g x 1, de escores padronizados y, , [expressdo (41)], e

V, =[u, \/K_l |, /A, |..lu, /A, ] ¢ a matriz dos g autovetores multiplicados pela raiz quadrada

dos seus devidos autovalores. Utiliza-se a matriz 'V, no lugar da matriz U, para gerar a

observagdo estimada X ,na mesma unidade de medida da observacgdo original x’

'+, Visto que

/

utilizaram-se os escores padronizados y, .

A estatistica Oy representa a distancia perpendicular entre a batelada futura representada
na sua dimensdo original (isto €, no plano definido pelas ph variaveis originais) e o plano
definido pelos g CPs retidos no modelo. O valor O ¢ comparado aos limites de controle
apresentados na expressao (44) (Jackson & Mudholkar, 1979). Um valor elevado de Oy indica

que a estrutura de correlagdo apresentada pelas variaveis na batelada futura x’, ndo estd de

acordo com a estrutura de correlagdo capturada pelo modelo de referéncia, construido a partir das
m bateladas preliminares bem sucedidas. Neste caso, a exemplo do que foi dito nos processos
continuos, existem indicios de que algum evento atipico, ndo contemplado na distribuicdo de

referéncia, esteja presente no processo.

Novamente utilizando os Graficos de Contribuicdo (secdo 3.4.4), pode-se determinar o
grupo de variaveis que mais contribuiram para o alto residuo gerado e em quais instantes dentro

da batelada o modelo ndo representou satisfatoriamente estas varidveis na observagdo x',. Os

valores (O, referentes as bateladas preliminares x; também sdo comparados aos limites de

controle, para excluir da distribui¢cdo de referéncia uma possivel batelada em que as ph variaveis
tenham apresentado estrutura de correlacdo diferente em relacdo as demais (m-1) bateladas

selecionadas (Primeira fase do controle; ver se¢des 2.2.2.1 e 3.4.3).

Os residuos Qyreferentes a uma batelada futura também podem indicar se alguma varidvel
da processo apresenta desvio acentuado em relacdo a sua trajetéria média. Visto que na
abordagem ACPM, a cada instante /, p variaveis de processo sdo tratadas como / variaveis
distintas (Fig. 29), sabe-se entdo que cada um dos g CPs representam uma combinacao linear de
ph varidveis. Apos obter o modelo de referéncia a partir das m bateladas preliminares, uma
varidvel em determinado instante pode apresentar cargas baixas nos ¢ autovetores u;, indicando

que no referente periodo o processo ¢ bastante estavel (pouca variabilidade das suas fontes de
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variagdo). Desta forma, se uma batelada futura apresentar variabilidade demasiada neste periodo,
o elevado desvio medido na varidvel correspondente ndo sera refletido nos escores y;’s, pois sera
multiplicado por uma coeficiente baixo (carga baixa). No entanto esta observacdo ndo serd bem

descrita pelo modelo ACPM (X, =V y_ ), gerando assim um elevado residuo Q.

Salienta-se novamente que a Unica suposi¢cao necessaria para a utilizagdo dos limites de
controle para as cartas de Hotelling e O [apresentados nas expressdes (40) e (44),
respectivamente], € que as ph variaveis sigam uma distribuicdo Multinormal (neste caso, uma
Normal ph-variada). A exemplo do que foi dito para os processos continuos na se¢do 3.4, esta
suposi¢do ¢ bastante razoavel, visto que se o processo esta sob controle estatistico, as m bateladas
preliminares coletadas representam desvios aleatdrios das varidveis em relacdo as suas trajetorias
médias. Como os CPs sdo combinacdes lineares dessas variaveis, eles também apresentam
flutuagdes aleatorias em torno de suas médias (Horswell & Looney, apud Nomikos &
MacGregor, 1995); desta forma, sdo bem descritos pelo modelo Normal. Por outro lado,
independente da distribuicdo subjacente das ph varidveis iniciais, cada CP pode ser bem
aproximado pelo modelo Normal, pois representam uma soma ponderada de variaveis aleatérias
(ph variaveis); ver teorema do limite central, Mood et al. (1974). Os g CPs seguem entdo uma
distribuicdo aproximadamente Normal g-variada, com vetor de médias 0 (ja que dados originais
foram centrados) e matriz de covariancias amostrais S diagonal (pois os CPs sdo independentes),

de dimensao (¢ x q).

Resumindo o exposto nesta secdo, o monitoramento de um processo em bateladas ¢é
realizado através de amostras x', de bateladas futuras, das quais obtém-se, a partir dos escores
cif’s [expressdo (46)], os escores padronizados y;s’s [expressdo (41)], o devido valor
T qz,f (calculado em fun¢do dos g primeiros CPs retidos no modelo) e o residuo Oy [expressoes
(47), (49) e (48)]. Estes valores sdo comparados com os seus respectivos limites de controle

[expressdes (35), (40) e (44)]. Através da estatistica T, q% » verifica-se se a variabilidade de alguma

das p variaveis em torno das suas médias, em qualquer instante dentro da batelada, estd de acordo

com a distribuicao de referéncia obtida quando apenas causas comuns de varia¢ao incidem sobre

o processo. Um elevado valor T qz , indica que alguma variavel, em algum instante dentro da

batelada, apresentou um desvio significativo em relacdo a sua trajetoria média (provavel presenca
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de causas especiais). Ja através da estatistica Oy, verifica-se a estrutura geral de correlagdo das ph
variaveis dentro da batelada futura estd de acordo com a estrutura de correlagdo capturada no
modelo de referéncia. Um elevado valor Oy indica que o modelo de referéncia (obtido sob a
presenga apenas de causas comuns de variacdo) ndo descreveu satisfatoriamente esta observacao.
Isto sugere a provavel presenca de um evento atipico, ndo incluido no modelo de referéncia,

evidenciando assim novamente a provavel presenca de causas especiais no processo.

4.3- Monitoramento on-line via ACPM

Na secdo acima, foi apresentada a filosofia das cartas de controle via ACMP para
monitoramento de processos por bateladas. Ao final de cada nova batelada, apds o preenchimento

completo do vetor x’,, projeta-se a observagio no plano definido pelos g CPs retidos,

monitorando os escores c¢;/’s , 0 valor T, ¢ o O Desta forma, pode-se verificar se na batelada

em questdo, as p variaveis de processo apresentaram comportamento dentro do padrdo desejado.
No entanto se, por exemplo, algum evento atipico comega a incidir no processo no inicio de uma
batelada (causa especial de variacdo presente), a provavel sinalizacdo sobre a presenca desta
causa especial serd gerada pelas cartas apenas apos a realizagdo completa da batelada, pois os

escores ¢;/'s € o residuo Oy correspondente s6 poderdo ser obtidos quando o vetor x/, estiver

totalmente preenchido; para tanto, € necessario que a batelada esteja terminada, configurando um
monitoramento off-line. Esta batelada certamente estara comprometida e, em conseqiiéncia disto,
o produto obtido estara fora das especificacdes de qualidade. Dependendo do tempo gasto para a
identificagdo e eliminagdo desta causa especial, algumas bateladas seguintes poderdo ainda gerar

um produto final inadequado.

Para minimizar este problema, introduz-se a idéia do monitoramento on-line dos
processos em bateladas. Busca-se uma ferramenta para o monitoramento da trajetéria das p
varidveis de processo a cada instante transcorrido durante a batelada. Em outras palavras, deseja-

se avaliar o comportamento de uma batelada futura a cada nova mensuracdo obtida das p
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variaveis de processo. A questdo ¢: dado que uma nova batelada foi iniciada, como gerar em cada

instante / os escores c;/’s € o correspondente residuo Oy, visto que o vetor x/, serd completado

apenas ao término da batelada (ou seja, ao final do instante /4)?

A primeira estratégia possivel ndo utiliza a ACPM, trabalhando diretamente com as
varidveis originais ao invés dos CPs. Assume-se que as ph varidveis originais envolvidas na
matriz X seguem uma distribuicdo Normal multivariada e obtém-se, para cada instante dentro da
batelada futura, o valor T f referente as p/ variaveis originais mensuradas até o instante / (a cada

!

instante percorrido numa nova batelada, tem-se o vetor x/,

correspondente de dimensao 1 x pl,

para /=1,...,h). Desta forma, verifica-se, a cada instante / transcorrido, se as p/ variaveis
apresentam desvios significativos em torno das suas médias. Em cada instante /, o vetor de
médias amostrais X , de dimensdo 1 x pl, ¢ a matriz de covariancias amostrais S, de dimensdo
pl x pl (distribuicao de referéncia), sdo estimados a partir dos dados obtidos das p/ varidveis nas
m bateladas preliminares analisadas. Esta estratégia ndo ¢ muito aconselhada, pois a cada instante
transcorrido, tem-se um numero maior de variaveis fortemente correlacionadas e colineares (o
que implica redundancias na representacdo do processo), tornando dificil a inversdo da matriz de
covariancias, de dimensdo p/ x pl, para o calculo da estatistica de Hotelling (Kourti &

MacGregor, 1996).

Uma outra estratégia consiste em construir 2 modelos de referéncia via ACPM.

Transcorrido o instante / (/=1,...,h) numa batelada, obtém-se os valores c;/'s T, q% € Oy através

do modelo ACMP, construido a partir dos dados obtidos das p/ varidveis, nas m bateladas
preliminares analisadas. Nesta estratégia, para cada instante /, obtém-se via ACPM os ¢
autovetores u; (cada um de dimensdo p/ x 1) que representam as projecdes das pl/ variaveis
envolvidas no plano definido pelos ¢ CPs retidos. Embora seja o mais adequado, este
procedimento requer um elevado aparato computacional, a menos que a batelada tenha duragao

curta (2 pequeno) e que o nimero p de varidveis de processo envolvidas seja pequeno (Nomikos

& MacGregor, 1995).

A estratégia que sera adotada para o monitoramento de uma batelada futura durante o seu
desenvolvimento, baseia-se no mesmo modelo ACPM de referéncia, utilizado para o

monitoramento off-line. A partir das m bateladas preliminares completadas, usam-se as
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observagdes x',, de dimensdo 1 x ph, para a obtengdo de uma unica distribuigdo de referéncia

para as ph variaveis envolvidas (isto €, para as p varidveis de processo, em /4 instantes

amostrados).

Quando se realiza o monitoramento on-line de uma batelada a partir do modelo ACPM

proposto, deve-se preencher de alguma forma a observagdo x',incompleta, pois necessitam-se

dos g autovetores u; completos (isto €, com dimensdo ph x 1) para que se possa obter a projecao
dos dados da batelada no plano definido pelos CPs. A Fig. 30 ilustra a idéia do monitoramento
on-line de uma batelada futura. Apos transcorrido o /“™ instante da batelada, tem-se a
observacao incompleta, de dimensdo 1 x pl. Assim deve-se estimar ph — pl dados que ainda nao
estdo disponiveis para gerar o vetor de escores parciais €,r, ¢ x 1 (que contém o escore parcial
¢y devido a cada um dos g CPs retidos no modelo ACPM, apds [/ instantes transcorridos na

batelada), o valor T qzl’f de Hotelling e o residuo Q;, cada instante transcorrido.



BATELADAS PRELIMINARES USADAS NA ELABORACAO DO MODELO
REFERENCIA VIA ACPM
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Figura 30. Esquema comparativo das estratégias de monitoramento off-line e on-line via ACPM
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Nomikos & MacGregor (1995) apresentam trés estratégias de preenchimento do vetor

x', para monitoramento on-line da variabilidade das bateladas futuras através dos escores parciais

¢, Estas estratégias serdo apresentadas a seguir. Estes autores também sugerem que o
monitoramento on-/ine do comportamento da batelada através dos residuos O seja feito obtendo,
a cada novo instante / transcorrido, o residuo parcial Q;; calculado apenas em fungdo das
mensuragdes mais recentes acerca das p varidveis de processo envolvidas (mensuragdes obtidas

no ultimo instante / transcorrido na batelada).

Seja x; , =[x ,X, ;] aparte da observacdo x', referente apenas ao instante /,

(=D p+l,fomr

para /=1,...,h. Reescreve-se a expressao (48) da seguinte forma:

pl
Q,= 2, ,—%,), ElL.h, (50)

i=(1-1) p+1

o ra . < .
onde X; =[X, ), s»»X, ] Tepresenta parte da observagdo x', referente ao instante /,

reescrita a partir do modelo de referéncia

X, =U,c, ;. (51)

A matriz U, de dimens@o / x g, contém em suas colunas as cargas dos g autovetores referentes

apenas ao instante / e ¢4y € 0 vetor, g x 1, que contém os escores parciais c¢;’s (referentes aos
CPs retidos). No ultimo instante / transcorrido da batelada, os g escores parciais c¢; sdo obtidos

através da expressio (46), utilizando o vetor x’, completado nos / — [ instantes ndo ocorridos,

segundo algum critério. A estatistica Q;, representa a distancia perpendicular simultanea (isto &,
considerando apenas a realizacdo mais recente das p variaveis de processo) entre uma observacao

X , ph-variada representada na sua dimensdo original (ou seja, no plano pi-dimensional), e a sua

representacdo no plano definido pelos ¢ CPs retidos no modelo. A obtengdo do residuo parcial
Qiy utilizando os dados obtidos no instante / (informagdo mais recente), ao invés dos dados
obtidos nos / instantes percorridos pela batelada, evita possiveis erros de avaliacdo sobre o

comportamento da batelada, associados ao preenchimento do vetor x’,. Dessa forma, obtém-se

uma estatistica mais precisa para detectar a presenca de um evento atipico no processo durante a

batelada.
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4.3.1- Preenchimento antecipado de uma observacao x/

Considere-se um processo quimico por bateladas em que uma nova batelada esteja sendo
monitorada através de medigdes periddicas das p varidveis de processo envolvidas. Dado que /
instantes (para /=1,...,4) foram transcorridos, t€ém-se entdo / medi¢des das p varidveis de processo,

ou seja, uma observagdo x',de dimensdo 1 x pl. Para realizar o monitoramento on-/ine desta

batelada através do modelo ACPM para controle off-line (modelo de referéncia contendo as

trajetorias médias das p variaveis de processo, obtido a partir das m observagdes preliminares x/,,
1 x ph, completas), precisa-se preencher ph — pl dados na observacdo x/,. Para tanto, deve-se

estimar, de alguma forma, os valores referentes as p varidveis nos s — [/ instantes ainda nao
percorridos pela batelada. Trés abordagens surgem como alternativa para resolugdo deste

problema (Nomikos & MacGregor, 1995).

O primeira abordagem consiste em assumir que as p varidveis de processo seguirdo suas

trajetorias médias nos ~ — / instantes futuros da batelada. Desta forma, deve-se preencher a

!

- com ph — pl zeros (pois os dados estdo padronizados, isto €, com média zero €

observagdo x

desvio-padrao unitario); MacGregor & Nomikos, apud Nomikos & MacGregor (1995). Em
outras palavras, assume-se que a batelada em estudo ird transcorrer exatamente dentro do padrao
esperado até o seu término (isto ¢, nos 4 — / instantes restantes). Através deste procedimento,
pode-se detectar rapidamente a possivel presenca de um evento atipico no processo, pois tem-se
uma carta Q;y altamente sensivel. Em contrapartida, os escores ¢,r sd0 poucos sensiveis a
possivel presenca de uma variabilidade acentuada em alguma varidvel de processo,

principalmente no inicio da batelada (Nomikos & MacGregor, 1995).

A segunda abordagem considera que as p variaveis de processo apresentardo, nos 4 — [

instantes restantes, desvios em relacdo as suas trajetérias médias semelhantes aos desvios

lésimo

encontrados no ultimo instante verificado (isto ¢, no instante). Assim, a cada novo instante /

transcorrido, obtém-se as medi¢des padronizadas das p varidveis (cada valor subtraido da média
e dividido pelo desvio-padrao da respectiva varidvel, ambos estimados a partir das m amostras

lésimo

preliminares das varidveis no instante) e substitui-se os dados referentes as 7 — [
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mensuragdes futuras destas varidveis pelos respectivos desvios obtidos no /" instante; Nomikos
& MacGregor (1994). Através deste procedimento, obtém-se uma carta Q;y menos sensivel, se
comparada aquela do primeiro procedimento. Em contrapartida, através dos escores ¢, s pode-se
detectar rapidamente a possivel presenga de variabilidade acentuada na batelada (Nomikos &

MacGregor, 1995).

A terceira abordagem considera que os dados futuros acerca dos /# — / instantes restantes
da batelada, representam valores perdidos (missing values) de uma batelada utilizada na
constru¢cdo do modelo ACPM. Parte-se do principio que os dados restantes seguirdo o padrao
apresentado nos / instantes observados, e que a estrutura de correlagdo das variaveis de processo,
nos 4 — [ instantes restantes, estara de acordo com a estrutura de correlagdo capturada a partir das
m bateladas preliminares. Desta forma, utilizam-se os ¢ autovetores u; (associados aos g CPs
retidos no modelo), considerando apenas as p/ primeiras cargas, associadas as p variaveis de
processo nos / (/=1,...,) instantes transcorridos, para estimar os escores parciais ¢,,. Para o [simo

instante disponivel, projeta-se a observagdo x';, de dimensdo 1 x pl, no plano definido pelos g

CPs retidos, obtendo o vetor ¢ ;s da seguinte forma:
’ “1y77
¢ =WULU ) U X,

onde a matriz Uy, , de dimensdo p/ x g, contém em suas colunas as p/ cargas referentes aos
respectivos autovetores u;, para i=1,...,q. Esta abordagem parece superior as demais abordagens
apresentadas quando mais que 10% da batelada ja tiver transcorrido. No entanto este
procedimento pode gerar escores parciais ¢, com variabilidade acentuada no inicio de uma nova
batelada, pois existe pouca informacao disponivel para realizar as estimativas através do modelo

proposto (Nomikos & MacGregor, 1995).

De uma maneira geral, a escolha da melhor abordagem, dentre as apresentadas acima,
depende das caracteristicas especificas do processo em estudo. Pode-se até mesmo usar mais de
uma abordagem no monitoramento de uma batelada futura, combinando as vantagens

apresentadas em cada método.
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4.3.2- Limites de controle para os escores parciais ¢, e para os residuos Qs

Na secdo 4.2, foram apresentados os limites de controle para os escores ¢, a estatistica

de Hotelling T qz’ ;€ para o residuo Oy, utilizados no monitoramento off-line via ACPM de uma

batelada futura. Evidenciou-se que estes limites eram os mesmos adotados no monitoramento via
ACP de processos continuos (Capitulo 3). No entanto, no monitoramento on-line de uma batelada
futura, os limites de controle utilizados para os escores parciais ¢4y € para o residuo parcial QO
sdo diferentes em relagdo ao monitoramento off-line, pois devem ser obtidos a partir da

distribui¢do de referéncia das p varidveis em cada instante / da batelada.

Sabe-se que cada um dos g escores c; pertencentes ao vetor ¢, s de escores parciais
representa um combinacdo linear de ph varidveis aleatérias, com ph — pl varidveis estimadas
segundo alguma das abordagens apresentadas acima. Desta forma, através do teorema do limite
central, admite-se que a distribuicdo destes escores ¢ bem aproximada pela distribuicdo Normal,

exceto no inicio de uma nova batelada. Neste momento, a maior parte da observagdo x’, estd

sendo estimada de alguma forma, provocando desvios nos referentes escores c;;s’s em relagdo ao
modelo Normal (Nomikos & MacGregor, 1995). Admitindo uma distribui¢do Normal para os
escores, obtém-se os limites de controle para um escore c;;r (para i=1,...,q € [=1,...,h) da seguinte

forma:

LSC=+ Tm_l,a/z Sil 1/(1 +1/m) ,

LIC =- Tm_l,a/z Sil 1,(1 +1/l’l’l) , (52)

onde T,.1 2 representa o percentil de uma distribuicdo de Student, com m-1 graus de liberdade,

correspondente a o de alarme falso adotada. O valor s; representa o desvio-padrdo do escore c;;r

(referente ao “™ instante), estimado a partir dos m escores c;;s, obtidos a partir das m bateladas

preliminares completadas através de alguma das abordagens na se¢do 4.3.1 (ver Fig. 30).
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Na pratica, faz-se 0 monitoramento utilizando os escores padronizados. Assim, dado uma

observacdo futura x’',, cada escore c;;+ (pertencente ao vetor ¢,; ) € subtraido de sua média (que
[ f qlLf

¢ zero) e dividido pelo seu desvio-padrao [si4/(1+1/m)] . Os limites de controle para o escore

padronizado

C. ,
il,f (53)

Yy = W,

com ¢, , =u;x, [expressdo (46) utilizando a batelada x', completada através de algum critério]

sdo dados por:

LSC=+Tp102 ,
LC=0,
LIC=- Tm—l,(x/z . (54)

Para manter a probabilidade de alarme falso proxima de o, obtém-se os limites de controle para
cada uma das ¢ cartas substituindo a/2 por o/2q (limites de Bonferroni, se¢do 2.2.7.1), na

expressao (48).

Os valores parciais T, (j, ,de Hotelling sdo calculados, através da expressédo (47), em fungéo

dos escores parciais ¢y, ao invés dos escores padronizados y,, [expressdo (41)] ou yur

[expressdo (53)], isto €

7 c2
2 il,f
Tq,,f_; - (55)

i

Isto ocorre pelo fato de que a estatistica de Hotelling utiliza a matriz de covariancias estimadas
em fungdo de m bateladas preliminares completas. Escrevendo esta estatistica em fung¢do dos ¢
CPs, sabe-se que a referente matriz de covariancias ¢ diagonal com A; representando a varidncia
estimada do ™ CP. Desta forma, o desvio-padrdao do i#m° CP, estimado através das m

65imo

bateladas preliminares completadas bem sucedidas, ¢ dado por \/k_l (raiz quadrada do i
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autovalor). Em contrapartida, quando se utiliza os valores parciais 7 ,, obtidos em fungdo dos

ql.f >

escores parciais ¢, , 0 desvio-padrao do "’ CP estimado através das m bateladas preliminares

consideradas até o [“™ instante (/=1,...,h) é dado por si+/(1+1/m) . Desta forma, obtém-se os

2 ~ . . .
valores 7, ,em fung@o dos escores originais €y .

Os limites de controle usados na carta de Hotelling em fungdo dos escores parciais ¢4 ¢
sd0 os mesmos utilizados no monitoramento off-line, sendo assim obtidos através da expressao

(40).

Os limites de controle apresentados na expressdo (44), utilizados no monitoramento
off-line dos residuos Oy [expressdo (48)], foram derivados da distribui¢do das formas quadrdticas
(Jackson & Mudholkar, 1979). Sob suposicdo de uma distribui¢do Normal multivariada para as
ph variaveis envolvidas na batelada (p variaveis em /4 instantes distintos), obtém-se os limites de
controle aproximados para a estatistica Oy baseados nesta distribuicdo. Os limites de controle
utilizados no monitoramento on-/ine dos residuos parciais O, também baseiam-se nos resultados
obtidos da distribuicdo das formas quadraticas. No entanto, supondo distribui¢do Normal
multivariada das ph varidveis envolvidas, a distribuicdo dos residuos parciais Q;, em cada
instante /, € bem aproximada pela distribuicao do Qui-Quadrado ponderada; Box, apud Nomikos
& MacGregor (1995). Desta forma, os limites de controle para a carta Q;r, para /=1,...,h, sd30 os

seguintes:
LSC= axj,b ,
LC=0,

onde y j’b representa o percentil de uma distribuicao do Qui-Quadrado, com b graus de liberdade

e parametro de ponderagdo a, correspomdente a probabilidade o de alarme falso adotada. Os
pardmetros a € b sdo obtidos a partir dos autovetores da matriz 2y de covariancias das ph

variaveis originais envolvidas. Entretanto existe uma maneira simples de estimar estes

parimetros, combinando o 1° e 2° momentos da distribuigdo ay_, e da distribuigdo amostral dos

residuos parciais Qi (k=1,...,m), referentes ao [“" instante das m bateladas preliminares

(distribuicdao de referéncia ilustrada na Fig. 30). A distribuicdo axj,b possui média u = ab e
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v A . 2 2 ~ . . N ’ 4. ‘A .
variancia 6° = a’b. Estes valores sdo igualados respectivamente a média w e variancia v dos
residuos parciais Q;;, obtidos em cada instante /. Desta forma, os limites de controle para a carta

QO;assumem a seguinte configuracao (Nomikos & MacGregor, 1995):

LSC= 242 :

2W o, 2w’ /v
LC=0. (56)

Salienta-se que os valores de a e b, estimados em cada instante, trazem informacao sobre
a natureza da distribuicdo dos residuos parciais Q;; durante as m bateladas preliminares
conformes amostradas. Valores estimados baixos para b (isto ¢, limites de controle Qui-Quadrado
estreitos na carta dos residuos parciais) indicam que, nos instantes correspondentes, a distribuicao
estd dominada pela elevada variabilidade apresentada por algumas varidveis de processo em
torno de suas trajetorias médias, refletida na variabilidade acentuada dos escores ¢, (limites de
controle alargados das cartas para os escores). Em contrapartida, valores estimados elevados para
b (limites de controle Qui-Quadrado alargados) ocorrem em periodos mais estaveis dentro das
bateladas (isto €, pouca variagdo nos escores ¢, ); nestes instantes, pequenos desvios nas
variaveis em torno das suas trajetorias refletem diretamente nos residuos Q;; correspondentes. O
valor a ¢ utilizado apenas para obter os limites de controle aproximados da distribui¢cdo do Qui-

Quadrado em fung¢ao dos residuos parciais.

Em algumas situacdes, dispde-se de um numero m reduzido de bateladas preliminares na
distribui¢do de referéncia, acarretando uma variabilidade acentuada dos limites de controle para
0s escores parciais e residuos parciais, devido ao pequeno numero de observagdes na distribuicao
de referéncia. No entanto, num processo em bateladas, durante o transcurso de uma batelada
conforme as p varidveis de processo geralmente ndo apresentam mudangas bruscas nas suas
trajetorias médias em instantes proximos. Para tratar tal problema, sugere-se que os limites de
controle para ¢,y € (O, sejam estimados ndo apenas em fungdo dos m valores ¢y x € Qur

Zésimo

disponiveis no instante, mas também em fun¢do dos valores disponiveis em instantes

imediatamente anteriores e posteriores (Nomikos & MacGregor, 1995). Desta forma, obtém-se
limites de controle mais estaveis em cada instante. Por exemplo, pode-se obter os limites de

Zésimo

controle para os valores parciais ¢, s € Q;rno instante, considerando os valores parciais ¢y

e QOur obtidos no instante / e nos 2 instantes anteriores e posteriores. Neste caso, utilizando uma
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janela movel de 5 instantes, calcula-se, em cada instante /, os limites de controle para os escores

e residuos em funcdo de 5m valores parciais.

Realiza-se, entdo, o monitoramento on-line de uma batelada futura obtendo os escores

parciais ¢, [expressdo (46) com x', completado através de algum critério], e, comparando, a

cada instante / transcorrido, os referentes g escores padronizados parciais y,;; 0 valor T, j , de

Hotelling e o residuo parcial O, calculados [expressdes (53), (55) e (50), respectivamente], com

os respectivos limites de controle apresentados nas expressoes (54), (40) e (56). Um elevado

valor de T q’if indica que a variabilidade apresentada na batelada, no instante /, estd além do

esperado. Através das cartas de controle para os g escores parciais y,r € dos Gréaficos de
Contribuicdo (se¢do 3.4.4), pode-se buscar um diagnostico para este sinal, determinando quais as
variaveis que, naquele instante, apresentam desvios significativos em relagdo as suas trajetorias
médias. Um alto residuo Q; indica que o modelo ACPM ndo estd mais descrevendo
satisfatoriamente a estrutura de correlagdo das p variaveis de processo, no /“™ instante, o que
indica a provavel presenga de um evento atipico no processo. Novamente, através dos Graficos
de Contribui¢do, busca-se diagnosticar este sinal determinando o grupo de varidveis que mais

contribuiram para o residuo elevado encontrado.

4.3.3- Controle do erro tipo I (probabilidade de alarme falso) no monitoramento on-line

Um questdo importante no monitoramento on-line ¢ estabelecer o valor adequado para o

erro tipo 1. Dada uma nova observagdo x., em cada instante, os g escores parciais

Coir = [Clifsees Cifyeens Cqir]’, € 08 Tesiduos Qg seguem uma distribui¢@o subjacente distinta, através
da qual os respectivos limites de controle sdo obtidos. Considerando-se apenas um instante /,
admite-se que a probabilidade de alarme falso associada as cartas de controle para ¢,y € Q) seja
a.. No entanto, quando monitora-se uma batelada obtendo-se os valores ¢,y € O;y em / instantes

sucessivos, nao ¢ correto admitir que o represente a chance total de que uma determinada carta
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gere um alarme falso durante a realizacdo completa da referente batelada (ver Montgomery,

1996; Rencher, 1995, entre outros).

Admitindo-se que os 4 valores parciais obtidos de uma batelada representam medi¢des de
variaveis independentes, entdo 1-(1-0)" representa a probabilidade total de alarme falso associada
a respectiva carta de controle. Entretanto, como essa suposi¢do ndo ¢ verdadeira, a efetiva
probabilidade total de alarme falso s6 poderia ser encontrada conhecendo-se a distribuicao
conjunta de ¢, e O;, em relagdo a todos os instantes verificados, o que ndo €, via de regra, o

Caso.

Assim, visando obter uma medida global de erro tipo I mais apropriada para as cartas de
controle dos valores parciais ¢,y € Q;r, adota-se um procedimento que utiliza os escores parciais

€1k = [ClioesCiker-sCqi ] © Qi Obtidos a partir das m bateladas preliminares conformes, utilizadas
na distribui¢do de referéncia das varidveis de processo (Fig. 30). Em cada instante / (para

I=1,...,h), compara-se os valores parciais ¢, s (referentes ao vetor x| /» preenchido de acordo com

algum critério) e QO (para k=1,...,m) com os respectivos limites de controle [expressdes (52) e
(56)], conta-se a freqiiéncia de valores além dos limites de controle, e divide-se o total obtido
pelo nimero mh total de valores. Os resultados obtidos representam estimativas da probabilidade
de alarme falso para as g cartas de controle, referentes aos escores parciais ¢, ; € para a carta de
controle dos residuos parciais ;. O erro total tipo I para a carta dos residuos parciais estimado
através deste critério estd proximo do valor nominal o, tanto para a=5%, quanto para a=1%
(valores de significancia mais utilizados na pratica). Em relagdo aos g escores c;s as
probabilidades de alarme falso associadas as cartas de controle estdo proximas do valor nominal

a, quando a=5%, porém, e afastadas, quando adota-se a=1% (Nomikos & MacGregor, 1995).



CAPITULO 5

5- ESTUDO DE CASO

5.1 — Apresentacao do Exemplo

Neste capitulo, sera realizada uma aplicagdo da ACPM no monitoramento de uma
operacdo em batelada integrante do sub-processo de fabricacdo de borracha para cobertura de
pneus. Para tanto, dispde-se de dados que descrevem as trajetérias de duas varidveis desta
operacdo: Energia Integrada (X,) ¢ Temperatura da massa (X,), durante 22 bateladas completas.
Em cada batelada, foram obtidas medi¢Oes simultaneas de ambas as variaveis, em intervalos fixos
de 20 segundos, durante 5 minutos (tempo de duracdo das bateladas), perfazendo um total de 15

medic¢oes consecutivas de cada variavel.

Através das Fig. 31 e 32, pode-se observar, respectivamente, as trajetorias das variaveis

X e X, nas 22 bateladas preliminares disponiveis. Ressalta-se que para aplicar a ACPM, deve-se
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considerar, em cada instante, cada uma das duas varidveis de processo envolvidas como sendo
uma variavel aleatéria distinta. Como cada variavel possui 15 replicacdes dentro da batelada,
tem-se entdo 30 varidveis fortemente correlacionadas. Aplicando a ACP nestas variaveis, captura-
se, a partir das trajetorias descritas nas Fig. 31 e 32, a estrutura de correlagdo e autocorrelacio
dessas variaveis ao longo das bateladas preliminares bem sucedidas, obtendo assim a trajetoria

média de cada variavel.

25
20

n

3

S 15

>

=

= 10

==}

S
5
0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
INSTANTES

Figura 31. Trajetorias da variavel X| observadas em 15 instantes, nas 22 bateladas preliminares.
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Figura 32. Trajetorias da variavel X, observadas em 15 instantes, nas 22 bateladas preliminares.

5.2 — Construcgdo do modelo ACPM de referéncia

Aplicando a idéia do CEP tradicional, na Primeira fase do controle, deve-se usar a ACPM
para selecionar a distribui¢do de referéncia para as varidveis envolvidas, isto €, encontrar as
bateladas nas quais as varidveis X; e X, apresentam variabilidade em torno das suas trajetorias

médias devido apenas a causas comuns de variacao.

Inicialmente, tem-se entdo a matriz X, m x p x h, tridimensional (22 bateladas x 2

variaveis x 15 instantes) que ¢ desdobrada na matriz X, m x ph, bidimensional (22 bateladas x 30

variaveis). Cada linha da matriz X contém uma observagdo X, que representa a realizagdo

completa das variaveis X; e X, na batelada k£ (k=1,...,m).

Apos a padronizacdo dos dados da matriz X (se¢des 3.4.1 e 2.1.2), selecionam-se a partir

do critério da validagdo cruzada (se¢do 3.4.2.2) os quatro primeiros CPs. Considera-se entdo que
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estes CPs oferecem uma caracterizagdao suficiente da estrutura de correlagdo das 30 variaveis

envolvidas (ou seja, das variaveis X; e X> nos quinze instantes).

Utilizando as expressdes (28), (29) e (30) calculam-se entdo os quatro maiores autovalores
(M1, A, A3 € A4) e 0s autovetores associados (uj, uy, u3 € uy). Estes autovalores explicam juntos
96% da variabilidade existente nos dados preliminares. A partir das expressdes (46) e (41),

obtém-se os escores y;x (Vi.k Va.k-V3x € Vai) para cada uma das 22 bateladas preliminares.

Calculado o valor da estatistica de Hotelling [expressao (47)] em relacao as 22 bateladas,
e o limite de controle LSC através da expressdo (39), obtém-se entdo a carta de Hotelling, em
relacdo aos quatro CPs retidos, ilustrada na Fig. 33. Observa-se que as bateladas 6, 21 e 22
apresentam escores acima do LSC (pontos vermelhos). Isto indica que, a partir da projecdo destas
bateladas no plano definido pelos quatro CPs, existem evidéncias de que a variacao ocorrida nas
variaveis de processo, nestas bateladas, esteve acima do tolerado, dado que apenas causas
comuns estdo presentes no processo. Em outras palavras, deve-se entender que, nestas bateladas,
as trajetorias das varidveis X; e/ou X, tiveram variabilidade acentuada, apresentando desvios

significativos em relagdo as suas respectivas trajetorias conforme dadas pela distribuicao de

referéncia.
CARTA DE HOTELLING
(Primeira Fase)
20
[ ]
15 A
wn
= °
S 10 4 [
8 L
= 5 | o o
° o o o o .
0 ° o ° M S Y * o
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
BATELADAS

Figura 33. Carta de Hotelling em relagdo as 22 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% (0=5%).
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Através da carta Q ilustrada na Fig. 34 [expressOes (49) e (48)], observa-se que as
bateladas 9 e 19, embora dentro do padrdo na carta de Hotelling, apresentam escores acima do
LSC [expressdo (44)]. Estes residuos significativos indicam que o modelo construido em funcao
dos quatro primeiros CPs ndo oferece uma representacdo suficiente do comportamento das
variaveis envolvidas dentro das bateladas 9 e 19. Dessa forma, existem evidéncias de que algum
evento incomum ocorreu no processo durante essas bateladas ou de que as varidveis X; e/ou X,
apresentaram variabilidade acentuada num determinado instante onde existe pouca variabilidade

no processo. Esta Ultima situacdo faz com que desvios acentuados sejam multiplicados por

autovalores com cargas baixas, gerando assim um valor 7, ndo significativo (ver se¢io 4.2).

CARTA PARA OS RESIDUOS

ESCORES
O =2 N W N OO N

°
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 141516 17 18 19 20 21 22 23
BATELADAS

Figura 34. Carta Q em relagdo as 22 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(0=5%).

Apos esta analise, considera-se que o processo esteve fora de controle estatistico durante a
realizacdo das bateladas 6, 9, 19, 21 e 22, pois estas bateladas ndo representam o padrdo de
variagao das variaveis X; e X,. Assim, essas bateladas serdo excluidas da distribuicao de
referéncia por ndo caracterizarem suficientemente a estrutura de correlagdo e autocorrelagio das

duas variaveis envolvidas.

Realiza-se novamente a ACP na matriz X, de dimensao 17 x 30, de dados referentes as

17 bateladas preliminares restantes (com os dados novamente padronizados). Obtém-se
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novamente os quatro maiores autovalores e autovetores associados. Salienta-se que estes

autovalores reunidos explicam 94% da variabilidade existente nos dados preliminares.

A partir da carta de Hotelling ilustrada na Fig. 35, observa-se que a batelada 15 apresenta
escore acima de LSC. Conclui-se que esta batelada também apresentou variabilidade acima do

tolerado, dado que apenas causas comuns de variagao incidiam sobre o processo.

CARTA DE HOTELLING
(Primeira Fase)

ESCORES
o
°

) (] °
01 2 3 456 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23

BATELADAS

Figura 35. Carta de Hotelling em relagdo as 17 bateladas preliminares; LSC obtido com
significancia de 5% (a=5%).

Observando a Fig. 36, conclui-se que nenhuma das 17 bateladas restantes apresenta
residuos significativos. Dessa forma, retira-se a batelada 15 da distribuicdo de referéncia e

procede-se novamente a ACP em relagdo as 16 bateladas restantes (dados padronizados).
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CARTA PARA OS RESIDUOS
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012 3 456 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23
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Figura 36. Carta O em relagdo as 17 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(a=5%).

Mais uma vez, retém-se quatro CPs para compor a distribui¢@o de referéncia; estes CPs
explicam 93% da variabilidade existente nos dados preliminares. A partir da carta de Hotelling
ilustrada na Fig. 37, observa-se que a batelada 13 apresentou variabilidade acima do tolerado,
devendo assim também ser descartada. Ja a carta Q ilustrada na Fig. 38 ndo fornece residuos

significativos em relacdo a estas bateladas.

CARTA DE HOTELLING
(Primeira Fase)

ESCORES

o N A~ OO 00 O

012 3 456 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23
BATELADAS

Figura 37. Carta de Hotelling em relacéio as 16 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% (0=5%).
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CARTA PARA OS RESIDUOS

ESCORES

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23
BATELADAS

Figura 38. Carta O emrelagdo as 16 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(a=5%).

Finalmente, aplicando a ACP na matriz X, de dimensao 15 x 30, de dados padronizados
referentes as 15 bateladas preliminares restantes, observa-se através da carta de Hotelling
(Fig. 39) e da carta O (Fig. 40) que nenhuma das bateladas apresentou variabilidade ou residuo

acima do tolerado.

CARTA DE HOTELLING
(Primeira Fase)

ESCORES
oOCaAaNMWAROON®

01 2 3 456 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23
BATELADAS

Figura 39. Carta de Hotelling em relagdo as 15 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% (0=5%).
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CARTA PARA OS RESIDUOS
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122 23

Figura 40. Carta Q em relagdo as 15 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia de 5%
(a=5%).

Conclui-se que estas 15 bateladas oferecem uma caracterizacao satisfatéria da distribui¢ao
de referéncia das 30 varidveis de processo, isto €, apresentam as trajetérias padrao das variaveis
X1 e X,. Observando as Fig. 41 e 42, constata-se que nas 15 bateladas retidas, as variaveis
apresentam trajetorias consistentes se comparadas as suas respectivas trajetorias descritas nas 22

bateladas iniciais (Fig. 31 e 32).

Os quatro primeiros autovalores (A, Ay, Az € A4) € 0s autovetores associados (uj, up, us €
uy), obtidos a partir das 15 bateladas com varidveis apresentadas nas Fig. 41 e 42, serdo usados
no monitoramento de futuras bateladas deste processo (Segunda fase). Deve-se entender que as
cargas destes autovetores refletem a estrutura de correlagdo e autocorrelagdo das varidveis X; e X,
no processo sob controle estatistico, compondo assim o modelo ACPM de referéncia [expressoes
(45) e (49)]. Ressalta-se que os quatro autovalores obtidos explicam, em conjunto, 92,6% da

variabilidade existente nos dados preliminares.
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Figura 41. Trajetoria-padrdo da varidvel X; observadas em 15 instantes, durante 15 bateladas
preliminares.
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Figura 42. Trajetoria-padrdo da variavel X, observadas em 15 instantes, durante 15 bateladas
preliminares.

Nesta fase, os limites de controle LSC para as carta de Hotelling e para a carta Q
[expressdes (47) e (48)] sdo obtidos respectivamente através das expressoes (40) e (44) (Fig. 43 e
44). Destaca-se que o modelo ACPM de referéncia foi obtido apenas na quarta triagem. Isto

ocorreu porque algumas bateladas apresentaram variabilidade muito além do padrdo observado
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nas bateladas restantes (observar Fig. 31 e 32). Em outras palavras, deve-se entender que as
variaveis X; e X, apresentaram trajetorias muito discrepantes em relacdo as suas respectivas
trajetorias, conforme observadas nas demais bateladas observadas. Esta variabilidade acentuada
gera um LSC elevado para a carta de Hotelling, fazendo com que uma determinada batelada com
variabilidade nao tdo acentuada mais ainda indesejavel nao apresente escore acima deste limite.
Na medida em que as bateladas com variabilidade mais elevada vao sendo descartadas, os LSC
subseqiientes assumem valores menores, tornando assim a carta de Hotelling mais sensivel diante

de uma batelada com variabilidade ainda significativa.

5.3 - Monitoramento off-line de uma batelada futura

Na Primeira fase do monitoramento, 7 bateladas foram excluidas para obtengdo da
distribuicdo de referéncia das varidveis X; e X,. Admite-se agora que uma das bateladas
descartadas seja uma batelada futura. Considere-se, por exemplo, a batelada 6 como sendo uma
nova batelada recém finalizada. O modelo ACPM, construido em fung¢dao de 15 bateladas
preliminares, sera entdo utilizado para monitorar a variabilidade apresentada nesta batelada. Dado
que existem 15 bateladas na distribuicdo de referéncia e assumindo que a batelada 6 ¢ a primeira

batelada obtida na fase de controle, esta serd assim representada por batelada 16.

Projetando a observagdo x;, no plano definido pelos quatro primeiros CPs, observa-se

através da carta de Hotelling e a carta O (Fig. 43 e 44, respectivamente) que a referente batelada

apresentou variabilidade e residuo além do tolerando (isto €, T, 42,16 > LSC e Q16 > LSC). Conclui-

se que as varidveis apresentaram desvios acentuados em relacdo as suas trajetdrias médias
durante a batelada. Existem também evidéncias de que algum evento incomum esteve presente no
processo devido ao elevado residuo obtido. Dessa forma, essa batelada ¢ considerada nao

conforme.
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Figura 43. Carta de Hotelling construida a partir de 15 bateladas preliminares; LSC obtido com
significancia de 5% ( 0=5%); nova baletada observada no processo (batelada 76).
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BATELADAS

Figura 44. Carta Q construida a partir de 15 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% ( a=5%); nova baletada observada no processo (batelada /6).

Observando as cartas individuais para os CPs (Fig. 45, 46, 47 ¢ 48), pode-se notar que os
escores padronizados referentes ao primeiro e ao quarto CPs [y116 € ya16 Obtidos através da

expressoes (46) e (41)] estdo além dos limites de controle da carta [expressao (35)]. Assim, deve-
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se concentrar esforcos nestes CPs na busca de um diagnoéstico para o sinal de processo fora de

controle, gerado a partir da carta de Hotelling.

CARTA DE SHEWHART PARA CP1

BATELADAS

Figura 45. Carta de Shewhart para o primeiro Componente Principal; LIC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova batelada
observada no processo (batelada 76).

CARTA DE SHEWHART PARA CP2

BATELADAS

Figura 46. Carta de Shewhart para o segundo Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova batelada
observada no processo (batelada /6).
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CARTA DE SHEWHART PARA CP3

BATELADAS

Figura 47. Carta de Shewhart para o terceiro Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova batelada
observada no processo (batelada 6).

CARTA DE SHEWHART PARA CP4

BATELADAS

Figura 48. Carta de Shewhart para o quarto Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); nova batelada
observada no processo (batelada 6).

Deseja-se saber quais variaveis contribuiram mais efetivamente para a ocorréncia dos
altos valores de y;.16, ya16€ de Q6. O objetivo € buscar um diagnéstico para estes sinais, isto €,

encontrar a causa que levou o processo a sair do seu estado de controle. A rapida detec¢ao da
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causa especial, seguida da devida acdo corretiva, pode evitar que bateladas subseqiientes ainda

apresentem variabilidade indesejada.

A Fig. 49 ilustra as contribui¢cdes conjuntas das 30 varidveis de processo para os valores
significativos de y| 16 € ya 16 encontrados na batelada /6. Nota-se que as variaveis 12, 14, 15, 16,
17 e 18 apresentaram as maiores contribui¢cdes. Na verdade, como estas variaveis representam
replicagdes das duas variaveis de processo (X; e X;) durante a batelada, deve-se entender que as
variaveis 15 e 17 representam afericdes da varidvel X; nos instantes 8 e 9, respectivamente,
dentro da batelada. De maneira andloga, entende-se que as varidveis 12, 14, 16 e 18 representam
aferigdes da varidvel X, nos instantes 6, 7, 8 e 9, respectivamente. Dessa forma, deve-se
concentrar esfor¢os nestas variaveis dentro destes periodos na busca de uma causa para os valores

elevados encontrados nos escores correspondentes.

CONTRIBUIGOES PARA y1 E y4
(Batelada 16)

15

VARIAVEIS

Figura 49. Contribui¢des conjuntas das 30 variaveis de processo para os escores y; (CPy) e y4 (CPy);
batelada /6.

A Fig. 50 apresenta também as contribuicdes das 30 varidveis de processo para o valor
significativo de O;¢ encontrado na batelada /6. Nota-se que as variaveis 1, 9, 11 e 18 apresentam
as maiores contribui¢des. Analogamente, conclui-se que o modelo ACPM de referéncia
construido em fung¢do dos quatro primeiros CPs gerou um elevado residuo para a varidvel Xjnos

instantes 1, 5 ¢ 6. Da mesma forma, entende-se que o modelo gerou um residuo elevado para a
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variavel X, no instante 9. Deve-se, entdo, também concentrar esfor¢os nestas variaveis, durante

estes periodos, na busca de uma causa para o alto residuo encontrado.

CONTRIBUIGOES PARA Q
(Batelada 16)

VARIAVEIS

Figura 50. Contribui¢do das 30 variaveis de processo para o valor Q; batelada /6.

5.3 - Monitoramento on-line de uma batelada futura

Na secdo anterior, utilizou-se o modelo ACPM de referéncia para o monitoramento
off-line da batelada 16. Apds finalizada a batelada, os valores de y; 16, ¥2.16, V3.16, Va.16 [€Xpressoes
(46) e (41)], T 4%16 [expressdo (47)] e Q6 [expressoes (49) e (48), foram comparados com os seus
respectivos limites de controle. Através dos Graficos de Contribui¢do, buscou-se a obtencdo de
um diagndstico para as possiveis causas para a variabilidade acentuada encontrada nas variaveis
X1 e X,. Nesta secdo, apresenta-se o monitoramento on-l/ine da batelada /6. Dessa forma, a partir

do modelo ACPM, obtém-se a cada novo instante / transcorrido na batelada, os valores parciais

V116, Y2116, V316, Vai1e [expressoes (46) e (53)], Tfm [expressdo (55)] e O;16, para I=1,...,15,
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[expressdes (51) e (50)], e compara-se este valores em relacao aos seus respectivos limites de

controle.

E importante destacar que a batelada /6 sera projetada no plano definido pelos quatro

primeiros CPs, realizando-se o preenchimento gradativo da referente observagdo x|, através do

segundo critério apresentado na se¢do 4.3.1. Calcula-se, entdo, os escores ciz16, 21,16, C31,16, C4l16

[expressdo (46)], completando-se o vetor X;, com os resultados padronizados de X; e X, obtidos

no ultimo instante transcorrido na batelada.

A Fig. 51 apresenta os valores parciais da estatistica de Hotelling obtidos a cada instante

dentro da batelada /6 [expressao (55)] e o LSC da carta [expressdo (40)]. Observa-se que, a partir

do instante 4, a batelada comega a apresentar uma variabilidade significativa (isto ¢, T, > LSC,

para [ > 4). Deve-se entender que a partir deste instante as trajetorias das variaveis X; e/ou X;

comegam a apresentar desvios significativos em relacao as suas respectivas trajetorias médias.

CARTA DE HOTELLING
(Batelada 16)

ESCORES

O = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

INSTANTES

Figura 51. Carta de Hotelling construida a partir de 15 bateladas preliminares; LSC obtido com
significancia de 5% ( @=5%); monitoramento on-/ine em 15 instantes da nova baletada observada
no processo (batelada 76).

As Fig. 52, 53, 54 ¢ 55 apresentam, respectivamente, as cartas de Shewhart para os quatro

CPs retidos. Observa-se que a partir do instante 4 os escores padronizados referentes ao primeiro
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e ao quarto CPs [yi4,16 © V44,16 Obtidos através da expressdes (46) e (53)] apresentam valores
inferiores ao LIC e superiores ao LSC, respectivamente [expressdo (54)]. Isto indica que os
valores parciais significativos encontrados na carta de Hotelling sdo reflexo dos escores elevados
encontrados nestes CPs. Deve-se entender que, a partir do instante 4, a variabilidade demasiada
verificada na batelada foi provocada pelas fontes de variabilidade do processo descritas por estes
CPs. Concentram-se esforgos nestes CPs na busca de um diagnostico on-line para o sinal de

processo fora de controle, gerado a partir deste instante pela carta de Hotelling.

CARTA DE SHEWHART PARA CP1
(Batelada 16)
6
4 - [
2 -
yl 0 e T T T T T T T
50 2 , 4 6 8 10 12 14 16
-4 - ® o o o e © © o o o
[ J
-6
INSTANTES

Figura 52. Carta de Shewhart para o primeiro Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); monitoramento
on-line em 15 instantes da nova baletada observada no processo (batelada /6).



CARTA DE SHEWHART PARA CP2
(Batelada 16)

INSTANTES

Figura 53. Carta de Shewhart para o segundo Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); monitoramento
on-line em 15 instantes da nova baletada observada no processo (batelada /6).

CARTA DE SHEWHART PARA CP3
(Batelada 16)

INSTANTES

Figura 54. Carta de Shewhart para o terceiro Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); monitoramento
on-line em 15 instantes da nova baletada observada no processo (batelada 76).

153
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CARTA DE SHEWHART PARA CP4
(Batelada 16)

INSTANTES

Figura 55. Carta de Shewhart para o quarto Componente Principal; LSC e LIC calculados com
significancia de 5%, utilizando o critério de Bonferroni (limites de Bonferroni); monitoramento
on-line em 15 instantes da nova baletada observada no processo (batelada /6).

A Fig. 56 apresenta as contribuicdes conjuntas das variaveis X; e X, para os valores
significativos de Y1416 € Va4 16. Estes valores sdo encontrados utilizando a expressdo descrita na
secdo 3.4.4, considerando apenas as cargas dos autovetores u; e uy referentes as variaveis X e X,
no instante 4 (isto ¢, u; 7€ u;g para uj, € us7 € Usg para uy). Nota-se que a varidvel X; apresenta
maior contribuicdo em relagdo a varidvel X,. Dessa forma, deve-se, a partir deste momento,
concentrar esforcos nesta varidvel na busca de uma causa para os valores elevados encontrados

nos referentes escores parciais.
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CONTRIBUIGOES PARA y1 e y4
(Batelada 16)

0,4
0,3 -
0,2 -
0,1 -
0 |
1 2
VARIAVEIS
(Instante 4)

Figura 56. Contribui¢des conjuntas das variaveis X| e X, no instante 4 da batelada /6,para os escores
parciais yiz,16 € Yaz,16-

A Fig. 57 apresenta os residuos parciais Q16 obtidos a cada instante dentro da batelada /6
[expressoes (51) e (50)] e o LSC da carta [expressdo (56)]. Observa-se que no instante 2 a
batelada comega a apresentar um residuo significativo (ou seja, 0216 > LSC, para 2 </ < 11).
Conclui-se que, a partir deste instante, 0 modelo ACPM de referéncia construido em funcao dos
quatro primeiros CPs ndo esta descrevendo suficientemente o comportamento das varidveis X e

X3, dentro da batelada /6.
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CARTA PARA OS RESIDUOS
(Batelada 16)
3
% 2 ° ® °
[~
8 o
[ ]
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
INSTANTES

Figura 57. Carta Q construida a partir de 15 bateladas preliminares; LSC obtido com significancia
de 5% ( 0=5%); monitoramento on-/ine em 15 instantes da nova baletada observada no processo
(batelada 16).

A Fig. 58 apresenta as contribuicdes conjuntas das varidveis X; e X, para o valor
significativo de (0»1¢ (secdo 3.4.4). Estas contribuicdes sdo obtidas a partir do célculo das

diferengas x;,, —x,,, para a variavel X;, e x;,,—Xx,,, para a variavel X;. Observa-se que a

variavel X, apresenta maior contribuicdo em relacao a variavel X;. Isto indica que, no instante 2
da batelada /6, o modelo ACPM de referéncia nao esta descrevendo de maneira suficiente o
comportamento da variavel X,, principalmente. Em conseqiiéncia disto, deve-se, a partir deste
momento, concentrar esforcos nesta variavel na busca de uma causa para o residuo parcial

elevado encontrado.
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CONTRIBUICOES PARA Q
(Batelada 16)

-0,1 - 1
0,2 -
0,3 -
0,4 -
0,5 -
0,6 -
0,7 -
-0,8

VARIAVEIS
(Instante 2)

Figura 58. Contribui¢des conjuntas das variaveis X; e X5, no instante 2 da batelada /6, para o residuo
parcial O, 6.

5.4 — Consideracoes finais

E importante destacar, inicialmente, que as 22 bateladas disponiveis no processo
apresentado neste capitulo foram consideradas conformes a partir da realizacdo a posteriori de
uma analise laboratorial. Em outras palavras, deve-se entender que estas bateladas geraram um
produto final dentro das especificagdes de qualidade ¥ (ver Fig. 26). Em contrapartida,
analisando os dados acerca das duas varidveis de processo envolvidas (dados da matriz X) através
da abordagem ACPM, observou-se que 7 bateladas apresentaram variagdo demasiada nas
trajetorias destas variaveis, sendo, assim, excluidas do modelo ACPM de referéncia. Isto ocorre
pelo fato de que em processos quimicos ¢ dificil se obter, através das varidveis ¥, uma
caracterizagdo completa da qualidade do produto final. A andlise ACPM considera aspectos da
qualidade que ndo refletem em tais varidveis, fornecendo informacgdes adicionais sobre a

qualidade do produto final. Combinando os resultados obtidos da andlise das varidveis ¥ e os



158

resultados obtidos na analise ACPM das variaveis X, obtém-se, assim, uma caracterizacdo mais
precisa da qualidade do produto final. Dessa forma, bateladas que apresentam, através da anélise
ACPM, variacdo demasiada nas variaveis de processo e/ou produto final com qualidade fora das
especificagdes, devem ser excluidas do modelo ACPM de referéncia para o monitoramento do

desempenho de bateladas futuras.

Ressalta-se também que a abordagem ACPM nao ¢ um modelo de causa e efeito. Quando
uma causa especial de variacdo ¢ sinalizada através do monitoramento on-/ine de uma batelada
futura, isto significa que, neste momento, a estrutura de correlacdo das variaveis de processo nao
esta de acordo com a estrutura de correlagdo padrdo. Apenas reajustando de forma deliberada as
variaveis afetadas, fazendo com que o modelo gere nos instantes seguintes escores parciais ;s
e/ou os residuos parciais Q;y dentro dos limites de controle, ndo garante que o produto final
obtido esteja dentro dos padrdes de qualidade. Em outras palavras, dada a estrutura de correlacao
entre as varidveis, ajustes independentes em uma ou mais varidveis ndo irdo necessariamente
garantir a qualidade do produto final produzido nesta batelada e nas bateladas seguintes. Dessa
forma, seguindo a filosofia do CEP tradicional, quando uma causa especial estd presente, deve-se
usar a ACPM em conjunto com os Graficos de Contribui¢do para a identificagdo da causa

especial, seguida de uma agdo corretiva sobre o processo.

E importante observar que a ACPM ¢é uma ferramenta eficiente na detecg¢io da presenca
de eventos atipicos que reflitam alteracdes nas varidveis de processo. No entanto, em algumas
situacdes, eventos importantes para a qualidade final do produto ndo impactam sobre as variaveis
de processo aferidas. Nestes casos, deve-se obter uma caracterizagdo mais apurada deste

processo, adicionando para a analise mensuragdes acerca de novas varidveis de processo.

Uma questdo igualmente importante para realizacdo da ACPM reside no nimero de
afericdes das varidveis de processo realizadas durante a batelada. A freqiiéncia de amostragem
deve ser a mais adequada, permitindo a obten¢do de informagdes relevantes sobre a trajetoria das
variaveis no processo. Quando existe conhecimento a priori de que, em determinados instantes
da batelada, ocorrem transformagdes no processo que afetam significativamente a qualidade do
produto final, deve-se entdo aumentar a freqiiéncia de afericdes das varidveis nestes instantes.

Desta forma, obtém-se um modelo ACPM mais acurado para detectar desvios excessivos, nestes
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instantes, nas trajetorias médias das variaveis, pois cada autovetor u; associado terd um nimero

maior de cargas u;; correspondentes a estes periodos.

Sempre que o processo em estudo sofrer mudangas estruturais, deve-se reconstruir o seu
modelo ACPM de referéncia, pois, neste caso, novos eventos comuns podem aparecer,
provocando uma alteracao na estrutura de correlagao padrao das variaveis envolvidas. Através da
obtencdo de dados histéricos acerca das varidveis de processo apos esta mudanga, gera-se um
modelo que incorpora estes eventos, trazendo, assim, a nova estrutura de correlagdo das varidveis

de processo.

Finalmente, ressalta-se que a ACPM constitui-se em um modelo empirico construido a
partir de dados historicos acerca das trajetérias das variaveis de processo. Evidenciou-se a
habilidade da ACPM em discriminar bateladas “conformes” e “ndo conformes”, considerando
apenas a estrutura de correlacdo das varidveis, obtida a partir de bateladas ocorridas no processo

em controle estatistico.



CAPITULO 6

6- CONCLUSAO

As industrias estdo buscando um controle cada vez mais eficaz de seus processos,
disponibilizando inimeros dados através de sistemas de controle informatizados. Particularmente,
as industrias quimicas e de processos que utilizam processamento em bateladas (foco principal
deste trabalho), possuem sensores, ligados on-line com a produgdo, que fornecem medigcdes

freqlientes das varidveis de processo, durante o transcurso de cada batelada.

Esta dissertacdo de mestrado teve como objetivo principal a apresentacdo de uma
ferramenta estatistica para controle multivariado de processos em bateladas. De forma detalhada,
descreveu-se a base teodrica para a elaboragdo de cartas de controle multivariadas baseadas na

Analise de Componentes Principais Multidirecionais (ACPM).

A dissertacdo também trouxe uma revisdo sobre as estratégias tradicionais de controle
multivariado de processos. As principais cartas de controle univariadas (Cartas de Shewhart,
CUSUM e EWMA), bem como suas respectivas extensdes multivariadas (Cartas de Hotelling,

MCUSUM, MEWMA) foram detalhadas. Também foi apresentada uma revisdo sobre as
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estratégias tradicionais de diagnéstico para as causas de distirbios ocorridos no processo.
Realizou-se uma discussdo sobre a necessidade da utilizagdo de ferramentas estatisticas mais
robustas para modelar o comportamento de variaveis dentro de processos com grande quantidade
de dados disponiveis. Finalmente, foi feito um apanhado das cartas de controle baseadas em

métodos de proje¢ao de dados, dentre as quais a ACPM faz parte.

O trabalho apresentou uma descri¢do detalhada da ferramenta estatistica multivariada em
que se baseia a estratégia ACPM, a Andlise de Componentes Principais (ACP). A ACP ¢ uma
técnica estatistica bastante utilizada em processos onde existem informagdes sobre um niimero
muito grande de varidveis fortemente correlacionadas. Esta técnica nos permite reduzir essas
variaveis para um numero menor de variaveis independentes denominadas Componentes
Principais (CPs). Os CPs trazem grande parte da informagdo contida nas variaveis iniciais.
Através de dados simulados oriundos de um processo continuo, foi apresentada uma aplicacdo da
ACP na elaboragdo das cartas de controle simples de serem apresentadas e faceis de serem
interpretadas. Também foi apresentada uma estratégia eficaz de diagndstico para as causas de
distarbios ocorridos no processo, os Graficos de Contribuicdo. Viu-se que tais graficos
constituem-se numa ferramenta de auxilio na identificagdo das causas para os disturbios no

processo, apontados pelas cartas baseadas nos CPs.

Apresentou-se, também, a estrutura de um processo em bateladas. Viu-se que nestes
processos, a média das varidveis de processo ocupam diferentes patamares, descrevendo
trajetorias ndo lineares durante a batelada. Dessa forma, discutiu-se sobre a necessidade da
utilizagdo de uma estratégia de controle que monitore as trajetorias médias de tais varidveis.
Forneceu-se o embasamento tedrico para a elaboragao das cartas de controle para monitoramento

de processos desta natureza através da ACPM.

As cartas de controle baseadas em ACPM sdo ilustradas através de um estudo de caso,
apresentando uma aplicagdo das cartas em um sub-processo em bateladas de producdao de
borrachas para cobertura de pneus. A abordagem ACPM mostrou ser eficiente para incorporar as
informagdes relevantes trazidas deste processo, gerando uma distribuig¢do de referéncia
consistente das variaveis envolvidas. Através do modelo ACPM de referéncia, fez-se o
monitoramento on-line do comportamento destas variaveis em uma batelada futura simulada. As

cartas de controle construidas forneceram sinalizagcdes on-line sobre o estado do processo, em
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varios instantes da batelada, permitindo, assim, a corre¢do dos disturbios apresentados durante a

batelada em tempo real.

6.1 — Sugestoes para pesquisas futuras

Neste trabalho, apresentou-se o referencial teérico para a elaboragdo de cartas de controle,
via ACPM, para monitoramento de processos em bateladas. Utilizando esta abordagem, realizou-
se, através de uma situagdo simulada, o monitoramento on-line do processo em bateladas
apresentado no capitulo 5. Entretanto, para viabilizar a efetiva execugdo desse controle, necessita-
se de software que incorpore a teoria proposta. S3o necessarias ferramentas computacionais que
fornecam aos operadores, em tempo real, informagdes sobre o processo através da geragcdo de
cartas e graficos de controle. A criacdo de software que viabilize a implantacao dessas cartas de

controle se constitui num tema extremamente interessante para um trabalho futuro.

Ressalta-se que a ACPM ¢ uma estratégia que se baseia na proje¢do dos dados oriundos
das variaveis de processo, via ACP, num plano de dimensdes reduzidas. E importante destacar
que esta abordagem considera somente a estrutura de correlagdo das varidveis de processo X na
elaboragdo das cartas de controle e, conseqiientemente, monitora o processo através de amostras
futuras das varidveis de processo. A abordagem PELM (Projecdo de Estruturas Latentes
Multidirecionais) ¢ uma técnica alternativa a ACPM para monitoramento de processos em
bateladas, que permite a utilizacdo simultanea das informagdes contidas nas varidveis de
qualidade das matérias-primas Z, nas variaveis de processo X, e nas variaveis de qualidade do
produto final Y. O detalhamento desta técnica, bem como sua aplicagdo em uma industria
brasileira que conduza seu processo em bateladas, também se constitui num tema propicio para

um trabalho futuro.

Finalmente, destaca-se que as estratégias MPCA e MPEL constituem-se em modelos
lineares para monitoramento de processos. No entanto existem processos industriais complexos,

cujos dados apresentam fortes caracteristicas nao lineares que ndo podem ser monitorados via
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métodos lineares. Para tratar deste problema, técnicas nao lineares vém sendo desenvolvidas,
incluindo PCA ndo linear, PLS ndo linear, andlise de correlagdo ndo linear e procedimentos
envolvendo redes neurais. A realizagdo de um trabalho que ilustre a utilizagdo de um modelo nado

linear para monitoramento de tais processos parece pertinente.



Tabela 4. Glossario.

ANEXO 1
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CC Carta ¢ Controle
CQ Caracteristica de Qualidade
CEP Controle Estatistico do Processo
CEMP Controle Estatistico Multivariado do Processo
CUSUM Soma Acumulada
MCUSUM Soma Acumulada Multivariada
MCU Multiplas Cartas Univariadas
CCUSUM Soma Acumulada Multivariada de Crosier
MC1 Soma Acumulada Multivariada de Pignatiello e Runger
EWMA Média Movel Exponencialmente Ponderada
MEWMA Média Movel Exponencialmente Ponderada Multivariada
ARL Tamanho Médio de Corrida
ACP Analise de Componentes Principais
CP Componente Principal
ACPM Analise de Componentes Principais Multidirecionais
PEL Projecao de Estruturas Latentes
PEL-MB Projecdo de Estruturas Latentes via Multiplos Blocos
PELM Projecdo de Estruturas Latentes Multidirecionais




ANEXO 2

Tabela 5. Dados simulados, relativos a 30 amostras de 8 variaveis de processo, utilizados para o exemplo

apresentado no Capitulo 3.

AMOSTRAS VARIAVEIS
Xi X5 X3 X4 Xs Xs X7 X3
1 0 0,7| -0,09333 0,35| -0,3217| -0,2657 1,007 1,232
2 0.4 -0,2| 0,306667 0,05| 0,0783| 10,0343 0,307 0,232
3 0,3 0] -0,29333 0,05| -0,0217| 0,0043| -0,193| -0,768
4 0,3 0,1] -0,39333 0,15| 0,1783| 0,1343| -0,093 0,132
5 17 15| 1,806667 135| 1,3217| -1,2657 1,807 2,032
6 1 0,8 2,906667 1,75| 1,7217| -1,5657 0,007 0,232
7 13 12| -2,49333 225| 2,2783| 2,2343| -0,993| -0,768
8 0,5 -0,7| -0,19333 0,45| 0,4283| 0,2343| -0,243 0,032
9 0,1 -0,6 | 0,006667 0,25| 0,2283| 0,0343 0,107 0,432
10 0,4 -0,4| -0,49333 0,55| 0,5283| 0,4343| -0,093 0,132
11 0,5 0,4| 0,406667 0,05| 0,0283| 10,0343 0,247 0,732
12 0,8 1] -0,79333 045 0,3283| 0,1343| -0,893| -0,668
13 0,8 1 -0,79 -0,45 0,32 0,1343 0,8 0,6
14 0,1 -0,2| 0,106667 0,25| 0,2283| 0,0343 0,007 0,232
15 15 -0,8| -1,59333 1,65| 1,0283| 2,0343| -1,193| -0,768
16 0 0,7] -0,09333 0,75| -0,7217| -0,6657 0,007 0,232
17 0.4 -0,2| -0,09333 0,75| -0,6717| -0,5657 0,107 0,332
B 0,3 0] -0,19333 1,05| 1,0283| 0,5343| -0,193 0,032
19 0,3 0,1] -0,29333 045| 04283 0,3343| -0,593| -0,368
20 1,7 1,5| 1,406667 0,75 -0,5717 -0,6657 2,007 2,232
21 1,7 1,5 1,4 0,8 -0,57 -0,6 2 2
2 13 1,2] -1,49333 125 1,0283| 1,0343| -0,093| -1,768
23 0,5 -0,7| -0,49333 0,35| 0,0283| 0,0343| -0,793| -0,668
24 0,1 -0,6 | 0,006667 0,25| 0,2783| 10,2843 0,007| -2,768
25 0,4 -0,4| -0,49333 0,55| 0,5783| 0,4343| -0,093| -2,768
26 0,5 0,4| 0,606667 0,25| 0,2783| 10,1843 0,507 0,732
27 0,8 1] -0,99333 125| -0,9717| -0,9657| -0,993| -0,868
28 13 1,6 0,906667 1,75| -0,8717| -0,7657 1,007 1,532
29 0,1 -0,2| -0,09333 15 15 16 0,007 0,472
30 15 -0,8| -1,09333 225| 272783| 22343| -0,993| -0,268
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ANEXO 3

Tabela 6. Medicoes das variaveis energia integrada (X)) e temperatura da massa (X;) obtidas em 15
instantes, durante 11 bateladas.

I | Var BATELADAS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1| X | 0021013 | 01 0,06 | 0,03 | 0,12 | 0,179 | 0,11 0,1 | 0,04 | 0,13
X 86 77 92 93 87 86 74 75 82 96 88
2/X |03 |08 | 05 | 06 | 041 032|076 | 06 | 065 | 061 | 0,58
X 77 73 83 80 76 82 73 73 78 80 82
30X | 156 | 268 | 242 | 226 | 1,7 | 048 | 264 | 23 | 2,37 | 2,07 | 2,06
X 76 75 79 79 77 78 75 73 78 79 79
4| X, | 368 | 477 | 454 | 44 | 392 | 061 | 47 44 | 452 | 41 | 4,27
X 78 80 83 85 81 75 81 79 84 84 82
5/X | 58 | 692 | 664 | 647 6 0,74 | 6,82 | 6,5 6,5 | 6,25 | 6,33
X 86 89 92 91 85 74 90 87 90 89 88
6| X |78 |897 | 873 | 857|804 | 166 | 882 | 856 | 857 | 83 | 841
X 96 98 100 99 96 75 101 100 | 102 96 97
701X |99 |11,07/10,85| 10,7 | 10,15 | 2,31 11 110,74 | 4,52 | 10,39 | 10,45
X, | 107 | 109 | 110 | 109 | 107 72 111 110 84 107 | 106
8 | X1 12,03 12,87 12,68 | 12,8 [ 12,29 | 3,81 | 12,98 |12,85| 6,5 |12,44| 12,5
X, | 116 | 118 | 120 | 121 117 74 121 121 90 118 | 117
9| X, |12,86] 13,12 /12,96 | 13,39 | 13,35 | 5,88 | 13,45 | 13,28 | 8,57 | 13,32 | 13,03
X, | 119 | 120 | 121 125 | 123 83 122 | 122 | 102 | 124 | 122
10| X; [ 12,96 | 13,64 | 13,34 | 13,68 | 13,53 | 7,87 | 13,78 | 13,64 | 10,73 | 13,46 | 13,22
X, | 116 | 118 | 120 | 124 | 122 94 120 | 119 | 111 120 | 118
11| X; [ 14,41 15,04 | 14,88 | 15,26 | 15,09 | 10,05 | 15,35 | 15,35 | 12,69 | 14,99 | 14,75
X, | 122 | 127 | 126 | 128 | 129 | 104 | 128 | 125 | 121 127 | 124
12| X; [ 15,67 16,86 | 16,4 | 16,76 | 16,43 | 12,23 | 16,9 | 16,82 | 13,02 | 16,11 | 16,21
X, | 127 | 132 | 130 | 133 | 132 | 114 | 134 | 130 | 123 | 131 129
13| Xy [17,95|19,09 | 18,64 | 19,05 | 18,57 | 14,21 | 19,2 | 19,01 | 13,14 | 18,41 | 18,58
X, | 137 | 143 | 141 146 | 143 | 126 | 145 | 142 | 119 | 140 | 139
14| X; 119,92 | 20,54 | 20,02 | 20,95 | 20,57 | 14,61 | 20,71 | 20,79 | 14,6 | 20,33 | 20,38
X, | 147 | 150 | 148 | 155 | 152 | 127 | 154 | 151 125 | 150 | 148
15| X 20,71 21,11 ]20,56 | 21,44 | 21,2 | 14,81 | 21,16 | 21,35 | 16,02 | 21,11 | 20,99
X, | 149 | 151 150 | 157 | 155 | 124 | 155 | 1565 | 126 | 154 | 152
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Tabela 7. Medigdes das variaveis energia integrada (X,) e temperatura da massa (X,) obtidas em 15
instantes, durante 11 bateladas. (Continuagao da tabela 6).

I | Var BATELADAS
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
11X | 012 | 018 | 0,2 | 0,17 | 0,07 | 0,25 | 0,02 | 0,09 | 0,11 | 0,05 0
X 80 57 79 49 75 92 115 73 81 76 109
2|X [ 063 ] 07 |08 | 06 | 065 ]| 0,76 | 0,58 | 0,57 | 0,53 | 0,26 0
X 73 62 75 50 70 81 94 70 74 72 100
3| X | 266 | 265|278 | 216 | 2,28 | 2,69 | 209 | 2,57 | 2,51 04 | 0,01
X 75 65 76 60 71 81 84 72 76 68 90
4 | X, | 477 | 48 | 493 | 4,08 | 443 | 487 | 42 | 473 | 469 | 0,53 | 0,01
X 83 76 80 67 76 84 87 80 81 65 84
51X | 678 | 6,84 7 6,19 | 6,51 | 6,83 | 6,27 | 6,81 | 673 | 19 | 0,01
X 92 84 89 77 86 91 92 87 91 68 80
6| X |885]881 904 | 828 | 851 | 894 | 833 | 884 | 88 | 3,53 | 0,03
X, | 100 95 99 91 97 101 99 98 100 70 75
71X 10,94 10,9 | 11,16 10,36 | 10,6 | 11,08 | 10,5 11 110,82 | 56 | 0,04
X, | 112 | 106 | 109 | 103 | 108 | 112 | 111 110 | 110 72 71
8 | Xy 12,74 112,71 | 13,01 | 12,32 | 12,71 [ 12,91 | 12,72 | 13,06 | 12,84 | 7,63 | 0,07
X, | 120 | 116 | 121 114 | 116 | 122 | 122 | 119 | 119 74 69
9| Xi 13 12,91 13,18 12,51 | 13,19 | 13,3 | 13,67 | 3,49 | 13,23 | 9,74 | 0,11
X, | 118 | 113 | 119 | 109 | 118 | 123 | 128 | 121 121 79 68
10| X, | 13,46 (13,78 | 14,37 | 12,76 | 13,29 | 14,13 [ 13,93 | 13,84 | 13,66 | 11,83 | 0,15
X, | 117 | 113 | 121 107 | 114 | 124 | 127 | 119 | 117 85 67
11| X; [ 14,94 15,41 ]15,83 | 14,25 | 14,72 15,92 | 15,7 | 15,6 | 15,11 13,94 | 0,21
X, | 123 | 120 | 128 | 119 | 117 | 133 | 132 | 129 | 124 | 108 66
12| X, | 16,52 17,37 | 17,84 | 15,81 | 16,16 | 17,55 | 16,97 | 17,14 | 16,73 | 14,8 | 0,6
X, | 128 | 130 | 137 | 124 | 124 | 140 | 139 | 133 | 132 | 121 66
13| X, [ 18,82 19,57 | 20,02 | 18,01 | 18,35 | 19,76 | 19,01 | 19,35 | 18,96 | 14,93 | 1,27
X, | 139 | 140 | 147 | 137 | 135 | 150 | 146 | 145 | 143 | 118 68
14| X, |20,25|21,06|21,05|19,69 | 20,36 | 21,08 | 20,99 | 21,08 | 20,58 | 16,38 | 2,3
X, | 147 | 148 | 153 | 145 | 145 | 155 | 165 | 154 | 150 | 130 72
15| X, 20,88 21,52 |21,44 | 20,18 | 21,06 | 21,57 | 21,67 | 21,67 | 21,04 | 17,65 | 4,34
X, | 149 | 149 | 154 | 147 | 148 | 156 | 159 | 155 | 151 134 79
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Tabela 4. Glossario.

ANEXO 1

164

CC Carta ¢ Controle
CQ Caracteristica de Qualidade
CEP Controle Estatistico do Processo
CEMP Controle Estatistico Multivariado do Processo
CUSUM Soma Acumulada
MCUSUM Soma Acumulada Multivariada
MCU Multiplas Cartas Univariadas
CCUSUM Soma Acumulada Multivariada de Crosier
MC1 Soma Acumulada Multivariada de Pignatiello e Runger
EWMA Média Movel Exponencialmente Ponderada
MEWMA Média Movel Exponencialmente Ponderada Multivariada
ARL Tamanho Médio de Corrida
ACP Analise de Componentes Principais
CP Componente Principal
ACPM Analise de Componentes Principais Multidirecionais
PEL Projecao de Estruturas Latentes
PEL-MB Projecdo de Estruturas Latentes via Multiplos Blocos
PELM Projecdo de Estruturas Latentes Multidirecionais




ANEXO 2

Tabela 5. Dados simulados, relativos a 30 amostras de 8 variaveis de processo, utilizados para o exemplo

apresentado no Capitulo 3.

AMOSTRAS VARIAVEIS
Xi X5 X3 X4 Xs Xs X7 X3
1 0 0,7| -0,09333 0,35| -0,3217| -0,2657 1,007 1,232
2 0.4 -0,2| 0,306667 0,05| 0,0783| 10,0343 0,307 0,232
3 0,3 0] -0,29333 0,05| -0,0217| 0,0043| -0,193| -0,768
4 0,3 0,1] -0,39333 0,15| 0,1783| 0,1343| -0,093 0,132
5 17 15| 1,806667 135| 1,3217| -1,2657 1,807 2,032
6 1 0,8 2,906667 1,75| 1,7217| -1,5657 0,007 0,232
7 13 12| -2,49333 225| 2,2783| 2,2343| -0,993| -0,768
8 0,5 -0,7| -0,19333 0,45| 0,4283| 0,2343| -0,243 0,032
9 0,1 -0,6 | 0,006667 0,25| 0,2283| 0,0343 0,107 0,432
10 0,4 -0,4| -0,49333 0,55| 0,5283| 0,4343| -0,093 0,132
11 0,5 0,4| 0,406667 0,05| 0,0283| 10,0343 0,247 0,732
12 0,8 1] -0,79333 045 0,3283| 0,1343| -0,893| -0,668
13 0,8 1 -0,79 -0,45 0,32 0,1343 0,8 0,6
14 0,1 -0,2| 0,106667 0,25| 0,2283| 0,0343 0,007 0,232
15 15 -0,8| -1,59333 1,65| 1,0283| 2,0343| -1,193| -0,768
16 0 0,7] -0,09333 0,75| -0,7217| -0,6657 0,007 0,232
17 0.4 -0,2| -0,09333 0,75| -0,6717| -0,5657 0,107 0,332
B 0,3 0] -0,19333 1,05| 1,0283| 0,5343| -0,193 0,032
19 0,3 0,1] -0,29333 045| 04283 0,3343| -0,593| -0,368
20 1,7 1,5| 1,406667 0,75 -0,5717 -0,6657 2,007 2,232
21 1,7 1,5 1,4 0,8 -0,57 -0,6 2 2
2 13 1,2] -1,49333 125 1,0283| 1,0343| -0,093| -1,768
23 0,5 -0,7| -0,49333 0,35| 0,0283| 0,0343| -0,793| -0,668
24 0,1 -0,6 | 0,006667 0,25| 0,2783| 10,2843 0,007| -2,768
25 0,4 -0,4| -0,49333 0,55| 0,5783| 0,4343| -0,093| -2,768
26 0,5 0,4| 0,606667 0,25| 0,2783| 10,1843 0,507 0,732
27 0,8 1] -0,99333 125| -0,9717| -0,9657| -0,993| -0,868
28 13 1,6 0,906667 1,75| -0,8717| -0,7657 1,007 1,532
29 0,1 -0,2| -0,09333 15 15 16 0,007 0,472
30 15 -0,8| -1,09333 225| 272783| 22343| -0,993| -0,268
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ANEXO 3

Tabela 6. Medicoes das variaveis energia integrada (X)) e temperatura da massa (X;) obtidas em 15
instantes, durante 11 bateladas.

I | Var BATELADAS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1| X | 0021013 | 01 0,06 | 0,03 | 0,12 | 0,179 | 0,11 0,1 | 0,04 | 0,13
X 86 77 92 93 87 86 74 75 82 96 88
2/X |03 |08 | 05 | 06 | 041 032|076 | 06 | 065 | 061 | 0,58
X 77 73 83 80 76 82 73 73 78 80 82
30X | 156 | 268 | 242 | 226 | 1,7 | 048 | 264 | 23 | 2,37 | 2,07 | 2,06
X 76 75 79 79 77 78 75 73 78 79 79
4| X, | 368 | 477 | 454 | 44 | 392 | 061 | 47 44 | 452 | 41 | 4,27
X 78 80 83 85 81 75 81 79 84 84 82
5/X | 58 | 692 | 664 | 647 6 0,74 | 6,82 | 6,5 6,5 | 6,25 | 6,33
X 86 89 92 91 85 74 90 87 90 89 88
6| X |78 |897 | 873 | 857|804 | 166 | 882 | 856 | 857 | 83 | 841
X 96 98 100 99 96 75 101 100 | 102 96 97
701X |99 |11,07/10,85| 10,7 | 10,15 | 2,31 11 110,74 | 4,52 | 10,39 | 10,45
X, | 107 | 109 | 110 | 109 | 107 72 111 110 84 107 | 106
8 | X1 12,03 12,87 12,68 | 12,8 [ 12,29 | 3,81 | 12,98 |12,85| 6,5 |12,44| 12,5
X, | 116 | 118 | 120 | 121 117 74 121 121 90 118 | 117
9| X, |12,86] 13,12 /12,96 | 13,39 | 13,35 | 5,88 | 13,45 | 13,28 | 8,57 | 13,32 | 13,03
X, | 119 | 120 | 121 125 | 123 83 122 | 122 | 102 | 124 | 122
10| X; [ 12,96 | 13,64 | 13,34 | 13,68 | 13,53 | 7,87 | 13,78 | 13,64 | 10,73 | 13,46 | 13,22
X, | 116 | 118 | 120 | 124 | 122 94 120 | 119 | 111 120 | 118
11| X; [ 14,41 15,04 | 14,88 | 15,26 | 15,09 | 10,05 | 15,35 | 15,35 | 12,69 | 14,99 | 14,75
X, | 122 | 127 | 126 | 128 | 129 | 104 | 128 | 125 | 121 127 | 124
12| X; [ 15,67 16,86 | 16,4 | 16,76 | 16,43 | 12,23 | 16,9 | 16,82 | 13,02 | 16,11 | 16,21
X, | 127 | 132 | 130 | 133 | 132 | 114 | 134 | 130 | 123 | 131 129
13| Xy [17,95|19,09 | 18,64 | 19,05 | 18,57 | 14,21 | 19,2 | 19,01 | 13,14 | 18,41 | 18,58
X, | 137 | 143 | 141 146 | 143 | 126 | 145 | 142 | 119 | 140 | 139
14| X; 119,92 | 20,54 | 20,02 | 20,95 | 20,57 | 14,61 | 20,71 | 20,79 | 14,6 | 20,33 | 20,38
X, | 147 | 150 | 148 | 155 | 152 | 127 | 154 | 151 125 | 150 | 148
15| X 20,71 21,11 ]20,56 | 21,44 | 21,2 | 14,81 | 21,16 | 21,35 | 16,02 | 21,11 | 20,99
X, | 149 | 151 150 | 157 | 155 | 124 | 155 | 1565 | 126 | 154 | 152
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Tabela 7. Medigdes das variaveis energia integrada (X,) e temperatura da massa (X,) obtidas em 15
instantes, durante 11 bateladas. (Continuagao da tabela 6).

I | Var BATELADAS
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
11X | 012 | 018 | 0,2 | 0,17 | 0,07 | 0,25 | 0,02 | 0,09 | 0,11 | 0,05 0
X 80 57 79 49 75 92 115 73 81 76 109
2|X [ 063 ] 07 |08 | 06 | 065 ]| 0,76 | 0,58 | 0,57 | 0,53 | 0,26 0
X 73 62 75 50 70 81 94 70 74 72 100
3| X | 266 | 265|278 | 216 | 2,28 | 2,69 | 209 | 2,57 | 2,51 04 | 0,01
X 75 65 76 60 71 81 84 72 76 68 90
4 | X, | 477 | 48 | 493 | 4,08 | 443 | 487 | 42 | 473 | 469 | 0,53 | 0,01
X 83 76 80 67 76 84 87 80 81 65 84
51X | 678 | 6,84 7 6,19 | 6,51 | 6,83 | 6,27 | 6,81 | 673 | 19 | 0,01
X 92 84 89 77 86 91 92 87 91 68 80
6| X |885]881 904 | 828 | 851 | 894 | 833 | 884 | 88 | 3,53 | 0,03
X, | 100 95 99 91 97 101 99 98 100 70 75
71X 10,94 10,9 | 11,16 10,36 | 10,6 | 11,08 | 10,5 11 110,82 | 56 | 0,04
X, | 112 | 106 | 109 | 103 | 108 | 112 | 111 110 | 110 72 71
8 | Xy 12,74 112,71 | 13,01 | 12,32 | 12,71 [ 12,91 | 12,72 | 13,06 | 12,84 | 7,63 | 0,07
X, | 120 | 116 | 121 114 | 116 | 122 | 122 | 119 | 119 74 69
9| Xi 13 12,91 13,18 12,51 | 13,19 | 13,3 | 13,67 | 3,49 | 13,23 | 9,74 | 0,11
X, | 118 | 113 | 119 | 109 | 118 | 123 | 128 | 121 121 79 68
10| X, | 13,46 (13,78 | 14,37 | 12,76 | 13,29 | 14,13 [ 13,93 | 13,84 | 13,66 | 11,83 | 0,15
X, | 117 | 113 | 121 107 | 114 | 124 | 127 | 119 | 117 85 67
11| X; [ 14,94 15,41 ]15,83 | 14,25 | 14,72 15,92 | 15,7 | 15,6 | 15,11 13,94 | 0,21
X, | 123 | 120 | 128 | 119 | 117 | 133 | 132 | 129 | 124 | 108 66
12| X, | 16,52 17,37 | 17,84 | 15,81 | 16,16 | 17,55 | 16,97 | 17,14 | 16,73 | 14,8 | 0,6
X, | 128 | 130 | 137 | 124 | 124 | 140 | 139 | 133 | 132 | 121 66
13| X, [ 18,82 19,57 | 20,02 | 18,01 | 18,35 | 19,76 | 19,01 | 19,35 | 18,96 | 14,93 | 1,27
X, | 139 | 140 | 147 | 137 | 135 | 150 | 146 | 145 | 143 | 118 68
14| X, |20,25|21,06|21,05|19,69 | 20,36 | 21,08 | 20,99 | 21,08 | 20,58 | 16,38 | 2,3
X, | 147 | 148 | 153 | 145 | 145 | 155 | 165 | 154 | 150 | 130 72
15| X, 20,88 21,52 |21,44 | 20,18 | 21,06 | 21,57 | 21,67 | 21,67 | 21,04 | 17,65 | 4,34
X, | 149 | 149 | 154 | 147 | 148 | 156 | 159 | 155 | 151 134 79
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