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Prefacio

Este texto foi preparado para utilizagdo no IV Coléquio de Matematica da Re-
gido Sul a partir do texto ja utilizado no III Coléquio de Matemdtica da Regido
Nordeste. O mesmo foi elaborado com a expectativa de poder ser lido e com-
preendido por alunos em inicio de graduacdo. Com este objetivo o trabalho com
probabilidades ficou limitado a conjuntos finitos e alguns conceitos usuais em Te-
oria Ergddica, como probabilidade invariante e entropia, foram adaptados. Ainda
assim, as ideias iniciais que aparecem no Formalismo Termodindmico e na Oti-
miza¢do Ergddica foram preservadas, podendo ser este um primeiro contato do
estudante com as mesmas, muito antes de um primeiro curso em teoria da medida.

Uma das motivacdes para a escolha deste topico e forma de abordagem estd no
meu interesse em poder apresentar a alunos e orientandos de iniciacdo cientifica
parte das ideias e conceitos destas dreas.

Além da utilizacdo no coldquio, este texto pode servir de forma complementar
a professores e alunos de élgebra linear, apresentando algumas das relagdes desta
com o estudo de probabilidades. Aparecerdo com frequéncia no texto os conceitos
de autovalor e autovetor, por exemplo.

Alguns tépicos sdo apresentados de forma levemente informal, dependendo
do ponto de vista do leitor. Por exemplo, no capitulo 1 o leitor mais experiente
podera sentir falta de uma discussdo mais profunda sobre processos estocdsticos
e até mesmo sobre probabilidade condicional. Ainda assim estard convidado a
avaliar se este texto pode servir como introducdo ao estudo das Cadeias de Markov.

Cabe ressaltar ao leitor que uma discussdo mais profunda dos conceitos apre-
sentados requer alguns conhecimentos sobre espagos métricos e topologia, teoria
da medida e andlise funcional.

Jairo K. Mengue
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Capitulo 1

Matriz estocastica e vetor de
probabilidade

Considere como modelo tedrico uma caixa de base retangular dividida em trés
regides denotados por R;, Ry e R3. Vamos supor que dentro desta caixa existem
1000 pequenas bolas em movimento forcado e que a cada minuto uma camera fo-
tografa a caixa fornecendo informacdes sobre as posicdes das bolas. Nao estando
interessados em entender o comportamento de cada bola, mas a distribuicio de-
las nas regides R;, R2 e R3, podemos considerar um vetor com 3 coordenadas
indicando a quantidade de bolas em cada regiio em uma dada fotografia ! . Por
exemplo, se em uma dada fotografia temos R; com 125 bolas, Ry com 250 bolas
e R3 com 625 bolas podemos escrever esta informag¢io como

125
250
625

Se também ndo temos interesse na quantidade total de bolas podemos dizer, a
partir dos nimeros acima, que 12,5% das bolas estdo em R, 25% das bolas estio
em Ry e 62,5% das bolas estdo em R3 ou, dividindo a quantidade de bolas de cada
regido pelo total de bolas da caixa, escrever esta informacao como

0,125
POl = 10,250 | . (1.1)
0,625

Se para cada fotografia analisada associarmos um vetor, como este tltimo, des-
crevendo a propor¢do de bolas de cada regido em relagdo ao total de bolas, pode-
mos observar que todos estes vetores possuem trés coordenadas nao negativas cuja
soma resulta em 1.

'vamos desconsiderar neste modelo teérico os problemas que podem ser causados por fronteiras

9



10 CAPITULO 1. MATRIZ ESTOCASTICA E VETOR DE PROBABILIDADE

Definicio 1.1. Dizemos que P € R™ é um vetor de probabilidade se suas coorde-
nadas p1, ..., pn satisfazem:

a)p; >0, ie{l,..,n}

b)p1 +p2+ ...+ pp =1.

Suponhamos agora que para este modelo, independente da informagdo sobre
as fotografias retiradas a mais de 1 minuto e da quantidade de fotografias ja reti-
radas, a propor¢do de bolas que migram para a regido R; saindo da regido R;, ao
compararmos fotografias consecutivas, seja estimada em a;;, onde

aj; ai2 ais 0, 5 O, 3 0, 1
a21 ag2 a3 = 0,4 0,4 0,6 . (1.2)
asy asy ass 0,1 0,3 0,3

Assim, a partir da segunda coluna desta matriz, temos como previsao:
- 30% das bolas em Ry na fotografia atual estardo em R; na préxima fotografia.
- 40% das bolas em Ry na fotografia atual estardo em Ry na préxima fotografia.
- 30% das bolas em Ry na fotografia atual estardo em R3 na préxima fotografia.

As entradas da matriz dada em (1.2) s@o nfo negativas e a soma dos elementos
de cada coluna resulta em 1. Assim, as colunas da matriz sdo vetores de probabili-
dade.

Definicdo 1.2. Dizemos que uma matriz quadrada Ay, ., com entradas {a;j }1<i j<n
é coluna estocdstica se satisfaz:

a) a;j > 0, para quaisquer i,j € {1,...,n}

b)aij + ...+ anj = 1 para qualquer j € {1,...,n}.

Se para uma dada bola, denotarmos por X, o nimero em {1, 2,3} que indica
aregido onde se localiza esta bola na n-ésima fotografia, a informacao acima pode
ser descrita como uma probabilidade condicional’:

PT‘(Xn_H =1 ‘ Xn :j) = Qgj.

Assumimos que a probabilidade condicional satisfaz a relacdo (Regra de Bayes)
3
Pr(Xpp1 =1i) =Y Pr(Xnp =i| X, = j)Pr(X, = j).
j=1

Problema: Estando com o vetor dado em (1.1) para a fotografia atual, qual
previsdao podemos fazer para o vetor associado a fotografia seguinte?

2Estamos assumindo que para quaisquer 1 € s, ..., Sn_1 fixados,
PT(Xn+1 =1 ‘ Xn = j, anl = Sn—1, ...,Xl = 81,X0 = So)

:PT(Xn+1 :ian :j) :P’I“(Xl :ilXo :])
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Solugdo: Supomos dado P, que indica a distribui¢do das bolas em tempo 0
(fotografia atual) e buscamos uma previsdo de Pl que indica a distribuicao das
bolas em tempo 1 (fotografia seguinte). Qual a probabilidade de uma dada bola

estar em I2; em tempo 1?

3
Pr(Xy=1)=Y_ Pr(X; =1|Xo =i)Pr(Xo=1)
=1
= (0,5)(0,125) + (0,3)(0,25) + (0,1)(0, 625) = 0, 2.

De forma andloga temos

3
Pr(Xy=2)=Y_ Pr(X; =2|Xg=i)Pr(Xo=1)

=1

= (0,4)(0,125) + (0,4)(0,25) + (0,6)(0,625) = 0, 525.

3
Pr(X,;=3)=Y_ Pr(X; =3|X=i)Pr(Xo=1)

i=1
= (0,1)(0,125) + (0, 3)(0, 25) + (0,3)(0, 625) = 0, 275.

Concluimos que nossa previsao é dada por

0,2
Pl = 0,525
0,275

Observe que as contas do problema acima podem ser resumidas na forma:

0,2 0,5 0,3 0,1\ (0,125
Pl =10,525|=10,4 0,4 0,6]|]0,250| = AP, (1.3)
0,275 0,1 0,3 0,3/ \0,625

Para a previsio de P! podemos, como visto acima, calcular o produto dado em
(1.3). Note que neste exemplo o produto de uma matriz coluna estocdstica por um
vetor de probabilidade resultou em um novo vetor de probabilidade.

Proposicao 1.3. Se A, ., é uma matriz coluna estocdstica e P € R™ é um vetor
de probabilidade, entdo (AP) é um vetor de probabilidade.

Demonstracio: Escrevendo () = AP onde A = (aij)1<ij<n, P = (Pi)i<i<n
e = (ql‘)lgign temos

q1 aipip1r +agp2 + ... + aippn
q2 a21p1 + G22p2 + ... + a2npn

Gn An1P1 + Gn2p2 + ... + ApnpPn
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o que resumidamente pode ser escrito como
n
qi = Z a;ixpr, © € {1,...,n}.
k=1

Devemos provar que ) € um vetor de probabilidade. Como A € coluna estocéstica
e P é um vetor de probabilidade temos que a;; > 0 e pr > 0 para quaisquer

n
i,k € {1,...,n}. Portanto ¢; = Zaikpk >0 para todo i € {1,....,n}. Além
k=1
disso, como A € coluna estocdstica, sabemos que Y ;' a;x = 1, k€ {1,....,n}e

como P ¢ um vetor de probabilidade, > i, pr = 1. Assim

n n n n n
QI+-~-+Qn:ZQi:Z< aikpk> => ) aipk
1 k=1

=1 i=1 \k= =1i=1

Voltando ao exemplo das bolas, dada a previsdo de um vetor

PT'(Xn = 1) D1
P = Prx,=2) | =|ps|,
Pr(X, =3) plr!

qual serd o vetor plntl] previsto?
Solugdo: Escrevendo Pr(X, 1 = i|X, = j) = a;; onde os nimeros a;; sdo
dados em (1.2), temos

PT’(Xn_H = 1) ;)?:1 PT(Xn-i-l = 1|Xn = ])Pr(Xn = ])
Pl — | pr(X, 1 =2) | = ?:1 Pr(Xn+1 =2|X, =j)Pr(X, =j)
Pr(Xps1 =3) S Pr(Xng = 3X, = j)Pr(X, = j)
ar1pl™ [n] [n] [n]
11p1 + aieps  + aisps ailr a2 ais b1
= aglp[ln] + aggp[;] + aggp[gn] = | a21 a2 a3 p[gn] = AP [n}-
aspl™ + asapl! + azpl! agy azy asz) \ plnl

Aplicando-se um argumento de inducdo matemadtica, podemos concluir que
dados o vetor P% e a matriz A em (1.2) e (1.1), respectivamente, a estimativa para
o vetor de probabilidade associado a fotografia em tempo m serd P [m] — gm plo],

onde

AM=A-A---A.
S
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Com base nesta igualdade, dada uma matriz coluna estocdstica A, x, € um
vetor de probabilidade Pl em R™, podemos tentar entender o comportamento do
vetor Pl™ = A™ Pl "3 longo prazo". Neste sentido, buscamos entender se por
exemplo as coordenadas de P ] se aproximam das coordenadas de algum vetor P
quando m — +o00.

Antes de prosseguirmos com resultados gerais, vamos analisar dois exemplos.

Exemplo 1.4. Considere a matriz coluna estocdstica
A 1/3 1/4 .
2/3 3/4

Os autovalores de A sd@o \1 = 1 e Ao = 1/12, podendo ser verificado diretamente
que
1/3 1/4\ (3\ (3
(55 3 ()= )
1/3 1/4\ (-1\ 1 (-1
2/3 3/4)\ 1) 12\ 1)

_ (3/11
P= (8/11)

€ um vetor de probabilidade que também é autovetor associado ao autovalor \; =

Note que

1
estamos considerando. Nenhum miiltiplo de v é vetor de probabilidade.

1. Vamos denotar por v = , 0 autovetor associado ao autovalor \o, que

Dado um vetor de probabilidade arbitrdrio P = < 1 g p) onde 0 < p <1,
podemos escrever

P= (1 fp) = <2;ﬂ) + (3/11 = p) <_11> =P+ (3/11 — p)v.

Assim

AP = A(P + (3/11 = p)v) = AP + (3/11 — p)Av = P + (3/1112]))1)’

e em geral, pode ser demonstrado com um argumento de inducdo matemdtica que

(3/11 —p)

AP =P
Ty
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Quando m — +o00, temos (3(/1121);f’ ) 5 0e por consequéncia
lim A™P = P.
m—+00

Concluimos que para qualquer vetor de probabilidade P, os vetores A™ P se apro-
ximam do vetor de probabilidade P, onde P satisfaz AP = P. Como ilustracdo

1 L
deste fato, note que se P = (O)’ entdo A™ P corresponde a primeira coluna de

0
1
tanto ambas as colunas de A™ devem convergir para P quando m — +o0. Isso
estd de acordo com o os dados abaixo:

p o (0.27273) (033333 0,25\ ., _ (0,27778 0,27083
~\o,72727) 7 7 \0,66666 0,75)° ~\0,72222 0,72917

A™, enquanto para P = ( ) A™ P corresponde a segunda coluna de A™. Por-

43 (027315 0,27257) 4 (0,27276 0,27271
~\0,72685 0,72743)° ~\0,72724 0,72729) "

Exemplo 1.5. Dados
!_ 0 1 F[O}_ a F[I]_ 1—-a
N (1 0) ’ N <1 — a> ¢ N a ’

PU — AP = 43P = AP = A"P... ¢ PV = P = A2P — A*P = A%P..

temos que

Portanto A™ P ndo converge.

E possivel® obtermos resultados como os do primeiro exemplo supondo que
todas as entradas de A sdo positivas (estritamente maiores que zero).

Convencao: Dizemos que uma matriz € positiva se todas as suas entradas sdo
positivas.

Lema 1.6. Se A, ., é uma matriz coluna estocdstica, entdo A = 1 é um autovalor

de A.

Demonstracio: Seja 1 o vetor com todas as coordenadas iguais a 1. A matriz

AT ¢ “linha estocéstica”, sendo ficil verificar que A1 = 1. Concluimos que
A\ = 1 é autovalor de AT, portanto é um autovalor de A. O

3Seria possivel obtermos resultados positivos com hipéteses mais fracas, como supor que alguma
poténcia de A possui todas as entradas positivas, mas neste texto de cardter introdutério vamos
simplificar a discussao.
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Vamos generalizar alguns fatos que apareceram no primeiro exemplo acima,
para uma matriz A coluna estocdstica positiva. Antes de mostrarmos que A possui
um autovetor de probabilidade associado ao autovalor 1 vamos analisar um pouco
mais a matriz A7

Lema 1.7. Seja A, x, uma matriz coluna estocdstica positiva e v € R™ um vetor
com entradas ndo negativas. Entdo (AT)™v é convergente e o vetor limite terd
todas as coordenadas iguais.

Demonstracio: Se n = 1 o resultado é imediato, portanto podemos supor
n > 2. Escrevemos A = (a;;) onde a;; > 0 para quaisquer i,j € {1,...,n}e

> ar; = 1 para qualquer j € {1,...,n}. Seja a a menor entrada da matriz A.

Note que 0 < a < % < % Denotamos por |Z|maz € |Z|min @ maior e menor

entrada de um vetor x, respectivamente. Seja v um vetor com coordenadas nio
negativas vy, ..., v,. Suponha que |v|myin = v;. Entdo a 1—esima coordenada de
ATy satisfaz

n
(ATv); = Z AV = Q05 + Z AV, < ajiv5 + Z aki|V|maz
k=1 k#j k#j
= ajiVj + (1 - aji)|v‘maa: = ’U|max + aji(|v|min - |U‘max)
< |U|max + O‘(|”’min - ‘v|max)-

Portanto
’ATU‘max S ’U’maaz + a(yv|min - |U‘max)~ (14)

Da mesma forma, suponha que |v|,,q = v;. Entdo a i—esima coordenada de ATy
satisfaz

n
(ATU)i = Z ARV = av; + (1 - ali)|v|min = |'U|mm + ali(‘ﬂmaz - |U|m'm)
k=1

> ’U’min + a(’v|maa: - ‘U‘mzn)
Portanto
|ATU|min > ’U|mzn + a(|v|mam - |U|m'm) (1.5)

Concluimos que para todo vetor v com coordenadas ndo negativas,
|AT 0| maz — |AT0|min < (1 = 20) (|0 maz — [0]min)- (1.6)
Além disso, se
’(AT)m_1U|max - |(AT)m_lv|min <(@1- 2a)m_1(‘v|ma:c = |V|min)
entio, aplicando a desigualdade (1.6) para o vetor (AT)™ 1y,

|(AT)mU’maa: - ’(AT)mU|min = |(AT)(AT)m_IU|ma:c - |(AT)(AT)m_1U|mm
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< (1-20) [[(AT)™ 0lmaz = (A7) lmin| < (1= 20)™ ([0hmaz = [Vlmin).
Assim, com um argumento de indu¢do matemdtica, concluimos que para m =
1,2,3, ...
|(AT)™0lmaz — (A7) 0lmin < (1= 20)"™([|maz — [V]min)-
Como 0 < a < %,
i (1T 0z = (A7) 0l ) = 0.

Além disso, por (1.4) e (1.5), | (A7)0 ax é decrescente em m enquanto | (A7)0 nin
é crescente em m. Portanto quando m — oo, (AT)™v converge para um vetor
constante. ]

Teorema 1.8. Seja A, x, uma matriz coluna estocdstica e positiva. Entdo existe
um tnico vetor de probabilidade P satisfazendo AP = P. Além disso, para
qualquer vetor de probabilidade P, lim,, , ., A™P = P.

Demonstracdo: Escrevemos A = (a;;) onde a;; > 0 para quaisquer i,j €
{1,...,n}e > ar; = 1 paraqualquer j € {1,...,n}. Denotamos por ey, €2, ..., €,
os vetores que formam a base candnica do espaco R". Aplicando-se o lema anterior
concluimos que existem os limites

= lim (AT)Mey, ... = lim (AT)™e
Y1 m%+oo( ) 1y Un m%+oo( ) ns
onde os vetores 1); sdo constantes. Denotamos por p; o valor que aparece em todas
as entradas de ¢;, © = 1, 2, ...,n. Ou seja

b1 b2 Pn
wlz 7¢2: 7---,¢n: :
1 2 n
Seja
4!
P=]:

n

Afirmamos que P é um vetor de probabilidade. De fato, como as entradas de
A e de e; sdo ndo negativas, obtemos que as entradas de ; sdo ndo negativas, ou
seja p; > 0. Além disso, para mostrarmos que p; + ... + p, = 1, basta mostrarmos
que Y1 + ... + ¥, coincide com o vetor constante

1
1=
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Como AT1 = 1, obtemos que

Uit gn =3 =3 lim (A7)
=1 =1

_ : T\m o : T\mq _ : _
=l (AD7 2 e =l (A=l 1=1

concluindo a prova da afirmacao.

qa
. 92
Afirmamos agora que para qualquer vetor de probabilidade P = | | |,
Gn
p1
— P2
lim A"P=P=|".
m—»+oo :
Pn

De fato, paracada j € {1,...,n} temos que a j—ésima coordenada de lim,,_, ;oo A™ P
satisfaz:

(ej, lim A™P)= lim (e;,A™P)= lim ((A")™e;,P)=( lim (AT)™e;, P)

m—+0o0 m—+0o0 m——+oo m—+o00

b q1
:<wjap>:< AN E >:pj(QI+-~-+Qn):pj;
j dn
provando a afirmacao. o
Para mostrarmos que AP = P basta observarmos que

P= lim A™"'P= lim AA™P=A lim A™P = AP.
m—-+00 m——+00 m——+00
Por fim, se um vetor de probabilidade @) satisfaz AQ = @, entdo A™(Q =
@, m=1,2,3,... Portanto
Q= lim A"Q=P.
m—+00

Isso garante que P é o tinico vetor de probabilidade satisfazendo AP = P e conclui
a demonstragao. O

Defini¢ao 1.9. Dada uma matriz A coluna estocdstica positiva, o vetor de pro-
babilidade P satisfazendo AP = P é chamado vetor estaciondrio associado a
matriz A.
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Note que se A é positiva entdo para estimativas de “longo prazo” do vetor
P™ = A™P, o vetor inicial P ndo é de fato relevante, ou seja quando m — oo,
A™ P converge ao vetor estaciondrio P independente do vetor de probabilidade
inicial P.

Corolario 1.10. O vetor estaciondrio associado a uma matriz coluna estocdstica
positiva é também positivo.

Demonstracdo: Escrevemos A = (a;;) e denotamos por p1, ..., p, as coorde-
nadas de P. Lembramos que as entradas de A sio positivas e as coordenadas de P
s30 maiores ou iguais a zero. Suponhamos por absurdo que alguma coordenada py,
de P seja nula. Como ), ar;p; = pr = 0, concluimos que todas as coordenadas
de P sdo nulas. Mas p; + ... + p;, = 1, garantindo uma contradicio. U

Exemplo 1.11. Considere a matriz

0,5 0,3 0,1
A=10,4 0,4 0,6
0,1 0,3 0,3

dada em (1.2). Para determinarmos um autovetor x associado ao autovalor A = 1
resolvemos a equacdo Ax = x ou, equivalentemente, a equacdo linear homogénea
(A — Iz = 0. Uma solugdo para esta equagdo é dada por

12

=117
9

Portanto o vetor estaciondrio associado a matriz A é

12/38 0,3158
P=117/38| ~ | 0,4474
9/38 0,2368
Dado
0,125
PO = 10,250 |,
0,625

pelo que vimos acima, os vetores pll — gnplol =123, ... aproximam-se de

P. Mais precisamente, lim P ("] — P. Isso estd de acordo com os dados abaixo:
n—oo

0,200 0,285
Pl — AP0 — | 0 525 | | PR = AP = 0,455 |,
0,275 0,260
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0,305 0,3124
PB — AP = (0,452 |, P = ApB = [0,4486 | ,
0,243 0, 2390
0,3147 0,3154
PPl = APW ~ [ 0,4478 | | Pl — APPl ~ [ 0,4475
0,2375 0,2371

Comentarios: As ideias e resultados que apresentamos nesta secdo sio co-
nhecidas do estudo de Cadeias de Markov em Processos Estocasticos. Em [4] o
leitor encontrard uma discussdo mais completa do tema, com aplica¢des. Outra re-
feréncia, indicada aos leitores que estdo tendo um primeiro contato com o assunto
€ [8]. Em [1] e [5] o leitor encontrard o tema discutido de forma elementar, com
exemplos e calculos do vetor estaciondrio.
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Capitulo 2

Probabilidade invariante e
Jacobiano

Nesta secdo vamos considerar o conjunto
X={1,..,n}x{l,.,n}={0J)]|1<i<nel<j<n}

Uma probabilidade sobre X serd uma lista de niimeros ndo negativos m = (mj J1<i, j<n
satisfazendo 3, ; m;; = 1. O niimero 7;; € o peso associado ao ponto (i, j) em X.
Escrevemos 7((4,j)) = m;j. A probabilidade de um conjunto A C X serd por
defini¢do m(A) = >_(i,j)eA Tij. Convenientemente uma probabilidade sobre X
poderad ser descrita por uma matriz do tipo n X n com entradas ndo negativas cuja
soma resulta em 1. Denotamos por I1(X') o conjunto das probabilidades sobre X.

Exemplo 2.1. Paran = 3,

X ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) }.

A matriz
Tl T2 T3 0 0,1 O
m=|mo mo w3 | =102 0 0,2
731 732 733 0,1 0,3 0,1

representa uma probabilidade sobre X.
Dizemos que uma probabilidade 7 € positiva se a matriz que representa m &

positiva, ou seja se 7((7,j)) > 0 para qualquer ponto (7, ) € X.
Fixado k € {1,...,n} definimos

[ k] =A{(, k)i € {1,...n}} ={(1,k), (2,k),...,(n, k) }

[k’ ] = {(kv.])b € {17 ’n}} = {(k’ 1)7 (kv2)a B3R (kan)}

21
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Note que em geral 7 ([-, k]) # 7([k,-]). Por exemplo, se X = {1,2} x {1,2} e
fm om2)  (1/2 1/2
T\ ome) L0 0

m([ 1)) =71+ 701 =1/24+0=1/2.

entao

enquanto
m([L,-]) =mn +m2=1/2+1/2=1.

Definicdo 2.2. Uma probabilidade = € 11(X) serd chamada invariante' se para
todok € {1,...,n}:

n n
DTk = D Ty
i=1 j=1
O conjunto das probabilidades invariantes serd denotado por 11( X, o).

Exemplo 2.3. Se X = {1,2} x {1,2} entdo a probabilidade

o [T m2) 1/8 2/8
S \m me)  \2/8 3/8
é invariante. De fato, a soma dos elementos da primeira linha da matriz coincide

com a soma dos elementos da primeira coluna e a soma dos elementos da segunda
linha da matriz coincide com a soma dos elementos da segunda coluna.

Se 7 é uma probabilidade invariante ento para todo k € {1,...,n} temos
n n
([ k) =Y mie =Y mhy = w([k, ).
i=1 j=1

Note que a matriz que representa ™ no exemplo anterior é simétrica. Se a matriz
que representa a probabilidade 7 € simétrica, entdo 7 serd invariante. A reciproca
desta afirmacgdo nao é verdadeira.

Exemplo 2.4. Se X = {1,2,3} x {1, 2,3} entdo a probabilidade

0.5 0.1 0.1
=102 0 O
0 01 0

é invariante, mas a matriz que representa T ndo é simétrica.

'a expressao holondmica (ver [3], [11], [14]) pode ser mais adequada. Apresentamos uma discus-
sdo no final do capitulo.
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Defini¢do 2.5. O Jacobiano de uma probabilidade invariante m € 11(X,0) é a
matriz J™ = (J[5), onde

(( J) T g
Jr = () I S ser([-,j]) >0
1/n sem([-,4]) =0

Exemplo 2.6. Para X = {1,2,3} x {1,2,3}. Temos:

05 0.1 0.1 5/7 1/2 1

ser=102 0 0 | entdoJ"=12/7 0 O0f,
0 01 0 0 1/2 0
0.2 0.2 0.1 2/5 2/3 1/2

sem= 101 0.1 01| entao J"=|1/5 1/3 1/2],
02 0 0 2/5 0 0
0.3 0.1 0 3/4 1/6 1/3

sem= (0.1 05 0| entdoJ" =|1/4 5/6 1/3
0 0 O 0 0 1/3

O que serd de interesse neste texto € o valor que J™ assume nos pontos onde
m;; > 0. Nos demais pontos, o valor de J™ poderia ser definido de forma arbitraria.
A nossa escolha se justifica pelo préoximo lema.

Lema 2.7. Dada uma probabilidade 7 € 11(X, o), seu Jacobiano J™ serd uma
matriz coluna estocdstica. Se m é uma probabilidade positiva, seu Jacobiano serd
uma matriz coluna estocdstica positiva.

Demonstracio: Iniciamos supondo que 7 € uma probabilidade positiva. Neste
caso Jj7 > ( para quaisquer ¢, j € {1,...,n}. Além disso, para cada j, a soma das
entradas da coluna j da matriz J™ satisfaz

n ..
Z =Y sl =1
=1 2151
Concluimos que J” é uma matriz coluna estocdstica positiva.

Se 7 ndo € positiva, por defini¢do teremos J; > 0 para quaisquer i,j €
{1,...,n}. Além disso, se 7([-,7]) > 0, podemos repetir as contas acima e con-
cluir que a soma dos elementos da coluna j de J™ resulta em 1. Caso contrério (se
7([-,7]) = 0) escrevemos

1
Z Z =1
1= 1
Em qualquer caso concluimos que J” é uma matriz coluna estocdstica. U

Dada uma matriz A = (a;;) coluna estocdstica e positiva, vimos na segdo
anterior que existe um tnico vetor de probabilidade P tal que AP = P (vetor
estaciondrio). Denotamos por py, ..., p, as coordenadas de P.
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Definicao 2.8. Dada uma matriz A = (aij)lgz‘,jgn coluna estocdstica e positiva
com vetor estaciondrio P = (p;)1<j<n, definimos a partir de A uma probabilidade
n € II(X) por mij = aijpj que serd chamada auto-probabilidade associada a
matriz A.

Abaixo vamos mostrar que a auto-probabilidade 7 de fato € uma probabilidade.
Dependendo do contexto, poderiamos chama-la de medida de Gibbs, equilibrio ou
de Markov. Note que # = AD onde D é a matriz diagonal determinada por
P1, ..., Pn. Paran = 3, por exemplo

Tl 712 713 aiipr ai2p2 aisps
21 T22 T23 | = | G21P1 a22P2 AG23P3
31 732 T33 azipr as2p2 assps

a1 a2 a3\ (p1 0 O
= | a1 azx a3 0 p2 O
az1 azz2 as3 0 0 p3

Proposicao 2.9. Se A é uma matriz coluna estocdstica e positiva, entdo a auto-
probabilidade associada é uma probabilidade invariante e positiva.

Demonstraciio: Denotamos por (a;;) as entradas da matriz A e por py, ..., p,
as coordenadas do vetor estacionario . Como

DRI 3 D DD SR »
i 7 i 7 J ? J

concluimos que 7 € uma probabilidade. Para provarmos que 7 € positiva, obser-
vamos que A é uma matriz coluna estocéstica positiva e P é um vetor de probabi-
lidade positivo (coroldrio 1.10). Segue que 7;; = a;;p; € positivo para quaisquer
1,7.

Para cada k € {1,...,n} fixado, como AP = P, temos que

Pk = Qk1P1 + Ggep2 + ... + AgnPn = Z ag;Pj-
J
Entao

([, k]) = Zﬂ'ik = Zaikpk: :szaz‘k =prp = Zakjpj = Zﬂ'kj = m([k,"]),

portanto 7 € invariante. U

Proposicao 2.10. Se 7 é a auto-probabilidade associada a uma matriz A coluna
estocdstica e positiva, entdo J" = A.



25
Demonstracdo: Como 7;; = a;;jp; € positivo para quaisquer ¢, j, pela defini-
¢do de Jacobiano temos

_ Ti QP GiPy QiiPy
JE = — —
DU 2P P Al D)

g

Pelo que vimos até aqui, dada uma matriz A coluna estocdstica positiva, pode-
mos associar a ela uma probabilidade invariante e positiva 7 (auto-probabilidade).
Por outro lado para esta probabilidade m podemos associar uma matriz coluna es-
tocdstica positiva J™ que resultard na propria matriz A.

A—m—J =A.

No que segue vamos analisar se vale um argumento deste tipo partindo-se de
uma probabilidade invariante e positiva . Neste sentido, partindo-se de uma pro-
babilidade invariante e positiva m podemos construir uma matriz coluna estocdstica
positiva J7. Serd que a auto-probabilidade de J™ coincide com 7?

T— J" — (7)

Proposicao 2.11. Se w ¢ uma probabilidade invariante e positiva, entdo © é a
auto-probabilidade de J".

Demonstracdo: Denotamos ) ; 7;; por g;. Note que g1 + ... + g, = 1. Como
7 € positiva, pela defini¢do de Jacobiano obtemos que Jj; = f l; = 7;—‘]3 Ou seja
1T

Jiﬂjq]' = Tj- (21)

Entdo para concluirmos que 7 € a auto-probabilidade de J™, basta mostrarmos que
o vetor estaciondrio P que satisfaz P = J™ P tem coordenadas ¢, ..., ¢,. Assim a
prova estard completa se mostrarmos que qx = »_; J};;4; para todo k. Como 7 é
uma probabilidade invariante

(2.1) m & invariante
DG = g TS ) mik = a,
J J i
concluindo a demonstragdo. U

Resumimos estes resultados abaixo:

Teorema 2.12. -

i) Dada uma matriz coluna estocdstica e positiva A, sua auto-probabilidade 7 é
uma probabilidade invariante e positiva. Além disso J™ = A.

ii) Dada uma probabilidade invariante e positiva w, seu Jacobiano J™ é uma matriz
coluna estocdstica e positiva. Além disso  é a auto-probabilidade associada a J™.
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Comentarios: A defini¢cdo de probabilidade invariante apresentada neste capi-
tulo € uma adaptacio do conceito de probabilidade invariante em Sistemas Dinami-
cos, [13], [16], [18], ndo correspondendo na integra a definicao usual. No entanto
ela estd ligada ao conceito de probabilidade holondmica em sistemas de fungdes
iteradas, [3], [11], [14]. Dados conjuntos Y = {1,....,n} e Z = {1,...,m}, um
sistema de fungdes iteradas (IFS) consiste em uma familia de aplicagdes {7; : Z —
Z |i € Y}. Dado um IFS, dizemos que uma probabilidade m = (7;;) sobre Y x Z
€ holonomica se para qualquer funcdo h : Z — R

Z Z h(Tl<j))7rz] = Z Z h(])ﬂ'z]
€Y jeZz €Y jeZ

QuandoY = Z = {1, ...,n} e o IFS satisfaz ;(j) = i para quaisqueri € Y,j € Z
temos que 7 serd holondmica se para qualquer fungdo h : {1,...,n} - R

ST hi)mg= > > h(j)my.

1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<j<n

Afirmamos que isso equivale a dizer que para todo k € {1,...,n},

> = Y

1<j<n 1<i<n

De fato, fixados k € {1,...,n} e a fungdo ¢y, satisfazendo dx(j) = 1sej = ke
0r(j) = 0se j # k, se m € holondmica entdo

Z Z 5k(7;)7rij: Z Z 6k(j)7rij

1<i<n 1<5<n 1<i<n 1<5<n

logo

DI

1<j<n 1<i<n

Por outro lado, se 7 satisfaz

Z Tkj = Z ik,

1<j<n 1<i<n

entdo para qualquer fungdo h : {1,...,n} — R temos

ZZMW:ZP@24=ZP@24

1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<j<n
=3 Y himi= Y Y hG)m,
1<i<n1<j<n 1<i<n1<j<n

garantindo que 7 € holondmica para o IFS satisfazendo 7;(j) = i.



Capitulo 3

Entropia

Nesta se¢do continuamos considerando o espaco X = {1,...,n} x {1,...,n}.

Definicdo 3.1. Dadas uma matriz A = (a;j)1<i j<n € uma probabilidade ™ =
(mi;) em II(X), a média de A em relagdo a w é dada por

<A, 7T> = Z AT
2

Note que (A, 7) representa uma média ponderada das entradas de A com pesos
dados pela probabilidade 7.

Definiciio 3.2. Se m = (7;;) € uma probabilidade invariante, definimos sua entro-
pia' por
H(m)=— Zlog(ij)mj.
0,

Acima estamos considerando o logaritmo natural log(x) = In(x). Note que se

L p— 3 J— 1 ] —
Ji; = 0 entdo m;; = 0. Sempre que isso ocorrer assumimos que 0 log(0) = 0, ou
seja, desconsideramos esta parcela na soma acima. De fato, como ja comentamos
na se¢do anterior, as entradas de J™ que serdo de interesse neste texto sdo aquelas
onde 7;; > 0 e somente nestes casos teremos parcelas consideradas na soma acima.

Exemplo 3.3. Se 7;; = # para quaisquer i, j, entdo

Tij l/n2 1

JT = = = —.
k > Tsj 1/n n

Segue que

n2

H(r) = — Y log(1/n) 5 = ~n*log(1/n) —; = ~ log(1/n) = log(n).

"Esta defini¢do ndo coincide com a definicio de entropia de Shannon para probabilidades em
conjuntos finitos. Também ndo coincide exatamente com a entropia de Kolmogorov-Sinai para pro-
babilidades invariantes em sistemas dindmicos. E equivalente as defini¢des apresentadas em [11] e
[14] para probabilidades holondmicas.

27
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Exemplo 3.4. Seja m = (7;;), onde w11 = 1 (entdo todas as demais entradas de ™
sdo nulas, pois T é uma probabilidade). m é invariante, pois 7([i,-]) = 7 ([, i]) =
0,sei#1len([1,]) =n([,1]) = 1. Temos que JT; = 1 e

H(m)=— Zlog(JZ]r-)Trij = —log(J{})m11 = —log(1) = 0.
4,J

Como veremos abaixo a entropia de uma probabilidade invariante pertence
ao intervalo [0, log(n)]. No primeiro exemplo acima, consideramos a probabili-
dade com distribui¢do uniforme sobre X. Neste caso, a entropia obtida € maxima
(log(n)). No segundo exemplo, consideramos uma probabilidade concentrada em
um unico ponto de X (717 = 1). Neste caso, a entropia obtida € minima (zero).

Exemplo 3.5. Suponha n = 2 e portanto X = {1,2} x {1,2}. Sejam p; e p2
niimeros positivos satisfazendo p1 + p2 = 1. Considere

S 1 T2y _ (P1P1 P1p2
21 722 b2p1 P2p2
Como p1 e p2 sdo positivos concluimos que m é positiva. Além disso

11 + Ti2 + T21 + T2 = p1p1 + pip2 + pap1 + p2p2 = pi(p1 +p2) + p2(p1 + p2)

= (p1+p2)(p1 +p2) = (1)(1) = 1.

Isso mostra que m é uma probabilidade. Por ser simétrica, concluimos que m é
invariante.
O Jacobiano de  é dado por

pip1 p1p2
p1p1+p2p1  p1p2+p2p2 n n
J7T = =
p2p1 p2p2
pip1+p2p1  p1p2+p2p2 P2 P2

Portanto
H(m) ==Y log(J75)mi
i3

= —[log(p1)p1p1 + log(p1)p1p2 + log(p2)pap1 + log(p2)peps)
= —[log(p1)p1 + log(p2)p2].

Como p2 = 1 — p1, podemos escrever

H(m) = —[log(p1)p1 + log(1 — p1)(1 — p1)].

A fungdo ¥(t) = —log(t)(t) — log(1 — t)(1 — t), t € (0,1), tem derivada
V' (t) = —log(1L;), sendo ficil verificar que 1 é crescente no intervalo (0, 1)
e decrescente no intervalo (%, 1). A entropia de 7 é mdxima se p1 = py = % e
decresce conforme os niimeros p1 e py se distanciam.
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P11 P2 T H(r)
05 05 (p3 03 v
0,4 0,6 (8:;2 8:§§> 0,5108
0,3 0,7 <8:(2)(f 8:2;) 0, 3567
02 05 (0 0) o
0,1 0,9 (8:8; 8:2?) 0,1054

Exemplo 3.6. Generalizando o exemplo anterior, dados niimeros positivos py, ..., pn,
tais que p1 + ... + pn, = 1, defina uma probabilidade 7 sobre X = {1,...,n} x
{1,...,n} por
Tij = Pi " Py-
7 é de fato uma probabilidade positiva, pois w;; = p; -p; > 0e
SN mp=> D pi-pi]=> i pil=> p=1
i i g i j i
Além disso, T é invariante, pois é simétrica (T;j = mj;).
O Jacobiano de 7 é dado por
5 = Mg _ _Pi*Pj D — p;
>0 T >_1DL Dy 1D

e a entropia de 7 é igual a

H(m) ==Y log(J5)mi; = — > > log(pi)pip;
-~ 2

i
==Y log(pi)pi Y _pj = — Y_ log(pi)pi-
i J i

Exemplo 3.7. Dada uma matriz coluna estocdstica positiva A = (a;;) com vetor
estaciondrio P = (p;) e auto-probabilidade m = (m;;) = (a;jp;) temos que
J™ = A. Portanto

H(ﬂ') = — Z log(aij)aijpj.

1,J

Vamos provar neste capitulo o seguinte
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Teorema 3.8. Dada uma probabilidade invariante T,

H(m) = inf{— Z log(bij)mij | B = (bij)1<i,j<n € coluna estocdstica e positiva}.
i?j
Antes da prova vamos apresentar algumas de suas aplicacdes.

Coroléario 3.9. Para qualquer probabilidade invariante 7, 0 < H () < log(n).

Demonstraciio: Como J7; < 1 para quaisquer i, j, temos que log(J7;) < 0e
> ijlog(J7)mi; < 0. Portanto H(m) = — 3, log(J];)m; > 0. Por outro lado,
aplicando-se o teorema anterior para a matriz constante B = (1/n):

1
H(m) ==Y log(Jf)my; < — Zlog(ﬁ)mj = log(n).
i,j %,J

0

Corolario 3.10. O conjunto das probabilidades invariantes é convexo e a entropia
é uma funcdo céncava sobre este conjunto. Mais precisamente, se T e 1) sGo pro-
babilidades invariantes sobre X e X € [0, 1], temos

a. Am + (1 — \)n € uma probabilidade invariante

b. HOAm+ (1 — A)n) > AH(m) + (1 — A\)H(n).

Demonstracdo: Sejam 7 = (7;;) e = (1;;) probabilidades invariantes sobre
X ={1,..,n} x{1,...,n}efixe A € [0, 1]. Denotamos por 7 = Aw + (1 — A\)n,
a combinagdo convexa de 7 e 7 com pesos A e (1 — ). Queremos inicialmente
mostrar que v € uma probabilidade invariante. Para isso observamos que m;; > O e
Nij > 0, entdo Yij = )\7T7;j + (1 — )\)771'3‘ > 0. Além disso

Z’yij = Z ()\71'1‘]‘ + (1 - )\)mj) = AZW@'—F(I—/\) Zm‘j = )\-1+<1—)\)~1 = 1,
i,J i,J .3 1,J

garantindo que -y é uma probabilidade.
Para mostrarmos que ~y € invariante observamos que, fixado & € {1,...,n},

2o ik = 225 Tkj © 23 Mik = 2 Mk;- Entdo
Y ik =AY T+ 1T =X)D 0k =AD i+ 1= D g =D -
’ ‘ i i j i

Por fim, vamos mostrar que H(y) > AH(w) + (1 — A\)H(n). Com este objetivo,
fixamos € > 0. Pelo Teorema 3.8 existe uma matriz coluna estocdstica positiva
B = (B;j) tal que H(vy) > —3, ;log(Bij)vij — €. Usando a defini¢do de v e 0
Teorema 3.8 aplicado em 7 e 1 temos:

H(y) > A (— Zlog(Bij)Wij) +(1=2) (— Zlog(Bz‘j)mj) —€
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> AH(m)+ (1 = X\)H(n) —e.

Considerando ¢ arbitrariamente pequeno obtemos que

H(y) = AH(7) + (1 = N H(n).

Exemplo 3.11. Vamos mostrar um exemplo onde H (3w +3n) > $H(m)+3H ().
Considere probabilidades em {1,2} x {1,2} definidas por

™1 712 _ 0 1/2 e mi M2 _ 1/2 0
ol 722 /2 0 M1 722 0 1/2)°

Neste caso
0 1 1 0
™ / —
J—<1 O)eJ—<O 1).

Portanto H(m) = — 3, ;log(Jf)mi; = 0 e H(n) = — X, ;log(Ji)ni; = 0. No

entanto
_ lw n 1 (1/4 1/4
TERT TR T 14 1/4
Jv 1/2 1/2 '
1/2 1/2
Como consequéncia temos

1\ 1
H() == S log(T)s = - Ylos (3) 5
i3 i,J

satisfaz

— _dlog (;) i ~ “log(1/2) = log(2).

Podemos identificar uma probabilidade sobre X = {1,...,n} x {1,...,n} com
um elemento de R"*. Com esta identificacdo podemos induzir uma métrica no
conjunto das probabilidades invariantes. Desta forma, dizemos que uma sequéncia
de probabilidades {7™},—1 2 .. converge para uma probabilidade 7 (quando n —
+00) se nllgloo m;; = mij para quaisquer i, j € {1,...,n}.

Proposicdo 3.12. Dada uma sequéncia de probabilidades invariantes w12, ...
convergindo para T, temos que

a) w é uma probabilidade invariante;

b) H(m) > limsup H (7).

n—-4o00



32 CAPITULO 3. ENTROPIA

Demonstracao: a):

mij = lim 71' - >0
n—-+o0o
e
E Tij = lim 7r = lim E 7r = lim 1=1,
. n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

iJ
garantindo que de fato 7 é uma probabilidade. Para mostrarmos que 7 € invariante
escrevemos para cada k € {1,...,n}:

ik = lim 7y, = lim i)

Z ik = n—+oo ik n—>+ooz

= lim gy lim 7} = T
n—>+ooz ki = n—+o00 kg Z kj

b): Dado € > 0, existe uma matriz coluna estocdstica positiva B = (B;;) tal que

n—-+00

— Z log(Bij)mij | —e= lim — Zlog(Bij)ﬂ?j —€
i,J i’j

> limsup H(7") —e.

n—-+o00

Considerando € arbitrariamente pequeno concluimos a prova. U

No que segue vamos apresentar resultados que nos auxiliam na prova do Teo-
rema 3.8.

Lema 3.13. Se B = (b;j) e A = (ayj) sdo matrizes n X n onde A é coluna
estocdstica e positiva com auto-probabilidade ™ = (m;;) e vetor estaciondrio P =
(pi), entdo

T =Y bym = <Z alibli> Tij = (Z alibli> Di-
i i \ 1 i \'1

Demonstragio: Iniciamos observando que -, mi; = >_; aijp; = pi, pois
A . P = P. Entio

SO abumi; = apbupi =Y buaupi = Y bumi = Y bijmij.
ij il il il 0]
]

Lema 3.14. Seja m = (m;;) uma probabilidade invariante, ndo necessariamente
positiva e B = (b;;) uma matriz n X n. Entdo

™) = bimi; =) (Z Jl?;blz) mij = Y (Jfibu) 7 ([, 1]).
&3 l

i,J %,
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Demonstracao: Se 7([¢,-]) = 7([-,]) > 0 entdo
T
Zs ﬂ-S’i
Denotando por 4’ os indices ¢ para os quais 7 ([, -]) = m([-,7]) > 0 temos:

> (Z Jz%n) Tij = (Z ngli/) Tirg =) (Z Zm;,,,bli) it}
l l S St

i i g\

p—
Jii =

i brir
= (Z T ) Zﬂ-z”j = Zﬂ-li’bli’ = Zﬂ'libli = Zbijﬂ-ij
i\l shst"/ =5 il 1 i

O

Definicao 3.15. Dizemos que uma funcdo f : I — R ¢ estritamente concava se
para quaisquer valores x1 # x2 no intervalo I e A € (0,1)

fzr+ (1= Nxg) > Af (1) + (1= A) f(22).
Lema 3.16. A funcdo v : [0, 1] — R definida por

() = { —zlog(z) sex e (0,1] G.1)

0 sex =0
é continua e estritamente concava.

Nio iremos demostrar este resultado. O leitor é convidado, no entanto, a veri-
ficar que lim,_,y+ = log(z) = 0 (L’Hopital) e que a derivada segunda de z log(x)
¢ negativa em (0, +00).

Lema 3.17 (Desigualdade de Jensen). Dada uma funcdo estritamente concava f :
I — R, nimeros distintos ay, ..., ay no intervalo I e niimeros positivos p1, ..., Pk,
satisfazendo p1 + ... + pr = 1, onde k > 2:

k k
/ (Z aiPi) > flai)pi.
i=1 i=1

Demonstracdo: Vamos provar o resultado por indu¢do matematica. Para k =
2 o resultado segue da concavidade estrita da fun¢do f. Supondo verdadeira a
afirmacdo para um determinado valor de k, vamos provar a afirmagao para k + 1:

k+1 k
f <Z az'pi> =f (Z aip; + ak+1pk+1)
i=1

=1

k
Di
=f1 (1 =prs1 aj——— + Qp+1Pk+1
( +); "(1 = prya) il
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(como (1 — pxy1) + pr+1 = 1, aplicando a Desigualdade de Jensen para 2 termos)

> (1= pr1)f (Zaz — 1)> + Pr+1.f (akt1)

(como % = 1, aplicando a Desigualdade de Jensen para k termos)
k D k+1
> (1= prga) D flai) m——— + prrf(arsa) Z f(ai)p
= (1 = pr+1)

Lema 3.18. Se P = (p1,...,px) é um vetor de probabilidade positivo e ) =
(q1, ..., qx) € um vetor de probabilidade entdo

k K
> ailog(gi) > > gilog(pi).
=1 i=1

A igualdade ocorre se e somente se P = Q).

Demonstracdo: Vamos supor P # (). Considere a fungdo 1) estritamente
concava dada em 3.1. Temos:

Z% log(q;) Z%IOg i) Z%’log(%) = Zpiqi'log(&)
i=1 '

i=1 p’L pl

(2

k y ensen k >
= —Zpﬂm]%) T _y (Zm@) = (1) = 0.
=1 v i=1

0

Lema 3.19. Seja B = (b;;) uma matriz n x n coluna estocdstica positiva e T uma
probabilidade invariante. Entdo

=Y log(J5)mi; < = log(bij)mi;.
i,j 2

. — KL ..
A igualdade ocorre se e somente se b = J; sempre que mi; > 0.

Demonstracio: Segue do lema anterior que para cada i fixado
Z ilog(J Z 7i 1og (bsi)

Supondo bg; # JI; em algum ponto (s, ) satisfazendo 75 > 0, como a desigual-
dade acima serd estrita, obtemos

Z 7 log(J, Z 7 log(bsi)m ([, 4]).
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A partir do Lema 3.14 obtemos

Zlog ij 772] Z log [ 7’])
Zlog ij )i = Z 7 log(bsi)m([-,4]).

Portanto, da desigualdade anterior,
Z log z] 7sz Z log ij 7sz
O

Prova do Teorema 3.8: Como consequéncia do lema anterior, para toda ma-
triz coluna estocdstica e positiva B = (b;;),

— > log(bij)mi;.
%,J
Portanto

H(m) < inf{-— Z log(bij)mij | B = (b;;) é coluna estocdstica e positiva}.
0]

Queremos provar a igualdade. Se J™ € positiva basta tomarmos B = J7.

Suponhamos que J™ ndo seja positiva. Fixado 0 < € < 1 vamos construir uma
matriz coluna estocdstica B¢ pelo procedimento a seguir: Para cada j € {1,...,n}
fixado, analisamos a coluna j de J”. Se todas as entradas desta coluna sdo posi-
tivas, entdo a j—ésima coluna de B€ coincide com a j—ésima coluna de J”. Se
alguma entrada da coluna j € nula entdo para J; # 0 definimos Bf; = (1— e)JZ]r-
e para as demais entradas da coluna colocamos o nimero positivo que garanta que
> Bf; = 1. Segue desta construcdo que se 7;; > 0 entdo

(1 —€)J]:, sealguma entrada da coluna j de J™ é nula

B _ { 5 se todas as entradas da coluna j de J™ sdo positivas
7,] ’

Portanto
—Zlog mjg Zlog 1—e¢) U )i = — Zlog i )i — Zlog 1—e))mi;
7]

= H(m) —log(1 — e).
Assim
H(m) > — Zlog(ij)mj +log(1 —e),
0, J

onde log(1 — €) < 0. Consequentemente obtemos que

H(m) > inf{— Z log(bi;)mi; | B = (bsj) é coluna estocéstica e positiva}+log(1—e).
.3

Como € pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos a prova.
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Capitulo 4

Discussao relacionada ao
Formalismo Termodinamico

Nesta se¢do continuamos considerando o conjunto X = {1,...,n} x{1,...,n}.
Uma fungdo F' : X — R pode ser identificada a uma matriz de entradas (F;),
onde F;; = F(i,7). Da mesma forma uma fungéo ¢ : {1,...,n} — R pode ser
identificada a um vetor de R™. Vamos considerar a funcio e ("7) sobre X. Note
que e’ pode ser representada por uma matriz cujas entradas sdo (e (%)),

Exemplo 4.1. Para X = {1,2} x {1, 2}, considere a fun¢do F : X — R satisfa-
zendo:

F(1,1) =3, F(1,2) =5, F(2,1) = -7, F(2,2) = —11.

Entdo a funcdo composta €' pode ser representada pela matriz
P11 F(1,2) B 3 &b
F21) F22) | T |7 11 )

Vamos também considerar o operador linear Ly agindo em R e definido por
(Lr(¥)); = 3; eF @)y, Podemos interpretar Lz (1) como o vetor linha dado
por 1 - e’ onde ¢ é também um vetor linha. Se X = {1,2,3} x {1,2,3}, por
exemplo, e ¢ = L (1)) entdo

oF(1,1)

€
s — (b1 GF21) F(22)  F(23)
(o1 w2 w3) = (Y1 Y2 13)
GBI F(32)  F(33)

F(1,2)  ,F(1,3)

Temos assim uma aplicacdo linear dada por uma matriz agindo pela direita em
vetores linha.

Podemos também escrever ()7 = (¢ - ef')T = (ef)T(y))T. Neste caso a
matriz transposta (ef")7 age pela esquerda em vetores coluna. No exemplo anterior

37
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obtemos
o1 P oF21) oFBLN [y
oo | = eF(12) L F(2,2)  F(32) s
03 eF(13) oF23) (F33) | \ 4y

Teorema 4.2 (Perron-Frobenius: parte I). Se A é uma matriz quadrada e positiva,
entdo A admite um autovalor positivo associado a um autovetor positivo.

Demonstracdo: Vamos escrever B > 0 se todas as entradas da matriz (ou
vetor) B forem positivas e B > 0 se todas as entradas de B forem maiores ou
iguais a zero. B> Cse (B—C) >0e B > Cse (B — C) > 0. Denotamos por
I o vetor de R™ com todas as coordenadas iguais a 1 e por H a matriz n X n com
todas as entradas iguais a 1. Fixamos A, x,, A > 0.

Note que

HI = nl.

Seja I o conjunto dos nimeros A satisfazendo a seguinte propriedade: Existe algum
vetor ndo nulo x > 0 (que depende de \) tal que Ax > Ax.

Afirmagdo 1: existe um nimero Ag > 0 tal que I = (—o00, Ag].
De fato, se A1 < Aa e Ay € [ entdo A\; € I (pode ser tomado o mesmo x que se
aplica a A2). Seja a o valor da menor entrada de A. Entao

Al > aHI = nall.

Isso mostra que na € I e portanto I contém o intervalo (—oo, nal. Seja b o valor
da maior entrada de A. Se z > 0 é um vetor ndo nulo e x; € sua maior entrada
entao

Az < (bH)(z;1) = nbzx; L

Em particular a coordenada i de Az € limitada por nbx;. Isso mostra que se A > nb
entdo A ndo pertence a /. Concluimos que existe um ndimero \g € [na, nb| tal que
I = (—00,A0) ou I = (—00, Ag]. Suponhamos por absurdo que I = (—o0, \p).
Seja A1 < A2 < ... uma sequéncia crescente de nimeros convergindo para .
Como )\; € I,i = 1,2,... podemos escolher um vetor nio nulo z* > 0 tal que
Ax' > \z'. Note que esta desigualdade se mantém se multiplicarmos ambos
os lados por uma constante positiva e portanto podemos supor que os vetores
s3o unitarios. Considere uma subsequéncia convergente de ', 2%, 23, ... Seja z o
vetor limite desta subsequéncia. Como Az’ — \;z' > 0, concluimos que Az —
Aoz > 0. Isso garante que Ao € I, contrariando a hipdtese de ser I = (—o0, Ag).
Concluimos assim a prova da afirmacdo.

Seja x¢g > 0 um vetor ndo nulo tal que Azg > Agzg. Desejamos mostrar que
vale a igualdade. Suponhamos entdo por absurdo que Axg — Agzg # 0. Seja
¢ > 0, o valor da maior entrada do vetor (Azxg — Aoxg). Suponhamos que ¢ ocorra
na coordenada j. Neste caso,

A(Azg — Nozo) > (aH)(ce;) = acll.
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Assim A(Azg) > Ao(Axzg) + acl. Seja h a maior entrada do vetor Axg. Entdo

A(Axg) > No(Axg) + acl = A\o(Axp) + %hﬂ

> No(Azo) + %(Axo) = (Ao + %)(Awo).

Isso mostra que (Ao 4+ 9°) € I contrariando a Afirmagio 1. A contradi¢do foi
um resultado da hipétese Axg — Agxg # 0, portanto devemos ter Azy = Agzo.
Sabemos que Ag > 0. Resta observarmos que xg > 0. Como A > O0exg > 0¢
ndo nulo temos que Az > 0. Daigualdade Axy = A\gxo concluimos que xg > 0.

O

Corolario 4.3. Existe um autovalor positivo A associado a um autovetor positivo
h para L.

Vamos chamar & de autovetor ou autofungfo, uma vez que temos uma identifi-
cacdo entre vetores h € R™ e fungdes h : {1,...,n} — R.

Como A > Oe h > 0 (onde \ e h estdo dados no coroldrio acima) podemos
considerar a fungdo F(i, j) = F(i,7)+log(h(i)) —log(h(j)) —log(\). Existe uma
relacdo entre os autovalores e autovetores de Ly e L. Observe que para i) € R"
e B € R fixados,

Z el:“(i,j)w(i) = Bp(j) = Z el"(1:)Hlog(h(i)) —log(h(7)) —log(N) g, ;) = Bup(§)

(2

= S = ) = 55 5 G = 00

= ZeF(i’j)(h(iW(i)) = (AB)(h(5)¢(5))-

Concluimos que 3 é autovalor de L com autovetor ¢ se e somente se \J3 é
autovalor de L com autovetor hi, onde a ¢-ésima coordenada de hi é dada por
h(i)1 (7). Em particular o vetor constante ) = 1 € um autovetor de L associado
ao autovalor 1. Segue desta afirmacdo que 3", ef’ @3) =1 para todo j.

Definicao 4.4. Uma funcdo F' : X — R estd normalizada se para todo j &€
{1,...,n}, 3, ef61) = 1.

Como consequéncia desta defini¢do, a fungdo F' estd normalizada se a matriz
associada a funcio ef’ é coluna estocdstica. Se F' ndo estd normalizada, a funcio
F definida acima por F(i,j) = F(i,4) + log(h(i)) — log(h(5)) — log(\) serd
normalizada.

Se L admitir dois autovalores positivos associados a duas autofuncdes positi-
vas, entdo teremos duas formas distintas de normalizarmos £'. No entanto o lema
abaixo garante que isso ndo ocorrera.
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Lema 4.5. Existe um tinico autovalor positivo A que pode ser associado a um
autovetor positivo para L. O auto-espago associado a X tem dimensdo 1.

Demonstragéo: Suponhamos por absurdo existirem dois autovalores positivos
A, B associados a autofungdes positivas 1), ¢ respectivamente. Seja F'(i,j) =
F(i,j) +1log(v(i)) —log(1(j)) — log(A). Como f é autovalor de Lz concluimos

que o 1= g ¢ autovalor para L com autovetor h := % (ou seja h(i) = zg g 1=

1,2,...,n). Como F estd normalizada, denotando por h(j) a maior coordenada de
h, obtemos

ZeF(”)h <Ze (i) h(j)ZeF(""j)zh(j)

Portanto o < 1. De forma anéloga, denotando por A (1) a menor coordenada de h,
obtemos

=3 e"00R() > 3T n(1) = h(1) 3 F0D = p(1)

Portanto o > 1. Concluimos que o = 1, garantindo que 5 = A. Além disso, se h
nao for um vetor constante teremos uma contradi¢io porque neste caso, denotando
por h(j) a maior coordenada de h, teremos

h(4) ZeF(Z’])h <ZeF(m)h Ze (4,9)

Concluimos que h € um vetor constante, portanto ¢ € um multiplo de ¢.

Vamos agora provar que o auto-espaco associado a A tem dimensdo 1. Seja
x um autovetor qualquer (ndo necessariamente positivo) associado ao autovalor A
para o operador L. Entdo b = % € autovetor associado ao autovalor 1 para L 5.
Para qualquer constante C' temos,

C+b(j C’—I—Ze 53)

= cZeFW + ZeFW Ze @I (C + b(3)),

ou seja C' + b € um autovetor associado ao autovalor 1 para L. Se C € sufici-
entemente grande obtemos que C' + b é positivo. Repetindo o argumento anterior
aplicado a h obtemos que C + b é um vetor constante. Em particular b ¢ um vetor
constante e = é um multiplo de ¢. Isso mostra que o auto-espaco associado a A
para o operador L tem dimensao 1. g

Se A e h sdo o autovalor e o autovetor positivos para L, entdo qualquer mul-
tiplo ch do autovetor é também positivo, se ¢ > 0. A funcio normalizada F' ndo
depende de c porque

F(i,j) = F(i, j) +log(ch(i)) — log(ch(j)) — log(})
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= F(i,7) +log(c) + log(h(i)) — log(c) — log(h(j)) — log(}\)
= F(i,j) +1og(h(i)) —log(h(j)) — log(}).

Denotamos por II(X, o) o conjunto das probabilidades invariantes sobre X.
Se m € II(X, o), a notagdo (F, 7) representa a média de F' segundo 7, dada por

(Fom)y= Y F(i,j)mij.

1<i,j<n
Definicao 4.6. A pressdo de uma funcdo F' : X — R é dada por

P(F)= sup (F,m)+ H(rm).
well(X,0)

As probabilidades invariantes que estamos considerando estdo definidas sobre
um conjunto finito. A defini¢do de entropia neste texto nao coincide com a entropia
de Kolmogorov-Sinai e consequentemente a definicdo de pressdo acima ndo coin-
cide exatamente com a usada em Formalismo Termodinamico [17]. No entanto
como serd mostrado abaixo, esta definicdo é equivalente.

Lema4.7. DadaV : {1,...,n} — R, definaW : X — R por W(i,j) = V(i) —
V(j). Entdo (W, ) = 0 para todo w € I1(X, o).

Demonstracio:
(W,m) = Z Wi, j)mij = Z(V(i) = V())mij = Z V(i)mij — Z V(j)mi
2, ,J (2% %)

=2 Vid o min = DV U) D omeg = 3 Vid ma = 3 V() Y =0,

g

Corolario 4.8. Se \ e h sdo o autovalor e o autovetor positivos para Ly e F(i, j) =
F(i,7) +log(h(i)) —log(h(y)) — log(\) € a fun¢do normalizada associada, en-

tao (F,m) = (F,m) —log(\) para todo m € 1I(X, o). Em particular P(F) =
P(F) —log(\).

Como e!" é coluna estocéstica e positiva, pelo Teorema 1.8 existe um vetor

estaciondrio P associado e seguindo a discussdo da se¢do 2, podemos construir
uma probabilidade invariante 7;; = (i )Pj (auto-probabilidade associada). Pelo
teorema 2.12 temos que J™ = e, Entio H(n) = —(log(ef),n) = —(F, ).
Portanto

P(F) = sup )<F,n> +H(n) > (F,m) + H(m) =0,
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Por outro lado, pelo Lema 3.19 para qualquer probabilidade invariante 7 temos que
H(n) < —(F,n). Segue que

P(F)= sup (F,n)+H(n)<0.
nell(X,o)

Concluimos que P(F') = 0 e o supremo que define a pressdo é atingido pela auto-
probabilidade 7.

Teorema 4.9. P(F') = log(\) onde \ ¢é o uinico autovalor positivo associado a
uma autofungdo positiva h para L. O supremo de (F,n) + H () é atingido ape-
nas pela auto-probabilidade associada a ¥, onde F(i,j) = F(i,j)+1og(h(i)) —
log(h(j)) — log(A).

Demonstracio: Como vimos acima, para qualquer probabilidade invariante n
temos que

<F777> = <F7 77> - IOg()\)
e P(F) = P(F) + log(\) = log(\). Se 7 é a auto-probabilidade associada a ef
entdo ~
(Fym) + H(m) = (F,m) — (F, ) = log(}).

Resta provarmos que 7 € a Unica probabilidade invariante atingindo o supremo.
Seja n outra probabilidade invariante. Se 7 € positiva e seu jacobiano ndo coincide
com el’, pelo Lema 3.19, H(n) < —(F,n). Portanto

(Fym)+ H(n) <0

e 1) ndo atinge o supremo. Se 7 é positiva e seu jacobiano coincide com e entio,
pelo lema 2.11, n = m. Se 7 ndo € positiva entdo 7;; = 0 para algum par ¢, j.
Podemos supor que algum elemento da coluna j de 1 é ndo nulo. De fato, se n for
nula em toda a coluna j entdo pela invaridncia, n serd nula em toda a linha j. Neste
caso podemos escolher um outro elemento da linha j, digamos 7, onde 1 ndo €
identicamente nula na coluna m (pois 1 ndo pode ser identicamente nula em todas
as colunas). Supondo entdo 7;; = 0 para algum par 7, j e que 7) ndo € identicamente
nula na coluna j, concluimos que J;; = 0 enquanto e’ (1) > 0. Como

Yl == e,

S

em algum elemento (I, j), onde 7;; > 0 teremos JZ} + eF(L3), Segue do lema 3.19

que H () < —(F,n). Portanto (F, 1) + H(n) < 0e (F,n) + H(n) < log()).
Concluimos que 7 € a Gnica probabilidade que atinge o supremo. O

Seguindo a terminologia adotada no formalismo termodinamico, a auto-probabilidade
associada a ef’ pode ser chamada de medida de equilibrio associada a fungio F,
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uma vez que P(F) = (F, ) + H(m). Note que neste texto uma probabilidade in-
variante 7 serd o equilibrio de alguma funcdo se e somente se 7 € positiva (teorema
2.12). Neste sentido poderiamos dizer também que uma probabilidade invariante
7 € uma medida de Gibbs se e somente se 7 € positiva.

Observacdo 4.10. Para X = {1,2} x {1, 2} temos que toda probabilidade inva-
riante T satisfaz T2 = mo1 pois w1 + m2 = 7([1,:]) = 7([,1]) = 711 + m21.
Assim, toda probabilidade invariante é da forma

T = (a b) ,a+2b+c=1, a,b,c>0.
b ¢

Em particular toda probabilidade invariante pode ser escrita como combinagdo

convexa (média ponderada) das probabilidades

{10y o [0 12y 5 (o0
77_<00’77_1/20”7_01’
ou seja

—a + + a+2b+c=1, a >0
(b C> < > 2b (1/2 > C (D 1) 5 2b+c 1, ,b,C .

Identificando as probabilidades em X com um conjunto do R*, obtemos que as
probabilidades invariantes formam um conjunto convexo com vértices n*,n?,n°.
Estas 3 probabilidades sdo as iinicas extremais (vértices), mas ndo sdo medidas
de equilibrio. Dada uma fungdo F' estas probabilidades ndo sdo realizadoras do
supremo que define P(F’), pois ndo sdo positivas. Convém observar que a entropia
que definimos neste texto ndo corresponde na integra a entropia de Kolmogorov-
Sinai que aparece com frequéncia em textos de Teoria Ergodica e Formalismo
Termodindmico. No coroldrio 3.10 foi provado que a entropia é coéncava (ver
também o exemplo que o seguiu). Neste sentido a fungdo m — (F,m) + H(m) é
uma fungdo concava e o supremo ndo precisa ser (e de fato ndo serd) atingido em
uma medida extremal.

Se, no entanto, ¥ : II(X, o) — R é uma fun¢do convexa, ou seja ¥ (Amw+ (1 —
A)n) < AU (m) + (1 —X)U(n) para quaisquer m, 1 invariantes e A € [0, 1], entdo o
supremo de VU é atingido por uma das medidas extremais. De fato, para qualquer
probabilidade invariante

_fa b
T=\b ¢)

U(m) = W(an' +2bn° + en’) < a¥(n') + 20¥ (%) + c¥(n°)

temos que
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e como a + 2b + ¢ = 1, pelo menos um dos mimeros W(n'), ¥ (n*)ou ¥(n?) terd
que ser maior ou igual a V(7). Assim

U(7) < max{¥(n'), ¥(n*) ¥(n*)}.
Como isso € verificado para qualquer T € 11( X, o) obtemos

max{¥(n"), Wn?) U(r)} = sup{¥(m)|r € (X, 0)}.

Proposicao 4.11. A pressdo é uma funcdo convexa.

Demonstracdo: Dados um nimero A € [0, 1] e fungdes F' e G sobre X. Seja
B = AF + (1 — X\)G e m a medida de equilibrio associada a fung¢do B. Entdo

POAF+(1-\)G) = P(B) = (B, mo)+H(mo) = MF, m0)+(1-\)(G, mo)+H (o)

= A[(F, mo) + H (mo)] + (1 = M[(G, o) + H (m0)]
<A| sup (F,m)+ H(m) [ sup ) + H(m)
Tell(X,0) well( XO'

= \P(F) + (
0

Em [17] o leitor encontrara uma boa discussido sobre o formalismo termodina-
mico e as relagdes entre pressao e equilibrio com as informacdes obtidas a partir
das orbitas periddicas de um sistema dindmico. Isso inclui a discussdo sobre as
funcgdes zeta em sistemas dindmicos, que possuem semelhancas com a fungao zeta
de Riemann, sendo que no teorema 6.9 em [17], por exemplo, é apresentado o
"Teorema das Orbitas Primas".



Capitulo 5

Otimizacao sobre probabilidades
invariantes

Nesta se¢do continuamos escrevendo X = {1,...,n} x {1,...,n}. Dada uma
fun¢do F' : X — R, poderfamos tentar entender qual o valor maximo de (F|, )
entre todas as probabilidades 7 sobre X. No entanto, se F' atinge seu maior valor
em (1, j) entdo o maximo de (F', 7) serd atingido pela probabilidade que concentra
peso total no ponto (7, ) e o valor maximo serd F'(i,j). Podemos considerar o
problema de maximizar (F, 7) para probabilidades 7 satisfazendo algumas restri-
¢oes. Nesta secdo vamos considerar como restricao a invariancia de 7. A discussio
que faremos estd relacionada a Otimizagao Ergédica, sendo [2] uma boa referéncia
para este tema.

Definicao 5.1. Dada uma funcdo F' : X — R, denotamos por

M(F)= sup (F,7).
mell(X,0)

Exemplo 5.2. Seguindo a discussdo da Observagdo 4.10, se X = {1,2} x {1,2}
entdo as probabilidades

10 0 1/2 0 0
”1:<0 0)’”2:<1/2 0) 6773:(0 1)

sdo as probabilidades extremais de 11(X, o). Afirmamos que o supremo na defi-
ni¢do de M (F) é atingido em pelo menos uma das probabilidades n*,n? ou n>.

De fato, se m = é uma probabilidade invariante qualquer, entdo como

b
a,bc>0ea+2b+c=1,
(F,m) = a(F,n")+20(F,n*)+c(F,n’) < (a+2b+c) max{(F,n"), (F,n?), (F, %)}
= max{(F,n"), (F,n%), (F,n")}.
Portanto
M(F> = max{(F,r]1>, <F7 772>’ <F’ 773>}'

45
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Esse exemplo contém uma ideia de abordagem comum neste tipo de problema.
O conjunto ITI(X, o) é convexo e para F' fixada a aplicagdo m — (F, ) é convexa
(de fato (F,A\m + (1 — N)n) = MF,m) + (1 — X\)(F,n), A € [0,1]). Seguindo a
discussdo da Observacdo 4.10, o supremo

M(F)= sup (F,m)
mell(X,o)

serd atingido em pelo menos uma probabilidade extremal do conjunto I1(X, o).
Neste sentido, uma melhor compreensdo das probabilidades extremais de I1( X, o)
nos ajuda na compreenséo de M (F).

Outra abordagem comum consiste no estudo do "problema dual" associado.
Dados um niimero real m e uma fungdo V' : {1,...,n} — R satisfazendo

m = F(i,j) + V() = V() v(i,j) € X,
pelo Lema 4.7, denotando por W (i, j) = V(i) — V(j) temos que

M(F)= sup (F,m)= sup (F+W,7m)<m.
mell(X,0) mell(X,0)

Portanto, para cada fungdo V' fixada, obtemos que M (F') € menor ou igual a qual-
quer possivel m satisfazendo a desigualdade

Em particular, podemos considerar

m = max(F(i,5) + V(i) — V(5)).

2y

Assim, para V fixada,

M(F) < max(F(i, j) + V(i) — V(j)).
Z7J
Esta desigualdade ¢ satisfeita para qualquer escolha de fungdo V' : {1,...,n} — R.
Portanto
M(F) < inf max(F(i, j) + V(i) = V(7). 5.1)

Z?]

Veremos abaixo que de fato a igualdade é verificada.

Dados pontos l1, l2, ..., I € {1,...,n}, considere os pontos x1 = (I1,[x), x2 =
(lo,11), ooy wi—1 = (lk—1,lk—2), xk = (I, lx—1) em X e defina uma probabilidade
7% sobre X por
, _ nimero de pontos x5 = (4,7), s € {1,...,k}

T

1] k;
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Note que 7% é de fato uma probabilidade pois 7rk >0e

Z ndmero de pontos vs = (7, 7), s € {1,...,k} _ nimero de pontos zs, s € {1, ...

— k N k
]

k

Afirmamos que 7" € invariante. De fato:

, _ nimero de pontos z; = (-, j), s € {1,...,k}
ZWGJ’ - L

_ ntimero de pontos s = j, s € {1,..., k}
N k
nimero de pontos z; = (J,-), s € {1, ..., k} i

Observamos também que para qualquer funcdo F' : X — R temos que

... numero de pontos zs = (4, 7), s € {1,...,k}
(F,7*) => " F(i,5) k

ihj

_ Z F(ms) _ F(ll, lk) + F(lQ, lll){;—}— e+ F(lk, lk;—l)'

Lema 5.3. Para qualquer nimero k e quaisquer pontos ly,ly...,1l;; € {1,...,n}
temos que

F(lk, lk—l) + ...+ F(lg, ll) + F(ll, lo) — kJM(F) < 2max F(Z,j)
27]
Demonstracao: Fixados os pontos Iy, [, ..., [, desconsiderando o ponto [
construa com os demais pontos a probabilidade invariante 7%, como discutido
acima. Entdo M (F) > (F,7%) = F(ll’l’“HF(lQ’ll,er'"+F(lk’l’“*1). Assim

F(lg,lg—1) + ... + F(lo, 1) + F(ly, 1) —

F(li,lg) + F(l2, 1) + ... + F(l, lg—1)

M(F)

< F(lk, lk_l)—|—...—|-F(l2, ll)—l-F(ll, lo) k

(

)

k

:F(lk,lk,1)+...+F(l2,ll>+F(l1,l()) [ (ll,lk —i—F(lQ,ll)—i- —I—F(lk,lk,l)]

= F(l1,lo) — F(l1,lk) < 2max F'(4, j).
Z7]

Proposicao 5.4 (Dualidade).

wup (F.m) = M(F) = inf max(F(i,3) + V(3) ~ V().
mell(X,0) Y

LI Y
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Demonstracio: A primeira igualdade segue por defini¢do. Por (5.1) sabemos
que

M(F) < inf max(F(i, j) + V(i) = V(j)),

portanto basta apresentarmos uma fun¢do V' : {1,...,n} — R satisfazendo

M(F) = max(F(i.5) + V(i) = V()

Para cada j fixado defina

V(j) =limsup sup [F(lg,lx—1)+ ...+ F(lo,l1) + F(l1,7) — kM(F)].

k——+o0o lg,...,l1

Pelo lema acima V' (j) estd bem definidae V' (j) < 2max F(3, j).
2747
Para cada 7, j temos:

F(i,3) + V(@) = V() = M(F) = F(i,j) = M(F) + V(i) = V(j)

= F(i,7)—M(F)+limsup sup [F(lk,lx—1)+...+F(l2,11)+F(l1,i)—kM(F)]-V(j)

k—+o0 lg,...,l1

= limsup sup [F(lg,lg—1)+...+F(l2,l1)+F(l1,i)+F(i,5)—(k+1)M(F)]-V(j)

k—~+o0o lk,....011
t5+1_=ls

limsup sup [F(tgs1,tg)+...+F(t2,9)+F(i,7)—(k+1)M(F)]-V(j)

k—+400 tg41,--t2

<limsup sup [F(tgg1,te)+...+F(t2, t1)+F(t1,5)—(k+1)M(F)]-V(j) = 0.

k=400 tr41,--5t1

Portanto

max F(i. ) + V(i) = V(i) = M(F) <0,

como desejado. U

Uma fungdo V satisfazendo

M(F) = max(F(i,j) + V(i) = V(j)) (5.2)

/L?]

serd chamada de sub-ac¢ao. Por (5.1) obtemos que

M(F) < max(F(i,j) + V(i) = V(j))

,L?]

¢ verificada por qualquer funcio V. Portanto V' € uma sub-acdo se e somente se

F(i,j) + V(i) = V(j) < M(F) Vi, j.
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Exemplo 5.5. Vejamos como a dualidade acima pode ser iitil nas estimativas de
M (F'). Considere como exemplo a fungdo

F(1,1) F(1,2) F(1,3) 1 1 1
F=|F(21) F(2,2) F(2,3)|=12 11
F(3,1) F(3,2) F(3,3) 0 0 1
Por um lado, como as probabilidades
1 0 0 0 1/2 0
m=|(0 0 0] em=1|1/2 0 0
0 0 0 0 0 O

sdo invariantes, temos M(F) > (F,m1) = 1 e M(F) > (F,ms) = 1,5. Note que
qualquer probabilidade invariante nos fornece uma cota inferior para M (F'). Ou
seja, jd sabemos que M (F') > 1, 5. Por outro lado, dada por exemplo a fun¢do V
satisfazendo V(1) = 0, V(2) = 0 e V(3) = 1 temos que

M(F) < max[F(i,§) + V(i) = V(j)] = max{1,1,0,2,1,0,1,1,1} = 2.
2y

Note que qualquer fungdo V' nos fornece uma cota superior para M(F'). Das
contas acima obtemos que 1,5 < M(F) < 2. Podemos buscar métodos eficientes
para fazer a estimativa de M (F’) seguindo esta ideia. Neste exemplo observamos
que para V satisfazendo V(1) = 3,V (2) = 0,V (3) = 1 temos

M(F) < max[F(i, §) + V(i) — V(j)] = max{1, 1,0 11 =15

2y

) )

N W
N =
N W
[N}

Portanto 1,5 < M(F) < 1,5, ou seja M(F) = 1,5.

A discussdo que faremos agora busca relacionar os conceitos apresentados na
secdo anterior com os desta secdo, através do chamado caso de temperatura zero
em Formalismo Termodinamico.

Fixado 3 > 0, considere a fun¢io' 3F. Seguindo a discussdo da segiio ante-
rior podemos obter uma autofungio hg positiva € um autovalor Ag positivo para o
operador Lgp. A fungdo Fj(i, j) = BF (i, §) +log(hs(i)) —log(hs(j)) —log(As)
estd normalizada, ou seja

3 (PF () log(ha (i) —log(hs () —los(%s) — 1,

(2

Lema 5.6.

lim ;log()\ﬂ): lim P(BF)

= M(F).
B—+o0 B—+o0 ﬁ ( )

'O parametro 8 em formalismo termodinimico costuma ser chamado de inverso da temperatura,
b= % Desta forma, quando 8 — +oo temos que 7' — 0.
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Demonstracao:
P(BF su Fr)y+ H(m H
lim (BF) = lim Prell(X.0) BlEm) (m) = lim sup (Fm)+ (W)
Botoo 3 Boo 5 B—++00 nell(X,0) B
Como 0 < H(w) < log(n) para qualquer probabilidade invariante, obtemos que
H
lim sup (Fm)+ H(m) > lim sup (Frm)= sup (F,m)
B—r+00 Tell(X,0) B f—r4o0 Tell(X,0) mell(X,0)
e
H 1
lim  sup (F 7T)+ﬂ < lim  sup (Fm)+ og(n) = sup (F,m).
B=+00 rell(X,0) p B=+00 rell(X,0) B rell(X,o)
O

Lema 5.7. Para cada 3 > 0 seja mg a medida de equilibrio de 3F. Suponha que
mg convirja a uma probabilidade T+, quando  — +o0. Entdo M (F) = (F, Too).
O mesmo vale se T, for um ponto de acumulagdo de mg, 3 — +oo.

Demonstracio: Seja 7 uma probabilidade invariante qualquer. Entdo
P(BF) = p(F,mg) + H(mg) > S(F,m) + H(m).

Como consequéncia

(F,mg) +

Quando 5 — 400, obtemos
(F, 7o) > (F,m).

Como 7 é uma probabilidade invariante qualquer concluimos que (F, 7o) = M (F).
O

Lema 5.8. Para cada 3 > 0 seja hg a autofungdo positiva associada ao autovalor
positivo \g de Lgr. Suponha que %log(hg) convirja a uma funcdo V, quando
B — +oo. Entdo V é uma sub-agdo de F . O mesmo vale se V' for um ponto de
acumulagdo de %log(hﬂ), B — +oo.

Demonstragdo: A funcio Fj(i, j) = BF(i,7) + log(hg(i)) — log(hs(j)) —
log(As) estd normalizada, ou seja , para cada j,

$ (F ) Hog(hs (i) —log(hs () ~los(Aa) — 1

7
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Assim,

;log (Z eﬁF(i»j)JrlOg(hB(i))log(hﬁ(j))log()\ﬂ)> _o.

Fixado j, para qualquer 7; também fixado

(2

1 . ) .
N F el BE(i,5)+log(hs(i))—log(hg(j))—log(Ag)
0= s (e )

(2

1 . . .
: el BE(i1,5)+log(hg(i1))—log(hs(j))—log(Ag)
& BEIJIrloo I3 log (6 )

= Jim (P01, + 5 log(hy(i) - 5 og(ha(i)) - 5 log(vs))
= F(i1,3) + V(i) = V(i) = M(P).

Concluimos que para qualquer j e 71

portanto
sup F(i,j) + V(i) = V(j) < M(F).
Z7j
Como a desigualdade oposta é sempre verificada, concluimos que vale a igualdade.
g
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Capitulo 6

Outro tépico: Transporte Otimo

Este capitulo difere um pouco dos anteriores. Nao iremos trabalhar aqui com
probabilidades invariantes, por exemplo. No entanto, como o leitor ird perceber,
algumas das ideias empregadas aqui sdo semelhantes as discutidas anteriormente.
Em [19] o leitor encontrard uma boa exposi¢do do assunto que serd brevemente
introduzido neste capitulo. Relac¢des entre o que discutiremos aqui e o que foi
discutido anteriormente podem ser encontradas por exemplo em [9], [10] e [14].

Exemplo 6.1. Suponha que uma empresa tenha 2 filiais 1 e xo em uma regido
denotada por X e 2 filiais y1 e y2 em uma regido denotada por Y. Devemos trans-
portar 1000 toneladas de um determinado produto de X para'Y, sendo que 300
toneladas partirdo de x1 e 700 toneladas partirdo de x2, 400 toneladas deverdo
ser recebidas por y1 e 600 toneladas deverdo ser recebidas por ys. Vamos chamar
de plano de transporte uma lista de quatro niimeros ndo negativos

[T T2
7'('_
T2l T22

onde m;; representa a quantidade de toneladas transportadas de x; para y;. Deve-
mos ter compatibilidade com os dados fornecidos. Por exemplo, w11 + w12 (quanti-
dade de toneladas transportadas de x| para y, somada a quantidade de toneladas
transportadas de x1 para y2) deve resultar em 300 (quantidade de toneladas par-
tindo de x1). Portanto devemos ter

w11 + w2 = 300, wo1 + woo = 700, w11 + mo1 = 400, 712 + weo = 600.
Existem vdrios possiveis planos de transporte, como por exemplo
300 O 200 100 150 150
<100 600) ’ (200 500> ¢ (250 450) '
Note que, em qualquer matriz acima, a soma das entradas nas linhas resultam em

300 e 700 (respectivamente), enquanto a soma das entradas nas colunas resultam
em 400 e 600 (respectivamente).

53
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Agora, suponha ser fornecido o custo para transportarmos cada tonelada do
produto de uma filial x; para uma filial y;, denotado por C;j. Entdo para cada
plano de transporte ™ = (7;5), o custo total de transporte associado serd dado por

(C,m) = Cimi1 + Cramig 4+ Cormar + Coomoa.

Considere o seguinte problema: Fixado o custo (Cy;), determinar o plano de trans-
porte T que resulte no menor custo total possivel.

O problema dado acima serve de inspiracdo para o que iremos desenvolver
neste capitulo. Sejam X = {1,2,...,n}eY = {1,2,...,m}. Dadas probabilidades
p = (p1,...,pn) sobre X e ¢ = (q1, ..., qm) sobre Y, um plano de transporte de
marginais p e ¢ € uma probabilidade 7 = (7;;)ic x, jey sobre X x Y satisfazendo:

m n
Zm]’ =Di ¢ ij = 9qj-
j=1 =1

"Se escrevermos 7 como uma matriz do tipo n X m, entdo a soma das entradas da
linha ¢ de 7 deve resultar em p; e a soma das entradas da coluna j deve resultar em

qj_”
Dizemos que p € a X —marginal de m e ¢ € a Y —marginal de m. Denotamos

por II(p, ¢) o conjunto dos planos de transporte de marginais p e q.

Exemplo 6.2. Com os dados do exemplo anterior podemos supor que X = {1, 2},
Y = {1,2},p= (%7%)eq: (%7%)

Exemplo 6.3. Para X = {1,2,3}, Y = {1,2},p = (%, %, %) eq= (%, %) temos
que

1/4 1/4
r=|1/6 1/6
1/12 1/12

é um plano de transporte com marginais p e q pois

1/4 1/4 — 1/2
1/6 1/6 — 1/3

1/12 1/12 — 1/6 .
\ \

/2 1/2

Outro plano de transporte é dado por

8/24 4/24 — 1/2

3/24 5/24 — 1/3

1/24 3/24 — 1/6 .
\ \

12 1/2
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Podemos considerar o problema de minimizagao a partir de uma funcgéo custo.

Definicao 6.4. Dada uma funcdo (custo) C : X x Y — R, definimos

I(C)= inf (C,7).

m€ll(p,q)
Dizemos que 7y € I1(p, q) é um plano de transporte 6timo se I(C) = (C, mp).

Poderfamos supor que o custo é uma funcio ndo negativa. Isso ndo alteraria
significativamente o problema porque, somando-se uma constante « ao custo C,
obtemos que para toda probabilidade 7

(CH+a,m) =(C,7m) + (a,m) = (C,m) + «.

Note que a defini¢do acima é parecida com a utilizada no capitulo anterior. Como
primeira diferenga, aqui estamos interessados em minimizar (C, 7). Isso pode ser
facilmente contornado se considerarmos que C' = —D para alguma fungdo D.
Neste caso minimizar (C, ) e maximizar (D, ) sdo problemas andlogos. Uma
segunda diferenca estd no conjunto de probabilidades considerado. No capitulo
anterior considerdvamos probabilidades invariantes enquanto neste momento esta-
mos considerando planos de marginais p e ¢g. Anteriormente vimos que as pro-
babilidades invariantes formavam um conjunto convexo e que pelo menos uma
probabilidade extremal deste convexo atingia o supremo.

Lema 6.5. O conjunto I1(p, q) é convexo.

Demonstracdo: Dados planos de transporte 7 e 7 em II(p, ¢) e um niimero
A € [0,1], sejay = Am + (1 — A\)n. Como 7 e ) sdo probabilidades sobre X x Y’
temos que v é também uma probabilidade. Além disso

Z’Yij = Z )\77'1]"‘ 1 )\ 771] = )\Zﬂ'z]‘F 1- )\ an = Api+ (1_)\)1% = Di-
j=1 j=1 =1

De forma andloga obtemos que » ;" ; 7;; = ¢;. Portanto y tem marginais p e ¢. [J
Para o custo C fixado, a aplicagdo m — (C, ) satisfaz
<Ca AT+ (]‘ - )‘)77> = )‘<Cv 7T> + (1 - )‘)<Ca 77>a A€ [07 1]7

garantindo que o infimo em I(C') serd atingido por uma probabilidade extremal de
II(p, q).

Exemplo 6.6. Se X = {1,2}, Y = {1,2}, p = (3,1) e ¢ = (3, 1), qualquer
plano de transporte é dado por

<1/2a— a 1/2a_ a) & € {O’ ;] '
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Os planos extremais sdo

12 0 0 1/2
’71_<o 1/2)‘”72_<1/2 o)'

B a 1/2—a) . ~ _ 1
Sem = (1/2 a u ) é um plano de transporte, entdo T = (2a)n* + (1

2a)n?. Usando que a € [0,1/2), para um custo C fixado, temos:
(C,m) = 2a(C,n") + (1 = 2a)(C, )
> 2amin{(C,n"), (C,n*)} + (1 — 2a) min{(C, 1), (C,n*)}
= min{(C,n"), (C,7°)}.
Como m é um plano de transporte qualquer obtemos
I(C) = min{(C,7"), (C,n*)}.
Como a desigualdade oposta é trivial, concluimos que
I(C) = min{(C,n"), {C,n*)},

ou seja, o infimo em I(C') serd atingido por n'* ou n>.

Lema 6.7. Dadas fungcoes A : X — R, B :' Y — R e uma probabilidade T €
II(p, q) temos
(A7) = (A,p), e (B,m) = (B,q).

Demonstracio:

(A,m) = ZA(Z')%' => (A(i) ij) =Y A(i)pi = (A,p)

% 7

(B,m) = ZB(j)Wij =2 (B(j) Zﬂij> =Y B(j)g; = (B, q).

J i J

0

Assim como na sec¢do anterior, podemos buscar entender o problema dual as-
sociado para o cdlculo de I(C'). Dadas duas fungdes A : X - ReB:Y — R
satisfazendo C'(7,j) > A(i) + B(j) Vi € X, Vj € Y temos:

I(C)= inf (C,m)> inf (A4 B,m)

m€ll(p,q) w€ll(p,q)
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= if [(Am+(Bm= inf [(4p)+(B.q)=(Ap)+(B.a).
well(p,q) m€ll(p,q)
Essa desigualdade é verificada por qualquer par de fungdes A, B satisfazendo
C(i,7) > A(i) + B(j), portanto

I(C) > sup {{A,p) +(B,q)} (6.1)
C(i,5)>A(3)+B(j)

Uma interpretacado para a desigualdade acima é dada no exemplo abaixo.

Exemplo 6.8. Retomamos o problema do inicio deste capitulo. Suponha que uma
empresa tenha filiais x1 e xo em X e filiais y, e ys em Y. Devemos transportar
1000 toneladas de um determinado produto de X para Y, sendo que 300 tone-
ladas partirdo de x1 e 700 toneladas partirdo de x2, 400 toneladas deverdo ser
recebidas por y1 e 600 toneladas deverdo ser recebidas por ya. Com estes dados
podemos supor que X = {1,2}, Y = {1,2}, p = (3, %) eq= (%, ). Supo-
nha termos duas op¢des de escolha:

1) usar uma fungdo custo C(i, j) proposta, que representa o custo de transportar-
mos cada tonelada de x; para y;.

2) usar um par de fungées custos A(i) e B(j) propostos, onde A(i) € o valor pago
para cada tonelada retirada de x; independente de seu destino ser yy ou y2 e B(j)
é o valor pago para cada tonelada entregue a y; independente de sua origem ser
1 ou I9.

No caso 1) dado qualquer plano de transporte 7;; de marginais p e q temos que o
custo total associado serd (C, 7). Como este niimero depende de T podemos tentar
determinar o plano que resulte no menor custo. No caso 2) independente do plano
adotado o custo total serd (A,p) + (B, q). A desigualdade (6.1) garante que se
C(i,j) > A(i) + B(j), Vi, j entdo independente da escolha do plano para o caso
1) teremos um custo maior ou igual ao obtido no caso 2). Mesmo se mudarmos as
fungdes A e B no caso 2), se a relagao C(i,7) < A(i) + B(j) permanecer, entdo
a desigualdade continuard sendo verificada.

Note que cada par de fungdes A, B satisfazendo C'(i,j) > A(i) + B(j) nos
fornece uma cota inferior de 1(C') e cada plano de transporte nos fornece uma cota
superior de I(C). Fixados C, p e ¢, se C(i,7) > A(i) + B(j)Vi,jenw € II(p,q)
entdo

{(A,p) +(B,q) < I(C) < (C,m).

Exemplo 6.9. Se X = {1,2}, Y = {1,2}, p= (3, 3) e ¢ = (3, 3). os planos de
transporte extremais s@o

1/2 0 0 1/2
1_ 2
”(o 1/2>€"<1/2 o)'
Dado um custo C' = (Cjj), onde Ci; = C(i, j), um dos planos extremais serd um
plano étimo.
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1) Se ambos ' e n? sdo étimos, entdo

Ci1 + Cy Ci2+ Co
CLEER (0t = 1(0) = () = T2
Portanto
Ci1 + Ca2 = Cr2 + Coy.
Defina
Ay =0C11, Ay=0Cy%, By =0, By=Cp2—Chy.
Entdo

As + By = (Ca1) + (C12 — C11) = Coo

e os niimeros A1, As, B1, By satisfazem

A1+ By =Cn
Ay + By = Ch2
Ay + By = Oy
A+ By = Uy

Portanto C(i,j) > A(i) + B(j) Vi, j. Além disso

A+ Ay +Bl+BZ

<A7p>+<B7q> 2 2
C C 0+ (Ci2 = C C C
_ ( 11);—( 21) + + ( 1; 11) _ 12—2F 21 — 1(C).

2) Suponha agora que 1" é um plano étimo e que 1? ndo. Entdo

_ C11 + Ca < Ci2 + Co1

I(C) 5 5

Defina
A1 =0, Ay =0Co —Ci1, B1=Ci1, By=Cy+Ci1 —Co.

Neste caso temos:

A1+ By =Cqy
A1+ By < Cha
Ay + By = Oy
As + By = Uy

Portanto C(i,j) > A(i) + B(j) Vi, j. Além disso

A1+A2+B1+BQ
2 2

_ 0+ (Ca1 - Cn) n (C11) +(Co2+Cn —Co1) _ Cui+Co
2 2 2

<A,p> + <37Q> =

= 1(0).
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No exemplo anterior apresentamos um par de funcdes A e B verificando a
igualdade em (6.1). Esta € a direcdo do resultado abaixo.

Teorema 6.10 (Dualidade de Kantorovich).

sup {{A,p)+(B,q)} = inf (C,m),
C(4,)>A@)+B(j) Vi,j m€ll(p,q)

onde o supremo acima deve ser tomado entre todos os possiveis pares de fungoes
A e B verificando a desigualdade C(i, j) > A(i) + B(j) Vi, j.

Nao iremos apresentar a prova deste resultado neste texto. O leitor interessado
poderd encontrar provas em [19] e [15].
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