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Resumo

O objetivo principal desta tese é a construcao do semigrupo inverso das classes

de isomorfismo das extensoes abelianas parciais de um anel comutativo.



Abstract

The main purpose of this thesis is the construction of the inverse semigroup of

the isomorphism classes of the partial abelian extensions of a commutative ring.
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Introducao

Em [3] M. Dokuchaev, M. Ferrero e A. Paques introduzem uma extensao da teo-
ria de Galois classica para anéis comutativos, devida a S. U. Chase, D. K. Harrison

e A. Rosenberg [4], ao contexto de agoes parciais de grupos sobre algebras.
Dados uma agao parcial (veja [3])
a={ay: 5,1 —S5,|g€G}

de um grupo finito G' sobre uma k- dlgebra S (k sendo um anel comutativo com
unidade) e um subgrupo H de G tem-se, por restricao a H, uma acao parcial ay

de H sobre S. Além disso, se S é uma extensao a-Galois parcial da subalgebra
SY={s eS| ay(sr) =say(z), paratodo g € Gex e Sy-1},

de todos os elementos a-invariantes de S, entao S é uma extensao ay-Galois parcial

de S*# [3].

Como um adendo a este resultado D. Bagio e A. Paques mostram em [I] que se
o subgrupo H é normal em G, entao é possivel obter uma acao parcial o/ de G/H

sobre S“# e neste caso S®# ¢ uma extensao Galois oy, / p-parcial de S°.

Por outro lado, Harrison apresenta em [5], no contexto de anéis comutativos,



uma teoria para extensoes abelianas (ou teoria de Kummer) e, em particular, mos-
tra que o conjunto das classes de G-isomorfismo de extensoes (globais) abelianas
de um mesmo anel R com mesmo grupo (finito) de Galois G' formam um grupo,

denotado aqui por Ty, (G, A).

Dokuchaev e Exel em [2] mostram que uma agao parcial o de um grupo finito
G sobre uma algebra S admite uma envolvente (B, G) se e somente se cada ideal
Sy(g € G) é uma algebra com elemento identidade. Assumindo esta condigao, uma

construgao do andlogo parcial do conjunto T, (G, A) dado em [5] pode ser obtida.

O propdsito principal deste trabalho é a contrugao do semigrupo inverso abeli-
ano Ty, (G, R), no contexto de anéis comutativos, das classes de isomorfismo das
extensoes abelianas parciais de R. Muitos dos resultados sao demonstrados usando
a estratégia de passagem do local para o global e reciprocamente. E importante
dizer que para garantir que a operagdo em T, (G, R) esteja bem definida os resul-

tados obtidos por Bagio e Paques em [I] sdo absolutamente necessérios.

No capitulo 1 recordamos em detalhes a teoria de Galois devida a Chase, Har-

rison e Rosenberg e a construgao do grupo de Harrison 7,,(G, A).

O capitulo 2 é composto de 5 se¢oes. Na secao 2.1 introduzimos a no¢ao de acao
parcial unitaria, a qual assegura a existéncia de envolvente. Também construimos
a ferramenta necessaria para estabelecer a conexao parcial-global-parcial. Essa

ferramenta, conforme apresentada, é uma generalizagao daquela introduzida em [3].

Na secao 2.2 introduzimos a nog¢ao de extensao galoisiana parcial através de

um teorema-definicao apresentado em uma forma mais completa do que aquela



apresentada por Dokuchaev, Ferrero e Paques em [3].

Na secao 2.3 apresentamos varios resultados relacionando uma extensao galoi-

siana parcial e sua envolvente.

Na secao 2.4 tratamos do teorema fundamental da teoria de Galois para agoes
parciais sobre anéis comutativos, o qual é composto de duas partes. A primeira
delas, devida a Dokuchaev, Ferrero e Paques, diz respeito a correspondéncia de
Galois. Dada uma extensao galosiana parcial S de um anel R, relativa a uma agao
parcial a de um grupo finito G sobre S, tal correspondéncia de Galois relaciona,
de forma bijetiva, os subgrupos de G e determinadas R-subdlgebras separaveis e a-
fortes de S (veja [3]). Na segunda parte complementamos o teorema fundamental
com um adendo, devido a Bagio e Paques, o qual diz que se H é um subgrupo
normal de G, entdo é possivel obter uma agao parcial de G/H sobre S®# e neste

caso S é uma extensdo ag y-parcial de S* = R (veja [1]).

E, finalmente, na secao 2.5 apresentamos varios resultados que, juntamente com
os resultados da secao 2.3, vao constituir o arcabouco necessario para os propodsitos

do capitulo 3.

O capitulo 3 é composto de 3 secoes. Na secao 3.1 apresentamos a construcao
do semigrupo inverso abeliano T, (G, R). Se [(S,a)], [(5, )] € Tpar (G, R) entao
S ®S" é uma extensdo a ® o/~ parcial abeliana de R ~ R ® R com grupo de Galois
G x G. Denotamos por G o subgrupo de G x GG consistindo dos elementos da
forma (g7, 9),9 € G. O grupo quociente (G x G)/dG é obviamente isomorfo a G
via o isomorfismo natural g — (g, 1¢) = (1g,9) (mod dG). Pelos resultados em [IJ,
(S®5")(@®)s¢ ¢ uma extensdo abeliana de R com grupo de Galois G ~ (G x Q) /0G.

Com isto, podemos definir sobre T, (G, R) uma operagao da seguinte maneira:

[(S, )] * [(S",0)] == [((S ® §)*®¥¢ a®1g = 1g @ )],



a qual torna T,,, (G, R) um semigrupo inverso abeliano.

Em 3.2 introduzimos a nocao de extensao estritamente parcial, provamos que
o conjunto T, (G, R) das classes de isomorfismo das extensoes abelianas estrita-
mente parciais de R é de fato um subsemigrupo inverso de T}, (G, R) e estudamos

a relacao existente entre este e o grupo Ty, (G, A).

Em 3.3 provamos que T, (- R) ¢ um funtor aditivo da categoria dos grupos
abelianos finitos para a categoria dos semigrupos abelianos. Em particular este
resultado, juntamente com o teorema fundamental para grupos abelianos finitos,

remete o estudo de T}, (G, R) ao contexto dos grupos ciclicos finitos.

Neste texto todo anel é comutativo e unitario, todo homomorfismo de anéis é
unitario, isto é, leva elemento identidade em elemento identidade e extensoes de
anéis compartilham o mesmo elemento identidade. Se A e B sao extensoes de um
mesmo anel C' pela expressao A ® B entende-se o produto tensorial de A por B
sobre C'. Mais geralmente, se M e N sao C-mddulos também denotamos por M ® N

o produto tensorial de M por N sobre C.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consiste de duas secoes. Na primeira recordamos a teoria de Galois
devida a Chase, Harrison e Rosenberg [4] para agoes globais de grupos sobre anéis.
Na segunda apresentamos a construcao do grupo das extensoes abelianas devido a
Harrison [5], o qual foi a principal motivagao para a investigacao que originou esta

tese.

1.1 A teoria de Galois CHR

Em 1965 S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg publicaram no Memoir
52 da American Mathematical Society uma teoria de Galois para anéis, na qual
apresentaram, dentre varios outros resultados, uma lista de defini¢oes equivalentes

de extensao de Galois e um teorema fundamental.

Para uma melhor compreensao desses resultados, e maior conforto do leitor

durante a leitura, recordamos algumas defini¢coes essenciais.

Dados A um anel e B uma A-algebra dizemos que B é separavel sobre A (ou é



uma A-algebra separavel), se a aplicacdo p : B&®B — B, induzida pela multiplicacao

de B, é um homomorfismo de B ® B-mdédulos que cinde.

Dois homomorfismos de anéis f,g : B — B’ sao ditos fortemente distintos se

para todo idempotente nao nulo e € B’ existe b € B tal que f(b)e # g(b)e.

Dados um anel B e um grupo finito G de automorfismos de B, denotamos por
BxG o skew anel do grupo G sobre B, isto é, o B-mddulo livre com base {u, | g € G}

que tem uma estrutura de anel com a multiplicacao induzida por
(bug) (b'un) = bg (b )ugn

para todo b,b' € B e g,h € G. Este anel é particularmente nao comutativo e tem
1pu;,, como elemento identidade. Em particular, B pode ser visto como um subanel

de B x G via a imersao b — buy,,.

Todo BxG-modulo a esquerda M é, em particular, um B-mddulo sobre o qual o
grupo G age. Denotamos por M% o conjunto dos elementos de M invariantes pela

acao de G, isto é,
MC ={x €M |u, v =mx paratodoge G}.

Em particular, B é um B x G-moédulo a esquerda via a acao canonica dada por

bu, - b’ :=bg(b'), para todo b € B e g € G, e neste caso
BY =1{be B | g(b) =, para todo g € G}

é um subanel de B e M% é um B%-submédulo de M.

Teorema 1.1.1. [4, Theorem 1.3] Sejam B um anel e G um subgrupo finito de

automorfismos de B. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) B é uma BC-dlgebra separdvel e os elementos de G sio dois a dois fortemente

distintos.



(ii) Ezistem elementos b;, b, € A, 1 < i < m, tais que Y ,b;g(b;) = 0141p para
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todo g € G.

(iii) B é um BY-mddulo projetivo finitamente gerado e a aplicagcdo ¢ : B x G —
Endge(B), dada por ¢(bu,)(b') = bg(b'), € um isomorfismo de B-mddulos e

de B€-dlgebras.

i) Para todo B x G-mddulo a esquerda M, a aplicacio u: B ® ME — M, dada
(iv) q , a aplicagao p ,

por u(b® ) = bx, € um isomorfismo de B-mddulos.

(v) A aplicagao ¢ : B® B — [[,cq B, dada por (b @ V') = (bg(V'))geq, € um

isomorfismo de B-dlgebras.

(vi) Para cada ideal mazimal M de B e cada 1g # g € G existe b € B tal que
g(b) —b & M.

Dados um anel B e um grupo finito G de automorfismos de B dizemos que B é
uma extensao de Galois (ou galoisiana) de BE com grupo de Galois G se uma das
afirmagoes equivalentes do Teorema [1.1.1] é satisfeita. Neste contexto, um subanel
V de B é dito G-forte se as restricoes a V' de quaisquer dois elementos de G sao
iguais ou fortemente distintas. Para cada subanel V de B e cada subgrupo H de G

denotamos
Hy={h€G|hly=idy} e B ={bec B|h(b) =0, paratodo h € H}.

Claramente Hy é um subgrupo de G' e Bf é um subanel de B que contém B¢.

Além disso, B ¢ G-forte e separavel sobre BC.

Teorema 1.1.2. [4, Theorem 2.3] Seja B uma extensio galoisiana de B com

grupo de Galois G.



(i) A aplicagio H — B ¢ uma correspondéncia bijetora entre os subgrupos de
G e as subdlgebras de B contendo B® que sdo G-fortes e separdveis sobre BY,

cuja inversa € dada pela aplicagao V —— Hy, .

(ii) Para todo subgrupo H de G, B € uma extensdo galoisiana de B com grupo
de Galois H. Além disso, B ¢ uma extensdo galoisiana de B com grupo

G/H se e somente se H € um subgrupo normal de G.

1.2 Extensoes abelianas: o grupo de Harrison

Tu(G, A)

Uma extensao galoisiana B de um anel A com grupo de Galois G ¢é dita abeliana se
G é abeliano. O nosso propdsito nesta secao é apresentar em detalhes a construcao
do grupo das extensoes abelianas, o qual, como conjunto, consiste das classes de
isomorfismo [B] das extensoes abelianas de um mesmo anel A com mesmo grupo

de Galois G. Denotaremos esse conjunto por Ty, (G, A).

Sejam [B], [B'] € Tu(G, A). E bem conhecido que o produto tensorial B ® B’
(sobre A) é uma extensao abeliana de A com grupo de Galois G X GG. Denotemos

por 6G o subgrupo de G x G cujos elementos siao da forma (g7, g), g € G.

E imediato ver que G e (G x G)/dG sao grupos isomorfos via a aplicacao g +—
(9,1) = (1,9) (mod dG) (por simplicidade, denotamos por 1 o elemento neutro de
G). O grupo G age sobre (B ® B')°¢ da seguinte forma

g: Zbi®bgl—>Zg(bi)@)bg:Zbi@g(b’i),
para todo b; € B, b, € B' e g € G.

Decorre do item (ii) do Teorema que (B® B')°¢ é uma extensdo galoisiana



de A com o mesmo grupo de Galois G.
Definimos sobre T,,(G, A) a operacao * dada por

[B] % [B'] := [(B ® B')’“], para todo [B],[B'] € Tu(G, A).

Pode-se ver facilmente que a operacao x estd bem definida, é associativa e
também comutativa. O elemento neutro para a operagao % € representada pela

extensao trivial £ =) _. Ae,, onde os elementos e, sdo idempotentes dois a dois

geG

ortogonais e de soma 1. A ac@o de G sobre E ¢é dada por g(es) = egp, para todo
g,h € G. Para todo [B] € Ty(G, A) é facil ver que
(BoEYC={Y ¢7'()®e, | be B}
geG

e que a aplicacao

f:(B®E)YY =B

Zg_l(b) ®eg b

geG
é um isomorfismo de A-édlgebras tal que fog = go f, para todo g € G, donde segue
que [B] « [E] = [B].

Dado [B] € T,(G,A), o elemento inverso [B]™' é representado pela prépria

extensao B com a agao de G dada por g : b+ g~1(b), para todo g € G e b € B.

De fato, a aplicagao

H:B@B%ZBQ

leG

bb — Y bl(b)e,

leG
¢ um isomorfismo de B-élgebras [4, Theorem 1.3(e)]. Além disso, B&Be) ., Be

sao extensoes abelianas de A com grupo de Galois G x GG agindo respectivamente



sobre essas A-algebras da seguinte forma:

(g, ) (b V) = g(b) @ h'(V),
(9: ) bier) = > g(b)egn,

leG leG
para todo g,h € G. Entao, 6 o (g,h) = (g,h) o 0 para todo g,h € G e disto
segue que f induz por restricdo um isomorfismo de A-dlgebras entre (B ® B')%¢ e

E =3 caAey = (3 ,eq Bey)’e. Portanto [B] x [B]~ = [E], conforme esperado.

10



Capitulo 2

A teoria de (alois parcial

2.1 Acao parcial unitaria

Conforme [2], uma agao parcial de um grupo G sobre um anel S é uma colegao «
de ideais S, de S e isomorfismos de ideais ay : Sg-1 — Sy, g € G, satisfazendo as
seguintes condicoes:

(1) Slc = S, OflG = ids,

(ii) Ozg(Sg—l N Sh) = Sg N Sgh,

(ili) ay o0 ap = agp em Sp—1 N Signy-1s
para todo g, h € G.

Se S, = S para todo g € G dizemos que a é uma acao global de G em S.

A acao parcial a serd chamada unitdria se cada ideal S, possui um elemento
identidade 1, # 0, para todo g € G. E imediato ver que cada 1, é um idempotente

central de S e que S, = S1,.

11



Enfatizamos que em todo este texto iremos considerar somente agoes parciais

unitarias de grupos finitos.

Decorre de [2, Theorem 4.5] que se « é uma agao parcial unitaria de G sobre S
entao « possui uma envolvente, isto é, existe um anel B contendo S como um ideal
(a menos de isomorfismo) e uma agao global 5 de G sobre B, por automorfismos

de B, tal que as seguintes condic¢oes sao satisfeitas:
(i) Sy =5Np,(S), para todo g € G,
(ii) /Bg’Sg—l = a,, para todo g € G,

(i) B =2 geq Ba(5)-

A nogao de envolvente, conforme introduzida em [2], é um pouco mais geral e

exige que existam um ideal I de B e um isomorfismo de anéis ¢ : S — I tal que

(i) ©(Sg) = @(5) N By(p(S)), para todo g € G,
(i) B, o 90|ng1 =po ozg|5971, para todo g € G,
(iif) B = geq By(p(9))-

Note que B = S se e somente se « é global

Na maioria dos casos que trataremos neste texto iremos, por simplicidade, iden-
tificar S com sua imagem (S) em B e assumir a primeira definigdo de envolvente.
Contudo, usaremos também a segunda definicao de envolvente sempre que for im-
prescindivel.

A seguinte obsevacao pode ser vista de manera ampla em [3].

Observacao 2.1.1. Decorre das propriedades da envolvente que:

— 1g € um idempotente central de B,

12



S =Blg e S, =51, = Bl,,

lg = 1Sﬁg(15)7

ay(sly-1) = By(s)ls, para todo s € S,

— ag(lnlgr) = 1glgn

para todo g, h € G. H

A funcao definida a continuacao foi definida pela primera vez em [3| page 79],

para um grupo em geral G.
Todo subgrupo H = {hy = 1, ha, ..., h,} de G determina uma aplicac¢do ¢y : B —
B dada pela férmula

= > D (=) B, (16)Bh,, (1s) -+ By, (15) B, (1),

1<i<n i1 <-<4
para todo b € B. Esta aplicacao também pode ser escrita na forma

= Z Bn,(b)e;, para todo b € B,
1<i<n

onde

e1=1s e e =(1p—15)(1p — Br(1s)) ... (1 — Bn,_,(15))Bn.(1s),

para todo 2 < i < n. Os ¢; sao obviamente idempotentes de B, dois a dois ortogo-

nais.

Conforme introduzido em [3], a subalgebra de S dos elementos invariantes por

« é dada por

={s € S| ay(sl,-1) = sl,, para todo g € G}.

13



Agora, todo subgrupo H de GG determina, por restricao, uma acao parcial ay =

{ap : Sp-1 = S | h € H} de H em S. Denotamos por S*# a subdlgebra de S dos

elementos de S invariantes pela acao de ay, isto é,
S ={s eS| ap(sly-1) = 1s, para todo h e H}.
E imediato que S* C SH,
Proposicao 2.1.2. [I, Lemma 1] Seja oy : B — B a aplica¢ao descrita acima.
Entao,
(i) Yy € um homomorfismo de anéis,
(ii) g € unitdrio se e somente se H = G e, neste caso, B =}, B4 (5)e;
(iii) Yy € B -linear,
(iv) (Yu)|s € injetora,
(v) ey = V¥yu(ls) é um idempotente de B.
(vi) Yy (s) € B2, para todo s € S°H,
(vii) a restricao de Yy a SH € um isomorfismo de anéis de S sobre BRey, cujo

inverso € dado pela multiplicacdo por 1g. Em particular, Bf1g = S°H.

Demonstracao. (i) Segue imediatamente do fato que cada f,, g € G, é um homo-

morfismo de anéis e os idempotentes e;, 1 < i < n, sao ortogonais.

(ii) Decorre do Lema 4.4 de [2] que 15 = ¥a(ls) € D01 ey, Boi(S)ei que é um

ideal de B, o que acarreta a igualdade desejada.

(iii) ¥y é Bf-linear pois, para todo x € B e b € B, temos:

Yu(xd) = Zﬂhi(iﬁb)ei = Zﬂhi<x)ﬁhi(b)ei

14



= Zxﬁhi(b)ei =x Z Br,(b)e; = xp (b).

(iv) 1 g restrita a S é injetora porque
Y (s)ls = Zﬁm(s)ei ls =" pBi(s)els =sls =s,

para todo s € S.

(v) Segue do fato que os elementos [35,(1s) e os elementos e; sdo idempotentes

de B e e;e; = 0, para todo 7 # j.

(vi) Devemos provar que se s € S*, entdao [,(vu(s)) = ¥u(s), para todo
h € H. E para isto é suficiente mostrar que para todo r € S*¥ e h € H, o elemento

Br(Bhi, (1s) -+ Bn
todo 1 <[ <n.

(15)Bhn,,(s)), com d; < ... < i, é uma parcela de 1g(s), para

il—1

Comecamos provando que

Bni(1s)Bn,(r) = Br,;(Ls)Br, (1)
paratodo 1 <i,j <ner e S,

Note que pela Observagao ap(sly-1) = Bu(s)ls, paratodo s € Se h € H.

Em particular, se s € S* temos ((s)ls = slp, para todo h € H, e entao

B (15)B1, (5) = i, (B 11, (15)3) = B, By 20, (15)159)
= 5hj(ah;1hi(151h;1hj)3) = th(lhj*lhis)

= By (1sBy-1,(5)) = By (15) Bni (5)-

Agora,

B (Bhiy (Ls) =+~ Brs, (L) B, () = Bhny, (Ls) =+~ Brn,, (1) Bhns, (5)-

15



Seja hj, = hh;, para todo 1 < k < [. Como B é comutativo, podemos reordenar

Br;, (Ls),- .., Br;,_ (1s) de forma que os hy,, ..., hy;,_, aparecam na listagem de forma
crescente.
Se hj, , aparecer na listagem antes que h;,, nada hd a acrescentar. Caso contrario,

pelo que mostramos acima, S, ,(1s)Bh, (S) = Br,(1s)6h,_,(s) e assim todos os hj,

ficam na forma crescente. Portanto, em qualquer dos dois casos

Br(Bni, (Ls) -+ Br,,_, (15) B, (3))

¢ uma parcela de ¥y(s).
(vii) Vejamos inicialmente que a aplicagao
i 2 S — BHey
estd bem definida. Para s € S“#, tem-se
Vi (s) = vu(sls) = Yu(s)vu(ls) = Yu(s)en
e por (vi) temos Y (s) € Bfey.
Por outro lado, se z € B entdo

ah((erlg)lh_l) = Oéh((x15>1h—1) = /Bh((x:[s)lh—l)
= Bn((215)1sBh-1(1s)) = Br(rls)ls
= Bu(x)Br(ls)ls = xlp = (zlg)1y

= (veglg)lp,
para todo h € H, ou seja, reylg € S¥H.

Finalmente, temos

n

(Isovm)(s) = 1s(Vu(s)) = Z/Bhi(s)eils = B, (s)er = slg = s

i=1
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(Y o 1s)(zen) = Yu((ven)ls) = u(rls) = xu(ls) = ven,

para todo s € S e todo x € BY. A afirmacao final é ébvia. O

Observagao 2.1.3. E importante acrescentar que no caso em que « é global, temos
B = S ey =idg, para todo subgrupo H de GG, e a Proposicao torna-se uma

obviedade.

2.2 Extensoes galoisianas parciais

Em [3] M. Dokuchaev, M. Ferrero e A. Paques introduziram a nocao de extensao
de Galois parcial e desenvolveram uma teoria de Galois parcial, a qual basicamente
consiste, assim como no caso global, de dois teoremas principais: um teorema de-
finicao e um teorema referente a correspondéncia de Galois. Na realidade esses dois

teoremas sao uma extensao ao contexto parcial dos teoremas correspondentes da

teoria global CHR, devida a S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg.

Nesta secao apresentaremos uma versao ampliada do teorema definicao, isto é,
adicionamos mais um item que nao foi considerado em [3]. Assim como no caso
global, aqui também necessitamos alguma preparagao, isto ¢, introduzir os conceitos
necessarios na versao parcial para uma melhor e mais completa compreensao do

texto.

Sejam S um anel, G um grupo finito e o = {oy : Sy-1 = S, | g € G} uma agao
parcial unitdria de G sobre S. Recordemos de [3] que dois elementos quaisquer
g,h € G sao ditos a-fortemente distintos, se para todo idempotente nao nulo e €

Sy U Sy, existe z € S tal que ag(xly-1)e # oy (z1p-1)e.
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O skew anel de grupo parcial, conforme introduzido em [2] por Dokuchaev e
Exel, é o S-modulo projetivo e finitamente gerado dado pela soma direta dos ideais

Sy e denotado por

S0 G = @D S6,,

geG

onde os simbolos d, sao apenas indicadores de posi¢ao, munido de uma multiplicacao

induzida pela seguinte regra

(%59) (Yndn) = xgo‘g(yhlg*1 )5gh7

para todos g, h € G, z, € Sy e y, € Sp. A multiplicacao assim definida é associativa
e nao comutativa, com elemento identidade dado por 1g5d;. Em particular, S pode

ser visto como um subanel de S *, G via a imersao s — sd;.

Todo S x, G-moédulo a esquerda M é também um S-médulo. O conjunto, con-

forme introduzido em [3],
MY ={me& M :1yu,-m=1,-m, para todo g € G}

é um S%-submédulo de M, chamado dos elementos de M que sao G-invariantes.
Em particular, S é um S x, G-médulo a esquerda via a agao sy0, - 5 = s404(51,-1)

e, como tal, S¢ = S,

Teorema 2.2.1. [[3], Theorem 4.1 and Theorem 4.2] Sob as consideragées acima

listadas, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) S € separdvel sobre S* e os elementos de G sao a-fortemente distintos.
(ii) Existem elementos z;,y; € S, 1 < i <'m, tais que
Z Titg(Yilg—1) = d14ls

1<i<m

para todo g € G.
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(1ii) S € um S*-mddulo projetivo finitamente gerado e a aplica¢ao

Jj:S*q G — Endga(S), dada por j(z Teug)(z) = ngag(zlg_l),

geG geG

¢ um isomorfismo de S-maodulos e S“-dlgebras.
(iv) Para cada S %, G-mddulo a esquerda M a aplicagao
p:S®MY = M, dada por p(x ®@m) = xm,
é um 1somorfismo de S-mddulos.
(v) A aplicagao

T:S5®S — H S, dada por m(x @ y) = (vay(yly-1))gea
geG

¢ um isomorfismo de S-maddulos.

Todo anel S satisfazendo qualquer uma das afirmacoes equivalentes do Teo-
rema ¢ chamado uma extensao de Galois (ou galoisiana) a-parcial de S*.
Os elementos z;,y; referidos na afirmacao (ii) do Teorema sao chamados de

coordenadas galoisianas de S relativas a acao parcial .

A seguir acrescentaremos uma proposicao correspondente a versao parcial da

afirmagao (vi) do Teorema para agoes globais.

Proposicao 2.2.2. Sejam S, G e a como no Teorema |2.2.1. FEntao, S € uma
extensao galoisiana a-parcial de S se e somente se para cada 1 # g € G e para

cada ideal mazimal M de S, existe x € S tal que x — ag(xl,-1) ¢ M.

Demonstragao. Praticamente esta demonstragao segue os mesmos argumentos usa-

dos no caso global.

Suponhamos que existam 1 # g € G e um ideal maximal M de S tais que

r — ag(xrl,—1) € M, para todo z € S. Entao, temos que y; — ay(y;1,-1) € M,
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onde os x;,y; € S sao as coordenadas galoisianas de S. Consequentemente, 1g =

> iy — ag(yily-1)) € M, o que é um absurdo.

Reciprocamente, seja g # 1 em G e consideremos I C S o ideal gerado por
{x —ay(z1,-1) : z € S}. Pela hipdtese I = S pois, caso contrério, I estaria contido
em algum ideal maximal de S o que é um absurdo. Assim, existem elementos

Ty Ty Y1, oo, Y €S tais que D0 xi(y; — ag(y;ly-1) = 1s.

Disto temos que

Yoy =1s Y wo(yl
j=1 j=1

Sejam
Tny1 = — ijag(yjlg*) € Ynt1 = ls.
Entao,
n+1 n
Z%‘yj = Zl'j?/j + Tnt1Ynt1
j=1 j=1
= lg+ Z%O‘g Yilg ijag (4l
7j=1
= 1g.
e
n+1
ijag Yilg ijag Yilg +xn+1ag(yn+11 )
= Zxaag yjlg-1) Z%O‘g Yilg-1))ag(Yns1ly-1)
= ijag yjlg-1) ijag Yilg-1)ag(ly-1)
= Z:cjag y;l g—l Z:cjozg y;l g_1 = 0.
Assim,

n+1

ijag Yjlg—1) = 01,
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Suponhamos agora que H e H' sejam subconjuntos de G que contém o elemento
identidade 1 de G, para os quais existem elementos 1, ..., Tp, Y1, -« - s Ym, Ty - -, T}

) m?

Yy, ...,y € Stais que paratodo 1 #ge Hel# ¢ € H',

Za:jag(yjlg_1) =01, € Zx;ag/(yfclgq) = 01,4
j=1 k=1

Entao, para todo [ € H U H' temos que

n

> wman(yudin) = O wan(y L) O whea(yh i)
=1 k=1 =1 =1

= 01,401, = 0.

Como G = Ugx1{1, g} o resultado segue. O

2.3 Envolvente de uma extensao galoisiana par-
cial

Nesta secao apresentaremos varios resultados relacionados a envolvente de uma

extensao galoisiana parcial.

O teorema seguinte estabelece uma correlagdo entre uma extensao galoisiana

a-parcial e sua envolvente.

Teorema 2.3.1. [[3], Theorem 3.3] Sejam S (resp., B) um anel, G um grupo finito
e a (resp., ) uma agao parcial unitaria (resp., global) de G sobre S (resp., B)
tais que (B, ) € uma envolvente de (S,«). FEntdo, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) B é uma extensio galoisiana (global) de BY, com grupo de Galois G.

(i) S é uma extensao galoisiana c-parcial de S©.
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Os resultados a seguir serao utilizados no capitulo 3.
Proposicao 2.3.2. Sejam S e S" anéis, G um grupo finito e o = {cg : Sy-1 —
Sglg€G}ead ={ay: S, . — Sy | g€ G} agoes parciais unitdrias de G sobre
S e S’ respectivamente. Sejam (B, () e (B',(') envolventes de (S,a) e (5, )
respectivamente.
(i) Se S® = R = 5" entdo
a®d ={a,®@a, :S-1 @8, =S8, |(g9,9)€GxG}

€ uma a¢do parcial unitdria de G sobre S ® S’ (® = ®p).

(ii) Se B¢ = A = B'“ entdo (B, B, 3®[') é uma envolvente de (S® S, a®a’).
Demonstragao. (i) E de verificacao direta e os argumentos sao os usuais.

(ii) Por hipdtese existem monomorfismos de anéis ¢ : S — ¢(S) € B e ¢ :
S"— ¢(S") C B tais que p(S) e ¢'(9') sao ideais de B e B’, respectivamente, que

satisfazem, para cada ¢,¢' € G

(i)
p(Sg) = @(S) N Be(0(5)) e ¢'(Sy) = #'(5) N B (#'(5),
(i)

(poag)ls,. = Bgoplls, . e (¢roag)ls, = (Byo¢ls,

B=3 B,(p(S). B =3 Bu((s):

geG g'eG
Entao

PR S®S - By B

¢ um monomorfismo de anéis tal que ¢ ® ¢'(S ® S’) é um ideal de B ®4 B’ ¢ para

cada (g9,9') € G x G
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P ® (5, ® 5g) = p(Sg) ® ¢'(Sy)
= (©(9) N By((9))) @ ('(5) N By (¢ (5)))
= (©(9)By((5))) ® (¢'(5) By (¢'(5)))
= [12(S) ® ¢'(S)] N [By(0(S)) @ By (¢ (S"))]

=l @' (S@INN[B @By p@¢(S®S)),

(i) para todo z®y € S;-1 ® 51,

[(p@¢)o(ag@ap)l(z®@y) =I[(peay) ® (¢ oay)lz®y)
=[(Bgo9) ® (By o @l(z @ y)

=[(By @ By) o (¢ ® ¢ )](x @ y).
(i)

BoaB = (Y B(2(5) @ (D By (5)))

geG geG

= Y Be9) @ A(L(S)

(9,9")EGXG

= Y BB (Ses)).

(9,9")EGXG

Portanto, (B ®4 B, 5 ® ') é uma envolvente de (S ® 5", a ® o). O

Observagao 2.3.3. A Proposigao [2.3.2] continua valida no caso mais geral em que
a e o/ sao agoes parciais de grupos finitos G e G’, nao necessariamente iguais, sobre
os anéis S e S’ respectivamente. A demonstragao sob esta hipétese mais geral segue

uma argumentacao absolutamente analoga aquela da Proposicao [2.3.2
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Para o lema seguinte necessitamos da nocao de trago parcial, o qual foi introdu-
zido em [3]. Dados S um anel, G um grupo finito e a = {ay : S;-1 = S, | g € G}
uma acao parcial unitaria de G sobre S, o trago parcial é definido como sendo a
aplicacao tr, : S — S dada por

tro(s) = Z ag(sl,-1)
gea

para todo s € S. Segue de [3, Lemma 2.1] que tr, é uma aplicacao S®-linear e

tro(S) C S*.

Lema 2.3.4. Se S ¢ uma extensao galoisiana a-parcial de S<, entao tr,(S) = S¢.

Em particular, existe c € S tal que tro(c) = 1g.

Demonstragao. Seja (B, ) uma envolvente para (S, a). Entao, pelo Teorema [2.3.1]
B ¢ uma extensdo galoisiana de BY e, conforme [4, Lemma 1.6], o traco global
trg : B — BY é sobrejetor. Consequentemente, por [3, Corollary 2.2] tr, : S — S®

também é sobrejetor. A afirmacao final é ébvia. m

Proposicao 2.3.5. Sejam S, S, G, a e o' como na Proposicao . Se S (resp.,
S') € uma extensio galoisiana co-parcial (resp., o -parcial) de S® (resp., S'') e
S =R=S5" entio S®S' (® = @r) € uma estensio galoisiana o ® o’ -parcial de

R.

Demonstragio. E imediato verificar que se {z;,y; | 1 < i < n} (resp., {2y [ 1<
j < m} sdo as coordenadas galoisianas de S (resp., S’) relativas a « (resp., o)
entao {z; ® T Yi & y; | 1 <i<mn,1<j<m} sdo as coordenadas galoisianas de

S ® S’ relativas a a ® o/. Portanto S ® S’ é uma extensao galoisiana a ® o'-parcial

de (S ® S")®

Para concluir resta apenas mostrar que (S ® S')*®* = R,
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De fato, é imediato que R = R® R = S*® 5 C (S ® S5')*®*. Para a inclusio
recfproca observemos primeiro que cada ideal S;, é unitério com elemento identidade
denotado por 1/ e que try : §" — S ¢ dado por tra/(s') = > gec (ST 1) para

todo s’ € S’. Do Lema segue que existem elementos ¢ € S e ¢ € S’ tais que

tra(c) = 1g e try(d) = 1.

Seja S8 s, @8, € (S ® 5. Entdo

k :
Zag Ry ((s;@8) 11 @1, ) = Z(Sl ®s;)1,®1,, paratodo (g,h) € GxG,

i=1 i=1
e consequentemente temos

k k

Y si@si=0> s @s)(ls @ 1)

i=1 =1

= (Z 5i ® 8)) (tra(c) @ tro(c))

=D s @)D aglcly1) ® ) aj (1))

1= geG heG

k
- Z (Z s ®sil, ® 1%) ag(cly—1) ® o, ('1)-1)

g,heG \i=1

k
= Z (Z g ® (8 @ 8311 @ 1)) ag(cly-1) ® g ('1),-1)

g,heG i=1

k
=3 S aylsely) @04ty

i=1 g,heG

k
= Z(Z O{g(SiC]_g—l>> & (Z (53¢ 15,-1))
i=1 ged heG

k
= Ztra(sic) R tro(sic) € S*® 5" (= R).
i=1

A demonstragao esta completa. m
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2.4 O teorema fundamental

Para qualquer subalgebra T de S que contém S denotamos por Hr o subconjunto

de G formado pelos elementos a-invariante de T, isto é,
Hp ={g € G| ay(tly—1) = 14t, para todo t € T'}.
Em geral Hy nao é um subgrupo de G. Em [3] o exemplo 6.3 ilustra este fato.

Uma subalgebra T" de S é chamada a-forte se, para cada par de elementos
g,h € G, com g'h ¢ Hr, e para qualquer idempotente e € S, U S, existe um

elemento ¢ € T tal que oy (1,-1)e # ap(1p-1)e.

Nesta se¢ao mostramos o Teorema Fundamental da Teoria de Galois para agoes
parciais de anéis comutativos [3]. Para isto precisamos de dois teoremas que es-
tabelecem o Teorema Fundamental. No que segue (S, a) é uma agao parcial de G

sobre R com agdo envolvente (B, G), com A = B% e R = 5.

O Teorema Fundamental para a teoria de Galois parcial é composto de dois
teoremas. O primeiro deles é devido a Dokuchaev, Ferrero e Paques, cujo enunciado

transcrevemos abaixo.

Teorema 2.4.1. [3, Theorem 5.1] Sejam S um anel, G um grupo finito e o uma
acao parcial de G sobre S tais que S € uma extensao galoisiana a-parcial de S.
Entao a aplicacao H — S“H ¢ uma correspondéncia bijetora entre os subgrupos
de G e as subdlgebras T de S contendo S® que sao a-fortes, S*-separdveis e tais

que Hp é subgrupo de G, cuja inversa € dada pela aplicagao T — Hr.

O segundo, que enunciamos a seguir, sera tratado na sequéncia.

Teorema 2.4.2. Sejam S, G e o como no Teorema[2.4.1 Entdo,
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(i) Todo subgrupo H de G induz uma a¢ao parcial oy sobre S e S é uma extensao

galoisiana ag-parcial de SH .

it) Todo subgrupo normal H de G induz uma ac¢do parcial o ,,, sobre S“H e S*H
G/H

¢ uma extensao galoisiana a’G/H—parcz'al de S°.

O item (i) do Teorema também foi demonstrado em [3, Theorem 5.2]. A
demonstragao do item (ii) serd obtida como consequéncia dos vérios resultados que
passaremos a expor. Esses resultados foram apresentados pela primeira vez e de
forma suscinta por D. Bagio e A. Paques em [1]. No que se segue os apresentaremos

com todos os detalhes.

Conforme vimos na secao 1 deste capitulo, de forma bastante detalhada, todo
subgrupo H de G determina um endomorfismo ¢y : B — B cuja restricao a S é

um monomorfismo. A Proposicao descreve as caracteristicas de ¢y

No que segue assumiremos que H é um subgrupo normal de G. Conforme
Teorema M(ii), a acao global 8 de G sobre B induz uma acgao global g,y de

G/H sobre B da seguinte forma:
Beyn : G/H — Aut(B™),  gH — By|pn.

Além disso, se B é uma extensio galoisiana de B com grupo G, entdo B¥ é uma

G/H

extensao galoisiana de BY = (BH)%/H com grupo de Galois G/H.

A agdo fg/u de G/H sobre BY induz uma acgao parcial ag/y de G/H sobre

Bfey da seguinte forma:

QG/H = {OégH : Dg—lH — DgH | DgH S G/H},

onde

Doy = (BHeH) N 59(BH6H) = BHegH, com eyq = epfyen)
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QgH = 59|Dg—1H'
Proposigao 2.4.3. Sejam H um subgrupo normal de G' e ag,y conforme definida
actma. Entao,
(i) ag/u € uma agao parcial de G/H sobre BMey,

(i) (B, Ba/n) € wuma envolvente de (B” ey, aq/u).

Demonstragio. (i) Claramente cada D,y é um ideal de Bf ey e cada aiyy = Byl -1y

¢ um isomorfismo de anéis, por construgao.

Além disso,

(1) DH = BH6H61<€H> = BH€H e g = ﬁl‘DH = idBHeH

(2)

OégH(Dgle N Dg’H) = 59(D971H N Dg/H)

= ﬂg(BH@Hﬂgf1 (eH) N BH&HBQ’(eH))
= ﬁg(BHeHﬁg*1(eH)BHeHﬁg'(eH))
= ﬁg(BHeHﬁg—l (eH))ﬁg(BHeHﬁg’(eH))
= BHﬁg(eH)eHBHﬂgg/@H)

= BHeHﬁg(eH) N BHGH/BQQI(GH)

= DgH N Dgg’H.

(3) De (2) segue que se x € Dy—15 N Dggny-1p, entao Py (z) = agpu(r) € Dy

e portanto temos agp o o () = g (By (7)) = By(By () = By (7) = gy (7).

(ii) Finalmente verifiquemos que de fato (BY,fg/i) ¢ uma envolvente para
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(B ey, ag/u). Por construgao resta apenas verificar que
Z By, (BT en),
1<i<m
onde g = 1,99, ..., gy denotam uma transversal de H em G. Como esta soma é
um ideal de B ¢ suficiente mostrar que ela contém 1zr. Desde que a acao parcial
de G/H em Bf é descrita via os 3, 1 < i < m, estes determinam a aplicagao
Ya/u - BY — BY dada por

Yayu(x Z Z )™y, (en)By,, (er) - - By, (e) By, ().

1<i<Km i1 <<ty

E imediato ver que ¢g/u(B7) C > i<icm Ba:(BYem) e, como pelo Lemma 4.4 de

2] Y u(en) = 1pu, a demonstragao estd completa. O

Observagao 2.4.4. (1) De maneira andloga ao que foi visto na demonstragao
da Proposicao verifica-se também que a aplicagdo gy : B? — BY é um
homomorfismo de anéis, B®-linear, cuja restricio a Bfey ¢é injetora e tal que

VYeu(en) = 1p = Ya(ls).

(2) Igualmente, usando argumentos similares aos usados na demonstra¢ao da

Proposigao [2.1.2] verifica-se que:

(i) Y m(z) € (BT)G/H = BY para todo x € L*/#, onde L = Bey.

(ii) A restricao de ¥g g a L*¢/# é um isomorfismo de algebras de L®/# sobre
BE = (B")G/H cuja inversa é dada pela multiplicacdo por ey. Em particular,

BGeH = Loc/H,

(3) E uma consequéncia imediata da Proposicao e do Teorema m que L é
uma extensao de Galois ag,g-parcial de L*@/# se e somente se B ¢ uma extensao

de Galois de (B)%/# = BY com grupo de Galois G//H.
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Veremos a seguir que a agao parcial ag g sobre L = Bfey induz uma acao

parcial o, de G/H sobre S*# via multiplicacao por 1g.

Fixada uma transversal {¢g; = 1,...,¢9,} de H em G, sejam:

1;1' - egiHls = eHﬁgi(eH)ls = 591‘(6}[)13)
D;Z = DgiH:lS — BHegiHls — Saleh,,

Oé;l = (].SOOégZ.HOlpHMD;._I.

k3

Proposicao 2.4.5. Sejam H um subgrupo normal de G e {g1 = 1,...,g,} uma

transversal de H em G. Entao,

(i) agm = {ag, : D’g__1 — D, | 1 <i<mn)} éuma agdo parcial de G/H sobre
SeH
(ii) (Son)e/n = Goc,
(i) (BM,Ba/u) € uma envolvente de (S, o)

(iv) S*H € uma extensdo galoisiana a’G/H—parcz'al de S se e somente se B ¢ uma

extensdo galoisiana de B¢ com grupo G /H.

Demonstragao. (i) Desde que cada 1/97; é, por definicao, um idempotente central
de S e 1, = By (en)ls € By (B")1lg = B"lg = 57, segue imediatamente que
D, = S*11, & um ideal de S. Além disso, cada oy, : D;'_l — Dy estd bem

definido e é um isomorfismo de anéis como composta de isomorfismos.

Qg JH é de fato uma agao parcial de G/H sobre S*# pois,

1. D) = Dylg = S%eylg = Sonlg = Son ¢

oy = (lgoay oty)|p; = idson.
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oy (Dy-1 N DY) = (15 0 gy 0 1) (S By-1(en ) 1sS™ Br(en)1s)
= (Ls 0 agn ) (¥u (S Bg-1(en)1s)bu (S Br(en)ls))
= (1s 0 agu)(B"enBy-1(en) B enBy(en))
= 15(By(B" en)enBy(en)By(B" en) Bon(er) Bylen))
= 15(B" By(en)en BY By(en) Bon(en))
= By (en)enls B By(en)Bon(en)ls
= B"158,(en)1sB" 1sfgn(en)ls
= S5 By(em)1s N S Byn(en)ls
= D, N D,

3. Sejax e D, N ngh)—l' Entao,

a0 aj,(z) = (1g o agr oY) o (1g 0 any o Yur) ()
= (15 0 agn) o (Y 0 15) o (nm © Y )(2)
= (1g 0 agy) o idg o (apy o Yy )(x)
= (1s o (agm © an) © ) ()
= (1s © Byn 0 ¥u)(2)
= (15 0 ag, o Pp)(x)

= o/gh(:p).

(ii) Como ¢y o a = a,y © Yy sobre D;.,l, para cada 1 < i < m, segue que
Y ((Sem)er) = (Y (Sem))arm e assim
(Se)"ermt = Pp((S°)"rm)Ls = (Y (S™) "o/ s

= (BHGH)GG/Hls = BGls = SaG,
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pelas Proposigao e Observacao [2.4.4)2).

(iii) Pela Proposicao [2.1.2] existe o isomorfismo ¢y de S# sobre Bfey; C BH

tal que

L pu(Dy,) = $u(5) 0 By, (P (577)).

2. Por (i), Y5 o o), = g, © by sobre D;'_l.
3. Pela Proposicao 2.4.3, B =37 8, (B"er) =3, By (4u(S*1)).

(iv) Segue do Teorema [2.3.1] O

Exemplo 2.4.6. Neste exemplo encontramos a agao parcial ag, /1 de G/H sobre
Set de [3, Example 6.1.], onde H o subgrupo ciclico (com gerador ¢?) de G' (com
gerador o). Lembrando, R um anel comutativo e S = Re; @& Rey @ Res, onde
{e1,€e9,€3} é um conjunto de idempotentes ortogonais nao zero cuja suma é um.
Além disso, S = R. Note que a,z2(e; + e3) = e + e3, de onde segue que S*# =
R(e; 4 e3) @ Rey. Assim, Re; @ Res @ Res é uma extensao galoisiana ay-parcial de
R(ey + e3) @ Res.

Agora, note que @ é gerador do grupo G/H. Vejamos quem é O/G/H. De fato, seja

{1,5} uma transversal de H em G. Logo,

en = Yu(1r) = 1g + Br2(1r) — 1rBs2(1R).

De onde,

1, = B,(1r) + Bo3(1r) — Bs(1r)Bs3(1R),
D, = (R(e1 + e3) © Rey) 1y,

O/O' = (1R0043077DH)|D;71.

Portanto, S = R(e;+e3)@® Rey é uma extensao galoisiana O/G/H—parcial de S¢ = R.
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Exemplo 2.4.7. Neste exemplo encontramos a agao parcial ag, /0 de G/H sobre
St de [3, Example 6.3.], onde H o subgrupo ciclico (com gerador %) de G (com
gerador o). Lembrando, A é uma extensao Galois (global) ciclica dum anel comu-
tativo Re S =) ;5 DAe;, onde {e;]1 <i <5} é um conjunto de idempotentes
ortogonais nao zero cuja suma é um. Além disso, S® = {ae; + bey + ces + a%(b)ey +
o(a)esla,b e A, c e A7}, E facil ver que S* = {aey+bea+ces+des+-ees|a, b, d, e €
A c e A"S}. Assim, S = >, ®Ae; é uma extensdo galoisiana ay-parcial de
SeH = {ae; + bey + cez + dey + eesla, b, d,e € A, c € A"g}.

Agora, note que @ é gerador do grupo G/H. Vejamos quem é a’G/H. De fato, seja

{1,7, 02} uma transversal de H em G. Logo,

en = VYu(1r) = 1g + Bos(1r) — 1rBss(1R).

De onde,

15, = Bo(1r) + Bot (1r) — By (1r)Brt(1R),
e = Boz(1r) + Bos(1r) — Bo2(1r)Bos (1R),
D! = {(aey + bey + ces + dey + ee5)1 |a,b,d,e € A, c € A"S},
D!, = {(aey + bey + ces + dey + ees)1z|a,b,de € A,c € A"3},
ay = (lgoagotu)lp _,,
age = (lro gz otbu)pr_,.

Portanto, S*# = {ae; + bey + ce3 + dey + eesla, b, d,e € A, c € A"3} é uma extensao

galoisiana oy, ,-parcial de S = {aey+bes+ces+a(b)es+o(a)es|la,b e A, c € A7)

Observagao 2.4.8. A demonstragao do item (ii) do Teorema decorre imedi-
atamente da Proposigao e do item (ii) do Teorema [1.1.2]
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2.5 Envolventes e G-isomorfismos

Nesta se¢ao e no capitulo seguinte adotaremos a notagao (.S, ) para indicar uma
extensao galoisiana a-parcial unitdria (ou simplesmente, uma extensao galoisiana
parcial) de um anel fixo R (i.e. S = R). Da mesma forma adotaremos a notagao
(B, p) para indicar uma envoltente de (S, a) e fixaremos um anel A como sendo o
subanel dos invariantes de B pela acao global 3 (i.e. B® = A). Dito de outra forma,
para quaisquer extensoes galoisianas parciais (S, «) e (S, a’) de R com respectivas
envolventes (B, ) e (B, ') assumiremos sempre que S = R = S5’ e que B? =
A = B" ou, equivalentemente, que ¥g(1g) = 14 = ¥5(1g). Recordemos do
Teorema que B é uma extensao galoisiana global de A com grupo de Galois
G.

Dizemos que duas extensoes galoisianas parciais (S, «) e (S',¢’) de R sdo cha-

. . par . .
madas G-isomorfas parcialmente, e denotamos (S, a) '~ (5, ), se existe um iso-

morfismo de R-dlgebras f: S — S’ tal que para todo g € G:

(i) f(Sg) = S5,

(i) (foayls,, = (o f)ls,

Na realidade, na definicao acima, podemos exigir menos do que um isomorfismo
de R-algebras que preserva as respectivas acoes parciais. E suficiente a existéncia
de um homomorfismo de R-algebras que comuta com essas acoes parciais, conforme

veremos na proposicao seguinte.

Proposicao 2.5.1. Sejam (S,a) e (S',a’) extensdes galoisianas parciais de R e

f:8— 8" um homomorfismo de R-dlgebras tal que para todo g € G:

(i) f(Sg) =5,
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(i) (f e ag)ls, ., = (ago fls, .-

Entao f é um isomorfismo.

Demonstracao. Observemos que lg = 1gp = lg.. Sejam z;,y;, 1 < i < n, as

coordenadas galoisianas de S relativas a . Entao, dado s’ € S” temos

Z:L‘t?‘a yil Zf (z3)tra (f(yilg-1)s")
:Zf x; Za )81 1)

geG
= Zf A ol (51 )
geG
= Z ) S (@ 0 F)(gidg)al (51 )
=1 geq@

= Z f(z;) Z(f 0 ) (yilg—1)ag (sl 1)

geG

- Z f(z Tiag(yilg—))or,(s'15-1)

geCG i=1

_2 : EY.

= (51,915'059(8 1971>
geG

=slg=1¢,

o que mostra que f é sobrejetora.

Agora, dado s € S tal que f(s) =0 temos

Flag(yislg—1)) = (f 0 ag)(yislg-r) = (ag o f)(yisly—1)
= ay(f(4:)f(s)f(14-1)) = 0,

para todo g € GG, e por conseguinte

0= Z f(ag<yi51g—1>> = f(tra(yis)) = tra(vis)ls,

geG
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de onde segue que tr,(y;s) = 0, para todo 1 <i < n. Logo,

O—thra Y;S) —Z Zxag (yily-1))ag(s1,-1)

geG i=1
= Z 01,904(s1y-1) = slg = s,
geG
o que mostra que f ¢é injetora. O

~ par . . , ~ . ~ .
A relacao '~ acima definida é claramente uma relacao de equivaléncia e a ve-
rificacao deste fato é candnica. Denotaremos por [S,a] a classe de equivaléncia

relativa a '~ representada por (S, ).

A nogao de G-isomorfismo (global) para envolventes de a¢oes parciais exige uma

condi¢ao a mais do que a exigida para G-isomorfismo no caso global em geral.

Sejam (B, 3) e (B', ') envolventes de (S,a) e (S, ) respectivamente. Note
que, conforme assumido no inicio da secao, BY = A = B'“. Dizemos que (B, 3) e
(B, 0") sao G-isomorfas globalmente, e denotamos (B, ) £ (B',3), se existe um

homomorfismo de A-dlgebras f : B — B’ que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) f(ls) =1y,
(ii) foB=p"of.

Proposicao 2.5.2. Sejam (S, ), (S, ) extensdes galoisianas parciais de R com
envolventes (B, ) e (B', '), respectivamente. Se (B, [3) £ (B, ") entao (B, ')

(resp., (B, B)) € uma envolvente para (S, ) (resp., (S',a/)).

Demonstracao. Sejam f : B — B’ o G-isomorfismo e ¢ : S — B o monomorfismo
de anéis que satisfaz as condigdes (i)-(iv) da definicdo de envolvente (conforme [2]).
E suficiente mostrar que f o satisfaz também essas mesmas condicoes. De fato, é

imediato que f o : S — B’ é um monomorfismo de anéis pois ambos f e ¢ o sdo.
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(i) f(p(S)) € B’ é um ideal de B’ pois f é sobrejetor e ¢(S) é um ideal de B.

(ii) Para todo g € G, temos

(f 0 9)(Sg) = f(£(S) N By(0(5)))
= [((5)) N f(By(£(5)))
= f((9) N (B © ()
= (fo9)(9)) N By(f ©»)(5)).

(ili) Para todo g € G e x € S;-1, temos

[(f o) o agl(z) = [f o (poay)l(z)
= [fo(Bgo9)l(x)
=[(By0 f) o ¥l()
=By 0 (fop)l(x).

B = £(B) = £(3_(6,(2(5)))

geG

= J(Bsle(9) = 3 B((f 0 #)(9)),

geG geqG

Para a segunda afirmacao procede-se de maneira analoga bastando considerar a

composta f~1o ¢’ onde ¢ : S — B’ ¢ o monomorfismo de anéis que satisfaz a

definicao de envolvente.

Teorema 2.5.3. Sejam (S, «), (S',a/) extensdes galoisianas parciais de R e (B, 3)

e (B',0') suas respectivas envolventes. Seja H um subgrupo normal de G. Se

(B,p) e (B',p") sio G-isomorfas globalmente, entdo (SQH,O&/G/H> e (S’alH,ag/H)

sao G/ H-isomorfas parcialmente. Em particular, (S, a) e (S’
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Demonstracao. Sejam H = {hy = 1,hs,...,h,} e {;1 = 1,99,...,9m} uma trans-
versal de H em G. Por hipdtese existe um isomorfismo de A-édlgebras f: B — B’

tal que

f(ls) = 15’7

foBy=p,0f, paratodo g€ G.

(2.1)

Note que f induz (por restricao a BY) um isomorfismo entre as A-algebras B e
B'M. Agora, pela Proposicao (B", Bg/u) ¢ uma envolvente de (B ey, ag/u),

onde
en =Y B, (ls)e;,
j=1

com
e1r=1s e ej=(Ip—1g5) (I — Bn,_,(15))By,;(1s), 1 < j <.

Analogamente temos que (B, 5, ;) é uma envolvente de (B e}y, afy ), onde

n
€IH = Z ﬁ;bj(lg/)e;-,
j=1
com

¢ =15 e &= (lp —1g)-(1g = B, (1s))B), (1), 1 <j<m.

De segue que
flej) =
= f((1p = 1s)(1p = Bh;,(15)) - (1 = By, (1)) B, (1))
= (f(1p) — f(1s))(f(1B) — f(Bh,,(1s))) -+ (f(1p) — f(Bn;_,(15))) f (Br;(1s))

= (lp — Lls)(p — By, (1) - (Ip = By,_, (1)) By, (L)

!
== ej.
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e consequentemente
F(B"en) = f(B")f(em) = F(BM)f(Q_ B, (Ls)e;)
j=1

= F(BM)(D_ f(Br, (1s) f(e5)

Jj=1

= B’H(Z B, (f(Ls))e})

=B (Y 8, (1s)e))
j=1
_ BlHel
— -
Em particular, f(ey) = €} pois 13 € BH.
Em conformidade com a Proposicao os ideais de S e S"u sdo dados por

12

D'y, = B"ey By, (en)ls e D =B"ey, B (¢y)ls

e os isomorfismos parciais por

o = (s oagmovmlp , e ag = (Isoayy ot .

respectivamente, onde ¢} : B — B’ (construido de modo idéntico a contrucao
de ¥yr) é o homomorfismo de anéis dado por ¢ (V) = >, B, (b)e; para todo

b’ € B'. Agora observe que a aplicacdo composta
YH foopr s/ o
p=1gofoyy:S—B—=B —§

¢ um homomorfismo de R-algebras. De fato, claramente ¢ é um homomorfismo de
anéis. Pelo item (ii) da Proposicao segue que Alg = B%1g = S® = R, ou seja,
para todo r € R existe a € A tal que r = alg. Recordemos que 1g = 1z = 1g.

Consequentemente 1ge; = 1g e entao,

p(rs) = (Ly o f o) (1sas) = (s o f)(atpu(15)Ynu(s))
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= (Lo f)(aeqtu(s)) = Ls(af(1p)f(en)f(Yu(s)))
= Ly (alpey f(Vnu(s))) = Ls(aey f(Yu(s)))

= (als)(Is€ly) f(Yula)) = r(lsf(Vnu(s))

=r(lg o fotpg)(s)

=rp(s).
Agora, desde que

p(D),) = (1g o fovy)(B"en By, (er)ls)
= (1gr o f om0 1) (B enfy,(en))
= (1g o fo (¢ 0 15))(B" By, (en)en)
= (1 o f oidp)(B" By, (er)en)
= (Lsr o /)(B" By (en)en)
= Lo f(B") f(By,(en)) f(en)
= 19 BBy (f(en))ey
=15 B, (e}y)ely
= B ey By ()1

=D ”gz-
temos assegurado a condigao (i) de G-isomorfismo parcial.
A condigao (ii) decorre de pois ela implica imediatamente que
foagm=a, zof paratodo 1<i<m
e portanto

(poay)(@) =[(Lsy o fotvn) o (s o agm o du)l(x)

=[(1sro fo(¢mols)oagmotvm)l(z)
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= [(Ls o f oidp o agm o Ym)](w)

= (Isr o (foagm)ovu)(x)

= (L o (agy o f) o ¥n)(x)

= [(1y 0 a},y oidp o f oy))(z)

= [(1sr 0y o (Vg 0 1g) o fovm)](x)
= [(1sr 0y 0 y) o (I 0 fobm)](x)

= (ay, © ¢)(x).

para todo x € D’g;1. Pela Proposicao 2.5.1) (5“7, ag, ) e (S’alH,a’C’;/H) sao G/H-

isomorfas parcialmente.

Para a tltima afirmacao basta tomar H = {1}. O

Proposicao 2.5.4. Sejam (S, «), (S, ') extensdes galoisianas parciais de R e

par

(B,pB) e (B, ) suas respectivas envolventes. Se (S,a) '~ (S',a') entao (B, ) &
(B, 3").

Demonstracao. Por hipdtese existe um isomorfismo de R-dlgebras 6 : S — S’ tal

que para cada g € GG
(i) 0(Sg) = Sy,
(i) (00 ay)ls, ., = ()0 0)ls, -

Por outro lado, como (B’, 5’) é envolvente de (S’, o’) existe monomorfismo de anéis
¢ 8" — B’ satisfazendo as condigbes de envolvente. Mostremos que (B', ') é

também uma envolvente para (S, ). Para tanto consideremos a aplicagdo composta
/ 0 o ¥ /
p=¢po00:5S—=5 =18

Claramente ¢ é um monomorfismo de anéis por contrucao. Além disso,
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¢(Sy) = ¢'(0(5)) = #'(S))
= ¢'(5) N B¢ (57)
= (¢ 0 0)(5) N By(¢ 0 0)(5)

= ¢(5) N By(8(5))

para todo g € G.

(i)

para todo g € G e x € Sy-1.

(i)
B' =Y B () =) By(¢' 00)(S)) =Y B(6(5))-

geG geqG geq@

Portanto (B’, 8') é uma envolvente de (5, «).

De acordo com o Teorema 4.5 de [2] toda envolvente é tinica a menos de isomor-
fismo, isto é, como no nosso caso (B, ) e (B, ") sdo envolventes de (S, «), entao,

conforme o teorema mencionado, a aplicacao
A:B— B

> Bele(s)) = > By (6(s)
9i gi

é um isomorfismo de A-algebras. Finalmente, é imediato ver que
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(i) A(ls) = Ly,

(ii) Ao B, =B, oA, paratodo g € G,

ou seja, (B, 8) L (B, ).
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Capitulo 3

O Semigrupo inverso T, (G, R)

A primeira contrucao formal do grupo 7,,(G, A) das extensoes abelianas globais de
um anel A, com mesmo grupo de Galois G, foi feita por Harrison e publicado em [5]
em 1965. A diferenca deste, que é um grupo, no caso parcial o conjunto 7 var (G, R)
das classes de isomorfismo das extensoes abelianas parciais de um anel R é um
semigrupo inverso. Neste capitulo apresentaremos em detalhes a sua construcao e

estudaremos algumas de suas propriedades funtoriais.

Em todo este capitulo G denotara sempre um grupo abeliano finito e R o subanel
dos invariantes de qualquer anel sobre o qual G age parcialmente. As acoes parciais
consideradas serao todas assumidas unitarias e sempre de G sobre algum anel.
Toda extensao galoisiana parcial S de R relativa a alguma acao parcial a de GG sera

chamada abeliana e, por brevidade, denotada por (S, «).

3.1 A construgao de 7}, (G, R)

Nesta secao contruiremos o semigrupo inverso das classes de isomorfismo das ex-

tensoes abelianas parciais.
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. ~ par , ~ . N .
Conforme vimos na secao 2.5, ‘'~ é uma relacao de equivaléncia definida so-

bre o conjunto de todas as extensoes galoisianas relativas a agoes parciais de um
grupo finito G sobre extensoes do anel R, e foi denotada por [S,a] a classe de
equivaléncia representada pela extensao galoisiana parcial (S, «), isto é, [S,a] =
{(S",a') | (5,0/) "X (S, a)}. Neste capitulo nos restrigimos as extensoes abelianas
parciais e denotaremos por T, (G, R) o conjunto dessas classes de equivaléncia. Re-
cordemos também que, conforme ja convencionado, ® sempre significard ®g (resp.,

®4) se o contexto for parcial (resp., se o o contexto for global).

Dados [S, a], [9', /] € T, (G, R) a Proposicao nos assegura que S ® S’ é

uma extensao abeliana o ® o'~ parcial de R ® R = R.

Denotemos por dG o subgrupo de G x G consistindo pelos elementos da forma
(g71,9), g € G. O grupo quociente (G x G)/dG é obviamente isomorfo a G via a
aplicagao canonica

g—(9,1)=(1,9) (mod 0G).

Pela Proposicio 2.4.5 (S ® S')*®*'s¢ ¢ uma extensio abeliana Nexa) se-parcial

de Rcom A\ =a® .

Sejam (B, ) e (B', ') as envolventes de (S,a) e (S, ') respectivamente. De

acordo com a secao 2.1 a aplicacao ¥sq : B® B' — B ® B’ é dada pela férmula

viaz@y)= > Y (=)™ Byr @ By, (IR @ 1) -

1<I<|3G] i1 <<y

By ® Bh, (1r ® 1R)ﬁhi_ll ® B, (@ y).

Denotemos esq = Ysq(1r ® 1g) = ¥sa(ls ® 1g). Recordemos que S* = R = S"

e portanto 1g = 1z = 1g.

Observacao 3.1.1. Decorre da Proposicao m que ((B@B')°¢, (B2 8)xac)/5¢)
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é uma envolvente de ((S ® S')*®%q, Naxa)sc) onde,

A=a®d

,C;XG/dG = ({ngivgl}}’ {Oé ® aighgl]})?
D'y = (B® B)*%(8,, @ Bo)(esa)ls ® 1g,

a®afy, = (ls®lsg0oa®al, )56 © 1/}6G)|DE

9511
Definimos sobre Ty, (G, R) a operagao #,,, dada por

[(S, O./)] *par [(S, O.//)] = [15 X 151(3 X B/)(SG, l¢®1g 0 A(Gxg)/(;g]

= [(S ® S/)a®a/6G= )‘,(GXG)/éG’L
comA=0Fel=axd.

Proposicao 3.1.2. A operagao *,q, estd bem definida.
Demonstragao. Considere [S,al, [S',d/], [S1,a1] e [S], 0] em T, (G, R) e sejam
B, 8], [B', '], [B1, B1], [ By, 1] as classes das respectivas envolventes em Ty (G, A).

Suponha que [S,a] = [Si,a1] e [S,a/] = [S],a)]. Entao, pela Proposigao [2.5.4]
(B, 5] = [B1, 1] e [B', f'] =By, f}] e consequentemente

[(B® B')’, Maxayscl = [B, B +q B, 8]
= [By, B1] ¥ [By, 8]

= [(B1 ® B))’°, (A1) @xa)/s6),
com A=3®pF el =5 ®p.
Pela Observacao [3.1.1
(B® B’ Agxaysa) e ((Bi® B, (A1) Gxa)sc)
sao as envolventes de

((S® 9)®%¢ Nguayse) e ((S1® 506 (X)) axaysc)
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respectivamente, onde A = a® a’ e A\ = oy ® o).

A boa definicao de *pq, segue entao pelo Teorema [2.5.3 O

Proposicao 3.1.3. A operacao *,,, € comutativa e associativa.

Demonstragao. Primeiramente mostremos que #,q, ¢ comutativa. De fato, sejam
1S,al, 15, ] € Tpor (G, R) e [B, B],[B, B'] € Ty(G, A) as classes representadas pelas
envolventes de (S,a) e (5, '), respectivamente. E imediato ver que a aplicacdo
X : (B® B¢ — (B'® B)°¢, dada por x(b® V) = (¥ ®b), é um isomorfismo de

A-algebras tal que

X(1s®1ly) =1g @ 1g,

X0 By @By =B, ® Byox,
para todo (g,h) € G x G, 0 que assegura que
(B® B (a®d)exaysa) e ((B'®B)Y (d ® a)exa)sa)

sao (G x G)/dG-isomorfas globalmente. Pela Observacao essas extensoes de

A sdo as envolventes de
((S® 9)®%6, (a® axayea) e (8@ S)eee (of @ @) (axa)/s6)

respectivamente. Logo, pelo Teorema estas dltimas sdo (G x G)/d0G-isomorfas

parcialmente e a comutatividade de x*,,, esta assegurada.

A verificagao da associatividade de *,4, segue argumentos idénticos aos usados

para verificar a comutatividade. O]

Os dois resultados anteriores permite-nos enunciar o seguinte

Teorema 3.1.4. Com as notagoes acima, Ty, (G, R) € um semigrupo abeliano.
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Observacao 3.1.5. T,,.(G, R) nao é um grupo. Se o fosse o elemento neutro
pa ’

para operagao ,,, deveria necessariamente ser a classe [£ = Elg, 1 o pl, isto é,

a classe representada pela extensao abeliana parcial de R cuja envolvente seria o

elemento neutro [E, p| para a operacao *, em Ty (G, A), onde £ =) _. Ae,, com

geG
os e, idempotentes dois a dois ortogonais e de soma igual a 14, e p, : £ — E dado
por py(en) = egn, para todo g,h € G. Nesta caso, para toda extensao abeliana

parcial (S, «) de R, com envolvente dada pela extensao abeliana global (B, ) de A

teriamos
[(B® E)*Y, (B p)axaysa] = [B, B #q [E, p] = [B, f]

em Ty (G, A), ou seja, as extensdes abelianas globais de A ((BQE)’C, (8&p)cxc)/sc)

e (B, p) seriam (G x G)/6G-isomorfas globalmente via o isomorfismo de A-algebras

(Be E)Y¢ L B

D Byi(t) @eg s t.

geG
o qual deveria satisfazer, em particular, a condigdo (i) de isomorfismo global, isto

é, f(1s ® 1¢) = 1g. Se tal ocorresse teriamos

Is=fls®1e) = f(1s® Y eg) = FO | By1(By(ls)) ® €g) = By(ls),

geG geG
para todo g € G. Mas esta ultima igualdade somente ocorre se (S, «) for uma

extensao abeliana global de R.

Veremos a seguir que de fato T}, (G, R) é um semigrupo inverso.

Por um semigrupo inverso entendemos um semigrupo V' com a condic¢ao adici-

onal de que para todo v € V existe um elemento tinico v* € V satisfazendo
vwv=v e vt =0~

Proposigao 3.1.6. T, (G, R) é um semigrupo inverso abeliano.
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Demonstragao. Ja vimos que Ty, (G, R) é um semigrupo abeliano. Resta apenas

verificar que T}, (G, R) satisfaz a condi¢ao adicional mencionada acima.

Seja (S, o) uma extensao abeliana parcial de R com envolvente (B, 3). Denote-
mos por a* a agao parcial de G sobre S* = S, com ideais S; = Sy-1 e isomorfismos
parciais o : S;_l — S, sao dados por o = a,-1 para todo g € G. Denotemos
por 3* a agao global de G sobre B* = B dada por 3; = 59—1 para todo g € G.
Denotemos também [S*, o*| por [S, a]* em Ty, (G, R). Note que [B*, 3*] = [B, ]!
em Ty, (G, A). E imediato ver que:

(i) (S*,a*) ¢ uma extensao abeliana parcial de R,
(ii) (B*, p*) ¢ uma envolvente para (S*, a*),

(iti) [B, 8] * [B*, 3] % [B, 8] = [B, ] em T(G, A) e

(iv) [B*, B*]* [B, ] = [B*, 5] = [B*, f*] em Toi(G, A).
Seja AG = {(g7',1)0G, g) | g € G}. De (iii) decorre que aplicagao

§:(B®B*®B)*“ - B

TRYR 2z TYZ,

¢ um isomorfismo de A-dlgebras tal que

0o (B, ® B @ By)=PBg00

para todo g € G (recordemos que g; = 1 em (). Como claramente 6 também
satisfaz a condigao

0(1r ® 1 ® 1g) = 1g,

segue que as extensoes

(BB ®B)*“, (o6 ® B)axaxa)yac) e (B, B),
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sao (G x G x G)/AG-isomorfas globalmente.

Desde que, pela Observacao [3.1.1] estas supra mencionadas extensoes sao res-

pectivamentes as envolventes de
((S ® S* ® S)(ox®a*®oz)AG7 (Oé ® a* ® O‘)/(G’xGxG)/AG’) e (S, Oé)

entao pelo Teorema estas dltimas sdo (G x G x G) / AG-isomorfas parcialmente,
ou seja,

[S,a] x [S,a]" x [S,a] = [S,a] em T, (G,R).
Prova-se também de maneira analoga que

(S, a]* * [S,a]  [S,a]* = [S,a]* em T, (G,R).

3.2 T.,u(G, R) e Ty(G, A)

Nesta secao exibiremos a relacao existente entre o semigrupo inverso 7, (G, R) € o

grupo T,(G, A), a qual diz respeito a nogao de envolvente.

Comegamos por observar que se (B, 5) e (B’, 5) sao duas envolventes quaisquer
de uma mesma extensdo abeliana parcial (S,«a) de R entdo [B,f] = [B, 5] em

Ty (G, A), conforme assegura a Proposigao m

Assim, no que se seguird, para cada extensdo abeliana parcial (S, a) de R fi-
xamos uma unica envolvente sua e a distinguiremos com a notagao env(S, o). Em
particular, se a é global entao env(S, ) = (S, «). Este fato nos leva a considerar,
em particular, dois tipos absolutamente distintos e extremos de extensoes abelia-
nas parciais de R, a saber: as extensoes (S,a) com « global e no outro extremo

as extensoes (5, ), com « satisfazendo a condicdo adicional “1, = 1g(= 1g) se
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e somente se ¢ = 17. Estas iltimas serao referidas como as extensoes abelianas
estritamente parciais de R. Denotamos por Ty (G, R) o conjunto das classes de
isomorfismo das extensoes abelianas globais de R e por T, (G, R) o conjunto das

classes de isomorfismo das extensoes abelianas estritamente parciais de R.

Veremos a seguir que ambos esses conjuntos sao subsemigrupos inversos de
Tpar (G, R). O conjunto Ty (G, R) tem obviamente uma estrutura de grupo e por-

tanto ¢ trivialmente um subsemigrupo inverso de T, (G, R).

Proposigao 3.2.1. T,,,.(G, R) € um subsemigrupo inverso de T, (G, R).

Demonstrag¢ao. Conforme a Observacao |3.1.1]
[Sv a] * [Slv al] = [(S ® S,)a@)%c’ /\/(GXG)/6G]7
com

A=a®d
XGXG/‘SG - ({ngzygl]}’ {a® 0/[91'191]})7
D'ty = (B® B')*“1,
1/[91',1] = (Bgi ® ﬁ;;l)(eéG)lR ® 1g,

a® Oé/[gi,ll =(ls®lgoa® al(gml)‘sG © wéG”DEg‘*”*l'

Em particular se o e o' sao estritamente parciais, entao 1, # 1 para todo i # 1
e, consequentemente, pela construgao de esq ¢ facil ver que 1’[ i1l % 1p® 1x = 15,
ou seja Tpper (G, R) é de fato fechado para a operacao * de T4, (G, R). E imediato

que se « é estritamente parcial entao o* também o é. O

Observamos também que se (S, «) é estritamente parcial e (B, ) é sua envol-

vente entdo B¢ = A. Logo a Proposicao assegura a existéncia da funcao

Env: Teper (G, R) = Ty(G,A) dada por Env([(S,a)]) = [env(S, o).
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Proposicao 3.2.2. Env é um monomorfismo de semigrupos inversos.

Demonstracao. A injetividade de Env é assegurada pelo Teorema [2.5.3| e segue da

Proposicao que Env é um homomorfismo de semigrupos.

Por fim, ¢ imediato ver que se [S, o], [S’, /] € T,ur (G, R) satisfazem a condigao
de semigrupo inverso entao [env(S’,a’)] = [env(S,«)]™t em T,(G, A) e portanto
lenv(S, a)] e [env(S’, /)] satisfazem trivialmente a condi¢ao de semigrupo inverso

em Ty (G, A), ou seja, Env é um homomorfismo de semigrupos inversos. m

Note que Env(Teper(G, R)) é um subgrupo de Ty (G, A). A proposigao seguinte

nos déd uma descri¢ao desse subgrupo em termos de elementos de Ty (G, A).

Proposicao 3.2.3. Seja [B, 5] € T4(G, A). Entdo, [B, 5] € Env(Tepe, (G, R)) se e
somente se By(1g)1g # 0, para todo g € G, e 1grB(1g) # 1g, para todo 1 # g € G.

Demonstragdo. Supunhamos que 1z5,(1r) # 0, para todo g € G, e 1g5(1r) # 1g,
para todo 1 # g € G. Para cada g € G, sejam 1, = 1z5,(1r), S, = S1, e
Qg = 59|Sg—1'

E imediato ver que a = {og + Sy-1 = S, | g € G} é uma acdo estritamente
parcial unitaria de G sobre S. Seja ¥g : B — B, conforme definido na Secao 2.1.
Decorre da Proposi¢ao[2.1.2[(ii) que ¢¢ é um homomorfismo de anéis e que portanto
Ya(1g) = 14. Também decorre do mesmo item(ii) dessa proposicao que (B, ) é

uma envolvente de (S, a) e portanto [B, 8] = [env(S, o).

A reciproca decorre da Observagao [2.1.1] O]

Denotemos por 7 a projecao canonica de Ty (G, A) sobre o contcleo de Enw.

Corolario 3.2.4. A sequéncia de semigrupos inversos

Ta(G, A)
Env(Tepe (G, R))

Env

Topar (G, R) = Ty (G, A) =5 Ty(G, A) & —1
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€ exata.

Demonstracao. Decorre das Proposicoes e 0

3.3 O funtor 7, (-R)

B

Nesta se¢ao mostraremos que T, (- R) é um funtor aditivo da categoria dos gru-

pos abelianos finitos na categoria dos semigrupos inversos abelianos. Para tal,

comecgaremos apresentando algumas defini¢coes que precissamos.

Definigao 3.3.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos denotada por
objC, para cada par (X,Y) de objetos C associamos um conjunto de morfismos de X
para'Y denotado More(X,Y) e para cada X € objC existe um morfismo identidade
Ix € More(X, X). Além disso, para cada tripla de objetos de C existe uma opera¢ao

de compisi¢cao de morfismos

o: More(X,Y)x More(Y,Z) — More(X, Z)

(f,9) = gof,

satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) holgof) = (hog)of, para todo | € Morc(X,Y),g € More(Y.Z) ¢
h € More(Z,W),

(ii)) folx =1y oY = f, para todo f € More(X,Y),
(111) More(X,Y)N More(X',Y') =0 sempre que (X,Y) # (X', Y').

Definicao 3.3.2. Seja C uma categoria. Um morfismo f : X — Y € dito um

1somorfismo, se existe um morfismo g:Y — X tal que go f=1x e fog=1Iy.
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Um objeto O da categoria C é dito objeto zero, se para cada objeto X de C os

conjuntos More(X,0) e More(O, X) s@o conjuntos com um sé elemento.

Definicao 3.3.3. Uma categoria C € dita preaditiva, se

(i) C tem objeto zero,

(ii) para cada par de objetos X,Y de C o conjunto Morc(X,Y) é um grupo abe-

liano com respeito a adicao,

(7i) para todos os objetos X, Y, Z deC, existe uma aplicacao bilinear More(X,Y) x
More(Y,Z) — More(X, Z), i. €., para f,g € More(Y,Z),h,k € More(X,Y),

(f+9)h=fh+gh, f(h+k)=fh+ [k
Definicao 3.3.4. Sejam C e D duas categorias. Dizemos que F é um funtor cova-

riante da categoria C na categoria D, denotado por F : C — D, se:

(i) F associa um tinico objeto F(X) de D a cada objeto X de C.

(ii) F associa a um morfismo f : X — Y em C um tnico morfismo F(f) :
F(X)— F(Y) em D, tal que se f : X = Y,g:Y — Z sdo morfismos em C,
entao F(gf) = F(g)F(f).

(1ii) F(Ix) = Ipcx), para todo objeto X de C.

Se C e D sao duas categorias preaditivas, um funtor covariante F' : C — D ¢é

dito aditivo se F(f 4+ g) = F(f)+ F(g), para cada f,g € More(X,Y) em C.

Para nao sobrecarregar demasiado a notagao, omitiremos a mencao a agao
parcial (resp., global) em cada elemento de T,.(G, R) (resp., T,(G,A)), isto é,
[S] =[5, a] em T,,.(G, R) (resp., [B] = [B, ] em T,(G,A)). Além disso adotare-

mos a notacao e(S) para env(S, a).
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Recordemos que e(S)%1p = S conforme assegurado pelo item (vii) da Pro-
posigao [2.1.2] Recordemos também que e(S) ® e(S’) = e(S ® S’) pela Proposigio
e que, pela teoria global CHR, e(S9)# @ e(S)7 = (e(S) ® e(5"))¥ para qual-
quer grupo finito H agindo globalmente sobre e(S) e e(S’). Estes fatos serdo usados

livremente na demonstracao do proximo teorema.

Teorema 3.3.5. 1), (- R) € um funtor aditivo da categoria dos grupos abelianos

Bl

finitos na categoria dos semigrupos inveros abelianos.

Demonstracao. Sejam G e Gy grupos abelianos finitos e consideremos os semigru-

pos inversos Tp,.-(Gi, R), i = 1,2, e as aplicagoes

Q : Tpar(Gh R) X Tpar(Gg, R) — Tpm«<G1 X GQ, R)

([S1]; [S2]) = [S1 @ 2,

Y Tpar(Gr X Ga, R) = Tpor (G, R) X Ty (G2, R)

[S] = ([57792], [S7rt]).

Afirmacao 1. ¢ estd bem definida.
Sejam [S1], [S7] € Tpar (G1, R), [S2], [S] € Tpar(G2, R) e suponhamos que

([51]7 [52]) = ([51]7 [S;])a

isto é, [S1] = [91] e [S2] = [S5]. Entao, pela Proposic¢ao [e(S1)] = [e(S))] e
[e(S2)] = [e(Sh)]. Logo pela Observacao temos

[e(S1 ® S2)] = [e(S1) @ e(52)] = [e(S1) @ e(55)] = [e(S] @ 5)].
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E pelo Teorema temos portanto [S; ® So] = [S] ® S, i.é.,

p([S1], [52]) = @ ([51], [92])-

Afirmacao 2. Y estd bem definida.

De fato, sejam [S], [S] € Tpar(G1 X G2, R) e suponhamos que [S] = [S’]. Logo,
[e(S)] = [e(S")] pela Proposicao 2.5.4] o que acarreta [e(S)*%2] = [e(S")1*%] e
[e(S)E11] = [e(S7)9*1]. Entao, pelo Teorema temos que:

[Serxca] = [e(8) 1] = [e(S')**1g] = [S"1xe2],

[Seera] = [e(S)F M 1g] = [e(S) 1] = [§"*1]

e, consequentemente,

Y([S]) = »([5)).

Tambem ¢ facil ver que ¢ é um homomorfismo de semigrupos inversos. Para
ilustrar, vejamos que ¥ é um homomorfismo de semigrupos inversos (a verificacao

para  é similar). E suficiente provarmos que ¢ é um homomorfismo de semigrupos.
Sejam [S], [S'] € Tpar (G = G, R). Entao
Y([S]*[)) = ¥ ([(e(S) @ e(5)*“1r ® 1))

= ([{(e(S) @ e(8))"“} 1k @ 18], [{(e(S) ® e(S) "} M1 ® 1g])

= ([(e(S © 8)°4)* 15 @ 1g], [(e(S ® )9 Mg @ 15)).

Por outro lado temos,

D([S]) = ¥ (15]) =
= ([e(S)™ 1, [e(S)F M Lr]) * ([e(S) 1], [e(S) ! 1R])

= ([(6(9)7 @ ()79 @15 @ 1a), ()% @ () O15 @ 1))
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= ([(e(S ® 8)*) D1k @ 18], [(e(S ® §) )" D1 @ 1g)).

Portanto

Além disso,
Po(([S1], [S2])) = ¥([S1 ® Sa))
= ([(S1 ® Sp)*=2], [(S1 @ Sp)*1~1])
= ([S1 ® (S2)*2], [(51)*1 ® Sa))

= ([S1 ® R],[R® S3]) = ([S1], [S2])

Reciprocamente, pi([S]) = @([S1xc2], [S¥1x1]) = [S*1xC2 @ S¥Gix1]. Agora

considere a aplicacao

v :e(S)92 @ e(8) X - e(9)

tot —tt

para todo t € e(S)% e ¢ € e(S9)“*! Note que v é um homomorfismo de A-

algebras tal que:

v(ls®1g)=1s e vo(gi,92) = (91,92) o,

para todo g; € G;, i = 1,2. Logo de [4, Theorem 3.4.] v é um G-isomorfismo global
e portanto pelo Teorema temos

[SOCIXGQ ® SaGlxl] — [S]’
ou seja, pu([S]) = [S). =
Observacao 3.3.6. Este ultimo resultado, juntamente com o Teorema Fundamen-

tal para grupos abelianos finitos, reduz o estudo do semigrupo inverso T, (G, R)

ao contexto de grupos ciclicos.
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