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RESUMO

Este trabalho investiga a influéncia da quantizagao em sistemas de controle em
rede. Sao tratados problemas de estabilidade e estabilizacao de sistemas lineares
de tempo discreto envolvendo quantizacao finita nas entradas da planta controlada,
considerando dois tipos de quantizadores: os uniformes e os logaritmicos. Como
consequéncia da quantizacao finita, ocorrem também efeitos de saturacao e zona-
morta dos sinais de entrada. Tais comportamentos nao-lineares sao considerados
explicitamente na analise.

Para plantas instaveis, o objetivo é estimar a regiao onde os estados estarao
confinados em regime permanente. Esta regiao, denominada atrator dos estados,
¢ estimada por meio de um conjunto elipsoidal. Ao mesmo tempo, determina-se
um conjunto elipsoidal de condicoes iniciais admissiveis, para o qual se garante a
convergencia das trajetorias para o atrator em tempo finito. Primeiramente, esses
conjuntos sao determinados para o caso de um controlador dado e, posteriormente,
sintetiza-se um controlador que minimiza o atrator.

Em se tratando de plantas estaveis, investiga-se como o desempenho dinamico
é afetado pela quantizacao. Para tanto, utiliza-se como critério o coeficiente de de-
caimento exponencial que é garantido para o sistema. Nesta parte, excluem-se os
comportamentos na regiao de saturacao e na regiao da zona-morta. Primeiramente,
o coeficiente de decaimento garantido é estimado para um sistema com controlador
dado. Neste caso, faz-se uma andlise de degradacao de desempenho induzida pela
quantizagao com relacao ao comportamento do sistema em malha fechada sem quan-
tizacao. Posteriormente, sintetiza-se um controlador que minimiza este coeficiente
na presenca da quantizacao.

Na obtencao dos resultados, utilizam-se condicoes de setor respeitadas pelas nao
linearidades e formulam-se os problemas na forma de inequagoes matriciais que po-
dem ser resolvidas a partir de problemas de otimizacao baseados em LMIs.

Palavras-chave: Quantizagao, saturacao, zona-morta, estabilidade regi-
onal, atratores, estabilidade exponencial, sistemas de controle em rede
(NCS), inequagGes matriciais lineares (LMIs).



ABSTRACT

This work investigates the influence of quantization over networked control sys-
tems. At first, we tackle stability and stabilization problems of discrete-time linear
systems involving finite quantization on the input of the controlled plant, consider-
ing two kinds of quantizers: uniform and logarithmic. As a consequence of the finite
quantization, saturation and dead-zone effects on the input signals are also present.
These non-linear behaviors are explictly considered in the analysis.

For unstable plants, the objective is to estimate the region where the states will
be ultimately bounded. This region, which we call the attractor of the states, is
estimated through an ellipsoidal set. Simultaneously, we determine an ellipsoidal
set of admissible initial conditions, for which the trajectories will converge to the
attractor in finite time. At first, the sets are determined for the case where the
controller is given and, in the sequel, a controller that minimizes the attractor is
designed.

When dealing with stable plants, we investigate how the dynamic performance is
affected by the quantization. To do that, we use as criterion the exponential decay
rate which is guaranteed for the system. At this point, we exclude the behaviour in
the saturation and deadzone regions. At first, the guaranteed decay rate is estimated
for a system where the controller is given. In this case, we analyze the deterioration
of the performance influenced by the quantization, compared to the behavior of the
closed-loop system without quantization. In the sequel, a controller that minimizes
that rate in the presence of quantization is designed.

To obtain the results, we use sector conditions which are respected by the non-
linearities and we state the problems as matrix inequalities which can be solved
using LMI-based optimization problems.

Keywords: Quantization, saturation, dead-zone, regional stability, attrac-
tors, exponential stability, Networked Control Systems (NCS), Linear
Matrix Inequalities (LMIs).
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1 INTRODUCAO

1.1 Sistemas de Controle em Rede

Sistemas de controle em rede (em inglés, Networked Control Systems, ou NCS’s)
sao sistemas de controle nos quais os elementos da malha de controle (controladores,
sensores e atuadores) estao espacialmente distribuidos e conectados por determinada
rede de comunicagao digital. Um NCS difere de um sistema de controle digital clas-
sico devido ao meio de comunicacao utilizado. Enquanto este iltimo utiliza conexoes
fisicas ponto-a-ponto, os elementos de um NCS utilizam uma rede de comunicagao
digital que pode ser compartilhada entre os componentes da malha de controle, inclu-
sive entre componentes de malhas distintas, ou até mesmo de aplicacoes diferentes.
Desta forma, questoes como a limitacao da largura de banda ganham importancia
no estudo de NCS’s. As redes de comunicacao podem ser nao apenas de protoco-
los de tempo-real, tais como os amplamente difundidos CAN, BACnet, Fieldbus,
entre outros, mas também protocolos mais genéricos, como o Ethernet, o Wi-Fi,
ou mesmo a Internet, em casos de intercambio de dados nao tempo-real (ZHANG;
GAO; KAYNAK, 2013).

Os sistemas de controle em rede ganharam espago na industria e atengao da
comunidade cientifica gragas a diversos beneficios que pode trazer o uso de uma
rede para realizacao do controle. De maneira breve, podem-se mencionar o baixo
custo de instalacao e manutencao, a alta confiabilidade, a versatilidade ampliada
e a menor utilizacao de cabeamento. Na industria automobilistica moderna, por
exemplo, a comunicac¢ao de dados entre os médulos eletromecanicos elimina a grande
quantidade de fios e tubulagoes mecanicas em um espaco limitado, reduzindo ainda
o peso do veiculo e aumentando o seu desempenho. Em controle de processos, os
dados de producao podem ser integrados por meio de uma rede em uma estagao
de controle central para analise. Pode-se citar ainda a aplicacao de NCS em tele-
operacao, sistemas de poteéncia, sistemas de transporte e avionica.

A utilizacao de sistemas de controle em rede, entretanto, nao traz consigo apenas
vantagens. Alguns aspectos que, no passado, preocupavam apenas os especialistas
em redes, atualmente devem ser levados em conta pelos da area de controle, e vice-
versa. Alids, torna-se oportuno o aumento de profissionais capazes de integrar essas
duas dreas do conhecimento.

As principais imperfeicoes inerentes a rede que afetam o desempenho e a estabi-
lidade de um sistema de controle sao resumidademente apresentadas a seguir:

e Atrasos temporais: ocorrem por trés principais razoes. Sao elas o tempo de
computacao (o processamento nos dispositivos digitais tem velocidade limi-
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tada), o tempo de acesso a rede (a concorréncia de miltiplos dispositivos pelo
acesso ao meio fisico faz aparecer uma fila de pacotes a espera do envio) e o
tempo de transmissao e viagem do sinal através do meio fisico. Os atrasos tem-
porais podem nao somente degradar o desempenho, mas também comprometer
a estabilidade do sistema em malha fechada.

e Perda e desordem de pacotes: a perda de pacotes pode ocorrer devido a co-
lisoes, a falhas na transmissao, ou mesmo a uma transmissao excessivamente
tardia (o que é muito frequente quando o trafego é intenso). Esse tipo de im-
perfeicao é particularmente importante nas redes sem fio e pode levar a perda
da conexao. Enquanto isso, o fenomeno da desordem de pacotes pode ocorrer
quando os atrasos temporais sao superiores ao periodo de amostragem, o que
implica que pacotes mais antigos possam chegar antes de pacotes mais recentes
ja transmitidos.

e Periodos de amostragem variaveis: enquanto o atraso temporal corresponde a
um sinal digital sendo enviado e recebido em um instante diferente do ideal
(devido ao tempo de computacao, acesso, ou transmissao), a variagdo do pe-
riodo de amostragem corresponde a obtencao daquele sinal, na planta fisica,
em um instante diferente do ideal. Este fenomeno ocorre nao somente devido
a precisao do clock, mas também por causa do escalonamento, no contexto de
multiplos sensores por n6 da rede.

e Quantizacao de dados: ocorre naturalmente em qualquer sistema digital de-
vido aos limites computacionais da implementacao. A transformacao de um
sinal analogico em digital, a realizagao digital de um controlador projetado e
os erros de truncamento oriundos dos algoritmos de céalculo fazem com que
qualquer grandeza representada digitalmente seja aproximada por algum dos
valores representaveis naquela implementacao. Apesar de ser um assunto co-
nhecido (e de efeitos normalmente considerados despreziveis), a popularidade
dos NCS’s fez a quantizagao ganhar novamente atencao da comunidade cien-
tifica. Quando a largura de banda é limitada e ha um intenso trafego na rede,
varidveis mais “curtas”(com menos bytes e, portanto, com menos niveis re-
presentaveis) sdo requeridas, aumentando os efeitos negativos da quantizagao.
Assim, uma completa compreensao dos efeitos da quantizagao se faz apropri-
ada, e esse serd o foco do presente trabalho.

1.2 A quantizacgao e seus efeitos

Ao passo que a amostragem é um processo no qual um sinal de tempo continuo
é transformado em sinal de tempo discreto, a quantizagao é o processo de discreti-
zagao no eixo de amplitude. Quando um sinal passa pelo processo de quantizagao,
o sinal resultante é a aproximacao do sinal original em um dos niveis do quantiza-
dor. Cada um dos niveis do quantizador é entao codificado e associado a um valor
correspondente em representagao binaria. Logicamente, devido a limitagao do com-
primento das variaveis bindrias em um sistema real, os niveis de um quantizador
real sao finitos. Portanto, a quantizacao pura é impossivel de ser implementada e é
acompanhada, no minimo, de saturacao e zona-morta.

A saturagao corresponde a limitar os niveis de um quantizador ideal (infinito)
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entre um valor méaximo e minimo. A zona-morta, por sua vez, é definida pela regiao
entre a origem e o primeiro nivel quantizado (no sentido positivo ou negativo). Como
serd mostrado, em alguns casos, é possivel deduzir a zona-morta a partir da definicao
do quantizador. Associando a quantizacao ideal com a saturacao e a zona-morta,
tem-se a quantizacao finita, a qual é estudada neste trabalho, por ser objeto de
investigagao na area de NCS'’s.

Dependendo da lei que determina a quantizacao, os quantizadores podem ser
classificados em diferentes tipos. Os mais comuns, que serao vistos neste estudo, sao
os quantizadores uniformes e os quantizadores logaritmicos. A quantizacao uniforme
caracteriza-se por um degrau constante entre dois niveis quantizados, também cha-
mado de passo da quantizagao. Ela ocorre naturalmente, por exemplo, em sensores
de posicao angular do tipo encoders. Ja a quantizacao logaritmica é caracterizada
por uma razao constante entre dois niveis quantizados, também chamada de densi-
dade da quantizagao. Esse tipo de quantizacao é utilizada, por exemplo, em sistemas
de comunicagao para sinais de fala (onde as amplitudes maiores sao mais raramente
utilizadas e tem menor necessidade de precisao)(HSU, 2003).

A quantizacao, combinada com a saturagao e a zona-morta, pode ter varios efei-
tos indesejados na malha de controle, como: degradagao do desempenho, compro-
metimento da estabilidade, oscilacao em torno do ponto de equilibrio, surgimento de
pontos de equilibrio indesejados e comportamento cadtico, mesmo com um contro-
lador que estabilizaria o sistema na auséncia daquelas imperfei¢oes (DELCHAMPS,
1990),(TARBOURIECH; GOUAISBAUT, 2012).

Com respeito a quantizagao, este trabalho tem dois objetivos. Para os sistemas
instaveis em malha aberta, o objetivo é de estimar o atrator no qual estao contidos os
estados em regime permanente, para um sistema de tempo discreto e um dado con-
trolador, na presenga de um quantizador uniforme ou logaritmico. Simultaneamente,
pretende-se estimar a regiao de condigoes iniciais para as quais a convergencia para a
origem é garantida (na auséncia da saturagao, essa regiao seria eventualmente todo o
espago de estados). Por fim, sintetiza-se um controlador estatico por realimentacao
de estados que minimiza o atrator.

J& no caso de sistemas estaveis em malha aberta, o objetivo é de verificar a
estabilidade global do sistema em malha fechada, face as imperfeicoes existentes
(quantizacdo, saturacdo e zona-morta), para um sistema de tempo discreto e con-
trolador dados. Além disso, estima-se o coeficiente de decaimento exponencial ga-
rantido. Apods a andlise, sintetiza-se um controlador estatico por realimentacao de
estados que minimiza esse coeficiente, levando em conta explicitamente os efeitos da
quantizacgao, tornando o sistema mais rapido.

1.3 Organizacao do texto

O presente documento é dividido nos seguintes capitulos:

e No Capitulo 2, apresentam-se de maneira sucinta os principais resultados de
pesquisas recentes na area de estabilidade e estabilizacao de sistemas de con-
trole com sinais sujeitos a quantizacao. Procura-se identificar a relacao daque-
les com o presente trabalho.

e No Capitulo 3, apresenta-se a formulagao do problema a ser resolvido. Inicial-
mente, definem-se o sistema de controle estudado e a maneira como a quantiza-
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¢ao, a saturacao e a zona-morta afetam o mesmo. Os quantizadores uniforme
e logaritmico também sao definidos. Apds as defini¢oes, a formulagao do pro-
blema é separada em dois casos distintos: o dos sistemas instaveis e o dos
sistemas estaveis. No caso dos sistemas instaveis, o problema consiste em es-
timar o atrator no qual estao contidos os estados em regime permanente, e o
conjunto de condicoes iniciais para as quais a convergéncia para a origem é
garantida. Em uma primeira etapa, sera feita a andlise da estabilidade para
um controlador dado e, posteriormente, o controlador sera sintetizado, de ma-
neira a minimizar o atrator. No caso dos sistemas estaveis, procura-se verificar
a estabilidade global do sistema em malha fechada e estimar o coeficiente de
decaimento exponencial garantido diante das nao-linearidades. Semelhante-
mente, a primeira etapa consiste em analise da estabilidade e a segunda, em
sintese de um controlador que minimize aquele coeficiente.

No Capitulo 4, sao apresentados os resultados para o caso dos sistemas insta-
veis em malha aberta. Considera-se primeiramente um quantizador uniforme e,
em seguida, um logaritmico. Utilizando-se condig¢oes de setor e o S-procedure,
a estabilidade prética (conceito a ser apresentado mais adiante) é analisada,
para um dado controlador estatico por realimentacao de estados. O atrator e
o conjunto de condigoes iniciais admissiveis sao estimados por meio de um pro-
blema de otimizacao baseado em quasi-LMIs. Apds a andlise, uma mudanca
de variaveis permite a sintese de um controlador que, além de estabilizar o
sistema dado, minimiza o atrator.

No Capitulo 5, sao apresentados os resultados para o caso dos sistemas estaveis
em malha aberta. Da mesma forma que no capitulo anterior, sdo considerados
os dois tipos de quantizadores. Utilizando-se condicoes de setor e o S-procedure,
a estabilidade global na presenca da saturacao é analisada, para um dado con-
trolador estatico por realimentacao de estados. O coeficiente de decaimento
exponencial minimo é estimado por meio de um problema de otimizacao ba-
seado em quasi-LMIs. Apods a andlise, uma mudanca de varidveis permite a
sintese de um controlador que minimiza este coeficiente.

No tltimo capitulo, os resultados obtidos sao recapitulados e propostas de
trabalhos futuros sao apresentadas.
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2 _ ESTADO DA ARTE: ESTABILIDADE E ESTABILIZA-
CAO DE SISTEMAS COM SINAIS QUANTIZADOS

2.1 Introducao

Como se viu no capitulo anterior, a quantizagao ¢ a discretizacao de um sinal
no eixo da amplitude. Portanto, ela pode ser modelada matematicamente com
equacoes apropriadas. No entanto, devido aos limites fisicos de um sistema real, a
quantizagao sempre vem acompanhada de outras nao-linearidades, como a saturagao
e a zona-morta. Ao conjunto de nao-linearidades composto por discretizacao no eixo
da amplitude, saturacao e zona-morta, costuma-se chamar de quantizagao finita.

Também foi visto que as leis de controle projetadas, assumindo-se que a pre-
cisao dos dados transmitidos é infinita (ou seja, na auséncia das nao-linearidades
aqui investigadas), podem ser invélidas na presenca da quantizacdo. Além de de-
gradar o desempenho, a quantizacao traz efeitos indesejados como multiplos pontos
de equilibrio, oscilagao em torno dos pontos de equilibrio e comportamento cao-
tico. Inclusive, negligencid-la pode resultar na instabilidade do sistema que seria
estabilizado se nao houvesse quantizacao (DELCHAMPS, 1990),(TARBOURIECH;
GOUAISBAUT, 2012). No cenério de um NCS, esses fenomenos sao agravados,
especialmente devido a limitacao da largura de banda.

Com o advento dos sistemas de controle em rede, surge uma grande caréncia por
trabalhos de pesquisa que investiguem os efeitos mencionados, além de metodologias
para manipuld-los ou minimiza-los. Como a quantizacgao finita é composta também
por saturagao e zona-morta, estudos que mostrem como essas nao-linearidades afe-
tam a estabilidade e o desempenho do sistema também sao bem-vindos. Além disso,
é necessario investigar-se a ocorréncia simultanea da quantizacao com outras imper-
feigdes inerentes a rede (atrasos, perdas de pacotes, etc.).

Na secao seguinte, serd possivel notar que a grande maioria dos trabalhos na
area de NCS tratam de metodologias de controle para contornar as imperfeicoes
da rede e obter um desempenho otimizado. Ou seja, as caracteristicas da rede sao
fixadas e a solucao é dada do ponto de vista do controle. Embora nao sejam apre-
sentadas neste documento, ha também muitas pesquisas onde ocorre o inverso. Sao
estudos que propoem solugoes do ponto de vista da comunicagao (escalonamento,
sincronizagao de clocks, etc.), porém sem levar em conta aspectos importantes do
controle (JOHANNESSEN, 2004),(DZUNG et al., 2015),(WALSH; YE, 2001). Com
o intuito de preencher essa lacuna entre as areas de controle e de redes, ha verten-
tes de pesquisa em NCS que procuram desenvolver conjuntamente metodologias de
controle e o projeto da rede. No caso da quantizacao, hé estudos que consideram
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quantizadores nos quais os parametros sao alterados dinamicamente (BROCKETT;
LIBERZON, 2000), (LIBERZON; HESPANHA, 2005), (LIBERZON; NESIC, 2007),
(MAESTRELLI et al., 2014). Realiza-se um compromisso entre a ocupacao da lar-
gura de banda e o desempenho de controle, ora privilegiando um, ora o outro, con-
forme os critérios estabelecidos. Ha também trabalhos que mesclam a quantizagao
dinamica com questoes de escalonamento, promovendo uma interacao entre as areas
de controle e de redes.

A seguir, serao apresentados diversos trabalhos relevantes no estudo da quantiza-
¢ao, separados por categorias. Na subsecao 2.2.1, os trabalhos procuram aprofundar
a compreensao dos efeitos da quantizagao no sistema do controle, além de propor
métodos de otimizacao do desempenho levando em conta a quantizacao. Aqui, as
caracteristicas da rede sao fixadas e uma solucao do ponto de vista do controle é apre-
sentada. Na subsecao 2.2.2, apresentam-se trabalhos que abordam uma interagao
proveitosa entre as areas de controle e de redes, mesclando questoes de desempenho,
quantizacao e escalonamento. Os trabalhos constantes na subsegao 2.2.3 investigam
o efeito conjunto da quantizagao e outras imperfei¢oes da rede no sistema de con-
trole. Por fim, a subsecao 2.2.4 apresenta resultados essenciais sobre saturacao e
zona-morta, para o estudo da quantizagao finita.

2.2 Revisao bibliografica sobre quantizagao

Nesta secao, apresentam-se os trabalhos de maior relevancia encontrados na li-
teratura e seus respectivos resultados no estudo da quantizagao.

2.2.1 Quantizacao estatica

A quantizacao estatica, também chamada de quantizacao sem memoria, é aquela
na qual o sinal quantizado no instante £ depende unicamente do sinal daquele ins-
tante. Ela pode ocorrer tanto nas entradas quanto nos estados ou saidas da planta
(sobre o sinal de controle ou sobre os sinais medidos, respectivamente). Ou ainda, a
quantizacao pode ocorrer sobre os estados de um observador. A malha de controle,
por sua vez, pode ser de diferentes formas (controle por realimentagao de estados,
controle por realimentacao dinamica de saida, etc.). No caso de um controlador
por realimentagao de estados (assumindo que os mesmos podem ser medidos), com
quantizacgao estatica na entrada e nos estados da planta, o sistema em malha fechada
tem a seguinte forma geral:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
ulk) = @ (Ko(k) )
(k) = g2(x(k))

onde ¢i(-) e g2(+) s@o, respectivamente, as fungoes que definem a quantizagao na
entrada e nos estados da planta. As pesquisas enquadradas na area de quantiza-
¢ao estatica normalmente apresentam a quantizacao como uma caracteristica fixada
da rede, cujos efeitos necessitam ser compreendidos e contornados para se obter o
desempenho esperado.

Em (ASTROM; WITTENMARK, 1997), encontra-se uma discussao abrangente
(mas nao aprofundada) sobre quantizagao no ramo do Controle Digital, apresentando
suas principais causas e efeitos. Primeiramente, a quantizagao ocorre nas conversoes
anal6gico-digital (em nds de sensores) e digital-analégica (em nds de atuadores) dos
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sinais. A precisao do sinal quantizado é funcao do ntmero de bits do conversor,
bem como de seus limites maximo e minimo (saturagao), além de uma zona-morta.
Devido a implementagao digital, os parametros de um controlador também tem
precisao finita. Além disso, os algoritmos de adic@o, subtracao, multiplicagao e
divisao possuem imperfeicoes e provocam arredondamentos. Os principais efeitos
da quantizacao mencionados na obra sao a ocorréncia de ciclos-limite, pontos de
equilibrio fora da origem e comportamento cadtico.

O trabalho em (DELCHAMPS, 1990) foi um dos pioneiros no tratamento mate-
matico de sistemas com sinais quantizados. Estuda-se a estabilizacao de um sistema
linear instavel de tempo discreto com um controlador por realimentacao de estados,
onde os estados medidos sao afetados por uma quantizagao uniforme. Visto nao ser
possivel sintetizar um controlador que estabilize o sistema no sentido convencional,
propoe-se a utilizagao de valores historicos dos sinais quantizados para reduzir as
dimensoes do atrator. Cabe destacar que a utilizacao de valores histéricos requer
um controlador com memdéria, enquanto a quantizacao permanece estatica. Com a
técnica proposta, é possivel restringir o ciclo-limite dentro de uma regiao desejada e
por um tempo finito.

O trabalho de (ELIA; MITTER, 2001) apresenta uma contribui¢gdo muito inte-
ressante para aplicagoes em NCS. Considera-se um sistema de tempo discreto com
uma unica entrada. Inicialmente, introduz-se o conceito de densidade de quanti-
za¢ao, uma medida do quantizador independente da natureza do mesmo, definida
por:

1y = timsup 291 2
—In(e)

onde #g/[e] corresponde ao nimero de niveis de quantizacdo compreendida no inter-
valo [¢,1/€], com 0 < € < 1. A seguir, mostra-se que o quantizador mais esparso
(menos denso), que pode ser utilizado para estabilizar o sistema com algum con-
trolador, deve obedecer uma lei logaritmica. Ou seja, o quantizador com o menor
nimero possivel de niveis é aquele onde a relagao entre quaisquer dois niveis con-
secutivos é uma razao constante p, 0 < p < 1. Ap0s essa descoberta, determina-se
o valor minimo de p em fungao das matrizes A e B do sistema e do ganho de um
controlador dado. Ainda, é possivel minimizar o valor de p simultaneamente com
a sintese do ganho do controlador. O menor valor de p encontrado dessa maneira
depende apenas dos autovalores instaveis da matriz A do sistema. Posteriormente,
investiga-se a relagao entre a quantizacao de densidade minima e a menor taxa de
amostragem possivel, na intencao de se obter um sistema de controle dito de aten-
cao minima. Mostra-se que a minima taxa de amostragem do sistema de atencao
minima depende apenas dos autovalores do sistema de tempo continuo, enquanto
que o valor minimo de p nessa situacao é constante e igual a V2 —1=0.4142. Por
fim, considera-se o caso particular de quantizadores finitos (que ocorre em qualquer
situac@o real). Apesar de a estabilizagdo em um sentido cldssico ndo ser possivel,
utiliza-se convenientemente o termo “estabilidade pratica”, ao referir-se a capacidade
de levar as trajetdrias do sistema a uma regiao invariante suficientemente pequena

e da qual os estados nunca sairao apds terem entrado.
Estendendo o trabalho anterior, (FU; XIE, 2005) generaliza os resultados para
o caso multivaridavel. A quantizacao ocorre sobre o sinal de controle, antes de
ser aplicado a planta. Utilizando premissas de controle robusto, a quantizagao
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é tratada como uma incerteza limitada em um setor. O termo “densidade da
quantizagao” passa a ser utilizado para designar a razao constante p entre dois
niveis de um quantizador logaritmico de infinitos niveis, devido a relagao direta
entre p e 1,

2 )
" I (1/p)

Essa terminologia também serd utilizada no presente trabalho. Ao abordar o caso
multivariavel, considera-se a possibilidade de haver uma densidade de quantizagao
independente para cada estado. Faz-se uso de inequagoes matriciais lineares (LMI’s)
para sintetizar um controlador por realimentacao de estados, ora otimizando uma
funcao custo, ora minimizando a norma H,. O caso da quantizacao finita, no
entanto, nao é investigado.

Recentemente, diversos trabalhos foram realizados em quantizagao uniforme de
sistemas lineares de tempo continuo, onde os controladores sintetizados estabilizam
o sistema (no sentido pratico) e minimizam as dimensoes do atrator. Em todos
0s casos a seguir, recorre-se a solucao de um problema de otimizacao baseado em
LMIs. Primeiramente, procura-se uma funcao de Lyapunov que satisfaca um cri-
tério de estabilidade quadratica. Como a estabilidade no sentido convencional nao
¢ garantida devido a quantizacao e a zona-morta, acrescentam-se, por meio de S-
procedure, condicoes de setor que devem ser atendidas pelos sinais quantizados. Para
que uma forma LMI seja encontrada, recorre-se ainda ao complemento de Schur e
mudancgas de varidveis apropriadas. O critério de otimizagao pode ser tanto o traco
da matriz P que representa o elipséide do atrator, quanto o volume do atrator.
Neste contexto, (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH, 2014) sintetiza
o ganho de um observador de Luenberger que minimize o atrator de um sistema de
controle com quantizagao na saida. Nesse caso, o ganho do controlador K é dado.
Em (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH, 2015a), o problema consiste
em sintetizar um controlador com realimentacao dinamica de saida. A quantizagao
ocorre tanto na saida medida quanto no sinal de controle (entrada da planta). Um
controlador por realimentacao de estados com ganho K ¢ sintetizado no trabalho de
(FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH, 2015b), minimizando o atrator.
A quantizacao ocorre somente na entrada da planta e a saturagao nao é considerada.
(TARBOURIECH; GOUAISBAUT, 2012) aborda um problema semelhante ao an-
terior, porém levando em conta a saturacao. A quantizacao ocorre ora nos estados,
ora na entrada da planta. As condicoes de setor atendidas pelos sinais quantizados,
utilizadas nestes trabalhos, sao de grande relevancia para o caso de quantizadores
uniformes e serao apresentadas mais adiante no presente estudo.

Em (MAESTRELLI; COUTINHO; SOUZA, 2012), um trabalho semelhante aos
anteriores é realizado para o caso da quantizagao logaritmica (além de saturagao
e zona-morta). Considerando um sistema de tempo discreto e um controlador por
realimentacao dinamica de saida, a resolucao de um problema de otimizagao com
condicoes LMI permite estimar o atrator e também o conjunto de condicoes iniciais
que garantem a convergéncia ao atrator (ambos conjuntos elipsoidais). Nesse traba-
lho, entretanto, ocorre somente andlise da estabilidade (o controlador é dado). As
condicoes de setor usadas neste trabalho também tém grande relavancia para o caso
logaritmico, e serao apresentadas mais adiante.

Considerando quantizagao logaritmica finita (com saturacao e zona-morta) so-
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bre um sinal de controle unidimensional, (SOUZA; COUTINHO; FU, 2010) propoe
um problema de otimizacao baseado em LMIs para estimar o conjunto de condigoes
iniciais admissiveis e o atrator dos estados. Analisa-se a convergéncia para o atra-
tor tanto para um dado controlador estatico por realimentacao de estados quanto
para um dado controlador por realimentacao dinamica de saida. Quando, além dos
controladores, sao também conhecidos a priori aqueles conjuntos, desenvolve-se um
método para sintetizar um quantizador logaritmico finito.

2.2.2 Quantizagao dinamica

Adicionar a quantizacao a possibilidade de alteragao dos parametros durante
a operacao do sistema da lugar a um modo avancado: a quantizacao dinamica.
Na area de NCS, a exploracao dessa possibilidade é de total interesse, visto que
torna-se possivel a adequagao do desempenho do sistema de acordo com os critérios
prioritarios em cada momento. Por exemplo, pode-se fixar o nimero de niveis de
quantizagao, enquanto os valores de maximo, de minimo e de passo (ou densidade)
da quantizacao sao ajustados dinamicamente. Assim, sinais distantes da origem
podem ser representados com pouca precisao (pois o passo da quantizacao deve
ser maior), mas sem atingirem o nivel de saturacao (pois este se ajusta), enquanto
que sinais préximos da origem podem ter sua precisao aumentada (menor passo de
quantizagao) ao diminuirmos o nivel de saturagao. Evidentemente, deve haver um
protocolo de comunicacgao e valores iniciais dos parametros em comum acordo entre
controladores, sensores e atuadores. De maneira geral, um sistema linear de tempo
discreto com quantizacao dinamica dos estados pode ser equacionado como segue:

z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
u(k) = Ky (v(k))

Guiry (2(k)) = u(k)g <m>

onde u(k) é o sinal de controle quantizado, ¢(+) : R™ — @Q é uma funcao constante por
partes (Q um subconjunto finito de R™) e g, ¢ o quantizador dinamico dependente
de um parametro ajustével (k) (que pode ser visto como uma variavel de zoom).

Em (BROCKETT; LIBERZON, 2000), explora-se a possibilidade de alterar a
sensibilidade do quantizador em funcao da evolucao dos estados. Estabelecendo-se
uma lei de evolugao da sensibilidade do quantizador, em funcao da sensibilidade
atual, do instante atual e dos estados atuais, mostra-se que é possivel obter estabili-
dade assintética global. O trabalho de (LIBERZON, 2003) estende o anterior para
o caso onde ha quantizacao nos estados e no sinal de controle.

Em (LIBERZON; HESPANHA, 2005), propoe-se a utilizagdo da quantizacao
em “caixas”. Ao invés de utilizar um quantizador que abranja toda as amplitudes
possiveis dos sinais, o quantizador tem fixos o niimero de niveis e o passo de quanti-
zagao, enquanto que o nivel maximo e minimo sao ajustados dinamicamente. Assim,
quando ¢é necessario quantizar um sinal cuja amplitude nao pode ser representada
pelo espectro atual de quantizacao, o quantizador desloca os seus niveis maximo
e minimo de maneira a enquadrar aquela amplitude. Tudo isso, evidentemente, é
viabilizado por meio de um protocolo de quantizacao conhecido pelo sensor, atuador
e controlador. Toda a andlise deste trabalho é realizada para sistemas nao-lineares
(ou seja, que apresentam nao-linearidades além da quantizagao finita).

(4)
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Em (LIBERZON; NESIC, 2007), estuda-se a estabilizagdo de um sistema com
sinais quantizados e na presenca de perturbacoes. O protocolo de quantizacao pro-
posto consiste em realizar um zoom in ou zoom out nos sinais conforme conveniente.
O estudo ¢ desenvolvido para sistemas de tempo continuo e sistemas amostrados.

Em (MAESTRELLI et al., 2014), propoe-se a utilizagdo de uma quantizacao
logaritmica dinamica, na qual o nivel de saturacao e a densidade de quantizacao sao
fixos, porém a quantidade de niveis é ajustada conforme a intensidade do trafego da
rede. Assim, em momentos de trafego intenso, a quantizagao torna-se mais grosseira
perto da origem. Caso o trafego esteja mais ameno, a precisao da quantizagao volta
a aumentar proximo a origem. Essa estratégia de quantizacao dinamica, no entanto,
tem poucas aplicagoes praticas. A reducao do numero de niveis de quantizacao
pela metade acarreta na diminuicao de um tunico bit, o que traz uma vantagem
insignificante para a rede.

Em (NESIC; LIBERZON, 2009), consideram-se simultaneamente questoes de
protocolos de quantizacao e de escalonamento, com o objetivo de analisar de ma-
neira unificada a estabilidade de sistemas de controle em rede envolvendo tais proto-
colos. ITlustra-se como essa analise pode ser feita para os protocolos de quantizacao
desenvolvidos nos trabalhos anteriores (protocolos do tipo zoom ou caiza). Assim,
hé uma grande contribui¢ao no sentido de projetos conjuntos de controle e rede.

2.2.3 Quantizacao e outras imperfeicoes da rede simultaneamente

As aplicagoes em NCS sempre apresentam, além da quantizacao, ao menos al-
guma das outras imperfeicoes da rede mencionadas no capitulo anterior. Portanto,
existe um forte interesse por pesquisas que considerem o efeito da quantizacao ocor-
rendo simultaneamente com atrasos temporais, perdas de pacotes, questoes de esca-
lonamento, etc. Os principais trabalhos e seus resultados sao apresentados resumi-
damente na sequeéncia.

Dois notaveis trabalhos que investigam os efeitos da quantizacao e atrasos tem-
porais ocorrendo simultaneamente podem ser encontrados em (LIBERZON, 2006)
e (FRIDMAN; DAMBRINE, 2009). No primeiro, desenvolve-se a sintese de um
controlador para estabilizar um sistema afetado por um atraso temporal constante
e uma quantizacao dinamica. Gragas a utilizacao da quantizagao dinamica, os es-
tados inicialmente entram em uma regiao delimitada, e posteriormente, essa regiao
é reduzida. O segundo trabalho, por sua vez, considera um sistema afetado por
atrasos temporais variaveis e uma quantizacao estatica. Utilizando o método de
Lyapunov—Krasovskii e um problema de otimizag¢ao com condi¢oes LMI, o controla-
dor sintetizado leva os estados a uma regiao limitada. Neste, os efeitos da saturagao
também sao levados em conta.

H& também as linhas de pesquisa que investigam a ocorréncia de quantizacao fi-
nita simultaneamente com perdas de pacotes. Em (TSUMURA; ISHII; HOSHINA,
2009), ha uma extensao do trabalho de (ELIA; MITTER, 2001) considerando a ocor-
rénciade perdas de pacote com determinada probabilidade, em um sistema de tempo
discreto com uma tunica entrada. Mostra-se que a menor densidade de quantizagao
que garante a estabilidade do sistema depende dos autovalores em malha aberta
e da probabilidade de ocorréncia das perdas de pacote. Em (ISHIDO; TAKABA,;
QUEVEDO, 2011), investiga-se o compromisso entre o maior nimero admissivel de
perdas de pacote consecutivas e o passo de quantizagao mais grosseiro, mantendo
a estabilidade do sistema. Considera-se ainda o compromisso entre os tltimos e a
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atenuacao de perturbacoes.

Ha ainda linhas de pesquisa que consideram simultaneamente a quantizacao, per-
das de pacote e atrasos temporais. Em (TIAN; YUE; PENG, 2008), consideram-se
esses trés efeitos nos canais de comunicacao entre sensor e controlador e entre con-
trolador e atuador. Um problema de otimizacao com resolucao de LMIs ¢é utilizado
para sintetizar um controlador por realimentacao de saida.

2.2.4 Na quantizacao finita: saturacao e zona-morta

A quantizacao finita, a que ocorre na pratica, é uma combinagao das transfor-
magoes dos sinais provocadas simultaneamente por quantizacao, saturagao e zona-
morta. Portanto, estudos que promovam a compreensao destas duas ultimas nao-
linearidades sao igualmente bem-vindos. Na obra (TARBOURIECH et al., 2011),
sao apresentados diversos modelos matematicos para tratar problemas com satura-
c¢ao. Entre eles, ha a abordagem das condicoes de setor que sao respeitadas pela
saturacao. O uso dessas condigoes permite concluir sobre a estabilidade local ou
global de sistemas lineares sujeitos a saturacao de atuadores. Além disso, mostra-se
que ha algumas similaridades entre a modelagem da saturagao e da zona-morta. As
condicoes de setor constantes na referida obra serao utilizadas neste trabalho e serao
apresentadas mais adiante.

2.3 Consideracoes finais

O presente trabalho assemelha-se principalmente as pesquisas mais recentes na
area de quantizacao estatica. Considera-se um sistema linear de tempo discreto afe-
tado por quantizacdo, saturagdo e zona-morta na entrada da planta (sinal de con-
trole). O controle é realizado por realimentacao de estados. O estudo é desenvolvido
para diferentes combinagoes de situagoes, considerando quantizadores uniformes ou
logaritmicos e sistemas instaveis ou estaveis em malha aberta.

Com respeito a quantizacao uniforme, apresenta-se uma extensao dos traba-
lhos (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH, 2014), (FERRANTE; GOU-
AISBAUT; TARBOURIECH, 2015a), (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOU-
RIECH, 2015b) e (TARBOURIECH; GOUAISBAUT, 2012) aos sistemas de tempo
discreto. Os resultados sao muito semelhantes quanto a estimativa do atrator e a
determinacao do conjunto de condigoes iniciais admissiveis. Para o caso dos quan-
tizadores logaritmicos, nao se tem conhecimento de trabalhos prévios que tenham
considerado a sintese do controlador no caso multivariavel. Tal contribuicao, por-
tanto, demonstra o cardter original deste trabalho.

Outra questao interessante sobre a qual nao se tem conhecimento de trabalhos
prévios é a forma como a quantizacao afeta o decaimento exponencial dos estados
do sistema. Esse aspecto sera investigado com enfoque nos sistemas que sao esta-
veis em malha aberta, com o objetivo de analisar como a quantizacao interfere no
desempenho desse tipo de sistema de controle.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se o problema investigado ao longo do trabalho. Consi-
dera-se um sistema linear de tempo discreto, com controle por realimentagao de
estados e sujeito a quantizacao do sinal de controle (entrada da planta). Trata-se de
quantizagao finita (quantizagdo acompanhada de saturagao e zona-morta). Tanto a
quantizacao uniforme quanto a logaritmica serao investigadas. Como sera visto mais
adiante, a quantizagao uniforme ja possui uma zona-morta implicita, ao contrario
da quantizacao logaritmica, na qual a zona-morta deve necessariamente ser definida
de maneira independente.

Na verdade, podem ser formulados oito problemas distintos. Cada um deles
considera uma combinacao diferente dos seguintes aspectos do sistema de controle:

e 0 quantizador é uniforme ou logaritmico
e 0 sistema em malha aberta é instavel ou estavel

e realiza-se a sintese do controlador ou somente a analise do sistema para um
controlador dado

Nas secoes 3.2 e 3.3, sao definidas as equagoes que regem a dinamica do sistema,
as leis de quantizacao, saturagao e zona-morta, para o caso da quantizacao uniforme
e logaritmica, respectivamente. Na secao 3.4, sao apresentados quatro problemas que
serao investigados para o caso de sistemas instaveis em malha aberta, considerando o
quantizador ora uniforme, ora logaritmico, e o controlador ora dado, ora sintetizado.
Na segao 3.5, sao apresentados quatro problemas semelhantes para o caso de sistemas
estaveis em malha aberta. Os resultados dos primeiros quatro problemas serao
apresentados no Capitulo 4, e os dos quatro tltimos, no Capitulo 5.
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3.2 Sistema com quantizador uniforme

Seja considerado um sistema linear de tempo discreto com quantizacao uniforme
e finita sobre o sinal de controle, o qual pode ser representado esquematicamente
pelo diagrama na Figura 1.

u(k) y(k)

- Planta e

x(K)

Quantizador
‘—— uniforme
finito

Controlador
de ganho K

Figura 1: Sistema com quantizacao uniforme e finita na entrada da planta

A dinamica do sistema pode ser descrita pela seguinte equacao:

{ 2(k+1) = Ax(k) + Bsat (q(U(/f))> (5)
x(0) = xo

onde r € R", u € RP, x5 € R" sao respectivamente o estado, a entrada do sistema e
o estado inicial. A, B sado matrizes reais de dimensoes apropriadas e ¢(-) : R? — Q
é uma fungao constante por partes (Q um subconjunto finito de R”) que descreve a
quantizagao uniforme, a qual pode ser definida por:

() = dsign(u) | 151 (6)

onde A é um escalar real positivo que representa o passo da quantizacao. A funcao
da quantizacao uniforme é ilustrada na Figura 2.

O operador sat(-) : R — R? denota um mapa nao-linear descentralizado em
que cada componente, Vi = 1,...,p, é representada por uma funcao de saturagao
classica, tendo como nivel ug, isto é:

sat(u;) = sign(u;) min{uo, [u;|}, i=1,....p (7)

a qual é ilustrada na Figura 3.

Supondo que o estado x é totalmente acessivel e que o sistema esta sujeito a
uma lei de controle dada por u = Kz, a regiao de comportamento nao saturado é
definida pelo seguinte conjunto poliedral:

S(K,up) ={z € R" —ug < Ko <wup,Vie{l,...,p}} (8)
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4 (i)

ZONA MORTA o
VH : : : : .
A 2A 3A 4A 5A u;

k4

Figura 2: Funcao da quantizacao uniforme

sat(u; ) #

L J

] u;

Figura 3: Funcao da saturacao simétrica

Dito de outra forma, a regiao de comportamento nao saturado é um subconjunto
de R" para o qual nenhum dos sinais de controle u; = Kz possui médulo maior
do que o nivel de saturacao ug.

Pode-se observar que a fun¢ao da quantizagao uniforme ja possui uma zona-morta
implicita. A nao ser que seja desejavel considerar uma zona-morta em particular,
a quantizacao uniforme finita é completamente definida apenas pela quantizacao
uniforme e pela saturagao. Portanto, nesse trabalho, considera-se que a zona-morta
estd implicita na quantizagao uniforme, nao havendo necessidade de consideré-la de
maneira independente da quantizagao, como ¢ feito para a saturacgao.
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A regiao da zona-morta, no caso da quantizacao uniforme e com u = Kux, é
definida pela uniao de todos os conjuntos em que algum sinal de controle u; = K@
tem modulo inferior ao limite da zona-morta. Isto é, a regiao da zona-morta é
definida pelo seguinte conjunto:

D(K,A) = LPJ D;(K, A7) (9)
com -
Di(K,Ai)={z € R, —A < Kyz < A} (10)
Considere agora as seguintes fungoes:
P(v) == qv) —v (11)
o(v) := sat(v) — v (12)

As fungoes ¥ (v) e ¢(v) representam, respectivamente, os erros da quantizacao
uniforme e da saturacao simétrica adicionados ao sinal nao quantizado. As Figuras
4 e 5 ilustram essas funcgoes.

() 1

A 2A 3A 4A 5A

L 4

Figura 4: Erro da quantizacao uniforme
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G, (1:) &

()

= 4

— Uy

Figura 5: Erro da saturagao simétrica

Com base nas defini¢oes das fungoes ¢ e ¢, o sistema em malha fechada pode ser
escrito como:

{ 2(k +1) = (A+ BK)z(k) + Bu(k) + Bo(k) (13)

z(0) = xo
com

v(k) = ¥ (u(k)) (14)
o(k) = o(a(u(k) ) = o(ulk) + v (u(k)) (15)

3.3 Sistema com quantizador logaritmico

Diferindo ligeiramente do caso anterior, considera-se agora um sistema linear de
tempo discreto com quantizacao logaritmica e finita sobre o sinal de controle, o qual
pode ser representado esquematicamente pelo diagrama na Figura 6.

A dinamica do sistema pode ser descrita pela seguinte equacao:

2k +1) = Az(k) + B - d= (sat(q(U(kf)))> (16)

z(0) = xg
onde r € R", u € RP, 5 € R" sao respectivamente o estado, a entrada do sistema e
o estado inicial. A, B sao matrizes reais de dimensoes apropriadas e ¢(-) : R? — Q
¢ uma fungao constante por partes (Q um subconjunto finito de R?) que descreve a
quantizagao logaritmica, a qual pode ser definida por:

i se#<u~<— jEZ
Q(Uz) — P’ P](1+5) p](1—5) (17)

—q(—u;), se u; <0
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u(k) y(k)
> Flanta —

Quantizador
“—— logaritmico
finito

Figura 6: Sistema com quantizacao logaritmica e finita na entrada da planta

com . s
—_— p —_—
d=—— p=——, 0<p<1 18
A funcao da quantizacao logaritmica é ilustrada na Figura 7. O parametro p é
chamado de densidade da quantizagao, (parametro analogo ao passo da quantizagao,
da quantizacao uniforme). A é um nivel de quantizacao positivo usado como referén-
cia para determinar os demais niveis. Considerando a presenca da zona-morta que
sera definida mais adiante, A sera considerado como o menor nivel de quantizacao

positivo fora da zona-morta.

1+4 u i
a(w) (1 4+ d)uy i . (1 e
&

| =

I

Ap _

)\pz _

Y

| =
_\_z

./;\\A)\

po pll—ad)

™
T

A A

1-6  p(l+d)

Figura 7: Funcao da quantizacao logaritmica

O mapa da saturacao sat(-) : R” — R” é definido como em (7), com uy = ——,
pLE
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onde N é o nuimero de niveis positivos que “cabem” entre ugy e o limite superior da
zona-morta. Supondo que o estado x é totalmente acessivel e que o sistema esta
sujeito a uma lei de controle dada por u = Kz, a regiao de comportamento nao
saturado é definida pelo mesmo conjunto poliedral em (8).

Ao contrario da funcao da quantizagao uniforme, a quantizacao logaritmica nao
possui uma zona-morta implicita. Se nao houver uma zona-morta definida, havera
um numero infinito de niveis entre qualquer nivel e a origem. Para que a quantizagao
definida seja finita, é necessario considerar, além da quantizacao logaritmica e da
saturagao, a atuacao de uma zona-morta sobre o sinal quantizado.

A zona-morta utilizada neste trabalho é definida pela seguinte fungao nao-linear:

dz(u;) ==

{O, if —e<wu; <e (19)

w;, if Ju;| > €

onde € > 0 ¢ definido como o limite superior da zona-morta. A Figura 8 ilustra essa
funcao.

dz(u;) &

¥

Figura 8: Funcao da zona-morta
Como mencionado anteriormente, A é considerado como o menor nivel de quan-

tizagao positivo fora da zona-morta e tem a seguinte relagao com o limite superior
da zona-morta e:

A=e(l1+0) (20

~—

definida pela uniao de todos os conjuntos em que algum sinal de controle u; = K@
tem modulo inferior ao limite da zona-morta. Isto é, a regiao da zona-morta é
definida pelo seguinte conjunto:

A regiao da zona-morta, no caso da quantizacao logaritmica e com u = Kz, é

D(K,e) = Di(K,€,i) (21)
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com
Di(K,e i) ={z € R —e < Kyz < €} (22)
Considere agora as seguintes funcoes:
P(v) = q(v) —v (23)
o(v) := sat(v) — v (24)
0(v) :=dz(v) — v (25)

As fungoes ¥ (v), ¢(v) e O(v) representam, respectivamente, os erros da quanti-
zacao logaritmica, da saturacao simétrica e da zona-morta adicionados ao sinal nao
quantizado. A fungao ¢(v) tem exatamente o mesmo formato que no caso uniforme,
tendo sido ilustrada na Figura 5. Ja a funcao ¢ (v) difere no caso logaritmico, sendo
ilustrada na Figura 9. Por fim, a fungdo #(v), nao utilizada no caso uniforme, é
ilustrada na Figura 10.

U, ( u ;:} 4

&y

.|>—

T

5
oNL
| :

5)\| _: A

k4

— 0 u;

Figura 9: Erro da quantizacao logaritmica
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¥

u;

Figura 10: Erro da zona-morta

Com base nas defini¢oes das fungoes 1, ¢ e 6, o sistema em malha fechada pode
ser escrito como:
{ z(k+1) = (A+ BK)xz(k) + By (k) + Bo(k) + BO(k) (26)
z(0) = xg

com

o(k) = o (a(u(k)) ) = 6 (u(k) +¥(k)) (28)
o(k) = e(m (q(u(k;)))) - H(U(k) + (k) + <b(k:)> (29)

3.4 Problemas investigados: sistemas instaveis

No caso da quantizacao uniforme definida na Secao 3.2, h4 uma zona-morta
intrinseca. Na quantizacao logaritmica da Secao 3.3, a zona-morta foi definida de
maneira explicita. De uma forma ou outra, o fato é que a quantizacao finita sempre
contém o efeito de zona-morta.

Em se tratando de sistemas instaveis em malha aberta, a presenca de uma zona-
morta representa um obstdculo a estabilizacao assintotica do sistema em malha
fechada. Se a matriz A nao é Schur-Cohn, a estabilizacao assintotica da origem,
para o sistema em malha fechada, nao pode ser alcangada mesmo se o ganho K
for supostamente estabilizante (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH,
2015b), pois dentro da zona-morta o sistema operarda em malha aberta. Porém, é
possivel considerar um conceito relaxado de estabilidade, definido como estabilidade
pratica, como em (ELIA; MITTER, 2001). Nessa situagao, diz-se que um sistema
instavel praticamente estabiliza quando, em um tempo finito, os estados convergem
para uma regiao limitada chamada de atrator dos estados.
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Definicao 1. Atrator é um conjunto limitado para o qual as trajetorias de um
sistema dinamico tendem a convergir em tempo finito ty e nele ficam confinadas
para Vt > 1.

A convergéncia dos estados para um atrator estd relacionada ao conceito de
ultimate boundedness (limitacao final), introduzido por (KHALIL, 1996).

Apoés entrarem no atrator, os estados oscilarao em torno de um ponto préximo
da origem (pois o controlador é “desligado” a cada vez que o sinal de controle entra
na zona-morta), porém nao deixarado a regiao do atrator. Por esta caracteristica,
diz-se que o atrator é um conjunto invariante. Como serd apresentado mais adiante,
o atrator pode ser estimado por um conjunto elipsoidal que o envolve.

Além disso, se A nao é Schur-estavel, sob a saturacao na entrada, apenas a
estabilidade local (regional) pode ser alcangada (TARBOURIECH et al., 2011). Isso
implica que as condicoes iniciais dos estados devem pertencer a regiao de atracao do
ponto de equilibrio no espacgo de estados. A esta regiao, denomina-se conjunto de
condicoes iniciais admissiveis. Considerando-se uma funcao de Lyapunov quadratica
para a qual os estados convergem para o equilibrio, o conjunto de condicoes iniciais
admissiveis pode ser estimado por um elipséide associado aquela funcao.

Nesta secao, sao apresentados quatro problemas deste tipo (sistemas instaveis
com quantizacdo, zona-morta e satura¢ao na entrada), que serdo investigados neste
trabalho. Primeiramente, investiga-se o caso da quantizagao uniforme. Quando o
controlador de ganho K é conhecido, procura-se analisar a estabilidade pratica do
sistema ao mesmo tempo em que se estima o atrator e o conjunto de condigoes
iniciais admissiveis (ou seja, que garantem a convergéncia dos estados para o atra-
tor). Quando o controlador nao é dado, procura-se determinar um ganho K, de tal
maneira que o atrator resultante seja o menor possivel (minimizando as oscilagdes
de regime permanente), enquanto se determina um conjunto de condigoes iniciais
admissiveis. Posteriormente, investiga-se o caso da quantizagao logaritmica. Dois
problemas, semelhantes aos do caso da quantizacao uniforme, sao investigados.

Entao, os problemas investigados no caso de sistemas instaveis em malha aberta
podem ser formulados como segue:

Problema 1. Dadas as matrizes A, B e um ganho estabilizante K de dimensoes
apropriadas, um passo da quantizacao A e um limite da saturacao ug € R, determi-
nar um conjunto %y C R™ e um conjunto compacto ., C R"™ contendo a origem,
tais que

o Yy e ., sdo conjuntos invariantes;

e Para toda condigdo inicial xg € So\F, as trajetdrias convergem em um tempo
finito para .7, (que € uma estimativa do atrator das trajetorias).

Problema 2. Dadas as matrizes A e B de dimensoes apropriadas, um passo da
quantizacao A e um limite da saturacao ug € R, determinar um ganho K, um
conjunto Sy C R" e um conjunto compacto ./, C R"™ contendo a origem, tais que

o Y e Sy sao conjuntos invariantes;
e .Y, € 0 menor possivel;

e Para toda condigdo inicial xg € So\F, as trajetdrias convergem em wm tempo
finito para 7, (que é uma estimativa do atrator das trajetdrias).
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Problema 3. Dadas as matrizes A, B e um ganho estabilizante K de dimensoes
apropriadas, uma densidade de quantizagao p, um limite da zona-morta € e um limite
da saturacao ug € R, determinar um conjunto %y C R"™ e um conjunto compacto
S, C R"™ contendo a origem, tais que

o Y e .Sy sao conjuntos invariantes;

e Para toda condi¢ao inicial xg € S\ S, as trajetorias convergem em um tempo
finito para ., (que é uma estimativa do atrator das trajetorias).

Problema 4. Dadas as matrizes A e B de dimensoes apropriadas, uma densidade
de quantizacao p, um limite da zona-morta € e um limite da saturacao uy € R,
determinar um ganho K, um conjunto /5 C R"™ e um conjunto compacto ., C R"
contendo a origem, tais que

o .Yy e .Sy sao conjuntos invariantes;
e .7, € 0o menor possivel;

e Para toda condigdo inicial xg € So\F, as trajetdrias convergem em wm tempo
finito para 7, (que é uma estimativa do atrator das trajetdrias).

A Figura 11 ilustra o aspecto geral dos conjuntos buscados e sua relagao com as
regides de comportamento nao saturado e de zona-morta definidas em (8),(9) e (21),
para um sistema com dois estados e uma entrada. Observe que, mesmo havendo
interseccao de .7, ou ¥, com a zona-morta ou com a regiao de comportamento
saturado, os conjuntos sdo positivamente invariantes (o que sera provado no capitulo
seguinte) e a convergéncia de .#\.7, para ., é garantida.

A X2
Y
3 W
f, -~ é\'
7 LS
0 I8
-~ 1{/
-
5
/\g‘“rf

Figura 11: Conjuntos .% e ., e sua relagao com a saturagao e a zona-morta

Um outro problema interessante que poderia ser formulado em trabalhos futu-
ros consiste na sintese de um quantizador com o menor nimero de niveis possivel
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(que realiza a quantizagdo mais grosseira aceitdvel). Conhecendo-se previamente
os conjuntos %y e ¥, e o ganho do controlador K, os parametros A e p devem
ser otimizados (respectivamente, maximizado e minimizado). Pode-se encontrar um

trabalho nesta linha em (SOUZA; COUTINHO; FU, 2010).

3.5 Problemas investigados: sistemas estaveis

No caso de sistemas estaveis em malha aberta, a convergéncia assintética das
trajetorias para a origem é possivel mesmo diante do efeito da zona-morta. Na pra-
tica, esse serd o caso para a maior parte dos sistemas estaveis, visto que, com ou
sem o sinal de controle, ha estabilidade. Por outro lado, apesar da estabilidade nos
dois modos (malha aberta e malha fechada), a convergéncia para a origem nao é
sempre garantida, pois se as diregoes dos autovalores do sistema em malha aberta
e em malha fechada forem significativamente diferentes, pode ocorrer uma situagao
similiar ao caso das plantas instaveis (a trajetéria entra e sai da zona-morta, ocasio-
nando um ciclo-limite ou comportamento cadtico). Em todo caso, raramente havera
interesse em se estimar um atrator para os estados dos sistemas estaveis em malha
aberta.

Da mesma forma, a presenca da saturagdao nao necessariamente comprometera a
estabilidade global do sistema que é estavel em malha aberta. Assim, em raros casos
serd interessante determinar-se um conjunto de condicOes iniciais para as quais as
trajetorias convergem para um outro conjunto mais compacto.

Por estas razoes, o foco da investigagao no caso de sistemas estaveis em malha
aberta serd outro: a influéncia da quantizacao sobre o desempenho dinamico do
sistema. Uma maneira de avaliar essa questao ¢ determinar-se o coeficiente de
decaimento exponencial que pode ser garantido para os estados do sistema.

Definicao 2. Em tempo discreto, o coeficiente de decaimento exponencial garantido
dos estados é uma constante real positiva 0 < p < 1 que, no universo considerado,
satisfaca a sequinte condi¢do:

l®) || < p* [l 2(0) ||, Y& >0 (30)

Considerando agora uma func¢ao quadratica candidata de Lyapunov V(z) =
2Pz, com P =P’ >0, (30) pode ser reescrita da seguinte forma:

AV(z) =V (z(k+1)) = V(z(k)) < (p— 1)V (x(k)),Vk >0 (31)

Defina-se ainda o coeficiente de decaimento instantaneo p(k), dependendo de
z(k) e de z(k + 1), segundo a equagao:

V(:U(k + 1))
V(a(k))

A partir dessa defini¢ao, o coeficiente p que satisfaz a inequagao (31) equivale a
solugao do seguinte problema:

p(k) = (32)

min sup {u(k)}, Vk >0 (33)

Contudo, sabe-se que o efeito da saturacao é um forte fator limitante do desem-
penho (TARBOURIECH et al., 2011) e pretende-se desconsideré-lo, para verificar a
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influéncia da quantizacao, por si so, sobre o desempenho. Para tanto, a estimativa
de p serd feita assumindo que os sinais nao saturam, ou seja, o coeficiente sera valido
somente dentro do conjunto poliedral S(K, ug) definido anteriormente em (8):

S(K,up) = {z € R"; —upg < Kz <o, Vi € {1,...,p}}

Visto que se estd desprezando os valores assumidos por u(k) quando o sistema
satura, mas nao se garante que a saturacao nao ocorrera, é necessario garantir que,
caso a saturacao ocorra, o sistema continua estavel. Para tanto, ao mesmo tempo em
que se estima o coeficiente p garantido na regiao de comportamento nao saturado,
seré verificada a estabilidade global do sistema (demonstrando que, mesmo que o
sistema sature, ele permanece estavel).

Da mesma forma, sera desprezada a influéncia da zona-morta sobre o coeficiente
p. Porém, a exclusao da regiao da zona-morta D(K,A) (no caso da quantizagao
uniforme) ou D(K,€) (no caso logaritmico), é uma estratégia que tende a tornar
infactivel o problema de otimizacao, pois seria necessario garantir que a trajetéria
jamais cruzara aquela regiao. Ao invés disso, pode-se excluir um conjunto elipsoi-
dal contendo a origem, grande o suficiente para que o efeito da zona-morta seja
desprezivel.

Veja por que isto é possivel: suponha que ||Az(k)|| >> ||Bu(k)||, de maneira
que a aproximacao ||Bu(k)|| =~ 0 seja valida e ||Bu(k)|| tenha pouco efeito sobre
o valor de z(k + 1) = Axz(k) + Bu(k). Obviamente, isso ocorre quando z(k) estd
suficientemente distante da origem (||z(k)|| >> 0) ao mesmo tempo em que ||u(k)||
¢ suficientemente pequeno (||u(k)|| = 0), como ilustrado na Figura (12). Nessa
situagao, a existéncia ou nao de zona-morta muda muito pouco o coeficiente de
decaimento (k). Portanto, a exclusao de um elipséide grande o suficiente permite
desprezar o efeito da zona-morta no desempenho. Este elipséide serda chamado de
Z.m, 0 qual é definido por uma matriz simétrica positiva P segundo a equacao:

om =EP)={x e R": 2’ Pz <1} (34)

A matriz P sera determinada no Capitulo 5.

Nesta segao, apresentam-se os quatro problemas que serao investigados, envol-
vendo sistemas estaveis com quantizacao, zona-morta e saturagao na entrada. Pri-
meiramente, investiga-se o caso da quantizacao uniforme. Quando o controlador
de ganho K é conhecido, verifica-se a estabilidade global do sistema ao mesmo
tempo em que se estima o coeficiente de decaimento exponencial garantido na regiao
z(k) € S(K,up)\-%~m. Quando o controlador nao é dado, procura-se determinar um
ganho K, de tal maneira que o coeficiente de decaimento exponencial garantido seja
o minimo possivel, visando a otimizagao do desempenho. Posteriormente, investiga-
se 0 caso da quantizacao logaritmica. Dois problemas, semelhantes aos do caso da
quantizagao uniforme, sao investigados.

Entao, os problemas investigados no caso de sistemas estaveis em malha aberta
podem ser formulados como segue:

Problema 5. Dadas as matrizes A, B e um ganho estabilizante K de dimen-
soes apropriadas, um passo da quantizacao A e um limite da saturacao ug € R,
determinar o menor coeficiente p satisfazendo a condi¢io (31) para todo x(k) €
S(K,up)\Som € verificar a estabilidade global do sistema.
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Problema 6. Dadas as matrizes A e B de dimensées apropriadas, um passo da
quantizacao A e um limite da saturacao ug € R, determinar um ganho globalmente
estabilizante K e o menor coeficiente p satisfazendo a condi¢ao (31) para todo x(k) €

S(K, lqﬁ\yzm.

Problema 7. Dadas as matrizes A, B e um ganho estabilizante K de dimensoes
apropriadas, uma densidade de quantizacao p, um limite da zona-morta € e um limite
da saturacao ug € R, determinar o menor coeficiente p satisfazendo a condi¢ao (31)
para todo x(k) € S(K,up)\Som € verificar a estabilidade global do sistema.

Problema 8. Dadas as matrizes A e B de dimensoes apropriadas, uma densidade
de quantizacao p, um limite da zona-morta € e um limite da saturacao ug € R, de-
terminar um ganho globalmente estabilizante K e o menor coeficiente p satisfazendo

a condigdo (31) para todo x(k) € S(K,up) \Lom-

A Figura 12 ilustra o aspecto geral da regiao onde se quer encontrar o coeficiente
de decaimento exponencial garantido p, para um sistema com dois estados e uma
entrada. Cabe destacar que o coeficiente p é vélido também na zona-morta, quando
l|z(k)|| >> 0 e ||u(k)|| = 0 (isto é, quando ||Kz|| ~ 0).

Ax2
S(K, ug)
-/ ///@W//,// ZOna Mortg g
[x] == 0 x-~u0

Figura 12: Regiao de validade de pu: S(K, ug)\-S%m

3.6 Consideracgoes Finais

Neste capitulo, foram formulados oito problemas que serao investigados ao longo
deste trabalho. Os quatro primeiros referem-se ao caso de sistemas instaveis em
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malha aberta, quando controlados por realimentacao de estados, e os respectivos
resultados sao apresentados no capitulo seguinte. Os quatro problemas restantes
referem-se ao caso de sistemas estaveis em malha aberta, quando controlados por
realimentacao de estados, e os resultados serao apresentados no Capitulo 5.
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4 RESULTADOS NO CASO DE SISTEMAS INSTAVEIS

4.1 Introducao

No capitulo anterior, foram apresentados os problemas investigados e o sistema
a ser considerado. Nesse capitulo, serao apresentadas as solugoes propostas para os
quatro primeiros problemas, bem como exemplos numéricos.

Os resultados consideram um sistema instdvel em malha aberta controlado por
uma realimentacgao estatica de estados. Considera-se ainda que o sinal de controle
é afetado por nao-linearidades do tipo quantizacao, saturacao e zona-morta. Por
tratar-se de um sistema que, em malha aberta, é instavel, ciclos-limites, compor-
tamento cadtico ou até mesmo divergéencia das trajetorias podem ocorrer no lugar
de uma estabilizacdo esperada (isto é, na auséncia das nao-linearidades). A quan-
tizagdo pode ser do tipo uniforme (nos dois primeiros problemas deste capitulo) ou
logaritmica (nos dois tltimos). Para cada um dos tipos de quantizagao, o primeiro
problema trata da andlise da estabilidade pratica (bem como da estimativa das di-
mensoes do atrator dos estados) quando o controlador é dado. O segundo problema
trata da sintese de um controlador que nao apenas estabilize o sistema (no sentido
prético), mas minimize o atrator dos estados.

4.2 Sistema com quantizador uniforme

4.2.1 Resultados de anilise de estabilidade — Problema 1

Conforme apresentado no Capitulo 3, considera-se um sistema controlado por
realimentacao estatica de estados quando ha quantizacao uniforme na entrada da
planta, o qual pode ser descrito pela equacao a seguir:

(35)

{ 2(k+1) = (A + BK)z(k) + By(k) + Bo(k)
z(0) = xg

O Problema 1 consiste em estimar as dimensoes do atrator dos estados quando
o controlador é dado. Para resolve-lo, recapitulam-se a seguir as condicoes de setor

utilizadas em (FERRANTE; GOUAISBAUT; TARBOURIECH, 2015b) e (TAR-
BOURIECH; GOUAISBAUT, 2012).

Lema 1. Para todo 1(u) definido em (11), u € R?, as sequintes relagoes sao veri-
ficadas:

O (u) Sy (u) — tr(S1)A? <0 (36)
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U (u)S2(¥(u) +u) <0 (37)

para quaisquer matrizes diagonais positivas definidas Sy, So € RP*P,

Demonstragao. Pela definicio de ¢(+) e q(-), sabe-se que v;(u;)* —A? < 0. Entao,

para quaisquer s; > 0, i = 1,...,p, tem-se s;1;(u;)* — s;A* < 0. Somando estas
inequacoes para ¢ = 1,...,p, obtém-se:
P
> silti(u)’ = A%) <0 (38)
i=1

Tomando-se S = diag(si, ..., sp), segue que (38) equivale a (36).

Observando-se agora as Figuras 2 e 4, sabe-se que ;(u;)q(u;) < 0. Entao,
para quaisquer s; > 0, i = 1,...,p, tem-se ¥;(u;)s;q(u;) < 0. Tomando-se Sy =
diag(s1, ..., Sp), segue que P(u)Ssq(u) < 0. Como ¢(u) = (u) + u, obtém-se (37) .

O

Lema 2. Para todo ¢(q(u)) definido em (12), e toda matriz G € RP*", a sequinte
relacdo € verificada:

¢ (q(u))Ss <sat(q(u)) + G:L‘) <0 (39)

para qualquer matriz diagonal positiva definida S3 € RP*P | desde que x € S(ug) com
S(ug) = {z € R" —ug < Gya <up, Vi€ {1,...,p}} (40)
A condigao (39), combinada com (11) e (12), pode ser escrita como:

¢'(a(w)) S3(d(a(w)) + ¥ (u) +u+ Gz) <0 (41)

Demonstracao. Pela definigao de ¢(-) e sat(-), (39) pode ser reescrita como:

¢ (q(u))Ss(d(q(u)) + q(u) + Gx) <0

Dado que x € S(up), entdo ug + Gz > 0 e —ug + Gpyr < 0.

A relagao (39) sera provada considerando trés situagoes que englobam todos os
valores possiveis assumidos por q(u;).

Quando q(u;) > uop, tem-se:

{ o (Q(Uz)) =up — q(u;) <0
Gi (CI(Uz)) + q(u;) + Gor=u+Gupr >0

Portanto, (39) é verificada.
Quando q(u;) < —up, tem-se:

{ ¢Z(CI(U1)) = —ug — q(u;) >0
Gi (C_I(Ui)) +q(u;) + Gpyr = —ug + Gz <0

Portanto, (39) ¢é verificada.
Quando —ugy < ¢(u;) < uo, tem-se ¢;(g(u;)) = 0 e (39) é verificada.
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O

Por simplicidade de notacao, na sequéncia denotaremos gb(q(u)) =¢etp(u) =1
Utilizando os Lemas 1 e 2, a seguinte Proposicao para resolver o Problema 1
pode ser formulada:

Proposicao 1. Considerando o sistema definido em (35), com passo da quantiza¢do
A, limite da saturacao ug e controlador de ganho K, se existir uma matriz simétrica
positiva definida W € R™", trés matrizes diagonais positivas definidas Sy, Sa,
R3 € RP*P yma matriz Z € RP*", dois escalares positivos 11, 5 € um escalar «,
0 < «a <1, satisfazendo as condigoes (42)—(44):

W(TQ — T — ].) —WK/SQ —WK/ — Z/ W(A + BK)/

_g, — _ /
. " ] - —21{%3 RfB’ <0 4

% % % —wW
tr(S)A* + 1 — 19 <0 (43)
{(g‘j i%?] >0,i=1,....p (44)

entao, Yx(0) € S\Fu, com

Fy=EP)={reR" :2a'Px <1}, P=W"! (45)
S =E(aP)={z eR": 2’aPx <1} (46)

as trajetdrias do sistema (35) convergem em wm tempo finito para o conjunto .7,.
Ademais, Sy e S, sao conjuntos positivamente invariantes com relag¢io a (35).

Demonstragao. Considerando a fungao candidata quadratica de Lyapunov V(x) =
2’ Px, quer-se provar que

AV (z) =V (z(k+1)) = V(z(k)) <0, Vae A\ (47)

Assim, segue que %5 é um conjunto invariante e que Vx(0) € %, a trajetdria
correspondente converge para .#,. Cabe lembrar que

o\ ={r eR": (’aPxr—1)<0e (1 —2'Pzx) <0}
Aplicando-se o S-procedure juntamente com os Lemas 1 e 2, se

AV (z) — m(d’aPx — 1) — (1 — o' Pz) — 'Sy

Hr(S1)A2 — 20/ Sy (16 + K2) — 20 Ss(6+ 10+ Kz + Gz) <0 (D)

segue que (47) é satisfeita, desde que x € S(uy).
Desenvolvendo (48) com o uso da equagao (35), é possivel reescrever (48) como
segue:
x
[ ) @] A || Ftr(S)A? + 71 — T <0 (49)
¢
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onde .4, é dado em (50).

!/

P(Tg — QT — 1) —K/SQ —K/53 - GIS3 (A + BK)/ (A + BK)I

% = * —Sl - 252 —53 + B/ P B/
* * —255 B’ B’
(50)

E evidente que (49) ser4 satisfeita se (43) e 4, < 0 forem garantidas. Aplicando
o complemento de Schur, .4, < 0 equivale a:

P(TQ — T — ].) _K,SQ —K/S:), - G/S3 (A + BK)/
* —Sl - 252 —53 B/
* * —25; B’
* * * —p!

<0 (51)

Multiplicando & esquerda e & direita a relagao (51) por diag(P~', 1,55, 1) e com
a mudanca de varidveis P~' = W, GP~' = Z, S;' = R3, obtém-se a relacio (42).

Além disso, é necessario provar que o conjunto .#, é positivamente invariante.
Isto é provado se garantirmos que xz(k+1) Pz(k+1) < 1 sempre que z(k) Pz(k) <1
(i.e., quando z € .¥,). Para que isso ocorra, devemos verificar que, para algum
escalar positivo 73,

' (k+1)Px(k+1)—1— m3(2'(k)Pz(k) — 1) <0 (52)
A 1ltima inequagao é verdadeira se pudermos verificar que

tT(Sl)AQ + T3 — 1 S 0 (53)

' (k+ 1)Px(k + 1) — 732’ (k) Pxz(k) (54)
—'S1p — 2¢'So(p + Kx) — 2¢'S5(p+ ¢ + Kz + Gx) <0

Agora, escolhendo —73 = 7y —ar; — 1, verifica-se diretamente que (54) é implicada
por (42). De (53), ja que a < 1 e 14,75 > 0, segue que

t?”(Sl)AQ +am — T S t’l“(Sl)Az + 7 — Ty (55)

Portanto, (43) implica (53). Entao, se (42) e (43) sao satisfeitas, (52) é au-
tomaticamente verificada e assim ., é positivamente invariante, desde que 73 =
—7y +ar +1 >0 (o que é garantido implicitamente por (42)).

Finalmente, a satisfacao da relagdo (44) implica que o elipséide .4 = E(aP),
utilizando a mesma mudanca de varidveis mencionada anteriormente, esta contido
no conjunto poliédrico S(ug) definido em (40), o que garante a validade da condigao
(41) em .. Assim, conclui-se a demonstragao.
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4.2.2 Resultados de sintese de controlador — Problema 2

O Problema 2 consiste em sintetizar um controlador por realimentagao de esta-
dos que minimize a estimativa das dimensoes do atrator quando a quantizacao na
entrada da planta é uniforme. A solucao é facilmente derivada dos resultados para
o Problema 1 com uma simples mudanca de variaveis. A seguinte Proposicao pode
entao ser formulada:

Proposicao 2. Considerando o sistema definido em (35), com passo da quantiza¢do
A e limite da saturacao ug, se existir uma matriz simétrica positiva definida W &€
R™ " trés matrizes diagonais positivas definidas S1, Sz, R3 € RP*P| duas matrizes
Y, Z € RP*", dois escalares positivos 11, To € um escalar o, 0 < o < 1, satisfazendo

as condigoes (56), (57) e (58):

W —an—1) =Y'Sy, -Y' -7 WA+Y'B
% _Sl — 2S2 —I B/

* * —2R;3 R3B’ <0 (56)
* * * -Ww
tT(Sl)AQ +7 -1 <0 (57)
oW Z.
(1) —
[Z(i) ug]>0,1 1,...,p (58)

entdo, para K = YW ™ V2 (0) € .#\.S, as trajetorias do sistema (35) convergem
em um tempo finito para o conjunto .%,, com %, e Sy dados por (45) e (46),
respectivamente.

Demonstracao. Pode-se verificar diretamente que a mudanca de varidaveis KW =
Y permite a obtencao de (56) a partir de (42). No restante, a demonstracao é
idéntica a dos resultados do Problema anterior.

O

4.2.3 Aspectos computacionais

O objetivo na resolucao dos Problemas 1 e 2 é de obter o maior conjunto .
possivel e o menor conjunto ., possivel. Aqui, nos limitaremos a selecionar uma
medida adequada para o conjunto .#, e minimiza-la. A maior solu¢ao para .74 serd
determinada utilizando o menor valor de o para o qual o problema continua factivel.
E possivel minimizar implicitamente o tamanho de .#, ao minimizar tr(P~'), ou de
modo equivalente, tr(W).

E importante notar que as condicdes (42), (44) e (56) sdo ndo-lineares nas varia-
veis de decisao, o que impede de resolver diretamente um problema de otimizacao
convexa. Nao obstante, é possivel contornar esse problema considerando as varia-
veis 7y, To, o, So como parametros fixos de sintonia. Para ser factivel, é estritamente
necessario que as seguintes condicoes sejam respeitadas:

To>T ; Tw<l+an (59)

Depois de encontrar valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, uma busca
em grade deve ser realizada para garantir uma escolha eficiente. Essa busca pode ser
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auxiliada por ferramentas computacionais, como a funcao fminsearch do Matlab®,
a qual utiliza o algoritmo de Nelder-Mead.

E interessante também exigir que . seja grande o suficiente para conter as
condicoes iniciais de interesse, ou as diregoes conhecidas nas quais o sistema deve
ser conduzido. Por exemplo, dado um politopo Xy € R", definido por seus r vértices
{z0,, To,, ..., T0.}, que contém as condigbes iniciais consideradas, pode-se escrever
xgianoi <1,i=1,...,r. Essa ultima, na forma de inequacao matricial em termos
de W, pode ser reformulada como segue:

/
le Z‘%}z]m,i:y..,r (60)

Nos exemplos numéricos, serao utilizadas inequagoes matriciais com o formato
anterior. No entanto, haveria ainda outras maneiras de definir uma regiao de con-
dicoes iniciais de interesse como, por exemplo, por meio de um elipséide 2’ Pyz < 1
contido por %), ou seja, tal que Py > aP.

E interessante observar que (60) pode ser utilizada para se maximizar iterativa-
mente o elipséide de .. Em (TARBOURIECH et al., 2011), podem ser encontradas
diversas outras formas de se maximizar o elipsdide de .7, tais como a maximizacao
do volume (que equivale a maximizar det(WW)) ou a maximiza¢ao do menor eixo.

Apo6s escolher as condicoes iniciais de interesse e tendo fixado 71, 7, @, Sy em
valores factiveis, a otimizacao convexa que resolve o Problema 1 ¢é formulada como
segue:

man tr(W)
sob:
51> 0; 52 > 0;(42); (43); (44); (60)
(61)

Para o Problema 2, a solugao pode ser otimizada da seguinte maneira:

man tr(W)
sob:
S1 > 0;82 > 0;(56); (43); (44); (60)
(62)

Note que as condigoes W > 0 e R3 > 0 sdo implictamente garantidas por (42) e
(56).

4.2.4 Exemplo numérico

Seja considerado o sistema linear de tempo continuo instavel (autovalores de
Altempo continuo) Valendo A\; = 13.96, Ay = —0.63 4 0.7368i ¢ A3 = —0.63 — 0.73681),
retirado de (AMATO; COSENTINO; MEROLA, 2009), onde as matrizes do sistema

Sao:

—-05 15 4 —-0.7 -1.3
A(tempo continuo) — 4.3 6 5 ) B(tempo continuo) — 0 —4.3 (63)
3.2 68 72 0.8 —1.5
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Este sistema, amostrado com taxa de T, = 0.01s e retencao de ordem zero, leva
a seguinte representacao em tempo-discreto:

0.9960 0.0169 0.0418 —0.0068 —0.0136
A= 0.0451 1.0640 0.0544|,B = | 0.0001  —0.0450 (64)
0.0347 0.0730 1.0772 0.0082  —0.0173

Verifica-se que a planta considerada é instavel, pois os autovalores de A sao
A = 1.1498, Ay = 0.9937+40.00737 e A3 = 0.9937 —0.00737, ou seja, ha um autovalor
fora do circulo de raio unitario.

Considera-se que a malha de controle é da forma representada na Figura 1,
com passo da quantizacao A = 0.4 e nivel de saturacao uy = 12.4. Observe que
este quantizador possui 31 niveis positivos (ou 63 niveis no total, requerendo uma
implementagao com 6 bits).

Problema 1

Inicialmente, deseja-se resolver um Problema do tipo 1 (andlise de estabilidade

1 -1 =5
10 15 14] ’
o que representa um ganho estabilizante na auséncia de nao-linearidades (os auto-
valores de (A + BK) sao Ay = 0.0847, Ay = 0.9625 e A3 = 0.9879, ou seja, todos
dentro do circulo de raio unitario). Considera-se também que a condicao inicial de
interesse vale o = [2 2 2]

Uma busca em grade com o auxilio de ferramentas computacionais (fminsearch)
permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os parametros fixos de sinto-
nia, o que leva a o = 0.0047, 7, = 4.4706 - 107", 7, = 0.0109 e
g _ (48862 10 0

2 0 0.0013|"
Com estes parametros, a solu¢ao do problema de otimizagao (61) resulta em

com quantizacao uniforme) com ganho de controlador dado por K =

12.2250 5.8798 —4.0786
P = 58798 8.6721 27156 |,
—4.0786 2.7156  22.7502

cujo traco vale 43.6473. Para o elipsoide de .7, o traco vale 0.205.

As Figuras 13 a 16 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, a evolucao dos
estados, dos sinais de controle e da fungao de Lyapunov V (z) = 2/ Pz para uma ficam
confinados no elipséide de .¥,, uma vez que V(z) < 1 em regime permanente. Na
evolucao dos estados, observe que, como esperado, hd um comportamento oscilatério
no entorno da origem.
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Figura 13: Elipsdide de .#, na solugao do Problema 1
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Problema 2

Supondo agora que se deseja resolver um Problema do tipo 2 (sintese de controla-
dor com quantizac¢ao uniforme), uma busca em grade permite uma escolha eficiente
de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, os quais sao dados por
a = 0.0026, 71 = 5.3059 - 107", 7 = 0.0198 e S, = {6‘3644' 0= 0 :

’ ’ 0 0.0014
A solugao do problema de otimizagao (62) com estes parametros resulta em:

K

~10.6137 —0.3853 —10.4675
©19.2395  17.0548  14.6553

15.6182  7.5034  —1.4831
P= 75034 19.6851 —1.3810],
—1.4831 —1.3810 51.5721

cujo trago vale 86.8754 (ou seja, ., neste caso ¢ menor do que no caso onde K foi
dado). Para o elipséide de .7, o trago vale 0.226 (.%) ficou um pouco menor nesse
caso).

As Figuras 17 a 20 mostram, respectivamente, o elipsdide de .7, a evolucao dos
estados, dos sinais de controle e da fungdo de Lyapunov V(x) = z/Px para uma
condigao inicial de zg =[2 —2 —1]".

Observe que, neste caso, os estados nao oscilam em torno da origem. Na auséncia
da zona morta, a lei de controle u = Kx faria a trajetéria convergir para a origem.
Porém, devido a zona morta, os planos A = Kz, —A = Kz, A = Kox e —A =
Koz estabelecem limites entre o comportamento em malha fechada e malha aberta.
Assim, ao invés de oscilar em torno da origem, surgem oscilagoes em torno de algum
ponto dos planos anteriores (denominados pontos de pseudo-equilibrio).

Figura 17: Elipsdide de .7, na solugao do Problema 2
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4.3 Sistema com quantizador logaritmico

4.3.1 Resultados de analise de estabilidade — Problema 3

Conforme apresentado no Capitulo 3, considera-se um sistema controlado por
realimentacao estatica de estados quando ha quantizacao logaritmica na entrada da
planta, o qual pode ser descrito pela equacao a seguir:

{ 2(k+1) = (A+ BK)x(k) + By(k) + Bo(k) + BO(k) (65)

x(0) = g

O Problema 3 consiste em estimar as dimensoes do atrator dos estados quando

o controlador é dado. Para resolvé-lo, recapitulam-se condi¢oes de setor verificadas
pela nao-linearidade ¢ (MAESTRELLI; COUTINHO; SOUZA, 2012) e (KHALIL,
1996)):

Lema 3. Para ¥(u) = q(u) — u com q(u) definido em (17)-(18), u = Kx € R?, e
denotando 1 (u) = ¢ por simplicidade de notagao, a sequinte relagdo € verificada:

(v +0Kx)S1(¢p —0Kx) <0 (66)
para qualquer matriz positiva definida S; € RP*P,

Demonstragao. Uma andlise da Figura 9 permite extrair as seguintes conclusoes
sobre :
Quando ¥ < 0, tem-se:

v+ o0Kx >0
v —0Kx <0

Quando ¥ > 0, tem-se:

Y+ 0Kz >0
Y—0Kx <0

Quando 1 = 0, (66) torna-se:

(6Kz)' S1(—0Kz) <0
Portanto, as trés situagoes permitem concluir que (66) é verificada.
O
Para as condigoes de setor originadas pela saturagao, utiliza-se o Lema 2 (rees-

crito com Sy € RP*P em lugar de S3 por uma questao de clareza:

¢'So(p+1+ Kr+ Gr) <0 (67)

Para a nao linearidade 6(u), pode-se formular uma condicao de setor semelhante

a que delimita a zona-morta no caso do quantizador uniforme (primeira equagao do
Lema 1):

Lema 4. Para todo 0(v) = dz(v) — v e denotando 6(v) = 6 por simplicidade de
notacdo, a sequinte relacdao € verificada:

9/5309 - t?”(53>€2 S 0 (68)

para qualquer matriz positiva definida Sz € RP*P,
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A demonstracao do Lema 4 é semelhante a primeira parte da demonstracao do
Lema 1. Utilizando os Lemas 2-4, a seguinte Proposicao para resolver o Problema
3 pode ser formulada.

Proposicao 3. Considerando o sistema definido em (65), com densidade da quan-
tizagcao p, limite da saturagao ug, limite da zona-morta € e controlador de ganho K,
se existir uma matriz simétrica positiva definida W € R™™ "™ trés matrizes diagonais
positivas Ry, Ry, Sz € RP*P, uma matriz Z € RP*", dois escalares positivos 1, To e
um escalar o, 0 < v < 1, satisfazendo as condigoes (69)—(71):

(o —am —1)W 0 -WK' -2 0 W(A+BK) WK']
* —Rl —Rl 0 RlB/ 0
* * —2R, 0 RyB’ 0
* % % —Ss B’ 0 <0 (69)
* * * 4 0
I * * * * * —5—12R1_
tr(S3)e> + 7 — T <0 (70)
oW 7.
(@) P —
{Z(i) u§]>0,z 1,....p (71)

entio, Yx(0) € S\, as trajetdrias do sistema (65) convergem em um tempo
finito para o conjunto .%,, com %, e .Yy idénticos aos do caso com quantizadores
uniformes, definidos em (45)-(46). Ademais, %y e ., sao conjuntos positivamente
invariantes com relag¢io a (65).

Demonstracao. Aplicando o S-procedure juntamente com os Lemas 24, se

AV(z) — r(2’aPx — 1) — 7o(1 — 2'Px) — (¢ + §Kz)'S1 (¢ — §Kx)
—2¢/Sy(¢p+ 1+ Ko+ Ga) — 0S50 +tr(S3)e> <0 (72)

segue que AV (x) <0, Vo € A\, ¢ satisfeita, dado que x € S(up).
Desenvolvendo (72) com o uso da equagdo (65) e considerando & = [z' ¥ ¢ 0]
é possivel reescrever (72) como segue:
EMEFtr(Ss)E+11— T <0 (73)
onde 4] é dado por (74).

P(TQ—Ole—l) 0 —K/SQ—G/SQ 0

+62K'S1 K
N = * -5 —S9 0
* * —252 0
* * * —S3 (74)
(A+ BK)'
Bl

P[(A+BK) B B B]
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E evidente que (73) serd satisfeita se garantirmos (70) e 4 < 0. Sobre esta
ultima inequacao aplica-se o complemento de Schur duas vezes. Multiplicando a
esquerda e & direita por diag(P~*, Sy, S5, I,1,1) e com a mudanca de varidveis
Pl'=W,GP =2 5""=R;, eS;' = R,, obtém-se a relacio (69).

Para provar a invariancia de .#,, basta verificar que, para algum escalar positivo
T3,

2k + )Pk + 1) — 1 — my(2' (k) Pa(k) — 1) < 0 (75)

Entao, escolhendo —73 = 7 — a1; — 1 e seguindo o mesmo raciocinio da prova
analoga no caso uniforme, segue que (69)—(70) implicam em (75) com 73 > 0.

Finalmente, a satisfagdo da relacdo (71) implica que o elipsdide .4y = E(aP)
estd contido no conjunto poliédrico S(ug) definido em (40). Assim, conclui-se a
demonstracao.

O

4.3.2 Resultados de sintese de controlador — Problema 4

O Problema 4 consiste em sintetizar um controlador por realimentagao de estados
que minimize a estimativa das dimensoes do atrator quando a quantizagao na entrada
da planta é logaritmica. A solucao é facilmente derivada dos resultados para o
Problema 3 com uma simples mudanga de variaveis. A seguinte Proposicao pode
entao ser formulada:

Proposicao 4. Considerando o sistema definido em (65), com densidade da quan-
tizacao p, limite da saturagao ugy e limite da zona-morta €, se existir uma matriz
simétrica positiva definida W € R™ ", trés matrizes diagonais positivas Ry, Ro,
Sy € RP*P | duas matrizes Y, Z € RP*™, dois escalares positivos 1, 7o e um escalar
a, 0 < a <1, satisfazendo as condigoes (76), (77) e (78):

[ Ty — AT] — nw 0 —Y/ - Z/ 0 WA/ + Y/B/ Y/ T
( )
% —Rl —Rl 0 RlB/ 0
* * —2R, 0 RyB’ 0
% % x — S5 B 0 | <0 (76)
* * * W 0
] * * * * * _%Rl_
tr(S3)e? + 71 — 79 < 0 (77)
oW  Z.
(@) ;—
|:Z(i) ug]>0,z 1,...,p (78)

entdo, para K = YW ™, V2 (0) € .#\.A, as trajetorias do sistema (65) convergem
em um tempo finito para o conjunto .%,, com %, e Sy dados por (45) e (46),
respectivamente.

Demonstragao. Pode-se verificar diretamente que a mudanga de varidaveis KW =
Y permite a obtengao de (76) a partir de (69). No restante, a demonstracao é
idéntica a dos resultados do Problema anterior.

O
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4.3.3 Aspectos computacionais

O objetivo na resolucao dos Problemas 3 e 4 é idéntico ao dos Problemas 1 e 2 e,
por isso, as mesmas observacoes sao aplicaveis. Novamente, o tamanho de ., serd
minimizado ao minimizar tr(P~'), ou de modo equivalente, tr(W).

As condigoes (69), (71) e (76) sdo nao-lineares nas variaveis de decisdo, o que
impede de resolver diretamente um problema de otimizacao convexa. Nao obstante,
é possivel contornar esse problema considerando as varidveis 71, 75 € & como parame-
tros fixos de sintonia. Para ser factivel, é estritamente necessario que a condicao (59)
seja respeitada. Depois de encontrar valores factiveis para os parametros fixos de
sintonia, uma busca em grade deve ser realizada para garantir uma escolha eficiente.

Na realizacao de simulacoes, exige-se também que .74 seja grande o suficiente
para conter as condicoes iniciais consideradas. Isso é feito utilizando (79).

/
F a%ﬂ>Qizlwwr (79)

Apos escolher as condigoes iniciais de interesse e tendo fixado 71, 7o e & em valores
factiveis, a otimizacao convexa que resolve o Problema 3 é formulada como segue:

man tr(W)
sob:
(69); (70); (71); (79)

(80)
Para o Problema 4, a solugao pode ser otimizada da seguinte maneira:
man tr(W)
sob:
(76); (77); (78); (79)
(81)

Note que as condigoes W > 0, Ry > 0, Ry > 0, S3 > 0 sao implicitamente
garantidas por (69) e (76).

4.3.4 Exemplo numérico

Seja considerado o mesmo sistema da secao 4.2.4, discretizado com uma taxa de
amostragem de Ts = 0.01s.

Considera-se que a malha de controle é da forma representada na Figura 6, com
densidade de quantizacao p = 0.7391, nivel de saturacao uy = 12.4 e nivel de zona-
morta € = 0.0012. Este quantizador logaritmico possui o mesmo nimero de niveis
positivos que o quantizador uniforme das segoes anteriores (31 niveis). Essa escolha
foi feita com o objetivo de viabilizar uma comparacao justa entre o desempenho dos
quantizadores uniformes e logaritmicos.



o6

Problema 3

Inicialmente, deseja-se resolver um Problema do tipo 3 (andlise de estabilidade
. e 1 -1 =5

com quantizagao logaritmica) com ganho de controlador dado por K = L 0 15 1 4}
(idéntico ao do caso uniforme).

Considera-se também que as condicoes iniciais de interesse valem Loy = Lo =
ZL’Q(3> = 2.

Uma busca em grade permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os
parametros fixos de sintonia: a = 4.2786-107°, 74 = 1.21-107° e 7, = 0.0012. A

solugdo do problema de otimizagao (80) com estes parametros resulta em:

0.9545 0.5108 0.1688
P =10%- 05108 0.9002 0.6042],
0.1688 0.6042 1.4209

cujo traco vale 3.2755 - 10%. Para o elipséide de .%, o traco vale 0.140 (. ficou um
pouco maior do que nos casos com quantizador uniforme).

As Figuras 21 a 24 mostram, respectivamente, o elipsdide de .7, a evolucao dos
estados, dos sinais de controle e da fungdo de Lyapunov V(x) = z/Px para uma
condigao inicial de zp = [2 —2 —1]. A ultima demonstra que os estados nunca
saem do elipsdide de .7, uma vez que V(x) < 1 em regime permanente.

0.04

-0.05 -0.04

Figura 21: Elipséide de .7, na solugao do Problema 3
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Como era esperado, a simulagao confirma a superioridade do desempenho de
sistemas com quantizadores logaritmicos.

Problema 4

Supondo agora que se deseja resolver um Problema do tipo 4 (sintese de con-
trolador com quantizacdo logaritmica), uma busca em grade permite uma escolha
eficiente de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia: o = 4.2786- 1077,
7 =1.21-107"% e 7, = 0.0013. Aqui, além de se confirmar a superioridade do desem-
penho quando o ganho K é sintetizado, serda novamente verificada a superioridade
do desempenho de quantizadores logaritmicos (considerando o mesmo nimero de
niveis de quantizacao dos exemplos nas secoes anteriores, isto é, o mesmo nimero
de bits).

A solucao do problema de otimizagao (81) com estes parametros resulta em:

106779  —0.5418 —7.0948

K= 3.0219  5.7212 5.5884

2.2124 0.7294  —1.5139
P=10%-| 0.7294 1.5591  —0.6808 |,
—1.5139 —0.6808  5.0021

cujo traco vale 8.7736 - 10° (ou seja, .7, neste caso é menor do que no caso onde K
foi dado). Para o elipsdide de %, o trago vale 0.375 (% ficou um pouco menor do
que no caso anterior).

As Figuras 25 a 28 mostram, respectivamente, o elipsdide de .7, a evolugao dos
estados, dos sinais de controle e da fungdo de Lyapunov V(x) = z/Px para uma
condigao inicial de zg =[2 —2 —1]".

Observe que, nos dois ultimos casos, surgem pontos de pseudo-equlibrio em torno
dos quais os estados oscilam. No caso logaritmico, estes se situam em algum ponto
dos planos € = K1z, —e = K12, e = Kox e —e = Kox.

0.02—

0.01

-004 —go3 002

Figura 25: Elipséide de ., na solugao do Problema 4
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Figura 27: Evolugao das entradas na solugao do Problema 4
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Figura 28: Evolugao da func¢ao V(x) = 2’ Px na solugao do Problema 4

Como era esperado, a simulagao confirma a superioridade do desempenho de
sistemas com quantizadores logaritmicos, em termos de dimensoes do atrator.
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4.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, foram apresentadas solugoes para problemas de analise e otimiza-
gao do atrator dos estados de sistemas lineares (instdveis em malha aberta) afetados
por quantizacao, saturagao e zona-morta na entrada da planta. Foram considerados
quantizadores uniformes e logaritmicos. Em ambos casos, o atrator é inicialmente
estimado para um controlador de ganho K dado. Posteriormente, obtém-se a sintese

de K com o objetivo de minimizar o atrator dos estados.

A Tabela 1 retoma os resultados obtidos para os exemplos numéricos do capitulo,

para fins de comparacao. Com base no exposto, é possivel concluir que:

e Com a sintese de um controlador que leve em conta a quantizacao, é possivel
reduzir o atrator dos estados (.#,). Note que, quanto maior o trago do elipséide

(tr(P)), menor é o seu tamanho.

e A quantizacao logaritmica permite um resultado melhor em termos de tamanho

do atrator.

Tabela 1: Resumo dos resultados obtidos no Capitulo 4

Problema 1 (quantiz. unif.),

1 -1 =5
ComK:[lo 15 14]

Minimiz. de .%,:
tr(P) = 43.6473
Maximiz. de .%:
tr(aP) =0.205

Problema 3 (quantiz. log.),
w_[1 -1 =5
MR 110 15 14
Minimiz. de .%,:
tr(P) = 3.2755 - 10°

Maximiz. de .%:
tr(aP) = 0.140

Problema 2 (quantiz. unif.)

Sintese de K:
~10.6137 —0.3853 —10.4675
©19.2395 17.0548  14.6553

Minimiz. de .%,:
tr(P) = 86.8754
Maximiz. de .%:
tr(aP) =0.226

K

|

K

Problema 4 (quantiz. log.)

Sintese de K:
~10.6779 —0.5418 —7.0948
©[3.0219 5.7212  5.5884

Minimiz. de .%,:
tr(P) = 8.7736 - 10°
Maximiz. de .%:
tr(aP) =0.375

No préximo capitulo, serao apresentados resultados para os problemas investi-

gados quando o sistema ¢é estavel em malha aberta.
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5 RESULTADOS NO CASO DE SISTEMAS ESTAVEIS

5.1 Introducao

No capitulo 3, foram apresentados os problemas investigados e o sistema con-
siderado. Nesse capitulo, serao apresentadas as solugoes propostas para os quatro
problemas referentes aos sistemas estaveis em malha aberta, bem como exemplos
numéricos.

Os resultados deste capitulo consideram um sistema (estdvel em malha aberta)
controlado por realimentacao estatica de estados. Considera-se ainda que o sinal
de controle é afetado por nao-linearidades do tipo quantizagao, saturagao e zona-
morta, e pretende-se medir o desempenho por meio do coeficiente de decaimento
exponencial garantido do sistema (u), que satisfaz a seguinte relacao:

V(z(k+1)) < pV(x(k)),Vk >0 (82)

ou, de forma equivalente,

AV (@) = V(alk + 1) =V (¢(k) < (1= DV (2(k)) (83)

onde V(x) = 2/ Pz é uma funcao candidata quadrética de Lyapunov. Quando (82) é
satisfeita, segue que as trajetérias convergem exponencialmente para a origem com
um coeficiente de decaimento p (se 0 < pu < 1).

Diferente do caso do capitulo anterior, a trajetéria normalmente converge para
a origem sem a ocorréncia de ciclos-limite ou comportamento cadtico pois, quando
os sinais de controle entram na regiao da zona-morta, o sistema se comporta como
em malha aberta (total ou parcialmente), que é estéavel. Por outro lado, o desempe-
nho dentro da regiao da zona-morta normalmente ¢ inferior ao do sistema quando
controlado (pois, se nao o fosse, nao faria sentido controld-lo).

Para a andlise de desempenho do sistema de controle sem considerar o efeito
da zona-morta, pode-se considerar a exclusao de um conjunto elipsoidal .7, cen-
tralizado na origem, no espaco dos estados. .7, foi definido no Capitulo 3 e é
apresentado novamente em (84). Este elipséide deve ser suficientemente grande
para que a influéncia da zona-morta seja mitigada, e um coeficiente de decaimento
exponencial minimo seja efetivamente encontrado. Mais adiante, serd apresentada
uma maneira de alcancar esse objetivo com o uso de ferramentas computacionais.

Som =E(P)={x e R": 2’ Pz <1} (84)

Como podera ser observado na sequéncia, um coeficiente de decaimento expo-
nencial muito pequeno pode ser valido apenas fora de um elipsdide excessivamente
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grande. Nesse caso, ¢é interessante fixar um coeficiente de decaimento exponencial
em um valor aceitavel (préximo do minimo) e minimizar o elipséide. Assim, tem-se
um compromisso entre o desempenho pretendido e a abrangéncia da validade do
mesmo.

A saturacao, por sua vez, além de degradar o desempenho, pode comprometer
a estabilidade global do sistema. Porém, como pretendemos avaliar a influéncia
exclusiva da quantizacao, o comportamento saturado sera excluido da analise. Isto
é, o enfoque serd avaliar a influéncia da quantizacao no desempenho, somente quando
os estados do sistema estiverem na regiao em que nao ocorre a saturacao do controle,
S(K,up), definida no Capitulo 3 e apresentada novamente em (85).

S(K,up) = {z € R"; —uyg < Kz <o, Vi € {1,...,p}} (85)

Visto que estamos analisando o desempenho do sistema desprezando o compor-
tamento saturado, porém sem a garantia de que o sistema nao satura, é importante
verificar que a origem ¢é globalmente assintoticamente estdvel. Caso haja interesse,
uma analise semelhante poderia ser realizada considerando apenas estabilidade local
(e com isso, seria necessario determinar a regiao de estabilidade local).

Com respeito a quantizagao, ela ocorre na entrada da planta e pode ser do tipo
uniforme (nos dois primeiros problemas deste capitulo) ou logaritmica (nos dois
ultimos). Para cada um dos tipos de quantizacdo, o primeiro problema trata da es-
timativa do coeficiente de decaimento exponencial garantido quando o controlador é
dado. O segundo problema trata da sintese de um controlador que nao apenas esta-
bilize o sistema, mas que proporcione o menor coeficiente de decaimento exponencial
possivel.

Conforme apresentado no Capitulo 3, a seguinte equagao descreve um sistema
de controle sob o efeito da quantizacao uniforme finita:

{ z(k+1) = (A+ BK)x(k) + Bi(k) + Bo(k) (86)

z(0) = xg

No caso da quantizacao logaritmica finita, deve ser acrescentado o termo referente
ao erro da zona-morta:

(87)

{ w(k +1) = (A+ BE)a(k) + Bu(k) + Bo(k) + BO(k)
z(0) = xg

Antes de apresentar as solugoes para os problemas introduzidos no Capitulo 3,
serao apresentados dois problemas de otimizacao para avaliar o desempenho de plan-
tas estaveis em duas situagoes: a primeira, em malha aberta, e a segunda, em malha
fechada na auséncia das nao-linearidades estudadas (saturacao, quantizac¢ao e zona-
morta). Tais problemas de otimizacdo permitirao verificar o quanto o desempenho
de um sistema de controle sujeito a quantizacao finita é superior ao do sistema esta-
vel em malha aberta, e o quanto o mesmo ¢ inferior ao do sistema de controle ideal
(sem as nao-linearidades).

5.2 Sistema de controle na auséncia de nao-linearidades

5.2.1 Em malha aberta

Em malha aberta, os sistemas (86) ou (87) tornam-se:
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z(k+1) = Az(k) (88)

Para este caso, considerando V(z) = 2'Px, com P = P' > 0, (82) é verificada
se:

¥ (A'PA — uP)x <0 (89)

Portanto, pode-se encontrar o coeficiente de decaimento exponencial garantido
do sistema em malha aberta com o seguinte problema de otimizacao:

min u, sob: AAPA— puP <0 (90)

Uma das maneiras de resolver esse problema é utilizar uma ferramenta computa-
cional para a minimizagado em um Problema de Autovalor Generalizado ( Generalized
Figenvalue Problem - GEVP). Maiores detalhes sobre o GEVP sao apresentados, por
exemplo, em (MOLER; STEWART, 1973). Para obter um problema de otimizagao
no formato GEVP, basta isolar o termo com g em (90), obtendo:

min p, sob: A'PA < uP (91)

5.2.2 Em malha fechada, sem quantizagao finita

Na auséncia da saturacdo, quantizagdo e zona-morta, os sistemas (86) ou (87)
tornam-se:

o(k+1) = (A+ BK)z(k) (92)

Para o sistema anterior, considerando V(x) = 2'Px, com P = P’ > 0, (82) é
verificada se:

2'((A+ BK)P(A+ BK) — puP)z <0 (93)

Caso se queira avaliar o coeficiente de decaimento exponencial garantido para um
determinado ganho K dado, tal objetivo pode ser alcangado por meio do seguinte
problema de otimizagao (ja no formato GEVP):

min p, sob: (A+ BK)' P(A+ BK) < uP (94)

Caso se queira determinar o ganho K que viabilize o menor p possivel, deve-se
aplicar o complemento de Schur em (93), obtendo:

Hp (A fpj‘tﬁ()/} <0 (95)

Multiplicando (95) & esquerda e & direita por diag(P~',I) e com a mudanca de
varidveis P~' = W e KP~! =Y, pode-se encontrar K que minimiza o coeficiente
de decaimento exponencial garantido do sistema de controle, a partir do seguinte
problema de otimizagao (ja no formato GEVP):

. 0 Y'B +WA W 0
min , sob: [* W < . 0 (96)
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5.2.3 Exemplo numérico

Seja considerado o circuito elétrico da Figura 29, retirado de (HAYKIN; VAN
VEEN;, 2001), onde as matrizes do sistema sao:

1 1 1
“om tor an 1
A(tempo continuo) — 1 1 12 1 1 2 ’ B(tempo continuo) — OloRl (97)
Ca R, - CoRy

Wy Wy

R1 R2

u(t) C) x1(t) i:: c1 x2(t) i:: c2

Figura 29: Circuito elétrico do exemplo numérico

Assume-se que Ry = C; =1 e Ry = (5 = 2. Este sistema, amostrado com uma
taxa de Ts = 0.01s e retencao de ordem zero, torna-se:

= (98)

A 0.9851  0.0050 B 0.0099
~10.0025  0.9975| 0.0000

Os autovalores de A sao A1 = 0.9842 e Ay = 0.9984, ambos dentro do circulo de
raio unitdrio (ou seja, o sistema em malha aberta é estével).

Resolvendo-se o problema de otimizagao em (91), obtém-se p = 0.9969 em malha
aberta.

As Figuras 30 e 31 mostram, respectivamente, a evolu¢ao dos estados, para uma
condi¢ao inicial de zg = [10 — 10]’, e o coeficiente de decaimento exponencial p no
instante k, dado por:

V(z(k+1))

V(x(k)
0.5936  —0.2154
—0.2154  0.1101 |-

Nota-se que p(k) jamais ultrapassa o valor estimado pelo problema de otimizagao
(atingindo no maximo 0.9969).

Em malha fechada, para um controlador dado com ganho estabilizante K =
(-2 —20] (autovalores de malha fechada A; = 0.9813 4 0.0148i e Ay = 0.9813 —
0.0148i), a resolugao do problema de otimizagao (94) fornece p = 0.9635. As Figuras
32 e 33 mostram a evolugao das mesmas variaveis do caso anterior. O valor maximo
atingido por p é 0.9634.

Por fim, o problema de otimiza¢do em (96) s6 tem sentido se considerarmos
alguma restricao ao desempenho, pois ele permite a obtencao de um coeficiente de
decaimento exponencial infinitamente rapido (tendendo a zero). Na sequéncia, serd
visto como este coeficiente de decaimento exponencial fica bastante limitado quando
hé& quantizacao finita.

(k) = (99)

com V(z(k)) = 2'(k)Px(k) e P=10"-
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x(k)

4 .

—6F .

-8 .

-10

| | | |
500 1000 1500 2000 2500
k

Figura 30: Evolugao dos estados do sistema em malha aberta

1.005

0.995

0.99

mu(k)

0.985

0.98

0.975

—mu(k)
——mu garantido | -

0.97

1 1 1 1
0'9650 500 1000 . 1500 2000 2500

Figura 31: pu(k) do sistema em malha aberta

40

x(k)

1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500
k

Figura 32: Evolugao dos estados do sistema em malha fechada sem quantizagao
finita, com K dado
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0.9636

0.9635

0.9634

0.9633 a

< 0.9632 .
=1
E 0.9631 .
0.963 .
0.9629 N
—mu(k)
0.9628~ ——mu garantido | |
0.9627 L L i I
0 500 1000 1500 2000 2500
k

Figura 33: (k) do sistema em malha fechada sem quantizagao finita, com K dado

5.3 Sistema com quantizador uniforme

5.3.1 Resultados de andlise de estabilidade — Problema 5

O Problema 5 consiste em estimar o coeficiente de decaimento exponencial ga-
rantido quando a quantizagao na entrada da planta é uniforme e o controlador é
dado. Para resolvé-lo, o Lema 1 do capitulo anterior pode novamente ser utilizado,
pois o erro da quantizagao v satisfaz as mesmas condigoes de setor.

Além deste, pode-se fazer uma pequena adaptacao no Lema 2 para que a condicao
de setor do erro de saturagao ¢ seja globalmente verificada (TARBOURIECH et al.,
2011). No Capitulo 4, mostrou-se que a seguinte condicao ¢é verificada localmente:

@' Sy <sat(q(K:v)) + Ga:) <0 (100)

para qualquer matriz diagonal positiva definida S5 € RP*?_ desde que x € S(ug) com
S(ug) = {z € R";—ug < Gw <uo, Vi€ {1,...,p}} (101)

Da definicao de S(ug), segue que (100) é globalmente verificada se, em (101),
tem-se ug = oo ou G = 0. Utilizando-se esta ultima igualdade em (100), o seguinte
lema pode ser formulado:

Lema 5. Para todo qﬁ(q(u)) = sat(q(u)) —q(u), a sequinte relagao € verificada glo-
balmente :

&' (q(w)) S5 (sat (q(w)) ) <0 (102)

para qualquer matriz diagonal positiva definida Ss € RP*P,

A condicao (102), combinada com ¥ (v) := q(v) —v, ¢(v) := sat(v) —veu= Kz,
e denotando ¥ (v) =1 e ¢(v) = ¢ por simplicidade, pode ser escrita como:

¢'Ss(p+1v+ Kzx) <0 (103)
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Utilizando os Lemas 1 e 5, a seguinte Proposicao para resolver o Problema 5 pode
ser formulada:

Proposicao 5. Dado um sistema linear definido em (86), com passo da quantiza¢do
A, limite da saturacdo ug e controlador de ganho K, se existir uma matriz simétrica
positiva definida P € R™", cinco matrizes diagonais positivas definidas Sy, Sa, Ss,
S4, S5 € RP*P dois escalares positivos 71, To € um escalar u, p < 1 satisfazendo as

condicoes (104)-(108):

(A+ BK)P(A+ BK) (A+BK)YPB—K'S, (A+ BK)PB—K'S,

—l—P(7'1 — 1) <0
. B'PB— S, — 25, B'PB — 53
i . B'PB — 25,
(104)
tr(S1)A% — 71, <0 (105)
(A+ BK)'P(A+ BEK) + P(r, = p) (A+ BK)'PB - K'S;) _ (106)
* B'PB — 5, — 255
tr(Sy)A* — 1, <0 (107)
P K,
{Km U e

entdo, a origem do sistema em malha fechada é globalmente estdvel. Ademais, para
o comportamento do sistema em malha fechada, Vx € S(K, ug)\-Som, garante-se que
os estados do sistema decairao exponencialmente com uma taxa menor que (.

Demonstragao. Primeiramente, deseja-se provar que, Vz(0) € R"\.7,,,, a tra-
jetéria do sistema (86) converge para .%,,, caracterizando a estabilidade global da
origem. Considerando a fun¢ao quadrdtica de Lyapunov V (z) = 2’ Px, essa condi¢ao
é verificada se:

AV (z) =V (z(k+1)) = V(z(k)) <0, VaeR"\I%p,. (109)
Cabe lembrar que:
RN\ = {z € R": (1 —2'Pzx) <0} (110)
Aplicando-se o S-procedure juntamente com os Lemas 1 e 5, se

AV (z) =7 (1—2'Px) =/ Syap+tr(Sy) A% =20 So (Y+ K ) —2¢' Sy(p+1p+Kx) < 0
(111)

segue que (109) é satisfeita.
Desenvolvendo (111) com o uso da equagao (86), é possivel reescrever (111) como
segue:
x
[ W ¢ Ay || +tr(S))A? -7 <0 (112)
¢
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onde .4, é dado em (113).

[(A+ BK)P(A+ BK) [(A+BK)YPB [(A+ BK)PB

o +P(T1 - 1)] —K/SQ] —K/53]
%1 o * B/PB - Sl - 252 B/PB - Sg (113)
* * B'PB —25;

Segue entdo que (112) sera satisfeita se garantirmos (104) e (105). Assim, a
verificacao dessas duas inequagoes garante a convergéncia das trajetorias para .%,,.

Para completar a prova da estabilidade global, deve-se mostrar que .%,,, é um
conjunto positivamente invariante. Isto é provado se garantirmos que x(k+1)" Pz (k+
1) < 1 sempre que z(k) Px(k) < 1 (i.e., quando x € .%,,,). Para que isso ocorra,
devemos verificar que, para algum escalar positivo 73,

Z(k+1)Px(k+1)—1—m(2'(k)Px(k) —1) <0 (114)
A 1ltima inequacao é verdadeira se pudermos verificar que

tr(S1)A* +73—-1<0 (115)

'(k+ 1)Px(k + 1) — 732’ (k) Pz(k)
'S = 20" Sy (Y + Kx) — 2¢'S3(¢ + b + Kx) <0

Escolhendo —73 = 71 — 1, verifica-se diretamente que (116) é implicada por
(104) e (115) é implicada por (105). Entao, se (104) e (105) sao satisfeitas, .7, é
positivamente invariante. Observe que a condi¢ao 73 > 0 é implicitamente garantida
por (104), pois caso nao fosse, esta tltima nao teria solucao.

Verificada a estabilidade global, é necessario verificar o coeficiente de decaimento
exponencial garantido quando = € S(K, ug)\-%m. Neste caso, ¢ = 0 e o sistema
(86) pode ser reescrito como:

(116)

z(k+1) = (A+ BK)x(k) + By(k) (117)

Agora, aplicando-se o S-procedure em (83) juntamente com o Lema 1 e (110), se

AV (z) — 7o(1 — 2’ Px) — ¢'Syap + tr(Sy)A? — 2¢/'Ss5(v + Kz) < (1 — 1)V((x) |
118

garante-se que os estados do sistema decairao exponencialmente com uma taxa me-

nor que u, Vo € S(K,up)\Som. O elipséide de .7, é excluido ao considerarmos

(1 —a'Pz) <0, e o comportamento saturado foi excluido ao considerarmos ¢ = 0.
Substituindo (117) em (118) e expandindo a relac¢ao anterior, obtém-se:

X
[ W @) Ay, || +tr(S)A* — 74 <0 (119)
¢

onde A4, é dado em (120).
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Ly, — [(A+ BEYP(AS BE) + Pl —p) (A+ BKYPB=K'S]
w = « B'PB— S, — 25;
Assim, (119) sera satisfeita se garantirmos (106) e (107) e u é o coeficiente de
decaimento exponencial garantido Vo € S(K, up)\-S%m-
Finalmente, a satisfagdo da relacdo (108) implica que o elipséide .7, = E(P)
esta contido no conjunto poliédrico S(K, ug) definido em (85). Com isso, a demons-
tracao é concluida.

O

Observagao 1. Caso a relagao (108) nao seja verificada, o problema perde o seu
sentido prdtico, pois a estimativa do coeficiente p teria validade apenas para uma
regido extremamente restrita de S(K, ug).

5.3.2 Resultados de sintese de controlador — Problema 6

O Problema 6 consiste em sintetizar um controlador por realimentacgao de esta-
dos que minimize a estimativa do coeficiente de decaimento exponencial garantido
quando a quantizacao na entrada da planta é uniforme. A solucao é facilmente deri-
vada dos resultados para o Problema 5 em trés passos. A seguinte Proposicao pode
ser formulada:

Proposicao 6. Dado um sistema linear definido em (86), com passo da quantizagdo
A e limite da saturacdo ug,se existir uma matriz simétrica positiva definida W €
R™ ™ cinco matrizes diagonais positivas definidas Si, Sa, R3, S4, S5 € RP*P uma
matriz’ Y € RP*" dois escalares positivos 11, 15 e um escalar p, p < 1 satisfazendo
as condigoes (121)-(125):

W(r —1) -Y'S, Y WA +Y'B
* -5 —25y, -1 B’
* * —2R5 RsB' <0 (121)
* * * —W
tr(S))A? — 7, <0 (122)
W(TQ — ,u) —Y/S5 WA + Y'B’
« — 5, — 255 B <0 (123)
* * —-W
tr(Sy)A* — 15 <0 (124)
w Y/
(0 -
|:Y(i) u%] >0,i=1,...,p (125)
entdo, para K = YW, que a origem do sistema em malha fechada é global-

mente estdvel. Ademais, para o comportamento do sistema em malha fechada,
Ve € S(K,up)\Som, garante-se que os estados do sistema decairdo exponencial-
mente com uma taxa menor que [i.
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Demonstracao. Para se obter a relagao (121), basta aplicar o complemento de
Schur em (104), resultando em:

P(Tl — 1) —K/SQ —K/33 (A + BK)/

* -5, — 28 -S B’
* 1 * 2 —253 B’ <0 (126)
* * * —p!

Multiplicando-se (126) & esquerda e & direita por diag(P~', 1,55, 1) e com a
mudanca de varidveis W = P~ Y = KP™' e R3 = S;', obtém-se (121).

Para se obter a relacao (123), basta aplicar o complemento de Schur em (106),
multiplicar & esquerda e & direita por diag(P~',I,I) e utilizar a mesma mudanca
de varidveis da inequacao matricial anterior.

As condigoes (122) e (124) sao idénticas a (105) e (107).

Por fim, (125) deriva de (108) com a multiplicacdo, a esquerda e a direita, por
diag(P~*,I), com a mesma mudanca de varidveis das inequacdes matriciais anteri-
ores.

O

5.3.3 Aspectos computacionais

O objetivo na resolugao dos Problemas 5 e 6 é de determinar o menor coeficiente
de decaimento exponencial p garantido dentro de S(K, ug)\-%%m, para um ganho
K dado ou sintetizado. Uma das maneiras de alcanca-lo é utilizar uma ferramenta
computacional para a minimizacao em um Problema de Autovalor Generalizado
(Generalized Figenvalue Problem - GEVP). Para obter os problemas de otimizagao
no formato GEVP, basta isolar o termo com p em (106) e (123), obtendo:

(A+ BK)P(A+ BK)+nP (A+BK)PB-K'S] _ [P 0 (127)
X B'PB — S, — 25s Hlo o
W —Y'S, WA +Y'B W 0 0
«  —S,—25; B <ulx 00 (128)
* * —W * x 0

Pode-se notar que as condigoes (104), (121), (127) e (128) nao sao lineares nas
variaveis de decisao, o que impede de resolver diretamente um problema de otimiza-
¢ao convexa. HEsse empecilho pode ser contornado considerando as variaveis 7, e 7o,
além de Sy e S5 (apenas na Proposigao 6), como parametros fixos de sintonia. Para
ser factivel, é estritamente necessario que as seguintes condigoes sejam respeitadas:

To<pu ; 1<l (129)

Uma busca em grade deve ser realizada para garantir uma escolha eficiente destes
parametros. Entao, dados 71 e 73, os problemas de otimizagao convexa que serao
usados para resolver o Problema 5 sao formulados como segue:

P> 0;
min [, sob: S1>0; Sy >0; S3>0; Sy>0; S5 >0; (130)
(104); (105); (127); (107): (108)
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Para o Problema 6, fixam-se 71, 7, Sy e S5, e a solugao pode ser otimizada
considerando:

W > 0;
min [, sob: S1>0; Ry > 0; 5S4 > 0; (131)
(121); (122); (128); (124); (125)
Caso se queira fixar um coeficiente p e reduzir o tamanho do conjunto .7,
podem-se formular problemas de otimizacao semelhantes aos anteriores com o obje-

tivo de minimizar —tr(P) ou tr(W). Neste cendrio, dados 71 e T2, os problemas de
otimizacao convexa para resolver o Problema 5 sao formulados como segue:

P >0
min — tr(P), sob: S1>0;5,>0; S3>0;5,>0; 55 >0; (132)
(104)—(108)

Ja o Problema 6 pode ser resolvido considerando (dados 71, 72, Se e Ss):
W > 0;
man tr(W), sob: ¢ S; > 0; Ry > 0; Sy > 0; (133)
(121)-(125)
5.3.4 Exemplo numérico

Seja o mesmo sistema da Secao 5.2.3. Considera-se que a malha de controle é
da forma representada na Figura 1, com passo da quantizacao A = 0.01 e um nivel
de saturacao uy = 81.91. Observe que este quantizador possui 8191 niveis positivos
(ou 16383 niveis no total, requerendo uma implementagao com 14 bits.

Problema 5 — com minimizagao de p

Inicialmente, assume-se que o ganho do controlador é dado por K = [—2 —20] ,
o mesmo que foi dado na Secao 5.2.3.

Para resolver o Problema 5, uma busca em grade permite uma escolha eficiente de
valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7y = 1-107%
e =1-10"". Com estes, a solucdo do problema de otimizacdo (130) resulta em:

0.0078  0.0671
tr(P) = 0.0687
1t = 0.9780

p_ [0.0016 0.0078}

Ao final deste capitulo, estes resultados serao retomados para fins de comparacao
de todos os casos considerados.

As Figuras 34 a 38 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
i garantido nao ¢é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xg = [10 — 10]', a evolugao da fung¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial p(k). Nesta tltima, percebe-
se que, para o comportamento nao saturado e fora de ., (instantes entre as linhas
vermelha e amarela), o coeficiente p respeita a estimativa do problema de otimizagao.
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Figura 34: Elipséide de .%,,, na solu¢ao do Problema 5

.

x(k)

-5 -

~10= ] i i i i
00 100 200 300 400 500 600

Figura 35: Evolucao dos estados na solugao do Problema 5

—ul
— sat-non sat.

50~ hl

100

u(k)

=100 T

1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Figura 36: Evolucao das entradas na solugao do Problema 5. A linha vermelha
vertical indica o instante em que ocorre a transicao entre o comportamento saturado
e nao saturado (k = 41).
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limite Szm
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Figura 37: Evolucao de V(z) = 2/ Pz na solugao do Problema 5. A linha amarela
vertical indica o instante em que os estados adentram .7, (k = 54).
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Figura 38: p(k) na solu¢ao do Problema 5
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Problema 5 — com minimizacao do elipséide de .%,,,

Pode-se observar que o elipséide de .7, possui dimensoes muito grandes (tr(P) =
0.0687), o que mostra que o coeficiente p = 0.9780 é garantido para um subconjunto
muito restrito do espago de estados. Isso é confirmado pelo grafico de u(k), pois o
periodo em que se garante p(k) < 0.9780 é extremamente curto (Ak = 13).

Em vista disso, pode-se relaxar a exigéncia de um p tao pequeno e resolver o
Problema 5 com o problema de otimizacao (132). Para p = 0.9850, uma busca em
grade permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os parametros fixos
de sintonia, respectivamente, 7, = 0.0017 e 75 = 0.0012. Com estes, a solucao do
problema de otimizagao (132) resulta em:

P —10°. {0.0361 0.1427}

0.1427 1.1384
tr(P) = 1.1745 - 10°
(com p = 0.9850)

Percebe-se que o elipsoide de .7, é consideravelmente menor do que no caso
anterior.

As Figuras 39 a 43 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
1 garantido nao ¢é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xy = [10 — 10]’, a evolucao da fun¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial u(k). Nesta tltima, percebe-
se que, para o comportamento nao saturado e fora de .7, (instantes entre as linhas
vermelha e amarela), o coeficiente i respeita a estimativa do problema de otimizagao.
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Figura 39: Elipséide de .7, na solu¢ao do Problema 5, com u = 0.9850
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Figura 40: Evolucao dos estados na solucao do Problema 5, com p = 0.9850
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Figura 41: Evolugao das entradas na solugao do Problema 5, com p = 0.9850. A
linha vermelha vertical indica o instante em que ocorre a transi¢ao entre o compor-
tamento saturado e nao saturado (k = 41).
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Figura 42: Evolugao de V(x) = 2/ Px na solugao do Problema 5, com p = 0.9850. A
linha amarela vertical indica o instante em que os estados adentram .7, (k = 439).
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Figura 43: p(k) na solu¢ado do Problema 5, com p = 0.9850

Problema 6 — com minimizacao de p

Supondo agora que se deseja sintetizar o controlador com o objetivo de minimizar
o coeficiente p (Problema 6), uma busca em grade permite uma escolha eficiente
de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7 =
1.0066 - 1078, 75 = 1.0297- 1077, Sy = 1.7537-107% ¢ S5 = 2.1577 - 10~°. Com estes,
a solucao do problema de otimizacao (131) resulta em:

K = [-66.1845 —363.9348]

p_ [08127 44421
= |4.4421  35.6252

tr(P) = 36.4379
1t = 0.9685

O resultado indica que, com a sintese de um ganho K que minimiza o coeficiente
de decaimento exponencial, é possivel obter um coeficiente melhor do que quando
K ¢ dado.

As Figuras 44 a 48 mostram, respectivamente, o elipséide de .%,,, para o qual
i garantido nao ¢é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xy = [10 — 10]', a evolugao da func¢ao de Lyapunov V(z) =
x(k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial p(k). Nesta tltima, percebe-
se que, para o comportamento nao saturado e fora de .%,,, (instantes entre as linhas
vermelha e amarela), o coeficiente p respeita a estimativa do problema de otimizagao.
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Figura 45: Evolucao dos estados na solucao do Problema 6
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Figura 46: Evolucao das entradas na solugao do Problema 6. A linha vermelha
vertical indica o instante em que ocorre a transicao entre o comportamento saturado
e nao saturado (k = 51).
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Figura 47: Evolucao de V(z) = 2’ Pz na solu¢ao do Problema 6. A linha amarela
vertical indica o instante em que os estados adentram .7, (k = 237).
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Figura 48: p(k) na solu¢ao do Problema 6

Problema 6 — com minimizacao do elipséide de .%,,,

Caso as dimensoes do elipsoide de .7,,, nao sejam consideradas satisfatorias
(tr(P) = 36.4379), pode-se relaxar a exigéncia de um p tao pequeno e resolver o
Problema 6 com o problema de otimizac¢ao (133). Para p = 0.9850, uma busca em
grade permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os parametros fixos
de sintonia, respectivamente, 71 = 0.0030, 7 = 7.6396 - 107*, S, = 0.1867 e S5 =
16.4885. Com estes, a solugao do problema de otimizagao (133) resulta em:

K =[-101.7211  —234.2800]

0.2998 0.6712
0.6712 4.8162

tr(P) = 5.1160 - 10°
(com p = 0.9850)

P:106~{
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Percebe-se que, relaxando a exigéncia de p minimo, pode-se obter um elipséide
de .¥,,, com dimensoes muito menores do que no caso anterior. Além disso, com a
sintese de K, o elipséide de .7, é menor do que quando K é dado.

As Figuras 49 a 53 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
i garantido nao é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condi¢ao inicial de zo = [10 — 10|, a evolugdao da fun¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Pz(k) e o coeficiente de decaimento exponencial u(k). Percebe-se que, devido
as dimensoes reduzidas de .%,,,, V() demora mais tempo do que no caso anterior
para entrar na regiao em que a estimativa de y nao é valida.
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Figura 49: Elipséide de .7, na solugao do Problema 6, com u = 0.9850
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Figura 50: Evolucao dos estados na solucao do Problema 6, com p = 0.9850
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Figura 51: Evolucao das entradas na solugao do Problema 6, com p = 0.9850. A
linha vermelha vertical indica o instante em que ocorre a transi¢ao entre o compor-
tamento saturado e nao saturado (k = 18).
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Figura 52: Evolugao de V(x) = 2’ Pz na soluc¢ao do Problema 6, com p = 0.9850. A
linha amarela vertical indica o instante em que os estados adentram .%,,, (k = 1203).

1.04 —mu(k)
——sat-non sat
limite Szm
1.02 mu MA

mu garantido
—mu MF sem quant.

-
T
1

WYYVA

0.98)/ ‘”'W” [

mu(k)

0.961 ‘ [ R

0.94- al

1 1
0 500 1000 1500

Figura 53: p(k) na solucado do Problema 6, com p = 0.9850
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5.4 Sistema com quantizador logaritmico

5.4.1 Resultados de andlise de estabilidade — Problema 7

O Problema 7 consiste em estimar o coeficiente de decaimento exponencial ga-
rantido quando a quantizacao na entrada da planta é logaritmica e o controlador é
dado. Para resolvé-lo, os Lemas 3-5 podem ser utilizados.

Além destes Lemas ja conhecidos, adicionaremos uma condi¢ao de setor adicional
que 0(v) = dz(v) — v e v respeitam. O seguinte Lema pode entao ser formulado:

Lema 6. Para todo 0(v) definido em (25) e com v = sat(q(u)) = Kz + ¢ + ¢,
entao:

0'Si(p+1v+ Kz) <0 (134)

para qualquer matriz positiva definida Sy € RP*P,

Demonstracao. Uma atenta observacao da Figura 10, que mostra a relagao entre
0(v) e v, permite verificar que o produto entre #(v) e v é sempre nao positivo, de
onde (134).

O

Utilizando os Lemas 2-6, a seguinte Proposicao para resolver o Problema 7 pode
ser formulada:

Proposicao 7. Dado um sistema linear definido em (87), com densidade da quan-
tizagao p, limite da saturagao g, limite da zona-morta € e controlador de ganho K,
se existir uma matriz simétrica positiva definida P € R™", sete matrizes diagonais
positivas definidas Sy, Sz, S3, Sa, S5, Sg, S7 € RP*P | dois escalares positivos 11, T
e um escalar p, p < 1 satisfazendo as condi¢oes (135)-(139):

[(A+ BK)'P(A+ BK) (A+BK)PB (A+ BK)PB (A+ BK)'PB]
—|—P(7'1 — ].) _K,SQ —K/S4
+62K'S1 K -0
* B'PB — S, B'PB — S, B'PB - S,
- - B'PB—-2S, B'PB-S5,
] ¥ % * B'PB—5; |
(135)
tr(S3)e* —m <0 (136)
[(A+ BK)P(A+ BK) [(A+ BK)PB] [(A+ BK)PB
+P(1p — ) —K'S,]
+6°K' S5 K] <0 (137)
% B'PB — S; B'PB - S;
* * B'PB — S
tr(Ss)e* — 1 < 0 (138)
P K|
i) -
{K@ u%} >0,i=1,...,p (139)

entdao, a origem do sistema em malha fechada é globalmente estdvel. Ademais, para
o comportamento do sistema em malha fechada, Vx € S(K, ug)\-Som, garante-se que
os estados do sistema decairao exponencialmente com uma taxa menor que .
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Demonstragao. Primeiramente, deseja-se provar que, Vz(0) € R"\.7%,,,, a tra-
jetéria do sistema (87) converge para .7, caracterizando a estabilidade global do
mesmo. Considerando a fungao quadrética de Lyapunov V(z) = 2/ Pz, essa condigao
é verificada se:

AV (z) =V (z(k+1)) = V(z(k)) <0, VzeR" (140)
Cabe lembrar que:
RN\ ={z € R": (1 —2'Px) <0} (141)
Aplicando-se o S-procedure juntamente com os Lemas 36, se

AV(z) —7(1 —2'Px) — (v +6Kx)'S1(vp — 6K ) (142)
—2¢'Sy(p +1p + Kz) — 0S50 + tr(Ss)e® — 20'Sy(¢p + 1 + Kx) <0 (143)
segue que (140) é satisfeita.

Desenvolvendo (142) com o uso da equagao (87), é possivel reescrever (142) como
segue:

X
[ ¢ 0 M, g +1tr(S3)e* — 11 <0 (144)
6
com
[(A+ BK)P(A+ BK) (A+BK)PB (A+ BK)PB (A+ BK) PB]
—|—P<7'1 — 1) _K/SQ —K/S4
- +0°K'S1 K
h = * B'PB - S, B'PB — S, B'PB — S,
* * B'PB — 28, B'PB -8,
I % * * B'PB — S,

(145)

Segue entao que (144) serd satisfeita se garantirmos (135) e (136). Assim, a
verificacao dessas duas inequagoes garante a estabilidade global do sistema.

Para completar a prova da estabilidade global, deve-se mostrar que .%,,, ¢ um
conjunto positivamente invariante. Isto é provado se garantirmos que x(k+1)" Pz (k+
1) < 1 sempre que z(k) Pz(k) <1 (i.e., quando = € .%,,,). Para que isso ocorra,
devemos verificar que, para algum escalar positivo 73,

2 (k+1)Px(k+1)—1— (2’ (k)Pz(k) —1) <0 (146)
A 1ltima inequagao é verdadeira se pudermos verificar que

tr(S3)e’ +7m3—1<0 (147)

'(k+ 1)Px(k + 1) — 732’ (k) Pz(k)
—(¢p+dKz)S1(vp — 6K x) (148)
—2¢'Sa(d+ 1+ Kx) —0'S30 —20'Sy (¢ + ¢ + Kx) <0
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Agora, escolhendo —73 = 7 — 1, verifica-se diretamente que (148) ¢é implicada
por (135) e (147) é implicada por (136). Entao, se (135) e (136) sao satisfeitas, .7,
é positivamente invariante.

Verificada a estabilidade global, é necessario verificar o coeficiente de decaimento
exponencial garantido quando x € S(K,ug)\-%.m. Neste caso, ¢ = 0 e o sistema
(87) pode ser reescrito como:

2(k +1) = (A + BEK)z(k) + By (k) + BO(k) (149)

Agora, aplicando-se o S-procedure em (83) juntamente com os Lemas 3, 5 e 6
(com ¢ = 0 no Lema 6) e (141), se

AV (z) — 1o(1 — 2’ Pz) — (¢ + 6Kz)' S5(¢ — 6K x) (150)
—0'Ss0 + tr(Se)e* — 20'S7 (v + Kx) < (u— 1)V (1) (151)

garante-se que os estados do sistema decairao exponencialmente com uma taxa me-

nor que p, Vo € S(K,up)\Som. O elipsdide de .7, é excluido ao considerarmos

(1 —2'Pz) <0, e o comportamento saturado foi excluido ao considerarmos ¢ = 0.
Substituindo (149) em (150) e expandindo a relacao anterior, obtém-se:

T
[ o O M, || +tr(Ss)A* =75 <0 (152)
0

com

[(A+ BK)P(A+ BK) [(A+ BK)YPB] [(A+ BK)PB

+P (19 — 1) —K'S,]
M, = +6°K' S5 K] (153)
* B'PB — Ss B'PB — S;
* * B'PB — S

Assim, (152) serd satisfeita se garantirmos (137) e (138) e u é o coeficiente de
decaimento exponencial garantido Vax € S(K, ug)\-L%m.

Finalmente, a satisfacdo da relagao (139) implica que o elipséide .7, = E(P)
esta contido no conjunto poliédrico S(K, ug) definido em (85). Com isso, a demons-
tracao é concluida.

O

5.4.2 Resultados de sintese de controlador — Problema 8

O Problema 8 consiste em sintetizar um controlador por realimentagao de esta-
dos que minimize a estimativa do coeficiente de decaimento exponencial garantido
quando a quantizacao na entrada da planta é logaritmica. A solucao é facilmente
derivada dos resultados para o Problema 7 em trés passos. A seguinte Proposicao
pode ser formulada:

Proposicao 8. Dado um sistema linear definido em (87), com densidade da quan-
tizagao p, limite da saturacao ug e limite da zona-morta €, se existir uma matriz
simétrica positiva definida W € R™ ", sete matrizes diagonais positivas definidas
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Ri, Ry, S3, Sy, Rs, Ss, S7 € RP*P, uma matriz’ Y € RP*™, dois escalares positivos
T, To € um escalar p, pu < 1 satisfazendo as condi¢oes (154)-(158):

W —-1) 0 Y -Y'Sy WA +Y'B" Y]
—R; —Ry —RyiS R B 0
* * —2R2 —R254 RQB/ 0
X « x-S B o | <0 (159
* * * * —-W 0
i * * * * * — Ry |
tr(S3)A% — 71 <0 (155)
W(rp—p) 0 =Y'S, WA +Y'B" oY’
* —R5 —R5S7 R5B, 0
* * —S B’ 0 | <0 (156)
* * * —-W 0
* * * * —Rs
t?"(S6)A2 —Tp <0 (157)
W Y/
(4) ; —
{Y(i) u >0,i=1,...,p (158)
entio, para K = YW™', a origem do sistema em malha fechada é globalmente

estavel. Ademais, para o comportamento do sistema em malha fechada, Yr €
S(K,up)\Som, garante-se que os estados do sistema decairdo exponencialmente com
uma taxa menor que .

Demonstracao. Para se obter a relacao (154), basta aplicar o complemento de
Schur duas vezes em (135), resultando em:

P(Tl — 1) 0 _K,SQ —K/S4 (A + BK)l 5K/ ]
* —Sl —SQ —S4 B, 0
* * —25 -S B 0
* * * i —S;l B’ 0 <0 (159)
* * * * —p! 0
i * * * * * —Sl_l_

Multiplicando-se (159) & esquerda e & direita por diag(P~',S;*, Sy ', I,1,1) e
com a mudanca de varidveis W = P71 Y = KP™' R = S;'e Ry = S5, obtém-se
(154).

Para se obter a relagao (156), basta aplicar o complemento de Schur duas vezes
em (137), multiplicar & esquerda e & direita por diag(P~*,Ss*,I,1,1) e utilizar a
mesma mudanca de variaveis das inequacoes matriciais anteriores.

As condigoes (155) e (157) sao idénticas a (136) e (138).

Por fim, (158) deriva de (139) com a multiplicacdo, a esquerda e a direita, por
diag(P~',I), com a mesma mudanca de varidveis das inequacdes matriciais anteri-
ores.

O
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5.4.3 Aspectos computacionais

Observacoes semelhantes as dos Problemas 5 e 6 podem ser feitas para os dois
ultimos problemas. Quanto ao formato GEVP, (137) e (156) podem ser reescritas,
respectivamente, como:

(A+ BK)YP(A+ BK) [(A+ BK)PB] [(A+BK)PB

+7P + 0°K'S5 K] —K'S7] P00
¥ B'PB — S BPB-S, | F 88 8
* * B'PB — Sg
(160)
W 0 -Y'S, WA +Y'B" &Y’ W 0 0 0 0
* —Rs —R5S- R:;B’ 0 *x 0 0 0 O
* * —Se B’ 0 | <p|=* %= 000 (161)
* * * —-W 0 * x x 0 0
* * * * —Rs * % x x 0

No Problema 7, as variaveis 71 e 7 devem ser consideradas como parametros
fixos de sintonia, respeitando (129). No Problema 8, além destas, as varidveis Sy e
S; também devem ser fixadas. Uma busca em grade deve ser realizada para garantir
uma escolha eficiente destes parametros.

Entao, dados 71 e T3, os problemas de otimizagao convexa que serao utilizados
para resolver o Problema 7 sao formulados como segue:

P >0
min [, sob: S1>0; 52 >0;5>0;5,>0;5 >0; S >0, 5 >0, (162)
(135); (136); (160); (138);(139)

Para o Problema 8, dados 71, 72, S4 e S7, a solucao pode ser otimizada conside-
rando:

W > 0;
min [, sob: Ry >0; Ry >0; S3>0; Rs > 0; Sg > 0; (163)
(154); (155); (161); (157);(158)

Caso se queira fixar um coeficiente p e reduzir o tamanho do conjunto .7,
podem-se formular problemas de otimizacao semelhantes aos anteriores com o obje-
tivo de minimizar —tr(P) ou tr(W). Neste cendrio, dados 71 e T3, os problemas de
otimizacao convexa para resolver o Problema 7 sao formulados como segue:

P> 0;
min — tr(P), sob: S1>0;5,>0; S3>0;5,>0;5 >0; S¢>0; 5 >0;
(135)-(139)

(164)
Ja o Problema 8 pode ser resolvido considerando (dados 71, 72, Sy € S7):
W > 0;
min tr(W), sob: R1 >0; Ry >0; S3>0; Ry >0; Sg > 0; (165)

(154)—(158)
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5.4.4 Exemplo numérico

Seja o mesmo sistema das Secoes 5.2.3 e 5.3.4. Considera-se que a malha de
controle é da forma representada na Figura 6, com densidade de quantizagao p = 0.99
(6 = 0.005), limite da zona-morta ¢ = 2.1987 - 10~** e um nivel de saturacio uy =
81.91. Observe que este quantizador possui o mesmo nimero de niveis positivos do
caso uniforme, ou seja, 8191. Essa escolha foi feita com o objetivo de viabilizar uma
comparacao justa entre o desempenho dos quantizadores uniformes e logaritmicos.

Observacao 2. O limite da zona-morta € deste exemplo € suficientemente pequeno
para que se possa afirmar que, na prdtica, nao hd zona-morta. No entanto, para
haver uma comparacao justa entre os casos logaritmico e uniforme, ndao poderiamos
simplesmente desconsiderar a existéncia da zona-morta do caso logaritmico.

Problema 7 — com minimizacao de p

Inicialmente, assume-se que o ganho do controlador é dado por K = [—2 —20] ,
o mesmo que foi dado nas Segoes 5.2.3 e 5.3.4, a titulo de comparacao do desempenho.

Para resolver o Problema 7, uma busca em grade permite uma escolha eficiente de
valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7 = 1-1077
e =1-107% Com estes, a solugao do problema de otimizacio (162) resulta em:

p_ 0.0015 0.0078
~10.0078  0.0661

tr(P) = 0.0675
= 0.9776

Ao final deste capitulo, estes resultados serao retomados para fins de comparagao
de todos os casos considerados.

As Figuras 54 a 58 mostram, respectivamente, o elipséide de .%,,, para o qual
i garantido nao é valido, a evolucao dos estados e dos sinais de controle, para
uma condigao inicial de xy = [10 — 10]’, a evolugao da fungao de Lyapunov
V(z) = (k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial (k). Nesta tltima,
percebe-se que p é melhor do que em malha aberta, pior do que na auséncia da
quantizagao e muito préximo do caso com quantizador uniforme, onde p = 0.9780
(com quantizador logaritmico o decaimento exponencial é ligeiramente mais rapido).
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Figura 54: Elipséide de .7, na solu¢ao do Problema 7
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Figura 55: Evolucao dos estados na solucao do Problema 7
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Figura 56: Evolucao das entradas na solugao do Problema 7. A linha vermelha
vertical indica o instante em que ocorre a transicao entre o comportamento saturado
e nao saturado (k = 41).



88

T
—V(x)
3L limite Szm

V(%)
2

3 i

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 520 600 700 800 900 1000

Figura 57: Evolucao de V(z) = 2’ Pz na solu¢ao do Problema 7. A linha amarela
vertical indica o instante em que os estados adentram .%,, (k = 50).
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Figura 58: p(k) na solu¢do do Problema 7

Problema 7 — com minimizacao do elipséide de .%,,,

Pode-se observar que o elipséide de .7, possui dimensoes muito grandes (tr(P) =
0.0675), o que mostra que o coeficiente . = 0.9776 é garantido para um subconjunto
muito restrito do espago de estados. Isso é confirmado pelo gréfico de u(k), pois o
periodo em que se garante pu(k) < 0.9776 é extremamente curto (Ak = 9).

Por outro lado, pode-se relaxar a exigéncia de um p minimo e resolver o Pro-
blema 7 com o problema de otimizagao (164). Para g = 0.9850, uma busca em
grade permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os parametros fixos de
sintonia, respectivamente, 7 = 1.5298 - 1077 e 7, = 5.6226 - 1077. Com estes, a
solugao do problema de otimizagao (164) resulta em:

0.9051  9.9540
tr(P) = 1.0264 - 10°
(com p = 0.9850)

P—10-1. [0.3105 0.9051}

Percebe-se que, aceitando-se um g menos eficiente, garantimos a validade do
mesmo para uma regiao bastante ampla. Além disso, o elipsdide obtido no caso
logaritmico é muito menor do que no caso uniforme.

As Figuras 59 a 63 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
1 garantido nao ¢é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xy = [10 — 10]’, a evolucao da fun¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial pu(k).



90

x2
o
T
L

1+ .

ot .

_4 I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 59: Elipséide de .7, na solugao do Problema 7, com u = 0.9850
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Figura 60: Evolucao dos estados na solucao do Problema 7, com p = 0.9850
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Figura 61: Evolugao das entradas na solugao do Problema 7, com p = 0.9850. A
linha vermelha vertical indica o instante em que ocorre a transicao entre o compor-
tamento saturado e nao saturado (k = 41).
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Figura 62: Evolugao de V(x) = 2’ Pz na solucao do Problema 7, com u = 0.9850. A
linha amarela vertical indica o instante em que os estados adentram .7, (k = 711).
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Figura 63: (k) na solu¢ado do Problema 7, com p = 0.9850

Problema 7 — p quando .%,,, possui dimensoes semelhantes ao do caso uniforme

Com a resolugao do problema de otimizacao anterior, foi possivel comparar, nos
casos uniforme e logaritmico, o tamanho dos elipséides de ., quando o coeficiente
i € fixado em 0.9850. Verificou-se a superioridade dos quantizadores logaritmicos.
Para completar a verificacao desta superioridade, é interessante realizar uma mini-
mizacao do coeficiente p no caso logaritmico, enquanto se considera um elipséide de
dimensoes semelhantes ao do caso uniforme.

Para tanto, podemos minimizar p por meio do problema de otimizagao (162)
acrescentando a seguinte restrigao a .%,,:

P o p 10° {0.0361 0.1427}
logaritmico uniforme — :

0.1427 1.1384



92

Com essa restricao adicional, uma busca em grade permite uma escolha eficiente
de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7 =
1-1007 e = 1-107% Com estes, a solucio do problema de otimizacio (162)
resulta em:

0.2532 2.1285
tr(P) = 2.1790 - 10°
p = 0.9794

P—10°. [0.0504 0.2532]

Ou seja, quando se consideram elipséides de %, de dimensoes proximas, o
coeficiente do caso uniforme vale 0.9850, enquanto que o do caso logaritmico vale
0.9794, confirmando a sua superioridade.

Problema 8 — com minimizacao de p

Supondo agora que se deseja sintetizar o controlador com o objetivo de minimizar
o coeficiente p (Problema 8), uma busca em grade permite uma escolha eficiente
de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7 =
1.0313-1077, 7 = 1.0312-107%, S, = 1.0313-10" 'Y ¢ S; = 9.6250- 10", Com estes,
a solugao do problema de otimizagao (163) resulta em:

K = [-83.2218 —447.9744]

0.1318 0.7068
0.7068 5.7803

tr(P) = 5.9121 - 10*
= 0.9690

leO“-[

O resultado indica que, com a sintese de um ganho K que minimiza o coeficiente
de decaimento exponencial, é possivel obter um coeficiente melhor do que quando
K ¢é dado.

As Figuras 64 a 68 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
1 garantido nao é valido, a evolucao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xy = [10 — 10]’, a evolucao da fun¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Px(k) e o coeficiente de decaimento exponencial (k).
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Figura 64: Elipséide de .7, na solu¢ao do Problema 8
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Figura 65: Evolucao dos estados na solucao do Problema 8
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Figura 66: Evolucao das entradas na solugao do Problema 8. A linha vermelha
vertical indica o instante em que ocorre a transicao entre o comportamento saturado
e nao saturado (k = 51).
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Figura 67: Evolucao de V(z) = 2/ Pz na solugao do Problema 8. A linha amarela
vertical indica o instante em que os estados adentram .7, (k = 475).
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Figura 68: p(k) na solu¢ao do Problema 8
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Problema 8 — com minimizacao do elipséide de .%,,,

Caso as dimensoes do elipsdide de .7,,, nao sejam consideradas satisfatérias
(tr(P) = 5.9121 - 10*), pode-se relaxar a exigéncia de um x tdo pequeno e resolver
o Problema 8 com o problema de otimizacao (165). Para g = 0.9850, uma busca
em grade permite uma escolha eficiente de valores factiveis para os parametros fixos
de sintonia, respectivamente, 7 = 1.0252 - 107%, 7 = 1.0375-107%, S, = 10.0668 e
S7 = 10.3492. Com estes, a solugdo do problema de otimizagao (165) resulta em:

K = [~113.2950 —249.8024]

0.4264 0.9191
0.9191 6.9581

tr(P) = 7.3845 - 10"
(com g = 0.9850)

leO”-{

Percebe-se que, relaxando a exigéncia de p minimo, pode-se obter um elipséide
de .¥,,, com dimensoes muito menores do que no caso anterior. Além disso, com a
sintese de K, o elipséide de .%,,, é menor do que quando K é dado. Além disso, o
elipséide obtido no caso logaritmico é muito menor do que no caso uniforme.

As Figuras 69 a 73 mostram, respectivamente, o elipséide de .7, para o qual
i garantido nao ¢é valido, a evolugao dos estados e dos sinais de controle, para uma
condigao inicial de xy = [10 — 10]', a evolugao da func¢ao de Lyapunov V(z) =
z(k) Pz(k) e o coeficiente de decaimento exponencial u(k). Percebe-se que, devido
as dimensoes reduzidas de .%,,, V (z) demora mais tempo para entrar na regiao em
que a estimativa de p nao é vélida.

1.5

1+ .

_ I I I I I
1.5 ~a 2 0 2 4 6

Figura 69: Elipséide de .7, na solugao do Problema 8, com u = 0.9850
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Figura 70: Evolucao dos estados na solucao do Problema 8, com p = 0.9850
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Figura 71: Evolugao das entradas na solugao do Problema 8, com p = 0.9850. A
linha vermelha vertical indica o instante em que ocorre a transi¢ao entre o compor-
tamento saturado e nao saturado (k = 17).
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Figura 72: Evolugao de V(x) = 2/ Px na solugao do Problema 8, com p = 0.9850. A
linha amarela vertical indica o instante em que os estados adentram .%,,,, (k = 1983).
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Figura 73: (k) na solu¢ado do Problema 8, com p = 0.9850

Problema 8 — u quando .7, possui dimensoes semelhantes ao do caso uniforme

Com a resolugao do problema de otimizacao anterior, foi possivel comparar, nos
casos uniforme e logaritmico, o tamanho dos elipséides de ., quando o coeficiente
i € fixado em 0.9850. Verificou-se a superioridade dos quantizadores logaritmicos.
Para completar a verificacao desta superioridade, é interessante realizar uma mini-
mizacao do coeficiente i no caso logaritmico, enquanto se considera um elipséide de
dimensoes semelhantes ao do caso uniforme.

Para tanto, podemos minimizar p por meio do problema de otimizagao (163)
acrescentando a seguinte restrigao a .%,,:

0.6712 4.8162

P o p 105 [0.2998 0.6712}
logaritmico uniforme — :

ou, de maneira equivalente,

W W 10-5 {0.4848 —0.0676}
logaritmico uniforme — '

—0.0676  0.0302

Com essa restricao adicional, uma busca em grade permite uma escolha eficiente
de valores factiveis para os parametros fixos de sintonia, respectivamente, 7 =
1.0313-1077, 75 = 1.0312-107%, S, = 1.0313-10"% ¢ S; = 9.6250- 10!, Com estes,
a solugao do problema de otimizagao (163) resulta em:

P10 {0.0601 0.2826}

0.2826  2.3206
tr(P) = 2.3807 - 107
nw=0.9723
Ou seja, quando se consideram elipsdides de .7, de dimensoes préximas, o

coeficiente do caso uniforme vale 0.9850, enquanto que o do caso logaritmico vale
0.9723, confirmando a sua superioridade.
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5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, foram apresentadas solugoes para problemas de analise e otimi-
zacao do desempenho de sistemas lineares (estdveis em malha aberta) afetados por
quantizacao, saturacao e zona-morta na entrada da planta. Foram considerados
quantizadores uniformes e logaritmicos. Em ambos casos, o desempenho é inicial-
mente analisado para um controlador de ganho K dado. Posteriormente, obtém-se
a sintese de K com o objetivo de otimizar o desempenho do sistema.

Como critério de desempenho, utilizou-se um coeficiente de decaimento exponen-
cial garantido dentro de uma regiao determinada (S(K, ug)\-%m), que corresponde
ao comportamento nao saturado e minimamente influenciado pela zona-morta. Em
cada problema estudado, inicialmente, buscou-se minimizar esse coeficiente, com o
intuito de tornar o sistema mais rapido. Num segundo momento, buscou-se aumen-
tar o tamanho da regiao onde aquele coeficiente é valido, aceitando-se um coeficiente
um pouco pior.

A Tabela 2 retoma os resultados obtidos para os exemplos numéricos do capitulo,
para fins de comparacao. Com base no exposto, é possivel concluir que:

e A quantizacao limita consideravelmente o desempenho em relacao ao caso em
que ela esta ausente.

e Com a sintese de um controlador que leve em conta a quantizacao, é possivel
reduzir o coeficiente de decaimento exponencial i ou o elipsdide de .%,,,.

e Quando o objetivo é minimizar g, o menor u obtido é muito préximo nos
casos uniforme e logaritmico, tanto quando K é dado quanto quando é sinteti-
zado. Entretanto, isso ocorre quando nao se faz nenhuma restri¢cao sobre .%,,.
Quando ha uma exigéncia de que .., do caso logaritmico tenha dimensoes
proximas as do caso uniforme, a sintese de K permite obter um menor p no
caso logaritmico, atestando a sua superioridade.

e Quando o objetivo é minimizar o elipséide de .¥,,, para um mesmo i, 0 caso
logaritmico apresenta resultados melhores. Isso se deve ao fato de o limite da
zona-morta, no caso logaritmico, ser muito mais proximo da origem.



Tabela 2: Resumo dos resultados obtidos no Capitulo 5
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Malha aberta
1= 0.9969

Malha fechada, com K = [—-2 — 20]
1= 0.9635

Problema 5 (unif.), com K = [—2 — 20]

Minimiz. de pu:
= 0.9780
tr(P) = 0.0687

Minimiz. de .%,,,:
1= 0.9850
tr(P) = 1.1745 - 10°

Problema 7 (log.), com K = [—2 — 20|

Minimiz. de pu:
= 0.9776
tr(P) = 0.0675

Minimiz. de .%,,,:
11 = 0.9850
tr(P) = 1.03 - 10°

Minimiz. de g com .%,,,
semelhante ao caso unif.:
= 0.9794
tr(P) = 2.1790 - 10°

Problema 6 (unif.)

Minimiz. de u:
1= 0.9685
tr(P) = 36.4379

Minimiz. de .%,,,:
1= 0.9850
tr(P) =5.12 - 10°

Problema 8 (log.)

Minimiz. de u:
1= 0.9690
tr(P) =5.9-10*

Minimiz. de .%,,,:
= 0.9850
tr(P) =7-10"1

Minimiz. de g com .%,,,
semelhante ao caso unif.:
w=10.9723
tr(P) = 2.3807 - 107
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6 CONCLUSAO

6.1 Recapitulagao de resultados

Neste trabalho, investigou-se a influéncia de uma das principais imperfei¢coes de
sistemas de controle em rede (NCS): a quantizacdo finita. Foram abordados pro-
blemas de estabilidade e estabilizacao de sistemas lineares de tempo discreto envol-
vendo quantizacao finita nas entradas da planta controlada. Além da estabilidade
propriamente dita, critérios de desempenho foram estabelecidos para uma efetiva
comparagao entre os casos considerados.

Foram considerados dois tipos usuais de quantizadores estaticos: o uniforme, no
qual hd um degrau fixo entre dois niveis de quantizacao consecutivos, chamado de
passo da quantizacao, e o logaritmico, no qual ha uma razao fixa entre dos niveis
de quantizacao consecutivos, chamada de densidade da quantizacao. Em ambos os
casos, a quantizacao é chamada de estética, pois a relacao entre a entrada do quan-
tizador e os niveis da quantizagao nao depende do instante considerado (apenas da
entrada e dos parametros pré-definidos do quantizador). Além disso, a quantizagao
é dita finita quando ela é acompanhada de outras nao-linearidades: a saturacao e a
zona-morta. Evidentemente, esse sempre serd o caso real em sistemas de controle
em rede.

Em se tratando de sistemas lineares instdaveis em malha aberta, sabe-se que
a convergencia dos estados para a origem nao é possivel devido a zona-morta. E
possivel, no entanto, levar os estados do sistema (por meio de controle) a uma regiao
confinada suficientemente pequena para que a estabilidade seja atingida em termos
praticos (por isso o nome estabilidade prdtica). A essa regiao confinada chamamos
de atrator dos estados, o qual pode ser estimado por meio de um elipséide que o
envolve no espago de estados. Ao analisar a estabilidade e a estabilizacao desse tipo
de sistema, considerou-se como critério de desempenho o trago daquele elipséide (sob
a forma matricial). Quanto maior o trago, menor é o atrator e, por isso, melhor o
desempenho.

A saturagao, nesse tipo de sistema, também pode comprometer a estabilidade
do sistema. Ha, no entanto, regioes no espaco de estados onde, para determinado
controlador, qualquer condicao inicial converge para a regiao de atragao. Uma regiao
com essa caracteristica é chamada de conjunto de condigoes iniciais admissiveis.
Ao considerar a saturacao na analise da estabilidade, foi possivel determinar um
conjunto de condigoes iniciais admissiveis na forma de um elipséide, ao mesmo tempo
em que o elipséide do atrator era minimizado.

Em se tratando de sistemas lineares estaveis em malha aberta, a estabilizacao
global é possivel. Portanto, preferiu-se avaliar o desempenho de sistemas de controle,
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para este tipo de planta, por meio do coeficiente de decaimento exponencial que pode
ser garantido no sistema controlado. Quanto menor esse coeficiente, mais rapido
os estados convergem a origem e, por isso, melhor o desempenho. No entanto, esse
coeficiente tem validade em uma regiao limitada, devido a saturacao e a zona-morta.
Para excluir-se a regiao onde o desempenho é muito limitado pela zona-morta, optou-
se por excluir da andlise de desempenho um elipséide centrado na origem do espaco
de estados, no qual aquele coeficiente nao é valido. Por outro lado, sabe-se que
a saturacao degrada consideravelmente o desempenho sob esse critério. Por isso,
o coeficiente de decaimento exponencial foi avaliado somente dentro da regiao de
comportamento nao saturado, desprovida do elipsdide anterior.

Na anélise de desempenho dos sistemas lineares estaveis em malha aberta, um
segundo critério foi considerado, em complemento ao primeiro. Nem sempre um
6timo coeficiente de decaimento exponencial tera validade em uma regiao satisfato-
riamente abrangente. Portanto, fixando o coeficiente de decaimento exponencial em
um valor desejavel, considerou-se como critério de desempenho o traco do elipséide
excluido. Quanto maior o trago, mais abrangente é a regiao de validade daquele
coeficiente e, por isso, melhor o desempenho.

Para o desenvolvimento da avaliacao de desempenho segundo todos esses critérios
(tanto na andlise de plantas instdveis quanto estéveis), recorreu-se a andlise da esta-
bilidade para uma dada funcao quadratica de Lyapunov. Todas as nao-linearidades
respeitam condigoes de setor especificas que, quando bem selecionadas, delimitam
de maneira apropriada a regiao nao linear do sistema. Essas condicoes de setor
foram acrescentadas por meio do S-procedure. Os elipséides considerados, ou seja,
o do atrator, o do conjunto de condicoes iniciais admissiveis e o da regiao onde o
coeficiente de decaimento exponencial nao é vélido, também apresentam relacoes
que foram incluidas por meio do S-procedure.

Feito isso, um tratamento matematico de poucos passos foi suficiente para a
obtencao de problemas de otimizacao baseados em quasi-LMIs. Em um primeiro
momento, cada problema objetivava a andlise do desempenho por meio dos crité-
rios selecionados, para um dado controlador por realimentagao de estados. Em um
segundo momento, uma simples mudanca de varidveis permitiu a sintese de contro-
ladores para otimizar cada critério. Foi necessario, em cada problema, considerar
algumas das varidaveis como parametros de sintonia. Esse parametros tiveram que
ser fixados em valores factiveis para manter o formato LMI dos problemas de otimi-
7agao.

Ao todo, oito problemas de otimizagao foram formulados, levando em conta as
seguintes combinagoes:

e quantizador: uniforme ou logaritmico
e planta: instavel ou estavel
e controlador: dado ou sintetizado

Na aplicagao dos resultados em exemplos numéricos, foi possivel verificar a su-
perioridade dos quantizadores logaritmicos, quando ha um numero igual de niveis
de quantizacao, nos seguintes aspectos:

e As dimensodes do atrator do estado tendem a ser consideravelmente menores.
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e Quando o objetivo é minimizar o coeficiente de decaimento exponencial de uma
funcao quadratica de Lyapunov, considerando sua validade em uma determi-
nada regiao, os quantizadores logaritmicos permitem um coeficiente menor.

e Quando o objetivo é minimizar a regiao onde o coeficiente de decaimento ex-
ponencial requerido de uma fun¢ao quadratica de Lyapunov perde a validade,
os quantizadores logaritmicos permitem uma regiao menor, devido ao limite
da zona-morta que pode ser muitas vezes menor do que no caso uniforme

Por fim, apesar de os resultados do Capitulo 4 terem sido aplicados a sistemas
instaveis, e os do Capitulo 5, a sistemas estaveis, nada impede que os resultados
do Capitulo 5 sejam aplicados a sistemas instaveis, e os do Capitulo 4, a sistemas
estdveis (para casos especificos em que a convergéncia nao ocorre).

6.2 Trabalhos Futuros

Dando contuidade ao trabalho desenvolvido, as seguintes direcoes de pesquisa
seriam interessantes:

e A consideracao da quantizacao também nos estados medidos. Para tanto, ra-
ciocinios semelhantes aos encontrados em (TARBOURIECH; GOUAISBAUT,
2012) poderiam ser utilizados;

e A maximizagao do conjunto de condigoes iniciais admissiveis (simultaneamente
a minimizagao do elipséide que envolve o atrator) e a consideracao de .7 e
-7, de diferentes formatos para a obtencao de resultados menos conservadores,
como realizado em (SOUZA; COUTINHO; FU, 2010);

e A consideragao de passos (ou densidades) de quantizacao e niveis de saturacao
individuais para cada entrada;

e A investigagdo do efeito de variar o passo (ou a densidade) da quantizacao
sobre os critérios de desempenho estudados;

e A andlise da influéncia do periodo de amostragem sobre os critérios conside-
rados;

e A inclusao de atrasos temporais na analise da estabilidade e na estabilizacao;

e A andlise com outros tipos de controladores, como em (MAESTRELLI; COU-
TINHO; SOUZA, 2012);

e A avaliagdo do desempenho do sistema de controle com outros critérios nao
considerados;

e A aplicagao da teoria desenvolvida em casos reais e com implementacgao de
testes sobre prototipos.
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