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LISTA DE SIMBOLOS

N: Conjunto dos nimeros naturais, ou seja, N = {1,2,3,...}.
Z: Conjunto dos nimeros inteiros.
C: Conjunto niimeros complexos.

R™: Espago euclidiano n-dimensional equipado com a medida de Le-

besgue.
(X, X, n): Espago de medida arbitrario.
f>0: f(z) > 0 para quase todo z.

Cg°: Espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis com suporte com-

pacto.

L?*(X): Espago das fungoes f : X — C mensuraveis de quadrado inte-

gravel, isto ¢, tais que [ |f|*dp < co.

|.]: denota a medida de Lebesgue, a cardinalidade de um conjunto ou

o valor absoluto de uma funcao, dependendo do contexto.
|- lz2(x): norma das fungées em L*(X).

|- [|z2(x)—r2(x): norma de operador, para um operador agindo sobre

L3(X).
R: designa um retangulo (ou paralelepipedo) em R? (R").

C: designa uma constante numérica positiva, que nao precisa ser a
mesma da passagem de uma linha para outra, a menos que seja indicado

0 contrario.
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RESUMO

Desenvolvemos o método T'T™*, uma técnica baseada na estrutura de es-
paco de Hilbert dos espacos de funcoes L?, e obtemos resultados sobre a continuidade

de operadores maximais definidos sobre esses espacos.

Em um segundo momento, fixamos nossa atengao nos operadores ma-
ximais direcionais no plano. Definimos uma nova classe de operadores maximais
direcionais que generalizam uma introduzida por Cérdoba 1971 e provamos sua con-
tinuidade em L?*(R?). Além disso, obtemos uma prova alternativa e mais simples

para o teorema de quase ortogonalidade de Alfonseca, Soria e Vargas.
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ABSTRACT

Primarily, we develop the T'T™* method, a technique based on the Hilbert
space structure of de L? spaces, to establish continuity results for certain maximal

operators of interest in Harmonic Analysis and Ergodic Theory.

In a second moment, we fix our attention on a special class of maximal
operators, the mazimal directional operators on the plane. We will define a new
class of maximal operators in the plane that generalizes a class introduce earlier by
Cordoba and prove sharp estimates on L?. Moreover, we obtain a new proof of the

optimal result of Alfonseca, Soria e Vargas.
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1 INTRODUCAO

Em 1930, G.H. Hardy e J. E. Littlewood |26] introduziram um novo tipo
de operador que possuia, em particular, aplicacoes na Teoria de Diferenciacao das
Integrais de Lebesgue. De forma atual podemos enunciar esse resultado da seguinte

maneira:

Dada uma fungao f € L} (R), definimos o operador de Hardy-

loc

Littlewood como
1
Mf@%prﬁL/U@N@h (L1

onde I € um intervalo centrado em x. Entao existem constantes C, tais que para

toda funcao f e a >0

Gy
{z: Mf@@)>a}l <= —fllew (1.2)

IMfllr® < Cpllfllr@ (1 <p<oo) (1.3)

Usando (1.2) no caso em que f € L} (R) e (1.3) quando f € LP(R), podemos

concluir que
1
m/f(y) dy — f(z) quando |I| — 0 (1.4)
I

para quase todo ponto x € R.

Logo, para obtermos resultado sobre a diferenciacao de integrais de fun-
¢oes em L'(R) basta provarmos que um certo operador esté limitado em LY“*°(R)
[46]. Operadores da forma (1.1) sdo exemplos de operadores mazimais. Pelo princi-
pio de continuidade de Banach [53], e pelos trabalhos de Calderén [13] e Stein [43],
vemos que essa situacao ¢ um pouco mais geral: em certas situagoes a existéncia
do limite da sequéncia de operadores necessita de estimativas do operador maximal

associado.

O controle sobre operadores maximais em problemas de convergéncia
pode ser aplicado em diversas areas da matemaética: Convergéncia das séries de

Fourier ([15] ,[29] ,[23] ,[36]); Convergéncia de médias ergodicas ([44], [39], [25]);



Diferenciacao de integrais (]|20], [51]); Anélise Harmonica e Analise Real (]9], [8]
[56], [54], [55], [51] ,[12] [49]).

Para demonstrar uma estimativa do tipo (1.3), podemos utilizar Lemas
de Coberturas [48], Transformadas de Fourier [38], Principios de Quase Ortogona-
lidade ([17], [19, cap. 10], [46, cap. 7]|) entre outros métodos. Quando estamos
trabalhando em um espaco de funcoes do tipo L2, podemos utilizar uma técnica
chamada método TT*. Esta técnica apareceu de maneira implicita nos artigos de
Kolmogorov e Seliverstov [34] e Paley [40] sobre convergéncia pontual de séries de
Fourier. Posteriormente foi utilizada por Stein [44] na obtengao de alguns resultados
em Teoria Ergodica e finalmente foi formalizada por Barrionuevo [3], em um estudo
sobre operadores maximais direcionais. Um resultado similar foi obtido por Nevo
[39] de maneira independente. A idéia geral do método consiste em linearizar o
operador maximal e entdo, utilizando a estrutura de espaco de Hilbert de L?, obter

uma desigualdade algébrica que permita obter a estimativa desejada (Capitulo 2).

Em [3] e [4], utilizando o método TT™*, Barrionuevo obteve resultados
parciais em R? para um importante problema, equivalente a chamada conjectura

mazimal de Kakeya ([51], [56]), que apresentamos agora.

Dado um subconjunto finito Q (isto ¢, |2] = N) de S*~! € R", consi-
deramos a colecao Bg composta por todos os paralelepipedos R € R™ que possuem
uma das faces perpendicular a um vetor de 2. Para cada funcao f € Lj (R"),

loc

definimos o operador maximal

Maf(e)= swp o [ f@)dy (1.5)
seReB, |R| Jp
Conjectura 1. Para todo € > 0 existe uma constante C. tal que para toda func¢ao
fe L)
[Mafl[engen) < CNC[| fllznn)- (1.6)
Essa conjectura € verdadeira para n = 1 (trivial) e para n = 2 (ver referéncias

abaizo).



Para o caso em que 2 é um conjunto lacunario (isto ¢, w € 2 é da
forma w = (1, A\,), onde a sequéncia {\,} satisfaz A\,11 < 0\, para algum 6 < 1), a
conjectura foi provada por Nagel, Stein e Wainger [38| utilizando Transformada de
Fourier. Quando ¢ um conjunto uniformemente distribuido de S*, a resposta afir-
mativa foi obtida por Stromberg [48] com lemas de cobertura. Coérdoba [18] obteve
um resultado similar em R? quando Bq era a colecao de todos os retangulos com
excentricidade §, para um 0 > 0 (por excentricidade § queremos dizer que a razao
entre os lados menor e maior é §). Em 1993, Barrionuevo [3] obteve demonstragoes
para classes de familias de paralelepipedos B em R? e R" que inclueiam todos os
resultados acima utilizando o método TT*. J& em 1996, Barrionuevo [4] obteve uma
estimativa parcial em R? para o caso geral em que € C S' é um conjunto finito
qualquer. A resposta positiva para a Conjectura 1 em R? foi dada por Katz em
1999 ([32] e [33]). Extensoes foram apresentadas por Karagulyan e Lacey [30] e por
Bateman (|6] e [7]). Em 2003, Alfonseca, Vargas e Soria [2| provaram um principio
de quase ortogonalidade em R? que implica (1.4) como um caso particular. A con-
jectura geral em R"™ segue em aberto. Resultados parciais e problemas relacionados
podem ser encontrados nos artigos de Tao ([51], [12], [49] e [52]), Wolff (|56], [54] e
[55]) e Bourgain ([9], [11] e [10]).

Nesse trabalho, primeiramente apresentamos o método TT*, segundo
Barrionuevo, e damos exemplos de aplicagao do método em Teoria Ergodica, Anélise
Harmonica e Diferenciacao de Integrais. Em um segundo momento, trabalhamos ex-
clusivamente com operadores maximais direcionais. Introduzimos um novo operador
maximal e provamos sua limitacao, utilizando ainda o método T7T*. Obtemos tam-
bém uma prova mais simples para o resultado de Alfonseca, Vargas e Soria, usando

uma variante do método TT™* que agrega um principio de ortogonalidade.
Descrevemos abaixo a disposi¢ao dos capitulos.

No capitulo 2 provamos que, sob certas condi¢oes, uma familia de opera-
dores lineares em L?(X) ird definir um operador maximal limitado em L?*(X). Esse

teorema estd presente em Barrionuevo [3] e é uma versao abstrata do argumento



empregado por Kolmogorov e Seliveristov em [34] para a obtengao de um resultado
sobre convergéncia pontual de Séries de Fourier e por Stein na sua demonstragao
do Teorema Ergodico Maximal [44]. Um teorema semelhante foi demonstrado inde-

pendentemente por Nevo [39] para provar alguns resultados em Teoria Ergodica.

No capitulo 3 apresentaremos algumas aplicagoes da teoria desenvol-
vida no Capitulo 2: Provamos que uma variante do operador maximal de Hardy-
Littlewood, o Operador Mazimal Diddico, ¢ limitado em L?*(R) e utilizamos este
resultado para demonstrar uma versao do Teorema de Carleson para uma outra
base de autofungoes: as wavelets de Haar ([50],[37]); Obtemos o Teorema Ergodico
Maximal em L? nas linhas de Stein [44] e o utilizamos para demonstrar o Teorema
Ergodico Pontual [41]; Finalmente, concluimos esse capitulo provando que o Opera-
dor Maximal de Cordoba (também conhecido como operador maximal de Kakeya)
¢ limitado em L?*(R™), com uma norma de operador da ordem de log N, isto ¢, a

estimativa otimal ([18], [3], [56]).

No capitulo 4, apresentamos a teoria de operadores maximais direcio-
nais no plano. Introduzimos um novo operador maximal e provamos sua limitacao
em L*(R?) nas mesmas linhas de Barrionuevo [3]. Esse novo operador maximal ¢ ba-
seado em um anterior, introduzido por Cérdoba no seu estudo sobre multiplicadores
de Fourier [18]. Concluimos esse capitulo e apresentando uma nova demonstracao
para o resultado devido a Alfonseca, Vargas e Soria [2|, agregando ao método TT*

uma nocgao de quase ortogonalidade.

No capitulo 5, concluimos o trabalho e apresentamos alguns problemas

em aberto que podem vir a ser um projeto futuro.



2  FORMULACAO DO PROBLEMA E
TECNICAS ENVOLVIDAS

Neste capitulo, definiremos o conceito de operador maximal, introduzi-
remos o processo de linearizacao e obteremos o Método TT™, além de prepararmos
alguns exemplos que servirao de base para o que serd feito nos capitulos subse-
quentes. Os conceitos basicos de Teoria da Medida e Analise Funcional podem ser
encontrados em Rudin [42] e Stein e Shakarchi [47]. O Método T'T* como apresen-
tado aqui é idéntico ao encontrado em Barrionuevo [3]. Outras referéncias sao do

Curso de Anélise de Fourier de Tao [50] e o livro de Stein [46].

2.1 Operadores Maximais

Comecaremos definindo o que é um operador maximal associado a co-

lecao de operadores lineares agindo sobre L?.

Definicao 2.1.1. Seja A um conjunto qualquer e considere a colegio de operadores
lineares {T,}.ca agindo sobre L*(X), onde (X, dz) € um espago de medida o-finito.
O operador mazimal T associado a {T,} sobre L*(X) ¢é
T (x) = sup T, /()] (2.1
nEA
Operadores maximais aparecem de forma natural quando estudamos
questoes relativas a existéncia de certos limites de operadores, pois a existéncia de

tais limites ¢ (em alguns casos) garantida pela limita¢do de um operador maximal

associado.

Exemplo 2.1 (Teoria de Diferenciagao). Dada uma fungao f € L'(R), para

provarmos que

1 x40
% /5 f(y)dy — f(x) quando § — 0 (2.2)



para quase todo ponto x, basta demonstrarmos que o Operador Mazximal de Hardy-

Littlewood
1 -+

Mf(x):ofyfoo% y |f(y)| dy (2.3)

satisfaz
C
{r €R: Mf(z) > a}] < Zl|f e (2.4)

para cada o > 0 (ver [51]). No Capitulo 2, trabalharemos com o operador maximal

diadico Mp, que é definido para cada funcao f € L} (R) por

Mo () = X2 [l an (2.

com I = [j2%, (j + 1) 2¥) para algum par (j, k) € Z?. A limitagao deste operador nos
permitird provar um resultado sobre a convergéncia pontual (de fato, convegéncia
em quase toda parte) da representagao de Haar de fungoes em L?([0,1]), isto &,

provar que

Z(hl, Nhi(x) = f(z) em z — q.tp., (2.6)

1

onde a soma ¢é tomada sobre todos os intervalos diadicos I C [0,1] e onde {h;} é a

base de Haar (Capitulo 3, Secao 1).

Exemplo 2.2 (Teoria Ergodica). Dado um espago de probabilidade (X, X, i),
uma transformagao inversivel T : X — X que preserva medida (isto ¢, u(T~1(F)) =
w(E)) e uma funcio f € L*(X) qualquer, o Teorema Ergddico de Birkhoff (ou
Pontual) em L?(X) nos afirma que a funcao f

N

flo) = Jim > for (2.7)

esta definida para quase todo ponto x € X, pertence a L*(X) e satisfaz

i) Hf— e SV f(Tk(x))HLQ(X) — 0 quando N — o0;

(ii) f(T(z)) = f(z) para quase todo ponto = € X;

(id) [y F(z)dp(e) = [y f(z)du(x)



Para provarmos o teorema acima, o ingrediente chave é provar que o operador ergo-

dico maximal

0<N<oo

1 N
Ef@)= s | > H(TH@))] (2.8)
k=0
é limitado em L*(X).

Exemplo 2.3 (Operadores Maximais Geomeétricos, I). Para cada § > 0, e €
S*~1 e x € R™ considere a d-vizinhanca tubular do segmento de reta de direcio e e

centro x (ou, d-tubo), isto é,

T(x)={y € R": [{(y —2),e)| < 5.[(y —x)*| < 5} (2.9)

DN | —

onde y= =y — (y,e)e. O operador mazrimal de Kakeya de uma fungao f € L} (R")

loc

por

K3f () = sup —

S TS Sy |f(y)] dy. (2.10)

Associado ao operador acima, temos a seguinte conjectura.

Conjectura 2 (Conjectura de Kakeya Maximal). Para cada € > 0 existe uma

constante C. tal que

15 f 1 (eny < C0™|[ flnny (2.11)

Em dimensao n = 2 a conjectura é verdadeira e a estimativa otimal é

dada por
| Ks fll2mey < C (log o) || fll 222 (2.12)

Uma prova desse resultado sera dada na Capitulo 3, utilizando a formulacao equiva-
lente de Cérdoba, que utiliza retdngulos de excentricidade § ao invés de retangulos
com lados fixos (cabe ressaltar que esse tipo de operador de Kakeya foi introduzido
por Cordoba [18] em dimenséao 2 e, por conta disso, também é conhecido como ope-
rador mazimal de Cdrdoba). Para dimensdo n > 3, apenas resultados parciais sao

conhecidos, cujas referéncias sao os trabalhos de Bourgain 9], Wolff [56] ¢ Tao [51].

Exemplo 2.4 (Operadores Maximais Geométricos, II). Seja 2 um subcon-

junto de S"! e consideremos o operador maximal definido para cada f € L}, (R")



por

Mof(z) = sup |%| /R ) dy, (2.13)

r€REBq

onde B, é a colecao de todos os paralelepipedos cujo maior lado é paralelo a um vetor
e, € Q. Como foi dito na introducao, é conjecturado que quando |2 = N < oo,

para todo € > 0 existe uma constante C, tal que
[Ma f ()] r@n) < CN|| f|Ln @) (2.14)

Seguindo o exemplo anterior, para n > 3 a conjectura acima permanece em aberto.
Para n = 2 ela ¢ verdadeira. Esse resultado foi demonstrado por Katz [32], Kara-
gulyan e Lacey [30] e Alfonseca [1]. Uma prova desse resultado sera dada no Capitulo

4.

Logo, como os exemplos acima podem mostrar, nosso principal obje-
tivo sera a obtencao de estimativas que demonstrem a limitacao de determinados

operadores maximais.

Como trabalharemos apenas com operadores definidos sobre espacos

L?, existe uma técnica muito interessante que introduziremos na préxima secao.

2.2 O método TT* e a Linearizacao de Operadores

Maximais

Para desenvolvermos nossa técnica, vamos rever a definicao de operador

linear sobre L*(X) e de norma de operador.

Definigao 2.2.1. Um operador linear agindo sobre um espago L*(X), onde (X, dx)
¢ um espago de medida o-finito, € uma fungao T : L*(X) — L*(X) que satisfaz para
cada f,g € L*(X), v € X e para cada o € C

(1) T(f +9)(x) =T(f)(x) + T(g)(x),

(i) T(af)(x) = oT(f)(z).



Definigao 2.2.2. A norma de um operador linear T', denotada por ||T||r2(x)—r2(x),

€ definida como
| T\l 2(x)—r20x) = Inf{C > 0 : [T f|lz2(x)) < Ol fllz2x), Y f} (2.15)

onde || fllr2cx) = /(f, f) € a norma de f em L*(X) e onde (f,g) = [, f(z)g(x)dz

€ o produto interno usual. Quando C' < oo, dizemos que o operador € limitado. Se

nao existir tal constante ou se C' = 0o, o operador € dito ilimitado.

Uma das ferramentas empregadas na obtengao de estimativas para a
norma de T' é o método TT™*. A técnica consiste em analisar o operador T' através
de TT*, obtendo comparagoes com T e T* e explorando o lema abaixo (que sera

demonstrado na proxima se¢ao).

Lema 2.2.1. Seja (X, dz) um espago de medida o-finito e seja T : L*(X) — L*(X)

um operador linear. Entao, se T* € o adjunto de T, seque que

* x| 1/2
1T 2x)—L2x) = 1T | 20— L20x) = ITT HL/z(X)HLz(X) (2.16)

Mas porque esperarmos que nossa tarefa seja simplificada ao trabalhar

com TT* ao invés de T'?

Exemplo 2.5. Considere um operador agindo sobre L*(X) (onde (X, X, ) é um
espago de medida qualquer) dado por

Tfx) = /X ke, ) f(y)dy. (2.17)

Suponha que k£ é uma fungao limitada com |supp(k)| < co. Observe que para cada

x € X fixo
T(af + Bg)(z) = aT(f)(z) + BT (g)(x) (2.18)

ou seja, T ¢é linear. Usando o produto interno usual em L?(X), concluimos que

T*g(y) = /X ke, y)g(a)d. (2.19)
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Logo,

T f(x) = | Kzy)T"fy)dy
k(z,y) (/X k(z,y)f(2) dz) dy
£(2) (/X k(z,y)k(z,y) dy) dz

fE)K(x,2)dz (2.20)

|
— — — —

Observe que o niicleo desse operador integral é mais suave que o ntucleo
original de T'. Além disso, em casos particulares, pode ocorrer algum tipo de can-
celamento, na integral que define o nucleo K, que facilite estimativas para a norma

de operador TT™.

Nos exemplos tratados no préximo capitulo, veremos que TT* pertence

a uma classe comparavel com 7.

Essa é a esséncia do método T'T™*: esperamos que o operador TT™ seja

mais bem comportado do que o operador original 7.

Precisamos desenvolver alguma técnica que nos permita aplicar o mé-
todo acima aos problemas envolvendo operadores maximais: o Lema 2.2.1 é apli-

cavel apenas a operadores lineares e, obviamente, operadores maximais nao o sao.

Da definigao (2.1), segue que um operador maximal 7 é um operador

sublinear, ou seja, satisfaz

() T(f +9)(x) < T f(x) +Tg(x),
(') T(af)(x) = |a|T f(z).

Para operadores sublineares esta definida uma norma de operador simi-

lar ao caso de operadores lineares, que continuara sendo denotada por || 7 || 12(x)—r2(x)-

Para cada fungdo mensuravel p(z) : X — A, definimos a linearizagao

Ty f(z) de T f(xz). Obviamente, dado um z € X, ¢ > 0 e uma f € L*(X), vai
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existir uma fungao u(x) tal que
Tf(z) <1+ 6Ty f(z) (2.21)

Esse processo é chamado linearizacao, porque cada 7),,) € um operador linear sobre
L*(X). Em casos especiais, como veremos no teorema abaixo, vale ainda
17122y =22 (x) < 81(1[; | Ty || 2 = £2(x)- (2.22)
u(zx
Obtemos dessa forma uma técnica que explora totalmente a estrutura

do espago de Hilbert L?(X) na obtencdo de estimativas da norma de operadores

maximais.

O seguinte teorema (presente em Barrionuevo [3]) nos da condigoes
suficientes para que o processo desenvolvido acima nos possibilite concluir a limitagao
de um operador maximal dado. Como em [3], tratamos apenas o caso de operadores

lineares auto adjuntos. A prova do resultado abaixo serd dada na proxima segao.

Teorema 2.1 (Método TT*). Suponha que A € um conjunto enumerdvel e seja
{T,.} yjeauma familia de operadores lineares auto adjuntos sobre L*(X,dx), onde
(X,dz) é um espaco de medida o-finito. Suponha ainda que as sequintes condi¢des
sao satisfeitas:

(¢) T, sao unifomemente limitadas.

(i1) Para todo p, T),f(x) >0 se f(x) >0 .

(1ii) Se f >0, entdo para quase todo x € X
T, T, f(x) < M,T,0) f(x) + NT 0 f () (2.23)

para todo j e para todo v, onde ¢ € uma funcao fiza de A em A e onde

M, e N, sio operadores lineares sobre L*(X, dx) satisfazendo

< M| fllz2(x) (2.24)
L2(X)

sup M, f
"
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< Nlf 2o (2:25)
L?(X)

sup N, f
o

para algum par de constantes M e N.

(iv) Eziste um subespago denso D de L*(X,dx) tal que

< oo para f €D (2.26)
L2(X)

sup T, f
I

Entao

< Ol fllzzco), (2.27)

sup T, f
H L2(X)

onde C' € uma constante menor ou iqual a M + N.
Nos proximos capitulos utilizaremos o principio acima para obtermos a
limitagao de alguns operadores maximais.

Observagao 2.1. A hipdtese de que todos os operadores {1,,} sao uniformemente
limitados nao € o suficiente para garantir a limitagao do operador maximal. Como

exemplo, vamos considerar a familia de operadores lineares {Ty}ez agindo sobre

L*(T), definidos para cada k € Z por

Tif(x) = f(z + kw) (2.28)
onde w € irracional. Como

1T fllL2ery = £ lle2cmy (2.29)

para cada f € L*(T), vemos que | Ty| 12(r)—r2(ry = 1 para cada k, ou seja, a familia

{Ty}rez € uniformemente limitada.
Se f € L*(T) mas f ¢ L>=(T)
sup Ty f(x) = o0 (2.30)
keZ

pois {x + kw : k € Z}} € uniformemente distribuido ( mod 1).
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2.3 Prova dos Teoremas

Prova do Lema 2.2.1 A primeira igualdade é somente a nocao de dualidade.

Entao, basta provarmos a tultima igualdade. Por um lado temos que
ITT* | 2 (x)-20x) < 1T 2= 201 T* 2= 220 = 1T 122 x0)— 22 (x)-
Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade acima obtemos

x(11/2 *
7T oy o) < 1T 22— 22x)- (2.31)

Por outro lado, observe que para cada f € L?(X)

1T flli2x) = (£ TTF) < N FlezollTT fllzzco < 1F 1200 17T 20— 20x)-
para cada f € L?(X). Tomando a raiz quadrada, podemos conluir que

* *11/2
1T | ooy~ 2y < | TT HL/Q(X)_)LQ(X). (2.32)

Combinando (2.31) e (2.32), obtemos o resultado.

Prova do Teorema 2.1 Definamos A = Uj°, A;, onde cada A, é finito e para todo
i A; C A;11. Primeiro provaremos o teorema para o caso finito. Tome m um inteiro
positivo e seja u(x) uma fungdo mensuravel tomando valores sobre A,,. A condi¢do

(7i1) nos garante que para qualquer f >0

Tuw)Tof (x) < My Tpw) f(2) + Ny Tip(uiay) f (2)- (2.33)

Como os operadores T}, sao auto adjuntos e positivos, tomando adjuntos na equacao

(2.33), temos

Para f > 0, se tomarmos v = u(x) na equagao acima, obteremos

(T s Ty ) < Moy [ Touaon )+ Ny o T f)- (2.35)

Esta relagao nos sera ttil no que segue.
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Fixemos uma fungao f > 0. Dados € > 0 e z € X, escolhemos pu(x) tal

que
1+ )Ty f(z) = Sup Tuf(z). (2.36)
Usando (2.24), (2.25), (2.35) e a desigualdade de Holder, se || f||z2(x) < 1 podemos

concluir que

2

sup 1), f

2
up < (1+¢)? HT#(m)f”LQ(X)

L2(X)

<1+e>2»|T* fIILz = (14 T f. Ty )
(14 XM . T ) + N f T )
(14 *fu oI foLz)
(1+¢)
(1+¢)
(1+¢)?

IN

IN

1+ ¢€)?

+

(HM

(U870 10 )
(191 200 1 N )
1+ 9 (Vs sz [T ec)
<1+e>2>|T;w<m»fHL2<X)( :
L2(X)

(1 + )Nl r2cx) (M + N) ||, W)fllm

1+¢€)?

IN

sup M,f sup N, f

HEAM

LQ(X)>

IN

IA

(1+ 6)2 (M + N) || sup T f

UEAm

L2 (X)

IN

(1 + 6)2 (M + N) sup T@(M)f
I

L2(X)

(2.37)

< (1+€*(M+N)|supT,f

L2(X)

para toda funcéo f € L?(X) satisfazendo || f||z2(x) < 1.

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

2

sup 1), f
BEAm

< (M +N)

L2(X)

sup 7, f
"

(2.38)

L2(X)

Assumindo f € D |, segue que

2

sup 1), f
HEAm

< (M + N)
L3(X)

< 00 (2.39)
12(X)

sup T, f
w

para f € L*N D e || f]l2x) < 1.
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Como o lado direito de (2.39) é independente de m, fazendo m — oo,

obtemos

< (M +N) (2.40)
L3 (X)

supT), f
m

para todas f € DN L*(X) com ||f|lr2x) < 1. Como D é denso em L*(X), nos
obtemos que (2.40) vale para toda fun¢des f € L?(X) com || f]|r2x) < 1, que é o

resultado desejado.

Observacao 2.2. No Capitulo 4, para demonstrarmos o Principio de Quase Or-
togonalidade de Alfonseca, Vargas e Soria, serd necessdrio agregar um principio de

quase ortogonalidade ao método TT™.
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3 EXEMPLOS DE OPERADORES MAXIMAIS
E APLICACOES

No capitulo anterior desenvolvemos um método que nos permite obter
a limitacao de alguns tipos de operadores maximais definidos sobre espacos L?. O
presente capitulo servird para mostrar, através de exemplos concretos, quao vasta
é a aplicabilidade do método TT* e como a limitacao de operadores maximais sao

importantes no estudo de diversos campos da matematica.

Demonstraremos que uma versao diadica do operador maximal de Hardy-
Littlewood ¢ limitada em L?*(IR) e, como corolério, obteremos a convergéncia pontual
da representagao na base de Haar de fungoes em L?([0,1]). Provaremos a limitagao
do Operador Ergodico Maximal em L?(X) (onde (X, X, ) ¢ um espago de proba-
bilidade qualquer) e aplicaremos esse resultado na obtenc¢ao do Teorema Ergodico
Pontual. Finalizaremos com um resultado sobre a limitagao do operador maximal
de Cordoba em L?*(R?), que ¢ um resultado particular do Teorema A do artigo de

Barrionuevo |[3].

Vale ressaltar que os operadores maximais das se¢oes 1 e 2 sao conti-
nuos em LP, para p > 1 e que a estimativa da norma de operador em L? obtida
também nao é a otimal. Para o operador de Cérdoba, a estimativa em L? é otimal
e as estimativas otimais para LP, com p # 2, sao obtidas por interpolagao com os

resultados triviais de L! e L.

3.1 O Operador Maximal Diadico

Nessa segao vamos provar o teorema de Carleson [15] para o caso parti-
cular da base de Haar em L?([0, 1]). Esse resultado segue facilmente de uma variante

do Teorema de Diferenciacao de Lebesgue para intervalos diddicos. Para obter-
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mos esse teorema de diferenciacao, necessitamos da limitacao do operador maximal

associado.
Definicao 3.1.1. O conjunto de todos os intervalos I C R da forma
I = [m2*, (m+1)2F) (3.1)

onde k,m € Z, serd denotado por D. Aos intervalos pertencentes a esse conjunto

damos o nome de intervalos diadicos.

Associado a D, temos o Operador Mazximal Diddico, definido para

cada fungao localmente integravel f (e, em particular para f € L*(R)) por

Mo f(a) = sup @) [ p)dy. (3.2)

Segue entao o seguinte resultado:

Teorema 3.1. O operador mazimal Mp satisfaz

|Mp fllr2wy < Cll fllz2) (3.3)

Prova. Primeiramente, como Mpf = Mp|f|, podemos supor que f > 0. Definindo

a familia de operadores integrais {17} ep, por

Trf(z) = /R %J‘(y) dy = Xfﬁ /] f(y) dy, (3.4)

observamos que cada T; é um operador linear autoadjunto agindo sobre L*(R) e que
o operador maximal Mp esta associado com a familia {7} ;cp pela relagao
Mpf(z) =sup T f(z). (3.5)
IeD

Por fim, se provarmos que a familia de operadores {T;};cp satisfaz as condigoes do

Teorema 2.1, o teorema fica demonstrado.
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Os membros de {17} ep s@o uniformemente limitados, pois dados I € D

e f € L*(R), temos

T fllemy = (/‘XI |]|/f dy‘ d:p)

< o [ |dy(/>a<>dx)
- i [l
< sl = 1 (3.6)

Além disso, cada elemento de {17}ep satisfaz

Tif(x) > 0 se f(z) > 0. (3.7)

Vamos mostrar que se f € C5°(R), entao
[Mp fr>@) < o0 (3.8)
Essa sera a familia densa para a qual a familia de operadores {17} ¢ limitada.

Fixando uma fungao f € C§°(R), notamos que existe um M > 0 tal
que

f(z) =0se |z| > M. (3.9)

Como

125(0) =4 [ £ dy < 111 (3.10

para cada I € D e todo = € R, vemos que

Mpf(x) < |flleem (2 €R). (3.11)

Além disso, se |z| > 2M, entao

/If(:c) dx #0 (3.12)

implica || > |z|/2. Primeiramente, vemos que, caso contrario x;(x) = 0. Para que

[ f( 1 f(y)dy # 0, é necessario que I intercepte o suporte de f, ou seja, existe um y € I
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tal que |y| < M. Logo, z,y € I e

o=yl = lal = [y] = Jo] = M > | — 2 = 2L
2 2
Portanto, |I| > |z|/2. Assim,
< Wllp=®2M _ Cf
Trf(x /f < < (3.13)
1 L
onde Cy ¢ uma constante que depende da funcao f. Logo,
C
Mol < M lmg2M + [ hde < oo (314)
|x|>2M |$|

Resumindo, a familia de operadores lineares autoadjuntos {77} ;ep sa-

tisfaz as seguintes propriedades:

(7) Ty s@o uniformemente limitados.
(17) Trf(x) > 0se f(z) > 0 para todo [ € D
(id) [|Mpfllr2m) < oo se f € C°(R)
Logo, para obtermos (3.3) basta provarmos uma estimativa pontual
para T;T; f(x). Dados I, J € D, temos que

- X|If| /( b /f dz>dy
= o) [ ste) ([ M )
WL o5

Agora, dados dois intervalos nao disjuntos I,.J € D, temos que I C J

ou J C I. Supondo que I C J e usando em (3.15), obtemos

|ImJ|
T < ) / e

i
= |f||J| / US

xJ(x . .
< X / f()dz = Ty (a) (3.16)
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Uma desigualdade analoga para o caso em que J C [ nos permite

concluir que

T/T;f(x) <Tyf(x)+Trf(z). (3.17)

Logo, pelo Teorema 2.1, temos que

| Mp fllze@w) < 2/ fl|z2w)

Observacao 3.1. O operador mazximal diddico aproxima o operador mazximal de

Hardy-Littlewood, no sentido de que
Mpf(z) < 4M f(x) (3.18)

onde M f(x) = sup; [I|7" [, f(y)dy, com I wm intervalo qualquer centrado em x.
Também podemos aplicar o método TT* ao operador de Hardy-Littlewood [50]. O

procedimento € idéntico, sendo apenas que a estimativa pontual € dada por
HiH;f(x) < C(Hyf(z)+ Hoyf(2)) (3.19)
onde Hif(x) = |I|7" [, f(y)dy e I = (x — h,z + h).
Observagao 3.2. A estimativa otimal
IMp flloa) < |l (3.20)

para 1 < p < 0o € obtida por interpolagao e lemas de cobertura [50]. A estimativa

otimal para o operador de Hardy-Littlewood nao é conhecida.

Observagao 3.3. Para cada f € L*([0,1]) e para quase todo x € [0,1]

ﬁ / f(y) dy — () quando |T| — 0, (3.21)

onde o limite é tomado sobre todos os intervalos diddicos contidos em [0, 1] contendo

x.

Prova. Primeiramente, se £ < 0 e 0 < m < 2F, entao o intervalo diadico I =
I(k,m) = [m2*, (m+1)2%) C [0,1]. Logo, se Mp também denota a fun¢ao maximal

restrita a cole¢do dos intervalos I € D com I C [0, 1], segue que

I Mp fllz2qo,1p < 201 fllz2 o, (3.22)
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para cada f € L?([0,1]). Para mostrarmos (3.21), basta provarmos que o operador

Oy (z) :hmsupﬁ/ff(y) dy — hmmf—/f (3.23)

I—x ’[|
onde o limite é tomado sobre todos os intervalos diddicos contidos em [0, 1] com

x € I, é zero quase sempre. Vemos que O()(z) é sublinear e satisfaz

On(x) = 0 para cada h continua, (3.24)

Of(z) < 2Mpf(x) para cada = € [0, 1]. (3.25)

Como para cada f € L*([0,1]) existe uma funcao g € C°([0,1]) tal que ||f —

llz2(o,17) < €, temos que

10s—gll 2017 < IIf = 9llz2(0,17) < Ce. (3.26)

Como € > 0 ¢ arbitrario e o operador O (x) é sublinear, temos que Oy(x) = 0 quase

sempre.

Observacgao 3.4. A partir da formula (3.21), podemos obter a convergéncia pontual
(quase sempre) da representagao de uma funcio f € L?*([0,1]) em uma base de
fungoes ortonormais de L?[0,1], conhecida como base de Haar. Seja D a colegio
de todos os intervalos diddicos contidos em [0,1], isto é, D = {I = I;;, € D : j €
N e0<k<27}. Defina a base de Haar {hy, }1,ep = {hjx}jxr, onden = (j,k) é

o par de inteiros que determinam I, = I;

hiy(z) = hoo(r) = Xj0.1)(2)
hi,(x) = hjx(z) = 292020 — k)

com h(x) = Xjo,1/2)(%) — Xj1/2,1)(x) (@ fungdo h é chamada de fungao de Haar). A

representagdao de uma fungao f € L*([0,1]) na base de Haar é a expressdo

Hf(x) =Y (f h)he, (@) =Y > (f hurhje(). (3.27)

In JEN 0<k<27

Vamos demonstrar o sequinte resultado relativo a convergéncia da soma acima:
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Proposigao 3.1.1. Se f € L*([0,1]), entdo f admite uma decomposi¢io da forma

f@) =" (f hp)hi, () (3.28)

In

para quase todo ponto z € [0,1].

Prova. Como C([0, 1]) é denso em L?([0,1]), basta demonstrarmos (3.28) para fun-
¢oes continuas (em [42], existe um demonstragao da densidade de C' em L?). Usando
a propriedade de que se [ e J sao dois intervalos diddicos nao disjuntos, entao I C J

ou J C I, podemos reescrever (3.21) como

1
lim D, (z) = lim —— fly)dy (3.29)
n—o0 n—oo |In(x)| In(z>
onde Iy = [0,1] D Liz) D Ia@) O ... D Iy D ... ¢ uma sequéncia monoétona de

intervalos diadicos de diametro decrescente convergindo para x. Dado um intervalo

I,(z), podemos decompo-lo como

Loy = Int1(z) Y Jnti(z) (3.30)

onde Jy1(z) € 0 intervalo irmao de I, 1(z) (note que x & J,11(z) q.5. € a propriedade
que determina qual dos dois subintervalos de comprimento |1,,|/2 que sera o proximo

I 11(z))- Agora, observe que

D) = D) = (i V) (0). (3.31)

Definindo G,,(z) = Dy,+1(x) — D,(z) e usando a soma telescopica, temos que

00 N
> Gulz) = lim > Gu(x)
n=0 n=0

N

= Jim S (Dya(e) - Dafa)

= lim Dyyi(z) — Do(x). (3.32)

N—oo

Por outro lado, usando a relagao (3.31)

(e e}

Z Gn(r) = Z (Dns1(x) = Dy(2))

n=0

- Z<f’ hfn(x)>h1n<m) (2)

- Z <f’ h1n>h’1n (l‘), (333)

In,1n7510



23

pois a soma sobre os intervalos diddicos que nao contém x é igual a zero. Para a
representagao na base de Haar ficar completa em (3.33), falta obtermos o elemento
(f,hgy)hi,(x). Como as expressoes em (3.32) e (3.33) tem que ser iguais, obtemos a

expressao

fx)=Do(x) + > (f hu ), (2)

]n,Inffo

Como Dy(x) = (f, h,)h1,(x), segue que

F@) = {f, hi Y, (). (3.34)

I,

Observacao 3.5. Resultados como o da Proposi¢cao 3.1.1 sao muito mais difi-
ceis de se consequir quando estamos trabalhando com a série de Fourier classica,
ou seja, quando a base de funcoes € a base trigonométrica, composta por ex-
ponenciais da forma {€™*},.cz. Um importante problema proposto por Lusin em
1920, afirmava que se f € C(T), entdo a série de Fourier da fungdo f deveria
convergir pontualmente (quase sempre) para f. Resultados parciais foram obtidos
por Kolmogorov-Seliverstov [34] (em seu artigo que motivou o desenvolvimento do
método TT*) para uma classe especial de fungoes em L*(T). O resultado geral para
L*(T) s6 foi obtido por Carleson em 1965 [15]. Provas alternativas foram dadas por
Fefferman [23] e Lacey e Thiele [36].

3.2 O Teorema Ergédico Maximal em L?

Seja (X, X, 1) um espaco de probabilidade e T : X — X uma transfor-
magcao inversivel que preserva medida, isto ¢, u(E) = u(T~'(E)) para todo F € X.
Defina o operador linear P agindo sobre L?(X, 1) por

P(f)(x) = (f o T)(x) = f(T(x)) (3.35)
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Segue da definicao de T que

(P(9).P(0)) = [P(0)Pox /|g dy(z)

= /X\g(:v)]Qd,u(l’) = [|lgll72x)
= {9.9) (330

para cada fungao g € L*(X).Por (3.36), vemos que P ¢ uma isometria. Em particu-

lar, isso implica que ||P||r2(x)—r2(x) = 1.

Definimos as médias ergodicas En(f)(x) por

Enf(z) = ——> P"f)(x), (3.37)

k—vezes

onde P* = P 5.0 P, e o operador mazimal ergddico por

Ef(x) = sup |En(f)(z)]. (3.38)

0<N<oo

Nessa se¢ao, nossa meta seré provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Para cada f € L*(X) temos que

IEfllz2x) < DI fllz2(x) (3.39)
Prova. Como
1 & 1 X
Ef(x) = —— ) pP* Pk =& ’
f@) = sw |5 > (D@ < 5w 5oy > Pl = Eflte)

podemos supor que f > 0.

Agora, definamos para cada funcao nao negativa f € L?(X), os opera-

dores auxiliares

AnI(@) = 5 37 PH() (3.40)
k=—N
Af(x) = sup Anf(z). (3.41)

0<N<oo
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Fica claro que, quando estamos restritos as fungoes nao negativas em L?(X), vale a
desigualdade
Exf(z) < 245 f(x) (3.42)

e, logo, também vale

Ef(x) <2Af(x). (3.43)
Portanto, basta provarmos que

JAf (@) |20x) < DIl flle2(x (3.44)
Para isso, utilizaremos o Teorema 2.1.

Da definigdo da familia de operadores {An}nen, segue que eles sao
operadores lineares auto adjuntos sobre L*(X), que Ay f(z) > 0 se f(x) > 0 para
todo N € N e que para cada f € L?*(X) e N € N vale

It < (5y7) 3 Z 1P flzxc

VAPRS, PRF)

k=

JTT

DO

N

+

MZLMZZMZ

(avi1) 2
() 2
<N+1) 12y = N f 12, (3.45)

[\)

-N

pois P é uma isometria.



26

Além disso, dada uma funcao f > 0 com f € L*™ e um operador Ay,

temos que
) N 9 1/2
A = p* d
AN fllz2(x) /}({2N+ 1 k:ZN f(iU)} ()
X N 9 1/2
= TFz) ¢ d
/X{QNH > A x)} (z)
k=—N
X N 9 1/2
< o d
< ([ {2N+ - > ISl m} (a)
k=—N
2N +1
= |[fllee=(x) (3.46)
Portanto, a familia de operadores {Ay}yen tem as seguintes proprie-
dades:

(1) Cada Ay ¢é autoadjunto.
(1) An sao uniformemente limitados.
(13i) Anf(x) > 0se f(x) > 0 para todo N.

(iv) [ Af]lz2x) < oo se f e L®(X)
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Logo, para provarmos (3.44), basta uma estimativa para AyxAy f(x),

onde N, M € N. Um calculo simples nos mostra que

1

AvAuf(z) = PHAuN@) = 357y 2 Al

IN

IN

VAN
7~ N -~ N -~/ N -/ N -/ N /N
[N}
2»—!
+
—_
NP U A A N U N

= 2{Aonf(z) + Aan f(2)} (3.47)

onde C; ¢ igual ao nimero de solugdes da equacao k+1 = j, onde k € {—N, ..., N},
le{-M,..M}eje{-N—-M,..,N+ M}

Pelo Teorema 2.1,

IAfl L2y < 4l fll 2 ).

Como & f(x) é dominadado pontualmente por 2Af(x), segue que

1Ef 200 < 8l fllz2x (3.48)
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Observacao 3.6. O Teorema 3.2 nos permite demonstrar o famoso Teorema Er-
godico Pontual (ou Teorema Ergddico de Birkhoff, como é mais conhecido) para o

caso especial em que f € L*(X).

Corolério 3.2.1 (Teorema Ergodico Pontual). Dado uma funcao f € L*(X), onde
(X, X, ) € um espago de medida, e uma transformagao inversivel T : X — X que

preserva medida (isto é, u(T~Y(E)) = u(E)). Entdo

f = lim — Z f(r ) existe para quase todo x € X, (3.49)

N—>oo

f pertence a L*(X) e

) Hf— o SV, f(Tk($>)“L2(X) — 0 quando N — oo;

(1) f(T(x)) = f(z) para quase todo ponto x € X ;

(it) [y f(x)du(z) = [y f(z)du(x)

Prova. Demonstrando que o limite em (3.49) existe para quase todo ponto = € X,

todas as propriedades enunciadas no corolario seguem facilmente.

Para isso, definimos os conjuntos C' = {g € L*(X) : g(z) = h(z) —
h(T(z)),h € L>*(X)}, chamado conjunto das cobountaries e I = {f € L*(X) :

f(z) = f(T(x))}, o conjunto das fungoes T-invariantes. Vamos mostrar que
Dy ={f e L*X): f(z)=1s(z)+ Cy(z),I; € [ e C; € C} (3.50)

¢ denso em L2(X) (esse conjunto sera importante no que segue abaixo). Seja h €
L*(X) tal que hl (g —Tg) para toda g € L*(X). Entao, utilizando o produto

interno, concluimos que

/X W) dyu(z) = /X WT'2) du(z), (3.51)

ou seja, que Th = h. Logo, L?(X) pode ser decomposto como a soma direta de [

com o fecho de C. Em particular, isto implica que Dy é denso em L*(X).
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Para cada f € L*(X), definamos o operador auxiliar

O(f)(x) = limsup Ex f(x) — liNm_}or(l)f Enf(z). (3.52)

N—oo

Fica evidente que O(f)(xz) = 0 para quase todo = € X é equivalente ao limite em
(3.49) existir. Da defini¢do do operador O(.)(z), vemos que ele é sublinear, limitado
pontualmente pelo operador ergdédico maximal £ e que para cada funcao g € D,

O(g)(z) = 0 quase sempre.

Fixando uma fungao f € L*(X), como Dj é denso em L?(X), dado um
€ > 0 existe uma funcdo g € D, tal que || f — g|r2(x) < €. Usando as propriedades

do operador O(.)(x), obtemos

10Ny < 1102y + 1O(f = 9 llz2(x)
< ClEf = g)llz2x)

< f = gllex) <€ (3.53)

Como € > 0 é arbitrario, para cada f € L*(X) segue que O(f)(z) = 0 quase sempre,

ou seja, [ existe quase sempre.

O fato de que f € L*(X) segue diretamente da limitagao do operador

maximal ergodico:

Ifllz2x) < NE)z2cx) < Cllf ez < o (3.54)

Uma nova aplicagao da limitacao do operador maximal ergdédico nos

permite obter (7). Definindo

fn(x) = f(z) — Exf(x), (3.55)

temos que limy .o |fx(7)|> = 0 para quase todo = € X (por (3.49)) e que

[fn(@)]? < 4(Ef(x))? (3.56)
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para quase todo z € X. Logo, como (5f(3:))2 € L'(X), pelo Teorema da Conver-

géncia Dominada de Lebesgue,

Jm il = Jim [ 1f@) = Buf@)@) Pt

_ /X Jggnwu(x)—ENf<x><x>|2du<z>

B /sz“i‘;o!fjv(:wlz’du(x)
) (3.57)

ou seja, Ex f — f em norma.

A propriedade (i7) é apenas um truque algébrico. Como f e LX),

temos que f(x) < 00 para quase todo x € X, de onde
;N
_ k+1
FT@) = Jin gy AT )

- Nhf;o( 12/ M-y >>

N+1
. N+2 K
- NIWNHNJFQZJCT NhinooNHf()
N+1 ~
= Jim +22f ) =f(x) (3.58)

Como (X, X, ) é um espago de probabilidade, pela desigualdade de
Holder segue que

1€ Fllzr ) < NEFllaeon(X)? < oo, (3.59)

ou seja, £f € L'(X). Logo, uma nova aplicagao do Teorema da Convergéncia

Dominada (usando |Enf(z)] < £f(x) e a rela¢do (3.49)), juntamente com fato de
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que a medida p é invariante pela transformacao 7', nos permite obter

N—oo

/X F@)du(z) — /X lim Ey f(z)du(z)

= lim Eyf(x)du(z)

N—oo X

~ Jim /X e > ST @)dnte)

= | flx)dp(z) (3.60)

que prova (iii) e encerra demonstragao do corolario.

3.3 O Operador Maximal de Cérdoba Revisitado

Nessa segao demonstramos o Teorema A do artigo de Barrionuevo [3|
para o caso especial n = 2. Essa restri¢ao simplifica consideravelmente os resultados
geométricos envolvidos. Vale ainda ressaltar que o teorema abaixo foi inicalmente
demonstrado por Cordoba [18], mas com uma estimativa para a norma de opera-
dor nao optimal. Por causa desse fato, vamos chamar nosso operador de operador

mazimal de Cordoba.

Consideremos a colecao {2y de todos os retangulos que sao congruentes
a alguma dilatagao do retangulo Ry = [0,1] x [0, N7!], onde N > 0. Definamos

para cada f € L (R?) o operador maximal direcional

Myf@) = sw o | rwy .61

Entao, segue que:

Teorema 3.3. O operador mazimal My como definido em (3.61) satisfaz

| My fllL2®2) < C (log N) || fl| z2(r2) (3.62)
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Observacao 3.7. O fator log N em (3.62) é otimal. Para ver isso, considere a

funcgao

fn(z) = éxquw(z)
Entao

1]l L2z = C (log )/
e

| My fll @2y > C (log N)*?

Para demonstrarmos o Teorema 3.3 precisamos de alguns resultados
que simplifiquem a geometria envolvida no problema, permitindo reformular o teo-
rema em uma forma equivalente para a qual possamos aplicar as mesmas idéias do

Teorema 2.1.

Primeiramente, precisamos de um resultado sobre o suporte de convo-

lugdes, que pode ser encontrado em [28] para o de distribuigoes.

Lema 3.3.1. Sejam u,v € LY(R™) sdo funcgoes de suporte compacto, entio u * v

também € uma fungao integrdavel de suporte compacto e

supp (uxv) C supp(u)+supp(v) = {r+y € R" : x € supp(u),y € supp(v)} (3.63)

Prova. Seja h uma fun¢io L'(R"). Entao

[ reaenas = [ ([ 5= natiy) i
= [ [t ngwhta) dyds
n Rn”
= [ | 50swhiz + g (3.64)
O integrando vai ser diferente de zero somente se z + y € supp(u) + supp(v).

Seja B, a classe de todos os retangulos simétricos em torno da origem,

que sao congruentes a alguma dilatacdo do retangulo [—3, 1] x [—£, £]. Agora, para

cada par g = (h,0), onde h > 0 e § € S', definamos B* a classe de todos os
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retangulos em B, que sdo congruentes a [—%, %] X [—%, %] e que possuem o lado
maior apontando na diregao de 0. Para p = (h,0) e v = (k,7), considere os
retangulos Ry € BY e Ry € B! e as fungoes
1 .
piz) = TR (z) (i=1,2). (3.65)

Entao, vale o seguinte resultado.

Lema 3.3.2. Parai = 1,2, sejam R; e @;, como acima. Entao existe uma constante

C independente de Ry e Ry e um retingulo E tais que

o1 # pal) < cﬁmx» (3.66)

E ¢ um retdngulo simétrico centrado na origem e congruente a [—%,%] x [-2, 2],

onde a e b satisfazem

a = max{2h,2k}, (3.67)

b = max{2ea,dsin 5;}, (3.68)

onde d = min{2h,2k} e 5’? denota o dngulo entre 6 e ~v. Além disso, E possui o

lado maior apontando na diregdao de 6 se h > k ou na direcao de v se h < k.

Prova. Sem perda de generalidade podemos assumir que h > k. Isso implica que
a = 2h e que d = 2k. Além disso, aplicando uma mudanca de coordenadas se
necessario, podemos assumir que 6 = e3 = (0,1). Um calculo simples nos mostra
que

i g BN (Ry+ 1)
©1 % a(x) /[RQ<P1(3/>902( y)dy | Ry | Ra| (3.69)

Logo, precisamos compreender como se comporta, geometricamente, a intersecgao

do retangulo R; e do retangulo transladado R, + x. Vamos considerar dois casos

Caso 1. 4eh > 2k singf\y

Usando o Lema 3.3.1, vemos que supp(p1 * ¢2) esta contido no retan-
gulo

E={r €R?: || < h,|xy| < 2eh}
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que possui 4rea | E| = 8h%e. Usando o fato trivial de que |RiN(Ry + 1) | <

|Ry + x| = |Rs| em (3.69), concluimos que para cada x € E

1 1

< -
P1* 902(1‘) = |Rl| h2e

Logo, para cada x € R?, obtemos a desigualdade
8
p1 % pa(x) < EXE(@ (3.70)

Caso 2. 2k sin@ > 4eh Novamente, aplicando o Lema 3.3.1, segue que
supp (1% 92) C B = {2 € R?: |11] < h, |z2| < ksinfy}

onde |E| = 4khsin 5; Usando a formula (3.69) para « = 0 e notando
-1
que, nesse caso, |Ry N Ry| = (eh)(ek) (sin 97) , obtemos

(eh)(ek) (sin é;) - 1
PO = TR G hkeindy

Como |Ry N (Ry + x) | ndo pode aumentar quando x € F varia,

o1 % pa(x) < %xm) < %XE@:) (3.71)

Logo, para qualquer z € R? obtemos um retangulo E orientado na
diregao 0 se h > k que satisfaz (3.66). Fazendo um procedimento anélogo para o

caso k > h concluimos a demonstracao do lema.

Agora, para N > 2 fixo, seja m um inteiro tal que 2™ < N < 2m+%
Entao, se R ¢ um retangulo em R? contendo x e congruente a [0,h] x [0, AN 1],
onde h > 0 satisfaz, 2! < hh < 2! para algum i € Z, temos que para toda funcao

f € L} (R?) ndo negativa

loc

ﬁ /R fy)dy < cﬁxw « f(2), (3.72)

onde R é um retangulo centrado na origem, congruente a [—2¢, 2] x [—20-™, 20=™],

. , ’ . ~
com os lados paralelos a R, isto ¢, R € By-m, e com a mesma orientacao de R.
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Logo, R’ = R, com p = (24,0), i € Z e § € S'. Pela continuidade da integral de
Lebesgue, podemos assumir ainda que 6 pertence a um subconjunto enumeravel e

denso ) de S'.

Assim, o Teorema 3.3 ¢é equivalente a

Teorema 3.4. Seja Q = {6;},cz um subconjunto denso de S'. Para p = (i, j) € 72,
seja R, o retangulo em By-m congruente a [—2¢,2'] x [—=2"™ 2] com §; paralelo

ao lado mator. Defina T e T™ para cada fungao f € L} (R?%) por

loc

1
T f(z) = @XRH * f(x), (3.73)
T"f(x) = suZp T f ()] (3.74)
HEZ?
Entao
1T f ()|l 2r2y < Ol f (@) L2@e2).- (3.75)

Prova. Pela positividade de T™, precisamos provar (3.75) para f > 0 em L*(R?).

Aplicando o mesmo procedimento das segoes anteriores, obtemos que
os operadores T)" sao operadores lineares auto adjuntos uniformemente limitados
sobre L?(R?), que para todo p € Z* e para toda f(z) > 0 q.s. vale T f(x) > 0, e
que se f € C°(R?) entao T™f € L*(R?).

Logo, para aplicarmos as idéias do Teorema 2.1, precisamos estimar
mm 2 2 —_ (s 4 _
T, f(r) para cada f > 0 em L*(R*). Se u = (i,j) e v = (k,1), o Lema 3.3.2
nos garante que
1

T)T)" f(2) < ClEXEf (z) (3.76)

onde C; nao depende dos retangulos e onde E é um retangulo em R? simétrico em
torno da origem, congruente a [—%, %] x [—2 2] (onde a e b satisfazem (3.67)) e com
E orientado de acordo com a conclusao do Lema 3.3.2. Entao E é um elemento
de algum Bs-<, onde s satisfaz 1 < s < m — 1, e E é paralelo a R, se k < ioua
R, se i < k. Entdo, se o : Z*> — 7? ¢ definida por ¢((i,7)) = (i, j), onde i  satisfaz

20 —1 < 21 < 27" temos que

T f(x) < Cy (T3 + Touy f(x) (3.77)
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onde s = s(u,v) < m — 1. Para eliminarmos a dependéncia de s sobre p e v, nos
vamos somar em s. Logo,

m—1

T f(x) < Cr Y (Tan + Tayf (@) - (3.78)

s=1
Repetindo os mesmos passos da demonstracao do Teorema 2.1, obteremos

m—1

1T f (@)1 722y < 2C1 Y I1T° F(@)l] 2 ey (3.79)
s=1

A demonstracao é concluida usando inducao em m.

Para m = 1, T' é dominado pelo operador de Hardy-Littlewood, de
onde HTlf(x)H%Q(RQ) < C|| fll2(m2), com C' > Cy. Suponha que para todo s < m nos
temos que ||T5f(:v)||%2(R2) < Cs|| f|| r2(r2), onde C' é independente de s e f. Podemos
assumir que C' > . Entao, por (3.80), temos que

m—1

1T f (@) 1722y < 2C° Y sl f(@)ll2me) < CPm®| f (@)l p2e)- (3.80)

s=1
Isso encerra a demonstragao do Teorema 3.4 e, por consequéncia, demonstra tam-

bém o Teorema 3.3.
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4 TEORIA DE OPERADORES MAXIMAIS
DIRECIONAIS NO PLANO

Seja C uma colecao de subconjuntos abertos e limitados de R™. Asso-
ciado a essa familia definamos o operador maximal

Mef(z) = sup ﬁ /C F)ldy (4.1)

zeCel

para cada fungio f € Li (R™). Se provarmos que o operador maximal é limitado
em LP(R"), por exemplo, entao

Pl Rrel ALY (4.2)
onde ' — x siginifica que estamos tomando uma sequéncia de elementos C' € C
cujo didmetro estd convergindo para zero, tal que todos C' contém z. Como visto
no Exemplo 2.1 do Capitulo 1, este tipo de resultado é valido para intervalos I da
reta R. Uma extensao desse resultado para dimensao n segue de maneira trivial se
trocarmos intervalos por bolas (como pode ser visto no texto de Tao [50] ou Stein
[45]). Porém, se substituirmos bolas por paralelepipedos, o comportamento de um

operador do tipo (4.1) muda completamente. Vamos considerar alguns exemplos:

Exemplo4.1 Se ® ¢ uma familia qualquer de conjuntos abertos e limitados de
R™. Se existem constantes c¢; e ¢y tal que para cada D € ® existe uma bola B
satisfazendo

Cl(B) - D C CQ(B), (43)

entao o operador maximal My é limitado pelo operador maximal de Hardy-Littlewood

[46].

Exemplo4.2 Se T é a colecao de todos os paralelepipedos em R", entao My é
ilimitado em todos espagos LP(R™), com p < oo. Esse resultado pode ser obtido

utilizando a constru¢do de Kakeya (mais informagoes podem ser encontradas em

[56]).
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Exemplo4.3. Se S é a colecao de todos os paralelepipedos centrados em x e com os
lados paralelos aos eixos ordenados, entao o operador maximal Mg (conhecido como
strong maximal operator) é limitado em LP(R™), para todo 1 < p < oo e satisfaz

uma estimativa do tipo Llog(L)"™! fraca para p = 1, isto &,

o : Msf(z) > a}| < g/ F@)] (14 log" [f(@)])" " da

n

onde log™ (t) = log(t)X[0,00)(t). Para mais referéncias e a demonstragao desse resul-

tado, referenciamos o artigo de Robert Fefferman [24])

Exemplo4.4. Se £ consiste de todos os retangulos em R? cujo lado maior faz um
angulo 6, = 27% com o eixo z, para algum k € N, entdo o operador maximal M,
o operador mazimal lacundrio, é limitado em LP(R?) para todo 1 < p < co. Para

p = 1 nao existe nenhum resultado.

Exemplo4.5. Se U consiste de todos os retangulos em R? cujo lado maior ¢ angulo

2r 2w(N —1)
_— ., —= 4.4
Uk € {07 Na ) N }7 ( )

o operador maximal M;, satisfaz a estimativa otimal

Uy, com o eixo x, onde

[ My f |22y < C (log N) ([ f]] 2 @2). (4.5)

Logo, fazendo N — oo, vemos que || My/||r2r2)— 12 (r2) — 00.

Exemplo4.6. Considere o caso em que K é a colecao dos segmentos de reta no
plano cuja inclina¢ao formada com o eixo z toma valores no conjunto de Cantor
classico. Entao My é ilimitado em LP(R?) para todo p < oo (para a demonstragao

desse resultado ver [7])

Nota. A prova de que os operadores Mg e M, sao limitados em LP, para 1 < p <
0o, pode ser encontrada em Stein [45]. A estimativa L? para o operador mazimal
uniformemente distribuido My é devida a Stromberg [48]. Uma prova usando o

método TT™ aparece no artigo de Barrionuevo |3].

Considerando os exemplos acima, resultados sobre a limitagao de ope-

radores do tipo (4.1) podem depender muito da geometria da cole¢ao de conjuntos
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associada. Em particular, quando a cole¢ao dos conjuntos em C dependem da orien-
tacao, costumamos chamar os operadores M¢ de operadores mazximais direcionais.
Esse tipo de operador aparece em diferentes situagoes: Fefferman [21| e Cordoba
[18] utilizaram operadores do tipo Kakeya (Exemplo 2.4) para obterem seus re-
sultados sobre a convergéncia das médias de Bochner-Riesz no plano; Nagel, Stein
e Wainger [38], demonstraram a limitagdo do operador maximal lacunario no seu
estudo obre diferenciagao em diregdes lacunarias; Katz (32| e [33]), Barrionuevo (]3]
el4]) e Karagulyan e Lacey [36] estudaram operadores maximais cujo conjunto Bg
consiste de retangulos cujo lado maior é paralelo a algum vetor e; € Q (onde Q C S!
¢ um subconjunto finito) quando estudavam questdes relativas a Conjectura 1 em

n = 2, isto é, que o operador maximal M satisfaz

Mo fllr2mey) < C (log N) || fllz2w2)-

Neste capitulo, estaremos interessados em resultados sobre operadores
maximais associados a familias de retangulos em R2. Na primeira secao, introdu-
zimos um novo tipo de operador maximal direcional, que denotamos por M, que
generaliza o operador maximal de Coérdoba, estudado no Capitulo 3 (Teorema
3.3). Finalizamos o capitulo, dando uma nova demonstragao a um resultado de
Alfonseca, Soria e Vargas 2| que permite obter o resultado de Katz [32], a solugao

da Conjectura 1 em R?, como um simples corolario.

4.1 Limitagao do Operador Maximal M em L*(R?)

Em 1977, em um artigo sobre as somas de Bochner-Riez, Coérdoba [18|
introduziu um novo tipo de operador maximal. Para cada ¢ > 0, considerou a base
de retangulos Bs = {R C R? : EXC(R) = 4}, onde

B lado menor de R

EX = 4.
C(R) lado maior de R (4.6)
e definiu para cada fungao f € L}, (R?) o operador maximal
1
Msf(z) = sup / f(y)dy. (4.7)
rEREDB; ‘R’ R
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Nesse artigo, Cérdoba demonstrou que
15| 22y 122y < €' (log 36)° (4.8)

e, utilizando essa estimativa, pode deduzir o Teorema de Carleson-Sjolin-Fefferman-
Hormander ([16], [22], [27]) sobre Multiplicadores de Fourier. A estimativa (4.9) foi
melhorada por Stromberg [48| e por Barrionuevo [3|, que obtiveram a estimativa

Otima (esse resultado foi demonstrado na tltima segdo do capitulo anterior)
| M| L2 (r2)—L2R2) < C'logd. (4.9)

Nessa sec¢ao, vamos demonstrar o seguinte resultado.

1
loc

Teorema 4.1. Para cada funcgao f € L, .(R), defina o operador mazimal

Mf(x)= sup ;M f(z) (4.10)

é
0<8<1/2 | log §|

Entao, M € limitado em L*(R?)

Observagao 4.1. O fator |logd|™ em (4.10) € o melhor possivel. Se substituirmos

ele por um as tal que
. |log |
lim —— =
6—0 as

I

entao ||[M]| = oo.

Prova. Primeiramente, pelo Teorema da Convergéncia Monétona é suficiente mos-

trar que o operador maximal

Mof(z) = sup M f(x 4.11
of (%) 0<89<6<1/2 log 9 of (@) ( )
satisfaz

Mo fllr2me) < C|l fllr2me) (4.12)

com C' independente de dy e f. Podemos assumir ainda que o conjunto das possiveis
diregoes ¢ restrito a 6 € [0,1/10]. Isso faz com que diregao vertical seja uniforme-
mente transversal a todas as direcoes dos retangulos admissiveis, com o custo de

uma constante multiplicativa na norma de operador de M.
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Para cada m = (h,0,0), considere o retangulo R, = R,,(z) que possui
dimensoes h x dh, é centrado em z e possui seu lado maior apontando na direcao 6.

Se I, = 1 + |log |, definimos o operador linear positivo e autoadjunto 7, por

1

Tof(x) = l;fm . fy)dy. (4.13)

Nao é dificil notar que T, é uma linearizacao de Mgy. Além disso, usando as idéias

empregadas na prova do Teorema 4.2, podemos mostrar que
[ Mol 2(g2)— 2@y < 50D Tonll 2 (g2) - 2(g)- (4.14)
Portanto, basta provarmos que
| sglp Toll2@2y—r2@2y < C. (4.15)

Para isso, vamos aplicar o Teorema 2.1.

Como nosso operador é positivo, C5°(R?) é uma classe densa de L?*(R?)
para o qual | sup,, T, r2@2)—r2@2) < 00 e a colecio {71}, }nez ¢ uniformemente

limitada (Teorema 3.3), basta obtermos uma estimativa pontual do tipo (2.23).

Se m = (h,0,9), n = (k,3,n) e h > k, um calculo simples (Teorema

2.3) nos permite concluir que

_1-1 4
1) < O /R £() dy, (4.16)

onde R é um retangulo de dimensoes 2h X 2w, com w = max{nk, dh, ksin |0 — 3|},
com o lado maior 2h apontando na direcao de # e onde C' é uma constante indepen-

dente dos retangulos. Vamos considerar agora dois casos separadamente:

Caso 1: w = 6h

Definimos o operador linear positivo e autoadjunto S,, por

Suf(@) = —— [ f(y)dy (4.17)
|Rm| Rm
onde R,, é um retangulo com o mesmo centro que R,, mas com dimen-
soes 2h x 28h. Nao é dificil de ver que estimativa pontual (4.16) toma
a forma

T, T f(x) < OIS, f(z) < CS,, f(x). (4.18)
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Caso 2: w = max{nk, ksin|f0 — 3|}

Para algum j < 2l,, nos temos que w € (nk2/~!,nk2’]. Definindo o

operador linear

2,
Waf(e) = ) 3 B (4.19)
onde, para cada n = (k,3,n) e j < 2ln,
) nk2J
Hosf@) = k2 [0 fadod, @20
—nk23

observe que |H, ;f(z)] < CMYf(x), onde MY é o operador maximal de
Hardy-Littlewood unidimensional agindo na dire¢ao y. Pelo Teorema

de Fubini, para cada p > 1
I ey = [ | M) dya
< o [ 1ol dyde = €Ul
Entéao, se W f(z) = sup,, |W,f(x)|, obtemos
IWlL2@2)— 122y < CIIMY|[L2@2)—22) < C (4.21)
e que vale a estimativa pontual para (4.16)
T.T.f(x) < CS,,W,f(x) (4.22)
Considerando (4.18) e (4.22) e o caso simétrico onde h < k, obtemos a
estimativa pontual
T2 T, f(x) < C (S + Sp+ SuWy, + SaWhy,) f(x). (4.23)

Como Sy, = Tymy, com ¢((h,0,0)) = (2h,0,9), a estimativa pontual

(4.23), nos permite concluir que
TwTn < C T+ W,) Tony f () + C (L4 W) Ty f (), (4.24)

onde I é a identidade, isto é, If(z) = f(x). Como | sup,, (I4+W,)| r2@2)—r2m2) < C,

as propriedades basicas dos operadores T, (positividade, existéncia de um conjunto
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denso de L?*(R?) para o qual o operador maximal associado é limitado, etc) e a

desigualdade (4.24) nos permitem aplicar o Teorema 2.1 e concluir que

H sup TmeL2(]R2) S CHfHLQ(R2)7 (425)

ou seja,
[Mofllrz®ey < || sup Tl 2ge)—r2®2) < C, (4.26)

onde a norma de operador M, nao depende de Jy. Portanto, M é limitado em

L*(R?) com uma norma que nao depende de 4.

4.2 O Principio de Quase Ortogonalidade de

Alfonseca-Vargas-Soria

Seja 2 C [0, 27] e consideremos a colegao de todos os vetores da forma
ew = (cosw,sinw), onde w € Q. Definamos entao a familia de retdngulos Bg

composta pelos retangulos R € R? cujo maior dos lados é paralelo a um vetor e,,.

Associdada a essa familia de retangulos, consideremos o operador ma-

ximal definido para cada f € L, .(R?) por

loc

Mof(x) = sup ﬁ /R £() dy. (4.27)

reREBq

Em [2]|, Alfonseca, Soria e Vargas obtiveram um principio de quase orto-
gonalidade para o operador (4.27) que implica a solugao de Katz [32] da Conjectura
1 para o caso n = 2, como um simples corolario. O argumento empregado na de-
monstracao foi baseado em uma estimativa de dualidade desenvolvida por Carbery
em [14]. Nessa segao, provamos o mesmo resultado, mas utilizando uma variante do

método TT™ que simplifica consideravelmente a prova.

Vamos comegar definindo alguns conjuntos e operadores maximais. Sem
perda de generalidade, podemos supor que 2 C [0,7/4], pagando o prego de uma
constante multiplicativa na norma de operador de Mq. Suponhamos ainda que

/4 € Q.
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Consideremos entao 2y C 2 um subconjunto enumeravel e ordenado,

nao necessariamente finito, definido por
Oy = {01 >0y > ....> 0, > } (428)

e que satisfaz a seguinte hipotese: se Qy = [n/4,01) e ; = [0;_1,6;) N Q para

i=2,3,..., a colecao disjunta {Q;}32, € uma particao de ), ou seja, U;Q; = .

Associados com a colec¢ao {€2;}5°,, definamos os operadores maximais

1
Mo f()= sw [ fwdy (129
ZEREBQZ. |R| R
onde Bg,, para ¢ = 0,1, ..., ¢ a colecao dos retangulos cujo maior lado ¢ paralelo a

um vetor e,,, com e,, = (cosw;, sinw;) para algum w; € ;.

Teorema 4.2. Sejam Mg, Mq, e {Mq,}32, como definidos acima. Entao,

||MQ||L2(R2)_)L2(R2) S Sl>1113 ||]\4QZ ||L2(R2)—>L2(R2) —|— CHMQO ||L2(R2)—>L2(R2) (430)

Prova. Dada uma funcao mensuravel ® : R? — Bg, tal que 2 — R,, definimos o

operador linear associado a ® por

1
71w = gy [ Swdn= [ ke sa (1.31)
onde o nucleo é
) = v (o) (1.32)

Definimos ainda dois operadores auxiliares. Se I, tem inclinagao em (2;, considere

os seguintes retangulos associados a ele:
(1) R, o retangulo com mesmo centro e inclina¢ao que R,, mas com duas
vezes suas dimensoes;

.. ’ N . ~
(17) R,, o retangulo com mesmo centro que R,, duas vezes sua a dimensao

e com inclinagao 6;_;

... " N . ~
(1ii) R,, o retangulo com mesmo centro que R,, duas vezes sua a dimensao

e com inclinagao 0;.
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Associados a estes retangulos, definimos os operadores lineares

1 1
T0f(@) = /R @M+ [ /R Sy (4.33)

- 1
Tf(x) = 7l /R z f(y)dy (4.34)

Os operadores lineares T', Tj e T' estao associados com os operadores maximais Mg

e Mg, pelas relagoes abaixo:

Tof ()]
Tf(x)l < Tf|(x) < Maf(z)

Tf(z)] < T|f|(z) < Mof(z)

IN

Tolfl(x) < CMa, f(x)

Além disso, se f > 0, T e T estao relacionados pela relacio

Tf(x) <ATf(x).

O adjunto da transformacao T é dado por

T f(y) = / L n @) f () = / Kz, ) f(@)de. (4.35)

R2 ’Rx’ R2

Da mesma forma obtemos 7j; e 7. Um calculo simples nos mostra que

TT f(z) = | K(z,z)f(z)dz (4.36)
onde
R.NR.
Ko2) = [ | ) v oy = et (4.37)

Logo, para obtermos uma estimativa para a norma do operador 7T7™, precisamos
entender a natureza das intersecc¢oes dos retangulos R,. Se olharmos para a defini¢ao
do nicleo K e para a definicao dos conjuntos €2;, vemos que existem dois casos

principais a serem estudados

Caso 1. Quando R,, R, € Bg,;

Caso 2. Quando R, € Bq, e R. € Bq;, com i # j.
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De fato, mostraremos que esses sao os tnicos casos a considerar.

Definimos para cada j € N os conjuntos A; = {x € R* : R, € Bq,}.
Entdo os conjuntos A; sido mensuraveis, disjuntos e cobrem R?. Essa colegdo de

conjuntos nos permite decompor o ntcleo K da seguinte maneira

K(z,2) = Z X4, (2)K(z, 2)xa,(2) = Ki(z, 2) + Ky(z, 2) (4.38)

ij=1

onde K; representam os termos da diagonal da soma acima, isto é,

Ki(z, 2) = Z Xa: (@)K (2, 2) x4, (2)- (4.39)

Associados a estes nucleos estao os operadores Ty, s = 1,2, dados por

T,f(x) = | Ki(z,2)f(2)dz. (4.40)

R2

que, por sua vez, estao associados ao operador TT™ pela relagao trivial
TT" f(z) = T1f(z) + Tof (z) (4.41)

Fica 6bvio pela decomposigao (4.38), que o operador T controla os casos em que
R, e R, pertencem a Bg,, enquanto T serve para controlar o caso em que R, € By,

e R, € Bg,, com i # j.

Vamos estimar primeiro a norma de operador de T;. Como

XA TNl 22 mey— 22y = (X, T)" (| 222y~ r2®2) < (| Moyl 22 (m2)— L2 (R2)

para cada i, o fato dos conjuntos A; serem disjuntos implica
HTlfHQLQ(]RQ) = Z ||XA2(XAIT)(XAZT)*XAZ-}C||%2(R2)

< Sg? ||]\49z “i2(R2)HL2(R2) Z ||XAif||%2(R2)

IA

12(R2)—>L2(R2)sz4if |%2(]R2)

= SLHBHMQZ j{z(Rz)_}Lz(Rz)HfH%z(Rz). (4.42)
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Podemos concluir que

1Tl 2r2)—12R2) < sup | Mo, |72 r2) 2 r2) (4.43)

Para controlarmos Ty, vamos dominar o ntcleo K como foi definido
em (4.37), trocando os retangulos (menores) originais por retangulos que possuem

. . ~ . ~ . . / / .
inclinacao em Bg,, ou seja, vao existir R, R, € Bg, tais que

| Ba| | B [Ro| [ [ R || R
Isto implica que para todo z € R? e f > 0,
Tof(2) < C (T f(x) + ToT" f(2)) (4.45)
Por (4.41) e (4.45), obtemos uma estimativa pontual para 77* dada por
TT* f(z) < Tof(z) + C (TT; fla) + TyT™ f(:c)) (4.46)

para todas fungoes f > 0. Logo, usando a desigualdade (4.43) e o fato de que os ope-
radores lineares 7', Te Ty sao dominados pontualmente por Mg e Mg, concluimos

que

HTT*HLQ(RQ)HLQ(RQ) S sup HMQl %2 R2)— L2(R2 +CHMQ||L2(R2)~>L2(R2)||M90||L2(R2)~>L2(R2)
U (R2)—L2(R?)

(4.47)
Agora, dado € > 0 tomemos f > 0 em L?*(R?) com | f||z2r2) = 1 tal que
(14 €)*|Mafllr2me) = |Mallr2@e)—r2(r2)
e R, em (4.31) satisfazendo
(1+e)Tf(x) = Maf(x).
A ltima desigualdade implica que
(1 + T L2@e)—r2e) > (| MallL2@re)— L2(r2)- (4.48)

Finalmente, escolhemos g > 0 em L*(R?) com ||gz2r2) < 1 tal que

(1 + €>HT*9”L2(R2) > HT*HL2(R2)HL2(R2 = ||THL2(R2)HL2(]R2)~ (449)
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Por (4.48), (4.49) e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

IMollZ2me) 2@y < (14 )T 72m2)— L2 w2
< (140N gl 22 g2y
= (1+%TT"g,9)
< (14 °ITT | p2e2)— 1222 |9l 222y
= (1+°NTT 22y 2(m2)- (4.50)
Fazendo € — 0,
I Mal|72 @2y r2@e) < NTT || 2®2)—L2@2). (4.51)

Para terminarmos a demonstracao, vamos substituir (4.51) em (4.37). Assim, obte-

mos

| Mal|72 g2y r2m2) < sup | Mo, || L2 ®2)— 2(r2) +Cl| Mal| 12 (r2) — L2 (R2) | My || L2 (R2) — 12 (R2).
- (4.52)
Se ||MQ||L2(R2)_,L2(R2) = 00, SUpiZl ||MQi||L2(R2)_)L2(R2) = 00 ou ||MQO||L2(R2)_>L2(R2) =

00, o resultado é trivial e a desigualdade segue. Se as normas de Mg e Mg, sao

finitas e se sup;; [|[Maq, || 12®2)—r2r2) < 00, completando os quadrados concluimos

que
HMQHL2(R2)HL2(R2) S Sl>111) HMQz ”LQ(RQ)HLQ(RQ) -+ OHMQO HL2(R2)—>L2(R2)' (453)

Observagao 4.2. O resultado de Katz [32], que demonstra a Conjectura 1 para
0 caso especial n = 2, € obtida como um simples coroldrio [1]. Por completude,

enunciaremos e provaremos esse resultado abaixo.

Suponha que Q € um subconjunto de cardinalidade N de S' e defina Mq

como em (4.27). Entao, existe uma constante K independente de € tal que
||MQ||L2(R2)HL2(R2) < K (log N) (454)
Prova. Tome N = 2. A demonstracao seré feita por inducao em M. Se M = 1,2,

basta tomarmos C' suficientemente grande em (4.54), devido a limitagao do operador

maximal Mg (Exemplo 4.1).
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Para M > 3, vamos supor que (4.54) é verdadeira para todo conjunto
com cardinalidade 2%, com 1 < k < M, e assumir ainda que 2K > C/log2, onde
C é a constante do Teorema 4.2 multiplicada pela norma do operador Ms. Se os
elementos de 2 estdo ordenados, {#; > 6, > ... > Oy}, entéo definimos 2y = 9%, On.

Assim, 2y possui 2 elementos e §2; e 5 possuem cada um N/2 elementos.

Aplicando o Teorema 4.2, conluimos que

||MQ||L2(R2)_>L2(R2) S CHMQO ||L2(R2)—>L2(R2) —|— SUip2 ||MQ1 ||L2(R2)—>L2(IR2) (455)
Como (2 s6 possui 2 elementos a norma de operador de Mg, € limitada por 2C, onde

essa constante é igual a constante original multiplicada pela norma do operador Ms.

Pela hipotese de inducao,

N
L2(R2)—L2(R2) < K (log 5) (456)
para i = 1,2. Usando esses dois fatos em (4.55), obtemos

N
||MQHL2(R2)—>L2(R2) < 2C+ Klog 5
= 20+ KlogN — Klog?2

< KlogN, (4.57)

: 2c
pois K > Tog 2"
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5 CONCLUSAO E PROBLEMAS EM ABERTO

Obtivemos uma série de resultados sobre a limitacao de operadores ma-
ximais em espacos do tipo L? através do método TT*. Comecamos definindo o que
é 0 método TT* e como devemos proceder (aplicando o processo de linearizagao)
para obtermos resultados sobre a limita¢do de operadores maximais (Capitulo 2).
Concluimos essa parte do trabalho apresentando alguns exemplos importantes de
aplicagdo da técnica em Analise Harmonica e Teoria Ergodica (Capitulo 3). Fica
claro nesse ponto que o método 1T é uma ferramenta poderosa no estudo de opera-
dores maximais, porém bastante restritiva: a técnica, como enunciada no Teorema

2.1, exige que os operadores envolvidos sejam definidos sobre espagos de Hilbert.

Em um segundo momento, concentramos nossa atencao no estudo dos
operadores maximais direcionais no plano. Introduzimos um novo operador maxi-
mal direcional, associado com o Operador Maximal de Cérdoba, e demonstramos a
sua limitagao em L?(R?). Uma nova demonstragao para o Principio de Quase Or-
togonalidade de Alfonseca, Vargas e Soria, que é mais simples que a prova original,
também foi obtida. Utilizando esse principio de quase ortogonalidade, a demonstra-
¢ao da Conjectura 1 para o caso n = 2 segue de maneira bem mais simples do que
o argumento utilizado originalmente por Katz. Cabe ressaltar que esses resultados

(que compoem o Capitulo 4) sao inéditos e estao presentes em |[5].

Existem outras questoes em aberto envolvendo operadores maximais
direcionais no plano. Falaremos agora sobre alguns desses problemas, que podem

ser abordadas em um projeto futuro.
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Seja 0 < a < 1 e © um subconjunto de S', cujos elementos iremos
denotar por e;. Paracadax € R? ¢; € Qe f € L], (R?), consideremos os operadores

direcionais

If(x) = /Rf(x—ejt)Io‘(t)dt, (5.1)
Hif(x) = p.v/Rf(x—ejt)H(t)dt, (5.2)

onde dt = du(e;t) denota a medida de Lebesgue induzida sobre a reta {y € R* : y =

tej,t € R} e

I°(t) = % (5.3)
1

H) = < (5.4)

Karagulyan [31] mostrou que se 2 é um conjunto infinito qualquer entao

o operador maximal
Hof(z) = suIS)2 |H; f(x)] (5.5)
e;€

¢ ilimitado em L?(R?). Um problema proposto por Lacey [35], consiste em estudar
a versao maximal direcional do potencial Riesz I* e mostrar que tal operador deve
satisfazer uma estimativa semelhante a estimativa do operador de Kakeya. Esse
trabalho estd em sua fase inicial e uma das maiores dificuldades é que o método
TT* nao pode ser aplicado diretamente pois o potencial de Riesz nao leva L? em L?.
No que segue, vamos descrever de forma mais rigorosa em que consiste o problema.

Suponhamos que a € (0,1) e 1 < p < 0.

Questao 1. Seja I; como em (5.1). Entdo, se

I*f(x) = sup [I; f(x)] (5.6)

ejGQ

serd que para cada f € LP(R?)

1% fll o2y < Cpll fllr @) (5.7)

existem o e ¢ = q(p, ) que tornem a desigualdade acima verdadeira?
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Outros problemas interessantes ocorrem quando a dire¢ao dos retangu-
los varia de forma instantdinea. Seja v um campo de vetores suaves no plano. Para

cada funcao de Schwartz f sobre R? defina o operador
t

M, f(x) = sup 1 |f(z — sv(x))|ds. (5.8)

0<t<e 2t —t

Conjectura 3 (Conjectura de Zygmund). Suponha que v € Lipschitz. Entdo para

toda funcao f € L*(R?) nds temos

o1
lim —
t—0 2t

/_tf(x —sv(z))ds = f(x) ¢.s. (5.9)

De forma mais quantitativa, existe uma constante K tal que se e ' = K||v||;, vale

a estimativa fraca

sup A\{z : My f(x) > A} < C||fllr2m2) (5.10)

A>0

A versao singular do problema acima esté presente na

Conjectura 4 (Conjectura de Stein). Ewiste uma constante K tal que se ¢! =

K| |v||Lip vale a estimativa fraca

itig)d{x cHyof(2) > A < O fll 2@ (5.11)
onde
H, . f(z)=puw. /_ flz— sv(x))% (5.12)

Variantes da Conjectura de Kakeya Maximal, onde substituimos os re-
tangulos por conjuntos curvos ou a medida de Lebesgue por medidas o-finitas mais
gerais, também seriam problemas razoaveis a se considerar. Concluimos, expondo
que quando o conjunto de direcoes €2, da Conjectura 1, é nao enumeravel, nao se

sabe se o operador maximal Mg pode ser limitado em L?(R?).
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