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Resumo
Investigamos os efeitos desempenhados pelas �utuações no número de glúons sobre aevolução dos hádrons em altas energias, sob o referenial de dipolos de or. Entendemospor �utuações o seu signi�ado estatístio, ou seja, desvios em torno da média. A evoluçãona presença destes efeitos se torna estoástia, fazendo om que diferentes realizações deuma dada evolução resultem em diferentes realizações do alvo a ser estudado. Desta forma,são originadas diferentes amplitudes � as hamadas amplitudes evento�por�evento � paraum mesmo valor da variável de evolução. As distribuições destas amplitudes apresentamuma relação de dispersão, relaionada ao oe�iente de difusão que de�ne a existênia das�utuações.O regime de altas energias signi�a que o número de partíulas no interior dos hádrons ésu�ientemente grande e, portanto, efeitos de saturação tornam-se neessários na desriçãodos proessos. A união dos efeitos de saturação e �utuações é que torna a evolução estoás-tia � originando as hamadas equações de evolução de laços de pomerons. As �utuaçõesin�uem fortemente no omportamento diluído da evolução, e poderíamos esperar que naregião de altas densidades part�nias (região de saturação), tais efeitos não sejam impor-tantes. Entretanto, mesmo nesta região, as amplitudes de espalhamento devem apresentaruma auda diluta, onde as �utuações desempenhariam importante papel. Assim, ao menosteoriamente, a evolução em altas energias deve onsiderar efeitos de �utuações no númerode partíulas.O proesso de interesse neste trabalho é o espalhamento γ∗p, que é desrito no referenialde dipolos de or pelo espalhamento dipolo�próton. Para desrever tal proesso, utilizamoso modelo AGBS para a seção de hoque de dipolos, o qual interpola analitiamente assoluções assintótias da equação de evolução de Balitsky e Kovhegov (BK) no espaço demomentum. Estendemos tal modelo inluindo os efeitos de �utuações e então o usamospara desrever a função de estrutura do próton, a qual foi ajustada globalmente aos dadosdo olisor Hadron Eletron Ring Aelerator (HERA) para esta quantidade.Como resultado, obtemos que, através do modelo AGBS, os efeitos de �utuações nãoestão presentes na evolução, pelo menos nas energias atingidas em HERA. Assim, pode-seonluir que uma desrição de ampo médio, baseada somente nas soluções da equação BK,é su�iente para a desrição dos dados nestas energias. Entretanto, para energias maiores,omo as que serão alançadas no Large Hadron Collider (LHC), os efeitos de �utuaçõespodem ser importantes na desrição dos proessos.



Abstrat
We investigate the e�ets of the �utuations in the gluon number in the high energyhadron evolution, using the olor dipole frame. We understand by �utuations its statistialmeaning, i.e., deviations around the mean value. In the presene of these e�ets, theevolution beomes stohasti, so that di�erent realizations of the evolution result in di�erentrealizations of the target under investigation. In this way, for a given value of the evolutionvariable, di�erent amplitudes are reated � the so alled event�by�event amplitudes. Thedistributions of these amplitudes present a dispersion, related to the dispersion oe�ientwhih de�nes the existene of the �utuations.The high energy regime means that the number of partiles inside the hadron is suf-�iently large, so that the saturation e�ets beome neessary in the desription of theproesses. Together, saturation and �utuation e�ets make the evolution a stohasti pro-ess � giving rise to the so alled pomeron loop evolution equations. The �utuations havea strong in�uene on the behavior in the dilute regime of the evolution and we ould expetthat in the high density region (saturation region), these e�ets are not important. However,even in suh region, the sattering amplitudes have a dilute tail, where the �utuations playan important role. Therefore, at least theoretially, the high energy evolution equationshave to onsider the �utuations e�ets.In this work, the proess of interest is the γ∗p sattering, whih is desribed in the olordipole frame by the dipole�proton sattering. To desribe this proess, we use the AGBSmodel for the dipole ross setion, whih analytially interpolates between the asymptotisolutions of the Balitsky�Kovhegov (BK) evolution equation in momentum spae. Weextend this model by inluding the �utuations e�ets and we use them to desribe the F2proton struture funtion, whih was globally �tted to the Hadron Eletron Ring Aelerator(HERA) data for this quantity.As a result, we obtain that, through the AGBS model, the �utuation e�ets are notpresent in the evolution in the energies reahed at HERA. Then it an be onluded thata mean �eld desription, based on the solutions of the BK equation only, is su�ient todesribe the data at these energies. However, for large energies, like those will be attainedat the Large Hadron Collider (LHC), the �utuations e�ets an be important in the de-sription of the proesses.
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IntroduçãoAtualmente é aeito na omunidade ientí�a que a teoria de ampo que desreve deforma satisfatória as interações fortes entre quarks e glúons é a hamada CromodinâmiaQuântia (QCD) [1, 4, 12℄. Desde sua introdução na déada de 1970 até os dias atuais estateoria vem sendo usada para desrever satisfatoriamente uma grande variedade de proessos,busando prinipalmente a ompreensão de omo se dá a dinâmia dos sistemas hadr�niosem altas energias. Neste sentido a QCD não prediz a quantidade de pártons no interiordos hádrons, mas sim a evolução das densidades destes pártons, a partir de uma ondiçãoiniial. Em energias su�ientemente altas a onstante de aoplamento é pequena o bastantepara que ténias perturbativas sejam empregadas.Na QCD perturbativa, a evolução das distribuições de pártons � quarks e glúons �que ompõem os hádrons pode ser representada pelas equações propostas por Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) [18�20℄ e também segundo a proposta de Balitsky-Fadin-Kuraev- Lipatov (BFKL) [21�24℄. Para energias não muito elevadas, estas equaçõestêm obtido suesso na desrição dos dados para os proessos de interesse. Contudo, ambasas equações prevêem um forte resimento das seções de hoque totais � e portanto dasdistribuições de pártons, onforme a energia total aumenta. Este resimento, se não on-trolado, pode levar à violação dos vínulos de unitariedade da matriz S de espalhamento daQCD perturbativa.As equações DGLAP desrevem a evolução em termos da variável virtualidade Q2, queestá relaionada ao momentum troado entre as partíulas durante a interação. Durantea evolução, a emissão de novos pártons é desrita em termos de uma asata part�nia,om um forte ordenamento nos momenta transversos k dos pártons emitidos no interior daasata. Devido a este ordenamento, o formalismo DGLAP é válido na região inemátia
αs ln(Q2/Q2

0) ≈ 1, αs ≪ 1 e αs ln(1/x) ≪ 1, onde x é a variável de Bjorken, que representaa fração de momentum do párton original e Q0 é uma esala de momentum que permite ouso de QCD perturbativa. Assim, as equações DGLAP são válidas na região de valores de
Q2 não muito baixos (Q2 & 1 GeV2, onde a QCD perturbativa é apliável) e também numaregião de x não muito pequena (x & 0.001). No limite de pequeno x, esta evolução onsideraos termos dominantes neste regime � 1/x, na aproximação de duplo logaritmo dominante(DLLA), a qual soma termos da ordem de [αs ln(1/x) lnQ2]n om forte ordenamento navariáveis x e k e faz om que as distribuições resçam rapidamente quando x→ 0.A análise da região inemátia de pequeno x, que orreponde a valores muito grandes daenergia total s e valores moderados de Q2, implia somar diagramas que ontribuam omtermos da ordem [αs ln(1/x)]n, om αs ln(Q2/Q2

0) ≪ 1 e αs ln(1/x) ≈ 1. Nesta região, aaproximação de duplo logaritmo dominante deixa de ser válida e devemos então onsiderartermos dominantes em ln(1/x), om a dependênia ompleta em Q2 mantida, de forma que



Introdução 2o forte ordenamento nos momenta transversos, araterístio da dinâmia DGLAP, deve seratenuado, e uma integração sobre todo o espaço de fase dos momenta transverso deve serinluída. Como resultado, a evolução das densidades part�nias oorre em função da variável
x, para valores pequenos de x. A evolução aontee agora para valores �xos de virtualidade
Q2, de forma que na medida em que a energia aumenta, a densidade de pártons aumenta eomo a visualização do proesso se dá om esala �xa (Q2 �xo), estes pártons omeçam ase sobrepor até o limite onde o hamado limite de diso negro é atingido. Como isto, vemosque tanto a evolução DGLAP quanto a BFKL levam ao resimento das distribuições depártons, no limite de altas energias (s → ∞ e x → 0), de forma que devem ser inluídosmeanismos que ontrolem tal resimento. Estes meanismos devem onsiderar que, naregião de pequeno x, efeitos de múltiplos espalhamentos e reombinação part�nia oorram,levando a efeitos de saturação das distribuições.A forma enontrada para inluir os efeitos de saturação part�nia � e também de uni-tariedade � na evolução em altas energias foi inluir termos não lineares nas equações, emadição aos já enontrados nas evoluções lineares DGLAP e BFKL, que onsiderem justa-mente os efeitos itados aima e esperados nesta região. Diversas equações foram desen-volvidas ao longo das últimas déadas, dentre as quais abe salientar o trabalho de Gribov,Levin e Ryskin de 1983, que deu origem a hamada equação de evolução GLR [26℄. Estaequação prevê a reombinação de pártons, além da emissão já prevista em DGLAP e BFKL,para sistemas de alta densidade na QCD perturbativa, por meio da inlusão de diagramasmulti�esada � onheidos também omo diagramas �fan�. Outra equação que visa a uni-tarização foi obtida em 1997 através do formalismo desenvolvido por Ayala, Gay Duati eLevin, resultando na hamada equação de evolução AGL [27, 28℄, que ressoma a troa demúltiplos diagramas de esadas glu�nias, na aproximação de duplo logaritmo dominante(DLA). Isto é feito om o uso da abordagem de Glauber para a QCD perturbativa, on-siderando a interação dos pártons mais rápidos da esada om o alvo. Em determinadoslimites inemátios, o formalismo AGL reai nas equações DGLAP e na equação GLR.Um outro formalismo apropriado para investigar os efeitos de unitariedade das seçõesde hoque em altas energias foi desenvolvido por Mueller [30℄ e, independentemente, porNikolaev e Zakharov [14,15℄, na déada de 1990. Tal formalismo baseia-se no referenial dedipolos de or, no qual o espalhamento profundamente inelástio (DIS) oorre por meio dodesdobramento do fóton virtual � que prova o alvo � em um par quark�antiquark qq̄, sendoque este último é que interage om o alvo. Usando este formalismo, Kovhegov [31,32℄ obteveuma equação não linear que generaliza a equação BFKL � em sua representação de dipolosde or, pela inlusão de um termo que unitariza-a no limite de altas energias. Balitsky obteveem trabalhos anteriores a mesma equação [33�35℄, om o uso da Expansão do Produto deOperadores (OPE) na QCD, obtendo uma hierarquia para a evolução de operadores de linhasde Wilson. Neste sentido a equação de Kovhegov é obtida na aproximação de ampo médiopara o operador orrespondente à densidade de dipolos. Atualmente a equação obtida nestaaproximação é onheida omo equação de Balitsky e Kovhegov, que onsidera a interaçãodipolo�alvo através da evolução do dipolo original, quando oorre a formação de uma asatade dipolos pelas suessivas emissões de glúons � os quais podem ser interpretados omopares de quark�antiquark no limite de grande número de ores. Desta forma obtém-se umaequação não linear que unitariza e regulariza as divergênias infravermelhas da equaçãoBFKL na aproximação de logaritmo dominante (LLA) ln(1/x).



Introdução 3Enquanto estes desenvolvimentos eram feitos, Gole-Biernat e Wüstho� [16℄ onstataramque os efeitos de unitarização poderiam ser realmente vistos nos proessos de DIS para oespalhamento elétron�próton no experimento Hadron Eletron Ring Aelerator (HERA),do laboratório DESY, em Hamburgo. O modelo proposto por eles � modelo GBW, para aseção de hoque de dipolos σγ∗pdip , apontou para uma nova forma de esalamento das seções dehoque, hamada esalamento geométrio, que foi realmente observada nos experimentos deHERA. Esta forma empíria de esalamento prediz que em altas energias a seção de hoquepara o proesso elétron�próton σγ∗p(Y,Q2) � a qual está relaionada à σγ∗pdip (Y,Q2), devedepender apenas da variável de esalamento τ = Q2/Q2
s(Y ), e não de forma independentede Q2 e da variável rapidez Y = ln(1/x). A hamada esala de saturação Qs de�ne a regiãono espaço de fases onde os efeitos de saturação se tornam importantes.Soluções numérias para a equação de evolução BK já existem na literatura [54℄, massoluções analítias são difíeis de obter. Uma maneira de ontornar este problema é fazeruma orrespondênia entre a evolução da QCD em altas energias om proessos de reação�difusão, muito estudados em físia estatístia. Neste sentido é possível mostrar, peranteuma aproximação difusiva para o núleo BFKL e uma mudança de variáveis, que a equaçãoBK está em lasse de equivalênia om a equação desenvolvida por Fisher [45℄ e, inde-pendentemente, por Kolmogorov, Petrovsky e Pisounov [46℄, para desrever problemas degenétia e onheida omo equação FKPP. Esta equação possui a propriedade de admitir ashamadas soluções de ondas propagantes, que representam o esalamento geométrio paraas amplitudes de espalhamento da equação BK [48,49℄.Entretanto, analisando a evolução de dipolos em uma representação Markoviana para oformalismo de dipolos, Ianu e Mueller [60℄ mostraram que tal evolução apresenta termosresponsáveis por �utuações no número de partíulas � glúons ou dipolos � no alvo, e queestas �utuações mudam onsideravelmente o panorama do espaço de fases para a QCD per-turbativa em altas energias. Desta forma, é possível mostrar que a hierarquia de Balitsky �e portanto a equação de evolução BK � não leva em onta os possíveis efeitos das �utuaçõesno número de partíulas no alvo. Preisamente, esta não leva em onta efeitos de múltiplosespalhamentos no projétil, os quais orrespondem, numa análise dual (projétil e alvo) doproesso de espalhamento, às �utuações no número de partíulas no alvo. A evolução napresença de �utuações é desrita pelas hamadas equações de laços de pomerons [58, 59℄�ou pomerons QCD na aproximação da troa de dois glúons, advindas da ombinação dostermos reombinação part�nia, responsáveis pela saturação om os termos de emissão depártons, devidos às �utuações. Tais equações formam uma hierarquia in�nita de equaçõesaopladas � análogamente a hierarquia de Balitsky, a qual pode ser desrita omo umaequação de Langevin estoástia [58℄, om um termo de ruído brano gaussiano responsávelpelas �utuações. Esta equação é igual a equação BK adiionada de um termo de ruído, deforma que, usando a aproximação difusiva para o núleo BFKL, pode-se usar a analogiaom proessos de reação�difusão novamente e esrever a equação de Langevin omo umaversão estoástia da equação FKPP, designada omo equação sFKPP. Desta forma, us-ando novamente a analogia om a físia estatístia, pode-se inluir efeitos de �utuações aoformalismo de evolução BK. O número de oupação de partíulas N é disreto no modelode reação�difusão, de forma que a desrição de ampo médio � equação FKPP, é obtidano limite N → ∞ para a equação sFKPP.Dentre as prinipais mudanças para evolução na presença de �utuações, que se dá agora



Introdução 4de forma estoástia, está o fato que a ada realização do ruído resulta uma realizaçãodo alvo, levando assim a uma amplitude evento�por�evento para a evolução. A esala desaturação � que de�ne a posição das frentes de onda, se torna rand�mia: para uma dadarapidez teremos diferentes frentes de onda orrespondentes a diferentes realizações do alvo.Estas frentes apresentam um distribuição que é aproximadamaente gaussiana e uma relaçãode dispersão da forma σ2 ∝ DY , onde D é o oe�iente de difusão que arateriza as�utuações. Outra onsequênia importante para a evolução é que a veloidade assintótiaom que as frentes de onda propagantes � ou amplitudes esaladas � viajam é menor queo valor médio previsto pela evolução BK, dita de ampo médio. Preisamente, a veloidadeé igual ao valor de ampo médio � advindo da evolução BK � om uma orreção queesala logaritmiamente � om o aoplamento forte αs, no aso da QCD e om o númerode oupação N nos modelos estatístios (reação�difusão). Isto se traduz no fato de que asfrentes de onda são ompatas, bem loalizadas no espaço em relação às frentes de ondada predição de ampo médio, devido a forma disreta das distribuições, de forma que aevolução é ongelada num estado de veloidade pré�assintótia.Como visto, o ruído é que gera uma distribuição de frentes de onda para uma mesmarealização do alvo � uma mesma rapidez. Cada uma destas distribuições é desrita poruma evolução do tipo BK e portanto preserva o esalamento geométrio, ou seja, para difer-entes rapidezes as frentes individuais em ada distribuição terão sempre a mesma forma,embora estas são mais dispersas para rapidezez maiores. A amplitude média, ou amplitudefísia, é obtida por meio da integração das amplitudes individuais � evento�por�evento,sobre a variável estoástia que de�ne a posição das frentes, om a função peso que de�nea distribuição de probabilidade para a distribuição de tais frentes. Ou seja, ela é obtidatomando-se a média sobre a posição estoástia das frentes de onda. O fato urioso, etambém on�itante om o omportamento de ampo médio da evolução, é que a ampli-tude média não preserva o esalamento geométrio, mas se omporta de forma diferente,mostrando um esalamento proporional ao oe�iente de difusão D e portanto hamadoesalamento difusivo. Esta é uma das prinipais diferenças entre a evolução om �utuaçõese a evolução usual de ampo médio.O objetivo deste trabalho é investigar o quanto os efeitos de �utuações no númerode partíulas é importante para a desrição dos dados de DIS nas energias atingidas emHERA [51�53℄. Para tanto, usaremos um modelo para a amplitude de espalhamento � eportanto para a seção de hoque � dipolo�próton, o qual interpola analitiamente entreos omportamentos assintótios das soluções da equação de evolução BK, obtidos por meioda analogia om proessos de reação�difusão para o regime diluto e por meio de vínulosde unitariedade para o regime saturado. Tal modelo, proposto por Amaral, Gay Duati,Betemps e Soyez e que hamaremos modelo AGBS [42℄, foi obtido na análise de aoplamento
αs �xo e usado para desrever os dados da função de estrutura do próton F2 em HERA,om um exelente ajuste aos dados. Introduziremos os efeitos de �utuações ao modelo pormeio das onsiderações feitas aima e então usaremos o novo modelo para ajustar os dadosde HERA para a função de estrutura do próton. Com isto, poderemos inferir a importâniados efeitos de �utuações na desrição de proessos nas energias atingidas em HERA, bemomo testar a robusteza do modelo AGBS.O trabalho será organizado da seguinte maneira: no apítulo 1, apresentaremos os as-petos básios da QDC perturbativa, bem omo do espalhamento profundamente inelás-



Introdução 5tio neessários à ompreensão dos apítulos seguintes. Em relação ao DIS, apresentamostambém a interpretação deste por meio do modelo de pártons, além de sua desrição noreferenial de dipolos de or. em seguida apresentamos as dinâmias de evolução linearesdesritas pelas equações DGLAP e BFKL.No apítulo 2 veremos omo os efeitos de unitariedade se fazem neessários na desriçãodos proessos em energias muito altas. Em seguida apresentamos algumas equações deevolução não lineares desenvolvidas para este �m, onde enfatizamos a desrição das equaçõesdesenvolvidas om base no referenial de dipolos de or, apresentando a equação de Balitskye Kovhegov (BK) e também a hierarquia de Balitsky. Mostramos omo a equação BK éobtida por meio de uma aproximação de ampo médio para a hierarquia de Balitsky, o queserá útil ao falarmos de �utuações.No apítulo 3 apresentamos o modelo AGBS para a amplitude de espalhamento dipolo�próton. Começamos desrevendo a função de estrutura do próton F2 no espaço de momen-tum, onde o modelo foi onstruído, que será útil no ajuste do modelo aos dados de HERApara F2. Em seguida disutimos as soluções assintótias da equação BK, fazendo a analogiaom os proessos de reação�difusão do tipo FKPP. Visualizamos omo estas soluções ap-resentam o esalamento geométrio para o regime diluto da evolução. Por �m, mostramosomo o modelo AGBS é onstruído om base nestas soluções e omo os parâmetros sãoajustados aos dados de DIS de HERA.O apítulo 4 será dediado às disussões om respeito às �utuações. Começamos vendoomo a evolução de dipolos numa representação Markoviana fornee um referenial apro-priado para a desrição de �utuações no número de partíulas na QCD em altas energias.Então mostramos omo pode-se obter equações de evolução que inluam tanto efeitos dereombinação neessários na região de saturação omo efeitos de �utuações, importantes noregime diluto. Isto dá origem as hamadas equações de laços de pomerons, as quais formamuma hierarquia in�nita que pode ser esrita omo uma equação de Langevin, que veremos,pode novamente ser posta em analogia om proessos de reação�difusão, muito estudadosem físia estatístia. Finalmente, apresentaremos omo o modelo AGBS se omporta oma inlusão de �utuações na evolução. Os resultados do ajuste aos dados de HERA para afunção de estrutura F2 do próton são apresentados.Ao �nal de ada apítulo faremos onlusões pariais que serão reagrupadas ao �nal,juntamente om as onlusões �nais e perspetivas futuras. Como resultado prinipal doajuste do modelo AGBS, na presença de �utuações, aos dados de HERA, vemos que estesefeitos não desempenham papel importante na evolução da QCD perturbativa nas energiasatingidas em HERA, sob o ponto de vista do modelo AGBS. Neste sentido, uma desriçãode ampo médio é su�iente para a desrição dos dados. Contudo, abe salientar que emenergias maiores, tais efeitos devem desempenhar papel importante, de forma que podeser importante prourar observáveis passíveis de desreverem tais efeitos nas energias dosolisores Relativisti Heavy Ion ollider (RHIC) e Large Hadron Collider (LHC).



Capítulo 1A Cromodinâmia Quântia e osProessos de Espalhamento1.1 A Cromodinâmia QuântiaA Cromodinâmia Quântia (QCD) é a teoria de alibre que desreve as interações fortesentre quarks e glúons, oletivamente hamados pártons. Segundo esta teoria, as partíu-las observáveis, omo o próton e o nêutron, são onstituídas de partíulas elementares,hamadas quarks, que interagem entre sí através de um ampo de interação que é mediadopor partíulas hamadas glúons, de forma análoga ao que oorre para a EletrodinâmiaQuântia (QED) em relação ao fóton. Sendo uma teoria de alibre, a QCD é desritaatravés da invariânia de propriedades de simetria relaionadas ao grupo de simetria SU(3),onde Nc = 3 de�ne a dimensão do grupo e introduz um novo número quântio à teoria,que por razões histórias hamou-se or. Este novo grau de liberdade da teoria, é de�nidopor três ores: vermelho, verde e azul. Desta forma, quarks e glúons possuem arga de orresponsável por sua interação mútua, exluíndo assim as partíulas que não possuem talarga, omo os léptons.Em termos matemátios, os quarks � por serem férmions � são representados porespinores qa, onde a = 1 . . . Nc = 3 é o índie de or. Os glúons são ampos vetoriaisrepresentados pelas matrizes tA geradoras dos grupo de simetria SU(3), de tal forma quesurgem 8 matrizes geradoras, ou 8 glúons, identi�adas pelo índie A = 1 . . . 8.Entretanto, apesar de muitos esforços experimentais para a observação dos quarks, estesnuna foram observados livres, mas sim em estados hadr�nios de dois ou três quarks, ouseja, o que se observa são mésons (qaq̄b) e bárions (qaqbqc). Este fato evidenia que a forçaagindo sobre os quarks deve aumentar om a distânia, ao ontrário do que oorre na QEDpor exemplo. Por outro lado, pode-se desrever razoavelmente bem as seções de hoque paraproessos em altas energias, omo no aso do espalhamento profundamente inelástio quedesreveremos a seguir, utilizando um modelo no qual os quarks interagem simplesmenteatravéz de sua arga elétria. Isto resulta em uma interação entre os quarks uja a força érelativamente fraa para urtas distânias, enquanto para grandes separações esta força émuito grande. Estes omportamentos são muito bem desritos pela QCD no que se hama,respetivamente, liberdade assintótia e on�namento.A densidade Lagrangiana da QCD é dada por
LQCD = Llássio + L�x + Lfantasma. (1.1)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 7A lagrangiana lássia, orrespondente à dinâmia dos quarks e glúons, é dada por [1℄
Llássio = −1

4
FA

µνF
µν
A +

∑sabores q̄a(ıγµDµ −m)abqb, (1.2)onde m é a massa do férmion e
(Dµ)ab = ∂µδab + ıgs(t

AAA
µ )ab (1.3)é a derivada ovariante, om gs orrespondendo à onstante de aoplamento forte.O tensor de ampo, que desreve o ampo dos glúons, é dado por

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ − gsf

ABCAB
µA

C
ν , (1.4)onde fABC são as hamadas onstantes de estrutura da QCD, as quais são antisimétriasperante a troa de índies e ompletamente de�nidas pela relação de omutação

[
tA, tB

]
= ıfABCtC . (1.5)Observando o tensor de ampo (1.4), notamos que além da presença do índie A, relaionadoao grupo de simetria da teoria, a prinipal diferença entre a QCD e a QED é que nesta últimanão existe o termo gsf

ABCAB
µA

C
ν . Em teoria de perturbação, este termo, após a ontraçãodo tipo FA

µνF
µν
A na Lagrangeana, gera os vérties de três e quatro glúons.A QCD é uma teoria de alibre loal, signi�ando que é invariante frente a transformaçõesda forma

qa(x) → q′a(x) = U(x)qb(x) =
[

eıtAθA(x)
]

ab
qb(x), (1.6)onde θA(x) é um onjunto de funções om dependênia espaço-temporal que revela a na-tureza da invariânia de alibre loal. Da mesma forma, o ampo vetorial deve ser modi�adofrente a transformações Aµ → A′

µ, tal que
D′

µq
′(x) =

(
∂µ + ıgst

AA′A
µ

)
U(x)Dµq(x), (1.7)de onde obtemos que

tAA′A
µ = U(x)tAAA

µU
−1(x) +

ı

gs

[∂µU(x)]U−1(x). (1.8)Isto implia que o tensor de ampo FA
µν obedee a seguinte transformação

tAF ′A
µν = U(x)tAFA

µνU
−1(x). (1.9)É importante notar que a invariânia frente a transformações de alibre loais da teoriapossibilita a utilização de alibres onvenientes para os álulos, uma vez que as amplitudesde espalhamento para quaisquer proessos são independentes da esolha do alibre.Para esalas de momentum su�ientemente grandes a onstante de aoplamento da teo-ria, gs, é pequena o su�iente para que ténias perturbativas possam ser usadas na análiseda mesma. Entretanto, a obtenção de propagadores e vérties de interação por métodos



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 8perturbativos esbarra no problema da arbitrariedade do ampo de glúons Aµ. A �m deevitar estes problemas devemos �xar o alibre da teoria, omo expresso no segundo termoda Lagrangeana (1.1). Uma possibilidade é �xar o alibre de forma ovariante, que podeser feito usando o alibre de Lorentz ∂µA
µ
A = 0

L�x = − 1

2λ
(∂µA

µ
A)2, (1.10)onde λ é o parâmetro de alibre. Neste alibre o propagador do ampo de glúons tem aforma

ıDµν = − ı

k2

[

gµν + (λ− 1)
kµkν

k2

]

, (1.11)onde kµ orresponde ao quadrimomentum da partíula. Quando λ = 1 temos o hamadoalibre de Feynman.Outra maneira de �xar o alibre é usando os alibres axiais, quando a Lagrangiana de�xação de alibre tem a forma
L�x = − 1

2λ
(nµAA

µ )2, (1.12)que por depender do vetor nµ é não ovariante. O propagador neste alibre é dado por
ıDAB,µν(p) = δAB

ı

p2

[

−gµν +
nµpν + nνpµ

n · p − (n2 + λp2)pµpν

(n · p)2

]

, (1.13)o qual é muito mais ompliado que o propagador para alibres ovariantes. Este alibre,porém, tem a vantagem de não introduzir na teoria os hamados ampos fantasmas, queveremos adiante. Assumindo n2 = 0 e λ = 0, denotado omo alibre no one de luz, opropagador toma a forma simpli�ada
ıDAB,µν(p) = δAB

ı

p2
dµν(p, n), (1.14)onde

dµν(p, n) = −gµν +
nµpν + nνpµ

n · p . (1.15)O alibre de one de luz também é hamado alibre físio, pois para p2 → 0 somente asduas polarizações físias propagam-se:
nµdµν(p, n) = 0, pµdµν(p, n) = 0, (1.16)quando podemos expandir dµν omo

dµν =
2∑

i=1

ǫ(i)∗µ (p, n)ǫ(i)ν (p, n), (1.17)onde p · ǫ(i) = 0 e n · ǫ(i) = 0.A QCD é uma teoria de alibre não-Abeliana, pois os geradores do grupo SU(3) noqual está baseada não omutam entre si, omo podemos ver na relação de omutação (1.5).



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 9Para teorias om esta propriedade surgem problemas matemátios, os quais podem sersoluionados om a introdução na Lagrangeana de um termo orrespondente aos amposfantasmas, ou ampos de Fadeev-Popov, obtidos por meio do método de integrais de aminho[2,3℄. No aso dos alibres ovariantes que introduzimos anteriormente, a Lagrangena paratais ampos tem a forma
Lfantasma = ∂µη

A†(Dµ
ABη

B), (1.18)om
(Dµ)AB = ∂µδAB + ıgs(t

CAC
µ )AB. (1.19)O ampo ηA é um ampo esalar omplexo que obedee a estatístia fermi�nia e não or-responde a uma partíula real, estando presente somente nas linhas internas dos diagramas.Este termo não está presente na QED pois suas onstantes de estrutura são efetivamente nu-las, de forma que os ampos fantasmas não se aoplam om partíulas reais. Fisiamente, aadição dos ampos fantasmas à teoria orresponde a anelar graus de liberdade não-físiosque estariam presentes nos alibres ovariantes. A forma � e mesmo a presença � dotermo Lfantasma na Lagrangena depende da ondição de alibre. Como menionamos, o usodo alibre axial, embora torne a forma do propagador muito ompliada, evita a introduçãodos ampos fantasmas.A partir da Lagrangena (1.1) é possível obter as hamadas regras de Feynman, quesimpli�am os álulos das amplitudes assoiadas a ada diagrama da teoria. Estas regras,no alibre ovariante de Feynman, estão representadas na Fig.1.1, onde deve-se notar que:ada vértie deve onservar energia e momentum, levando aos fatores mostrados para adadiagrama; em ada diagrama, devem ser inluídos no álulo das amplitudes termos deestado �nal e inial, representados porIniial 



Quark: ua(p)Antiquark: v̄a(p)Glúon: ǫµ(p)aαFóton: ǫµ(k)

(1.20)
Final 



Quark: ūa(p)Antiquark: va(p)Glúon: ǫ∗µ(p)aα∗Fóton: ǫ∗µ(k)

(1.21)onde o índie a refere-se ao fator de or.1.2 Espalhamento Profundamente InelástioO espalhamento profundamente inelástio (DIS) arateriza-se pela interação eletro-magnétia de um lépton ℓ de alta energia om um nuleon N (próton ou nêutron), ou omnuleons dentro do núleo. Tais interações oorrem por meio da troa de um bóson dealibre (γ∗, Z0 para orrente arregada e W± para orrente neutra) 1. No aso de orrente1 A troa de um fóton virtual γ∗ ontribui muito mais do que troa dos bosóns Z0 e W± para a seçãode hoque do proesso, pois os bósons vetoriais têm massa e são suprimidos se a virtualidade Q2 não formuito grande, omo vemos pela forma 1/(Q2 + M2) do propagador.
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A, µ B, ν

q →
= −i gµν

q2 δAB

q →
= i (6q+m)

q2−m2

q →
= −i gµν

q2

A, µ

= −i gst
Aγµ

A, µ

B, ν

C, λ

k1

k2

k3

= −gsf
ABC [gµν(k1 − k2)λ + gνλ(k2 − k3)µ + gλµ(k3 − k1)ν ]

A, µ

B, ν C, λ

D, ρ

= − ig2
s

[
fABGfCDG(gµλgνρ − gµρgνλ)

+fADGfBDG(gµνgλρ − gµλgνρ)

+fACGfDBG(gµρgνλ − gµνgλρ)
]

q →
= −i δAB

q2

A

B

q

C, µ
= gsf

ABCqµ

Fig. 1.1: Regras de Feynman para a QCD e QED em um alibre ovariante (de Feynman).Os fótons são representados por linhas onduladas, glúons por linhas espirais,férmions por linhas sólidas e fantasmas por linhas traejadas.



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 11neutra o lépton �nal é do mesmo tipo que o iniial, enquanto que para orrente arregadaos léptons �nais e iniiais são diferentes. No estado �nal são medidos o lépton e um estadohadr�nio X, omo vemos em
ℓ+N → ℓ ′ +X. (1.22)No aso de medirmos, além do estado hadr�nio X, somente o lépton no estado �nal temosum proesso dito inlusivo, enquanto que, havendo a seleção de um erto estado �nal, omopor exemplo os mésons ρ, J/ψ, . . . , o proesso é hamado exlusivo.1.2.1 Variáveis Cinemátias

γ∗(qµ)

ℓ(kµ)

ℓ ′(k′µ)

N(P µ)
X(P µ

X)Fig. 1.2: Proesso de Espalhamento Profundamente Inelástio (DIS) em ordem mais baixa(LO) em teoria de perturbação.O proesso araterizado por (1.22) está representado na Fig.1.2. Entendemos esta�gura através da QED, onde o fóton om quadrimomentum qµ do tipo espaço (q2 < 0) éque de�ne a esala de energia pela qual a estrutura hadr�nia será provada. No proesso, olépton possui quadrimomentum kµ no estado iniial e k′µ no estado �nal. O nuleon possuiquadrimomentum P µ e o estado hadr�nio possui quadrimomentum P µ
X . Assim, o proessoé desrito pelas variáveis independentes de Mandelstam

s = (k + P )2 = ECM (1.23)
t = (k − k′)2 = −Q2 (1.24)
u = (k − PX)2, (1.25)onde vemos que s é a energia do entro de momentum lépton�nuleon e Q2 é a hamadavirtualidade do fóton, de�nida por

Q2 ≡ −q2 = (k − k′)2 > 0. (1.26)Para o sistema γ∗�nuleon tal energia é de�nida por
W 2 = (P + q)2. (1.27)Em relação ao referenial de laboratório é possível determinar a diferença de energiaentre os estados iniial e �nal do lépton

ν = E − E ′ =
P · q
mN

, (1.28)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 12onde mN é a massa do nuleon. O DIS é desrito pela introdução da variável adimensionalde Bjorken
x =

Q2

2P · q =
Q2

2mNν
=

Q2

Q2 +W 2 −m2
N

, (1.29)de�nida no intervalo 0 ≤ x ≤ 1, pois W 2 ≥ m2
N e W 2 = m2

N + 2P · q(1 − x).A variável hamada algumas vezes de inelastiidade de�ne a fração de energia perdidapelo lépton no referenial de repouso do nuleon
y =

ν

E
=
P · q
P · k =

W 2 +Q2 −mN

s−m2
N

, (1.30)e também é válida no intervalo 0 ≤ x ≤ 1. A expressão profundamente inelástio refere-seao regime onde mNν ≪ m2
N e Q2 ≪ m2

N , mantendo-se x �xo. Assim, é possível desprezara massa do nuleon frente as outras grandes esalas de energia do proesso.Em ordem mais baixa na QED, a seção de hoque inlusiva para o proesso de�nido em(1.22), om o lépton sendo um elétron, pode ser esrita no referenial de laboratório omo
dσ

dE ′dΩ
(eN → eX) =

α2
em

2mNQ4

E ′

E
LµνWµν , (1.31)onde E ′ é a energia do elétron no estado �nal e Ω é o ângulo sólido de espalhamento desteelétron. Na expressão (1.31), Lµν é o tensor de vértie lept�nio, alulado através da regrasde Feynman da QED, e que tem a forma

Lµν = 2(k′µkµ + k′νkµ − k · k′gµν), (1.32)e Wµν é o tensor do vértie hadr�nio
Wµν =

1

π2

∫

d4zeıx·z 〈N |Jµ(z)Jν(0)|N〉 , (1.33)onde Jµ é o operador densidade de orrente representando a probabilidade de transição doestado �nal para o estado iniial. O tensor hadr�nio Wµν ontém todas as informaçõessobre a interação entre o fóton virtual γ∗ e o nuleon, inlusive sobre a possível estruturainterna que este fóton prova durante a interação.Apesar do tensor hadr�nio não ser onheido por primeiros prinípios é possível parame-trizá-lo em termos dos quadrimomenta presentes no vértie que o de�ne. Uma possibilidadede parametrização é [4℄
Wµν =

(

−gµν +
qµqν

q2

)

W1 +

(

P µ − P · q
q2

qµ

)(

P ν − P · q
q2

qν

)
1

m2
N

W2, (1.34)de forma que após a ontração dos tensores em (1.31), a seção de hoque para o DISnão polarizado pode ser esrita omo função de duas funções de estrutura W1(ν,Q
2) e

W2(ν,Q
2) [4, 5℄

dσ

dE ′dΩ
(eN → eX) =

4α2
emE

′2

Q4

[

2W1sen2

(
θ

2

)

+W2 cos2

(
θ

2

)]

, (1.35)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 13onde θ é o ângulo de espalhamento do elétron.Podemos reesrever onvenientemente as funções de estrutura de forma adimensional
F1(x,Q

2) ≡ mNW1(ν,Q
2) (1.36)

F2(x,Q
2) ≡ νW2(ν,Q

2), (1.37)de forma que o tensor hadr�nio adquire uma forma adimensional, omo função de F1 e F2,forneendo a seção de hoque para o DIS em função de x e y [5℄
dσ

dxdy
=

4πα2
ems

Q4

[

xy2F1(x,Q
2) +

(

1 − y − xym2
N

s

)

F2(x,Q
2)

]

. (1.38)Além disso, também é possível esrever a seção de hoque de foto-absorção virtual, umsub-proesso do DIS, em termos das funções de estrutura [6℄
σγ∗N

L,T (x,Q2) =
4π2αem

Q2
FL,T (x,Q2), (1.39)onde os índies L e T referem-se às omponentes longitudinal e transversal, respetivamente,tal que

FT = 2xF1 (1.40)
FL = F2 − 2xF1. (1.41)Notando que F2 = FL + FT , temos que a soma das omponentes transversal e longtudinalda seção de hoque de foto-absorção é proporional a F2

σγ∗N(x,Q2) =
4π2αem

Q2
F2(x,Q

2). (1.42)1.2.2 Modelo de PártonsA veri�ação experimental obtida na déada de 60 om os resultados do AeleradorLinear da Universidade de Stanford (SLAC) [7℄, de que no limite de Bjorken [8℄ de�nido por
ν,Q2 → ∞, om x =

Q2

2mNν
�xo, (1.43)as funções de estrutura dependem somente da variável adimensional x e não mais de Q2 e

ν, deu origem ao que onvenionou-se hamar de modelo de pártons. O limite de Bjorkenimplia
lim

ν,Q2→∞
mNW1(ν,Q

2) ≈ F1(x), (1.44)
lim

ν,Q2→∞
νW2(ν,Q

2) ≈ F2(x). (1.45)Este omportamento é hamado esalamento das funções de estrutura e foi predito porBjorken [9℄ a partir da álgebra de orrentes. Em prinípio as funções de estrutura poderiam
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γ∗

ℓ

ℓ ′

N
qiFig. 1.3: Interpretação do DIS através do modelo de pártons.ter uma forte dependênia na virtualidade do fóton Q2, já que a estrutura interna do hádronpoderia ser exitada de diferentes maneiras para diferentes valores de Q2. O esalamentoaima itado, observado experimentalmente no SLAC [7℄, sugere que o fóton sofre um es-palhamento elástio om partíulas puntuais, hamadas pártons, que onstituem o hádron.Isto é o que ilustra a Fig.1.3 e o que disutiremos a seguir.Num referenial onde o hádron possui momentum P → ∞, i.e., num limite relativístio,este apresenta efeitos de ontração temporal e dilatação espaial, de forma que pode-sedesprezar as massas e os momenta transversos dos pártons onstituintes, que omportam-seomo partíulas livres. Desta forma, os pártons movem-se paralelamente em relação aomovimento do hádron, arregando uma fração ξi do momentum do hádron, de forma que asoma sobre todos os pártons resulta no momentum do hádron

∑

i

ξiP = P. (1.46)O modelo de pártons implia ainda que a seção de hoque inelástia lépton-hádron ℓ +
N → ℓ ′ + X é a soma inoerente (soma de probabilidades) das seções de hoque elástiasindividuais ℓ+ qi → ℓ ′ + q ′

i . Considerando a onservação de momentum apliada ao vértiepárton-bóson ξip+ q = p ′ obtém-se que
ξi =

Q2

2p · q = x, (1.47)ou seja, a variável de Bjorken x pode ser interpretada omo a fração de momentum dohádron portada pelo párton espalhado.Na desrição do hádron segundo o modelo de pártons, torna-se neessária a de�nição daprobabilidade de enontrarmos um destes pártons portando uma fração ξi = x do momentumdo hádron, a qual é hamada de densidade part�nia fi(x). O número de pártons i no hádronpode ser expresso da seguinte forma:
Ni =

1∫

0

fi(x)dx. (1.48)Por onservação de momentum, resulta que a soma sobre todas as frações de momentum



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 15portadas pelos pártons (arregados ou não) é igual ao momentum do hádron, i.e.
∑

i

1∫

0

xifi(x)dxi = 1. (1.49)De posse da densidade part�nia fi(x), é possível enontrar uma relação entre as funçõesde estrutura F1 e F2, desrita por
F2 = 2xF1 = x

∑

i

e2i fi(x), (1.50)onde ei orresponde à arga de i-ésima espéie de párton. A relação (1.50) é um resultadodireto do fato de os pártons possuírem spin 1/2 [10, 12℄ e é hamada Relação de Callan-Gross [11℄.Usando o onheimento da lassi�ação dos hádrons através de simetrias do grupo SU(3)[13℄, estes pártons puderam ser identi�ados omo os quarks onstituintes dos hádrons.Desta forma, os hádrons são onstituídos de dois tipos de quarks: os quarks de valênia,que possuem uma natureza não-perturbativa e de�nem ada tipo de hádron onheido, e osquarks de mar, produzidos em pares quark�antiquark pela �utuação dos propagadores dainteração forte.A partir dos resultados do espalhamento elétron-próton, veri�ou-se que inluindo apenasa ontribuição de pártons arregados em (1.49), obtém-se um valor aproximado de 0.5 [10℄.Este resultado india que aproximadamente 50% do momentum total do hádron deve estarassoiado a pártons que não portam arga elétria, não sendo diretamente detetados emexperimentos de DIS. Estes pártons podem ser assoiados om as partíulas mediadorasda interação forte, os glúons. Experimentalmente, as distribuições de quarks de valêniaanulam-se para x = 0 e x = 1, enquanto que os quarks de mar tendem a popular a região depequeno x. Os glúons, por sua vez, são originados em maior número na região de pequeno
x, já que não possuem massa. Na região de x muito pequeno o que realmente domina nasdistribuições de pártons é a omponente glu�nia.1.2.3 DIS no referenial de dipolos de orApresentaremos aqui a desrição de proessos no espalhamento profundamente inelástio(DIS) no referenial de repouso do alvo, mais onheida omo referenial de dipolos de or2.Neste referenial o espalhamento profundamente inelástio pode ser representado omo seo fóton virtual (a partíula prova) emitido pelo elétron �utue em um par quark�antiquark,ou seja, em um dipolo, que posteriormente interage om o alvo, que pode ser um próton ouum núleo por exemplo. Ou seja, no referenial de dipolos a quantidade que está provandoo alvo não é mais o fóton virtual e sim o par qq̄. O fóton pode ser expandido na base de2 Não devemos onfundir o referenial de dipolos om o formalismo de dipolos, embora eles estejam inti-mamente relaionados. O primeiro, omo o próprio nome diz, é a onstrução de um referenial onvenientepara a desrição do DIS em altas energias. Já o segundo está relaionado om o limite de grande número deores Nc e dá onta da evolução em energia de um dipolo, desrevendo os possíveis glúons emitidos durantea evolução omo pares de quark�antiquark (dipolos).
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Q2

z

1−z
b

r

Fig. 1.4: Representação de um proesso em DIS segundo o formalismo de dipolos de or.quarks e glúons omo uma superposição de estados de Fok em termos de suas �utuaçõeshadr�nias [14, 15℄
|γ∗〉 =

∑

|qq̄〉 + |qq̄g〉 . (1.51)Para pequenas separações transversas do par quark�antiquark, ou seja, pequeno r (vejaFigura 1.4), a on�guração dominante onsiste no par qq̄. Para grandes separações, podemapareer ontribuições mais omplexas, omo por exemplo qq̄g. Consideraremos, no entanto,somente a ontribuição dominante qq̄, para a qual o tempo de vida é muito importante, poisse onsiderarmos que este tempo é muito maior do que o tamanho do alvo, então podemospensar que o par interage durante um urto intervalo de tempo om o alvo de tal forma quesua separação transversa é onstante durante a interação, omo vemos na Figura 1.4. Estetempo, também hamado de omprimento (ou tempo) de oerênia lc, pode ser estimadoom o uso da relação de inerteza. Para isso, onsideramos um fóton om virtualidade Q2,energia q0 e momentum grande |q|, de forma que o omprimento de oerênia é o tempono qual o fóton virtual existe omo uma �utuação qq̄ de massa Mqq̄. Pelo prinípio dainerteza, temos que este omprimento é inversamente proporional à variação de energiaentre o fóton e o par qq̄, logo
lc =

1

∆E
=

1
√

|q|2 +M2
qq̄ − q0

≈ 2|q|
M2

qq̄ +Q2
≈ |q|
Q2

, (1.52)onde usamos Mqq̄ = Q2 na última passagem, por onservação de momentum. Utilizando ade�nição da variável de Bjorken x = Q2/2p · q, e notando que no referenial de repouso doalvo vale que p · p = mN |q|, e então Q2 = 2xmN |q|, resulta que
lc =

1

2mNx
, (1.53)ondemN é a massa do alvo. A �m de ilustrar a validade do referenial de dipolos, para o DISna região inemátia típia do olisor HERA, hegando a valores x ∼ 10−5, o omprimentode oerênia é da ordem de 10 fm, o qual é maior que o raio de qualquer núleo at�mio.Segundo o referenial de dipolos, a seção de hoque pode ser esrita omo a onvolução daprobabilidade de o fóton deair em um dipolo om a seção de hoque do espalhamento destedipolo om o alvo, o que leva à relação

σγ∗p
T,L(Q2, Y ) =

∫

d2r

∫ 1

0

dz|ΨT,L(r, z;Q2)|2σγ∗pdip (r, Y ), (1.54)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 17onde Y = ln 1/x é a rapidez dos onstituintes do alvo que interagem om o dipolo. Aformulação aima é válida também no limite não perturbativo da QCD, uma vez que édeterminada a partir da estrutura de espaço-tempo do proesso. A quantidade ΨT,L(r, z;Q2)refere-se às omponentes transversal e longitudinal da função de onda do fóton que desrevea formação do dipolo, onde z e 1−z são as frações de energia do fóton portadas pelo quark eanti-quark, respetivamente. Para ontribuições omo qq̄, as funções de onda são aluladasatravés da eletrodinâmia quântia (QED) perturbativa e são dadas por [14℄
|ΨT (r, z;Q2)|2 =

Ncαem

2π2

∑

q

e2q
{[
z2 + (1 − z)2

]
Q̄2

qK
2
1 (Q̄qr) +m2

qK
2
0(Q̄qr)

} (1.55)
|ΨL(r, z;Q2)|2 =

Ncαem

2π2

∑

q

e2q
{
4Q2z2(1 − z)2K2

0 (Q̄qr)
} (1.56)onde Nc é o número de ores, Q̄2

q = z(1−z)Q2+m2
q , omm2

q omo a massa do quark de sabor
q e K0,1 são as Funções de MDonald de ordem zero e um, respetivamente. Na expressão(1.54), a quantidade σγ∗pdip (r, Y ) é a seção de hoque de dipolo, a qual não pode ser aluladaperturbativamente omo aontee om a função de onda do fóton, sendo assim dependentede modelo. Posteriormente iremos omentar a respeito de ummodelo desenvolvido no espaçode momentum para a seção de hoque de dipolos, o qual servirá de base para a investigaçãodos efeitos de �utuações na evolução das amplitudes da QCD em altas emergias.1.3 Equações de evolução lineares1.3.1 DGLAPOmodelo de pártons desreve o espalhamento profundamente inelástio omo a interaçãoelástia de um fóton virtual om um dos pártons (quarks) onstituintes dos hádrons, omomostramos na Fig.1.3. Por outro lado, a QCD prevê a existênia de uma nuvem de glúonsvirtuais e pares quark-antiquark ao redor dos quarks de valênia que ompõem os hádrons,sendo que a virtualidade Q2 da partíula que prova o hádron determina a quantidade depártons que serão observados no interior desta nuvem. Cada um destes pártons porta umafração do momentum do hádron ao qual fazem parte, de forma que, quanto maior o valorde Q2, maior é a probabilidade de enontrar um párton no interior no hádron om umaparela menor do momentum total de tal hádron. Com isto, a função de estrutura dohádron experimentado deve apresentar dependênia na virtualidade Q2, violando assim oesalamento previsto pelo modelo de párton para estas quantidades (ver 1.44).Este omportamento distinto oorre porque o modelo de párton desreve o proesso DISdesonsiderando a dinâmia do glúon omo portador da força forte assoiada a arga deor portada pelos quarks, omo estabelee a QCD. Desta forma, ignora a possibilidade dosquarks emitirem glúons. Para introduzir tais efeitos no modelo de pártons, vamos onsiderarque o quark da Fig.1.3 possa emitir glúons (Fig1.5a) e ainda que um glúon que ompõe ohádron possa interagir om o quark (Fig.1.5b). Considerando a expansão perturbativa emtermos das onstantes de aoplamento da QED e da QCD, α e αs, respetivamente, vemos omodelo de pártons omo a ontribuição de primeira ordem O(α) para a dinâmia no interiordo hádron, enquanto que as orreções itadas aima são de ordem O(ααs).
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γ∗
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(a)

γ∗

q

q̄

g
(b)Fig. 1.5: Contribuições de ordem O(ααs) para o proesso ep→ eX não ontidas no modelode pártons: (a) Emissão de glúons pelos quarks e (b) Glúons no estado iniial.A inlusão dos diagramas da QCD no proesso DIS determina que as funções de estruturanão sejam mais esalonadas pela variável de Bjorken, omo oorria no modelo de pártons.Contudo, a QCD onsegue expliar omo oorre a quebra do esalamento das funções deestrutura do DIS e é isso que abordaremos a seguir. O modelo de pártons permite desrevera função de estrutura F2 em uma forma fatorizada

F2(x) =
∑

qq̄

1∫

x

dε fq(ε)F̂
q
2

(x

ε

)

, (1.57)onde F̂ q
2 representa a função de estrutura elementar dos quarks, que é proporional à seçãode hoque de fotoabsorção para o espalhamento γ∗q. No modelo de pártons tal proesso ésimplesmente γ∗q(q̄) → q(q̄) e está representado na Fig.1.6a, de forma que

F̂ q
2 (z) = e2qδ(1 − z). (1.58)Esta expressão, juntamente om (1.57) fornee a expressão bem onheida do modelo depártons, F2 = x

∑

q e
2
q [fq(x) + fq̄(x)].Este seria o �m do assunto se os quarks (e antiquarks) fossem onsiderados livres nointerior dos hádrons, mas isso não oorre. A QCD prevê que os mesmos interagem por meiode emissão e absorção de glúons, de forma que outros diagramas, de ordem O(ααs) devemser adiionados à teoria para uma desrição orreta de F2. Estas orreções ao proesso

γ∗q(q̄) são mostradas na Fig.1.6, onde identi�amos os diagramas nas Figs.1.6b, om aemissão de glúons reais nos anais t e s, respetivamente. Temos ainda as radiações deglúons virtuais, que no diagrama da Fig.1.6d representa a orreção ao vértie γ∗q, enquantoque nas Figs1.6e,f orrespondem a orreções de auto-energia. Estes diagramas ontribuempara a função de estrutura F̂ q
2 (z) om um termo da forma

F̂ q
2 (z,Q2) =

αs

2π
e2qz

[

P (z) ln

(
Q2

k2
0

)

+ h(z)

]

, (1.59)onde P (z) e h(z) são funções �nitas e k0 é um orte no momentum transverso k⊥ do quarkintroduzido para regularizar divergênias de pequeno momenta nos diagramas de emissão
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)Fig. 1.6: Diagramas que ontribuem ao proesso γ∗q em ordem O(ααs).de glúon real. Assumindo uma dependênia em Q2 em F̂ q
2 na relação (1.57) e renomeando

fq(x) omo a densidade de quarks nesta relação, podemos somar as ontribuições de ordem
O(αs), dada por (1.59), e O(α0

s), dada por (1.58). Desta forma, temos que a função deestrutura para o nuleon é dada por
F2(x,Q

2) =
∑

q,q̄

e2qx

{

fq(x) +
αs

2π

∫ 1

x

dε

ε
fq(ε)

×
[

P
(x

ε

)

ln

(
Q2

k2
0

)

+ h
(x

ε

)]

+ . . .

}

,

(1.60)onde os pontos referem-se à ontribuições de ordens mais altas em αs. Introduzindo a esalade fatorização µ2, a �m de separar a físia perturbativa (grandes esalas de momentum) danão-perturbativa (pequenas esalas de momentum), pode-se separar o logaritmo divergenteem duas partes
ln

(
Q2

k2
0

)

= ln

(
Q2

µ2

)

+ ln

(
µ2

k2
0

)

. (1.61)Separando em duas partes a função h(z)
h(z) = h̃(z) + h′(z), (1.62)onsegue-se absorver a divergênia ln(µ2/k2

0) restante e h′(z) em uma rede�nição da dis-tribuição de quarks. Esta função de�ne o esquema de fatorização mínima (MS) usado eassim esrevemos a função de estrutura F2 omo
F2(x,Q

2) =
∑

q,q̄

e2qxq(ε, µ
2)C(z,Q2, µ2), (1.63)
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q(x, µ2) = fq(x) +

∫ 1

x

dε

ε
fq(ε)

[

P
(x

ε

)

ln

(
µ2

k2
0

)

+ h′
(x

ε

)]

+ . . . (1.64)e a função oe�iente, determinada após regularização dimensional,
C(z,Q2, µ2) = δ(1 − z) +

αs

2π

{

P (z) ln

(
Q2

µ2

)

+
[

h̃(z) − γE + ln(4π)P (z)
]}

, (1.65)onde γE = 0.5772 . . . é a onstante de Euler-Masheroni.Para eliminarmos as singularidades olienares introduzimos em esala de fatorização µ,que faz um papel similar à esala de renormalização. Assim não há uma predição abso-luta para a distribuição renormalizada q(x, µ2), mas uma previsão teória de omo estadistribuição varia om a esala. Assim, uma vez que F2(x,Q
2) é um observável físio e nãodeve depender de nenhuma esala, difereniando (1.63) em relação a lnµ2 obtém-se umaequação integro-diferenial governando a dependênia em esala das distribuições de quarks

∂q(x, µ2)

∂ lnµ2
=
αs

2π

∫ 1

x

dy

y
P

(
x

y

)

q(y, µ2). (1.66)Esta é a hamada equação DGLAP, derivada independentemente por Dokshitzer [18℄, Gri-bov, Lipatov [20℄, Altarelli e Parisi [19℄, que em ordem dominante, i.e., em ordem O(α0
s) emrelação às funções de desdobramento P (z) e em ordem O(αs) para as funções oe�ientes,efetivamente ressoma sobre as ontribuições do tipo (αs lnQ2)n. Interpretamos a função dedesdobramento P (z) omo a probabilidade de um quark emitir outro quark om fração demomentum x do quark �pai�. Esta pode ser expandida em série de potênias de αs

P (x) =
∑

n

αn
sP

n(x). (1.67)Tudo que �zemos até então refere-se a quarks e antiquarks somente. Levando em ontaa ontribuição dos glúons, a função de estrutura toma a forma
F2(x,Q

2) =
∑

q,q̄

e2qx

∫ 1

x

dε

ε

[

q(ε, µ2)Cq
(x

ε
,Q2, µ2

)

+ g(ε, µ2)Cg
(x

ε
,Q2, µ2

)]

. (1.68)A função oe�iente referente aos glúons, Cg, provém do diagrama de fusão fóton-glúon,representado na Fig.1.5b e diz respeito a ontribuição de glúons no estado iniial.A de�nição da distribuição de quarks om dependênia em esala é dada agora por
q(x,Q2) =fq(x) +

αs

2π

∫ 1

x

dε

ε
fq(ε)

[

Pqq

(x

ε

)

ln

(
µ2

k2
0

)

+ h′q

(x

ε

)]

αs

2π

∫ 1

x

dε

ε
fg(ε)

[

Pqg

(x

ε

)

ln

(
µ2

k2
0

)

+ h′g

(x

ε

)]

+ . . .

(1.69)As distribuições part�nias podem ser expressas em termos da natureza do pártons. As-sim de�nimos as distribuições de quarks não-singleto (NS), referente aos quarks de valênia,
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qNS(x,Q2) = q(x,Q2) + q̄(x,Q2), (1.70)
qS(x,Q2) =

∑

i

[
q(x,Q2) + q̄(x,Q2)

]
. (1.71)Utilizando a variável t = ln(Q2/µ2), as equações DGLAP se tornam

∂qNS(x, t)

∂t
=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pqq

(
x

y

)

qNS(y, t), (1.72)
∂

∂t

(
qS(x, t)
g(x, t)

)

=
αs(t)

2π

∫ 1

x

dy

y




Pqq

(
x
y

)

2nfPqg

(
x
y

)

Pgq

(
x
y

)

Pgg

(
x
y

)





(
qS(y, t)
g(y, t)

)

, (1.73)onde nf designa o número de sabores dos quarks levados em onta (u, d, . . . ). em ordemdominante, as funções de desdobramento são dadas por
P 0

qq(x) = CF

[
1 + x2

(1 − x)+
+

3

2
δ(1 − x)

] (1.74)
P 0

qg(x) =
1

2

[
x2 + (1 − x)2

] (1.75)
P 0

gq(x) = CF

[
1 + (1 − x)2

x

] (1.76)
P 0

gg(x) = 2CA

[
x

(1 − x)+

+
1 − x

x
+ x(1 − x)

]

+
11CA − 2nf

6
δ(1 − x) (1.77)onde CF e CA são relaionadas ao número de ores Nc pelas relações CF = (N2

c − 1)/2Nc e
CA = Nc, e a presrição

∫ 1

0

dx
f(x)

(1 − x)+
=

∫ 1

0

dx
f(x) − f(1)

1 − x
(1.78)é usada na regularização da divergênia para x = 1.Assim, o formalismo DGLAP desreve a evolução em Q2 das funções de distribuiçãopart�nia onsiderando que a interação part�nia oorre por meio de uma asata part�nia,om um forte ordenamento nos momenta transversos dos pártons emitidos no interior daasata. Devido a este ordenamento, as equações DGLAP são válidas na seguinte regiãoinemátia:

αs lnQ2 ≈ 1, αs ≪ 1 e ln

(
1

x

)

≪ ln

(
Q2

Q2
0

)

, (1.79)ou seja, elas são válidas na região de valores de Q2 não muito baixos (Q2 & 1 GeV2, onde aQCD perturbativa é apliável) e também numa região de x não muito pequena (x & 0.001).



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 221.3.2 BFKLO formalismo assoiado à dinâmia DGLAP não permite fazer nenhuma predição so-bre a evolução das distribuições part�nias na variável de Bjorken x, que entra apenas nasondições iniiais destas distribuições. Na evolução DGLAP, ontribuições em 1/x, domi-nantes para pequeno x, são onsideradas no limite de duplo logaritmo dominante (DLLA),a qual soma termos da ordem de [αs ln(1/x) lnQ2]n om forte ordenamento na variáveis xe k e faz om que as distribuições resçam rapidamente quando x → 0. Os termos depen-dentes de 1/x apareem sempre aompanhados de lnQ2, de forma que tal desrição é válidasomente para grandes valores de x e Q2.A análise da região inemátia de pequeno x e valores moderados de Q2 implia somardiagramas que ontribuam om termos da ordem [αs ln(1/x)]n, om αs ln(Q2/Q2
0) ≪ 1 e

αs ln(1/x) ≈ 1. Logo, devemos onsiderar termos dominantes em ln(1/x), om a dependên-ia ompleta em Q2 mantida, signi�ando que o forte ordenamento nos momenta transversosque aparee na dinâmia DGLAP deve ser atenuado e uma integração sobre todo o espaço defase dos momenta transverso deve ser inluída. Isto implia em que nesta região inemátiaas equações de evolução DGLAP não são mais válidas.Visando desrever os proessos em altas energias (pequeno x), nos limites inemátiosdesritos aima, Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov [21�24℄ propuseram, na déada de 70, umaequação para a evolução na variável de Bjorken x. Como o espaço de fase não está maisrestrito ao ordenamento nos momenta transverso (agora os momenta longitudinais se tornamfortemente ordenados), a equação BFKL deve ser esrita em termos da função de glúonsnão-integrada φ(x,k2), que está relaionada à distribuição de glúons usual por
xg(x,Q2) =

∫ Q2

0

dk2φ(x,k2)

k2
, (1.80)onde φ(x,k2) fornee a probabilidade de enontrar um párton (glúon) om fração de mo-mento x e momentum transverso k.A forma diferenial da equação BFKL é dada, em ordem dominante (LO), por

∂φ(x,k2)

∂ ln(1/x)
=
Ncαs

π
k2

∫ ∞

0

dk′

k′

{
φ(x,k′2) − φ(x,k2)

|k′2 − k2| +
φ(x,k2)√
4k′4 − k4

}

. (1.81)A ondição iniial para esta equação deve ser tomada para um valor su�ientemente pequenode x0, tal que as seguintes ondições sejam satisfeitas:
αs ≪ 1, αs ln(Q2/Q2

0) ≪ 1, αs ln(1/x) ≈ 1, (1.82)de forma que a equação BFKL é apropriada para desrição de proessos no limite de altasenergias, já que desreve o limite x→ 0, onde a distribuição de glúons domina a dinâmia.Neste limite, a equação BFKL pode ser representada por um diagrama esada efetivo, om osmomenta longitudinais fortemente ordenados, e sem ordenamento nos momenta transverso,ou seja,
x≪ xi+1 ≪ · · · ≪ x1 ≪ 1, (1.83)
Q2 ≈ ki+1 ≪ · · · ≪ k1 ≪ Q0. (1.84)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 23Visando obter uma solução analítia para a equação BFKL, toma-se a transformada deMellin de φ(x,k2) em relação a k2,
φ(x, γ) =

∫ 1

0

d

(
k2

k2
0

)(
k2

k2
0

)−γ−1

φ(x,k2), (1.85)onde introduz-se uma esala k2
0 no momentum transverso por razões dimensionais. A trans-formada inversa fornee

φ(x,k2) =
1

2πı

c+ı∞∫

c−ı∞

dγ

(
k2

k2
0

)γ

φ(x, γ). (1.86)Em termos de φ(x, γ) a equação BFKL tem a forma
∂φ(x, γ)

∂ ln(1/x)
= ᾱχ(γ)φ(x, γ), (1.87)onde usamos ᾱ = αsNc/π e

χ(γ) = 2ψ(1) − ψ(γ) − ψ(1 − γ) (1.88)é o hamado núleo da equação BFKL, o qual está de�nido em termos das funções digamma
ψ(γ) = Γ′(γ)/Γ(γ).A solução de (1.87) é

φ(x, γ) = φ(x0, γ)

(
x

x0

)−χ(γ)

, (1.89)a qual, quando inserida na transformada inversa de Mellin (1.86), fornee
φ(x,k2) =

1

2πı

c+ı∞∫

c−ı∞

dγ

(
k2

k2
0

)γ

φ(x0, γ)

(
x

x0

)−χ(γ)

. (1.90)Após realizar a integração em γ, temos omo solução
φ(x,k2) ∼

(
x

x0

)−λ [
k2

k2
0 ln(x0/x)

]1/2

exp

[

− ln2(k/k̃2)

2λ′ ln(x0x)

]

, (1.91)onde λ = 4ᾱ ln 2 e λ′ = 28ᾱζ(3), om ζ sendo a função zeta de Riemann. O termo quedomina esta expressão é φ(x,k2) ∼ x−λ, om λ ≈ 0.5 para αs = 0.2. Este omportamento éaraterístio na dinâmia BFKL e representa um resimento na distribuição de glúons emaltas energias, orrespondendo a um rápido resimento na seção de hoque σγ∗N . No próx-imo apítulo veremos equações de evolução desenvolvidas a �m de evitar esse resimento,inluindo assim efeitos de unitariedade à dinâmia BFKL.



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 241.3.3 Dinâmia BFKL no formalismo de dipolos de orA dinâmia BFKL pode ser esrita de uma forma bastante interessante om o uso doformalismo de dipolos de or. Aqui, vamos seguir o método usado por Mueller em [30℄,que onsidera o espalhamento onium-onium, onde um onium representa um estado ligadoquark-antiquark (qq̄) pesado mais os glúons que estes podem emitir após a evolução emenergia. Estes onia são supostos pesados o su�iente para que αs(R
2) ≪ 1, onde R é oraio do onium. Esta análise tem a vantagem de eliminar as ontribuições não perturbativasrelevantes ao proesso.A idéia essenial é que a emissão dos glúons � hamados maios, pois devem ter energiamenor do que o par que os gera � pelo dipolo iniial rese no deorrer da evolução emrapidez, dando origem à asata part�nia araterístia da dinâmia BFKL. Todo esteproesso é inorporado na evolução da função de onda do estado iniial formado pelo par qq̄mais os possíveis glúons maios. Consideremos então a função de onda Ψ(0)(k1) do estadoiniial qq̄, ilustrada na Fig.1.7a, onde k1 e k0 são os momenta do quark e do antiquark,respetivamente e o momentum do onium qq̄ é p = k0 + k1. Os spins dos quarks sãoignorados, pois estes são irrelevantes quando os glúons são maios. Usando variáveis doone de luz, podemos identi�ar os momenta ki, om

ki = xip+
k2

i

xi

n+ ki⊥, ǫi =
ki · ǫi

xi

n + ǫi⊥ , (1.92)onde usamos as ondições de amada de massa e de transversalidade. Nesta expressão,
p = (P, 0, 0, P ), n = (1/2P, 0, 0,−1/2P ) e k⊥ ≡ k = (0, kx, ky, 0), de forma que a massa doonium se torna desprezível quando P é muito grande.

p

k1

k0

(a)

p

k1

k2

k0

(b)

p

k1

k2

k0

(c)Fig. 1.7: (a) Dipolo no estado iniial; (b) emissão de um glúon maio pelo quark e () peloantiquark.A função de onda Ψ(1)(k1, k2) para o estado qq̄g, omputada pelos diagramas das Figs.1.7b,om uso de aoplamentos eikonais, é dada por
Ψ(1)(k1, k2) = −ıgst

A

[

Ψ(0)(k1 + k2)
k1 · ǫ1
k1 · k2

− Ψ(0)(k1)
k0 · ǫ1
k0 · k2

]

, (1.93)onde A é o índie de or e o vetor de polarização do glúon é, de aordo om 1.92, dado por
ǫ2 =

k2 · ǫ2

x2
n+ ǫ2. (1.94)



Capítulo 1. A Cromodinâmia Quântia e os Proessos de Espalhamento 25Contudo, a emissão do glúon maio das Figs.1.7b, implia em x2 ≪ x1, (1 − x1), de formaque neste limite
k1 · ǫ2 ≃

x1

x2
(ǫ2 · k2), k1 · k2 ≃

x1k
2
2

2x2
. (1.95)Desta forma, a função de onda para o estado qq̄g se torna

Ψ(1)(x1,k1, x2k2) = −2ıgst
A
[
Ψ(0)(x1,k1 + k2) − Ψ(0)(x1,k1)

] k2 · ǫ2
k2

2

. (1.96)Para simpli�ar este tipo de equação faz-se a transformada de Fourier do espaço demomenta transverso ki para o espaço de oordenadas transversas (parâmetros de impato)
bi:

Ψ(n−1)(x1, b1 . . . xn, bn) =

∫

Πn
i=1

d2ki

(2π)2
eıki·bi Ψ(n−1)(x1,k1 . . . xn,kn). (1.97)Com isto, temos que

Ψ(1)(x1, b1, x2, b2) =

∫
d2k1

(2π)2

d2k2

(2π)2
eı(k1·b1+k2·b2) Ψ(1)(x1,k1, x2,k2). (1.98)Inserindo (1.96) em (1.98) e usando a relação

∫
d2k

(2π)2
eık·b ki

k2
= − 1

2πı

bi
b2

(1.99)resulta que
Ψ(1)(x1b1, x2b2) =

gs

π
tA
(

b21 · ǫ2
b2

21

− b20 · ǫ2
b2

20

)

Ψ(0)(x1, b1), (1.100)onde bij = bi − bj , om b0 = 0. Ao tomarmos o módulo quadrado e somando sobre ores epolarizações obtemos
|Ψ(1)|2 = 4CF

αs

π

b2
10

b2
20b

2
21

|Ψ(0)|2, (1.101)onde usamos o fato de que
b2

10

b2
20b

2
21

=
1

b2
21

+
1

b2
20

− 2
b21 · b20

b2
21b

2
20

. (1.102)Os dois primeiros termos à direita desta expressão orrespondem aos diagramas (a) e (b)da Fig.1.8, enquanto que o termo ruzado a direita de (1.102) orresponde aos diagramasde interferênia () e (d) ilustrados na Fig1.8. A expressão (1.102) pode ser representadasimboliamente pelo diagrama a direita da Fig.1.9, o qual não é um diagrama de Feynman,mas simplesmente uma representação do fato que o glúon é emitido oerentemente peloquark ou antiquark.O próximo passo na evolução em energia é obtido onsiderando a emissão de dois glúonspelo par qq̄. Para onstruir a função de onda do onium, assumimos um forte ordenamentonas frações de momentum dos seus onstituintes, tal que
x3 ≪ x2 ≪ x1, (1 − x1). (1.103)
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(a) (b) (c) (d)Fig. 1.8: Diagramas que ontribuem para |Ψ(1)|2.

≡Fig. 1.9: Representação da emissão de um glúon pelo dipolo.Esta é a on�guração relevante pois dá origem ao maior número de fatores de ln x nadistribuição inlusiva de glúons. A emissão do segundo glúon pode oorrer de diversasformas nos diagramas da Fig1.8: pelo quark, pelo antiquark, pelo primeiro glúon, antes oudepois da emissão deste glúon, et. Nesta ordem o álulo ainda é possível, mas em ordensmais altas � mais emissões de glúons � este se torna impossível. A �m de simpli�ar odesenvolvimento usa-se o limite de grande número de ores, introduzido por t'Hooft [25℄omo uma aproximação para auxiliar na desrição das interações fortes.A idéia é onsiderar o limite Nc → ∞, om αs → 0 tal que αsNc é mantido �xo. Opequeno parâmetro usado para a expansão perturbativa é então 1/Nc. Neste limite, osglúons são representados por pares quark-antiquark e t'Hooft demonstrou que uma onsid-erável simpli�ação oorre nos diagramas que ontribuem: somente os diagramas planaressobrevivem à aproximação. Diagramas planares são aqueles onde é possível desenhar todosos glúons dentro do par qq̄ original sem que haja sobreposição destes, enquanto para os nãoplanares oorre o ontrário. Estes últimos são suprimidos por potênias de 1/Nc.
g4

sN
2
c g4

sFig. 1.10: Diagramas planares e não planares.Na Fig.1.10 temos exemplos destes dois tipos de ontribuições, onde os glúons (pares qq̄)são representados por linhas duplas indiando o �uxo de or e antior. Os dois diagramas sãode mesma ordem no aoplamento gs, mas o planar tem três laços de or fehados enquantoque o não planar tem apenas um. Cada vértie dos onia introduz um fator de normalização
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1/
√
Nc, já que o estado deve ser um singleto de or. Desta forma, o diagrama planar é deordem O(g4

sN
2
c ), enquanto que o não planar é O(g4

s), sem dependênia em Nc. No limite degrande número de ores exposto aima, o diagrama não planar é suprimido por um fator
1/N2

c e temos N2
c glúons ao invés de N2

c − 1, de forma que CA = 2CF = Nc.O uso da aproximação planar vista aima reduz onsideravelmente o número de diagra-mas ontribuindo aos proessos durante a evolução do onium. Para o aso da emissão de2 glúons em questão, esta aproximação implia na oloação do último glúon emitido entreo quark e o primeiro glúon (primeiro par qq̄) ou entre o glúon e o antiquark. Assim, esteúltimo glúon (dipolo) é emitido ou pelo dipolo 21, omo ilustra a Fig.1.11a, ou pelo dipolo20, omo mostra a Fig.1.11b. Vejamos omo estes diagramas ontribuem para a função deonda do onium. Quando o glúon (dipolo) identi�ado por 3 é emitido pelo quark original1 ou pelo antiquark de 2, este deve ser reabsorvido somente pelo quark original 1 ou peloantiquark de 2. A ontribuição deste proesso � que está ilustrado na Fig.1.11a � para omódulo quadrado da função de onda do estado qq̄gg é então
2
Ncαs

π

b2
21

b2
31b

2
32

, (1.104)onde usamos CF = Nc/2. De forma análoga, quando o glúon 3 é emitido pelo antiquark orig-inal 0 ou pelo quark presente em 2, este deve ser reabsorvido somente pelo antiquark originalou pelo quark em 2, de forma que a este proesso (visto na �gura Fig.1.11) ontribuem om
2
Ncαs

π

b2
20

b2
30b

2
32

. (1.105)Somando os dois termos, a função de onda do estado qq̄gg toma a forma
|Ψ(2)|2 = 2

Ncαs

π

(
b2

21

b2
31b

2
32

− b2
20

b2
30b

2
32

)

|Ψ(1)|2. (1.106)
1

3

2

0

(a)

1

3

2

0

(b)Fig. 1.11: Emissão de dois glúons no limite de grande número de ores.Contribuições de mais alta ordem são obtidas de maneira similar, pois qualquer glúonadiional é emitido por um dos dipolos orrespondente à pares de pártons, os quais sãoadjaentes nos diagramas planares. Os diagramas não planares, desprezados no limite degrande Nc, orrespondem a proesso de interferênia entre diferentes dipolos.A probabilidade diferenial dΠ(x2, b10, b20) para a emissão de um glúon om fração demomentum longitudinal x2 e separação transversa b20 pelo dipolo original (10) é de�nida
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dΠ(x2, b10, b20) =

Ncαs

2π2

b2
10

b2
20b

2
21

dx2

x2
d2b20. (1.107)Introduzimos ainda a densidade inlusiva de glúons f(x, b2

10, x1) para a função de onda doonium om tamanho transverso b10 e fração de momentum longitudinal x1. Esta densidadeé dita inlusiva pois devemos somar sobre todas as ontribuições om qualquer número deglúons. A variação de f(x, b2
10, x1) om x1 é determinada pela emissão de um glúon 2 queorigina dois novos dipolos (20) e (21) em adição ao dipolo original (10). Usando (1.107)temos

df(x, b2
10, x1) =

ᾱ

2π

dx1

x1

∫

d2b20
b2

10

b2
20b

2
21

[
f(x, b2

21, x1) + f(x, b2
20, x1) − f(x, b2

10, x1)
]
, (1.108)onde usamos ᾱ = αsNc/π. A invariânia sob translações longitudinais implia que f deveter somente dependênia funional em x/x1. Assim

x
∂f

∂x
= −x1

∂f

∂x1
, (1.109)tal que

df(x, b2
10)

∂ ln(1/x)
=

ᾱ

2π

∫

d2b20
b2

10

b2
20b

2
21

[
f(x, b2

21) + f(x, b2
20) − f(x, b2

10)
]
. (1.110)Esta é a equação BFKL para a distribuição de glúons não integrada, esrita no espaço deparâmetro de impato, obtida por Mueller. Ela será útil no deorrer do trabalho para �m deomparações entre as dinâmias BFKL da evolução dos dipolos e as dinâmias não linearespara tal evolução.1.4 ConlusõesNeste apítulo vimos alguns aspetos básios da Cromodinâmia Quântia (QCD), teoriaque desreve as interações fortes. Além disso foi apresentado o espalhamento profundamenteinelástio (DIS) e a interpretação deste segundo o modelo de pártons. Também foi vistoomo o DIS pode ser interpretado segundo o formalismo de dipolos de or, o qual será muitoútil para entendermos a dinâmia da QCD em energias muito altas. Por �m, introduziu-seo formalismo de duas equações de evolução para a QCD em altas energias: as dinâmiasDGLAP e BFKL. A primeira delas evolui na virtualidadeQ2, não sendo muito indiada paraa desrição de proessos em energias muito elevadas, quando x ∝ s−1, sendo s a energia deentro de massa do proesso. Para desrever a QCD nesta região de energia, foi proposta aequação BFKL omo orreta, visto que ela evolui em 1/x ∝ s. Entretanto a análise de suassoluções prevê um forte resimento nas seções de hoque totais, o que é um problema, jáque estas devem ser limitadas para s → ∞. No próximo apítulo veremos melhor a razãodesta limitação, bem omo introduziremos efeitos de saturação para orrigi-los, levandoao desenvolvimento das equações de evolução não lineares. Vimos ainda omo a dinâmiaBFKL pode ser vista no referenial de dipolos de or, o que se mostra interessante para �nsde omparação om as dinâmias não lineares que serão apresentadas a seguir, visto quenos interessa prinipalmete a evolução não linear de dipolos de or.



Capítulo 2A Evolução e a Saturação Part�nia2.1 As orreções de unitariedadeComo visto no apítulo anterior, a aproximação de logarítmo dominante usada naderivação da equação BFKL prevê que as amplitudes de espalhamento resçam om o au-mento da energia s, ou om o derésimo de x� lembrando que em altas energias x ≈ Q2/s.Isto signi�a que a seção de hoque, alulada om o uso do teorema ótio, também resesegundo
σtot ∼ sλ, (2.1)om λ = 4ᾱ ln 2. Este omportamento exige uidados, pois, intuitivamente, espera-se que asseções de hoque sejam limitadas quando s→ ∞, de forma que o limite de Froissart-Martin

σtot < A ln2 s para s→ ∞, (2.2)onde A é uma onstante, seja satisfeito. O omportamento das soluções da equação BFKLnão satisfaz este limite, de tal forma que orreções de unitariedade devem ser feitas parauma orreta desrição dos proessos em energias muito altas.Começamos apresentando um argumento físio, devido originalmente a Feynman, quetorna plausível o limite de Froissart-Martin. Vamos supor que a partíula alvo tenha umadistribuição de densidade que re�ete o omportamento de urto alane da força forte, dadapor exemplo por
ρ(r) = ρ0 exp(−r/R), (2.3)onde r é a distânia em relação ao entro do alvo e R é o tamanho deste. Toma-se omouma propriedade fundamental da interação forte que esta distribuição deresça mais rápidodo que qualquer lei de potênia para grandes distânias. Se a probabilidade de interaçãoentre o projétil e o alvo é limitada, quando s→ ∞, ela deve satisfazer

P (s, r) < P0

(
s

s0

)N

exp
(

− r

R

)

. (2.4)Logo, a interação deve ser desprezível para olisões om parâmetros de impato
r NR ln(s/s0), (2.5)impliando em que a seção de hoque total para o proesso deve satisfazer

σtot < πR2N2 ln2(s/s0). (2.6)



Capítulo 2. A Evolução e a Saturação Part�nia 30Assim, vemos laramente que os álulos feitos om base na aproximação de logaritmodominante da QCD (BFKL) falham onforme a energia total s tende ao in�nito. No refer-enial de entro de massa do proesso de olisão, o aumento da seção de hoque total om sé devido a proliferação da emissão de glúons maios durante a evolução. Na linguagem dedipolos introduzida no apítulo anterior é a proliferação de dipolos que produz este resi-mento. Podemos imaginar omo será a físia que eventualmente existirá na evolução quandoa densidade de dipolos (glúons) ontinuar a reser. Em altas energias a densidade deveráser grande o bastante para que mais de um par de dipolos no projétil sofra espalhamentoom o alvo para ada dipolo �pai� do projétil, ou seja, existe a possibilidade de múltiplosespalhamentos. Como veremos, orreções omo esta devem levar à saturação da densidadede pártons (glúons ou dipolos) no alvo e assim ao ontrole do resimento da seção dehoque total, omo demanda a unitariedade. No restante deste apítulo vamos apresentaras equações de evolução não lineares que introduzem efeitos de saturação às amplitudes deespalhamento.2.2 As equações de evolução não linearesComo vimos aima, as orreções de unitariedade são impresindíveis na desrição deproessos para QCD de altas energias. Com vistas a inluir os hamados efeitos de saturaçãopart�nia na evolução em altas energias, muitos esforços foram despendidos ao longo dasúltimas déadas e omo resultado surgiram diversas equações de evolução não lineares, ondeos termos não lineares dão onta, justamente, das devidas orreções de unitariedade. Nãovamos desrever todos os trabalhos desenvolvidos neste sentido, mas apenas itar alguns eentão partir para a desrição das equações de evolução que são realmente relevantes a estetrabalho.Um dos primeiros trabalhos que busaram introduzir orreções de unitariedade à evoluçãoulminou no desenvolvimento da equação de evolução GLR, devida à Gribov, Levin eRyskin [26℄, que onsidera efeitos de reombinação part�nia na QCD perturbativa pormeio da inlusão de diagramas não�esada, ou grá�os de multi�esada que também sãoonheidos omo diagramas �fan�. A evolução QCD padrão é representada então por umaasata de deaimentos part�nios no nuleon. Outra equação que visa a unitarização éa obtida pelo formalismo desenvolvido por Ayala, Gay Duati e Levin (AGL) [27, 28℄ omo uso da abordagem de Glauber [29℄ para a QCD perturbativa, onsiderando a interaçãodos pártons mais rápidos da esada om o alvo. Como resultado obtém-se uma equação deevolução não linear que ressoma a troa de múltiplos diagramas de esadas glu�nias, naaproximação de duplo logaritmo dominante (DLA).A seguir mostraremos os prinipais aspetos de duas equações de evolução não linearesbaseadas no formalismo de dipolos de or: A equação de Balitsky e Kovhegov (BK) [31�35℄e a hierarquia de Balistky [33�35℄.2.2.1 A equação de Balitsky e KovhegovO problema das orreções de unitariedade da QCD foi abordado por Kovhegov [31,32℄omo uma extensão da equação BFKL na representação de dipolos, om termos não lineares



Capítulo 2. A Evolução e a Saturação Part�nia 31que unitarizam a equação BFKL. Esta equação foi investigada também por Balitsky [33�35℄om o uso da Expansão do Produto de Operadores (OPE) na QCD, obtendo uma hierarquiapara a evolução de operadores de linhas de Wilson. Kovhegov partiu do espalhamento deum dipolo (onium qq̄) om um grande alvo (núleo na derivação original) onsiderandoque tal proesso é desrito pela evolução da asata part�nia assoiada à multipliação dedipolos na função de onda do dipolo gerador da asata. Cada dipolo nesta asata sofremúltiplos espalhamentos om os nuleons do alvo, impliando a ressoma das múltiplas troasdo tipo esada om vistas a obter a seção de hoque da interação da par de dipolos omo alvo. Deste proesso de reespalhamento dos dipolos resulta a unitarização do PomeromBFKL na aproximação de logaritmo dominante LL(1/x).O espalhamento de um dipolo om o alvo é onsiderado no referenial de repouso do alvoe oorre através da interação de uma asata de glúons maios na função de onda do onium
qq̄ om o alvo. A utilização do limite de grande número de ores Nc, vista anteriormente,é usada a �m de suprimir diagramas não planares do formalismo. Com isto, os glúonsemitidos podem ser tratados omo pares qq̄ e a função de onda do onium e sua evoluçãopode ser desrita om uso do formalismo de dipolos desenvolvido por Mueller [30℄ usandoQCD perturbativa, onsiderando que ada dipolo da asata interage independentementeom os onstituintes do alvo e de forma que não haja orrelações entre estes dipolos.A equação de Balitsky-Kovhegov (BK), para a amplitude de espalhamento frontal doproesso onium-alvo, N(x01, b0, Y ), é dada por [31, 32℄
N(x01, b0, Y ) = − γ(x01, b0) exp
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∞∫
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,(2.7)om γ(x01, b0) estabeleendo o propagador de um dipolo de tamanho transverso x01 =
x1 − x0 e om parâmetro de impato b0 quando este atravessa o alvo (hádron). Em (2.7),
Y = ln(1/x) é variável rapidez, ρ é um orte para regularizar divergênias infravermelhas e
CF = Nc/2, pois o limite de grande número de ores foi tomado.Se onsiderarmos apenas o termo linear em N , a equação BK é reduzida à equação BFKL(pomeron BFKL), enquanto que o termo quadrátio em N é responsável pelas orreções deunitariedade na amplitude, de forma que o pomeron BFKL é unitarizado pela equação BK.No que segue devemos mostrar que a equação BK pode ser vista omo uma aproximação deampo médio de uma hierarquia de equações, onde �a lara sua onexão om a dinâmiaBFKL na representação de dipolos.No apítulo 3 vamos apresentar um modelo para amplitude de espalhamento dipolo�próton que é baseado nas soluções assintótias da equaçãos BK. Estas soluções, obtidas pormeio de uma analogia om proessos de reação�difusão, foram originalmente desenvolvidasno espaço de momentum, omo veremos adiante. Portanto, é importante mostrar aqui omoé expressa a evolução da amplitude (2.7) neste espaço, ou seja, qual é forma da equação BK



Capítulo 2. A Evolução e a Saturação Part�nia 32quando expressa no espaço de momentum. Para tanto devemos assumir independênia noparâmetro de impato b, o que é feito onsiderando o alvo su�ientemente grande tal quea amplitude de espalhamento frontal do dipolo original om o alvo, N(x01, b0, Y ), é umafunção suave em relação ao parâmetro de impato b0 do fóton virtual que gera o dipolo.Isto é equivalente a supor que o tamanho transverso da função de onda do dipolo é muitomenor que o tamanho do alvo, de forma que o parâmetro de impato entre o fóton virtuale o alvo é menor do que o raio R deste último. Formalmente, assumimos x⊥ ≪ R, onde
x⊥ é o tamanho transverso típio da função de onda do dipolo, e ainda que b0 < R �
b0 é zero no entro do alvo. Com isso, podemos desprezar x12 e x02 em relação a b0 nolado direito de (2.7), o que signi�a dizer que as variações em N(x01, b0, Y ) quando b0 évariado de uma quantidade x⊥ são muito pequenas e desprezíveis. Desta forma, fazendo
N(x01, b0, Y ) = N(x01, Y ) temos que a derivada em relação a Y de (2.7) tem a forma
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(2.8)Nesta expressão, a ondição iniial é N(x01, 0) = −γ(x01, b0), a únia que ainda dependedo parâmetro de impato b0. Contudo, γ é uma função suave em relação a b0, de formaque a suposição fraa dependênia de N em b0 ainda é válida. Fisiamente isto implia emque antes da olisão, quando o fóton virtual desenvolve sua função de onda de dipolo, estenão possui qualquer informação a respeito do alvo, já que a interação om este último se dáatravés do dipolo e portanto a informação sobre a espessura (tamanho) do alvo omo umafunção do parâmetro de impato se dá através de γ quando o dipolo interage om o alvo.A �m de transformar para o espaço de momentum, de�nimos as transformadas de Fourier
N(x⊥) = x2

⊥

∫
d2k

2π
eık·xÑ(k, Y ) = x2

⊥

∫ ∞
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dk kJ0(kx⊥)Ñ(k, Y ). (2.9)A transformada inversa é dada por
Ñ(k, Y ) =

∫
d2x⊥
2πx2
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e−ık·xN(x⊥, Y ) =

∫ ∞

0

dx⊥
x⊥

J0(kx⊥)N(x⊥). (2.10)Com isso, (2.8) se torna, no espaço de momentum [32℄,
∂Ñ (k, Y )

∂Y
= ᾱχ (−∂L) Ñ(k, Y ) − ᾱÑ2(k, Y ), (2.11)onde

χ(λ) = 2ψ(1) − ψ(1 − λ) − ψ(λ) (2.12)é o autovalor do núleo da equação BFKL, visto no apítulo anterior e interpretado omo umoperador diferenial, om λ ≡ −∂L = −∂/∂ ln k, agindo sobre Ñ(k, Y ). Agora, vemos ex-pliitamente que o primeiro termo no lado direito de (2.11) refere-se à evolução BFKL usual,enquanto que o termo quadrátio orresponde à unitarização do resimento do pomeronBFKL. Na apresentação do modelo para amplitude de espalhamento dipolo�próton, a servista no apítulo 3, a forma (2.11) da equação BK será muito útil.



Capítulo 2. A Evolução e a Saturação Part�nia 332.2.2 A hierarquia de BalitskyComo omentado na seção anterior, Balitsky deduziu uma equação semelhante àquelade Kovhegov usando a expansão do produto de operadores (OPE) da QCD. Vamos mostraraqui uma forma intuitiva de visualizar a hamada hierarquia de Balitsky, e omo ela se reduzà equação BK. Vamos partir da probabilidade de um dipolo emitir um glúon de pequeno x
dP =

αsNc

2π2
M(x,y, z)d2zdY, M(x,y, z) =

(x − y)2

(x − z)2(y − z)2
, (2.13)onde x, y e z são as oordenadas transversas do quark, do antiquark e do glúon, respe-tivamente. Esta probabilidade é nula para r ≡ |x − y| → 0, o que é esperado � pois umdipolo de tamanho nulo é não interagente, e se torna singular quando o glúon for emitidoolinearmente ao quark ou ao anti-quark. Segundo o formalismo de dipolos, para grande

Nc o glúon pode ser substituído por um par qq̄, de forma que a emissão do glúon pode servista omo o desdobramento do dipolo original (x,y) em dois novos dipolos: (x, z) e (z,y),hamados dipolos �lhos.O que aontee é semelhante ao já menionado na seção anterior em termos da asatapart�nia, de forma que se o glúon emitido estiver presente na função de onda do dipolono deorrer do espalhamento om o alvo, então o que espalha omo este alvo é o sistemade dois dipolos. Caso o glúon não esteja presente na função de onda do projétil durante oespalhamento, ele pode ser visto omo um termo �virtual� que diminui a probabilidade paraque o par qq̄ original permaneça omo um dipolo simples, ompensando assim a probabili-dade para o estado de dois dipolos. O proesso todo pode ser desrito pela seguinte equaçãode evolução para a matriz S de espalhamento, derivada por Balitsky em [33�35℄:
∂

∂Y
〈S(x,y)〉Y =

ᾱ

2π

∫

d2zM(x,y, z)

{

−〈S(x,y)〉Y + 〈S(x, z)S(z,y)〉Y
}

, (2.14)onde 〈S(x, z)S(z,y)〉Y desreve o espalhamento do sistema de dois dipolos om o alvo. Asuposição feita por Kovhegov de que os dipolos da asata part�nia interagem indepen-dentemente om o alvo é vista agora omo possível somente se o ampo de or do alvo for�xo, tal que o operador de espalhamento do sistema de dois dipolos é dado simplesmentepelo produto dos operadores dos dipolos individuais: S(2)(x,y; z,y) ≡ S(x, z)S(z,y). En-tretanto, geralmente existem orrelações entre os ampos de or de diferentes on�guraçõesque devem ser onsideradas � em partiular no deorrer da evolução, quando a densidadedo ampo de or no alvo deve aumentar. Desta forma, a média sobre a função de ondado alvo deve introduzir orrelações entre o espalhamento do sistema de dois dipolos, talque 〈S(x, z)S(z,y)〉Y 6= 〈S(x, z)〉Y 〈S(z,y)〉Y . Logo, a equação (2.14) não é uma equaçãofehada, mas sim a primeira de uma hierarquia in�nita de equações que aopla operadoresde espalhamento expressos em termos de linhas de Wilson, de forma que a ada iteração� a ada nova equação, ou a ada passo na evolução � a estrutura de or se torna maisompliada.A identi�ação de (2.14) om as equações BK e BFKL na representação de dipolos se dá



Capítulo 2. A Evolução e a Saturação Part�nia 34mais failmente quando a esrevemos em termos da amplitude de espalhamento T = 1− S:
∂

∂Y
〈T (x,y)〉Y =

ᾱ

2π

∫

d2zM(x,y, z)

×
{

−〈T (x,y)〉Y + 〈T (x, z)〉Y + 〈T (z,y)〉Y + 〈T (x, z)T (z,y)〉Y
}

,(2.15)ujos termos ontribuem om os diagramas expressos na Fig.2.1. Por simpliidade, nesta�gura estão representados o espalhamento entre um dipolo elementar e o alvo na aprox-imação da troa de dois glúons, embora no regime de altas energias o número de glúonstroados pode ser arbitrário. O espalhamento do dipolo om o alvo omeça om a troade dois glúons, omo visto na Fig.2.1a. Após um passo na evolução do projétil, i.e., apósa emissão de um glúon ou dipolo �lho, surgem os diagramas das Figs.2.1b,,d: (b) é otermo virtual � o dipolo original interage om o alvo antes de emitir o glúon, () mostrao espalhamento de um dos dipolos (existe um diagrama similar para o outro dipolo) e (d)mostra o espalhamento simultâneo dos dois dipolos �lhos om o alvo. Na equação (2.15) oespalhamento múltiplo do sistema de dois dipolos om o alvo é desrito pelo último termo,que desreve o espalhamento simultâneo dos dipolos �lhos om o alvo (Fig.2.1d).Podemos notar que embora a dedução das equações de Balitsky foram realizadas atravésda evolução do projétil, sua interpretação em termos da evolução do alvo também é possível.A evolução do alvo no regime de altas energias é desrita pelo formalismo do ondensadode vidro de or (CGC), usando as equações de evolução JIMWLK [36�41℄, as quais sãobaseadas nas equações do grupo de renormalização (RGE). Essa orrespondênia entre aevolução do alvo ou do projétil é possível pois a estrutura do Hamiltoniano das equações dogrupo de renormalização permitem uma interpretação dual � omo as representações deShrödinger e Heinsenberg na meânia quântia, o que permite que os efeitos não linearesna evolução possam ser interpretados ou omo múltiplos espalhamentos ou omo saturaçãoglu�nia, dependendo do ponto de vista.Assim, os diagramas que desrevem um passo na evolução do projétil, mostrados nasFigs.2.1b,,d, orrespondem, na evolução do alvo, às Figs.2.1e,f, sendo que a primeira,Fig.2.1e, orresponde um passo na evolução BFKL do alvo, que fornee a amplitude deespalhamento em mais baixa ordem. Em termos do projétil, ela orresponde aos diagramasdas Figs.2.1b,. O segundo diagrama, Fig.2.1f, representa a fusão de quatro glúons em doise orresponde ao espalhamento duplo da Fig.2.1d. Assim �a laro que os efeitos de satu-ração glu�nia no alvo podem ser vistos omo efeitos de espalhamentos múltiplos na funçãode onda do projétil.A equação BFKL surge de (2.15) omo o limite de espalhamento frao da seguinte forma:Para energias su�ientemente pequenas, tal que o alvo é diluto, a amplitude de espalhamentoé pequena, T ≪ 1, de forma que o termo desrevendo o espalhamento simultâneo dos doisdipolos é menor ainda, 〈TT 〉 ≪ 〈T 〉 ≪ 1. Logo, pode-se desprezar este termo e omoresultado obtém-se uma equação linear para a amplitude de espalhamento
∂

∂Y
〈T (x,y)〉Y =

ᾱ

2π

∫

d2zM(x,y, z)×
{

−〈T (x,y)〉Y +〈T (x, z)〉Y +〈T (z,y)〉Y
}

, (2.16)reonheida omo a representação de dipolos da equação BFKL mostrada no apítulo 1.
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Fig. 2.1: Diagramas para a evolução da amplitude de dipolos: (a) ontribuição em nível deárvore para o espalhamento om o dipolo �pai�; (b) orreção virtual −〈T (x,y)〉Y ;() espalhamento de um dos dipolos ��lhos�, 〈T (x, z)〉Y ou 〈T (z,y)〉Y ; (d) es-palhamento simultâneo de ambos os dipolos �lhos, 〈T (x, z)T (z,y)〉Y ; (e,f) umpasso na evolução do alvo.A equação BK também pode ser obtida omo uma aproximação de (2.15). Assumindo aaproximação de ampo médio para o ampo de or do alvo, podemos esrever a propriedadede fatorização
〈T (x, z)T (y, z)〉Y ≈ 〈T (x, z)〉Y 〈T (y, z)〉Y , (2.17)de forma que uma equação não linear fehada � as equações de Balitsky formam umahierarquia de equações aopladas � é obtida

∂

∂Y
〈T (x,y)〉Y =

ᾱ

2π

∫

d2zM(x,y, z)

×
{

−〈T (x,y)〉Y + 〈T (x, z)〉Y + 〈T (z,y)〉Y + 〈T (x, z)〉Y 〈T (z,y)〉Y
}

.(2.18)Esta equação é a equação de Balitsky�Kovhegov, que preserva o vínulo de unitariedade
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T ≤ 1 no deorrer da evolução e prevê um limite superior T = 1 a ser alançado nolimite de energias muito altas. No apítulo 3 mostraremos omo são as soluções assintótiasda amplitude de espalhamento desrita pela equação BK, bem omo um modelo para talamplitude.Como veremos adiante, esta aproximação de ampo médio permite uma boa desriçãoda físia de altas energias, mas desarta a possibilidade de �utuações no número de glúons,que introduzem onsideráveis mudanças na QCD de altas energias.2.3 ConlusõesApresentamos neste apítulo omo as orreções de unitariedade são importantes na de-srição de proessos para a QCD em energias muito altas, ou seja, omo efeitos de saturaçãopart�nia devem ser introduzidos aos modelos a �m de satisfazer o limite de Froissart-Martinpara a seção de hoque total nestas energias. Visto isso, introduzimos o oneito de equaçõesde evolução não lineares, onde os efeitos de saturação são inluídos nas não linearidades deforma que possam ser usadas para sistemas em evolução nas regiões de altas densidadespart�nias. Algumas equações importantes foram itadas, mas nos onentramos em desr-ever apenas duas destas, ambas desenvolvidas no formalismo de dipolos de or apresentadono apítulo 1: a equação de Balitsky�Kovhegov (BK) e um sistema de equações aopladaspara a evolução em altas energias, onheida omo hierarquia de Balitsky. A primeira delas,a qual pode ser vista omo uma versão de ampo médio da segunda, será muito importanteno próximo apítulo, quando apresentaremos um modelo fenomenológio para a amplitudede espalhamento frontal de dipolos, o qual baseia-se nas soluções assintótias de equaçãoBK. A segunda delas, por ignorar efeitos de �utuações no número de partíulas, implia emque a equação BK ainda não inlui tais efeitos, que quando feito dá origem às hamadasequações de laços de pomerons, a ser vista no apítulo 4 e que é um dos objetivos prinipaisde estudo deste trabalho.



Capítulo 3Amplitudes de espalhamento em altasenergiasNeste apítulo apresentaremos um modelo desenvolvido reentemente para a amplitudede espalhamento de um dipolo por um próton no espaço de momentum, o qual hamaremosde modelo AGBS [42℄. Tal modelo é baseado em QCD perturbativa e foi desenvolvido usandoo onheimento das soluções assintótias da equação de evolução de Balitsky-Kovhegov(BK) [31�35℄. O modelo tem exelente aordo om os dados para a função de estruturado próton, obtidos em espalhamentos elétron�próton no aelerador HERA. Primeiramentemostraremos omo obter a função de estrutura do próton no espaço de momentum, já que amodelagem oorre neste espaço. Logo após desreveremos a obtenção das soluções assintóti-as da equação BK om ajuda de ferramentas da físia estatístia e por �m apresentaremoso modelo AGBS e alguns de seus resultados.3.1 A função de estrutura do próton no referenial dedipolosVamos disutir adiante um modelo para a seção de hoque de dipolos, o qual foi de-senvolvido no espaço de momentum usando o onheimento das soluções assintótias daequação de evolução BK, e então usá-lo para desrever a função de estrutura do próton.Antes disso, temos que expressar as quantidades relevantes no espaço de momentum. Paraisso onsideremos o referenial de dipolos desrito no apítulo 1 e mostrado novamente na�gura 3.1, onde o fóton virtual pode se desdobrar num par qq̄ que então sofre o espalhamentoom o alvo. O quark possui fração de momentum longitudinal z do fóton e o antiquark 1−ze a separação transversa do par é dada por r.A seção de hoque assume então a forma fatorizada
σγ∗p

T,L(Q2, Y ) =

∫

d2r

∫ 1

0

dz|ΨT,L(r, z;Q2)|2σγ∗pdip (r, Y ), (3.1)om |ΨT,L(r, z;Q2)|2 sendo a densidade de probabilidade de emissão de um par qq̄, pelo fótonvirtual, om fração de momentum z do fóton e separação transversa r. É esta quantidade,dada por (1.55), que devemos transformar para o espaço de momentum a �m de desrevera função de estrutura do próton neste espaço.
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Fig. 3.1: Representação de um proesso em DIS no referenial de dipolos de or.Se onsideramos o próton 1 omo um diso homogêneo de raio Rp, ou seja, se onsider-armos o parâmetro de impato �xo, podemos relaionar a seção de hoque de dipolo om aamplitude de espalhamento para frente T (r, Y ) através da relação
σγ∗pdip (r, Y ) = 2πR2

pT (r, Y ). (3.2)A função de estrutura do próton F2 é obtida a partir da seção de hoque γ∗p e dada pelaexpressão
F2(x,Q

2) =
Q2

4π2αem

[

σγ∗p
T (x,Q2) + σγ∗p

L (x,Q2)
]

. (3.3)Para expressarmos estas quantidades no espaço de momentum, usamos a transformada deFourier
T (k, Y ) =

1

2π

∫
d2r

r2
eik.r T (r, Y ) =

∫ ∞

0

dr

r
J0(kr)T (r, Y ), (3.4)e omo pode ser visto em detalhes no apêndie A, obtemos
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pNc

4π2

∫ ∞

0

dk

k
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0

dz |Ψ̃(k2, z;Q2)|2T (k, Y ), (3.5)onde a função de onda do fóton é agora expressa no espaço de momentum
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(3.6)
O modelo a ser apresentado posteriormente para a amplitude de espalhamento no espaçode momentum deverá ser inluído nesta expressão para F2 através de (3.2) para sua orretadesrição.1 Consideraremos a partir daqui o alvo omo sendo o próton.



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 393.2 O esalamento geométrio e a físia estatístiaO esalamento geométrio [43℄ é uma propriedade empíria veri�ada pelos dados dasseções de hoque do espalhamento profundamente inelástio (DIS) em altas energias. Nestesentido mostrou-se válida, om razoável preisão, a representação da seção de hoque pelafórmula
σγ∗p(Y,Q) = σγ∗p

(
Q2

Q2
s(Y )

)

, (3.7)onde Q é a virtualidade do fóton, Y é a rapidez total no referenial γ∗ − próton e Qs ∝ eλYé uma função resente de Y . O valor λ ∼ 0.3 foi on�rmado pelo onheido modelo GBW,atribuído a Gole-Biernat e Wüstho� [16℄, no qual o esalamento geométrio foi introduzidoexplíitamente na parametrização.A propriedade (3.7) tem sido intimamente relaionada ao oneito de saturação, i.e.,ao omportamento das amplitudes da QCD perturbativa quando a densidade de pártons setorna grande o bastante para que seja nesessária a introdução de meanismos que permitamà estas amplitudes não violarem o limite de unitariedade da matriz de espalhamento. Nestesentido a função Qs(Y ) pode ser hamada de esala de saturação, pois ela mara um limitesuperior aproximado para a região onde a saturação part�nia deve oorrer.Vamos trabalhar na representação de dipolos da QCD para o espalhamento profunda-mente inelástio (DIS). Nesta representação, a seção de hoque γ∗p assume a forma fator-izada na qual é uma função da probabilidade do fóton virtual deair no par quark-anti-quarkonvoluida om a seção de hoque dipolo-próton. Esta última é uma função da amplitude deespalhamento dipolo-próton, T (r, Y ), que pode ser esrita no espaço de momentum atravésda transformada de Fourier
T̃ (k, Y ) =

1

2π

∫
d2r

r2
eık·rT (r, Y ) =

∫ ∞

0

dr

r
J0(kr)T (r, Y ) , (3.8)onde assumiu-se independênia sobre o parâmetro de impato b = (x + y)/2. Desta forma,na representação de dipolos da QCD, a propriedade do esalamento geométrio toma aforma

T̃ (k, Y ) = T̃

(
k2

Q2
s(Y )

)

. (3.9)Busamos agora mostrar que, assintótiamente, a equação de evolução BK possui soluçõesque obedeem a propriedade do esalamento geométrio. Faremos isto usando o métododas ondas propagantes, no qual as soluções assintótias de equações não-lineares em u(x, t)adquirem a forma u(x, t) → u(x − vt), quando t é grande. Para tanto, devemos trabalharom a equação BK no espaço de momentum, que pode ser obtida de sua versão no espaçode oordenadas via transformada de Fourier (3.8). Assim, pode-se mostrar que [30, 32℄
∂Y T̃ = ᾱχ (−∂L) − ᾱT̃ 2, (3.10)onde L = log (k2/k2

0), om k0 sendo uma esala de referênia de baixo momentum, e
χ(γ) = 2ψ(1) − ψ(γ) − ψ(1 − γ) (3.11)



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 40sendo o autovalor do núleo da equação BFKL [21�24℄, om ψ(γ) = Γ′(γ)/Γ(γ). Trabal-hando om uma aproximação de ponto de sela, freqüentemente hamada de aproximaçãodifusiva, expandimos (3.11) até segunda ordem em torno de γ = 1/2 transformando oompliado operador diferenial em (3.10) em um operador de segunda ordem
χ(−∂L) = χ

(
1

2

)

+
χ′′(1

2
)

2

(

∂L +
1

2

)2

= ω +
D

2

(

∂2
L + ∂L +

1

4

)

, (3.12)onde ω = χ(1
2
) e D = χ′′(1

2
). De�nindo γ̄ = 1 − 1

2

√

1 + 8ω
D

e fazendo a troa de variáveis
t =

ᾱD

2
(1 − γ̄)2Y, x = (1 − γ̄)

(

L+
ᾱD

2
Y

) (3.13)podem-se mostrar que a equação BK na aproximação difusiva reai na equação F-KPP,devida a Fisher, Kolmogorov, Petrovsky e Pisounov [45, 46℄ e muito estudada na físiaestatístia. Vejamos omo isso se dá, ataando termo a termo a equação
∂Y T̃ = ᾱ

[

ω +
D

2

(

∂2
L + ∂L +

1

4

)]

T̃ − ᾱT̃ 2, (3.14)tendo em vista a transformação (3.13). Para o termo a esquerda, temos:
∂Y T̃ ≡ ∂

∂Y
T̃ =

∂T̃

∂t

∂t

∂Y
+
∂T̃

∂x

∂x

∂Y

=
ᾱD

2
(1 − γ̄)2 ∂tT̃ +

ᾱD

2
(1 − γ̄) ∂xT̃ . (3.15)Para o primeiro termo à direita devemos levar em onta que

∂LT̃ ≡ ∂

∂L
T̃ =

∂T̃

∂t

∂t

∂L
+
∂T̃

∂x

∂x

∂L
= (1 − γ̄)∂x T̃ ,

∂2
LT̃ = ∂L(∂LT̃ ) = (1 − γ̄)

∂

∂x

∂x

∂L

∂

∂x
T̃ = (1 − γ̄)2∂2

x T̃ ,de forma que, para tal termo, temos
ᾱ

[

ω +
D

2

(

∂2
L + ∂L +

1

4

)]

T̃ = ᾱ

{

ωT̃ +
D

2
(1 − γ̄)2∂2

x T̃ +
D

2
(1 − γ̄)∂x T̃ +

D

8
T̃

}

.(3.16)Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.14), resulta
ᾱD

2
(1−γ̄)2 ∂t T̃+

ᾱD

2
(1−γ̄) ∂x T̃ = ᾱ

(

ω +
D

8

)

T̃+
ᾱD

2
(1−γ̄)2∂2

x T̃+
ᾱD

2
(1−γ̄)∂x T̃−ᾱT̃ 2 .Da expressão para γ̄ vista anteriormente, temos que ω + D/8 = D(1 − γ̄)2/2. Logo, estaúltima toma a forma

D

2
(1 − γ̄)2 ∂t T̃ =

D

2
(1 − γ̄)2∂2

x T̃ +
D

2
(1 − γ̄)2T̃ − T̃ 2 ,
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∂t

(
2

D(1 − γ̄)2
T̃

)

= ∂2
x

(
2

D(1 − γ̄)2
T̃

)

+
2

D(1 − γ̄)2
T̃ − 4

D2(1 − γ̄)4
T̃ 2 , (3.17)ou

∂t u(x, t) = ∂2
x u(x, t) + u(x, t) − u2(x, t) , (3.18)onde

u(x, t) =
2

D(1 − γ̄)2
T̃ (L, Y ) =

2

D(1 − γ̄)2
T̃

(
x

1 − γ̄
− t

(1 − γ̄)2
,

2t

ᾱD(1 − γ̄)2

)

. (3.19)A equação (3.18) não é nada mais do que a equação F-KPP, a qual desreve proessosde reação e difusão na aproximação de ampo médio, sendo governada por três termos:um termo de difusão (∂2
x u), responsável pela disseminação de partíulas no espaço, umtermo de resimento (u), que desreve a riação de partíulas e um termo não-linear deamorteimento (−u2), uja função é desrever a destruição de partíulas, ou melhor, asaturação da solução da equação, u(x, t). Em partiular, na ausênia deste termo a equaçãoé restrita a sua parte linear e leva a um resimento exponenial da solução om o tempoaliado a sua difusão no espaço. Esta é justamente a araterístia do núleo da equaçãoBFKL que governa a parte linear da equação BK.Equações do tipo F-KPP são onheidas por admitirem as hamadas soluções de ondaspropagantes, uja existênia é devida ao termo de amorteimento não-linear, enquanto quealgumas de suas propriedades assintótias, omo por exemplo a veloidade e a forma dafrente de onda, são determinadas pela equação linearizada sobre o estado instável u = 0,omo veremos. Se esolhermos uma ondição iniial no tempo t = t0 tal que u(x, t0) deresesuavemente de 1 a 0 quando x vai de −∞ a +∞ e tem o omportamento assintótio

u(x, t0)
x→∞∼ e−βx, (3.20)pode-se provar, omo fez Bramson em [47℄, que a equação F-KPP admite as soluções deondas propagantes para grandes tempos. Isto signi�a que existe uma função de umavariável f tal que

u(x, t)
t→∞∼ f(x−mβ(t)) (3.21)tem um omportamento uniforme em x. A função mβ(t) depende da ondição iniial:

mβ(t) = c(β) + O(1) para β < βc ,

mβ(t) = 2t− 1

2
log t+ O(1) para β = βc ,

mβ(t) = 2t− 3

2
log t+ O(1) para β > βc ,

(3.22)onde c(β) = β + 1/β, sendo que o valor rítio βc = 1 orresponde ao mínimo de c(β).Podemos notar que para β ≥ βc a veloidade da frente de onda propagante dm(β)/dtindepende do valor de β.Podemos mostrar ainda que as ondições iniiais da QCD são da forma da equação(3.20). Para um valor iniial Y = Y0, ao qual orresponde t0 = ᾱD
2

(1− γ̄)2Y0 de aordo om



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 42(3.13), e para L grande, que implia x grande, o omportamento de T̃ é dado pela QCDperturbativa. Assim, tomando o limite assintótio em x om t �xo, temos, de aordo om(3.20):
T̃ (L, Y0) ∝ e−β(1−γ̄)L . (3.23)Comparando (3.13) e (3.20), tomamos β = γ0/(1 − γ̄) de forma que, omo L = log (k2/k2

0)esta última se torna
T̃ (L, Y0) ∝ e−γ0 log k2

= k−2γ0 . (3.24)Tomando γ0 = 1 nesta relação obtemos a onheida propriedade da transparênia de or daQCD. Partiularmente, u(+∞, t0) ∝ T̃ (L → +∞, Y0) = 0. Já a ondição u(−∞, t0) = 1,imposta à solução para a oorrênia das ondas propagantes, implia em T̃ (L→ −∞, Y0) =
D(1 − γ̄)2/2, quando k/k0 → 0. Este limite infravermelho não permite o uso de QCDperturbativa e portanto a dinâmia é desonheida em tal região. No entanto, podemosesperar um limite superior em T̃ omo forma de impor unitariedade à esta.Como visto nas referênias [48, 49℄, a formação de ondas propagantes nas soluções deequações não lineares é uma propriedade muito mais geral, podendo oorrer inlusive paraequações não lineares om núleos mais ompliados do que ∂2

x + 1. Desta forma, o surg-imento de ondas propagantes depende somente de que as seguintes ondições sejam satis-feitas:
• u = 0 seja um ponto �xo instável da equação e u = 1 um ponto �xo estável;
• a ondição iniial deve dereser mais rapidamente que e−γcx, i.e., se u0(x) ∼ e−γ0x,queremos γ0 > γc;
• a equação de evolução linearizada admita superposição de ondas omo solução:

u(x, t) =

c+ı∞∫

c−ı∞

dγ

2ıπ
u0(γ)e

−γx+ω(γ)t =

c+ı∞∫

c−ı∞

dγ

2ıπ
u0(γ)e

−γ(xwf +vt)+ω(γ)t , (3.25)onde ω(γ) é a transformada de Mellin do núleo linear da equação e xwf = x− vt é aposição da frente de onda.Oorre então que o termo não linear força a solução a atingir um omportamento rítioorrespondente as ondas propagantes após um longo tempo
u(x, t)

t→∞∼ e−γcxwf . (3.26)O expoente rítio γc orresponde a uma onda parial que tenha a veloidade de fase mínimaigual à veloidade de grupo do paote de ondas
vc =

ω(γc)

γc

= ∂γω(γ)|γc . (3.27)Podemos entender qualitativamente omo oorre a seleção desta veloidade vc analizandoa Figura 3.2 e observando as ondições expostas aima para a formação das ondas propa-gantes. A frente de onda em um tempo iniial (à esquerda na �gura) aptura as prinipais
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Fig. 3.2: Evolução de uma frente de onda no tempo (ou rapidez) e a formação de umaonda propagante.propriedades da dependênia espaial: saturação (primeira ondição) seguida de uma quedaom delividade dada pelo expoente rítio γc e logo após uma queda mais abrupta omdelividade dada por γ0 (segunda ondição). Após um passo na evolução, no tempo ouem rapidez, ada uma das frentes deresentes deverá evoluir om sua própria veloidade(tais frentes estão no regime diluto de forma que podemos usar a tereira ondição). Comoresultado, vemos que a região alançada, nas frentes, pelo expoente rítio é ada vez maior,o que orresponde que estas frentes viajam om veloidade vc.É importante analizar também o omportamento subassintótio das soluções, para saberomo a frente de onda atinge o seu omportamento assintótio omo função do tempo. Paratanto usamos o seguinte ansatz para a solução na vizinhança da frente de onda, o qual semostrou relevante no aso de equações do tipo F-KPP [50℄
u(x, t)

t grande
= tαG

(
xwf + c(t)

tα

)

e−γc(xwf +c(t)), (3.28)onde c(t) é uma função subdominante do tempo e o fator tα desreve uma evolução dotipo difusiva. O fator tαG representa uma orreção subassintótia à forma da frente dadapor (3.26) em grandes tempos, tendo omo propriedade have o fato de ser, também, umasolução da equação linearizada para algum α e c(t) a serem determinados. Podemos notarainda que quando u(x, t) atinge o omportamento assintótio de onda propagante pura eladepende somente de xwf + c(t), de forma que G(z) deve ser nulo para z → 0.Vamos então apliar o formalismo exposto aima à equação de evolução BK om aopla-mento �xo. A parte linear de (3.10) é soluionada pela superposição de ondas (3.25),
T̃ (k, Y ) =

∫
dγ

2ıπ
T̃0(γ)e

−γL+ᾱχ(γ)Y , (3.29)onde a rapidez Y é a variável de evolução a faz assim o papel do tempo t, enquanto que
L = log (k2/k2

0) faz o papel da oordenada espaial x. Comparando as equações (3.29) e(3.26), vemos que a relação de dispersão toma a forma
ω(γ) = ᾱχ(γ) , (3.30)



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 44a qual, quando substituída em (3.27) fornee uma equação implíita para γc,
γcχ

′(γ) = χ(γ) . (3.31)Em aproximação de ordem dominante para o núleo da equação BFKL, temos que γc =
0.6275 . . . . Vimos anteriormente que a ondição iniial para amplitude T̃ (L, Y0) impliaem γ0 = 1 de forma que estamos na região γc < γ0, justamente a região neessária para aformação das ondas propagantes.Para estudar a formação da frente de onda usaremos a aproximação difusiva da equaçãoBK, para a qual mostramos a equivalênia om a equação F-KPP. Entretanto, agora usare-mos a expansão em séries para χ(−∂L) em torno de γc até segunda ordem, i.e.,

χ(−∂L) = χ(γc) + (−∂L − γc1)χ′(γc) +
1

2
(−∂L − γc1)2χ′′(γc) . (3.32)Com esta aproximação, a equação BK toma a forma

∂Y T̃ = −vc∂LT̃ +
1

2
ᾱχ′′(γc)(−∂L − γc1)2T̃ − ᾱT̃ 2 , (3.33)a qual é equivalente, omo mostramos anteriormente, a equação F-KPP.Usaremos agora o ansatz (3.28) omo solução da parte linear da equação aima nasproximidades da frente de onda. Para tanto, faremos a troa de variáveis: u = T̃ , x = L e

t = Y de forma que,
z =

xwf + c(t)

tα
=

(L− vcY ) + c(Y )

Y α
. (3.34)Assim o termo à esquerda de (3.33) é dado por

∂Y T̃ = ∂L

[
G(z)Y αe−γc(L−vcY +c(Y ))

]

=

{

G′(z)
∂z

∂Y
Y α +G(z)αY α−1 +G(z)Y α [−γc(ċ(Y ) − vc)]

}

e−γc(L−vcY +c(Y )).Mas,
∂z

∂Y
= ∂Y

[
(L− vcY + c(Y ))Y −α

]
= −αzY −1 + ċ(Y )Y −α − vcY

−α ,tal que
∂Y T̃ =

{
G′(z)

[
−αzY α−1 + ċ(Y ) − vc

]
+G(z)Y α

[
αY −1 − γc(ċ(Y ) − vc)

]}

× e−γc(L−vcY +c(Y )) .
(3.35)Para o lado direito de (3.33), preisamos de:

∂LT̃ = [G′(z) − γcY
αG(z)] e−γc(L−vcY +c(Y ))

∂2
LT̃ =

[
G′′(z)Y −α − 2γcG

′(z) + γc
2Y αG(z)

]
e−γc(L−vcY +c(Y )) .Logo, (3.33) se torna

G′(z)
[
−αzY α−1 + ċ(Y ) − vc

]
+G(z)Y α

[
αY −1 − γc(ċ(Y ) − vc)

]
= −vc [G′(z) − γcY

αG(z)]

+
ᾱχ′′(γc)

2

[
G′′(z)Y −α − 2γcG

′(z) + γc
2Y αG(z) + 2γc (G′(z) − γcY

αG(z)) + γc
2Y αG(z)

]
,
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ᾱχ′′(γc)

2
G′′(z)Y −α +

(
αzY α−1 − ċ(Y )

)
G′(z) + Y α−1 (γcċ(Y ) − α)G(z) = 0 . (3.36)Ou seja, a parte linear da equação BK, na aproximação difusiva, se transforma numa equaçãodiferenial ordinária de segunda ordem para G(z). Podemos ver ainda que, negligeniandoo termo ċ(Y )G′(z), os diferentes termos nesta última equação ontribuem igualmente se

α = 1/2 e ċ(Y ) = β/Y onde β é uma onstante. Este valor de α permite a retirada dadependênia explíita em Y da equação, restando apenas a dependênia em z. Assim,
ᾱχ′′(γc)

2
G′′(z) +

z

2
G′(z) +

(

βγc −
1

2

)

G(z) = 0 . (3.37)Esperamos que a frente de onda adquira o omportamento de onda propagante purapara Y → ∞, que implia em z → 0. Portanto, esolhemos a solução Gβ′(z), om β ′ = βγc,que é linear em z = 0 e que pode ser esrita omo uma série in�nita, que não é válidaquando β ′ é um inteiro não positivo [50℄
Gβ′(z) = A

√

2

ᾱχ′′(γc)

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

Γ(n+ β)

Γ(β)
z2n+1, (3.38)onde A é uma onstante.Para determinar β ′ notemos que a forma esalada do ansatz (3.28) deve ter um ompor-tamento semelhante ao da ondição iniial para a formação das ondas propagantes (3.20)quando L é grande e Y é de ordem 1. Devemos alular então o omportamento assintótiode G(z) quando z é grande. Para β ′ = 3/2 ou β = 3/2γc a expressão (3.38) fornee [50℄

G3/2(z) = A

√

2

ᾱχ′′(γc)
z exp

(

− z2

2ᾱχ′′(γc)

)

. (3.39)Em termos das variáveis �sias L = log (k2/k2
0) e Y esta última �a da forma

G

(
log (k2/Q2

s(Y ))√
Y

)

= A

√

2

ᾱχ′′(γc)

log (k2/Q2
s(Y ))√

Y
exp

(

− log2 (k2/Q2
s(Y ))

2ᾱχ′′(γc)Y

)

, (3.40)onde usamos, om c(Y ) =
∫
dtċ(Y ) = 3 log Y/2γc,

z =
L− vcY + 3 log Y/2γc√

Y
=

log k2 − log k2
0 (exp (vcY − 3 log Y/2γc))√

Y
=

log
(

k2

Q2
s(Y )

)

√
Y

,(3.41)onde de�nimos a esala de saturação omo
Q2

s(Y ) = k2
0 exp

(

vcY − 3

2γc
log Y

)

. (3.42)Substituindo estes resultados na equação (3.28) em termos das variáveis físias T̃ , L =
log (k2/k2

0) e Y , temos,
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T̃ (k, Y )

Y →∞
= T̃

(
k2

Q2
s(Y )

)
k≫Qs
=

√
Y G

(
log (k2/Q2

s(Y ))√
Y

)

e
−γc log

„

k2

Q2
s(Y )

«

= A

√

2

ᾱχ′′(γc)
log

(
k2

Q2
s(Y )

)(
k2

Q2
s(Y )

)−γc

exp

(

− log2 (k2/Q2
s(Y ))

2ᾱχ′′(γc)Y

)

.(3.43)Desta forma, mostramos que a solução para a amplitude de espalhamento em termos deondas propagantes apresenta uma estrutura esalada, o que onorda om o esalamentogeométrio das seções de hoque da QCD, omo visto no iníio desta seção.O esalamento geométrio tem importantes onseqüenias, omo por exemplo o fato deque o movimento, no espaço (log (Q2), Y ), ao longo da linha da saturação onde Q = Qs(Y ),não muda o omportamento das amplitudes de espalhamento. Analizando a expressão (3.43)vemos que ela possui um termo subdominante que depende expliitamente da rapidez Y , oque viola o esalamento geométrio. Entretanto, este termo pode ser desprezado quando
log2 (k2/Q2

s(Y ))

2ᾱχ′′(γc)Y
< 1 ,impliando que o esalamento geométrio é obtido para

log (k2/Q2
s(Y )) .

√

2ᾱχ′′(γc)Y , (3.44)ou seja, em uma janela que se estende por um fator proporional a √
Y aima da esala desaturação. Esta é uma propriedade importante das amplitudes de espalhamento em altasenergias: as onseqüenias da saturação part�nia são observadas em regiões distantes daregião de saturação, inlusive na auda das amplitudes, onde estas são muito menores quea unidade.3.3 O modelo AGBS para a amplitude T̃ (k, Y )Vamos expor agora um modelo para a amplitude de espalhamento dipolo-próton noespaço de momentum. O modelo AGBS [42℄ usa as soluções assintótias da equação deevolução BK para desrever a amplitude tanto na região de saturação omo na região ondeos pártons estão diluídos no interior dos hádrons. A expressão (3.43) é válida somente paraeste regime diluto, onde k ≫ Qs e portanto T̃ (k, Y ) ≪ 1. Para o modelo se tornar ompletopreisamos de uma expressão que desreva a evolução part�nia na vizinhança da esalade saturação Qs e na região de saturação. Como nesta última é esperado que a densidadede pártons (ou dipolos) tenha um limite superior, devido a unitariedade, esrevemos aamplitude nesta região om uma função de Heaviside

T (r, Y ) = Θ (rQs(Y ) − 1) . (3.45)Usando a Transformada de Fourier (3.8) podemos mostrar que
T̃

(
k

Qs(Y )
, Y

)
k≪Qs
= c− log

(
k

Qs(Y )

)

, (3.46)



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 47onde c é uma onstante ainda não �xada.Agora temos todos os ingredientes para desrever a amplitude T̃ (k, Y ), visto que asexpressões (3.43) e (3.46) desrevem ompletamente o omportamento assintótio de talamplitude. Além disto, elas representam um omportamento universal, visto que indepen-dem de ondições iniiais e (3.43) depende somente do núleo da equação BFKL. Esta é umapropriedade marante, pois signi�a que ontribuições de orreções de próxima ordem dom-inante (NLO da sigla em inglês) à equação BFKL levarão à equações om mesma estruturaanalítia, somente om parâmetros diferentes.Vamos então tentar unir as expressões para os regimes diluto e saturado em torno daesala de saturação. Uma maneira de fazer isto é usar (3.43) para k > Qs e (3.46) para k <
Qs e obter, impondo ontinuidade em k = Qs, a onstante c. No entanto, esta de�nição porpartes da amplitude em toda a região inemátia poderia introduzir osilações na amplitude,quando transformada, através de (3.8), para o espaço de oordenadas, podendo inlusivetorná-la negativa. A maneira que o modelo AGBS ontorna esse problema é fazendo umainterpolação analítia suave entre os omportamentos diluto e saturado da amplitude deespalhamento. A �m de modelar tal interpolação, parte-se do regime diluto para o regimesaturado, onstruindo uma expressão que se torne saturada a uma onstante quando k <<
Qs, na qual posteriormente inlui-se os fatores logarítmios. Tal expressão é uma funçãoderesente de L = log (k2/k2

0) e que reproduz (3.43) a menos de onstantes e um fatorlogarítmio
Tdil = exp

[

−γc log

(
k2

Q2
s(Y )

)

− L2
red − log2 (2)

2ᾱχ′′(γc)Y

]

, (3.47)om
Lred = log

[

1 +
k2

Q2
s(Y )

] e Q2
s(Y ) = k2

0e
ᾱvcY , (3.48)onde onsidera-se somente o termo dominante da expressão (3.42) para a esala de saturação.A expressão (3.47) é unitarizada por uma eikonal, ou seja, Tunit = 1 − e−Tdil e nos restaentão reinserir os fatores logarítmios nos regimes diluto e saturado. A expressão usada nomodelo é

T̃ (k, Y ) =

[

log

(
k

Qs

+
Qs

k

)

+ 1

]
(
1 − e−Tdil

)
. (3.49)As expressões (3.47), (3.48) e (3.49) determinam o modelo AGBS para a amplitude deespalhamento no espaço de momentum, o qual foi usado para desrever a função de estruturado próton, F2, dada por

F2(x,Q
2) =

Q2R2
pNc

4π2

∫ ∞

0

dk

k

∫ 1

0

dz |Ψ̃(k2, z;Q2)|2T (k, Y ), (3.50)a qual foi ajustada aos dados de HERA disponíveis para esta quantidade. Nesta análise, asúltimas medidas de HERA para a função de estrutura do próton, vindos das olaboraçõesH1 [51℄ e ZEUS [52, 53℄, foram ajustados, dentro do seguinte regime inemátio:
x ≤ 0.01,

0.045 ≤ Q2 ≤ 150 GeV2,
(3.51)



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 48o que resulta em um total de 279 pontos de dados a serem ajustados. No regime inemátioaima, o primeiro limite india que o modelo se propõe a desrever o limite de altas energiasdas amplitudes de espalhamento, ou seja, o hamado omportamento em pequeno x destasquantidades. A segunda inequalidade inlui valores da virtualidade Q2 não tão grandes aponto de evitar que orreções à equação DGLAP sejam neessariamente inlusas no modelo.Além disto, o modelo permite uma inerteza de renormalização de 5% sobre os dados deH1.
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Fig. 3.3: Resultados do ajuste do modelo à seção de hoque γ∗p aos dados de HERA omofunção de Q2 para diferentes valores de x [42℄. As urvas foram reesaladas porpotênias de 2 (1 até 2−9 de ima para baixo) para tornar mais lara a observação.Os símbolo mais orresponde aos dados de ZEUS [52, 53℄ e a ruz aos dados deH1 [51℄.Massas (MeV) k2
0 (10−3 GeV2) vc χ′′

c Rp (GeV) χ2/nop
mq = 50, mc = 50 3.782± 0.293 1.065 ± 0.018 4.691± 0.221 2.770± 0.045 0.960
mq = 50, mc = 1300 7.155± 0.624 0.965 ± 0.017 2.196± 0.161 3.215± 0.065 0.988
mq = 140, mc = 1300 3.917± 0.577 0.807 ± 0.025 2.960± 0.279 4.142± 0.167 1.071Tab. 3.1: Resultados do ajuste do modelo AGBS aos dados de F2. Os valores do parâmetrosom seus respetvos erros são mostrados, juntamente om o χ2 por número dedados.Em relação aos parâmetros, foram mantidos �xos γc = 0.6275, que é o valor esperadoem ordem dominante (LO) para o núleo BFKL; e ᾱ = 0.2, que orrespode a um valor de

αs ≈ 0.2, para Nc = 3. Com isto, os parâmetros vc, χ′′(γc), k2
0 e Rp �am livres para o ajuste



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 49aos dados. O modelo inlui a ontribuição dos quarks leves, u, d e s, além do quark harm cem situações distintas quanto às massas: A massa dos quarks leves, mq foi de�nida omo 50ou 140 MeV enquanto que a massa do quark harm foi usada omo mc = mq = 50 GeV ou
mc = 1.3 GeV. Os parâmetros obtidos do ajuste aos dados estão na Tabela 3.1, juntamenteom o χ2 por número de pontos. O modelo se ajustou muito bem aos dados, omo pode servisto pelo grá�o na Figura 3.3, que mostra σγ∗p ∝ F p

2 versus Q2 para diferentes valores de
x.
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Fig. 3.4: Forma para a amplitude no espaço de momentum segundo o modelo AGBS, paradiferentes valores de rapidez. Da equerda para a direita temos Y = 5, 10, . . . , 50.Os parâmetros para este grá�o foram tomados do ajuste orrespondente à tereiralinha da tabela 3.1.Podemos omparar ainda a forma da amplitude AGBS om as soluções numérias daequação BK no espaço de momentum [54℄. A amplitude AGBS, que está ilustrada na Fig.3.4,mostra laramente os omportamentos de saturação e diluto da evolução, além de mostraro esalamento geométrio na evolução em rapidez. A solução numéria para a equação BKfornee a amplitude vista na Fig.3.5, a qual mostra um omportamento bastante semelhanteao observado para a amplitude AGBS. Isto on�rma a validade do modelo e mostra ainda queeste modelo não apresenta os problemas vistos nos modelos GBW [16℄ e IIM [17℄, quandotransformados para o espaço de momentum. A análise da transformada de Fourier dosmodelos itados foi feita em [55℄, mostrando que, no aso do modelo GBW, a transformadade Fourier da seção de hoque de dipolos apresenta um omportamento não ompatível oma QCD perturbativa, enquanto que no aso do modelo IIM, a amplitude apresenta valoresnão positivos. Uma omparação do modelo AGBS om estes dois modelos, além do modeloBGK [56, 57℄, que onsiste em um aprimoramento do modelo GBW pela inorporação de



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 50

 1e-60

 1e-50

 1e-40

 1e-30

 1e-20

 1e-10

 1

 1e+10

 1e-05  1  100000  1e+10  1e+15  1e+20  1e+25  1e+30

N
(k

,Y
)

k (GeV)

Full BK: Y=0, 5 ... 50

Fig. 3.5: Solução numéria da equação BK no espaço de momentum, mostrada para difer-entes valores de rapidez [54℄.uma densidade de glúons evoluindo de aordo om a dinâmia DGLAP, é vista na tabela3.2.3.4 ConlusõesO objetivo deste apítulo foi apresentar um modelo fenomenológio para a amplitudede espalhamento dipolo�próton no espaço de momentum, o qual hamamos modelo AGBS.Antes disso vimos omo desrever a função de estrutura do próton em tal espaço, bem omoalgumas propriedades das amplitudes de espalhamento em altas energias. Tais propriedadesinluem uma onexão om a físia estatístia, busando a desrição das soluções assintótiasda equação de evolução BK, o que é feito tratando a evolução desrita por esta equação omoum proesso de reação�difusão, bem onheido da físia estatístia. A equivalênia entre aequação BK e a equação FKPP foi mostrada, bem omo as impliações desta para o om-Parametrização Massas dos quarks nop χ2/nopGBW [16℄ mq = 140 MeV, mc = 140 MeV 372 1.5IIM [17℄ mq = 140 MeV, sem harm 156 0.81BGK [57℄ mq = 0 MeV, mc = 1.3 GeV 288 1.06AGBS [42℄ mq = 50 MeV, mc = 1.3 GeV 279 0.988Tab. 3.2: Comparação entre os resultados de diversas parametrizações para a seção dehoque de dipolos. Para ada modelo, estão indiados os valores das massas dosquarks onsiderados, além do número de pontos usados no ajuste e do respetivo
χ2 por número de pontos obtido.



Capítulo 3. Amplitudes de espalhamento em altas energias 51portamento assintótio das amplitudes da equação BK, que desreve muito a propriedadeexperimental do esalamento geométrio das seções de hoque observado no olisor HERA.Por �m apresentamos o modelo AGBS para a amplitude � e portanto para a seção dehoque � dipolo�próton, o qual interpola analitiamente entre os omportamentos assin-tótios para os regimes diluto e saturado da evolução BK e desreve muito bem os dadosde HERA para o ajuste da função de estrutura do próton F2. No próximo apítulo iremosinvestigar omo os efeitos de �utuações no número de partíulas durante a evolução in�uemna desrição do espalhamento profundamente inelástio (DIS) em HERA, sob a perspetivado modelo AGBS visto aqui.



Capítulo 4Flutuações e suas onseqüênias para aQCD em altas energiasNo apítulo anterior vimos um modelo para a amplitude de espalhamento dipolo�próton,onstruído pela interpolação das soluções assintótias da equação de evolução de Balitsky-Kovhegov (BK). Esta equação pode ser vista omo uma aproximação de ampo médio paraum onjunto de equações para os múltiplos espalhamentos entre os dipolos que formam oprojétil e o alvo. O onjunto em questão forma a hamada hierarquia de Balitsky-JIMWLK[33�38℄, a qual não inlui termos que levem em onta os múltiplos espalhamentos no projétil,ou �utuações no número de partíulas (glúons ou dipolos) no alvo, omo mostraram Ianu eTriantafyllopoulus [58, 59℄. Os termos adiionais desrevem o desdobramento de glúons nafunção de onda do alvo, que juntamente om os termos para a fusão de glúons ontido emtodas as equações para o regime de saturação part�nia, representam laços de pomerons eformam as hamadas equações de laços de pomerons. Como resultado temos uma hierarquiain�nita que pode ser reesrita, a menos de uma aproximação para manter a independênia noparâmetro de impato, na forma de uma equação de Langevin estoástia que é formalmenteigual a equação BK aresida de um termo de ruído responsável pelas �utuações. Como foimostrado no apítulo anterior, a equação BK está em lasse de equivalênia om a equaçãode reação�difusão FKPP, a qual admite as hamadas ondas propagantes omo solução. Aequação de Langevin estoástia, por sua vez, também está em lasse de equivalênia omuma equação FKPP, mas em sua forma estoástia. Esta última nada mais é que a FKPPadiionada de um termo de ruído.Veremos a seguir omo se manifestam as propriedades itadas aima, bem omo quaissão suas impliações para as amplitudes de espalhamento em altas energias. Feito isso, dis-utiremos omo tais �utuações entram no modelo AGBS para a amplitude de espalhamentodipolo�próton e omo elas in�ueniam a desrição dos dados de HERA para a função deestrutura do próton.4.1 Flutuações e evolução no formalismo de dipolosVamos mostrar nesta seção, que o formalismo de dipolos de or proposto por Muellerse mostra naturalmente um bom referenial para a desrição das �utuações no número deglúons (ou dipolos) no regime diluto, e no limite de grande número de ores. Para tantovamos usar uma formulação alternativa para o modelo de dipolos [60℄ segundo a qual o



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 53sistema de dipolos gerado pela evolução de um dipolo original, om oordenadas (x0,y0),até uma rapidez Y é desrito omo um ensemble estoástio de on�gurações de dipolos omuma lei de probabilidade que evolui em Y de aordo om uma equação mestra. Desta forma,uma dada on�guração é espei�ada pelo número N de dipolos e pelas N − 1 oordenadastransversais {zi} = {z1, z2, . . . , zN−1} destes dipolos, tal que as oordenadas dos N dipolossão (z0, z1), (z1, z2), . . . , (zN−1, zN), om z0 ≡ x0 e zN ≡ y0. A probabilidade PN({zi};Y )de ahar uma dada on�guração obedee ao seguinte onjunto de equações de evoluçãoaopladas
∂Y PN({zi};Y ) = − ᾱ

2π

[
N∑

i=1

∫

d2zM(zi−1, zi, z)

]

PN({zi};Y )

+
ᾱ

2π

N−1∑

i=1

M(zi−1, zi+1, z)PN−1(z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zN−1;Y ),

(4.1)nas quais identi�am-se os araterístios termos de perdas e ganhos de uma equação mestrapara um proesso markoviano [61℄ e onde de�nimos
M(x,y, z) =

(x − y)2

(x − z)2(y − z)2
. (4.2)As equações (4.1) devem ser resolvidas om a ondição iniial de que em Y = 0 existesomente um dipolo, i.e., PN(Y = 0) = δN1. O valor esperado de um operador O quedepende somente sobre o tamanho do dipolo é dado por

〈O(Y )〉 =

∞∑

N=1

∫

dΓN PN({zi};Y )ON({zi}), (4.3)onde o elemento diferenial do espaço de fases é simplesmente dΓN = d2z1d
2z2 . . . d

2zN−1.Usando a equação mestra (4.1) temos que
∂Y 〈ON(Y )〉 =

ᾱ

2π

∞∑

N=1

∫

dΓN PN({zi};Y )

N∑

i=1

∫

d2zM(zi−1, zi, z)

× [−ON ({zi}) + ON+1({z1, . . . , zi−1, z, zi, . . . , zN−1})] .
(4.4)Nesta última, dentro de ON+1, z é uma oordenada omum aos dipolos adjaentes (zi−1, z)e (z, zi), tal que, quando, por exemplo, z → zi, o respetivo dipolo desaparee e ON+1reduz-se a ON . Desta forma, as possíveis divergênias infravermelhas que podem apareerem (4.2) quando z = zi são eliminadas de quaisquer quantidades físias, que envolvemmédias sobre todas as probabilidades omo em (4.4).Vamos usar a equação (4.4) para obter equações de evolução para as densidades denúmero de dipolos. Mas primeiramente, onsideraremos a densidade média do número dedipolos, para a qual temos, em uma on�guração de N dipolos, o operador

nN(x,y) =

N∑

j=1

δ(2)(zj−1 − x)δ(2)(zj − y). (4.5)
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Fig. 4.1: Um passo na evolução da densidade média do número de dipolos omo desritopela equação 4.6.Usando (4.4), om ON ≡ nN , e após algumas manipulações hega-se a seguinte equação deevolução para nY (x,y) ≡ 〈nY (x,y)〉Y ,

∂nY (x,y)

∂Y

=
ᾱ

2π

∫

d2z [−M(x,y, z)nY (x,y)

+M(x, z,y)ny(x, z) + M(z,y,x)ny(z,y)]

=
ᾱ

2π

∫

d2zMxyz ⊗ nY (x,y),

(4.6)onde usamos a notação
Mxyz ⊗ nY (x,y) = M(x,y, z) [−nY (x,y) + nY (x, z) + nY (z,y)] . (4.7)Reonheemos em (4.6), a qual é representada na Fig.4.1, a equação BFKL no espaço deoordenadas [30,63℄, de onde vemos que a densidade de número de dipolos rese em energiaomo o pomeron BFKL.Voltamos agora à densidade de um par de dipolos. Para uma on�guração de N dipolos,o operador orrespondente é de�nido omo o produto normal ordenado das densidadesindividuais [58℄

n
(2)
N (x1,y1; x2,y2) = : nN (x1,y1)nN(x2,y2) :

≡nN(x1,y1)nN (x2,y2) − δ(2)(x1 − x2)δ
(2)(y1 − y2)nN(x1,y1),

(4.8)onde o termo subtraído à direita elimina a possibilidade de que pares de dipolos sejam feitosde um mesmo dipolo, além de eliminar a singularidade do produto nN(x1,y1)nN (x2,y2) nolimite onde os dois dipolos têm oordenadas idêntias. Desta forma, n(2) onsidera realmenteorrelações não triviais entre os pares distintos de dipolos.No limite de altas energias, onde o número de dipolos é grande e espera-se que as �u-tuações δn não sejam relativamente importantes, a densidade média de pares de dipolos
n

(2)
Y ≡

〈
n(2)
〉

Y
pode ser aproximada por n(2)

Y (1, 2) ≈ n
(2)
Y (1)n

(2)
Y (2), mostrando-nos que real-mente as orrelações nas densidades de dipolos não são importantes neste regime. Contudo,estas orrelações têm papel fundamental no regime diluto, onde n(2)

Y é relativamente pequenae a evolução é dominada pelas �utuações. Para ver isso, vamos assumir que em Y = 0 osistema onsiste de um dipolo (x0,y0) apenas. Assim,
n0(x0,y0) = δ(2)(x − x0)δ

(2)(y − y0), (4.9)
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0 = 0 para k ≥ 2. Após um passo de evolução em rapidez dY , o dipolo original podedeair em dois dipolos (x0, z) e (z,y0) om probabilidade [30℄

dPdecai =
ᾱ

2π
M(x,y, z)d2zdY. (4.10)Logo, se medirmos a densidade de pares (4.8) em Y = dY podemos enontrar um resultadonão nulo visto que as oordenadas (x1,y1) e (x2,y2) dos dipolos medidos enontram-se omas oordenadas (x0, z) e (z,y0) dos dois novos dipolos que fazem parte do sistema. Istoimpõe a ondição de que os dipolos medidos tenham uma oordenada em omum, x2 = y1ou y2 = x1, omo mostra a Fig.4.2, ou seja, os dipolos são adjaentes. Mas mesmo omesta ondição satisfeita a densidade do par de dipolos n(2)

dY permanee pequena, da ordemde ᾱdY , em omparação om a densidade de um dipolo ndY , a qual é de ordem um.
x=1

2
y y

1

2

xFig. 4.2: Geometria do deaimento de um dipolo.Vemos que, enquanto ᾱdY . 1, as orrelações entre pares de dipolos são pequenas, asquais são onstruídas por meio de deaimentos de dipolos no deorrer da evolução. Nesteproesso, a densidade nY age omo uma fonte para orrelações de mais alta ordem. Dadaa forma (4.10) da probabilidade diferenial para um passo na evolução e a geometria dodeaimento de um dipolo mostrada na Fig.4.2, temos que a variação na densidade de umpar de dipolos, devida ao deaimento de um dos dipolos em nY , é da forma
∂n

(2)
Y (x1,y1; x2,y2)

∂Y

∣
∣
∣flut

=
ᾱ

2π

(r1 + r2)
2

r2
1r

2
2

{
δ(2)(x2 − y1)nY (x1,y2) + δ(2)(y2 − x1)nY (x2,y1)

}
,(4.11)onde r1 = x1 −y1 e r2 = x2−y2 são os tamanhos dos dipolos medidos. Como menionado,esta expressão desreve apenas a ontribuição das ��utuações� à evolução de n(2)

Y , na qual osdipolos medidos se originam de um mesmo dipolo através do deaimento deste. A equaçãogeral para a evolução é obtida ao adiionarmos termos lineares em relação a n(2)
Y na expressão(4.11), os quais desrevem a evolução BFKL para qualquer um dos dipolos medidos. Destaforma, a equação ompleta é

∂n
(2)
Y (x1,y1; x2,y2)

∂Y
=
ᾱ

2π

[
∫

d2zMx1y1z ⊗ n
(2)
Y (x1,y1; x2,y2)

+ M(x1,y2,x2)nY (x1,y2)δ
(2)(x2 − y1)

]

+ {1 ↔ 2},
(4.12)
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Fig. 4.3: Um passo na evolução da densidade de um par de dipolos omo desrito por(4.12). Os termos virtuais omuns na dinâmia BFKL não são mostrados.onde

M(x1,y2,x2) =
(x1 − y2)

2

(x1 − x2)2(x1 − y2)2
=

(r1 + r2)
2

r2
1r

2
2

, (4.13)pois onsideramos os dipolos adjaentes, om x2 = y1 neste aso e x1 = y2 na parte onde
{1 ↔ 2}.Este omportamento está ilustrado na Fig.4.3 e �a laro que o termo de �utuações,proporional a nY , ontrola o resimento de n(2)

Y no regime diluto, ao passo que os termosBFKL usuais, lineares em n
(2)
Y , dominam quando a densidade se torna grande. Podemosnos perguntar qual a importânia das �utuações na densidade de número de dipolos para afísia de saturação part�nia, já que as ontribuições destes termos são suprimidas no limitede altas densidades. Salientamos então que por �regime diluto� não devemos entender oregime desrito apenas por ondições iniiais de baixa densidade: Não importa quão grandeé a rapidez Y e portanto a densidade, sempre existirá uma auda na distribuição de dipolos,orrespondente a dipolos om tamanhos muito pequenos, r ≪ 1/Qs(Y ), onde a densidadeé baixa e as �utuações desempenham importante papel. Pela subseqüente evolução, asorrelações que podem existir naquela auda sofrem um aumento devido ao deaimento dasorrelações originais.Podemos notar ainda que uma disussão similar aplia-se para uma equação que desrevea evolução das orrelações entre k-pares de dipolos, ou seja, uma equação para n(k)

Y , om
k ≥ 2.Com isto vemos que o formalismo de dipolos fornee o referenial ideal para tratarmosas �utuações no número de partíulas no regime diluto, no limite de grande número deores (grande Nc). Este tipo de orrelação entre partíulas não está inluído nas equaçõesde Balitsky-JIMWLK e o objetivo da próxima seção é mostrar omo é possível onstruirequações de evolução que inluam tanto os efeitos de �utuações para o regime diluto quantoas orrelações responsáveis pela saturação part�nia no limite de altas energias.4.2 Equações de evolução na presença de �utuações esaturaçãoA �m de aproveitar a naturalidade om que as �utuações apareem no formalismo dedipolos, vamos explorar a relação entre as densidades de dipolos a as amplitudes de espal-hamento, visando transferir os efeitos das �utuações nas funções de onda do alvo para asequações de evolução em relação as amplitudes. Como veremos a seguir, no regime diluto,



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 57onde as �utuações são importantes, as amplitudes são proporionais às densidades de dipo-los no alvo e se torna direta a tradução das equações desenvolvidas na seção anterior nasorrespondentes equações para as amplitudes. Posteriormente estas últimas podem ser en-tão estendidas ao limite de altas densidades (altas energias) pela simples adição dos termosnão-lineares omuns as equações de Balitsky-JIMWLK e responsáveis pela saturação, já queas �utuações não devem mudar signi�ativamente o omportamento não linear da evolução.Começamos onsiderando o espalhamento entre um únio dipolo externo � onsideradoo projétil � e um alvo diluto, uja função de onde pode ser desrita em termos de dipolos deor. Quando nos referimos à um alvo diluto deve-se entender a forma omo o alvo é visto naesala de resolução do projétil, que é o seu tamanho transverso. Como resultado temos queo tamanho r do projétil é pequeno omparado ao omprimento de saturação 1/Qs(Y, b) doalvo num parâmetro de impato b, signi�ando que o espalhamento entre o dipolo externo(o projétil) e o alvo serve omo medida da densidade de dipolos (ou glúons) de tamanho r nafunção de onda do alvo, já que a amplitude de espalhamento dipolo-dipolo T0(r, r1, b− b1)é quase loal no espaço de fases transverso: T0 ∼ α2
s quando os dois dipolos têm tamanhossimilares e são relativamente próximos um do outro no espaço de parâmetro de impato, masdiminui rapidamente para grandes separações entre os dipolos, i.e., T0 ∼ α2

sr
2r2

1/(b − b1)
4para |b−b1| ≫ r>, om r> = max(r, r1); e para grandes disparidades entre seus respetivostamanhos, T0 ∼ α2

s(r</r>)2, onde agora r< = min(r, r1).A amplitude de espalhamento para o proesso desrito aima tem a forma
TY (r, b) =

∫

d2r1

∫

d2b1 T0(r, r1, b − b1)nY (r1, b1), (4.14)onde nY (r1, b1) é a densidade do número de dipolos om tamanhos r1 e parâmetros deimpato b1 presentes na função de onda do alvo quando a rapidez na evolução é Y , e omo jámenionado, T0(r, r1, b−b1) é a amplitude de espalhamento entre dois dipolos elementares.As onsiderações feitas aima a respeito de T0 equivalem a resolvê-la em ordem dominante �em ordem O(α2
s) � orrespondendo à troa de dois glúons (ou a um pomeron BFKL) entreos dipolos, levam-nos a fazer b1 → b em n de tal forma que a integral em b1 restante em(4.14) é aproximadamente igual a α2

sr
2
<. A integral em r1 restante é resolvida fazendo omque a densidade n seja desrita em ordem dominante pela equação BFKL, já que estamosnum regime onde ela é válida para a desrição da evolução, forneendo [58℄

nY (r1, b) ∼ 1

r4
1

(
r2

1Q
2
c(b, Y )

)γc
, (4.15)onde γc = 0.6275, 1 − γc é a hamada dimensão an�mala que arateriza o omportamentodas soluções no regime diluto � omo soluções da equação BFKL � e Q2

c(b, Y )
)γc ∝ eλᾱYé uma linha, paralela à linha de�nida pela esala de saturação, que de�ne a região dedensidade onstante no plano ln(1/r1) − Y . Inserindo (4.15) em (4.14) resulta que

TY (r, b) ≃ α2
sr

4nY (r, b). (4.16)A expressão (4.16) pode ser estendida para o espalhamento entre dois ou mais dipolosexternos � que ompõem o projétil � bastando notar que em um evento partiular a



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 58amplitude de espalhamento para um sistema formado por muitos dipolos é igual ao produtodas amplitudes individuais para ada dipolo. Para dois dipolos temos [58℄
T

(2)
Y (r1, b1; r2, b2) =TY (r1, b1)TY (r2, b2)

≃α4
sr

4
1r

4
2 : nY (r1, b1)nY (r2, b2) :,

(4.17)onde o produto ordenado permanee, pela mesma razão que apareeu na seção anterior,para evitar que os dois dipolos que formam o projétil espalhem simultâneamente um mesmodipolo no alvo.Usando as equações (4.17) e (4.16) juntamente om as densidades de dipolos no alvo nY e
n

(2)
Y estabeleidas na seção anterior, podemos obter equações de evolução para as amplitudesmédias. Relaionando (4.6) e (4.16) temos que a amplitude de espalhamento entre umúnio dipolo e o alvo, 〈T (r, b)〉Y ≡ 〈T (x,y)〉Y , é desrita pela equação BFKL � em suarepresentação dipolar � omo esperado para o regime diluto da evolução, que é exatamentea equação (4.6) para a amplitude 〈T (x,y)〉Y . Esta expressão pode ser estendida ao regime dealta-densidade, onde a dinâmia BFKL falha, pela simples adição dos termos de orrelaçãoresponsáveis pela saturação part�nia, omo oorre nas equações de Balitsky-JIMWLK.No aso onsiderado aima, este termo é 〈−T (x, z)T (z,y)〉Y ≡ −

〈
T (2)(x, z; z,y)

〉

Y
e aequação onsiderada se torna idêntia a primeira equação da hierarquia de Balitsky

∂ 〈T (x,y)〉Y
∂Y

=
ᾱ

2π

{∫

d2zMxyz ⊗ 〈TY (x,y)〉Y −M(x,y, z)
〈
T (2)(x, z; z,y)

〉

Y

}

.(4.18)Seja agora a amplitude para o espalhamento de dois dipolos e o alvo
〈
T (2)(x1,y1; x2,y2)

〉
≡ 〈T (x1,y1)T (x2,y2)〉 . (4.19)No regime diluto esta obedee a evolução desrita pela ombinação de (4.17) e (4.12),enquanto que no regime de altas densidades a evolução deve onter ainda termos não lineares� proporionais a 〈T (3)

〉

Y
neste aso � responsáveis pelas orreções de unitariedade. Comisto, temos que [58, 59℄

∂
〈
T (2)(x1,y1; x2,y2)

〉

Y

∂Y
=
ᾱ

2π

{
∫

d2z
[

Mx1y1z ⊗
〈
T (2)(x1,y1; x2,y2)

〉

Y

−M(x1,y1, z)
〈
T (3)(x1, z; z,y1; x2,y2)

〉

Y

]

+ κα2
sM(x1,y2,x2) 〈T (x1,y2)〉Y δ(2)(x2 − y1)

}

+ {1 ↔ 2}.(4.20)Na expressão aima, as duas primeiras linhas são iguais à orrespondente equação de Bal-itsky � a segunda na hierarquia � enquanto que a tereira linha, om dependênia em
〈T 〉Y , de�ne o omportamento das �utuações no número de partíulas no alvo. O fator deinerteza κ é de ordem O(1) e foi oloado devido ao nosso desonheimento da relação
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Fig. 4.4: Diagramas ontribuindo na evolução da amplitude T (2): um termo linear �BFKL, proporional a T (2), um termo de fusão de glúons � BK, proporional a

T (3), e um termo de desdobramento de glúons proporional a T .exata entre as amplitudes de espalhamanto T e as densidades de dipolos n no alvo, omo jáexpresso nas relações (4.16) e (4.17).A expressão (4.20) para a amplitude T (2) pode ser visualizada de maneira fáil em ter-mos de diagramas, omo ilustra a Fig.4.4. Nesta �gura, o diagrama à esquerda representaos termos lineares para a troa de diagramas esadas � pomerons QCD � entre o projétile o alvo, orrespondendo ao resimento nas densidades de pártons e proporional a T (2).No termo intermediário, vemos as reombinações de glúons responsáveis pela saturaçãopart�nia e proporionais a T (3). Por �m, o último e novo termo, que onsidera o desdobra-mento de glúons e orresponde as �utuações, introduzindo uma ontribuição proporionala T na evolução de T (2).As equações de mais altas ordens na hierarquia são obtidas de maneira análoga. Assima k-ésima equação, para a amplitude de k dipolos 〈T (k)
〉

Y
, será proporional a um termoBFKL 〈T (k)

〉

Y
, um termo de saturação 〈T (k+1)

〉

Y
e um termo de �utuação 〈T (k−1)

〉

Y
. Ostermos de saturação e �utuação servem omo sementes para a formação de laços de pomerons� na aproximação de troa de dois glúons, ou pomeron QCD: as �utuações orrespondema termos de emissão de pomerons, enquanto que a saturação orresponde a termos dereombinação ou fusão de pomerons. Com a adição destes dois tipos de termos, a hierarquiaompleta forma as hamadas equações de evolução de laços de pomerons.4.3 Uma equação de Langevin para a evolução napresença de �utuaçõesAs equações para laços de pomerons obtidas na seção anterior formam uma hierarquia, aqual é difíil de se trabalhar omo um todo. Entretanto, esta hierarquia pode ser reformuladaomo uma únia equação de Langevin estoástia, uja manipulação é mais fáil e que podeser usada para a obtenção de informações marosópias do sistema, om ajuda de equaçõesda físia estatístia, omo feito no apítulo anterior no aso da equação BK. A �m de obtera equação de Langevin, devemos supor que as amplitudes de espalhamento são quase loaissobre o parâmetro de impato b, o que implia em onsiderar o alvo omo sendo quasehomogêneo para distânias da ordem do tamanho do dipolo externo que o prova. Esta éuma boa aproximação no sentido da obtenção de informações a respeito da aproximaçãoao regime de saturação pela amplitude de espalhamento e para estudar a dependênia em



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 60energia da esala de saturação que determina o iníio deste regime, mas om isto nãopodemos alular seções de hoque totais, que dependem expliitamente do parâmetro deimpato.Sob esta aproximação todos os termos nas equações anteriores, exeto os termos de�utuações, se tornam loais em b. A presença das funções delta impedem que os termosresponsáveis pelas �utuações se tornem loais no parâmetro de impato, mas podemostratar estes termos loalmente no espaço de parâmetro de impato supondo este espaçoomo disreto, omo veremos a seguir. Trabalhando no espaço de momentum, om
ϕ(k, b) =

∫
d2r

2πr2
e−ık·r T (r, b), (4.21)resulta que os termos não lineares nas equações de evolução se tornam loais em k. Assim,a evolução de 〈T (x,y)〉 ≡ 〈T (rb)〉, dada por (4.18), tem a seguinte forma no espaço demomentum [58℄:

∂ 〈ϕ(k, b)〉Y
∂Y

=ᾱ

∫
d2p

π

k2

p2(k − p)2

〈
p2

k2
ϕ(p, b) − 1

2
ϕ(k, b)

〉

Y

− ᾱ
〈
ϕ2(k, b)

〉

Y
.

(4.22)A expressão para 〈T (2)(x1,y1; x2,y2)
〉

Y
, omo visto na seção anterior, é semelhante a ex-pressão para 〈T (x,y)〉, e portanto terá uma parte semelhante a (4.22), mais um termo de�utuação, que é dado no espaço de momentum por [58℄

∂ 〈ϕ(k1, b1)ϕ(k2, b2)〉Y
∂Y

∣
∣
∣
∣
∣�ut=ᾱ2κα2

sδ
(2)(k1 − k2)

∫
d2r

2πr2
e−ık·r 〈T (r, b1)〉Y δ(2)

(

b1 − b2 −
r

2

)

.(4.23)Como vemos, a presença da função delta, que impõe a adjaênia dos dipolos om parâmet-ros de impato b1 e b2, impede que o termo de �utuações em (4.23) seja loal sobre oparâmetro de impato b. A �m de tornar este termo loal em b aproximamos o espaçode parâmetro de impato omo disreto, o que é razoável do ponto de vista físio, já que odipolo externo � presente no projétil � não pode distinguir detalhes do alvo muito maioresque seu tamanho r. No espaço de momentum isto signi�a disretizar o espaço em élulasde área 1/k2, e tomar a média da amplitude de espalhamento sobre ada uma destas élulas.Desta forma,
ϕi(k) ≡ k2

∫

P

i(k)

d2bϕ(k, b), ϕ2
i (k) ≡ k2

∫

P

i(k)

d2bϕ2(k, b), . . . (4.24)onde ∑i(k) ∼ 1/k2 é a área de ada élula. Tomar estas quantidades se torna equivalentea tomar o valor das mesmas no entro de ada élula, pois onsideramos que o alvo é quasehomogêneo em relação ao dipolo om o qual interage. Logo, fazemos ϕi(k) ≈ ϕ(k, bi) e
ϕ2

i (k) ≈ [ϕi(k)]2, de forma que a disretização do espaço de parâmetro de impato não levaa maiores orrelações do que as já existentes para as amplitudes ϕ.



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 61Com isto, integramos o termo de �utuação (4.23) sobre b1 e b2, de forma que este setorna (notando que a multipliação por k2
j , j = 1, 2, seguida da integração sobre a área

∑

i(kj) ∼ 1/k2
j no espaço de parâmetro de impato é aproximadamente igual a unidade eque k1 = k2 neste aso)

∂ 〈ϕ(k1, b1)ϕ(k2, b2)〉Y
∂Y

∣
∣
∣
∣
∣�ut=ᾱ2κα2

sk
4
1δ

(2)(k1 − k2)

∫

P

i(k1)

d2b1

∫

P

i(k1)

d2b2

∫
d2r

2πr2
e−ık1·r

× 〈T (r, b1)〉Y δ(2)
(

b1 − b2 −
r

2

)

=ᾱ2κα2
sk

4
1δ

(2)(k1 − k2)

∫

P

i(k1)

d2b1

∫
d2r

2πr2
e−ık1·r 〈T (r, b1)〉Y

=ᾱ2κα2
sk

4
1δ

(2)(k1 − k2)

∫

P

i(k1)

d2b1 〈ϕ(k1, b1)〉Y

=ᾱ2κα2
sk

2
1δ

(2)(k1 − k2) 〈ϕi(k1)〉Y . (4.25)Agora podemos esrever as duas primeiras equações para a hierarquia, dentro da aproxi-mação em termos de élulas no espaço de parâmetro de impato, segundo o qual as ampli-tudes de espalhamento se referem a quantidades dentro de ada élula i:
∂ 〈ϕi(k)〉Y

∂Y
=ᾱ

∫
d2p

2π

k2

p2(k − p)2

〈

2
p2

k2
ϕi(p) − ϕi(k)

〉

Y

− ᾱ
〈
ϕ2

i (k)
〉

Y
(4.26)e

∂ 〈ϕi(k1)ϕi(k2)〉Y
∂Y

=ᾱ

{
∫

d2p

2π

k2
1

p2(k1 − p)2

〈(

2
p2

k2
1

ϕi(p) − ϕi(k1)

)

ϕi(k2)

〉

Y

−
〈
ϕ2

i (k1)ϕi(k2)
〉

Y
+ κα2

sδ
(2)(k1 − k2)k

2
1 〈ϕi(k1)〉Y

}

+ {1 ↔ 2}.
(4.27)A aproximação em élulas é válida para mais altas ordens, sempre forneendo equações loaisno parâmetro de impato, ou seja, as equações sempre envolverão operadores atuando dentrode uma élula. Abandonaremos a notação em i para designar as élulas, pois não existeaoplamento entre estas, de forma que a equação de Langevin que desreve a hierarquiapara uma élula é dada por [58℄

∂ϕ(k)

∂Y
=ᾱ

∫
d2p

2π

k2

p2(k − p)2

(

2
p2

k2
ϕ(p) − ϕ(k)

)

− ᾱϕ2(k)

+ ᾱ
√

2κα2
sϕ(k)ν(k),

(4.28)onde ν(k, Y ) é um ruído brano gaussiano que satisfaz:
〈ν(k, Y )〉 =0

〈ν(k1, Y1), ν(k2, Y2)〉 =
1

ᾱ
δ(Y1 − Y2)δ

(2)(k1 − k2)k
2
1.

(4.29)



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 62Esta equação deve ser entendida através de uma disretização em rapidez do tipo Ito [61,62℄,uma vez que uma equação de Langevin não é difereniável. A primeira linha em (4.28) podeser reonheida omo a equação BK no espaço de momentum [31,32℄, enquanto que o termode ruído na segunda linha é responsável pelos desvios do omportamento de ampo médio� da equação BK � ou, analogamente, aos efeitos de �utuações no número de partíulasno alvo. Para �ar mais lara a orrespondênia entre (4.28) e a equação BK no espaço demomentum, salientamos que a integral no lado direito da expressão anterior pode ser esritaem termos de um operador diferenial identi�ado omo o núleo da equação BFKL. Comisto, podemos esrever (4.28) omo
∂Y ϕ(k) = ᾱχ(−∂L)ϕ(k) − ᾱϕ2(k) + ᾱ

√

2κα2
sϕ(k)ν(k), (4.30)onde L = log(k2/k2

0), sendo k0 uma esala de referênia e χ(−∂L) é o núleo da equaçãoBFKL, omo em (3.10).4.3.1 Conexão om a físia estatístiaNo apítulo anterior, usamos a físia estatístia para a obtenção de importantes infor-mações a respeito das soluções da equação de evolução de Balitsky e Kovhegov. Novamente,uma onexão om a onheida equação FKPP, agora em sua forma estoástia, é muito útilpara uma análise marosópia do sistema, já que a análise mirosópia da hierarquia deequações para laços de pomerons é um tanto ompliada. Além disso, a análise marosópiase mostrou muito satisfatória na desrição dos dados através da modelagem feita no apítuloanterior.Para mostrar a equivalênia entre a equação de Langevin (4.30) e a equação FKPP es-toástia, temos de usar a aproximação difusiva para o núleo da equação BFKL, analoga-mente ao que �zemos para a equação FKPP determinístia no apítulo anterior. Assim,expandindo χ(−∂L) até segunda ordem omo em (3.32) e substituindo em (4.30) resulta que(τ = ᾱY , ρ ≡ L = log(k2/k2
0)):

∂τϕτ (ρ) =
(
−λ∂ρ +D(−∂ρ − γc)

2
)
ϕτ (ρ) − ᾱϕ2

τ (ρ) +
√

2κα2
sϕτ (ρ)ντ (ρ), (4.31)onde λ ≡ ᾱvc = ᾱχ(γc)/γc, D = χ′′(γc)/2. O ruído brano gaussiano agora obedee asrelações

〈ν(ρ, τ)〉 = 0, 〈ν(ρ1, τ1), ν(ρ2, τ2)〉 =
1

π
δ(τ1 − τ2)δ(ρ1 − ρ2). (4.32)A equação (4.31) é semelhante àquela que obtivemos no apítulo anterior para a equaçãoBK na aproximação difusiva, agora om a adião de um termo de ruído, responsável pelas�utuações. Naquele momento mostramos que a equação BK está na mesma lasse de equiv-alênia que a equação FKPP determinístia, de onde veri�amos a natureza esalada dassoluções de tal equação. Perante as mesmas troas de variáveis e mais uma para o termode ruído, i.e., perante as transformações

x→ ρ, t→ ᾱτ, N → 1/α2
s, u(x, t) → ϕτ (ρ), (4.33)a equação de Langevin (4.31) se torna equivalente à equação FKPP estoástia

∂tu(x, t) = ∂2
xu(x, t) + u(x, t)(1 − u(x, t)) +

√

2

N
u(x, t)(1 − u(x, t))ν(x, t), (4.34)
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〈ν(x, t)〉 = 0, 〈ν(x1, t1), ν(x2, t2)〉 = δ(t1 − t2)δ(x1 − x2). (4.35)Em um problema de reação-difusão, u(x, t) representa a onentração de partíulas no sítio xe ao tempo t, enquanto que N representa o número de oupação máximo por sítio (número departíulas por sítio na região saturada). Na analogia om o problema da QCD, a amplitude

ϕτ (ρ) orresponde à densidade de partíulas por sítio u(x, t), ao passo que 1/α2
s faz o papelde N , o que é esperado, pois n ∼ 1/α2

s é reonheida omo a densidade de dipolos na regiãode saturação. A aproximação de ampo médio, desrita pela equação FKPP determinístiae portanto pela equação BK, é obtida no limite onde os números de oupação são grandes,i.e., N → ∞ no modelo de partíulas e α2
s → 0 no problema de QCD.A equação sFKPP (4.34), embora mais simples que a equação de Langevin (4.28), éainda ompliada pelo fato de onter simultaneamente um termo não linear devido a reom-binações e um termo de ruído multipliativo. Entretanto, esta equação foi muito estudadaem problemas de físia estatístia (boas revisões podem ser enontradas em [64, 65℄), omresultados que podem ser adaptados aos problemas de QCD de nosso interesse. Vamos agorarevisar tais resultados e suas impliações ao nosso problema. Para isso nos basearemos nosresultados obtidos, por simulação numéria e também por meio de argumentos analítios,por Brunet e Derrida em [50, 66, 67℄, onsiderando a evolução temporal de um sistema departíulas om numero de oupação disreto. Uma propriedade interessante obtida nestestrabalhos é que a veloidade assintótia da frente de onda vN onverge para o valor deampo médio vc apenas logarítmiamente om relação ao número de oupação N .Para argumentar omo isto oorre, Brunet e Derrida onsideraram que a dinâmia destasfrentes de onda, na presença de disreteza e para N ≫ 1, pode ser desrita por uma versãomodi�ada da equação FKPP, para a qual o termo linear � responsável pelo resimento nadensidade de partíulas � é desprezado quando a onentração u(x, t) se torna menor que oseu valor mínimo (no aso onde o número de partíulas é onsiderado disreto) u(x, t) < 1/N .Assim, a dinâmia pode ser desrita por

∂tu(x, t) = ∂2
xu(x, t) + u(x, t) (1 − u(x, t))Θ (1 − κ/N) . (4.36)Analizando a versão linearizada de (4.36) os autores obtiveram [50, 66, 67℄:

vN = vc −
π2γ2

cv
′′(γc)

2 ln2 N
+ O(1/ ln3N), (4.37)onde v(γ) é dada pela relação de dispersão (3.27) para a versão linearizada da equaçãoFKPP e γc é a delividade rítia orrespondente à veloidade mínima vc, que é tambéma veloidade físia das frentes de onda propagantes na aproximação de ampo médio, paraondições iniiais su�ientemente abruptas.Esta equação pode ser traduzida para a QCD fazendo 1/N → α2

s, om a notação v(γ) →
λ(γ) para disernirmos entre os modelos de partíulas e o problema de QCD. Como resultadotemos que a veloidade das frentes na presença de �utuações no número de partíulasé [68, 69℄:

λ∗ = λ− π2γcχ
′′(γc)

2 ln2(1/α2
s)
, para αs ≪ 1, (4.38)



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 64onde designamos λ∗ omo a veloidade de propagação � no problema de QCD � paraas frentes de ondas estoástias, araterístias dos modelos om número de partíulasdisretos. O primeiro termo em (4.38) orresponde ao valor para a veloidade das frentes nadesrição de ampo médio, ou seja, às predições da equação BK. Por outro lado, o termo deorreção à direita desta equação é muito grande, não só pelo fato de α2
s → 0, mas tambémporque o oe�iente C = π2γcχ

′′(γc)/2 ≈ 150 é alto, de forma que este termo de orreção sópode ser onheido para valores extremamente pequenos de αs, o que é físiamente irreal.O omprimento das frentes individuais pode ser estimado a partir da desrição de ampomédio, que pode ser apliada em todos os pontos exeto na vizinhança da auda da frente,onde ϕ ≃ α2
s. Nesta região o termo de ruído é importante e a desrição de ampo médionão é su�iente. Assim, o omprimento das frentes é a quantidade ∆ρ = ρ− ρs para a quala amplitude diminui de um valor ϕ(ρs) ∼ 1 até o valor ϕ(ρs) ∼ α2

s. Com a forma onheidapara as frentes obtidas no apítulo anterior, estima-se ∆ρ ∼ (1/γc) ln(1/α2
s) [68, 69℄.Por outro lado, devido às �utuações presentes no termo de ruído para a evolução, difer-entes realizações da mesma evolução levarão a um ensemble de frentes, todas om a mesmaforma e desloadas umas das outras no plano-ρ. Ou seja, a posição ρs da frente é umavariável aleatória araterizada por um valor esperado 〈ρs(τ)〉, om

〈ρs(τ)〉 ≃ λ∗τ, para τ ≫ ln2(1/α2
s), (4.39)mas também por uma dispersão σ2 = 〈ρ2

s〉 − 〈ρs〉2. Fisiamente, essa dispersão origina oque se hama na literatura de �utuações raras: em uma realização partiular da evoluçãoum pequeno dipolo pode ser riado, o qual após em sua evolução deverá puxar todas asfrentes atrás dele para longe dos valores típios da evolução, resultando em uma esala desaturação ρs(τ), para esta realização, que é maior que o valor médio 〈ρs(τ)〉 [60℄.Para entender a evolução do ensemble de frentes em QCD vamos, novamente, usar aorrespondênia om estudos da físia estatístia. Estes estudos mostram que a posição
ρs da frente exeuta uma aminhada aleatória em relação ao seu valor médio, tal que suadispersão rese linearmente om τ : σ2 ≃ Dτ , onde D é o oe�iente de difusão das frentes.Simulações numérias da equação sFKPP on�rmam este omportamento, além de preverque o oe�iente de difusão D é esalado de aordo om 1/ ln3 N , para N ≫ 1. Para asvariáveis da QCD isto implia [69℄

D ≃ D
ln3(1/α2

s)
, para αs ≪ 1, (4.40)onde D é um oe�iente desonheido. Esta expressão implia em D → 0 quando αs → 0.Outra propriedade muito importante advinda das �utuações diz respeito a amplitudefísia, que deve ser tomada omo a média das amplitudes individuais sobre a esala desaturação estoástia ρs:

〈ϕ(ρ)〉τ =

∞∫

−∞

dρsP (ρs, τ)ϕ(ρ, ρs), (4.41)onde P (ρs, τ) é a distribuição de probabilidade para a esala de saturação ρs, a qual, omo
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P (ρs, τ) =

1√
πσ(τ)

exp

[

−(ρs − 〈ρs〉τ )
2

σ2(τ)

]

, (4.42)e ϕ(ρ, ρs) é a forma das frentes individuais. Usando uma forma simples para as amplitudesdestas frentes, que interpolam os omportamentos ϕ = 1 para ρ ≤ ρs e ϕ ≃ e−γc(ρ−ρs) para
ρ ≥ ρs, é possível mostrar que, para energias su�ientemente altas (σ ≫ 1), a amplitudemédia obedee a seguinte lei de esalamento [69℄:

〈ϕ(ρ)〉τ ≃ ϕ




ρ− 〈ρs〉τ

√

τ/ ln3(1/α2
s)



 ≃ ϕ

(
ρ− 〈ρs〉τ√

τD

)

, (4.43)também hamado esalamento difusivo. Assim, vemos que neste regime de energia o esala-mento geométrio é substituído pelo esalamento difusivo (4.43), ou seja, om o aumentoda energia, a forma da amplitude média se torna ada vez mais suave em relação a ρs.4.4 Flutuações no modelo AGBSAgora que o arabouço teório envolvendo a presença de �utuações na evolução das am-plitudes � de dipolos � foi apresentado, podemos partir para a investigação dos seus efeitossobre o modelo para a amplitude de espalhamento dipolo�próton, apresentado no apítulo3. Tal modelo, que hamamos modelo AGBS, foi onstruído om base na orrespondêniaentre a equação BK e a equação FKPP e portanto desreve o que hamamos anteriormentede aproximação de ampo médio para a hierarquia in�nita de equações para a evolução.Como visto nas seções anteriores, esta desrição não inorpora os efeitos de �utuações nonúmero de partíulas e são justamente tais efeitos que devemos inluir no modelo a partirde agora.Antes vamos relembrar a forma predita para a amplitude no modelo AGBS. Este modelofaz uma interpolação analítia entre as soluções assintótias da equação BK no espaço demomentum, para o regime diluto e a transformada de Fourier de uma função Θ para oregime saturado, pois nesta região é esperado que a amplitude seja de ordem 1. Usando anotação ρ = ln(k2/k2
0), ρs = ln(k2

0/Q
2
s(Y )), temos que o modelo é dado por

T̃AGBS(ρ, Y ) = LF

(
1 − e−Tdil) , (4.44)onde

Tdil = exp

[

−γc (ρ− ρs) −
L2 − log2(2)

2ᾱχ′′(γc)Y

]

, (4.45)
L = ln

[
1 + e(ρ−ρs)

] om Q2
s(Y ) = k2

0 e
λY , (4.46)e

LF = 1 + ln
[

e
1
2
(ρ−ρs) + e−

1
2
(ρ−ρs)

]

. (4.47)
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〈

T̃AGBS(ρ)
〉

Y
=

+∞∫

−∞

dρs P (ρs, Y )T̃AGBS
Y (ρ, ρs). (4.48)Devido a forma ompliada da amplitude AGBS se torna difíil a obtenção de uma soluçãoanalítia para a amplitude média (4.48), de forma que tal amplitude foi resolvida numeri-amente no deorrer do trabalho. Esta expressão deve ser substituída na expressão para afunção de estrutura do próton [42℄

F2(x,Q
2) =

Q2R2
pNc

4π2

∫ ∞

0

dk

k

∫ 1

0

dz |Ψ̃(k2, z;Q2)|2T̃ (k, Y ), (4.49)a �m de reproduzir os as medidas de DIS no aelerador HERA para a função de estrutura
F2, om os efeitos de �utuações inluídos.4.4.1 Ajuste aos dados e resultadosNa análise que realizamos [70℄, todos os últimos dados do olisor HERA para a funçãode estrutura do próton F2, advindos das olaborações H1 e ZEUS [51�53℄, foram usados



Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 67para o proedimento de ajuste, dentro do seguinte regime inemátio:
x ≤ 0.01, (4.50)

0.045 ≤ Q2 ≤ 150 GeV2, (4.51)o qual orresponde a um total de 279 pontos de dados. Ambos regimes permitem valores davariável de Bjorken x pequenos o su�iente para garantirmos um análise no limite de altasenergias, e valores de virtualidade Q2 tais que não são neessárias inlusões de orreções àequação DGLAP no modelo. Por outro lado, onsideramos apenas a ontribuição de quarksleves para o ajuste, om duas possibilidades de massas: mu,d,s = 50 e 140 MeV. Além disso,omo é usual na literatura, os dados de H1 foram reesalados por um fator que varia de 1até 1.05, o que está dentro da inerteza de normalização de 5% dos dados desta olaboração.Em relação aos parâmetros temos de tomar alguns uidados. Como menionado na seçãoanterior, as quantidades λ∗ e D, que desrevem respetivamente a veloidade assintótia depropagação das frentes individuais e o oe�iente de difusão das mesmas, são onheidasapenas no limite não físio α2
s → 0, de forma que devem ser deixados livres no proedimentode ajuste aos dados. De fato é esperado um valor menor do que o obtido via aproximaçãode ampo médio, devido a presença de �utuações, omo previsto pela equação (4.38). Alémdos já itados, os parâmetros k2

0, χ′′(γc) desrevendo a esala maia (do regime diluto) ea derivada segunda do núleo BFKL, respetivamente, foram deixados livres, juntamenteom o raio do próton Rp que �xa a normalização da função de estrutura do próton. Forammantidos �xos os parâmetros ᾱ = 0.2, que entra na amplitude � e prinipalmente na esalade saturação � através da expressão para λ, e γc = 0.6275, valor obtido do núleo daequação BFKL em ordem dominante.
χ2/n.o.p k2

0 (×10−3) λ R(GeV−1) χ′′(γc) D (×10−2)
T̃ AGBS

Y 0.949 3.79 ± 0.30 0.213± 0.003 3.576 ± 0.059 4.69 ± 0.23 0
〈

T̃ AGBS
Y

〉 0.949 3.79 ± 0.30 0.213± 0.003 3.576 ± 0.059 4.69 ± 0.23 0.0 ± 1.1Tab. 4.1: Parâmetros obtidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS [51�53℄ para F2 no asoonde mu,d,s = 50 MeV.
χ2/n.o.p k2

0 (×10−3) λ R(GeV−1) χ′′(γc) D (×10−3)
T̃ AGBS

Y 0.942 1.69 ± 0.16 0.176± 0.004 4.83 ± 0.12 6.43 ± 0.29 0
〈

T̃ AGBS
Y

〉 0.942 1.69 ± 0.16 0.176± 0.004 4.83 ± 0.12 6.43 ± 0.29 0.0 ± 9.6Tab. 4.2: Parâmetros obtidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS [51�53℄ para F2 no asoonde mu,d,s = 140 MeV.As �guras 4.5 e 4.6 mostram a função de estrutura do próton F2, para valores pequenos emoderados de virtualidadeQ2, respetivamente. As tabelas 4.1 e 4.2 mostram os parâmetrosobtidos do ajuste para diferentes massas dos quarks e nos asos om e sem �utuaçõesinluídas, para �ns de omparação. O aso sem �utuações orresponde à linha superior deada tabela, quando D = 0. O ajuste obtido é onsiderado muito bom, omo podemosnotar pelo valor de χ2/n.o.p nas tabelas 4.1 e 4.2 e também pelas �guras 4.5 e 4.6.
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Capítulo 4. Flutuações e suas onseqüênias para a QCD em altas energias 69experimentos de DIS para as energias de HERA, no referenial do modelo AGBS.
χ2/n.o.p k2

0 (×10−3) λ R(GeV−1) χ′′(γc) D

T̃ AGBS
Y 0.788 4.26 ± 0.43 0.214 ± 0.005 3.497± 0.068 4.34 ± 0.28 0
〈

T̃ AGBS
Y

〉 0.782 4.02 ± 0.56 0.190 ± 0.030 3.64 ± 0.21 3.84 ± 0.21 0.9 ± 1.2Tab. 4.3: Parâmetros extraídos do ajuste aos dados de ZEUS [52,53℄ para F2 no aso onde
mu,d,s = 50 MeV.

χ2/n.o.p k2
0 (×10−3) λ R(GeV−1) χ′′(γc) D

T̃ AGBS
Y 0.778 1.97 ± 0.22 0.177± 0.006 4.68 ± 0.14 5.95 ± 0.94 0
〈

T̃ AGBS
Y

〉 0.768 1.38 ± 0.12 0.120± 0.010 5.459 ± 0.043 5.46 ± 0.55 1.78 ± 0.38Tab. 4.4: Parâmetros extraídos do ajuste aos dados de ZEUS [52,53℄ para F2 no aso onde
mu,d,s = 140 MeV.É interessante omparar nossos resultados om um trabalho realizado por Kozlov, Shoshie Xiang [71℄, no qual os onheidos modelos GBW e IIM foram usados para parametrizara amplitude de espalhamento dipolo-próton, nas desrições evento-por-evento e na aproxi-mação de ampo médio desta amplitude. O valor do oe�iente de difusão enontrado foi deordem O(1), onordando om os valores preditos por outros modelos na literatura [72,73℄,o que poderia indiar a presença de �utuações nas energias atingidas em HERA. Entre-tanto, devemos notar que tal ajuste foi realizado somente om os dados da olaboraçãoZEUS [52, 53℄, sem inluir os dados de H1 [51℄, omo é usual neste tipo de ajuste. Alémdisto, a análise foi restrita a um regime inemátio menor, om valores de virtualidades Q2que atingem no máximo 50 GeV2.Por outro lado, quando realizamos a mesma análise de [71℄, i.e., somente dados deZEUS [52, 53℄ e no regime inemátio tal que Q2max = 50 GeV2, usando o modelo AGBS,obtemos resultados muito similares aos de [71℄, e om um valor de χ2/n.o.p melhor. Estesresultados estão ilustrados nas tabelas 4.3 e 4.4, onde perebe-se o valor de ordem O(1)obtido para o oe�iente de difusão D.Por �m, menionamos que a análise feita om o onjunto ompleto de dados de HERA�H1 e ZEUS [51�53℄ � onorda om o resultado de simulações numérias para a equação deLangevin (4.28) [72℄. Podemos ver isso observando a Fig.4.7, a qual foi tomada de [72℄ e quemostra o resultado obtido para a dispersão σ2 das frentes de onda omo função da rapidez

Y . Os valores de κ̃ ∝ κ mostrados indiam quão intenso o termo de �utuações foi tomadona realização das simulações. Além de on�rmar o omportamento σ2 ∝ Y para grande Y ,esta �gura mostra que nos primeiros estágios da evolução � valores de rapidez Y ≤ 10, osefeitos difusivos são desprezíveis, de forma que o oe�iente de difusão D deve tender à zeronesta região. Como as energias atingidas em HERA forneem uma rapidez máxima Y . 9,vemos que o omportamento difusivo da evolução, que leva à substituição do esalamentogeométrio pelo esalamento difusivo, não é esperado para oorrer nos proessos de DIS emHERA, mas sim em olisões om energias bem maiores.
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0Fig. 4.7: Dispersão das frentes de onda omo função da rapidez para onjuntos de 10000eventos e diferentes valores de κ̃. Os pontos representam a dispersão dos eventosomo função da rapidez, enquanto que as linhas são ajustes lineares destes pontos[72℄.4.5 ConlusõesNeste apítulo vimos omo o formalismo de dipolos fornee naturalmente um referenialideal para a desrição de �utuações no número de partíulas (glúon ou dipolos) quando daevolução em energia do mesmo. O surgimento de termos de �utuações � que nada mais sãoque termos de desdobramento de glúons � adiionado aos termos de saturação onheidosda evolução de Balitsky e Kovhegov e que orrespondem à fusão de glúons resulta nodesenvolvimento das equações de evolução de laços de pomerons, omo são hamadas naliteratura. Este desenvolvimento foi mostrado, além da sua interpretação em termos deuma equação de Langevin estoástia para a evolução, onde o termo de ruído estoástiointroduz os efeitos de �utuações na evolução. A equação de Langevin obtida após algumasaproximações pode ser vista omo a equação BK adiionada de um termo de ruído omfunção já espei�ada. Neste sentido mostra-se que a evolução é equivalente ao proessode reação�difusão desrito pela versão estoástia da equação FKPP vista anteriormente,ou seja, a equação de Langevin obtida é equivalente à equação sFKPP, que nada mais édo que a equação FKPP determinístia adiionada de um termo de ruído. Daí já notamosas semelhanças om o formalismo desenvolvido no apítulo 3 para a evolução BK. Todaa interpretação estoástia da dinâmia das amplitudes em altas energias foi apresentada,bem omo as onsequênias para a QCD de altas energias. Por �m usou-se este formalismopara introduzir ao modelo AGBS os efeitos de �utuações supra�itados e então investigarom este novo formalismo omo tais efeitos se manifestam nas energias de HERA para osdados da função de estrutura do próton. Os resultados obtidos foram apresentados e esteslevam a onlusão de que, sob o ponto de vista do modelo AGBS, os efeitos de �utuaçõesnão são observados nas energias atingidas em HERA. Sendo assim, uma desrição de ampo
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ConlusõesA evolução da QCD perturbativa em altas energias é um tema de grande destaque naliteratura. Os efeitos de saturação presentes nesta evolução foram on�rmados om a obser-vação do esalamento geométrio das seções de hoque para o espalhamento profundamenteinelástio (DIS) no olisor HERA, visto que este esalamento mostrou-se relaionado à pre-sença de saturação na evolução. Neste trabalho investigamos as onseqüênias geradas sobrea evolução da QCD em altas energias, quando inluídos, além da saturação, efeitos de �u-tuações no número de partíulas. Como vimos, estes efeitos mudam onsideravelmente opanorama da evolução em altas energias, a qual é vista agora omo um proesso estoás-tio em relação às amplitudes de espalhamento, sendo que a prinipal onseqüênia para aevolução é a substituição do esalamento geométrio pelo hamado esalamento difusivo, aser alançado em energias muito altas. Ao �nal de ada apítulo apresentamos onlusõespariais, que aqui vamos resumir, além de apresentar e omentar os resultados obtidos etraçar perspetivas futuras.No apítulo 1 vimos aspetos básios da QCD perturbativa. Além disto, apresentamos oDIS, bem omo sua interpretação em termos do modelo de pártons e em relação ao referenialde dipolos de or. Esse foi o proesso utilizado para a investigação das �utuações. Porúltimo apresentamos as dinâmias lineares para a evolução, DGLAP e BFKL, bem omosua inapaidade de desrever os dados na região de altas densidades part�nias.No apítulo 2, vimos omo os efeitos de saturação são neessários para suavizar o forteresimento das seções de hoque no limite de altas energias, quando as equações de evoluçãolineares DGLAP e BFKL deixam de ser válidas. A inlusão desses efeitos na evolução édesrita pelas equações de evolução não lineares, dentre as quais destaamos, para o presentetrabalho, equações de evolução onstruídas no referenial de dipolos de or: a equação deBalitsky e Kovhegov (BK), que pode ser vista omo uma aproximação de ampo médiona densidade de glúons para a hamada hierarquia de Balitsky. Estas equações inluemtermos de emissão de partíulas � do tipo BFKL, e termos de reombinação de partíulas,de forma que unitarizam a evolução BFKL para a densidade de dipolos.No apítulo 3 apresentamos um modelo para a seção de hoque de dipolos � modeloAGBS, o qual foi onstruído om base nas soluções assintótias da equação de evoluçãoBK no espaço de momentum, e que desreve muito bem os dados de DIS em HERA, us-ando aoplamento αs �xo. A onstrução do modelo se baseia no desenvolvimento atual deuma onexão entre a evolução da QCD em altas energias om proessos de reação�difusãoonheidos da físia estatístia. Para tanto, mostrou-se que a equação BK está em lassede equivalênia om a equação FKPP para proessos de reação�difusão, de forma que asamplitudes de espalhamento apresentam o esalamento geométrio esperado pelas soluçãonumérias da equação BK. O modelo AGBS, omo foi hamado, se mostra muito bom em



Conlusões 73omparação om outros modelos para a seção de hoque de dipolos omo os modelos GBW eIIM, que também apresentam o esalamento geométrio, mas que possuem alguns problemasquando transformados para o espaço de momentum.A introdução dos hamados efeitos de �utuações faz-se neessária ao modelo AGBS,pois a hierarquia de Balitsky, e portanto a equação BK, não leva em onta os múltip-los espalhamentos no projétil responsáveis pelos efeitos de �utuações na evolução do alvo.No apítulo 4 vimos omo a evolução de dipolos de or fornee um referenial satisfatóriopara a desrição de �utuações, visto que em pouos passos de evolução estes efeitos já semanifestam. Adiionando efeitos de saturação à essa evolução, onstruímos as hamadasequações de laços de pomerons, as quais formam uma hierarquia in�nita de equações paraa amplitude de dipolos levando em onta tanto efeitos de saturação omo de �utuações.Mostramos ainda que esta hierarquia pode ser reesrita omo uma equação de Langevin es-toástia, onde o termo de ruído estoástio é o responsável pelo surgimento das �utuaçõesno deorrer da evolução. Neste tipo de evolução, as amplitudes de espalhamento se tornamamplitudes evento�por�evento, sendo que para um dado momento da evolução � um dadovalor de rapidez, terão origem diversas amplitudes distribuídas de forma aproximadamentegaussiana em relação ao momento transverso. Uma das prinipais onseqüênias para aevolução em altas energias é que a amplitude físia, tomada omo a média sobre a dis-tribuição das amplitudes individuais, não preserva o esalamento geométrio, embora asamplitudes individuais o preservem, omo visto no apítulo 3. O novo esalamento, quedepende do oe�iente de difusão assoiado às �utuações, é hamado esalamento difusivo,signi�ando que em energias muito altas a forma das amplitudes deve ser dispersa om opassar da evolução.Nesta análise estoástia da evolução, a onexão om proessos de reação�difusão éválida novamente, pois a equação de Langevin menionada pode ser esrita omo umaforma estoástia da equação FKPP � a hamada equação sFKPP. Esta equação é igual aequação FKPP adiionada de um termo de ruído responsável pelas �utuações. Neste sentido,a inlusão de �utuações no modelo AGBS é feita onsiderando a amplitude AGBS omosendo uma amplitude evento�por�evento, sendo que a amplitude físia que inlui ao modeloas �utuações é obtida omo a média em relação à variável estoástia ρs = ln(k2
0/Q

2
s(Y )),onde Qs(Y ) é a esala de saturação dependente da rapidez Y , que de�ne as amplitudesindividuais.Partimos então para a desrição dos dados de DIS em HERA. Como menionado, aamplitude AGBS é tratada omo individual e estoástia em ρs e deve ser integrada nestavariável, que apresenta um distribuição de probabilidades gaussiana. Esta integração foifeita e o resultado usado para parametrizar a função de estrutura do próton F2 que en-tão é ajustada globalmente aos dados mais reentes das olaborações H1 e ZEUS do olisorHERA. Como resultado obtivemos que o oe�iente de difusãoD, que arateriza a presençade �utuações e foi tratado omo parâmetro livre, tendeu a valores muito próximos de zero,on�rmando � sob o ponto de vista do modelo AGBS � que os efeitos de �utuações sãoirrelevantes na desrição de proessos nas energias atingidas em HERA. Este resultado estáde aordo om simulações da equação de Langevin, as quais prevêem que as �utuações sãoimportantes para energias maiores do que as atingidas em HERA. Entretanto, realizamos omesmo ajuste levando em onta somente os dados de H1, inspirados por alguns desenvolvi-mentos na literatura, e enontramos um valor de D que on�rma a presença de �utuações



Conlusões 74mesmo em HERA, sendo este valor semelhante ao que advém de modelos unidimensionaispara a QCD.Para o futuro, abe busar observáveis onde sejam possíveis veri�ar o esalamentodifusivo em energias muito altas, omo as alançadas no Large Hadron Collider (LHC). Umaanálise do modelo AGBS om aoplamento dinâmio seria interessante para veri�armos seos efeitos de �utuações realmente são suprimidos da evolução quando o aoplamento édinâmio, omo sugerem as simulações om o modelo unidimensional para a QCD.



Apêndie AA função de estrutura do próton noespaço de momentumVamos mostrar aqui que a função de estrutura do próton é dada, no espaço de momen-tum, por
F2(x,Q
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dz |Ψ̃(k2, z;Q2)|2T (k, Y ), (A.1)onde a função de onda do fóton é agora expressa no espaço de momentum
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(A.2)
om Q̄2

q = z(1 − z)Q2 +m2
q.A função de estrutura do próton pode ser esrita, em termos das seções de hoquelongitudinal e transversal, omo

F2(x,Q
2) =

Q2

4π2αem

[

σγ∗p
T (x,Q2) + σγ∗p

L (x,Q2)
]

, (A.3)onde os índies T, L indiam as omponentes transversais e longitudinais, respetivamente,da seção de hoque fóton�próton. Trabalhando no formalismo de dipolos estas seções dehoque assumem formas fatorizadas
σγ∗p

T,L(Q2, Y ) =

∫

d2r

∫ 1

0

dz|ΨT,L(r, z;Q2)|2σγ∗pdip (r, Y ), (A.4)onde r é a separação transversa do par qq̄, z é a fração de momento do fóton portada peloquark e ΨT,L(r, z;Q2) são as omponentes tranversais e longitudinais, rspetivamente, da



A função de estrutura do fóton no espaço de momentum 76função de onda do fóton. A quantidade σγ∗pdip (r, Y ) é a seção de hoque dipolo�próton, a qualpode ser esrita em função da amplitude de espalhamento dipolo�próton através de
σγ∗pdip (r, Y ) = 2πR2

pT (r, Y ), (A.5)om Rp designando o raio do próton, assumido omo homogêneo.As funções de onda do fóton ΨT,L(r, z;Q2), que desrevem a on�guração do par qq̄, sãodadas por [14℄
|ΨT (r, z;Q2)|2 =

Ncαem

2π2

∑

q

e2q
{[
z2 + (1 − z)2

]
Q̄2

qK
2
1 (Q̄qr) +m2

qK
2
0(Q̄qr)

} (A.6)
|ΨL(r, z;Q2)|2 =

Ncαem

2π2

∑

q

e2q
{
4Q2z2(1 − z)2K2

0 (Q̄qr)
}
, (A.7)onde mq é a massa dos quarks e K0,1 são as funções de MDonald de ordem zero e um,respetivamente. Com tudo isto esrevemos:
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φ(r, z) = φT (r, z) + φL(r, z) om φT,L(r, z) = |ΨT,L(r, z)|2 (A.9)para failitar a notação, temos
F2(x,Q

2) =
Q2R2

p

2παem

∫

d2r

∫ 1

0

dzφ(r, z)T (r, Y ), (A.10)onde não expliitamos a dependênia em Q2 nas funções de onda do fóton, embora ela estejapresente.Seja agora a seguinte Transformada de Fourier
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A função de estrutura do fóton no espaço de momentum 77Com estas transformadas, F2 se torna
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Mas de (A.14) resulta que
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(A.16)substituindo (A.6) e (A.7) nesta relação, temos uma expressão para F2 no espaço de mo-mentum. Assim,
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. (A.17)As integrais em r aima são tabeladas e temos omo resultado
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,(A.18)onde 2F1 são as funções hypergeométrias. Estas funções podem ser simpli�adas se expres-
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k2 + 2Q̄2
q

2Q̄2
q

)]

=
8Q̄4

q

2Q̄2
qk

2(k2 + 4Q̄2
q)

2




24Q̄4

q + 16Q̄2
qk

2 + 4k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)

arsinh( k

2Q̄q

)

−
3k2 + 6Q̄2

q

Q̄2
q

]

.

(A.24)
Subtraindo (A.23) e (A.24) obtemos omo resultado

8Q̄4
q

2Q̄2
qk

2(k2 + 4Q̄2
q)

2




2k2 + 2Q̄2

q

Q̄2
q

−
8Q̄4

q + 4Q̄2
qk

2 + 2k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)
arsinh( k

2Q̄q

)




16Q̄2
q

2Q̄2
qk

2(k2 + 4Q̄2
q)

2




2k2 + 2Q̄2

q

Q̄2
q

−
8Q̄4

q + 4Q̄2
qk

2 + 2k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)
arsinh( k

2Q̄q

)


 .

(A.25)
Substituindo este resultado, juntamente om (A.22) na expressão (A.18) para a função deestrutura do próton, esta se torna
F2(x,Q

2) =
Q2R2

pNc

2π2

∑

q

16Q̄4
q

2k2(k2 + 4Q̄2
q)

2
e2q

∫ 1

0

dz

∫ ∞

0

dk k T̃ (k, Y )

{

[
z2 + (1 − z)2

]

×




4(k2 + Q̄2

q)
√

k2(k2 + 4Q̄2
q

arsinh( k

2Q̄q

)

+
k2 − 2Q̄2

q

2Q̄2
q





+
Q2z2(1 − z)2 +m2

q

Q̄2
q




2k2 + 2Q̄2

q

Q̄2
q

−
8Q̄4

q + 4Q̄2
qk

2 + 2k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)
arsinh( k

2Q̄q

)




}

=
Q2R2

pNc

4π2

∑

q

(

4Q̄2
q

k2 + 4Q̄2
q

)2

e2q

∫ 1

0

dz

∫ ∞

0

dk

k
T̃ (k, Y )

{

[
z2 + (1 − z)2

]

×




4(k2 + Q̄2

q)
√

k2(k2 + 4Q̄2
q

arsinh( k

2Q̄q

)

+
k2 − 2Q̄2

q

2Q̄2
q





+
Q2z2(1 − z)2 +m2

q

Q̄2
q




2k2 + 2Q̄2

q

Q̄2
q

−
8Q̄4

q + 4Q̄2
qk

2 + 2k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)
arsinh( k

2Q̄q

)




}

.(A.26)



A função de estrutura do fóton no espaço de momentum 81Comparando esta última om (A.1), vemos que são idêntias e visualizamos a função deonda do fóton no espaço de momentum omo
|Ψ̃(k2, z;Q2)|2 =

∑

q

(

4Q̄2
q

k2 + 4Q̄2
q

)2

e2q

{

[
z2 + (1 − z)2

]

×




4(k2 + Q̄2

q)
√

k2(k2 + 4Q̄2
q

arsinh( k

2Q̄q

)

+
k2 − 2Q̄2

q

2Q̄2
q





+
Q2z2(1 − z)2 +m2

q

Q̄2
q




2k2 + 2Q̄2

q

Q̄2
q

−
8Q̄4

q + 4Q̄2
qk

2 + 2k4

Q̄2
q

√

k2(k2 + 4Q̄2
q)
arsinh( k

2Q̄q

)




}

,(A.27)a qual é igual a expressão (A.2), o que ompleta a prova.



Apêndie BA distribuição de probabilidade para aesala de saturação estoástiaSeja P (ρs) a distribuição de probabilidade para a variável ρs = log (Q2
s(Y )/k2

0). Vamosalular P (ρs) através dos umulantes desta distribuição. Sabemos, da físia estatístia, queo primeiro e o segundo umulante são iguais a média e a variânia da variável onsiderada,respetivamente. No aso de uma distribuição gaussiana, os umulantes de mais alta ordemsão nulos, mas este não é o aso de P (ρs). Reentemente, Brunet, Derrida, Mueller eMunier [74℄ mostraram que os umulantes de ordens mais altas são proporionais ao segundoumulante. Assim, temos
κ1 = 〈ρs〉 = ᾱvY, κ2 = σ2 = ᾱDY, κn =

3γ2
c

π2

n!ζ(n)

γn
c

σ2, (B.1)onde v e D são oe�ientes araterizando a veloidade e a dispersão das frentes de ondapropagantes, ζ(n) é a função zeta de RiemannPartimos da função geratriz para os momentos de P (ρs)

〈
eλρs

〉
=

∫ +∞

−∞

dρse
λρsP (ρs). (B.2)A função geratriz para os umulantes de P (ρs) é dada por

log
〈
eλρs

〉
=

∞∑

n=1

κnλ
n

n!
= κ1λ+

κ2λ
2

2
+ . . .

= 〈ρs〉λ+
3γ2

c

π2
σ2

∞∑

n=2

ζ(n)λn

γn
c

,

(B.3)onde usamos (B.1). Usando a seguinte representação integral paa a função zeta de Riemann
ζ(n) =

1

Γ(n)

∫ ∞

0

du
un−1

eu − 1
, (B.4)
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log
〈
eλρs

〉
= 〈ρs〉λ+

3γ2
c

π2
σ2

∞∑

n=2

1

Γ(n)

∫ ∞

0

du
un−1

eu − 1

λn

γn
c

= 〈ρs〉λ+
3γ2

c

π2
σ2

[
∫ ∞

0

du
1

u(eu − 1)

∞∑

n=2

1

Γ(n)

(
uλ

γc

)n
]

︸ ︷︷ ︸

A

.
(B.5)

Mas, om Γ(n) = (n− 1)!, resulta
A =

∫ ∞

0

du

u

1

eu − 1

∞∑

n=2

1

(n− 1)!

(
uλ

γc

)n

=

∫ ∞

0

du

u

1

eu − 1

[
∞∑

n=2

1

(n− 1)!

(
uλ

γc

)n−1
]

uλ

γc

=

∫ ∞

0

du

u

1

eu − 1

[
∞∑

n=1

1

n!

(
uλ

γc

)n
]

︸ ︷︷ ︸

e
uλ
γc −1

uλ

γc

=
λ

γc

∫ ∞

0

du
e

uλ
γc − 1

eu − 1
. (B.6)A integral à direita da expressão aima pode ser alulada om ajuda da expressão 6.3.22do Abramowitz & Stegun [75℄,

ψ(z) + γE =

∫ ∞

0

e−t − e−zt

1 − e−t
dt, (B.7)onde γE é a onstante de Euler-Masheroni. Com z = 1 − s, esta se torna

ψ(1 − s) + γE =

∫ ∞

0

e−t − e−(1−s)t

1 − e−t
dt

=

∫ ∞

0

e−t(1 − est)

1 − e−t
dt

= −
∫ ∞

0

est − 1

et − 1
dt .

(B.8)
Logo, om s = λ/γc, a expressão para A se torna

A = − λ

γc

[

γE + ψ

(

1 − λ

γc

)]

. (B.9)Com isso, temos que a função geratriz para os umulantes de P (ρs) é
log
〈
eλρs

〉
= 〈ρs〉λ− 3γcσ

2

π2
λ

[

γE + ψ

(

1 − λ

γc

)]

, (B.10)ou,
〈
eλρs

〉
= exp {〈ρs〉 λ− 3γcσ

2

π2
λ

[

γE + ψ

(

1 − λ

γc

)]

}. (B.11)



A distribuição de probabilidade para a esala de saturação estoástia 84Tomando a inversa da transformada de Laplae (B.2) e usando a expressão (B.11) para
〈
eλρs

〉, resulta que:
P (ρs) =

c+ı∞∫

c−ı∞

dλ

2ıπ
exp

{

−(ρs − 〈ρs〉)λ− 3γcσ
2

π2
λ

[

γE + ψ

(

1 − λ

γc

)]}

=

c+ı∞∫

c−ı∞

dλ

2ıπ
exp

{

−zλ − bλ

[

γE + ψ

(

1 − λ

γc

)]}

,

(B.12)
onde

z = ρs − 〈ρs〉 , e b =
3γcσ

2

π2
. (B.13)Vamos resolver (B.12) na aproximação de ponto de sela. Assim, seja

f(λ) = −zλ− bλ [γE + ψ(ε)] , (B.14)onde ε = 1 − λ/γc. A derivada desta última em relação à λ é:
df(λ)

dλ
= − z − b [γE + ψ(ε)] − bλψ(1)(ε)

∂ε

∂λ

= − z − b

[

γE + ψ(ε) − λ

γc

ψ(1)(ε)

]

= − z − b
[
γE + ψ(ε) − (1 − ε)ψ(1)(ε)

]
.

(B.15)A ondição de ponto de sela implia nesta derivada ser nula para λ = λ̃, onde λ̃ é o valorque extremiza a função f(λ). (No aso, que minimiza.) Desta forma,
df(λ)

dλ

∣
∣
∣
∣
∣
λ=λ̃

= −z − b
[
γE + ψ(ε̃) − (1 − ε̃)ψ(1)(ε̃)

]
= 0, (B.16)ou seja,

z + b
[
γE + ψ(ε̃) − (1 − ε̃)ψ(1)(ε̃)

]
= 0, (B.17)onde ε̃ = 1 − λ̃/γc. No ponto de sela, λ̃, a função f(λ) é dada por

f(λ̃) = −zλ̃ − bλ̃ [γE + ψ(ε̃)] = −bλ̃(1 − ε̃)ψ(1)(ε̃), (B.18)onde usamos a ondição (B.17) na última igualdade. Sendo b = 3γcσ
2/π2 e λ̃ = γc(1 − ε̃),temos que

f(λ̃) = −3γ2
cσ

2

π2
(1 − ε̃)2ψ(1)(ε̃). (B.19)
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d(2)f(λ)

dλ2

∣
∣
∣
∣
∣
λ=λ̃

= − b

[

ψ(1)(ε̃)

(

−−1

γc

)

−
(

1 − 1 +
1

γc

)

ψ(1)(ε̃) − (1 − ε̃)ψ(2)(ε̃)

(

−−1

γc

)]

= − b

[
2

γc
ψ(1)(ε̃) +

1 − ε̃

γc
ψ(2)(ε̃)

]

=
2b

γc

[

ψ(1)(ε̃) − 1 − ε̃

2
ψ(2)(ε̃)

]

=
6σ2

π2

[

ψ(1)(ε̃) − 1 − ε̃

2
ψ(2)(ε̃)

]

. (B.20)Para proeder om a aproximação, expandimos f(λ) em série de Taylor em torno domínimno λ̃, ou seja,
f(λ) = f(λ̃) + f (1)(λ̃)(λ− λ̃) +

1

2
f (2)(λ− λ̃)2 + O[(λ− λ̃)3]. (B.21)A ondição de extremo da função f(λ) implia f(λ̃) = 0. Assim, até segunda ordemaproximamos esta função por

f(λ) ≈ f(λ̃) +
1

2
f (2)(λ− λ̃)2. (B.22)Substituindo esta na expressão (B.12), resulta

P (ρs) =
ef(λ̃)

2ıπ

c+ı∞∫

c−ı∞

dλe
f(2)

2
(λ−λ̃)2 . (B.23)Na integral aima, a onstante c = Re(λ) é esolhida de tal forma que mantenha à esquerdada região de integração os possíveis pólos do integrando, tornando o aminho de integraçãoparalelo ao eixo imaginário. No aso, os pólos apareeriam nas funções poligamas ψ(m)(ε̃),om ε̃ = 1 − λ/γc. Assim, esolhemos esta onstante tal que c < γc. Para realizar aintegração fazemos uma mudança de variáveis que translade o aminho de integração paraa origem do plano omplexo, deixando este sobre o eixo imaginário, seguida de uma rotaçãodeste aminho para que orra sobre o eixo real de −∞ a +∞. Ou seja, om λ = c + ıutemos que:

P (ρs) =
ef(λ̃)

2ıπ

∞∫

−∞

ıdue
f(2)

2
(c+ıu−λ̃)2

=
ef(λ̃)

2π

∞∫

−∞

due
f(2)

2 [(c−λ̃)2+2ı(c−λ̃)u−u2]

=
ef(λ̃)

2π
eA(c−λ̃)2

∞∫

−∞

due−Au2+2ıA(c−λ̃)u.

(B.24)



A distribuição de probabilidade para a esala de saturação estoástia 86Na última igualdade, �zemos A = f (2)/2. A integral restante é justamente uma integralgaussiana, de forma que
P (ρs) =

ef(λ̃)

2π
eA(c−λ̃)2

√
π

A
exp

{

[2ıA(c− λ̃)]2

4A

}

=
ef(λ̃)

2π
eA(c−λ̃)2

√
π

A
exp

{

−4A2(c− λ̃)2

4A

}

=
ef(λ̃)

2π
eA(c−λ̃)2

√
π

A
e−A(c−λ̃)2

=
ef(λ̃)

√
4πA

.

(B.25)
Usando as expressões (B.19) e (B.20) para f(λ̃) e A, respetivamente, resulta que:
P (ρs) =

{
12σ2

π

[

ψ(1)(ε̃) − 1 − ε̃

2
ψ(2)(ε̃)

]}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c (1 − ε̃)2ψ(1)(ε̃)

}

. (B.26)Nesta expressão, não sabemos o valor exato de ε̃, pois a expressão (B.17) não possui soluçãoexata. Podemos, no entanto, analizar alguns limites interessantes:(ı) z/b → 0, ou seja, |z| ≪ γcσ
2.O que domina a expressão (B.17) são as funções poligamas Ψ(m)(ε̃). Assim, omo

ψ(1) = −γE e ψ(1)(1) = π2/6, temos que o limite aima vale para ε̃→ 1. Assim,
−z
b

=γE + ψ(1) − 2(1 − ε̃)ψ(1)(1)

=γE − γE − 2(1 − ε̃)
π2

6

(B.27)ou
ε̃ = 1 − 3z

π2b
. (B.28)
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P (ρs) =

{
12σ2

π

[

ψ(1)(1) − 3z

2π2b
ψ(2)(1)

]}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

(
3z

π2b

)2

ψ(1)(1)

}

=

{
12σ2

π

[
π2

6
− 3z

2π2

π2

3γcσ2
(−2ζ(3))

]}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

9z2

π4b2
π2

6

}

=

{
12σ2

π

[
π2

6
+
π2

6

(
6ζ(3)z

π2γcσ2

)]}−1/2

exp

{

−σ
2

2
γ2

c

9z2

π4

π4

9γ2
cσ

4

}

=

{

2πσ2

[

1 +
6ζ(3)z

π2γcσ2

]}−1/2

exp

(

− z2

2σ2

)

=
1√

2πσ2

[

1 +
6ζ(3)z

π2γcσ2

]−1/2

︸ ︷︷ ︸

(1+x)−1/2≈1−x/2

exp

(

− z2

2σ2

)

=
1√

2πσ2

[

1 − 3ζ(3)z

π2γcσ2

]

exp

(

− z2

2σ2

)

. (B.29)No limite em questão, vale que z ≪ γcσ
2 = γcᾱDY . Assim, para altas energias, adistribuição é aproximadamente uma gaussiana dada por

P (ρs) ≈
1√

2πσ2
exp

(

− z2

2σ2

)

. (B.30)(ıı) z/b → ∞, ou seja, z ≫ γcσ
2.Agora, de aordo om (B.17), para atingir o limite aima temos que tomar o limite

ψ(ε̃) → ∞, o que vale para ε̃→ 0. Tomamos então a expansão em séries das funçõespoligamas até segunda ordem
ψ(ε̃) ≈ −1

ε̃
− γE,

ψ(1)(ε̃) ≈ 1

ε̃2
+
π2

6
,

ψ(2)(ε̃) ≈ − 2

ε̃3
− 2ζ(3).

(B.31)Substituindo estas expressões em (B.17), obtemos
−z
b

=γE − 1

ε̃
− γE − (1 − ε̃)

(
1

ε̃2
+
π2

6

)

= − 1

ε̃
− (1 − ε̃)

ε̃2
− (1 − ε̃)
︸ ︷︷ ︸

≈1,ε̃→0

π2

6

= − 1

ε̃2
− π2

6
⇒ 1

ε̃2
=
z

b
− π2

6
=

6z − π2b

6b
.

(B.32)
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ε̃2 =

6b

6z − π2b
=
b

z

1

1 − π2b
6z

⇒ ε̃ =

√

b

z

(

1 − π2b

6z

)−1/2

=

√

b

z

(

1 +
π2b

12z

)

.

(B.33)Com b = 3γcσ
2/π2, resulta

ε̃ =

√

3γcσ2

π2z

(

1 +
γcσ

2

4z

)

. (B.34)Antes de mais nada, notemos que estamos no aso em que z ≫ γcσ
2, de forma que otermo mais à direita da relação aima tende a zero. Assim, substituindo tal valor de

ε̃ nas funções poligamas e na distribuição de probabilidade (B.26), esta última tomaa forma
P (ρs) ≈

{

12σ2

π

[

π2z

3γcσ2

(

1 +
γcσ

2

4z

)−2

+
π2

6
− 1

2

(

1 −
√

3γcσ2

π2z

(

1 +
γcσ

2

4z

))

×(−2)

((
π2z

3γcσ2

)3/2(

1 +
γcσ

2

4z

)−3/2

+ ζ(3)

)]}−1/2

× exp






−3σ2

π2
γ2

c

(

1 −
√

3γcσ2

π2z

(

1 +
γcσ

2

4z

))2(

π2z

3γcσ2

(

1 +
γcσ

2

4z

)−2

+
π2

6

)





.

(B.35)
Desprezando os termos onde z ≫ γcσ

2 e notando que neste limite as onstantes nãoontribuem, resulta
P (ρs) ≈

{

12σ2

π

[

π2z

3γcσ2
+

(

1 −
√

3γcσ2

π2z

)(
π2z

3γcσ2

)3/2
]}−1/2

× exp






−3σ2

π2
γ2

c

(

1 −
√

3γcσ2

π2z

)2
π2z

3γcσ2







≈
{

12σ2

π

[

π2z

3γcσ2
+

(
π2z

3γcσ2

)3/2

−
(
π2z

3γcσ2

)
√

π2z

3γcσ2

√

3γcσ2

π2z

]}−1/2

× exp

{

−γc z

(

1 − 2

√

3γcσ2

π2z
+

3γcσ
2

π2z

)}

≈
{

12σ2

π

(
π2z

3γcσ2

)3/2
}−1/2

︸ ︷︷ ︸

A

exp

{

−γc z

(

1 − 2

√

3γcσ2

π2z

)}

.

(B.36)
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A =

[

12σ2

π

(
π2z

3γcσ2

)(
π2z

3γcσ2

)1/2
]−1/2

=

[

3 · 4π2σ2

33/2

(
z

γcσ2

)3/2
]−1/2

=

[

3−1/2 · 4π2σ2

(
z

γcσ2

)3/2
]−1/2

=
31/4

2πσ

(
z

γcσ2

)3/4

.

(B.37)Com isto temos que:
P (ρs) ≈

31/4

2πσ

(
z

γcσ2

)3/4

exp

{

−γc z

(

1 − 2

√

3γcσ2

π2z

)}

. (B.38)(ııı) z/b → −∞, ou seja, z ≪ γcσ
2.Agora, queremos ε̃→ ∞, o que nos leva a tomar as expansões assintótias das funçõespoligamas, as quais, até segunda ordem são dadas por

ψ(ε̃) ≈ ln (ε̃) − 1

2ε̃
,

ψ(1)(ε̃) ≈ 1

ε̃
+

1

ε̃2
,

ψ(2)(ε̃) ≈ − 2

ε̃2
− 1

ε̃3
.

(B.39)Substituindo estas até primeira ordem em (B.17), resulta
−z
b

=γE + ln (ε̃) − (1 − ε̃)
1

ε̃
= γE + ln (ε̃) − 1

ε̃
+ 1

⇒ exp

{

ln(ε̃) − 1

ε̃

}

= exp
{

−z
b
− γE − 1

}

ε̃ e−1/ε̃
︸ ︷︷ ︸

≈1−1/ε̃

= ε̃

(

1 − 1

ε̃

)

= exp
{

−z
b
− γE − 1

}

,

(B.40)
logo,

ε̃ = exp
{

−z
b
− γE − 1

}

+ 1. (B.41)Desta forma, mantendo termos até ordem O(ε̃−2) nas expansões das funções poliga-mas, a distribuição (B.26) toma a forma
P (ρs) =

{
12σ2

π

[
1

ε̃
+

1

2ε̃2
+

1

2
(1 − ε̃)

1

ε̃2

]}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c (1 − ε̃)2

(
1

ε̃
+

1

2ε̃2

)}

=

{
12σ2

π

[
1

2ε̃
+

1

ε̃2

]}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

(
1

ε̃2
+ ε̃− 1 − 1

2

)}

. (B.42)
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P (ρs) =

{
6σ2

π

1

ε̃

}−1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

(

(ε̃− 1) − 1

2

)}

=

√
π

6

1

σ

{

exp
(

−z
b
− γE − 1

)

+ 1
}1/2

exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

[

exp
(

−z
b
− γE − 1

)

− 1

2

]}

=

√
π

6

1

σ

{

exp

(

−π
2

3

z

γcσ2
− γE − 1

)

+ 1

}1/2

× exp

{

−3σ2

π2
γ2

c

[

exp

(

−π
2

3

z

γcσ2
− γE − 1

)

− 1

2

]}

. (B.43)Como, neste aso, vale que z ≪ −γcσ
2, temos que o termo na raiz quadrada naexpressão aima é dominado pela exponenial. Assim, obtemos omo resultado umadistribuição de Gumbel, a qual vai a zero rapidamente no limite z ≪ −γcσ

2, ou seja,
P (ρs) ≈

√
π

6

1

σ
exp

{

− π2z

6γcσ2
− 1 + γE

2
− 3σ2γ2

c

π2

[

exp

(

− π2z

3γcσ2
− γE − 1

)

− 1

2

]

.

}(B.44)Analisando a distribuição omo uma função de z, partindo de z = −∞, a transição entreo regime (B.44) e o regime (B.30) oorre para z = −γcσ
2 ao passo que a transição entre osregimes (B.30) e (B.38) ooore para z = γcσ

2. Para estes pontos temos que ρs = 〈ρs〉±γcσ
2om probabilidade da ordem de exp (−γ2

cσ
2)/σ, a qual é muito pequena. Com isso, vemosque a distribuição de probabilidade não gaussiana apenas omo pequenas �utuações, sendoque a expressão (B.30) para desrever a maioria dos eventos.
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