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Resumo

D'AVILA, V.M.R. Estudo sobre Modelos de Fissuragao de Pegas de Concreto Armado via
Método dos Elementos Finitos. 2003. Tese (Doutorado em Engenharia) — Programa de Pds-
Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O objetivo desta tese ¢ apresentar dois modelos distintos para representar as fissuras em pecas
de concreto armado: um do tipo distribuido e outro do tipo incorporado. Os modelos de
fissura incorporada se baseiam no conceito de descontinuidades incorporadas dentro do
campo de deslocamento do elemento finito padrdo. J4 nos modelos de fissura distribuida a
descontinuidade do campo de deslocamentos causada pela fissura ¢ espalhada ao longo do
elemento.

O modelo distribuido proposto apresenta um diagrama tensdo-deformacdo multilinear e sua
calibragem ¢ feita, segundo o Codigo Modelo CEB-FIP 1990, através de ensaios de tirantes
de concreto armado.

O modelo incorporado implementado ¢ baseado no modelo de Dvorkin, Cuitifio e Gioia, o
qual ndo inclui a contribuicdo da armadura no equilibrio interno de forgas do elemento. A
inclusdo da parcela da armadura ¢ feita através de um modelo de transferéncia de tensdo por
aderéncia, conforme Russo, Zingone ¢ Romano, Russo ¢ Romano e FIB - Bulletin 10.

Para representar o comportamento do concreto intacto, utiliza-se o modelo constitutivo de
Ottosen. Trata-se de um modelo elastico ndo-linear, tridimensional, que utiliza valores
secantes dos parametros do material.

J& para simular o comportamento das barras de ago da armadura, emprega-se o modelo
incorporado desenvolvido por Elwi e Hrudey. Neste modelo, permite-se uma disposi¢ao
arbitraria das barras de ago no interior dos elementos de concreto. O modelo constitutivo
adotado para a armadura ¢ do tipo elasto-plastico com endurecimento.

Por fim, alguns exemplos numéricos sao analisados com o objetivo de comprovar a eficacia

dos dois modelos propostos.

Palavras-chave: concreto armado; fissuragdo; modelo incorporado; modelo distribuido.
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Abstract

D'AVILA, V.M.R. Estudo sobre Modelos de Fissuragao de Pegas de Concreto Armado via
Método dos Elementos Finitos. 2003. Tese (Doutorado em Engenharia) — Programa de Pds-
Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The aim of this thesis is to present two distinct models of representation of cracks in
reinforced concrete members: a smeared and a embedded representation. In the smeared
representation, cracked material is treated as an equivalent continuum. In the embedded
model, cracks are modeled as a displacement discontinuity within an element.

The smeared model proposed presents a multilinear stress-strain diagram. The calibration of
this diagram is made, in accordance with CEB-FIP Model Code 1990, by experimental
results.

The embedded model proposed is based on the original model presented by Dvorkin, Cuitifio
e Gioia. This original model does not consider the inclusion of the reinforcement contribution
in the internal force equilibrium of the element. A bond stress-transfer approach is used to
include this reinforcement contribution in the proposed model.

To represent the behavior of the uncracked concrete, the Ottosen constitutive model was used.
This is a tridimensional elastic nonlinear model that uses secant values of the material
parameters.

The embedded model presented by Elwi and Hrudey was employed to represent the
reinforcement bars.

Some numerical simulations are showed to verify the performance of the two proposed

models.

Key-words: reinforced concrete; cracking; embedded model; smeared model.



1 Introducao

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A propriedade mais marcante do concreto, para definicdo do seu comportamento estrutural, ¢
a sua baixa resisténcia a tracdo frente a sua resisténcia a compressdo. Isto faz com que as
estruturas de concreto funcionem fissuradas ja para baixos niveis de carga. As fissuras
reduzem consideravelmente a rigidez da estrutura; quando elas se formam, a distribuicao
interna das tensdes ¢ grandemente modificada e o concreto comeca a apresentar

comportamento nao-linear.

O processo de evolugdo da fissuracdo em estruturas de concreto apds a aplicagdo da carga ¢
caracterizado pelo crescimento das microfissuras através da pasta de cimento e a jungdo
destas em macrofissuras. Estas macrofissuras permanecem descontinuas durante um periodo,
permitindo a transferéncia de esforgos. Este processo de evolucdo da fissuragdo faz com que o
concreto ndo rompa quando a tensdo maxima ¢ alcangada, mas sim que ele sofra um

decréscimo gradual de tensdo com o aumento de deformagdo, chamado amolecimento.

No concreto simples, devido a este comportamento de amolecimento, as deformacgdes tendem
a se localizar em uma pequena zona da estrutura, denominada banda de fissura¢do. A
determinagdo da largura desta banda de fissuragdo tem atraido a aten¢do de muitos
pesquisadores nos ultimos anos - Bazant e Cedolin (1979 e 1980), Bazant e Oh (1983), Rots
(1988), Oliver (1989 e 1990), etc. Este interesse se deve ao fato que esta localizacdo de
deformacdes ocasiona que as respostas de simulagdes numéricas sejam dependentes da malha
em aplicagdes do Método dos Elementos Finitos quando modelos que consideram esta banda
de fissuracdo para representar o comportamento do concreto fissurado sdo empregados. Uma
forma de amenizar este problema ¢ relacionar o modelo constitutivo a energia de fratura e a

geometria da malha de elementos finitos.
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No concreto armado o processo ¢ diferente, devido a aderéncia entre o concreto e a armadura,
as fissuras se desenvolvem ao longo da estrutura. A aderéncia possibilita a transmissdao da
tensdo de tragdo do concreto para a armadura e vice-versa, fazendo com que o concreto entre
fissuras permanec¢a com uma significativa capacidade de absorver solicitagdo. Este fendmeno
¢ chamado de “tension-stiffening” pois acarreta uma resposta mais rigida do que a resposta de

comportamento fragil.

c comportamento real

o~ armadura pura

concreto entre fissuras

~~amolecimento do concreto

armadura

Figura 1.1: Superposi¢ado de rigidezes.

Segundo Feenstra e de Borst (1993 e 1995), na simulagdo numérica do comportamento em
tracdo do concreto armado fissurado deve-se considerar os dois fenomenos descritos
anteriormente, o amolecimento e o “tension-stiffening”, pois a rigidez da peca ¢ composta pela
soma das contribui¢des das rigidezes da armadura, do concreto simples (amolecimento) e do

concreto entre fissuras ("tension-stiffening"), como esta esquematizado na figura 1.1.

1.2 REPRESENTACAO DA FISSURACAO VIA METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

A perda de integridade estrutural no concreto devido a fissuragdo tem atraido muita atencao

dos engenheiros e pesquisadores nos ultimos anos, ja que, devido a natureza localizada,



discreta, a correta modelagem da fissura € um topico dificil, pois trata da descontinuidade no

campo de deslocamentos.

Historicamente, no contexto dos elementos finitos, duas linhas distintas vinham sendo
seguidas para representar a fissuracdo do concreto: a dos modelos de fissura discretas e a dos

modelos de fissuras distribuidas.

Na representagdo de forma discreta, as fissuras sao modeladas como descontinuidades de
deslocamentos entre os elementos. Estes modelos se baseiam na idéia de trabalhar sempre
com a parte do sélido que permanece continua e ndo danificada; na formacdo ou progressao
de uma fissura, seus lados se incorporam ao contorno do solido. Também, as fissuras devem
se desenvolver ao longo do contorno dos elementos, o que gera uma restricdo na dire¢ao da
propagacao das mesmas. Apesar dos esfor¢os atuais para contornar tais inconvenientes, como
geradores automaticos de malha e aumento da velocidade e memoria dos computadores, a

aplicag¢ao destes modelos fica limitada aos casos de progressao de poucas fissuras.

Quando as fissuras estdo espalhadas ao longo da estrutura, o que normalmente acontece em
estruturas de concreto armado, os modelos de fissura distribuida tém sido amplamente
aplicados. Nesta representacdo, o material fissurado ¢ tratado como continuo, e a
descontinuidade do campo de deslocamentos causada pela fissura ¢ espalhada ao longo do
elemento. Embora sejam usados com sucesso na analise da maioria das estruturas de concreto
armado, os modelos de fissura distribuida apresentam algumas deficiéncias quando
empregados para estudar situagdes de fraturamento localizado que ocorrem, principalmente,
nas estruturas de concreto simples. Também, alguns tipos de estruturas de concreto armado,
como vigas-parede que rompem por cisalhamento, podem apresentar uma situacdo de
fraturamento localizado. O problema da sensibilidade em relagdo a malha, que ¢ aliviado com

a introducdo dos conceitos da Mecanica da Fratura, ¢ uma destas deficiéncias.

Recentemente, modelos de fissura incorporada tém sido desenvolvidos como uma alternativa
para a simulacdo numérica da fissuragao em estruturas de concreto simples e armado. Estes
modelos se baseiam no conceito de descontinuidades incorporadas dentro de elementos finitos
padrdes. Portanto, combinam os pontos favoraveis das duas técnicas anteriores: as fissuras
podem se propagar em qualquer dire¢do e os resultados obtidos sdo independentes da malha

de elementos finitos utilizada.



1.3 OBJETIVO DO TRABALHO E METODOLOGIA EMPREGADA

O objetivo principal desta tese ¢ apresentar dois modelos de elementos finitos para representar
o comportamento do concreto armado fissurado: um do tipo distribuido ¢ um do tipo
incorporado. Foram implementados dois modelos distintos com o intuito de fazer uma analise

comparativa das vantagens e desvantagens apresentadas pelos mesmos.

O modelo distribuido proposto apresenta um diagrama tensdo-deformag¢do multilinear e sua
calibragem ¢ feita, segundo o Codigo Modelo CEB-FIP 1990, CEB (1993), através de ensaios
de tirantes de concreto armado. Os trés trechos que compdem o diagrama sao relativos aos

periodos de formagao de fissuras, fissuracdo estabilizada e escoamento da armadura.

O modelo incorporado proposto ¢ baseado no modelo de Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990), o
qual ndo inclui a contribuicdo da armadura no equilibrio interno de forg¢as do elemento. A
inclusdo da parcela da armadura no modelo proposto ¢ feita através de um modelo de

transferéncia de tensdo por aderéncia, conforme Russo, Zingone e Romano (1990).

Para representar o comportamento do concreto intacto, utiliza-se o modelo constitutivo de
Ottosen (1979). Trata-se de um modelo eléastico ndo-linear, tridimensional, que utiliza valores
secantes dos parametros do material. O critério de ruptura empregado também foi proposto

por Ottosen (1977).

J& para simular o comportamento das barras de aco da armadura, emprega-se o modelo
incorporado desenvolvido por Elwi e Hrudey (1989). Neste modelo, permite-se uma
disposicao arbitraria das barras de aco no interior dos elementos de concreto. O modelo
constitutivo adotado, para simular o comportamento do aco, ¢ do tipo elasto-plastico com

endurecimento.

Como programa base para implementar os modelos mencionados nos paragrafos anteriores,

utilizam-se as subrotinas propostas por Owen e Hinton (1977) e Hinton (1988).

Uma subrotina de solucdo de sistemas de equagdes lineares com matriz nao-simétrica foi
implementada, ver Ofiate (1992), pois a matriz de rigidez dos elementos do modelo
incorporado € ndo-simétrica. O algoritmo incremental iterativo empregado ¢ do tipo Newton-

Raphson modificado.



Devido ao fato de se ter implementado dois modelos distintos para representar o
comportamento do concreto armado fissurado, cada um com formulagdao e implementagao

computacional propria, a apresentacao dos modelos serd feita de forma independente.

Inicialmente, no capitulo 2, ¢ feito um histérico da modelagem de estruturas de concreto via
Método dos Elementos Finitos. Sdo apresentados modelos tanto do tipo distribuido, como dos
tipos incorporado e discreto. Também, sdao apresentados os denominados modelos

combinados.

A seguir, no capitulo 3, ¢ analisado o comportamento do concreto simples em tragdo, tanto o
comportamento estrutural (global) como o comportamento do material (local). Também,

mostra-se um resumo dos principais conceitos da Mecanica da Fratura.

A partir deste ponto, o trabalho ¢ dividido em duas partes: Parte I, onde se apresenta o
procedimento de implementagdo do modelo distribuido; e, Parte II, onde se apresenta o

procedimento de implementagdo do modelo incorporado.

A Parte I, Modelo Distribuido, ¢ composta pelos seguintes capitulos:

- Capitulo 4: Elementos finitos empregados para o concreto e para a armadura;
- Capitulo 5: Modelos constitutivos para os materiais;
- Capitulo 6: O modelo de fissuragao distribuida proposto;

- Capitulo 7: Exemplos de aplicagao.

A Parte 11, Modelo Incorporado, ¢ composta pelos seguintes capitulos:

- Capitulo 8: Modelos de fissura incorporada;

- Capitulo 9: O elemento finito para o concreto;

- Capitulo 10: O modelo de fissura incorporada implementado;
- Capitulo 11: Transferéncia de tensao por aderéncia;

- Capitulo 12: O modelo de fissura incorporada proposto;



A seguir, no capitulo 13, faz-se um estudo comparativo entre os dois modelos propostos,

através de alguns exemplos de aplicagdo numérica.

Finalmente, no capitulo 14, sdo apresentadas as conclusdes obtidas e sdo feitas algumas

sugestoes para trabalhos futuros.



2 Analise via Elementos Finitos da

Fissuracao em Estruturas de Concreto

O objetivo deste capitulo ¢ fazer uma revisdo bibliografica dos modelos de elementos finitos

existentes para representar a fissuragdo no concreto.

2.1 INTRODUCAO

Devido a natureza localizada, a correta modelagem da fissura ¢ um topico dificil, pois trata da
descontinuidade no campo de deslocamentos. Na simulacdo numérica de estruturas de
concreto armado fissuradas via Método dos Elementos Finitos, a escolha adequada do tipo de
modelo a ser utilizado em cada situagdo ¢ determinante. Particularmente, trés aspectos tém
especial importancia: como representar a fissura; como simular o comportamento do material

fissurado; e, como representar a armadura.
As fissuras podem ser modeladas de trés formas distintas: discreta, distribuida ou incorporada.

Na representacdo de forma discreta, a fissura é modelada pela separagdo dos lados dos
elementos. No Método dos Elementos Finitos, a menos que a trajetoria da fissura seja
conhecida antecipadamente, as fissuras discretas sao modeladas alterando-se a malha de
elementos finitos para suportar a propagacao das mesmas. Esta redefinicdo de malha tem um
custo computacional grande, o que dificulta a utilizagdo destes modelos quando se tem varias

fissuras espalhadas ao longo da peca, como no caso de estruturas de concreto armado.

Nos modelos de fissura distribuida, a descontinuidade do campo de deslocamentos causada
pela fissura ¢ espalhada ao longo do elemento, que tem sua equacdo constitutiva alterada.
Mesmo sabendo que a continuidade de deslocamentos assumida ¢ incompativel com a

descontinuidade real, modelos deste tipo foram os mais utilizados ao longo dos anos, devido



ao fato de sua aplicagdo computacional ser bastante simples e conseguirem modelar bastante
bem o comportamento estrutural global de pegas de concreto armado. Contudo, quando
combinados com modelos baseados na Mecanica da Fratura para simular o comportamento do
concreto fissurado, estes modelos ficam dependentes da malha de elementos finitos utilizada

na analise numérica.

Os modelos de fissura incorporada reunem os aspectos favoraveis das duas técnicas
anteriores: ndo se necessita fazer uma redefinicio de malha ¢ os resultados obtidos sao
independentes da malha de elementos finitos utilizada. Estes modelos se baseiam no conceito
de descontinuidades incorporadas dentro de elementos finitos padrdo. Por se tratar de um
método novo, que envolve uma formulagdo bastante complicada, e por ter sido empregado ao

longo desta tese, um estudo sobre modelos de fissura incorporada ¢ apresentado no capitulo 8.

Outro aspecto importante na andlise numérica de estruturas de concreto armado ¢ a escolha do
modelo a ser utilizado na simulagdo do comportamento pos-fissuragdo do concreto armado.
Existem varios modelos teoricos, que podem ser divididos, genericamente, em trés grupos:
modelos semi-empiricos; modelos com transferéncia de tensdo; e, modelos baseados na
Mecanica da Fratura. Nos modelos dos dois primeiros grupos, a fissuragdo do material ¢
governada pela resisténcia a tracdo do concreto; ja nos modelos do terceiro grupo, € a energia

de fratura o parametro governante.

Os modelos semi-empiricos sdo desenvolvidos através de valores obtidos em ensaios de pegas
de concreto armado. Como sdo baseados em valores experimentais, estes modelos apresentam
a vantagem de poder simular ndo sé os varios fendmenos que acontecem durante a fissuragao
do concreto armado, tais como o amolecimento do concreto e a contribui¢do do concreto entre
fissuras ("tension-stiffening"), mas também sua interagcdo. Contudo, quando estes modelos sao
empregados, ndo se consegue analisar separadamente a influéncia de cada um destes

fenomenos na resposta global da estrutura.

Os modelos com transferéncia de tensdo se baseiam na transferéncia de tensao, por aderéncia,
entre o aco e o concreto. A formacao de novas fissuras, até que uma configuracao final seja
estabelecida, estd associada ao fato de se ter espaco suficiente para transferir tensdo por

aderéncia entre os materiais.

Ja os modelos baseados na Mecanica da Fratura se baseiam em um critério energético para a

propagagdo das fissuras. Segundo este critério, para uma fissura se propagar, a taxa de energia
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de deformagdo dissipada na propagagdo deve ser pelo menos igual a taxa de energia requerida

para a formacao de novas superficies livres (novas fissuras).

A escolha de qual grupo utilizar esta vinculada ao tipo de problema a ser analisado. Na andlise
da fissuracdo de pegas de concreto simples, onde normalmente se forma uma fissura
predominante, a energia de fratura deve ser o parametro governante. J4 em pecas de concreto
armado, pode-se obter bons resultados empregando os modelos semi-empiricos ou os de
transferéncia de tensdo por aderéncia. Isto se deve ao fato que a presenca da armadura
ocasiona uma redistribuicdo de tensdes, resultando o aparecimento de multiplas fissuras ao

longo da peca.

Finalmente, também a representacdo das barras de agco que compdem a armadura, em analises

via Método dos Elementos Finitos, pode ser feita de varias maneiras distintas.

Na representacdo de forma distribuida, o concreto e o agco sdo combinados e tratados como
um material composto. Como se considera a armadura uniformemente distribuida no dominio
do elemento de concreto, este modelo ¢ apropriado para ser utilizado em estruturas cuja

armadura ¢ composta por barras densamente espalhadas nas duas diregdes.

Quando a armadura ¢ representada discretamente, os nos das barras da armadura devem
coincidir com os nds dos elementos de concreto, o que causa restrigdes na geragdo da malha

de elementos finitos.

Na representacdo de forma incorporada, a armadura ¢ considerada como uma linha de
material mais rigido dentro do elemento de concreto. As barras sdo representadas por nos
independentes daqueles usados pelos elementos de concreto, o que possibilita que as barras de

aco possam ocupar qualquer posi¢ao dentro do elemento.

A seguir, alguns modelos existentes na literatura para simular o comportamento do concreto
armado fissurado via Método dos Elementos Finitos sdo apresentados. Os modelos sao

separados conforme o tipo de representagdo empregada para simular as fissuras.

Embora o objetivo desta tese seja a representacao de estruturas de concreto armado, sdo
apresentados tanto modelos para representar o comportamento do concreto armado quanto do
concreto simples. Isto se deve ao fato que os modelos empregados para simular o
comportamento do concreto simples, quando combinados com um modelo para a armadura,

podem ser empregados para simular estruturas de concreto armado.
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Cabe salientar, ainda, que os modelos apresentados a seguir foram selecionados com o
objetivo de mostrar as diversas maneiras possiveis de representar a fissuragao do concreto e

ndo somente por sua importancia no contexto geral.

2.2 MODELOS DE FISSURA DISCRETA

Inicialmente, a representa¢do da fissuracdo em estruturas de concreto era feita considerando
um comportamento de ruptura fragil para o material. Nos modelos discretos, as fissuras eram
modeladas simplesmente através da separacdo dos lados dos elementos finitos situados em

cada uma das faces da fissura.

A primeira tentativa de modelar fissuras discretas em vigas de concreto, via elementos finitos,
foi feita por Ngo e Scordelis (1967). O modelo utilizado ¢ bem simples e a quantidade,
localizagdo e geometria das fissuras devem ser preestabelecidas. Os dois materiais, concreto €
aco, sao representados por elementos triangulares bidimensionais, tendo relagdes tensdo-
deformacgdo elastico lineares. O escorregamento da armadura em relagdo ao concreto € levado
em consideracdo através de elementos de interface entre o aco e o concreto espagados ao
longo do comprimento da barra de ago. Estes elementos sdo constituidos conceitualmente por
duas molas lineares ortogonais entre si, ndo possuindo dimensdo fisica, apenas suas
propriedades mecanicas sao importantes. As fissuras sdo representadas simplesmente
separando os elementos de concreto em cada lado da fissura. Para que se consiga separar os
elementos de cada lado da fissura, os nés sdo duplicados, designando-se nimeros diferentes

aos nos de cada lado da fissura.

Em 1967, Nilson (1968) modelou a propagacdo de fissuras discretas em vigas de concreto
armado considerando aderéncia parcial entre o concreto e a armadura. A propagacdo das
fissuras ¢ feita através de uma redefinicdo de malha manual. A estrutura intacta ¢ carregada
até que o critério de fissuragdo seja excedido em pelo menos um ponto. A execugdo do
programa ¢ interrompida para uma analise visual dos resultados. Se as tensdes principais de
tracdo em dois elementos adjacentes excedem a resisténcia a tracdo do concreto, entdo uma
fissura ¢ definida ao longo do contorno comum dos dois elementos. Ao longo da fissura, sdo
criados dois pontos nodais desconectados onde inicialmente existia apenas um. A nova

estrutura fissurada definida ¢ entdo recarregada a partir de zero, até que o critério de ruptura
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seja excedido novamente. Modela-se a extensdo da fissura e a estrutura ¢ novamente

carregada e assim sucessivamente.

Apos este periodo inicial, quando se considerava que a ruptura do concreto acontecia de
forma fragil, constatou-se que melhores resultados eram obtidos considerando um
comportamento de amolecimento do concreto apos a tensdo maxima ter sido atingida. Assim,
os conceitos da Mecanica da Fratura comecaram a ser aplicados as estruturas de concreto. Um
grande avango feito na modelagem de fissuras discretas em estruturas de concreto armado foi
a constatacdo que a Mecanica da Fratura linear eldstica ndo se aplica a elementos estruturais
de tamanho normal, pois a zona de processo de fissuragdo no concreto ¢ relativamente grande
se comparada ao tamanho do elemento estrutural (ver item 3.2 do capitulo 3). Isto levou ao
desenvolvimento de modelos de elementos finitos baseados na Mecanica da Fratura ndo-linear

para representar a fissuracao discreta.

O modelo da fratura ficticia desenvolvido por Hillerborg, Modéer e Peterson (1976) e
Hillerborg (1980) ¢ um destes modelos. Neste modelo, a zona de processo de fratura ¢
caracterizada por uma curva fensdo normal x abertura de fissura, que € considerada uma

propriedade do material.

Uma maneira natural de incorporar o modelo da fratura ficticia em uma analise via elementos
finitos ¢ a implementacao de elementos de interface de espessura zero, cujas rigidezes sao
dependentes da abertura da fissura. Estes elementos devem ser capazes de representar o
material ndo fissurado. Portanto, devem ter uma rigidez muito grande antes do material

fissurar, para poder manter juntos os dois lados da fissura potencial.

Um modelo para analise nao-linear da propagacao de fissuras discretas foi proposto por
Ingraffea e Gerstle (1984). Neste método, a zona de processo de fratura ¢ modelada por
elementos de interface e a direcdo de propagacdo da fissura ¢ considerada perpendicular a

maxima tensdo principal de tragdo.

Rots (1988) e Rots e Blaauwendraad (1989) utilizaram um modelo simples de fissura discreta,
baseado em um conceito de localizagdo predefinida de possiveis fissuras, para fazer uma
analise comparativa com modelos de fissura distribuida. Elementos de interface sao
incorporados dentro da malha original, com rigidez inicial de valor ficticio muito grande para
simular o estado nao-fissurado com coneccdo rigida entre nods sobrepostos. Violada a

condicdo de inicio de fissura, a rigidez do elemento ¢ mudada e um modelo constitutivo para
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fissuras discretas ¢ mobilizado. Antes da fissuragdo, o concreto ¢ representado como um
material isotrépico eldstico-linear; apos iniciar a fissuracdao, admite-se, para a tensao normal a

fissura, amolecimento, e, para a direcdo paralela a fissura, transferéncia de corte.

Um estudo numérico comparativo entre diversos modelos constitutivos para o concreto
fissurado ¢ feito por Feenstra, Borst e Rots (1991). As fissuras sao modeladas com elementos
de interface nos quais os esforcos sao funcdes dos deslocamentos relativos dos lados da
fissura. Foram usados elementos de trelica de trés nos para modelar a armadura e elementos
de interface para modelar a aderéncia entre o concreto e o aco. A relagdo constitutiva dos
elementos de interface para fissuragdo discreta apresenta as seguintes etapas: a) pré
fissuragdo: estado inicial eldstico linear existente até que a condi¢do de inicio de fissura ¢
violada e a rigidez do elemento ¢ mudada; b) p6s fissuragdo: o desenvolvimento gradual da
fissura ¢ monitorado e ocorre relaxamento antes que o tamanho da fissura atinja certa
magnitude; c¢) fissura aberta: uma quantidade significativa de corte ¢ transmitida devido ao
engrenamento dos agregados. A matriz de rigidez tangencial do elemento resulta complexa e
ndo-simétrica, causando dificuldade na solugdo das equacdes algébricas e estabilidade do

modelo.

Usando uma extensao, para um modo misto de deformagdo, do modelo de fissura ficticia de
Hillerborg, Gerstle e Xie (1992) utilizaram elementos de interface para modelar a propagagao
de fissuras discretas. A fissura ficticia se propaga perpendicularmente a dire¢do da maxima
tensdo principal quando a resisténcia a tracdo ¢ atingida. Um tipo especial de elemento de
interface ¢ desenvolvido. Este elemento possui variacdo linear dos deslocamentos mas

variacdo de ordem superior para as forgas de superficie ao longo de sua interface.

Azeredo, Roehl e Napoledao Filho (1997) aplicaram elementos de interface continuos para
modelar fissuras em estruturas de concreto armado. A degradacdo do material no processo de
fissuracdo ¢ representada por uma lei de amolecimento acoplada ao critério de resisténcia

maxima a tra¢ao no elemento de interface.

Outra maneira de se implementar modelo da fratura ficticia ¢, dispensando o uso de elementos
de interface, simular a zona de processo de fratura usando uma fun¢ao de influéncia na qual

forcas coesivas sdo aplicadas as faces da fissura.

Bocca, Carpinteri ¢ Valente (1991) analisaram o amolecimento e a concentragdo de

deformacgdes no concreto através de um modelo de fissura coesiva. As forcas coesivas da
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ponta da fissura podem representar varios tipos de comportamento nao-linear, tais como
plasticidade e entrelagamento do agregado. Neste modelo, o modelo original de fissura
coesiva foi estendido para poder representar além do modo I de deformagdo da fissura

(abertura da fissura), também o modo II de deformagao da fissura (deslizamento).

Bueno, Carvalho, Martha e Bittencourt (1999) simularam processos de fraturamento
bidimensionais de fissuras coesivas usando elementos de interface quadraticos com
amolecimento linear. O modelo considera duas pontas de fissura, a real e a ficticia, entre as
quais encontram-se os elementos de interface. A propagacdo da fissura ficticia ¢ controlada
pela tensdo principal no elemento em frente a ponta de fissura e a dire¢do de propagagdo ¢é
perpendicular a direcao da tensdo principal. A propagacao da fissura real ¢ controlada pela
abertura dos elementos de interface. Estes elementos de interface sdo destruidos quando o

afastamento entre todos os nos adjacentes do elemento ultrapassa a abertura critica.

Soprano e Cernuschi (2000) apresentaram um modelo de fissura coesiva para a determinagao
da resisténcia a flexdo de vigas de concreto simples. O material ndo fissurado tem
comportamento eldstico-linear. A fissura se forma em um ponto quando a tensdo principal
maxima atinge a resisténcia a tracao do concreto. Para representar o comportamento da fissura
foram utilizados elementos de molas ndo lineares de dois nés. O diagrama de amolecimento

adotado é multi-linear.

2.3 MODELOS DE FISSURA DISTRIBUIDA

Desde as primeiras aplicagdes do Método dos Elementos Finitos a estruturas de concreto,
Rashid (1968), ficou claro que sempre ¢ mais conveniente representar as fissuras pela
alteracdo nas propriedades constitutivas do que pela alteracdo da malha de elementos finitos.
Inicialmente, o procedimento utilizado era tornar nula a rigidez do material na dire¢do da
maxima tensdo de tracdo, uma vez que a tensdo calculada excedia a resisténcia a tracdo do
concreto - ruptura fragil. Simultaneamente, as tensdes no concreto eram liberadas e

reaplicadas na estrutura como cargas residuais.

Como ja foi mencionado no item anterior, apos este periodo inicial, quando se considerava

que a ruptura do concreto acontecia de forma fragil, constatou-se que melhores resultados
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eram obtidos considerando uma diminuic¢do gradual da tensdo com o aumento da deformagao

apods a tensdo maxima ter sido atingida.

Na analise de pegas de concreto armado, o diagrama tensdo-deformagdo que representa esta
diminui¢do gradual da tensdo pode ser calibrado através de valores experimentais. Assim,
varios efeitos que acontecem durante a fissuracdo do concreto, tais como o amolecimento do
concreto simples e a contribui¢ao do concreto entre fissuras ("fension-stiffning effect"), sao

considerados de forma implicita. Varios modelos foram propostos baseados nesta idéia.

Cedolin e Dei Poli (1977) apresentaram um modelo constitutivo local para modelar a ruptura
por corte de vigas de concreto armado. O modelo, com representagdo biaxial ndo-linear para o
concreto, € capaz de simular a curva carga-deformagdo, o caminho da fissuragdo e a carga de

ruptura.

Bazant e Gambarova (1980) apresentaram um modelo de fissura distribuida para fissuras com
superficie rugosa. O modelo considera que a abertura e o escorregamento relativo entre as

duas faces da fissura estdo diretamente relacionados.

Em 1989, Gupta e Maestrini (1989 e 1990) desenvolveram um modelo para representar o
comportamento do concreto armado sob tragdo-compressdo que considera a interagdo entre o
aco e o concreto. O modelo unifica os principais conceitos de diversos modelos (modelo do
estado limite, modelos fenomeldgicos, etc.) desenvolvidos para simular os ensaios
experimentais. A relacdo tensdo-deformagdo de aderéncia ¢ considerada linear e a formulacao
apresentada leva a uma relagdo tensdo-deformagdo para um elemento de concreto armado que

inclui o efeito de amolecimento ("fension-stiffning effect”).

Vecchio (1989 e 1990) propos um procedimento para analise de membranas de concreto
armado. O concreto armado fissurado ¢ tratado como um material ortogonalmente
anisotropico (ortotropico nas dire¢des principais), baseado em um modelo distribuido com

fissuras rotacionais.

Um modelo laminar para analise ndo linear de cascas de concreto armado foi proposto por
d'Avila (1990), basecado em um modelo distribuido com amolecimento multilinear. A
calibragem do diagrama de amolecimento ¢ feita de forma empirica. A espessura da casca ¢
dividida em camadas e a armadura é considerada de forma distribuida, através do aumento da

rigidez de uma das camadas.
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Embora empregados com bastante sucesso para representar o comportamento de pegas de
concreto armado que apresentam um padrao de fissuragdo bem distribuido, quando
empregados para simular o comportamento de pecas de concreto simples ou de concreto
armado em que uma fissura predomina e abre excessivamente estes modelos apresentam
alguns problemas. Como inicialmente estes modelos ndo consideravam os conceitos da
Mecanica da Fratura, os resultados obtidos na simulagdo numérica variavam com a malha de
elementos finitos empregada. Desta forma, surgiu a necessidade de aplicar explicitamente os

conceitos da Mecanica da Fratura na andlise de estruturas de concreto.

Bazant e Cedolin (1979, 1980 e 1983) e Bazant ¢ Oh (1983) utilizaram o conceito de banda
de fissuragdo para empregar os conceitos da Mecanica da Fratura na simulagdo da fissuragao
do concreto. Nestes modelos, as propriedades do material fissurado sdo determinadas por trés
parametros: a energia de fratura, a resisténcia a tracdo e a dimensdo da banda de fissuracao.
Assim, introduziram o conceito que o diagrama de amolecimento, tensdo x deformag¢do da
banda de fissuragcdo, deve ser dependente do tamanho do elemento finito usado para

representar o concreto fissurado.

Mesmo empregando-se o conceito da banda de fissuragdo na simulacdo do comportamento de
pecas de concreto simples, constata-se que quando a malha de elementos finitos é fortemente
refinada (o tamanho do elemento tende a zero) os resultados ndo convergem para a solugao
exata, como era de se esperar de uma andlise via Método dos Elementos Finitos. Portanto,
para que os resultados sejam objetivos em relacdo a malha de elementos finitos empregada, se
faz necessario a utilizagdo de um limitador para o tamanho do elemento finito empregado para

representar a zona fissurada.

Bedard e Kotsovos (1985) constataram que a menor dimensao do elemento finito empregado
para representar o concreto fissurado deve ser maior do que duas ou trés vezes o tamanho do

maior agregado. Contudo, ndo hé evidéncias que esta regra possa ser aplicada genericamente.

Em 1989, Rots e Blaauwendraad (1989) fizeram uma analise comparativa entre modelos de
fissura distribuida e discreta. No que se refere aos modelos distribuidos, inicialmente ¢ feita
uma distin¢do entre fissuras fixas e rotacionais. Com um conceito fixo, a orientacdo da fissura
¢ mantida constante durante o processo computacional inteiro, enquanto o conceito rotacional
permite a orientagdo da fissura mudar com os eixos principais. Existe uma opcao

intermediaria que ¢ o conceito de fissura distribuida fixa multi-direcional. O modelo
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constitutivo considera elasticidade para o concreto intacto e amolecimento para o concreto
fissurado. Os efeitos determinantes sdo o amolecimento normal a fissura e a transmissdo de
corte paralelo a mesma. Os exemplos utilizados para testar os modelos mostram que o modelo
fixo apresenta deficiéncias, quando utilizado em problemas com transmissdo de corte, o que

ndo acontece com o modelo rotacional.

Oliver (1989 e 1990) fez um interessante estudo sobre a modelagem da fissuracdo em
estruturas de concreto armado. Para produzir a localizagdo, utiliza um mecanismo artificial
que ndo afeta a parte do meio que permanece continua - o abrandamento por deformagdo no
diagrama tensdo-deformagdo. A inclusao do ramo de abrandamento pode ser contemplada
ndo s6 como um mecanismo para produzir localizagdo de deformacdes mas também desde a
oOtica que proporciona a proposta do modelo de fissura ficticia. Os efeitos da fissura sobre seu
exterior s3o modelados mediante uma banda de dimensao finita "/”, a banda de fissuragdo. A
necessidade de assegurar a correta dissipacao energética e de objetivar os resultados obtidos
com um modelo de dissipagdo distribuida, introduz a importancia da correta estimativa da
largura "I" que constitui a denominada largura caracteristica, a largura da banda fissurada. O

modelo proposto por Oliver ¢ baseado na teoria da plasticidade.

O modelo proposto por Dahlblom e Ottosen (1990) utiliza os conceitos propostos no modelo
da fratura ficticia e os do modelo da banda de fissuragdo de Bazant e Oh. O modelo da fratura
ficticia ¢ estendido com o objetivo de incluir o efeito de corte na fissura. O modelo original de
fissura ficticia considera apenas o comportamento de fissuras submetidas a cargas normais ao
seu plano, ndo considerando o corte ao qual estdo submetidos os planos da fissura. Assim, ¢
considerado que o deslocamento tangencial da fissura ocorre no interior da zona fissurada e
depende da tensdo de cisalhamento e da abertura da fissura. A introdu¢do do conceito da
largura equivalente permite objetivar as relagdes constitutivas distribuidas tanto para as cargas
normais quanto para as cargas tangenciais ao plano da fissura. E considerada a possibilidade
da existéncia de multiplas fissuras em cada ponto e de, na descarga, ocorrer o fechamento e
posterior reabertura da fissura. Por dimensdo equivalente entenda-se as maiores dimensdes da
regido do elemento fissurado nas diregdes normais aos planos de fissuragdo. Para um
elemento triangular, a regido de interesse engloba a totalidade da area do elemento. Para um
elemento isoparamétrico de oito nds, a regido do elemento de interesse € a regido associada ao
ponto de Gauss em questdo. Assim, as dimensdes equivalentes sdo quantidades geométricas
determinadas pela forma e dimensdo da regido do elemento de interesse e pela dire¢do da

fissura.
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Um limitador de localizagdo ¢ fornecido pelo conceito de continuo ndo-local e média
espacial, segundo Bazant (1990). Um continuo ndo-local ¢ um continuo no qual algumas
variaveis de campo sdo determinadas por uma média espacial sobre uma vizinhanca finita de
um ponto. Este método torna possivel refinar a malha tanto quanto requerido pela estrutura.
Considerando que o volume representativo sobre o qual ¢ calculada a média estrutural ¢ uma
propriedade do material, a convergéncia para uma solugdo exata torna-se significativa e a
distribuicdo de deformagdes e tensdes ao longo da zona de processo de fratura pode ser

resolvida.

Feenstra e de Borst (1993 e 1995) apresentaram um modelo numérico para simular o
comportamento do concreto armado. A idéia basica deste modelo ¢ que a tensdo total que
existe em um elemento de concreto armado pode ser decomposta em contribuicdes
individuais do concreto simples, da armadura, e da interacdo entre os dois materiais. O
comportamento do concreto simples € governado pela energia de fratura. O espagamento entre
fissuras ¢ determinado segundo as recomendacdes do Codigo Modelo CEB-FIP 1990. Um
diagrama tri-linear ¢ empregado para representar a contribuicao da interagdo entre o aco € o

concreto.

Um estudo sobre a determinagdo da abertura da fissura no concreto simples e do espagcamento
entre fissuras no concreto armado foi apresentado por Sluys e de Borst (1996). O estudo ¢
feito através de uma andlise comparativa entre resultados numéricos obtidos empregando
varios modelos de fissura distribuida. Os modelos empregados sdo os seguintes: o classico, o

baseado na energia de fratura, o dependente do tempo, e, o de gradiente de deformagdes.

Weihe, Kroplin e de Borst (1998) fazem um interessante estudo sobre os modelos de
fissuracdo distribuida existentes na literatura. Especial aten¢do ¢ dada para o aspecto dos
modelos permitirem ou ndo que a direcdo de propagacdo das fissuras se altere ao longo do
processo de fissuragdo. Desta forma, os modelos sdo classificados como de fissura fixa,

rotacional ou multi-fixa.

Um modelo ndo local para sélidos com microfissuras interligadas, na qual a ndo-localidade ¢
introduzida com base nas interligagdes das microfissuras, foi apresentado por Jirasek (2001).
O modelo representa um sistema de fissuras interligadas usando uma equacao integral que
envolve uma integral espacial que representa a interligagao das microfissuras via conceitos da

Mecanica da Fratura.
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Um grupo a parte sdo os modelos distribuidos baseados na teoria da plasticidade. Estes
modelos sdo capazes de representar bastante bem tanto o comportamento da fase pré-pico

como o da fase pos-pico do concreto.

O modelo de Ottosen (1988) ¢ constituido por um modelo constitutivo e um critério de
ruptura. Trata-se de um modelo elastico-linear, tridimensional, que utiliza valores secantes
dos parametros do material. O modelo ¢ baseado no conceito do indice de nao-linearidade,
que d4 a medida da proximidade do estado de tensdo com a superficie de ruptura. Este modelo
foi utilizado nesta tese para representar o comportamento do concreto ndo fissurado, ver item

5.2 do capitulo 5.

O modelo de Pramono ¢ Willam (1989) esta baseado nos conceitos da Mecanica da Fratura e
se propde a ser de aplicagdo genérica para simulagdo do comportamento do concreto simples,
tanto a compressdo como a tracdo. O modelo considera um comportamento pléstico triaxial
ndo-associado com encruamento no regime pré-pico e um comportamento baseado na energia
de fratura para a fase pos-pico. O critério de ruptura utilizado ¢ o critério de Leon (ver
Romano (1969)), que se baseia na resisténcia ao cisalhamento do concreto quando submetido
a tensdes combinadas de tracdo e compressdao. Sua formulacdo ¢ uma combinagdo dos

critérios de ruptura de Mohr-Coulomb e Rankine.

Na mesma linha do modelo de Pramono ¢ Willam esta o modelo distribuido proposto por Etse
e Willam (1993). Uma formulagao plastica com amolecimento, baseada na energia de fratura,

¢ utilizada.

Einsfeld, Martha e Bittencourt (1999) analisam o efeito de escala através de um modelo
baseado na teoria da plasticidade que considera o decréscimo gradativo das tensdes no
comportamento poés-pico do material. A abertura da fissura ¢ usada como parametro de

controle para a representagdo do efeito de escala.

Finalmente, cabe destacar ainda entre os modelos distribuidos, o grupo de modelos onde o

parametro novo proposto foi a representacdo da armadura de forma incorporada.

Em 1976, elementos especiais, incorporados dentro do elemento de concreto, foram
apresenados por Phillips e Zienkiewicz (1976) para simular as barras da armadura. Estes
elementos especiais podem ser dispostos em qualquer posi¢do dentro dos elementos de

concreto. O modelo incorporado proposto para a armadura considera que a deformacgdo nas



19

barras de ago ¢ igual a deformagdo do elemento de concreto no qual as barras estdo

incorporadas, ou seja, considera aderéncia perfeita entre as barras de ago e concreto adjacente.

Em 1989, Elwi e Hrudey (1989) propuseram um modelo para representar o comportamento
do concreto armado onde um modelo incorporado foi utilizado para representar as barras da
armadura. Neste modelo, considera-se que a barra de ago resiste apenas a esforgos axiais e
que héa compatibilidade de deslocamentos entre seus pontos e os do concreto adjacente. Desta
forma, a matriz de rigidez da armadura tem a mesma dimensdao da matriz de rigidez do
elemento de concreto e a matriz de rigidez total ¢ a soma das duas. Permite-se, com este
modelo, uma disposi¢@o arbitraria das barras de aco no interior dos elementos de concreto,
sem a geragao de novas incognitas no problema. Podem ocorrer varias barras de ago dentro de
um mesmo elemento finito de concreto. Este modelo foi empregado nesta tese para

representar as barras da armadura, ver item 4.2 do capitulo 4.

Um procedimento similar ao modelo de Elwi e Hrudey foi proposto por Ranjbaran (1991). Ele
também propds um modelo para incorporar as barras da armadura em elementos de concreto

para analise de estruturas de concreto armado.

2.4 MODELOS DE FISSURA INCORPORADA

Os modelos incorporados surgiram como uma alternativa para representar tanto o
comportamento do concreto simples como o do concreto armado. Basicamente, estes modelos
podem ser divididos em trés grandes grupos: nos que utilizam elementos hibridos, nos que
incorporam uma descontinuidade de deformagao, e, nos que incorporam uma descontinuidade

de deslocamentos. Um estudo sobre o tema ¢ apresentado no capitulo 8.

Em 1981, Grootenboer, Leijten e Blaauwendraad (1981) apresentaram um modelo numérico
para estruturas de concreto armado sujeitas a estado plano de tensdo, no qual as fissuras
podem se desenvolver no interior dos elementos em qualquer direcdo e sdo continuas sobre o
contorno. Os elementos de concreto sdo elementos hibridos triangulares, nos quais
deslocamentos sdo interpolados no contorno para cada lado do elemento, usando graus de
liberdade separados para cada lado. Desta forma, o equilibrio inter-elementar de tensdes ao
longo do elemento pode ser melhorado. O modelo considera uma camada de vinculacdo, entre

o concreto € 0 ago, capaz de representar o escorregamento relativo entre a armadura e o
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concreto circundante. Na implementagdo computacional, esta camada de vinculagdo ¢
agrupada com o elemento de aco, resultando um elemento de barra combinado. Este elemento
¢ conectado com os elementos de concreto nos nds. Isto implica que dois elementos de
concreto em ambos os lados do elemento da barra deverdo ter os mesmos deslocamentos nesta
posicdo. O modelo constitutivo para o concreto consiste de uma relagdo tensdo-deformagao
nao-linear, um critério de fissuracdo e um critério de esmagamento do concreto em
compressio. E considerado um modelo de engrenamento do agregado na fissura. Considera-se
um comportamento elastoplastico para o ago, assim como para a camada de contato entre
concreto ¢ armadura. Para as for¢as de pino, uma relacdo elastoplastica ideal entre
deslocamentos relativos perpendicular a linha central da barra e for¢as atuando nesta linha ¢

adotada.

Em 1987, um trabalho seminal para materiais com amolecimento foi publicado por Ortiz,
Leroy e Needleman (1987). Eles propuseram modificar o campo de deformagdes de tal forma
que uma descontinuidade fraca pudesse ser representada. A modificacdo do campo de
deformacdes ¢ feita através da adicdo de apropriadas fungdes de forma na interpolacdo das
varidveis do elemento. Os graus de liberdade adicionais relativos a descontinuidade sdo

eliminados por condensag¢ao estatica.

A idéia inicial de Ortiz et al. foi desenvolvida por Belytschko, Fish e Engelmann (1988). Eles
propuseram incorporar uma zona de localizagdo de deformagdes dentro do elemento finito.
Neste trabalho, a largura da banda de fissura¢dao ¢ independente do tamanho do elemento e
pode ser considerada como um parametro do material, mas deve ser conhecida a priori. No
caso em que a largura da zona de localizacao ¢ igual ao tamanho do elemento, o modelo se
torna igual ao tipo distribuido. Para larguras de banda maiores que o tamanho do elemento, o

modelo ndo pode ser usado, pois a localizacdo extrapola os dominios do elemento.

Uma descontinuidade forte, uma linha de localiza¢do incorporada (descontinuidade do campo
de deslocamento), foi considerada por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990) e Dvorkin e Assanelli
(1991). Eles usaram o Principio dos Trabalhos Virtuais com um termo adicional
representando o trabalho das forcas de superficie sobre a abertura da fissura. Este modelo foi

implementado nesta tese e esta detalhado no capitulo 10.
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Um trabalho similar ao de Dvorkin et al. foi desenvolvido por Klisinski, Runesson e Sture
(1991) e Tano e Klisinski (1998), onde as equagdes basicas foram desenvolvidas a partir de

consideragdes fisicas, ndo sendo necessario a aplicacao de principios variacionais.

O desenvolvimento de um elemento hibrido com uma descontinuidade forte totalmente
consistente sob o ponto de vista variacional, denominado pelos autores de fissura incorporada,
foi demonstrado por Lotfi e Shing (1995). Eles partiram do Principio de Hu-Washizu com um
termo adicional representando o trabalho das forcas de coesdo e apresentaram seu modelo na

forma de grandes deformacdes assumidas.

Os chamados métodos de grandes deformagoes assumidas sao baseados na hipotese basica
que a interpolacdo do operador gradiente nao €, necessariamente, derivado da interpolagao

dos deslocamentos. Ou seja, a interpolacdo do operador gradiente (deformagdo) pode ser

independente da interpolacdo adotada para o campo de deslocamentos. O procedimento B
proposto por Hughes (1987) ¢ um exemplo de método de grande deformagao assumida usado

em varias situagoes.

Bolzon (1996) e Bolzon e Corigliano (2000) propdem uma formulacdo genérica para
elementos finitos hibridos baseada no conceito de varidveis generalizadas. O campo de
deslocamentos dentro do elemento ¢ modelado pela soma de duas contribui¢des: uma parte
regular, continua, e outra descontinua, adicional. Os graus de liberadade adicionais sdo

mantidos com o intuito de garantir a conformidade entre elementos.

Sluys e Berends (1998) apresentaram um modelo de elementos finitos com uma banda de
corte incorporada nas fung¢des de forma. Uma funcdo descontinua dos gradientes de
deslocamento ¢ empregada como um modo adicional de localiza¢do. Esta fungdo tem um

parametro de escala independente do tamanho do elemento.

Wells e Sluys (2000) adicionaram fungdes de descontinuidade no campo de deslocamento de
elementos finitos padrdes com o objetivo de representar zonas de grande localizagdo de
deformagdo. Através da incorporacdo de descontinuidades dentro de um elemento
conseguiram efetivamente modelar o fenomeno da localizagdo com um numero relativamente

pequeno de elementos finitos.

Jirdsek e Zimmermann (2001) apresentam um elemento finito triangular com uma

descontinuidade incorporada no campo de deslocamentos, que representa uma fissura. O
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modelo constitutivo ¢ formulado baseado nos principios da teoria do dano. Sao considerados

os efeitos de fechamento da fissura e friccao entre as faces da mesma.

2.5 MODELOS COMBINADOS

Com tantos modelos existentes, ndo se pode afirmar qual método (discreto, distribuido ou
incorporado) ¢ o melhor, pois cada método tem seus pros e contras. Ao contrdrio, parece que
se estd indo em dire¢do da unido dos métodos para melhor modelar por inteiro o
comportamento do concreto. Exemplos desta linha de pesquisa sdo os trabalhos de Einsfelf

(1997) e Einsfeld, Bittencourt e Martha (1997) e Jirasek e Zimmermann (1998 e 2001).

O trabalho de Einsfeld et al. (1997) combina os modelos distribuido e discreto, sendo sua
caracteristica mais importante a transi¢do do processo de fraturamento distribuido para o
processo discreto, a medida em que as deformacdes se localizam em uma certa regido da
estrutura. A simulagdo ¢ suportada por um pré-processador para geracao automatica da malha
de elementos finitos e por uma sofisticada estrutura de dados topoldgica que assegura a
consisténcia da malha gerada. A fissura discreta ¢ inserida em uma regido de comportamento
plastico selecionada pelo programa, e somente esta regido ¢ rediscretizada apds a inser¢ao e
programacao da fissura. A analise pelo processo distribuido ¢ desenvolvida com base no
modelo plastico ndo-associado de Pramono ¢ Willam e empregando o critério de ruptura de

Leon.

Ja o trabalho de Jirasek e Zimmermann (1998 e 2001) combina os modelos distribuido e
incorporado. O estudo de um modelo com combinagdo entre fissuragdo distribuida e
incorporada foi motivado pelo fato dos autores terem se deparado com problemas na
determinagdo da direcdo das fissuras quando empregaram somente o modelo incorporado. O
modelo distribuido empregado ¢ do tipo ndo-local. O modelo incorporado empregado utiliza
um elemento triangular com uma descontinuidade de deslocamento incorporada no seu
interior para representar a fissura. O modelo constitutivo ¢ formulado dentro do contexto da

teoria do dano, considerando a possibilidade de fechamento e fric¢do das faces da fissura.
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3 Comportamento do Concreto Tracionado

Como ja foi mencionado no capitulo 1, quando submetidas a esforcos de tragdo, as pegas de

concreto simples apresentam comportamento diferenciado daquelas de concreto armado.

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento de pecas de concreto simples submetidas
a esfor¢os de tracdo, tanto o comportamento estrutural (global) como o comportamento do
material (local). Este estudo sera feito através da analise de ensaios de tirantes de concreto
simples. No final do capitulo, um resumo sobre os principais conceitos da Mecénica da
Fratura, os quais estdo diretamente relacionados com o comportamento em tragcao do concreto

simples, ¢ apresentado.

3.1 TIRANTES DE CONCRETO

A seguir, estuda-se o comportamento do concreto durante ensaios a tracdo de tirantes de

concreto simples.

3.1.1 Ensaios de tirantes de concreto simples

Segundo Hordijk (1992), os ensaios a tracao de tirantes de concreto simples podem ser

divididos em dois grandes grupos:

a) naqueles em que se incrementa carga;

b) nos que o deslocamento ¢ incrementado.

Nos ensaios em que a carga ¢ incrementada, a ruptura do corpo de prova acontece de forma

fragil. A relacdo tensdo-deformagdo observada durante o ensaio esta representada na figura
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3.1. Observa-se que a relagdo ¢ praticamente linear até a ruptura, que acontece de forma

brusca quando a resisténcia a tragdo do concreto, f;, ¢ atingida.
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Figura 3.1: Ensaio do tirante com incremento de carga.

J& quando se incrementam deslocamentos, a rigidez da maquina de teste exerce um papel
dominante no comportamento observado: uma maquina rigida produz um ramo descendente
antes da ruptura, ao invés da falha brusca. Segundo Evans e Marathe (1968), isto acontece
porque, imediatamente apds o inicio da fissuragdo, a energia de deformacdo do corpo de
prova ¢ gradualmente transferida para o equipamento. Assim, a velocidade de propagagdo da
fissura ¢ parcialmente retardada pela restricdo da quantidade de energia de deformagao
armazenada no corpo de prova. Desta forma, em uma maquina rigida, que acumula pouca
energia elastica, pode-se aplicar uma diminui¢do de carga, possibilitando que se estude o
comportamento do material apds o momento em que a carga maxima tenha sido alcangada,

ver figura 3.2.
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Figura 3.2: Ensaio do tirante com incremento de deslocamento.

Para poder analisar melhor o comportamento do tirante durante o ensaio, consideram-se as
trés regides que estdo representadas na figura 3.2. A regido I representa a zona em torno da

qual a fissura esta se formando, a banda de fissuracdo; a regido II representa o resto do
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material que permanece intacto; e, a regido IIl, que engloba as outras duas, representa o

comportamento global da peca.

Segundo Golaparatnam e Shah (1985), a observagdo experimental mostra que até que a carga
maxima seja atingida, as trés regides tém o mesmo comportamento, representado pela curva
04 do diagrama tensdo-deforma¢do. Quando a tensdo alcanca a resisténcia a tracdo do
material, uma zona de fratura comeca a se formar, regido I. Se o tirante ¢ ainda mais
deformado, a tensao diminui devido a formacao de microfissuras na zona de fratura, causando
um decréscimo de alongamento fora desta zona, o que corresponde a curva de descarga Il no
diagrama. Conseqiientemente, no interior da banda de fissuracdo deve acontecer um
acréscimo na deformagao, mesmo com a diminui¢do da tensdo, o que estd representado pelo
ramo de amolecimento I no diagrama fensdo-deformacdo. Este fenomeno de concentracao de
deformagdes no interior de uma banda enquanto o resto da pega sofre um relaxamento ¢
denominado de localizagdo de deformagoes. O comportamento global da peca, representado
pela curva Il do diagrama, ¢ o resultado da soma das parcelas de amolecimento e

relaxamento, respectivamente sofridos pelas zonas [ e I1.

Na localizagdo, a concentragdo de deformacgdes no interior da banda alcanga valores muito
altos (infinitos) em comparacdo com os de seu exterior. Estas deformagdes sdo modeladas,
nos modelos distribuidos, mediante a producao de gradientes muito altos de deslocamentos na
direcdo normal a fissura. A diferenca de deslocamentos de um lado e outro da banda
representa a descontinuidade no campo de deslocamentos, ou seja, a abertura da fissura. A
localizag¢do de deformacdes traz dificuldade para a simulagdo numérica porque esta associada

com instabilidade do material (Crisfield (1982)).

Cabe fazer algumas consideracdes a respeito da determinag¢do da deformagdo no interior da
banda de fissuragdo, ja que, segundo Golaparatnam e Shah (1985), sua obtencdo direta
durante o ensaio pode levar a valores incorretos. Os valores medidos para as deformagdes
nesta zona variam com a dimensdo do extensdometro usado, fazendo com que o ramo
descendente do diagrama da figura 3.2 se torne mais ingrime com o aumento do comprimento
do extensometro. Extensometros pequenos podem medir valores muito altos, quase infinitos,
de picos de deformagdo no interior da banda; extensometros muito grandes podem incorporar
pontos de fora da banda de fissuragdo. Como nao se sabe a dimensao exata desta zona, fica

sempre a duvida se o valor medido experimentalmente ¢ o correto. O parametro que pode ser
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medido de forma direta e univoca no interior da banda de fissuragdo durante o ensaio ¢ a

abertura da fissura.

De qualquer forma, tanto nos ensaios onde se incrementa cargas como nos que se
incrementam deslocamentos, o aparecimento de uma fissura em um meio continuo produz
dois fendmenos: o relaxamento a zero das tensdes que atuam sobre os lados da fissura e a
descontinuidade do campo de deslocamentos em pontos homologos de um e outro lado da

mesma.

Segundo Saouma (2000), outro aspecto interessante que ¢ observado experimentalmente, ¢ a
variagdo do comportamento estrutural do tirante, curva III do diagrama da figura 3.2, com a
variacdo do comprimento da peca ensaiada. Quanto maior o comprimento do tirante, mais
fragil tende a ser o comportamento da peca. Tirantes pequenos apresentam um ramo de
amolecimento longo. Este fendmeno pode ser explicado teoricamente aplicando os conceitos
da Mecéanica da Fratura. Um estudo tedérico computacional sobre este fendmeno ¢ apresentado

no capitulo 13, ver item 13.1.

3.1.2 Analise tedrica

Estuda-se, a seguir, o que acontece na analise tedrica e, conseqiientemente, na simulagdo
numérica dos ensaios descritos no item anterior. O tirante € dividido em dois trechos, ou
elementos, conforme mostrado na figura 3.3, onde também se encontra a relagdo constitutiva

do material.
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Figura 3.3: Discretizacdo do tirante e diagrama tensdo-deformacao do
material.
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Até que a carga maxima seja atingida, trecho 01 do diagrama, os dois elementos apresentam
comportamento elastico-linear. Assim, pode-se escrever as seguintes relagdes para os

incrementos de alongamentos total, 6, do elemento 4, J4, € do elemento B, J5

8:6A+63 , 8A=asA , SB:bsB . (31)

Também, pode-se estabeler as relagdes elasticas para os incrementos de deformagao e tensao

totais

As:%g) e Aoc=AcE . (3.2)

onde £ ¢ o moddulo de deformacdo longitudinal. Considerando que o elemento B tenha
resisténcia a tragao levemente inferior ao A4, apds a carga maxima ter sido atingida pelo
elemento B, o elemento A sofre um relaxamento segundo a refa 10 e o B sofre um
amolecimento segundo a reta 12 do diagrama. Assim, de acordo com Schreyer e Chen (1986),

os incrementos de tensdes nos elementos 4 e B sdo estabelecidos, respectivamente, por

Aoy=AeaE , Aogp=-AegBE . (3.3)

Sabendo que Aoy = Aoz = Ao, chega-se a

ASA = - B ASB . (34)

O incremento de deformacao total, entdo, fica determinado por
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A5 A3A+A8g  (b—Ba) Ac (3.5)

Ag .
L L L -BE

Isolando o incremento de tensdo, obtém-se a equagdo constitutiva global incremental de

amolecimento

Ac =-kE As (3.6)

sendo a constante k, que define a inclinagdo do ramo de amolecimento da resposta do

problema, dada por

__BL _ pL (3.7)
b-Pa b(l+p)-BL’

Salienta-se, aqui, que a inclinacdo do ramo de amolecimento estrutural, -kE, ¢ fungdo de b, a
dimensao do elemento fissurado. Desta forma, variando o valor de b, a inclinagdo do ramo
descendente do diagrama tensdo-deformacao do tirante ¢ alterada. Na figura 3.4 mostram-se

os diagramas obtidos para algumas situagdes:
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Figura 3.4: Diagrama tensao-deformacao da resposta do tirante.

1) b = L — aregido fissurada envolve todo o tirante > k= f — Ao =- fE Ae

2) b = L/2 — aregido fissurada envolve a metade do tirante — k = 25/(1-)



29

3) b = 0 — aregido fissurada ¢ uma linha > k =-1 > Ao = +E A¢

Para valores de b > 0, os valores encontrados para k sdo positivos, resultando em uma
diminui¢do na tensdo com um incremento de deformagdo positivo, o qué caracteriza o ramo
de amolecimento. Para a situacdo limite » = 0, o valor de k ¢ negativo, resultando em um
aumento na tensdo com um incremento de deformacgdo positivo, o qué ¢ incoerente para o
ramo de amolecimento. Segundo Schreyer e Chen (1986), esta aparente incoeréncia pode ser

encarada como uma ruptura fragil.

Assim, quando considera-se £, o parametro que caracteriza a inclinagdo do ramo de
amolecimento do material, uma propriedade do material, com valor fixo, a resposta global da
peca fica dependente do tamanho do elemento que corresponde a banda de fissuragdo.
Refinando-se a malha, os resultados variam sensivelmente e ndo se obtém a convergéncia
para o valor correto como se espera do Método dos Elementos Finitos. Este fato ¢ conhecido
como falta de objetividade dos resultados com respeito ao tamanho da malha e ¢ tipico de
analises em que se considera um ramo de amolecimento por deformacdo independente do

tamanho da malha.

A introdug¢do da energia de fratura, Gy substituindo o parametro [, para caracterizar o
amolecimento por deformag¢do do material, permite objetivar os resultados do modelo em
relagdo ao tamanho da malha, ver figura 3.5, ACI (1991). Neste caso, ¢ o ramo de
amolecimento da relacdo constitutiva do material que depende do tamanho do elemento, e nao
a resposta global da peca. O refinamento da malha tende a diminuir a inclinagdo do ramo de

amolecimento da curva o-¢, tendendo a horizontabilidade para b=0.

- o
Go L l§ b=0 Go 1

|\\\\

! \\ \\

1 \ \\

e, 5

1 b= \ _ N

| \\\b—L/Z S ?

" =2G¢/ bo,

Figura 3.5: Diagrama tensdo x deformagdo a) relagao constitutiva do
material; b) resposta global da peca.
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Portanto, os motivos que levam a utilizagdo da Mecanica da Fratura estdo associados aos
problemas que surgem na simulacdo numérica ao empregar modelos de fissura distribuida
para estudar algumas situagdes de fraturamento localizado. Observa-se que a adog¢do de uma
lei de amolecimento Unica, como uma propriedade do material, cria uma dependéncia dos
resultados numéricos com relagdo ao tamanho do elemento finito que compde a discretizacao
da zona fraturada. Este problema tem sido contornado pela consideracdao alternativa da
energia de fratura G como uma propriedade do material, o que provoca um ajuste da lei de

amolecimento do material de acordo com o tamanho do elemento finito.

Salienta-se que, mesmo introduzindo os conceitos da Mecanica da Fratura, os modelos que
representam a fissura de forma distribuida continuam dependentes da determinagdo, a priori,

da largura da banda de fissuracao.

3.2 MECANICA DA FRATURA DO CONCRETO

A seguir, faz-se um breve resumo dos conceitos da Mecanica da Fratura que estdo
relacionados com o comportamento de amolecimento do concreto simples analisado no item

anterior. Também, apresenta-se o Modelo de Fratura Ficticia empregado ao longo desta tese.

3.2.1 Conceitos basicos

Até o inicio do século XX, ndo se conseguia explicar o fato de haver uma grande disparidade

entre a resisténcia a tragao teorica de um sélido ideal e aquela medida experimentalmente.

De acordo com Cedolin (1986), em 1920, Griffith sugeriu que tal disparidade fosse devida a
presenca de defeitos internos no material, capazes de incrementar localmente o estado de
tensdes. Assim, Griffith propos um critério de energia que estabelece a condi¢do necessaria
para a propagacao da fissura. Segundo este critério, para uma fissura se estender
espontaneamente, a taxa de energia de deformacgao dissipada deve ser pelo menos igual a taxa

de aumento na energia de superficies livres devido a formacao de novas superficies, ou seja,
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dU/dA = dW/dA (3.8)

sendo dU a taxa de energia de deformacao dissipada na formacao de fissuras, dW a variagao

do trabalho realizado na formacao da fissura e d4 o incremento de superficie da fissura.

Para uma fissura eliptica de comprimento a, em uma placa infinita de espessura unitaria,
carregada de forma que se tenha, em regides distantes da fissura, tragdo uniforme normal ao

plano da fissura, o, segundo Kaplan (1961), Griffith deduziu que

dU/dA=nc’a/E e dW/dA =2T , (3.9)

sendo 7 a energia de superficie por unidade de drea e £ o mddulo de deformacado longitudinal

do material.

Substituindo as expressoes (3.9) em (3.8) chega-se a

o = [(2ET) / (na)]"? (3.10)

que ¢ a conhecida formula de Griffith. A importancia desta expressdo esta no fato de

relacionar a dimensdo da fissura, a, com a tensdo necessaria para ruptura do material, .

Segundo Cedolin (1986), Irwin sugeriu, em 1957, que o fendmeno de propagacdo da fissura

fosse baseado na andlise da singularidade de tens3o na ponta da fissura, ver figura 3.6.

Irwin também constatou, observando a solugdo obtida por Westergaard em 1939 para a tensao

na direcdo normal a fissura dada por

o, =K/ (Q2nr)"?, (3.11)
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que a forma da singularidade da tensdo ¢ inversamente proporcional a raiz quadrada da
distancia até a ponta da fissura. Na expressdo anterior, 7 ¢ a distancia até a ponta da fissura,
suposta muito pequena, ¢ K ¢ um fator que depende da geometria da pega, da dimensao da
fissura e da carga aplicada. Na ponta da fissura, onde r = 0, a tensdo ¢ infinita; portanto, a

fissura se propaga mesmo que a tensao aplicada seja muito pequena.

Gy
c AP A]
A
AAAAAA @23_
c [V VYV V¥Vl
(b)

Figura 3.6: a) Varia¢do de o, na ponta da fissura em um corpo elastico
b) Placa tracionada com uma fissura inicial.

Irwin prop0s, assim, que se utilize K, denominado fator de intensidade, como o pardmetro que
caracteriza, através de seu valor critico K., a propagacdo da fissura. Ele também provou a
existéncia de uma relagdo entre K. ¢ G5 a energia dissipada por unidade de superficie de
propagacdo da fissura. Para estado plano de tensdes, esta relacdo ¢ dada por (Kanninen e

Popelar (1985))

K. = (G¢E)". (3.12)

Segundo Cedolin (1986), embora a interpretagdo de resultados em termos de K. ou Gy seja
equivalente, o uso de K. evidencia o fato que a tensao tende ao infinito quando » tende a zero.
Isto nao pode ocorrer, evidentemente, em materiais reais, mas se a zona na qual o material se
afasta do comportamento elastico linear ¢ pequena, a aproximacdo introduzida torna-se
aceitavel. Irwin também colocou que, se dois sistemas de carregamento produzem o mesmo

estado de tensdo perto da ponta da fissura, entdo a influéncia na extensdo da fissura deve ser
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similar. Isto indica que a taxa de energia de deformagao dissipada, Gy deve ser considerada
como uma propriedade fundamental do material, da mesma forma que o moddulo de

deformacao longitudinal.

Em 1963, Glucklich (1963), observou que, para o concreto, a energia necessaria para a
propagacdo de uma fissura ¢, na realidade, usada para criar varias microfissuras.
Conseqlientemente, a quantidade de energia envolvida ¢ muito maior do que o valor tedrico
da energia necessaria para criar uma superficie livre. Ele chegou a esta conclusdo fazendo
uma comparagdo entre o comportamento do concreto e os comportamentos do vidro e de
metais. No material estudado por Griffith, o vidro, a energia de deformagao ¢ transformada
em energia de superficie. Em metais, a energia de superficie ¢ uma parcela negligenciavel
dentro da energia total absorvida; grande parte da energia ¢ gasta na produgdo da deformacgao
plastica nas zonas com concentracdo de tensdo. Segundo Glucklich, o concreto é usualmente
referido como um material plastico por apresentar um comportamento fenomeldgico similar
ao dos metais. Porém, este comportamento ¢ devido a microfissuracdo, que acontece no
concreto a partir de certo nivel de tensdo. Na realidade, o concreto apresenta um
comportamento basicamente semelhante ao do vidro e, na fratura, a energia de deformagdo ¢
principalmente transformada em energia de superficie. Contudo, ao contrario do vidro, a
fissuragdo nao ¢ limitada a uma fissura, mas abrange uma zona de concentragao de tensdes na
forma de multiplas microfissuras. Assim, no balango de energia, a energia dissipada ¢
basicamente energia de superficie, mas a area das novas superficies formadas pode ser muito

superior do que a area da fissura principal.

Energia

Energia necessaria = 4aT

dimensdo da fissura = a

Figura 3.7: Balango de energia da placa de Griffith.
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A figura 3.7 mostra o balanco de energia da placa de Griffth, material homogéneo idealmente
elastico. A energia necessaria ¢ representada por uma reta de inclinacdo 47, na qual T ¢ a
energia de superficie por unidade de area. A curva da energia dissipada ¢ uma pardbola de
segundo grau. O ponto de instabilidade (ponto de crescimento espontdneo da fissura) ocorre

onde a inclinag@o das duas curvas sdo iguais, ponto @; da figura 3.7.

Para o concreto o comportamento ¢ diferente, segundo Glucklich (1963). Considerando que o
processo de fissuracdo ndo ¢ limitado a uma fissura principal, mas inclui uma zona, a taxa de
energia absorvida cresce com o aumento da fissuragdo. Assim, a energia necessaria para o
concreto ndo € representada por uma reta mas por uma curva de tangente ascendente. Assim,
uma fissura de comprimento ay comega a crescer sob uma tensdo oy até o comprimento a;.
Neste ponto, a inclinagdo da curva de energia necessaria nao sera mais a mesma do ponto
inicial ay e a tensdo devera ser aumentada para o, ja que a tangente da curva é proporcional
ao valor da tensdo. Isto acarretard o crescimento do tamanho da fissura para a, e da tensdo
para o. O processo se repete até que seja atingido um ponto onde a inclinagao da curva de
energia necessdria para de crescer; ou seja, ndo se necessita de mais aumentos de tensdo, e a
fissura vai crescer espontaneamente. A tangente da curva para de crescer porque a zona de

concentragdo de tensdo atingiu seu tamanho maximo.

Desta forma, em um material ideal, T e E, respectivamente a energia de superficie por
unidade de area e o médulo de deformagdo longitudinal do material, determinam a resisténcia.
Em materiais como o concreto, a taxa de absor¢do de energia pode substituir 7. Seu valor,
contudo, ndo é constante e ¢ significativo somente no ponto de instabilidade, ou fraturamento,
onde ¢ denominado Gy - taxa critica de dissipacdo de energia de deformagdo; ou seja, a

maxima inclinac¢ao atingida pela curva da energia necesséria.

3.2.2 Métodos de aplicacio

De acordo com ACI (1997), existem varios métodos ou aproximagdes diferentes para aplicar
a Mecanica da Fratura em estruturas de concreto, todos eles dando resultados coerentes,

conforme a situagdo que esta sendo analisada.

No ambito da Mecanica da Fratura linear, pode-se citar os métodos: Fator Intensidade de

Tensdo e Balango de Energia.
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Na aproximacao do Fator Intensidade de Tensdo, K, as tensdes perto da ponta da fissura sdo

estudadas segundo a expressao dada em (3.11). Quando K alcanca um valor critico, a fissura

propaga.

Na aproximacgado por Balango de Energia, ¢ considerado que uma determinada quantidade de
energia ¢ absorvida pela formacdo de uma unidade de area da superficie da fissura. Quando
uma fissura propaga, uma certa quantidade de energia estocada ¢ liberada. A fissura propaga

quando a energia liberada ¢ igual ou maior do que a absorvida.

J&4 no dmbito da Mecanica da Fratura nao-linear, a solucdo singular dada pela expressao (3.11)

nao ¢ valida para todos os pontos no entorno da ponta da fissura.

No Modelo de Dugdale considera-se que existe uma zona plastica perto da ponta da fissura.
Dentro desta zona pléstica, uma tensdo igual a resisténcia a tragdo do material atua no
contorno da fissura. Similar ao modelo de Dugdale ¢ o Modelo de Barenblatt, mas com as
tensdes variando com as deformacdes. Estes modelos ndo sdo usados em analises via

elementos finitos.

Baseado no modelo de Barenblatt, foi proposto por Hillerborg, Modéer e Peterson (1976) o
Modelo de Fratura Ficticia. Neste modelo, uma nova propriedade do material ¢ introduzida, a

relacdo tensdo-abertura de fissura para a zona de fratura.

Para se determinar se a Mecanica da Fratura linear ou a Mecénica da Fratura ndo-linear deve
ser usada em um determinado problema, segundo ACI (1997), deve-se comparar o tamanho
da zona de processo de fratura com a menor dimensao associada com a ponta da fissura, ver

figura 3.8

Zona de validade
da solucao
singular

Fissura

r

Zona de processo de
fratura (inelastica)

Figura 3.8: Regides na ponta da fissura.



36

A zona de processo de fratura ¢ definida como a area ao redor da ponta da fissura dentro da

qual o comportamento do material ndo € elastico, onde a expressao (3.11) ndo ¢ valida.

A dimensdo minima ¢é definida como a menor distdncia da ponta da fissura at¢ um ponto que
possa causar um distarbio local no campo de tensdes. Esta dimensdao minima ¢ usada para
calcular o raio aproximado nos arredores da ponta da fissura dentro da qual a solucdo ¢

dominada pelo campo de tensdes singular, expressao (3.11).

Uma das hipoteses fundamentais da Mecanica da Fratura linear é que o tamanho da zona de
processo de fratura € negligenciavel, menor do que 1% da dimensdo minima. Se a zona de
processo de fratura ndo € pequena se comparada a dimensao minima, ndo se pode considerar a
existéncia do campo de tensdes singular na ponta da fissura e a referida zona deve ser
modelada explicitamente. Sabendo que a dimensdo da zona de processo de fissuracdo no
concreto ¢ da ordem de 30cm ou mais € que para a maioria das estruturas de concreto a
dimensdo minima ¢ menor que 1m, a fissuracdo em estruturas de concreto deve ser modelada
usando a Mecanica da Fratura ndo-linear. Apenas em estruturas de concreto muito grandes,

como por exemplo em barragens, € possivel aplicar a Mecanica da Fratura linear.

=

MODO 1 MODO 11 MODO III

Figura 3.9: Modos de deformacgao da fissura.

Antes de apresentar o método aplicado nesta tese, cabe fazer um ultimo comentério. Até este
ponto, considerou-se que a fissura se deforma simetricamente em relacdo a seus eixos,
ocasionando a abertura da fissura. Este modo de deformacao ¢ o mais comum, mas, segundo
Carpinteri e Ingraffea (1984), existem trés modos independentes de deformagdo, conforme

mostra a figura 3.9:

a) Modo I ou modo de abertura;

b) Modo II ou modo de deslizamento ou corte;
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¢) Modo III ou modo de rasgamento.

A considera¢do, ou nao, dos modos /7 ¢ /Il na formulagdo dos modelos depende do grau de

sofisticag¢ao requerido.

3.2.3 Modelo de fratura ficticia

A seguir, apresenta-se 0 método empregado nesta tese para aplicar a Mecanica da Fratura nao-
linear em estruturas de concreto, o modelo de fratura ficticia proposto por Hillerborg, Modéer

e Peterson (1976) e Hillerborg (1980).

No modelo de fratura ficticia, uma nova propriedade do material, para a zona de fratura, é
introduzida: a relagdo tensdo x abertura da fissura. Esta propriedade substitui as outras

propriedades convencionais da Mecanica da Fratura.

Como ja foi visto no item 3.1.1 em ensaios de tirantes de concreto quando se incrementam
deslocamentos, inicialmente o crescimento da tensdo ocasiona um alongamento relativo ao
longo de toda a peca. Quando a tensdo alcanga a resisténcia a tragdo do material, uma zona de
fratura comega a se formar em algum lugar ao longo da barra. Se o corpo de prova ¢ ainda
mais deformado, a tensdo diminui devido a formag¢dao de microfissuras na zona de fratura,
ocasionando duas respostas diferentes no material: um decréscimo de alongamento fora da
zona de fratura, o que corresponde a uma curva de descarga no diagrama tensdo-deformagdo;

e, um acréscimo de deformac¢ao no interior da zona de fratura.

g s

W+

(a) (b)

Figura 3.10: Modelo da fratura ficticia: a) curva tensdo-deformagao,
b) curva tensao-abertura de fissura.
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Esta complexa relagdo entre tensdo ¢ deformacgdo pode ser descrita através de duas curvas: a
curva tensdo/deformagdo, valida para a zona fora da fissura; e, a curva tensdo/abertura de

fissura, valida somente para a zona de fratura, conforme mostrado na figura 3.10.

O deslocamento w, dado pela abertura da fissura, ¢ independente da dimensdo da zona de
fratura. Assim, considerando a dimensdo original da zona de fratura igual a zero, esta zona
pode ser considerada uma linha, uma fissura, que se abre com uma dimensdao w, embora

permaneca tendo uma tensdo de acordo com a curva tensdo/abertura de fissura.

A figura 3.11 mostra uma fissura cujo eixo ¢ perpendicular a dire¢do de uma tensao de tracao.
De acordo com a teoria da elasticidade, a tensdo ¢ infinita na ponta da fissura, ver figura
3.11(a), o que nao condiz com a realidade. Na realidade, uma zona de fratura se forma na
frente da ponta da fissura e as tensdes se tornam finitas devido a deformacdo da zona de

fratura, figura 3.11(b).

o=1(g) o=t o
o=f(w) o=ftw) o=fe)
o=fg) | N
- ‘ Fratura
\ Zona de Fratura  picticia
Fratura Real
(@) (b) ©

Figura 3.11: Tensdes na ponta da fratura a) Mecanica da Fratura
linear; b) Mecanica da Fratura ndo-linear; ¢) Modelo da fratura
ficticia.

No modelo de fratura ficticia, a zona de fratura é modelada como uma fissura ficticia, ver
figura 3.11.(c). Considera-se que a tensdo no interior desta fratura ficticia estd relacionada
com o deslocamento w, mas que as tensdes fora da fratura ficticia estdo relacionadas com a
deformagdo &. A tensdo ¢ tomada igual a resisténcia a tracdo do material na ponta da fissura.
Quando a carga aumenta, a dimensao da fissura ficticia se estende com o aumento das tensdes
em frente da ponta da fissura. Ao mesmo tempo, o deslocamento w da ponta da fissura real
aumenta até que a tensdo caia a zero e a fissura real se propaga. O termo fissura real ¢ usado

aqui para fissuras que ndo podem transferir tensao alguma.
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Finalmente, salienta-se que a area encerrada abaixo do diagrama tensdo/abertura de fissura,
figura 3.10(b), da o valor total da absor¢ao de energia na zona de fratura para a formagado de

uma unidade de area da fissura real, Gf.
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Parte 1

Modelo Distribuido

Como ja foi mencionado na Introdugdo deste trabalho, capitulo 1, o objetivo principal desta
tese ¢ apresentar dois modelos de elementos finitos para representar o comportamento do
concreto armado fissurado (um do tipo distribuido e um do tipo incorporado) com o intuito de

fazer uma anélise comparativa das vantagens e desvantagens apresentadas pelos mesmos.

A seguir, na Parte I deste trabalho, capitulos 4, 5, 6 e 7, ¢ apresentado o procedimento de
implementagdo do modelo distribuido proposto. O denominado Modelo Distribuido ¢€
composto por um modelo distribuido para modelar as fissuras, um modelo do tipo semi-
empirico para simular o comportamento do material fissurado e um modelo incorporado para
representar as barras da armadura. Para representar o comportamento do concreto intacto,

utiliza-se o0 modelo constitutivo de Ottosen.
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4 Elementos Finitos Empregados para o

Concreto e para a Armadura

Neste capitulo, apresentam-se os modelos utilizados para simular o comportamento do
concreto ¢ da armadura na andlise via Método dos Elementos Finitos. A formulagao
apresentada ¢ desenvolvida visando sua aplicagdo em andlise ndo-linear de estruturas sob

estado plano de tensdes com solugdo em deslocamentos.

Para representar a armadura, o modelo empregado é do tipo incorporado. J& para a
representacdo do concreto sdo empregados elementos isoparamétricos para simular tanto o

comportamento do material intacto como o com fissuracao distribuida.

4.1 ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO INTACTO OU COM
FISSURACAO DISTRIBUIDA

O modelo de elementos finitos empregado para simular o comportamento do concreto nao-
fissurado ou com fissuragdo distribuida ¢ o modelo padrdo para estado plano de tensdes com
solugdo em deslocamentos, largamente empregado em andlise ndo-linear de estruturas de
concreto (Owen e Hinton (1977), Zienkiewickz (1977), Bathe e Wilson (1976), Hinton
(1988), etc.). Na implementacdo numérica destes modelos foram utilizadas subrotinas
apresentadas por Hinton (1988). A seguir, serdo apresentadas apenas as principais expressoes

empregadas neste trabalho.

Foram implementados dois elementos finitos isoparamétricos quadrangulares da familia
Serendipity: o linear, de quatro nés, e o quadratico, de oito nos, conforme mostrado na figura
4.1. Os dois elementos possuem dois graus de liberdade por né (u,v), correspondentes as

translacdes na direcdo dos eixos xy do sistema global de coordenadas.
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O campo de deslocamentos no interior do elemento é obtido através dos deslocamentos

nodais, a partir da expressao

{u}:NUe (.0
v

onde U° é o vetor de deslocamentos nodais do elemento € N é a matriz de interpolagdo do

elemento.
v 6 v
4 3—p 7 ® 5—»
MTe | "l “
y S 8 S 4
1
2 1 02 3
X
(a) (b)

Figura 4.1: Elementos isoparamétricos: a) linear; b) quadratico.

A matriz N ¢ composta pelas fungdes de interpolacdo de cada nd, Ny(& 1), em funcao das

coordenadas normalizadas (& 7). Segundo Owen e Hinton (1977), as fungdes de interpolagdo

para os elementos da figura 4.1 sdo dadas por :

a) elemento linear

N, :%(1+§0)(1+n0), i=1,2,3,4. (42

b) elemento quadratico
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Ni:%(1+§0)(1+n0), i=1.3.5.7. (4.3.2)

2 oM s (4.3.b)
Ni=71(1+§o)(1—ﬂ )+71(1+ﬂo)(1—§ ), 1=2,4,6,8.
onde &; =&E;, ng =nn; ¢ (&, Ni) s@o as coordenadas naturais do n6 em questao.

As coordenadas cartesianas (x,y) de um ponto no interior dos elementos isoparamétricos sao
determinadas empregando-se as mesmas fun¢des de interpolagdo utilizadas na interpolagao

dos deslocamentos, resultando

n [N, 0 [x, 4.4)
E{O Ni:Hyi}

onde (x; y;) sdo as coordenadas cartesianas do n6 i e n ¢ o nimero de n6s do elemento.

O campo de deformagdes no interior do elemento ¢ obtido a partir do campo de

deslocamentos

€=BU® (4.5)

sendo B a matriz deformagdo-deslocamento, composta pelas submatrizes B; de cada no,

definidas por
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oNg N (4.6)
B. =| X 0y
L, aNg o
oy  0x

A matriz de rigidez do elemento, K., ¢ determinada numericamente por
T 4.7
K_=[ [B"D Bt[s]dedn S

onde D ¢ a matriz constitutiva eldstica para estado plano de tensdo, ¢ ¢ a espessura do

elemento e | J | ¢ o determinante da matriz Jacobiana do elemento, definida por

(4.8)

O_X @ i OoN; i OoN;

ox 0Oy

A integracdo numérica da matriz K, ¢ feita através da Regra de Gauss, sendo utilizados 3x3

pontos para o elemento quadratico e 2x2 pontos para o elemento linear.

Finalmente, o sistema de equagdes de equilibrio global da estrutura, depois de somar todas as

contribuicoes elementares do concreto e da armadura, ver item 4.2, resulta

KU=P (4.9)

onde K ¢ a matriz de rigidez global, U ¢ o vetor dos deslocamentos nodais e P ¢ o vetor de
cargas nodais aplicadas sobre a estrutura. A solugdo deste sistema fornece os deslocamentos

nodais para o carregamento aplicado.
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4.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

O modelo empregado para simular o comportamento das barras de ago da armadura ¢ o
modelo incorporado desenvolvido por Elwi ¢ Hrudey (1989). Na implementacdo numérica
destes modelos foram utilizadas subrotinas desenvolvidas por Dantas (2000). A seguir,

embasado no trabalho de Machado (2002), se d4 uma visdo global da formulacdo empregada.

4.2.1 Modelo incorporado

O modelo implementado estd baseado no fato que a armadura resiste apenas a tensdes axiais
em sua direcdo longitudinal e que os deslocamentos de um ponto qualquer da barra sdo iguais
aos do elemento de concreto no qual ela estd embebida. Desta forma, as barras da armadura
contribuem apenas para a rigidez no sentido longitudinal e podem ser dispostas dentro do

elemento de concreto de forma arbitraria, nao introduzindo novas incognitas no problema.

Os deslocamentos ao longo da barra sdo obtidos a partir dos deslocamentos nodais dos
elementos adjacentes de concreto. Logo, a matriz de rigidez da armadura, K, tem a mesma
dimensdo da matriz de rigidez do elemento de concreto, K., ¢ a matriz de rigidez total
(concreto armado) ¢ a soma das duas. A expressao final da matriz de rigidez do elemento de

concreto armado resulta

nb
KoK + 3K, (4.10)

j=1

sendo nb o numero de segmentos de barra de armadura no interior do elemento de concreto. A

matriz de rigidez para cada barra de armadura ¢ expressa por

K, =E A [ B, BYdS (4.11)
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sendo E; o médulo de deformacao longitudinal do ago; A4, a area da se¢do transversal da barra
de armadura; By o vetor das relagdes deformagdes-deslocamentos para a armadura a ser

definido adiante, e, S é o comprimento da barra.

4.2.2 Formulacido geométrica

As barras de armadura sdo representadas por elementos unidimensionais isoparamétricos,
permitindo-se modelar barras retas e curvas. A geometria das barras retas fica definida por

dois pontos, enquanto que, para barras curvas, sao necessarios trés pontos.

Um elemento de concreto com uma barra em seu interior ¢ mostrado na figura 4.2.

AN

y A .
(Xi,yi) >\ g

(XsisYsi) \T

barra de aco

\

\j

Figura 4.2: Barra de armadura no interior de um elemento de concreto.

Seguindo o procedimento usual para o mapeamento isoparamétrico, as coordenadas globais
de um ponto (x,y), localizado no interior de um elemento, sdo expressas em termos das

fungdes de interpolacao, ;, conforme

n n (4.12)
x =Y Njxj y=2Njyj
i=1 i=1

Os elementos infinitesimais das coordenadas globais sdo expressos por
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{dx}_JT d&} (4.13)
dy| ~ |dn

onde J ¢ a matriz Jacobiana mostrada no item 4.1.

Uma importante vantagem desta formulacdo ¢ que a localizagdo e geometria das barras da
armadura independem da malha de elementos finitos de concreto. Como a armadura ¢
especificada por um conjunto de pontos independentes, se faz necessaria a colocagao de nos
adicionais nos elementos de barra, para garantir a continuidade inter-elementar adequada.
Estes nos devem estar localizados onde a armadura atravessa o contorno do elemento de
concreto. As coordenadas dos nds das barras de ago, entre os pontos de defini¢cdo da mesma,
sdo obtidas por interpolagdo. Desta maneira, nés adicionais sdo criados dentro dos elementos
finitos, onde h4 presenca de armadura. Tomando-se x,; € y;; como vetores que contém as
coordenadas globais dos nos da barra, as coordenadas de qualquer outro ponto ao longo desta

barra podem ser determinadas por

X B HJ 0 ij (414)
{y}_ 0 Hj|yy

As fungdes de interpolagdo unidimensionais, /;, sdo expressas em termos de uma coordenada

normalizada, y, ver figura 4.3.

na

dy
(6]
dx a

0 X

Figura 4.3: Coordenadas ao longo do eixo de armadura.
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Os termos da matriz de rigidez da armadura sdo determinados por uma integral sobre o

volume das barras. Para tanto, necessita-se de um elemento diferencial de comprimento ds,

disposto ao longo da armadura. A orientacdo da tangente a barra, ilustrada na figura 4.3, ¢

dada pelo angulo £, onde

Sendo cos’B+sen’B=1 e dS’ =dx’ + dy’, segue que

s _ [(ax)* (ay)’
dy  \\dy dy)

na qual
x| A
dy | _ D dy {XSJ}
dy =l o dH; 1y
dy dy
Logo
0sp = dx/dy, enf = dy/dy
dS/dy dS/dy

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Pelas expressodes apresentadas acima, pode-se obter os cossenos diretores da reta tangente, em

qualquer ponto ao longo da armadura, assim como o fator de mapeamento isoparamétrico,

ds/dy.
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Um elemento diferencial de volume da barra de ago, dVs, pode ser expresso em fungao do

comprimento diferencial, dS, e da area da se¢ado transversal da barra, resultando
dVy =A dS (4.19)

Assim, empregando o fator de mapeamento descrito na expressao (4.16), pode-se escrever as
integrais envolvendo elementos de volume ao longo da armadura como fun¢do da coordenada

normalizada y

ds (4.20)
JysCdVy =[ CA, ™ dy

na qual C ¢ uma fung¢do de posi¢ao ao longo da barra de armadura.

4.2.3 Determinacio dos segmentos de armadura

Como ja foi visto anteriormente, a matriz de rigidez total (concreto armado) de um
determinado elemento ¢ determinada pela soma das parcelas referentes ao concreto e a
armadura. De forma anéloga, as forgas internas associadas a armadura sdo integradas aquelas
do elemento de concreto para a obtengdo do vetor de forgas internas totais do elemento.
Portanto, precisa-se saber quais barras interceptam cada elemento para poder adicionar a

contribuicdo das mesmas tanto na rigidez como no vetor de forcas do elemento.

A determinacdo dos segmentos de barras de armadura que ficam no interior de cada elemento
de concreto ¢ feita numericamente de forma automatica. O procedimento realizado na

determinagdo destes segmentos sera exposto a seguir.

Inicialmente, transformam-se as coordenadas globais, P; (x,y), dos pontos que definem as
extremidades da barra de armadura, para coordenadas naturais locais, P; (& 7). A rela¢do entre

estas coordenadas, para elementos isoparamétricos, ¢ dada por
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AR
vyl Sl 0 NiEw|ly;

onde:

- (x,y) sdo as coordenadas globais de um ponto qualquer;

- (x;y;) sdo as coordenadas globais dos nos do elemento de concreto;

- N; (& 1) sdo as fungdes de forma do elemento de concreto.

A relagdo inversa da equagdo (4.21) ndo ¢ facilmente encontrada. Elwi e Hrudey (1989)
sugerem a utilizacdo do algoritmo de Newton-Raphson para sua determinagdo numérica. A

determinagdo aproximada das coordenadas locais de um ponto P (&,77) esta baseada no fato

destas coordenadas serem raizes do seguinte sistema de equagdes

X n'N. 0 1(x: (4.22)
f _ Pl_ 1 1
e {Yp} E{ 0 Ni}{yi}

{E_,}k-H _ {E_,}k N {A&}k-H (423)
N p N p An p ’

onde
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A k+1__ T {x} o N}‘ 0 {Xi} (4.24)
{An}p - {yp o N Ly

sendo, na iteracao k:

- J¥ =J%(&,m), a matriz Jacobiana do elemento de concreto na iteragdo ;

- Nf = Nf(é, 1), as fungdes de forma do elemento de concreto.

Determinadas as coordenadas naturais dos pontos de definicdo da geometria da barra,

referenciados ao sistema natural do elemento em analise, parte-se para a proxima etapa.

7 6 S
[ ° ®
n
€
Se e 4
— & @ @—
Pl Pa P3 Pnp
® . ®
1 o 3

Figura 4.4: Curva de defini¢do da barra de aco.

A segunda etapa consiste na determinagao das coordenadas naturais da intersec¢ao da reta que
contém a face do elemento com a barra de armadura, ver figura 4.4. Os lados do elemento de
concreto sdo definidos por duas coordenadas: uma com valor fixo e outra podendo ter valores

entre —/ e /. Segundo Zienkiewickz (1977), tém-se

np np (4.25)
E=2fim& e n=2gi@n;
i=1 i=1

onde, para os np pontos da barra de armadura, calculam-se as fungdes
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w(E-8) i (n—n;) (4.26)
gi (%) Hee) e fi(n) gl(ni—m)
* J*

Em uma terceira etapa, verifica-se a existéncia de intersec¢do da curva PI, P2,..., Pn com
cada um dos quatro lados do elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada & = #/ do
elemento e calcula-se a coordenada 77 da interseccao lado do elemento x curva da barra. Caso
—I1<n < 1, diz-se que a barra intercepta este lado do elemento. Define-se, entdo, um elemento

unidimensional, representativo da parte de armadura, situado no interior deste elemento.

A quarta etapa consiste na verificagdo do trecho de armadura efetivamente contido no

elemento de concreto. Destacam-se os seguintes casos possiveis, mostrados na figura 4.5:

a) Um dos nés que define uma das extremidades da barra de armadura encontra-se
localizado dentro do elemento de concreto. Isto se evidencia quando as coordenadas
naturais de P/ ou Pnp, em mddulo, s3o menores que /. Outra situagdo pode ocorrer,
quando os dois nos estdo fora do elemento, um de cada lado, e houver intersecgao.
Obtém-se, entdo, o comprimento real do segmento de armadura, contido no interior

do elemento de concreto.

b) Os dois nds que definem a geometria da barra de armadura encontram-se localizados
no interior do elemento de concreto. Toma-se, entdo, para as coordenadas naturais
dos pontos de intersecc¢ao, as mesmas coordenadas naturais dos pontos P/ e Pnp, ja

obtidas, anteriormente.

¢) Nenhum dos nos de definicdo da barra de armadura esta situado dentro do elemento
de concreto. Neste caso, considera-se que a barra ndo estd contida em tal elemento.
Situagdo idéntica ocorre quando apenas um dos nds de extremidade da barra

intercepta um lado do elemento.
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n
8e ]—w"; o4
[ ]
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1 np
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Caso (a)> - Um dos pontos
encontra-se no interior
do elemento de concreto

7 6 S
n
Se 1—» & o4
——— ) e——
P P
1 np
1 2 3

Caso (cv - Nenhum dos pontos
encontra-se no interior
do elemento de concreto
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7 6 S
n
8¢ ]—0 & 4
Pl Pnu
1 2 3

Caso (k> - Os dols pontos
encontram-se no interior
do elemento de concreto

Q
l—j" [
e
~

1 2 3

Caso (c2) - Um dos pontos
encontro-se num dos lados
do elemento de concreto

Figura 4.5: Situagdes possiveis de se encontrar uma barra de

armadura.

Na quinta etapa, ocorre a criagdo, quando necessario, de até dois nds intermediarios no

segmento de armadura, sobre o eixo da coordenada normalizada, y, ver figura 4.6.

Determinam-se, posteriormente, as coordenadas cartesianas globais e naturais locais para os

nds extremos da barra, bem como, para os nds extremos do segmento.

7/ 6 S
n
8 s 4
-1 0 1
- ® >
1 c 3

Figura 4.6: Segmento de armadura dentro do elemento de concreto.
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Por ultimo, na sexta etapa, verifica-se se o segmento de armadura coincide com alguma aresta
em comum entre dois ou mais elementos de concreto. Neste caso, divide-se a rigidez
associada a barra de armadura entre tais elementos. Esta situacdo pode ser visualizada na

figura 4.7.

Armadura

Figura 4.7: Barra de armadura localizada em uma aresta comum de
dois elementos de concreto.

4.2.4 Funcoes de forma para os elementos de armadura

Para representar as fung¢des de interpolagdo dos elementos de armadura sdo usados polindomios

de Lagrange. Segundo Zienkiewickz (1977), estas fung¢des sdo expressas por

n . 4.27
i=1 Lk = %i)
k=1

Esta fungdo ¢ um polindmio de grau m = n-1, em termos de y, tendo valor unitario em y = yx

enulo para y =yi, ..., Y1, Yit1, - Yn, ONde 1 € 0 nimero de nds do elemento de armadura.

Deste modo, para elementos de 2 nos
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Hi0=""F e HyGn =22 429

e para elementos de 3 nds

> 2 (4.29)
- +
muhxzx,muhvm2emuhxzx

4.2.5 Matriz de rigidez e vetor de agdes nodais para a armadura

Considerando-se aderéncia perfeita entre concreto € ago, a expressao para a deformacdo, em

uma forma incremental, conforme proposto por Elwi e Hrudey (1989), resulta:

Ag, = Ag, cos’ B + Asysenzﬁ + Ay, senf cosf (4.30)

A equacgdo (4.30) pode ser posta na forma

Ag, =B," AU®, (4.31)

onde AU’ é o campo de incremento de deslocamento do elemento de concreto € B € o vetor

de relacdes deformagdes-deslocamentos, determinado por Elwi e Hrudey (1989).

O vetor B ¢ formado pelos subvetores By, definidos para cada né i por
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N . (4.32)

cos’B {a—l} + cosP senfd ON;

B. - Ox oy

St N oN;

cosp senB{—1 +sen?Bl—1

ox oy

As derivadas das func¢des de forma, N, em relacdo as coordenada x e y, sdo dadas por
oN; oN, 433)

Ox | _ < (1) 0§
dy o

Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, determina-se a variagcdo de trabalho interno

para a armadura

SAW = [, (0, +Ac,)dAg, dVs (4.34)
na qual o ¢ a tens@o normal na armadura e Vs € o seu volume.
A forma incremental da relagdo constitutiva para a armadura pode ser escrita como
Ac, =E Ag, (4.35)
onde E; ¢ o mddulo de deformacao longitudinal do ago. Assim
(4.36)

OAW = [ 8Ae, 6, Agds+[ dAg  EgAgg Agds
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ou

SAW =8Au" (K, Au+Q,) (4.37)

onde o vetor de for¢a nodal equivalente Qs ¢ determinado por

ds (4.38)
=| B,o,—A.d
Qs '[X s s dX s AX
¢ a matriz de rigidez para a armadura, K, por
T ds (4.39)
K, :jXBS E, B aAS dy,
A matriz K pode ser representada, numericamente, pela expressao
(4.40)

ng d
T ds
K¢ =2 BgEsBg —Agw;

1=1 dy

onde w;¢ o fator de peso e ng ¢ o nimero de pontos de integragdo na direcdo axial da barra de

armadura.
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5 Modelos Constitutivos para os Materiais

A seguir, apresentam-se os modelos constitutivos empregados para simular o comportamento
do ago e do concreto intacto. O modelo constitutivo utilizado para representar o concreto

fissurado, por ser um modelo proposto neste trabalho, serd apresentado no capitulo 6.

5.1 MODELO CONSTITUTIVO PARA O ACO

O modelo constitutivo implementado para simular o comportamento das barras de ago que

compdem a armadura ¢ do tipo elasto-plastico com endurecimento, ver figura 5.1.

Os
]
fy B Esl
E
&g, &, &
gy SSH
Esl __ -
— e -fy

Figura 5.1: Modelo constitutivo do ago.
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Emprega-se um modelo unidimensional devido ao fato de que no modelo de elementos finitos
empregado para simular a armadura, um modelo de armadura incorporada (ver capitulo 4), as

barras de ago resistem apenas a esfor¢os normais, na direcao de seu proprio eixo.

Desta forma, embora sendo bastante simples, o modelo bilinear empregado ¢ capaz de
representar o comportamento das barras que compdem a armadura. A tensdo no ago pode ser

determinada, de acordo com a figura 5.1, por

o, = E; &, para -8, <&<E§, (5.1)

o, =E (g, £ Sy) ¥ fy , para -Eu<E<-E e & <E<Eg (5.2)

sendo f, a tensdo de escoamento, £, 0 modulo de deformacdo longitudinal, e & a deformacdo

longitudinal do ago. A deformagdo &, que separa os dois trechos ¢ dada por

f, (5.3)
8y = E—S .

A determinagdo do modulo E;; ¢ feita conforme o tipo de ago. Para os agos do tipo A, com
patamar de escoamento definido, Es; = 0. J& para os acos do tipo B, o valor de Ej; ¢

determinado em particular para cada ago.

5.2 MODELO CONSTITUTIVO PARA O CONCRETO INTACTO

Para representar o comportamento do concreto intacto, o0 modelo utilizado ¢ o denominado
modelo de Ottosen. Este modelo fica completo quando se definem trés fatores: um modelo
constitutivo, um critério de ruptura e uma superficie de ruptura, que serdo apresentados a

seguir.
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Antes de descrever o modelo de Ottosen, cabe ainda salientar que, na analise numérica, existe
a possibilidade de se utilizar um modelo eléstico-linear bidimensional para simular o

comportamento do concreto nao-fissurado.

5.2.1 Modelo Constitutivo de Ottosen

O modelo constitutivo empregado para o concreto intacto € o proposto por Ottosen (1979).
Trata-se de um modelo eldstico ndo-linear, tridimensional, que utiliza valores secantes dos

parametros do material.

O referido modelo trabalha com as tensdes principais (o; > 0, > 03) e considera os efeitos dos
trés invariantes do tensor de tensdes (/;, I,, I3) € os do tensor desviador de tensoes (J;, J2, J3).
Também, as curvas tensdo-deformagdo obtidas sdao continuas. Além disso, € aplicavel a todos

estados de tensdo, inclusive nos que ocorrem tensdes de tracdo e de compressao simultaneas.

O modelo estd baseado no conceito do indice de ndo-linearidade, f, que ¢ uma medida da
proximidade do estado de tensdao com a superficie de ruptura. A determinacao do valor de S ¢
feita pela relagdo entre o valor da tensao atual, o3, pelo valor correspondente da tensao na

ruptura, o3

_ O, (5.4)

As tensdes o; € o3 representam o estado de tensdo real atual do ponto em consideragao. O
estado de ruptura, o; e o35 € obtido diminuindo-se o valor de o3, mantendo-se constante o; e
o0y. Na figura 5.2, onde adotou-se o critério de ruptura de Mohr para poder visualizar
simplificadamente o problema, estdo representados os dois estados de tensdo, o atual e o de

ruptura.

Os valores f < I, B =1 e B >1 correspondem, respectivamente, a estados de tensdo

localizados dentro, sobre e fora da superficie de ruptura.
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Superficie de ruptura

O3f G3 G

Figura 5.2: Defini¢do do indice de ndo-linearidade.

Quando existem tensdes de tragdo (o; > 0), a determinacdo do indice de ndo-linearidade ¢

feita por

A (5.5)

onde o3 e o3 pertencem a um novo estado de tensdo obtido pela superposi¢do de uma pressao

hidrostatica -o; ao estado de tensdo atual.

O estado de tensdo obtido, (o7, 02, 03) = (0, 0»-01, 03-07), € um estado de compressao
biaxial. A tensdo o3r € o valor na ruptura para o3, mantendo-se constante o;'e o;'. O estado

de tensdo (o7, 02, o3) satisfaz o critério de ruptura.

Como ja foi mencionado anteriormente, o0 modelo de Ottosen usa elasticidade nao-linear.

Sendo um modelo eléstico, as tensdes sao determinadas pela expressao

£ (5.6)

onde o ¢ o vetor tensdo, € o vetor deformacao ¢ Dy a matriz de constantes elasticas. Os valores
dos pardmetros usados nesta matriz sdo os valores secantes; portanto, sdo varidveis com a

historia de carga.
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O valor secante do mddulo de deformacao longitudinal, segundo Ottosen (1979), ¢ dado por

(5.7)

E -Lg, —BGEO —Efji\/BEo —BGEO —Efﬂz +E2 B[Da(1-PB)-1]

sendo o sinal + ou - empregado, respectivamente, para o ramo ascendente ou descendente da
curva tensdo-deformagdo. Er ¢ o valor do modulo de deformacdo longitudinal secante na

ruptura, sendo seu valor determinado por

E, (5.8)

Ep=— ¢
1+4(A - Dk

A variavel k representa a dependéncia do carregamento e ¢ dada pela expressao

(5.9)

A

onde [—J ¢ calculado para o estado de ruptura: (o;, 62, o3) ou (o; L oo, O'gf).
f

£

A variavel A4 ¢ definida por 4 = Ey/E. > 4/3, sendo Ey o modulo de deformacao longitudinal
inicial e £, o modulo de deformacao longitudinal secante correspondente a tensdo f., ou seja,

E. = fon/ 0,0022.

O parametro de amolecimento, Da, controla o ramo descendente da curva tensdo-deformagao,
nao afetando significativamente o ramo ascendente. Quanto maior o valor de Da, mais ductil

sera o amolecimento. Valores tipicos de Da estdo entre 0 e 0,2, podendo ser determinado por
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A<2 > (1-ARY <Da<1+A(A-2) (5.10)

A>2 - 0<Dac<l (5.11)

A determinacao do valor secante do coeficiente de Poisson, segundo Ottosen (1979), deve ser

feita conforme o valor do indice de ndo-linearidade:

Vs = Vo se B<PB. (5.12)

(5.13)

sendo vy o valor do coeficiente de Poisson inicial e 1y 0 seu valor secante na ruptura. Neste

trabalho, adota-se vy= 0,36 e £, = 0,8 para todos os tipos de concreto e carregamento.

Embora seja possivel representar o ramo ascendente e descendente (amolecimento) do
diagrama tensdo-deformagdo utilizando o modelo constitutivo de Ottosen, salienta-se que,

neste trabalho, ¢ utilizado apenas o ramo ascendente.

5.2.2 Critério de ruptura de Ottosen

O critério de ruptura usado ¢, também, o proposto por Ottosen (1977). Neste critério, todas as
componentes de tensdo sdo consideradas; a superficie de ruptura ¢ suave e convexa, com
excegdo do vértice e sua proje¢do no plano desviador muda de triangular para circular com o
aumento da pressao hidrostatica; e, os meridianos sdo parabolicos e abrem no sentido do eixo

hidrostatico negativo.
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Casos especiais deste critério sdo o critério de Drucker-Prager, para a = k; = 0, e o critério de

von Mises, paraa = b = k; = 0.

Quando ocorre ruptura em um determinado estado de tensdo (£ > 1), a verificagao necessaria
para identificar se a ruptura ocorre por esmagamento (compressdao) ou fraturamento (tragao)

do concreto € a seguinte:

a) se oy = f/2 a ruptura ¢ por tragdo e, deste instante em diante, o ponto em andlise
passa a se comportar conforme o modelo constitutivo para o concreto fissurado (o7 €

a maxima tensao principal de tracdo e f; a resisténcia a tragdo do concreto);

b) caso contrario, a ruptura ¢ por esmagamento e, imediatamente, a tensdo no ponto €

zerada, ou seja, o ponto nao oferece mais resisténcia ao carregamento externo.

Ap0s o concreto ter rompido por fraturamento (8 =1 e o; = f,/ 2), as trés dire¢des do estado
de tensdo sdo desvinculadas, isto ¢é, cada direcdo passa a se comportar de forma

unidimensional independente.

Para o estado de tensdo que causou a fissuracdo, sdo determinadas as dire¢des principais. A

fissura se forma perpendicularmente a direg¢ao principal referente a o;.

Assim, as dire¢des locais, normal e tangenciais, da fissura ficam determinadas e ndo sdo mais
alteradas ao longo do processo. Este procedimento ¢ conhecido como "fixed smeared crack

approach".

5.2.3 Superficie de ruptura

A superficie de ruptura proposta por Ottosen ¢ dada pela expressao

] (5.14)
AJ—2+x£+B bo1-0
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onde /; é o primeiro invariante do tensor de tensdes; J> é o segundo invariante do tensor
desviador de tensdes; 4 e B sdo parametros; e, A ¢ uma fun¢do que depende do angulo 6, que

define os meridianos de tracao e compressao.
No meridiano de tragdo, 0= 0"e A = /,

1 (5.15)
At =k cos 3 arcos(k,)

No meridiano de compressdo, 8= 60"e A = A,

5.16
Ac =kj cos {g—% arcos(kz)} (.16)

Segundo as Equagoes (5.14) a (5.16), a superficie de ruptura ¢ definida por quatro parametros
A, B, kje k,. Estes parametros sdo determinados a partir de quatro situagdes associadas com

estados de ruptura:

- 0= 0= 0, 03 = f. - resisténcia a compressao uniaxial
-oy=03 =0, 07 =f; -resisténcia a tracdo uniaxial, dada por k =f;/|f|
- 01= 0, 0,= 03 = f> - resisténcia a compressao biaxial, f>. = 1,2 |f;|

- Ovet /' |fe| 5 Toet / |fe| - um estado de ruptura no meridiano de compressao, sendo
Ovet © Toer, TESpPECtivamente, as tensdes octaédricas normal e de cisalhamento,

dadas por o,r = 1/3 1) € Toer = (2/3 J2)1/2 )

Definindo a variavel H como



\/Ex'i'y X_Goct

= — . = c y =
yN2-1/3 | |
resulta, para os pardmetros 4, B, k; e k;
A=L[HB-2]
y
2
B k|fy|
%
5| -k
kl = )\'t ou kl =
2he /A -1
cos| 3arctan—=—— cos| 3arctan
3
k, =cos [3 arctanM}
NE)

e para a fungdo A

T

oct

2he/Ae -1
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(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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2 (5.22)
A [1—3—}/5 B++/3+ 5
£l 3 (5.23)

K—|:2\/_ } +\/E

+
Y\/_ w3 |6

Como ficou evidenciado nos paragrafos anteriores, para a calibragem deste modelo sao
necessarios apenas parametros do material que podem ser obtidos de ensaios uniaxiais usuais,

o que torna o referido modelo de fécil utilizacao.

O modelo de Ottosen apresentado neste item, item 5.2, ¢ o modelo recomendado pelo Codigo
Modelo CEB-FIP1990, ver CEB (1993). Salienta-se, contudo, que as expressdes apresentadas
foram retiradas dos trabalhos originais de Ottosen, ver Ottosen (1979) para o modelo

constitutivo e Ottosen (1977) para a superficie de ruptura.
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6 O Modelo de Fissuracao Distribuida

Proposto

O objetivo deste capitulo e apresentar o modelo de fissura distribuida proposto neste trabalho.
Inicialmente, apresenta-se a formulacdo empregada e, a seguir, se faz um estudo comparativo
entre os resultados obtidos na simulacdo numérica empregando o modelo proposto com
resultados experimentais e com resultados obtidos na simulagdo numérica empregando

modelos constitutivos presentes no programa DIANA.

6.1 COMPORTAMENTO POS-RUPTURA

No item 5.2 foi apresentado o modelo constitutivo para o concreto intacto. A seguir, se mostra
o procedimento empregado para simular o comportamento pos-ruptura do concreto quando se

deseja trabalhar com fissuragdo distribuida.

6.1.1 Direcoes locais

Apos o ponto em estudo ter rompido por fraturamento, ver item 5.2.2, as trés diregdes do
estado de tensdo sdo desvinculadas, isto ¢, cada dire¢do passa a se comportar de forma

unidimensional independente.

Para o estado de tensdo que causou a fissuragdo, sao determinadas as dire¢des principais (o; >
o, > 03). A fissura se forma perpendicularmente a dire¢do principal referente a o;. Assim, as
diregdes locais, normal (o7) e transversais (o2 , 03), da fissura ficam determinadas e ndo sdo

mais alteradas ao longo do processo.
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Uma segunda fissura pode acontecer, perpendicular a primeira, caso a deformagdo na direcao
principal 2 ou 3 atinja o valor limite f; /E.;, sendo f; a resisténcia a tragdo do concreto e E.; seu

modulo de deformagdo longitudinal inicial.
Uma terceira fissura no mesmo ponto nao ¢ possivel.

Para um estado de tensdo diferente do que causou a ruptura, aparecem, na determinagdo das

tensdes nas direcdes locais da fissura, além das tensdes normais, tensdes tangenciais.

Os modelos constitutivos unidimensionais empregados em cada dire¢do, apos a ruptura do

ponto em analise, sdo:

a) para o concreto comprimido, utiliza-se o modelo proposto pelo Cédigo Modelo CEB-

FIP 1990 (CEB (1993)), ver item 6.1.2;
b) para o concreto tracionado intacto, o0 modelo ¢ eléstico linear;

c) para o concreto tracionado fissurado, utiliza-se o modelo de amolecimento

multilinear proposto neste trabalho, ver item 6.2.

Este processo de determinagdo das direcdes e tensdes locais ¢ feito utilizando subrotinas

propostas por Hinton (1988) .

6.1.2 Concreto comprimido

Pode acontecer que nas direcdes 2 e 3 o concreto esteja sob compressdo. O modelo
constitutivo empregado nesta situagdo ¢ o proposto pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990 e

descrito a seguir.

O diagrama tensdo-deformagdo empregado ¢ mostrado na figura 6.1. A curva mostrada no

diagrama pode ser determinada pela expressao
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cm et

0,0022 €u

Figura 6.1: Diagrama tensdo-deformagao para o concreto comprimido.

2 6.1
Eci & [ &c -
_ Ecl €l € f

- E.; ¢ o modulo de deformacao longitudinal inicial

- fem € a resisténcia média & compressao

~E.; = fon/0,0022

- & ¢ a deformagdo ultima, relativa a o, = - 0,5fcm.

6.1.3 Rigidez transversal do concreto fissurado

As estruturas de concreto, mesmo fissuradas, continuam capacitadas a transferir esforco de

corte. Isto se deve, principalmente, a trés mecanismos :
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a) engrenamento dos agregados: devido a natureza irregular das faces da fissura, as
asperezas se entrelagam mecanicamente, ocorrendo contato fisico entre as saliéncias

de uma face com as da face oposta;

b) efeito de pino da armadura: capacidade de carga da barra de ago na dire¢do
perpendicular ao seu eixo. As barras de aco encravadas no concreto reagem aos
deslocamentos laterais devido ao movimento das faces da fissura. Esta rigidez lateral

¢ causada por tensodes de reagdo do concreto circundante.

¢) tensdo axial do aco: como as barras da armadura geralmente cruzam as fissuras, a
componente de tensdo do aco paralela ao plano da fissura contribui para a
transferéncia de tensao de corte ao longo da mesma. O deslizamento entre as faces da
fissura faz com que as superficies da fissura tendam a se separar devido as asperezas.
Uma agdo de cunha ¢ desenvolvida, resultando tensdes de compressdo normais ao
plano da fissura. As armaduras que cruzam a fissura sdo ativadas para que o

equilibrio de forgas seja mantido.

Estes mecanismos s3o controlados pela abertura das fissuras sendo a capacidade de

transferéncia de corte reduzida com o aumento da abertura da fissura.

A inclusdo direta destes mecanismos num modelo de fissura distribuida ¢ complexa. Uma
aproximagao simplificada para contornar este problema ¢ adotar um valor apropriado para o
modulo de elasticidade transversal do concreto fissurado, G¢. Para o ponto de integracao,

fissurado em uma direcao, Hinton (1988),

Ge=(1-(e/0,005)")G (6.2)

onde G ¢ o mddulo de elasticidade transversal do concreto nao fissurado, € ¢ a deformagao

normal ao plano da fissura e k; ¢ um pardmetro com valor entre 0,3 e /,0. Adotou-se, neste

trabalho, k; =1,0.
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6.2 MODELO IMPLEMENTADO - FISSURACAO DISTRIBUIDA

O modelo constitutivo proposto para o concreto tracionado fissurado ¢ o modelo com

amolecimento multilinear mostrado na figura 6.2. Nele se distinguem trés trechos:

I? trecho: relativo ao periodo de formagdo de fissuras, ocorrendo uma redugio gradual

da tensao com o aumento da deformagao;

2% trecho: relativo ao periodo de fissuragdo estabilizada, caracterizado pelo aumento de

deformagdo com tensdo constante;

3% trecho: relativo ao periodo de poOs-escoamento da armadura, novamente com

diminuicao da tensdo com o aumento da deformacao.

f, 12 trecho

2% trecho

3% trecho

0,0 Snncrl Sl;ltcr(l) Snncrz 0,0 10
Figura 6.2: Modelo de fissuragao distribuida proposto.

A determinagao dos parametros de cada trecho ¢ feita através da analise de barras de concreto

armado submetidas a tragdo pura (tirantes).

Considerando que a deformacgdo na armadura ¢ igual a deformagdo no concreto adjacente, a

deformacgdo no tirante, antes de ocorrer a primeira fissura, ¢ determinada pela expressao:

N (6.3)
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onde A4, ¢ a area da secdo da armadura; 4. € a area de concreto tracionado; E; é o modulo de
deformacao longitudinal do aco; E. ¢ o moédulo de deformacdo longitudinal do concreto

intacto; e, N € a carga axial aplicada.

Apos a formacgao da primeira fissura, a expressao anterior se modifica para:

cor _ N (6.4)
nn *
EA;+E A,

sendo E* o moédulo de deformacdo do concreto fissurado levando em considera¢do o
amolecimento do concreto simples e a contribui¢do do concreto entre fissuras. O valor de £*

¢ dado por, ver figura 6.3:

6.5

g [ /e -1 ()
t

Sfﬁt -&

slr

onde f; ¢ a resisténcia a tracdo do concreto; &, € a deformacdo da armadura no estadio I no
instante da primeira fissura; &, ¢ a deformagédo ultima do trecho; e, &,,“, é a deformagéo

média na fissura.

fi

cr(2) cr
1t €

€u Eult

Figura 6.3: Deformagao média do modelo.
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Substituindo-se o valor de £* dado em (6.5) na expressdo da deformagao média (6.4), chega-

S€ a

cr 6.6
e :82+f[ € T &yt ] (6.6)
nn S t b

Es p (gﬁrlt - gslr)' ft

que da o valor da deformagdo média da barra tracionada fissurada, sendo &, a deformacao da
armadura calculada no estddio II (totalmente fissurado) e p a taxa de armadura na zona

tracionada (p = 4y/A.).

Segundo o Coédigo Modelo CEB-FIP 1990, figura 6.4, a deformagdo média no tirante ¢

determinada pela expressao:

E&m= € -A (852r - Sslr) (6.7)

sendo &, a deformagdo da armadura no estadio II no instante da primeira fissura.

os = N/A;
E€sm
€s2
e /ﬁc,/
Gsrn /
sl |

851[‘ 852[‘ 8S
Figura 6.4: Deforma¢ao média CEB-FIP.

O parametro 4 ¢ determinado, para 6, <0, < O, , fase de formacao de fissuras por:

srn
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A= 0’4 (GS — Gsrl )+ (Gsrn B Gs) (68)

(G —0

srn srl

e, para O, <O, < fy , fase de fissuracao estabilizada, A = 0,4, sendo:

- Oy - tensdo na armadura imediatamente ap6s a formacao da primeira fissura

- Oy - tensdo na armadura no instante da formacgao da ultima fissura - oy, = 1,3 Oy
- & - deformagdo da armadura calculada no estadio II (totalmente fissurado)

- &, - deformagdo da armadura correspondente a tensdo oy,; no estadio I

- &2y - deformacdo da armadura no estadio II no instante da primeira fissura

- f, - tensdo de escoamento do ago

Para se determinar a deformagdo ultima do trecho, a deformagdo calculada pelo modelo ¢

igualada a deformacao média proposta pelo CEB, resultando

cr _ - ft 852 + (Es p 8slr + ft)A (852r B gslr) (69)

ule ~f,+E pA(E,, - &y,

s2r

Conforme a expressao anterior, a deformacao ltima na fissura para cada trecho ¢ funcao da
taxa de armadura na zona tracionada. Em tirantes, a zona tracionada ¢é igual a secdo
transversal; em vigas, segundo o Coédigo Modelo CEB-FIP 1990, a altura efetiva da zona

tracionada ¢ dada por

he=2,5(-d)<(h-x)/3 (6.10)

onde 4 ¢ a altura total da viga, d ¢ a altura util e x ¢ a altura da zona comprimida.



76

Assim, na analise de vigas de concreto, a determinagdo dos pardmetros f;; € &,"; para cada
trecho do diagrama proposto neste trabalho, ver figura 6.2, ¢ feita através da andlise de
tirantes de concreto armado com taxas de armaduras iguais as taxas de armaduras nas zonas

tracionadas das vigas.

(1)

A deformagdo ultima do primeiro trecho, &', e a tensdo f;; correspondem ao final do

periodo de formagdo de fissuras. No segundo trecho, fissuracdo estabilizada, a tensdo

~ : "4 cr(2)
permanece constante enquanto a deformacdo cresce até a valor ultimo de &4 7,
correspondente ao escoamento da armadura. Para a deformag¢do ultima do terceiro trecho,

correspondente ao periodo pds-escoamento da armadura, ¢ imposto o valor de 10%eo.

Assim, o modelo de fissuragdo distribuida proposto leva em consideracdo a contribui¢do do
concreto entre fissuras ("tension-stiffening") em fun¢do da taxa de armadura. Cabe, ainda,

fazer dois comentarios em relagdo ao modelo proposto.

As deformacgdes utilizadas pelo modelo sdo avaliadas nos pontos de Gauss do elemento de

concreto, o elemento isoparamétrico apresentado no item 4.1 do Capitulo 4.

A taxa de armadura para cada regido fissurada ¢ avaliada considerando a zona efetivamente
tracionada nesta regido (ver equacgdo 6.10). Esta mesma taxa de armadura ¢ empregada para
todos os elementos fissurados relacionados a esta regido fissurada, independente do elemento

possuir, ou ndo, barras de armadura no seu interior.

6.3 O PROGRAMA DIANA

A versdo 6.1 do programa DIANA foi utilizada como uma ferramenta para comprovar a

eficacia do modelo de fissuracao distribuida implementado.

DIANA (DIsplacement method ANAlyser) ¢ um sistema para analise ndo-linear de estruturas
através do Método dos Elementos Finitos, desenvolvido pela Delft University of Technology

em conjunto com TNO Building and Construction Research na Holanda, DIANA (1996).

O DIANA ¢ composto por diversos méddulos, sendo a andlise do problema da fissuracao em

estruturas de concreto armado feita pelo Mdodulo B, ndo-linear. Os usuérios do DIANA tém a
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possibilidade de implementar novas subrotinas, em linguagem FORTRAN, em rotinas

predefinidas do programa base.
Ao longo deste trabalho, o referido programa foi utilizado de duas formas distintas:

1) como programa base, onde foi implementada a subrotina com o modelo distribuido

proposto nesta tese;

2) utilizando as proprias subrotinas de fissuragdo distribuida disponiveis para os

usuarios do DIANA.

A seguir, se da uma visao geral de como a fissuragdo distribuida ¢ analisada pelo DIANA.

6.3.1 Modelos de fissuracao distribuida

A fissuragdo distribuida é analisada através da combinagdo de trés fatores: um critério de
ruptura, comportamento de amolecimento e transferéncia de corte através da fissura. Ha duas
opgdes para o critério de ruptura: constante ou linear. Para o amolecimento, pode-se usar os
critérios: fragil, linear, multi-linear e ndo-linear. E, finalmente, existem trés critérios para

transferéncia de corte na fissura: total, constante ou variavel.

A deformagio total, €, ¢ decomposta em duas parcelas, uma elastica, €° , e outra de fissura,
¢, Esta decomposi¢do possibilita a combinagdio do modelo de fissuragdo com um
comportamento plastico do concreto. As tensdes na fissura sao funcdes s6 da deformacdo da
fissura. Assim, o modelo constitutivo fica completo se um critério de iniciagdo da fissura e a

relacdo entre as tensdes e deformagdes de fissura forem definidos.

Para o surgimento de uma nova fissura, dois critérios devem ser satisfeitos simultaneamente:
a tensdo principal de tragdo deve ser superior a uma tensdo limite; e, no caso de ja existir uma
fissura prévia, o angulo entre a fissura existente e a tensao principal de tragdo deve exceder o

valor do angulo inicial.

A relagdo entre a tensdo na fissura o;," e a deformagdo &,," na direcdo normal da fissura

pode ser escrita como
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(6.11)

cr
€ nn j
cr
€ nn ult

onde f; é a resisténcia a tragdo e &,," . ¢ a deformacgao ultima de fissura. A fungdo y representa

o diagrama de amolecimento.

Se a fissura estd abrindo (modo 1), &,," . € suposta constante ao longo da analise e pode ser

calculada a partir das propriedades do material, resisténcia a tragao f; e energia de fratura Gfl , €

da area do elemento (representada pelo comprimento equivalente /) através da expressao

onde

o= j::(:o y(x) dx

€

G! (6.12)

nn

g (6.13)

s
Il

Ccr
nn ult

A seguir, apresentam-se os modelos de amolecimento do DIANA utilizados no estudo

comparativo do item 6.4.

6.3.2 Modelo 1 - Comportamento fragil

O comportamento fragil, figura 6.5, é caracterizado pela reducdo total da tensdo apds o

critério de ruptura ser atingido. Este comportamento pode ser descrito por



79

o (oo 1 se e <0 (6.14)
Gnn(g nn) B nn
f‘t 0 0 cr
se 0 < gl <o
Gﬂncr Gnncr
fi | fi
1
G¢/h
Snncr 8nnCr

cr
Enn nit

Figura 6.5: Comportamento fragil. ~ Figura 6.6: Amolecimento linear.

6.3.3 Modelo 2 - Amolecimento linear

No caso do modelo com amolecimento linear, figura 6.6, a relagdo da tensdo na fissura ¢ dada

por

o (6.15)

cr cr
0 se € < g <o

nn ult

sendo o fator a = 1/2, o que resulta, para a deformacao ultima de fissura

} G! (6.16)

8nn ult — h f

t
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6.3.4 Modelo 3 - Amolecimento nao-linear (Moelands e Reinhardt)

O diagrama de amolecimento proposto por Moelands e Reinhardt ¢ uma modificagdo do

diagrama de amolecimento linear de acordo com

(6.17)

cr cr
0 se € < g <o

nn ult

com c¢; = 0,31, figura 6.7. O fator a resulta igual a a = 0,23664122 ¢ a deformacao ultima

1 (6.18)
e —4006 ST
hf,
Gnncr
f,
G /h
! Cr gnncr
Enn ult

Figura 6.7: Modelo de Moelands et al.

6.4 COMPROVACAO NUMERICA DO MODELO

A seguir, faz-se um estudo comparativo entre os resultados obtidos na simulagdo numérica
empregando o modelo proposto neste trabalho com resultados experimentais e com resultados
obtidos na simulagdo numérica empregando os modelos constitutivos do programa DIANA

apresentados em 6.3.
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Como j& foi mencionado anteriormente, os usuarios do DIANA tém a possibilidade de
implementar novas subrotinas, em linguagem FORTRAN, em rotinas predefinidas do
programa base. Desta forma, o modelo multilinear proposto neste trabalho foi inicialmente
implementado no programa DIANA, via a subrotina USRMAT. Os resultados apresentados

neste estudo comparativo sdo os obtidos utilizando o programa DIANA.

6.4.1 Vigas analisadas

Os resultados experimentais usados para se fazer o estudo comparativo foram apresentados
por Leonhardt e Walther (1962) e referem-se a um estudo sobre o comportamento ao

cisalhamento de pecas de concreto armado.

105 45

5 1)< 35
-1+ 1 I B R 1 0 ¥
- &=
20 150
30 30 30
. ‘. | K ‘.
7.5
— 15 10
[ J @
ETI ET2 ET3

Figura 6.8: Detalhamento das vigas com diferentes larguras de alma.

Neste estudo, sdo analisadas uma série de quatro vigas simétricas (ET1, ET2, ET3 ¢ ET4),
simplesmente apoiadas, carregadas verticalmente por duas cargas concentradas. O

detalhamento do conjunto de vigas (dimensdes em centimetros) ¢ mostrado na figura 6.8.
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As quatro vigas estudadas s3o armadas com a mesma quantidade de armadura tanto
longitudinalmente como transversalmente, mas possuem diferentes larguras de alma. Assim, a
série de vigas (ET1, ET2, ET3 e ET4) foi escolhida justamente por ser um bom teste para o

modelo proposto, ja que o mesmo ¢ fun¢do da taxa de armadura na zona tracionada.

A armadura longitudinal inferior ¢ composta por quatro barras de 20mm de didmetro,
dispostas em duas camadas, com tensdo de escoamento f, = 428 MPa, ago classe B. A
armadura longitudinal superior consiste de duas barras de 8mm de didmetro com tensdo de

escoamento f, = 465 MPa, ago classe B.

Os estribos sdo verticais, com didmetro de 6mm e com tensdo de escoamento f, = 320 MPa,

aco classe A. O espagamento varidvel dos estribos esta representado na figura 6.8.

O valor médio da resisténcia cubica a compressio do concreto, determinado

experimentalmente na data dos ensaios das vigas ¢é de f.,, = 28,5 MPa.

Os valores correspondentes da resisténcia cilindrica a compressdo (f. = 24,2 MPa), da
resisténcia a tracdo (f; = 2,33 MPa) e do mddulo de deformacao longitudinal inicial do
concreto (E.p = 34000 MPa) sao determinados a partir da resisténcia cubica a compressao do

concreto, conforme Campos Filho (1987).

6.4.2 Metodologia empregada

O estudo realizado consiste na comparacdo dos resultados obtidos empregando o modelo
multilinear proposto nesta tese com os obtidos empregando os modelos constitutivos de
amolecimento do programa DIANA apresentados anteriormente, e, com valores determinados

experimentalmente para a série de quatro vigas analisadas.

Para as quatro vigas estudadas, mantém-se constante a malha de elementos finitos, o0 modelo
das armaduras, e o processo incremental-iterativo (incrementos de deslocamentos) de solugao

do sistema de equacgoes .

A representacdo da armadura ¢ feita através de um modelo do tipo incorporado, considerando
comportamento elasto-plastico perfeito. Na Tabela 1, encontram-se os pontos que definem o

trecho curvo do diagrama tensdo-deformacgdo para os acos classe B .



Tabela 1: Vigas ET - acos classe B - trecho curvo.

f, = 428 MPa f, = 465 MPa
Tensdo (MPa) | Deformacgao (E-3) | Tensdo (MPa) | Deformacao (E-3)
299,6 0,000 325,5 0,000
3424 0,254 372,0 0,257
385,2 1,023 418,5 1,026
404,6 1,600 441,8 1,600
428.0 2,310 465,0 2,310
428,0 100,0 465,0 100,0
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O modelo constitutivo empregado para o concreto intacto nas 3 simulacdes que utilizam os

modelos de amolecimento do programa DIANA - fragil, linear e ndo-linar (Reinhardt) - ¢ o

modelo de Druccker-Prager com endurecimento/amolecimento parabdlico, disponivel no

programa DIANA. Na simulagdo que utiliza o modelo multilinear proposto nesta tese,

emprega-se o modelo de Ottosen descrito no capitulo 5.

No modelo constitutivo do concreto tracionado, mantém-se constante o critério de ruptura

(linear) e o modelo de transmissdo de corte na fissura (constante). O comportamento de

amolecimento ¢ o fator varidvel, sendo utilizados os trés modelos existentes no programa

DIANA e o proposto neste trabalho.

6.4.3 Dados para a analise numérica

Na andlise computacional, empregou-se uma malha de vinte elementos quadrangulares

quadraticos de oito nos para estado plano de tensdes, conforme a figura 6.9.

A integracao numérica ¢ feita com 2x2 pontos de Gauss.

5 x 30cm

Figura 6.9: Discretizagao adotada para a analise numérica.

8.75
8.71
1oi
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Sao utilizados os seguintes parametros como dados para os modelos constitutivos disponiveis

no DIANA:

- Drucker Prager
coesdo ¢ = 0,6986 kN/cm’
angulo de atrito interno ¢ = 30°

energia de fratura para o concreto comprimido G, = 0,0378 kN/cm

- transmissao do corte através da fissura

fator de reducdo = 0,2

- critério de ruptura do concreto tracionado
resisténcia a tragdo f; = 0,233 kN/em?

oA ~ 2
resisténcia a compressao f. = 2,42 kN/cm

- amolecimento linear - modelo 2

deformagcdo Gltima de fratura &,," ., = 0,0003337

- amolecimento ndo-linear (Reinhardt) - modelo 3
resisténcia a tragdo f; = 0,233 kN/em?
energia de fratura para o concreto tracionado Gr= 0,00068 kN/cm

largura estimada da banda de fissuragdo numérica & = (Aeiememo) 12 - p 7,32 cm

J4 para o modelo multilinear proposto, a determinagdo dos pardmetros f;; € &, ; para cada
trecho do diagrama, ver figura 6.2, ¢ feita através da andlise de tirantes de concreto armado

com taxas de armaduras iguais as taxas de armaduras nas zonas tracionadas das vigas.

A altura desta zona tracionada ¢ calculada conforme a equacdo (6.10), resultando s, = 10 cm
para as quatro vigas analisadas. Desta forma, resulta a mesma taxa de armadura tracionada

para as vigas ET3 ¢ ET4.

Na Tabela 2, encontram-se os valores obtidos na analise dos tirantes para as deformagdes de

fissura, isto &, ja retirada a parcela elastica, &,
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Tabela 2: Parametros do diagrama multilinear.

Viga|f, (kN/em®) |p (%)|foi (KN/em®) g, (x107) g™ (x107) |£0n"2(x107)
ET1| 0233 | 42 | 00932 0,258 0,430 2,206
ET2| 0233 | 84 | 0,0932 0,139 0,232 2,259
ET3| 0233 [12,6| 0,0932 0,099 0,166 2277
ET4| 0233 [12,6| 0,0932 0,099 0,166 2277

Os valores obtidos para os pardmetros das vigas ET3 e ET4 sdo idénticos, ja que as duas vigas
possuem a mesma taxa de armadura para a zona tracionada. Assim, apesar de apresentarem

taxas de armadura global diferentes, as vigas ET3 ¢ ET4 possuem o mesmo diagrama de

amolecimento.

1,00E-03

750E-04 4 - - - - - - - e e -
S —o—taxa=4,2%
g I I I — B taxa=8,4%
€ 500E-041 - - - - - - - L 770 L
S —A— taxa=12,6%
a —>— Estadio Il

250E04 1 - - - - Al L

0,00E+00 ‘ ‘ ‘ -

0 5 10 15 20 Tenséao (kN/cm2)

Figura 6.10: Curvas tensdo-deformac¢do média na armadura nos tirantes.

Na figura 6.10, encontram-se plotadas as curvas fensdo-deformagdo média, segundo o Codigo
Modelo CEB-FIP 1990, para os tirantes com taxas de armadura equivalentes as das vigas em

estudo. Também, mostra-se a curva relativa ao estadio II, considerando apenas o ago

resistindo a carga aplicada.
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6.4.4 Comparacao de Resultados

Nas figuras 6.11 a 6.14, mostra-se a evolugdo das flechas ao longo do carregamento para as
quatro vigas, segundo os resultados obtidos experimentalmente e os obtidos através do

modelo computacional, variando-se o modelo constitutivo para o concreto tracionado.

ET1
140
120 /:
100 :
= 80 :
X ——experimental
o 60 -
—e—fragil
40 —e—linear
20 | —a— Reinhardt
—a— multilinear
O T T }
0 2 4 6 8 10 12
d(mm)

Figura 6.11: Comparacao entre as flechas obtidas no ensaio e pelos
modelos computacionais para a viga ET1.

ET2
140
120 i
100 1
~ 80
Z
=
& 60 —— experimental
—o— frégil
40 —e—linear

—a— Reinhardt

—=— multilinear

0 2 4 6 8 10 12
d(mm)

Figura 6.12: Comparacao entre as flechas obtidas no ensaio e pelos
modelos computacionais para a viga ET2.
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ET3
140
120
100
= 80
pd
=
o 60 experimental
—e— fragil
40 1 —e—linear
20 A —a— Reinhardt
—s—multilinear
O T T
0 2 4 6 8 10 12
d(mm)

Figura 6.13: Comparacdo entre as flechas obtidas no ensaio e pelos
modelos computacionais para a viga ET3.

ET4
140
120 4 ——experimental
—eo— fragil
100 + —e—linear
= 80 | —a— Reinhardt -
x —a— multilinear
o 60
40
20
0 ‘
0 2 4 6 8 10 12
d(mm)

Figura 6.14: Comparacao entre as flechas obtidas no ensaio e pelos
modelos computacionais para a viga ET4.

Também, mostra-se na figura 6.15, a trajetoria das tensdes principais de tragdo (linha cheia) e

de compressdo (linha tracejada) ao longo da viga ET4 para uma carga P = 80 kN.

Dos resultados obtidos para a série de vigas analisadas, pode-se chegar a algumas

constatacdes importantes.
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A rigidez adicional, devida a contribui¢do do concreto entre fissuras, € mais significativa para
taxas de armaduras menores. A viga ET1, de menor taxa de armadura, ¢ mais sensivel em
relacdo a contribuicdo do concreto entre fissuras. Isto fica evidenciado pela maior diferenga
entre os resultados experimentais e o comportamento fragil a tragdo. Esta contribui¢do ndo ¢

tao significativa nas vigas com taxa de armadura mais alta, ET2, ET3 e ET4.

e ——  ————— == e ]
¢ I ol - - - .-"I- ) .-"'... ."III e
__:'- T - C A R o £ - -

o - - A o e i . 4

RN -~ - v ] : - - =
A + S K __l"'-.' 3 ey e -

_,."C -~k H .-"ll‘\' = ~, . - - .
i .
i -fq. ¥ i Y + a - -

Figura 6.15 - Trajetdria das tensdes principais para a viga ET4.

Fica evidenciada, desta forma, a necessidade de levar em conta a taxa de armadura no modelo

de consideracao da rigidez do concreto entre fissuras.
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7 Exemplos de Aplicacio

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos de aplicagdo do modelo de fissuragdo distribuida

proposto nesta tese.

7.1 VIGAS CONTINUAS

Inicialmente, a validagdo do modelo de fissuragdo distribuida sera feita através da comparagao
dos resultados obtidos numericamente com os resultados experimentais apresentados por
Leonhardt e Walther (1965), referentes a um estudo sobre o comportamento de uma série de

vigas continuas de concreto armado.

7.1.1 Dados para analise numérica

Sao analisadas cinco vigas simétricas em relagdo ao apoio central (HH1, HH2, HH3, HH4 ¢
HH5), com a mesma secio transversal (25x32cm?), comprimento de vaos varidvel e diferentes

taxas de armadura.
O detalhamento do conjunto de vigas é mostrado na figura 7.1.

A armadura longitudinal, superior e inferior, das vigas ¢ composta por barras de 14mm de
didmetro, com tensdo de escoamento f, = 417 MPa, aco classe B. A quantidade de barras
existentes em cada uma das vigas, assim como a disposi¢do das mesmas, esta detalhado na

figura 7.1.

Os estribos verticais tém 8mm de didmetro, tensdo de escoamento f, = 371 MPa, ago classe A,

e sdo espacados uniformemente a cada 20 cm.
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Figura 7.1: Detalhamento das vigas continuas.

A Tabela 3 da o valor do comprimento do vao para cada viga. Também, mostra os valores

médios da resisténcia cubica a compressao do concreto, determinados experimentalmente na

data dos ensaios. Os valores correspondentes da resisténcia cilindrica & compressdo, da

resisténcia a tracdo e do modulo de deformacdo longitudinal inicial do concreto foram

retirados de Campos Filho (1987).

Tabela 3: Propriedades do concreto e comprimento do vao.

L (cm) | four (MPa) | fe (MPa) |fe (MPa) |Eco (MPa)
HHI | 111 35,2 29,8 2,69 37000
HH2 | 157 35,6 30,2 2,71 37000
HH3 | 211 37,1 31,4 2,78 37500
HH4 | 257 33,6 28.5 2,60 36000
HH5 | 300 36,3 30,8 2,74 37000

Na analise computacional, empregou-se uma malha de quarenta elementos quadrangulares

quadraticos (10 elementos na horizontal e 4 elementos na vertical) de oito nos para estado

plano de tensdes. Esta malha discretiza apenas metade das vigas, ja que o problema apresenta

simetria.
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A representacdo da armadura ¢ feita através de um modelo do tipo incorporado, considerando
comportamento elasto-plastico. Na Tabela 4, encontram-se os pontos que definem o trecho

curvo do diagrama tensdo-deformagdo para o aco classe B .

Tabela 4: Vigas HH - a¢o classe B - trecho curvo.

fy, =417 MPa
Tensdo (MPa) | Deformacao (E-3)
291,9 0,000
333,6 0,257
375,3 1,026
396,2 1,604
417,0 2,309
417.,0 100,0

O processo de solucdo do sistema de equagdes ¢ incremental-iterativo com incrementos de

deslocamentos.

No modelo constitutivo do concreto, o fator variavel ¢ a taxa de aco da zona tracionada para
cada uma das cinco vigas analisadas. Esta taxa ¢ determinada automaticamente pela subrotina

implementada, conforme a expressao (6.10).

7.1.2 Resultados da simula¢ao numérica

A seguir, comparam-se os resultados obtidos na simulagdo com os valores obtidos

experimentalmente para a série de vigas analisadas.

Inicialmente, nas figuras 7.2 a 7.6, mostra-se a evolucdo das flechas, sob a carga, ao longo do
carregamento para as cinco vigas, segundo os resultados obtidos experimentalmente e os

obtidos através do modelo computacional.
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Figura 7.2: Comparagao entre as flechas para a viga HHI.
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Figura 7.3: Comparagao entre as flechas para a viga HH2.
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Figura 7.4: Comparagao entre as flechas para a viga HH3.
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Figura 7.5: Comparagao entre as flechas para a viga HH4.
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Figura 7.6: Comparagdo entre as flechas para a viga HHS.

Da andlise dos diagramas apresentados nas figuras 7.2 a 7.6, pode-se verificar que a curva da
solugdo numérica aproxima-se da curva experimental para as vigas com maior taxa de
armadura. A rigidez adicional, devida a contribuicdo do concreto entre fissuras, ¢ mais
significativa para taxas de armaduras menores. Esta contribui¢do ndo € tdo significativa nas

vigas com taxa de armadura mais alta.

Nesta série de vigas, também foi feita uma comparagdo dos valores, obtidos no ensaio e pelo

modelo computacional, para a tensao nas armaduras para diversos niveis de carga.

Os pontos analisados sdo: sob a carga para a armadura inferior e sobre o apoio central para a

armadura superior. Os resultados obtidos encontram-se nas figuras 7.7 a 7.16.



Figura 7.7: Tensdo na armadura inferior sob a carga para a viga HHI.

Figura 7.8:

Figura 7.9: Tensao na armadura inferior sob a carga para a viga HH2.
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Figura 7.10: Tensdo na armadura superior sobre o apoio para a viga HH2.
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Figura 7.11: Tensdo na armadura inferior sob a carga para a viga HH3.
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Figura 7.12: Tensao na armadura superior sobre o apoio para a viga HH3.
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Figura 7.14: Tensdo na armadura superior sobre o apoio para a viga HH4.
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Figura 7.15: Tensdo na armadura inferior sob a carga para a viga HHS.



98

500

400 7
©
o
= 300
:o"/ HH5
€ 200
()
|_

100 - — experimental

—e— modelo
0 n T T T ! T
0 50 100 150 200 250

P(kN)

Figura 7.16: Tensdo na armadura superior sobre o apoio para a viga HHS.

Analisando os resultados apresentados nas figuras 7.7 a 7.16, verifica-se que o modelo
proposto ¢ capaz de simular de forma correta a evolugdo da tensdo nas barras da armadura
longitudinal ao longo do carregamento. Salienta-se que foi representado o comportamento da
armadura longitudinal tanto para o momento positivo no vao, armadura inferior, quanto para o

momento negativo sobre o apoio central, armadura superior.

Finalmente, mostra-se, na figura 7.17, a trajetoria das tensdes principais de tracdo (linha

cheia) e de compressao (linha tracejada) ao longo da viga HHS para uma carga P = 200 kN.
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Figura 7.17: Trajetoria das tensdes principais para a viga HHS
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Da analise dos resultados obtidos na simulagdo numérica das vigas estudadas, pode-se
concluir que o modelo proposto ¢ capaz de simular o comportamento de vigas continuas

fletidas fissuradas de concreto armado.

7.2 VIGAS PAREDE

A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos na aplicagdo do modelo constitutivo na
simulacdo do comportamento de vigas parede de concreto armado. Os resultados numéricos
obtidos na simulagdo sdo comparados com resultados experimentais apresentados por
Leonhardt e Walther (1966), referentes a um amplo estudo sobre o comportamento de vigas

parede de concreto armado.

As vigas parede analisadas (WT1, WT2, WT3 e WT4) possuem uma relacdo vao/altura
aproximadamente igual a 1 (um), o que caracteriza um estado de tensdes tipicamente
bidimensional. Portanto, constituem um bom teste para o modelo distribuido proposto nesta

tese.

7.2.1 Dados para a analise numérica

Sao analisadas quatro vigas parede isoladas com o mesmo comprimento de vao € mesma
vinculagao, sendo WT1 e WT2 com taxa de armadura 0,/34% ¢ WT3 ¢ WT4 com taxa de
armadura de 0,268%.

Todas as vigas possuem estribos, verticais e horizontais, de 5 mm de didmetro espacados a
cada 26cm. O ago usado na armadura transversal ¢ classe A, com tensao de escoamento igual

af,= 220 MPa.

A carga externa, uniformemente distribuida, ¢ aplicada na face superior das quatro vigas

analisadas neste trabalho, ver figuras 7.18 ¢ 7.19, cujas dimensdes estdo em centimetros.
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Figura 7.18: Detalhamento das vigas WT1 e WT2.
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Figura 7.19: Detalhamento das vigas WT3 e WT4.
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A armadura de flexdo das quatro vigas é composta por barras de §mm de didmetro de aco

classe B, com tensdo de escoamento igual a £, = 428 MPa.

Tanto na viga WT1 como na viga WT2 a armadura longitudinal de flexdo ¢ composta por
quatro barras. A diferenca entre as duas vigas estd no fato das barras possuirem dobramento

diferenciado. O detalhamento das vigas WT1 e WT2 € mostrado na figura 7.18.

Ja nas vigas WT3 e WT4 a armadura longitudinal de flexdo ¢ composta por oito barras retas.
A diferenga entre as duas se da pelo fato de existir, na WT4, um alargamento da metade
inferior da secdo transversal de concreto sobre os apoios. O detalhamento das vigas WT3 e

WT4 ¢ mostrado na figura 7.19.

A representagdo da armadura ¢ feita através do modelo incorporado, considerando
comportamento elasto-plastico. Na Tabela 5, encontram-se os pontos que definem o trecho

curvo do diagrama tensdo-deformagdo para o aco classe B .

Tabela 5: Vigas WT - aco classe B - trecho curvo.

f, =428 MPa
Tensdo (MPa) | Deformagao (E-3)
299,6 0,000
3424 0,254
385,2 1,023
404,6 1,605
428.0 2,309
463,0 9,000

Os valores da resisténcia cliibica a compressdo, da resisténcia cilindrica a compressdo, da
resisténcia a tracdo e do modulo de deformacao longitudinal inicial do concreto para cada

uma das quatro vigas sao mostrados na Tabela 6 e foram obtidos em Campos Filho (1987).

Tabela 6: Propriedades do concreto.

feun (MPa) | fc (MPa) | fo (MPa) | Eq (MPa)

WTI 35,2 30,6 2,95 32000
WT2 35,2 29,9 2,91 32000
WT3 33,8 30,2 2,93 32000

WT4 32,8 30,0 2,91 32000
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O processo de solucdo do sistema de equagdes ¢ do tipo incremental-iterativo com
incrementos de carga. O carregamento devido ao peso proprio das vigas foi aplicado de uma

unica vez, antes da aplica¢do da carga externa.

Empregou-se uma malha de cinqiienta (5 na horizontal x 10 na vertical) elementos
quadrangulares quadraticos de oito nds para estado plano de tensdes. Esta malha discretiza

apenas metade das vigas, ja que o problema apresenta simetria.

7.2.2 Resultados da simula¢ao numérica

Nas figuras 7.20 a 7.23, mostra-se a evolucao das flechas, no meio do vao, ao longo do
carregamento para as vigas, segundo os resultados obtidos experimentalmente e os obtidos

através do modelo computacional.

Também, pode-se verificar a carga de ruptura de cada uma das quatro vigas parede analisadas.
Salienta-se que o alargamento da se¢do transversal junto aos apoios na WT4 leva a um
aumento significativo da carga de ruptura da peca, se comparada com a WT3 que possue a
mesma taxa de armadura. Isto se deve ao fato do colapso da viga WT3 se dar por
esmagamento do concreto em pontos proximos aos apoios antes da armadura longitudinal

tracionada sofrer deformagdes consideraveis.
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Figura 7.20: Comparacao entre as flechas no meio do vao para WTI.
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Figura 7.21: Comparagdo entre as flechas no meio do vao para WT2.
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Figura 7.22: Comparagao entre as flechas no meio do vao para WT3.
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Figura 7.23: Comparacao entre as flechas no meio do vao para WT4.
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A seguir, apresenta-se uma comparagdo dos valores, obtidos no ensaio experimental e pela

simulagdo numérica, para a tensao do ago em varios pontos das barras da armadura de flexao.
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Figura 7.24: Tensao na armadura inferior no meio do vao paraa WTI.
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Figura 7.25: Tensao na armadura inferior no meio do vao para a WT2.
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Figura 7.26: Tensao na armadura inferior no meio do vao para a WT3.
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Figura 7.27: Tensao na armadura inferior no meio do vao para a WT4.

A comparacgao ¢ feita através da evolucdo da tensao na armadura com o incremento da carga
externa. Nas figuras 7.24 a 7.27, ¢ mostrado o resultado da anélise para o ponto no meio do
vao da barra inferior da armadura longitudinal de flexdo. Quando se analisa a tensdo na barra
inferior da armadura de flexdo proximo ao apoio, o ponto analisado ndo ¢ sempre o mesmo
para todas as vigas. Para as vigas WT1, WT2 e WT3, figuras 7.28, 7.29 e 7.30, o ponto
analisado ¢ o do elemento sobre o apoio. J4 para a viga WT4, figura 7.31, devido ao
alargamento da se¢do transversal sobre o apoio, o ponto analisado ¢ a do elemento adjacente

a0 apoio.
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Figura 7.28: Tensdo na armadura inferior préximo ao apoio para as vigas WT1.
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Figura 7.29: Tensao na armadura inferior proximo ao apoio para as vigas WT2.

400

WT3
300

200 - ——experimental

—o— modelo

0 2 4 6 8 10 12
p(kN/m)

Tensao(MPa)

Figura 7.30: Tensdo na armadura inferior proximo ao apoio para as vigas WT3.
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Figura 7.31: Tensdo na armadura inferior proximo ao apoio para as vigas WT4.

Além da analise de deslocamentos e tensdo na armadura feita para as quatro vigas, também

foram analisados alguns casos especificos.
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Na viga WT1I, se analisou a tensdo em varios pontos na parte inclinada das barras da armadura

de flexdo. Os resultados obtidos no ensaio e pela simulagdo numérica para varios niveis de

carga estdo plotados nas figuras 7.32 a 7.35.
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Figura 7.32: Tensdo na armadura da viga WT1 - pontos S4, S6 e S5.
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Figura 7.33: Tensao na armadura da viga WT1 - pontos S13, S7 e S10.
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Figura 7.34: Tensdo na armadura da viga WT1 - pontos S12, S8 e S10.
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Figura 7.35: Tensao na armadura da viga WT1 - pontos S11, S9 e S10.
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Salienta-se que, para os resultados experimentais, se tem dois valores medidos, o do lado

esquerdo e o do lado direito da viga. J4 para a simulacdo numérica, s6 se tem um valor, pois

se analisou somente a metade da viga devido a simetria.
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Para a viga WT4, que possue quatro camadas de barras para a armadura de flexdo, foi feito
um estudo da variacdo da tensdao ao longo das barras da primeira camada e da quarta camadas
de acgo. Os resultados obtidos na analise experimental e na simulagcdo numérica para varios

niveis de carga estdo apresentados na figura 7.36.
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Figura 7.36: Tensdo na barra da primeira e da quarta camada de ago da
armadura de flexao da viga WT4.

Os resultados exibidos nas figuras 7.24 a 7.36 mostram que o modelo distribuido proposto
consegue representar bem a variagdo da tensdo das barras da armadura nas diversas situagdes

analisadas.

Também para a viga WT4, foi feito um estudo da variagdo das tensdes oy € o}, no concreto ao

longo da peca. Na figura 7.37, encontram-se os resultados obtidos no ensaio experimental e
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pelo modelo numérico, para varios niveis de carga, para a varia¢do das tensdes oy € o, ao

longo da altura da viga, no meio do vao.
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Figura 7.37: Tensdes no concreto para a viga WT4.
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Na figura 7.37, percebe-se claramente a evolugdo da posicdo da linha neutra e, também, a
contribuicdo do concreto entre fissuras, representada pela tensao de tracao residual na dire¢ao

X presente mesmo para cargas elevadas.

A evolugdo da tensdo o, com o carregamento, para se¢oes localizadas a uma distancia 0,5L,
0,375L, 0,25L e 0,125L do apoio e para pontos localizados a uma altura [/2H e 1/4H ¢

mostrada, respectivamente, nas figuras 7.38 e 7.39.
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Figura 7.38: Variacdo da tensdo oy, com o carregamento - 1/2H.
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Figura 7.39: Variacdo da tensdo o, com o carregamento - 1/4H.

E interessante destacar, ja que se estd estudando um estado de tensdes tipicamente
bidimensional, que o modelo proposto consegue representar de forma satisfatoria as tensoes

;.
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Da analise dos resultados obtidos na simulagdo numérica das vigas parede WT1, WT2, WT3 e
WT4 estudadas, pode-se concluir que o modelo utilizado ¢ capaz de simular bastante bem o

comportamento de vigas parede fletidas fissuradas de concreto armado.

Em todas as comparagdes feitas, flechas no vao, tensdo nas armaduras de flexdo em véarios
pontos e da tensdao no concreto, os valores obtidos numericamente pelo modelo se aproximam

dos valores obtidos na analise experimental.
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Parte 11

Modelo Incorporado

O Modelo Distribuido apresentado na Parte I ¢ capaz de modelar bastante bem o
comportamento estrutural global de pecas de concreto armado. Contudo, os modelos
distribuidos ndo sdo adequados para simular situacdes em que uma fissura predominante
acontece, pois nestas situagdes estes modelos ficam dependentes da malha de elementos
finitos utilizada na analise numérica. Visando poder representar situacdes de fissuragdo

localizada, foi implementado um modelo do tipo incorporado.

A seguir, na Parte II deste trabalho, capitulos 8, 9, 10, 11 e 12, ¢ apresentado o procedimento
de implementa¢do do modelo incorporado proposto. O denominado Modelo Incorporado ¢
composto por um modelo incorporado para modelar as fissuras, um modelo com transferéncia
de tensdo por aderéncia para simular o comportamento do material fissurado e um modelo
incorporado para representar as barras da armadura. Para representar o comportamento do

concreto intacto, utiliza-se o modelo constitutivo de Ottosen.
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8 Modelos de Fissura Incorporada

A forma incorporada de representagdo das fissuras em estruturas de concreto ¢ apresentada
nesta parte da tese, Parte II. Como esta abordagem ndo ¢ muito usual, antes de se expor o

modelo incorporado empregado, apresenta-se uma visao geral sobre o tema.

Assim, a seguir, estuda-se a incorporacdo de uma localizacao de deformagdes no interior de
um elemento, dando origem aos denominados modelos de fissura incorporada. Este estudo

estd baseado nos trabalhos de Spencer (2000) e Jirasek (2000)

8.1 PRINCIPIOS VARIACIONAIS

Para se poder entender, ou visualizar, melhor as dificuldades que aparecem em um modelo de
elementos finitos devido a incorporagdo de uma descontinuidade no interior de um elemento,
inicialmente se fard uma descricdo das modificagdes feitas em um principio variacional para

poder representar esta descontinuidade.

Antes de prosseguir, ¢ conveniente estabelecer a diferenciacdo entre descontinuidade fraca e
forte. A descontinuidade forte pode ser representada localmente, ponto a ponto, por equagdes
cinematica ou estaticas onde as variaveis globais, do continuo, ¢ as locais, da descontinuidade,
estdo conectadas univocamente. Ja a descontinuidade fraca nao pode ser representada
localmente, devendo-se usar uma forma integral, sobre um determinado dominio, para
relacionar as variaveis do continuo com as varidveis locais, como, por exemplo, no Principio

dos Trabalhos Virtuais.

Considere o dominio mostrado na figura 8.1. Trés campos sdo definidos sobre o volume, V,

do dominio: o campo de deslocamentos, u; o campo de deformagdes, €; e, o campo de

tensdes, 0. Também, uma for¢a de volume, b, é definida sobre o volume V.
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A superficie, S, ¢ dividida em duas partes: S, onde o corpo esta sujeito a deslocamentos

impostos, u; e, S; onde as forgas de superficie, t, sdo impostas.

O campo de deformagdes estd vinculado com o campo de deslocamentos pela equagdo

cinematica

£=Vsu (8.1)

e o campo de tensdes com o campo de deformagdes pela equagdo constitutiva

c =0(€) (8.2)

A equacdo de equilibrio

V.o+b=0 (8.3)

relaciona o campo de tensdes com as for¢as de volume prescritas.

i ~ 7~ !
- -
V. W
{ St NI~
f ~
Ty { P S
A V 3
A, s 4
& b
. ~a \\““»H_‘_ \‘3 u -~ &
, i —

Figura 8.1: Dominio continuo.

Para solucionar o problema via Método dos Elementos Finitos, algumas das equagdes de

campo devem ser enfraquecidas, fazendo com que elas s6 possam ser estabelecidas de forma
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integral, através de um principio variacional. Para isto, um (ou mais) campo deve der

designado como principal.

Os campos que sdo conectados com o principal por intermédio de equagdes de campo de

forma forte se tornam dependentes do principal.

deslocamentos
prescritos
e uU="1 U b
em Sy —— N
cinematica: C Jydu- (V-a" 4+ b)dV =0
€=V, u |
em V }
|
| ]‘” du-{e* - n—t)dS=0
|- rconstitutiva: 1= === - '{ i
i Eu i a? — a.‘T(__.ir.) i O-u' i_ _________ t
Lo 4 emV [ a

Figura 8.2: Diagrama de Tonti para o Principio Variacional da Energia
Potencial Total.

O diagrama de Tonti ¢ uma boa ferramenta para visualizar as conexoes fortes e fracas entre os
campos e as condi¢des de contorno. Nele, cada campo ¢é representado por um retangulo, cujo
contorno tem linha continua se o campo ¢ principal ou tracejada se ¢ dependente. As
condi¢des de contorno sdo representadas por retdngulos pintados. Vinculos fortes entre
campos sao mostrados com linhas cheias e os fracos com linhas tracejadas. O sobrescrito em

um campo denota que ele é dependente do campo sobrescrito.

O diagrama de Tonti para o Principio Variacional da Energia Potencial Total estd
representado na figura 8.2. Nele, u é tomado como campo principal, €" ¢ 6" como campos

dependentes. A equacdo de equilibrio e as condi¢des de contorno de forga, que vinculam ¢" a

A

be t, respectivamente, sdo estabelecidas de forma fraca.

O Principio Variacional da Energia Potencial Total pode ser estendido para um corpo com
uma interface interna. A figura 8.3 mostra um dominio similar ao da figura 8.1, exceto pela
introducdo de uma superficie interna, S;. O volume ¥, os dominios das condigdes de contorno,

Su e S;, foram divididos em duas partes, "+" e "-", separadas pela superficie interna.
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5 SR e
s ) u
Figura 8.3: Dominio com uma superficie interna.

Um campo de forgas de superficie, t;, ¢ definido na superficie interna. Este campo de forcas ¢

func¢do da descontinuidade de deslocamentos através da interface interna.

A figura 8.4 mostra o diagrama de Tonti com este campo adicional incorporado no Principio

Variacional padrao da Energia Potencial Total.
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constitutiva:
ti;. — t).('uj}
em S;

oo

2
1~

w =1

‘I ¥
cm b“ 3 ‘Su
. 1t T 1
cinematica: | tu |
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Figura 8.4: Diagrama de Tonti para o Principio Variacional da Energia
Potencial Total com o campo adicional de tracdo na superficie interna.

O campo de forgas da interface ¢ dependente do campo de deslocamentos, sendo, assim,

representado por t;". O equilibrio entre t;" ¢ ¢" é imposto de forma fraca.

O volume V' ndo inclui S;, e, como conseqiiéncia disto, existem agora dois conjuntos paralelos
de equagdes de campo. Na interface S;, o campo (dependente) de tensdes estd relacionado com

o campo (principal) de deslocamentos através do campo (dependente) de forcas de superficie,
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enquanto que no volume ¥, eles estdo relacionados por intermédio do campo (dependente) de

deformacdes.

A existéncia de dois conjuntos paralelos de equacdes de campo possibilita que se obtenha
valores diferentes de tensdes para um mesmo deslocamento, dependendo de qual conjunto de
equagdes for utilizado. Como os dois conjuntos podem ndo conduzir ao mesmo resultado de

forma natural, algum mecanismo deve ser imposto para que isto ocorra.

8.2 FORMULACAO BASICA

A seguir, apresentar-se-20 algumas maneiras possiveis de representar e/ou incorporar uma

interface interna dentro de elementos finitos padrdes.

Parte-se do principio variacional geral de Hu-Washizu, Washizu (1968), que apresenta trés
campos independentes: deslocamento, u, deformacao, €, e tensdo, . Ou seja, deslocamentos,

deformacgdes e tensdes podem variar de forma independente.

Estes campos estdo definidos em um dominio ¥ cujo contorno consiste de duas partes S, € S,
conforme ja mencionado anteriormente e mostrado na figura 8.1. Exceto pelas condigdes de
contorno cinematicas u = u em S, os campos considerados sdo completamente arbitrarios e

mutualmente independentes.

As equacdes de campo que governam o problema podem ser substituidas pela igualdade

variacional
[ 8E6(e) AV + 8], 6 (Vu-g)dV=][, du'b dV +[; su't ds, (8.4)
que deve ser verificada para quaisquer variagdes admissiveis de du, d¢ e 00.

6(€) ¢ a tensdo calculada a partir do campo de deformagdes, €, usando as equacdes

constitutivas.
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Expandindo a varia¢do do segundo termo, aplicando o Teorema de Green ao termo contendo
Vdu e levando em consideragdo a independéncia das variagdes du, d¢ ¢ do, pode-se obter, a

partir da equacao anterior, a relacdo deslocamento-deformagao

Vu=g¢, (8.5)
a relacdo constitutiva
6(g)=o0, (8.6)
a equagao de equilibrio
Vo-n=bh, (8.7)
e, também, a condicao estatica de contorno
ne=t emS§. (8.8)

A matriz n indica a dire¢ao normal ao contorno.

A igualdade variacional (8.4), que representa a forma fraca das equagdes (8.5) a (8.8), pode

ser explorada quando se discretiza o problema.

Com este objetivo, interpolam-se os campos desconhecidos por

u = Ndy + Ned, (8.9)
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€= Bdy + Ge, (8.10)

o =Ss (8.11)

sendo

- N: matriz que contém as fungdes de forma usuais (interpolacao de deslocamentos),

- B: matriz que contém as derivadas das fun¢des de forma (interpolagdo das deformagdes),
- N¢: matriz que contém as func¢des de forma dos termos adicionais para os deslocamentos,
- G: matriz que contém as fung¢des de forma dos termos adicionais para as deformagoes,

- S: matriz que contém as fungdes de interpolagdo de tensdes,

- dn: vetor que contém os deslocamentos que causam deformagdo no elemento,

- d.: vetor que contém os modos de deslocamento adicionais,

- e: vetor que contém os modos de deformagdo adicionais,

- s: vetor que contém os parametros de tensao.

A interpolagdo representada acima, equacdes (8.9) a (8.11), ¢ a mais geral possivel.

(a) (b)

Figura 8.5: Fungdes de interpolagdo a) deslocamentos padrdo, N;
b) deslocamentos adicionais, N_.
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Na figura 8.5, estdo representadas as fungdes de interpolagdo dos deslocamentos padrdo, N, e

as fung¢des de interpolagdo para os deslocamentos adicionais, N,.

Substituindo-se as aproximagoes (8.9) a (8.11) na identidade variacional (8.4) e considerando

que 3(Ndy) = Bdn, obtém-se

sd% [, B'G(Bdy +Ge) dV + 8¢’ [, G'[6(Bdy +Ge)-Ss] dV (8.12)

+05s" [ ST(B.d,—Ge) dV + 8d[ [, B[Ss dV = 8d}f,, +d,f,
onde B, ¢ uma matriz de interpolag¢do de deformacdes definida por

8(Nedy) = Bedy . (8.13)

O vetor das forgas externas padrao ¢ dado por

foe = [ N'D dv+ [, N't dS (8.14)

e o das forcas externas adicionais por

fo=[,N¢b dv+ [ Nit ds. (8.15)

No caso das cargas externas estarem aplicadas fora da regido com interpolacdo adicional,

hipdtese adotada neste trabalho, resulta: f. = 0.

Considerando a independéncia das variagdes, obtém-se as equacdes discretizadas
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[ BTG(Bdy +Ge) dV = f,, (8.16)

[, G'6(Bdy +Ge) dV - [, G'S dV s =0 (8.17)
[, S™B,dVd,-[, STGdVe=0 (8.18)
[yBeSdV s =0. (8.19)

Para um determinado estado, uma equagdo tensdo-deformagdo incrementalmente linear pode

ser escrita da forma

6 =D&~D(Bdy +Gé), (8.20)

onde

D=56/5¢ , (8.21)

¢ a matriz de rigidez tangente do material.

Colocando-se as equagdes (8.16) a (8.19) na forma de taxa, substituindo (8.20) em (8.16) a

(8.19) se obtém o conjunto de equagdes lineares
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'BTpB B'DG 0 0 | dy foxt
T T T .
_ 0
i\ G¢'DB G lT)G GTs T0 av L el | 322)
o -s"c¢ o SsTB, § 0
0 0 BlS 0 | de 0

As interpolagdes das deformagdes e tensdes podem ser descontinuas, e, assim, pode-se
selecionar fungdes de interpolacdo tais que cada pardmetro de tensdo ou deformacdo esteja

associado a somente um elemento finito.

O mesmo ¢ valido para o parametro de deslocamento adicional. Os parametros e, s ¢ d.
podem, portanto, ser condensados a nivel local (do elemento), fazendo com que as equagdes

globais contenham somente os graus de liberdade relativos ao deslocamento padrdo, dx.

Desta forma, de agora em diante, considerar-se-3o as equacoes (8.16) a (8.19) e (8.22) escritas

para um elemento finito ocupando um certo volume ¥, e o vetor forca externa, fey, sera entao

substituido pela contribui¢ao elementar da forga interna, f

int *

A seguir, serdo introduzidas quatro técnicas bésicas, de acordo com Jirdsek (2000), e as

mesmas serdo apresentadas como casos particulares ou modificacdes da formulacao geral.

8.3 CASO 1

O primeiro caso ¢ caracterizado pelo fato de ndo existir o campo de deslocamento adicional,

ou seja, d. = 0.

Assim, todos os termos que contém d., N, ou B, podem ser excluidos da formulagao geral. A

equagao (8.19), entdo, desaparece e a equacao (8.18) fica reduzida a

[, S'GdV e = 0. (8.23)
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Como o elemento deve ser capaz de reproduzir exatamente um campo de tensdes constante, a

matriz de interpolacao de tensdes tem que ser no minimo igual a identidade, S = 1.

A equacdo de compatibilidade (8.23) resulta, entdo

[(,GdV e=0 (8.24)
e a matriz G pode ser construida tal que

[,,GdV = 0. (8.25)

Considerando que a matriz G cumpra a condi¢do (8.25), a equacao (8.24) fica satisfeita para
qualquer e e o segundo termo da equacdo (8.17) também se anula. Assim, o pardmetro de

tensao s desaparece completamente da formulagao.

Chega-se, entdo, ao conjunto de equagdes nao-lineares

[, B'6(Bdy +Ge)dV = fi, (8.26)

f,.G"6(Bdy +Ge) dV =0 (8.27)

que, para um dado estado, pode ser colocado na forma linear

f B'DB B'DG | ., dy| _ [fin (8.28)
Ve T T : '
G'DB G'DG é 0
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Salienta-se que o sistema resultante apresenta apenas duas variaveis independentes: dn, o

deslocamento padrao, e e, 0 modo de deformagao adicional.

Ainda, se D, a matriz de rigidez tangente do material, ¢ simétrica, entdo o sistema de equagdes

(8.28) também o €.

Como exemplo deste caso, pode-se citar o modelo de Belytschko, Fish e Engelmann (1988).
Neste modelo, a representagdo da fissura ¢ feita através da incorporacdo de um modo de
deformacao adicional, e, na interpolacdo do campo de deformagdes do elemento; ou seja, a
fissura ¢ simulada através de uma banda de localizagdo. A largura desta banda deve ser
conhecida a priori. Isto faz com que a formulacdo nio seja independente da escolha da malha.
Ainda, quando a largura da banda de localizagdo ¢ igual a dimensdo do elemento, o modelo se

transforma em um modelo do tipo distribuido.

8.4 CASO 2

Caso em que se constroi uma matriz de interpolagdo dos deslocamentos adicionais, N, tal que

Se€ possa tomar

G=B., (8.29)

lembrando que B, ¢ determinada por 6(N.dn) = B.dn.

Nestas condi¢des, da equacdo (8.18), chega-se a

d.=e, (8.30)

independente do valor tomado para a matriz de interpolagdo dos parametros de tensao, S.

Com o objetivo de eliminar os parametros de tensdo, s, da formulagdo, adiciona-se as

equacdes (8.17) e (8.19), resultando
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[,.G"6(Bdy +Ge) dV= 0 (8.31)

que, juntamente com a equagdo (8.16), formam exatamente a mesmo sistema de equagdes

encontrado no caso anterior.

Portanto, os dois casos levam a mesma formulacao, diferenciando-se na determinagdo da
matriz G. Salienta-se que, como d. = e, e pode ser tomado como o modo de deslocamento

adicional (ou descontinuidade).

O modelo proposto por Lotfi e Shing (1995) ¢ um exemplo deste caso. Neste modelo, a
representacdo da fissura ¢ feita através da incorporacdo de um modo de deslocamento
adicional, d, na interpolacdo do campo de deslocamentos do elemento; ou seja, a fissura ¢
simulada através de uma descontinuidade interna do campo de deslocamentos do elemento.
De forma semelhante ao modelo de Belytschko et al., caso 1, aparece na formulacao, quando
se usa a formulagdo com uma banda de localizagdo, a largura desta banda; portanto, a mesma
deve ser conhecida a priori. Para o caso particular em que a largura da banda de localizacao
tende a zero e a banda se transforma em uma linha de descontinuidade, a formulacio fica

independente da dimensao da banda de localizagao.

8.5 CASO3

O terceiro caso ¢ uma combinacdo dos dois casos anteriores. Na interpolagdo das

deformacdes, equacao (8.10), toma-se

G =B., (8.32)

enquanto que na equacdo (8.27) G" é substituida por uma matriz G*, que ndo ¢ a transposta

de B., mas satisfaz a condigao (8.25).

Desta forma, resulta o sistema de equagdes lineares
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f B'DB B'DG |, dy)| _ [fine (8.33)
Ve |{G*DB G*DG é 0

que, em geral, € assimétrico, mesmo se a matriz de rigidez do material, D, for simétrica.

Como exemplos de modelo com formulagdo assimétrica pode-se citar o modelo proposto por
Klisinski, Runesson e Sture (1991), o denominado modelo da banda interna de amolecimento,
e o modelo proposto por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990). Também aqui, a variavel a ser
incorporada na formulagao ¢ a descontinuidade interna de deslocamentos; portanto, e = d.. De
forma semelhante aos modelos dos casos 1 e 2, aparece na formulacdo, quando se usa a
formulag@o com uma banda de localizagdo, a largura desta banda (modelo de Klisinski et al.);
portanto, a mesma deve ser conhecida a priori. Para o caso da formulagdo com uma linha de
descontinuidade (modelo de Dvorkin et al.), a formulagao fica totalmente independente das

dimensoes da banda de localizacao ou do elemento.

Os trés primeiros casos apresentados tém formulagdo bastante similares. A incorporagdo da
descontinuidade interna ¢é feita acrescentando um modo adicional na interpolagdo do campo
de deslocamento ou no campo de deformagao interno. Esta modificacdo deve ser realizada
sobre elementos finitos padrdes, que tém somente o deslocamento como varidvel

independente.

Pode-se escrever o sistema de equacdes que governam o problema, equagdo (8.22), para os

trés casos como

Kpy Ky | [dy] _ [fi (8.34)
Kgb Kgg e 0

onde cada uma das submatrizes de rigidez ¢ dada por



Ky, =[,,B'DBdV

T
Ky, =J,, B DGdV

K, =J,,G*DBdV

K, =[,,G*DGdV.
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(8.35)

(8.36)

(8.37)

(8.38)

Para o primeiro caso, G deve cumprir a equagdo (8.25) e G* = G"; para o segundo, G = B, e

G*=B,; ¢, para o terceiro, G = B, ¢ G* deve cumprir a equagio (8.25).

Pode-se eliminar ¢ considerando

. -1 3

fint = KbbdN _KbgK;glKgbdN = KdN

sendo

K=K, -K,,K K,

44

(8.39)

(8.40)

(8.41)
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a matriz de rigidez condensada do elemento, a ser usada no processo de solugdo. Este ¢ o

procedimento utilizado pelos métodos de grandes deformagoes assumidas.

Para os casos 1 e 2, que possuem formulacdo simétrica, pode-se substituir (8.40) em (8.10),

obtendo-se

¢~Bdy +Gé=Bdy -GK_ K, dy =(B-GK_K, )dy =Bdy, (8.42)

onde

n -1
B=B-GK_K, (8.43)

¢ a chamada matriz B-barra.

Assim, a matriz de rigidez dada por (8.41) pode ser determinada, alternativamente, por

K=[, B'DB dv. (8.44)

Salienta-se que a matriz B-barra definida por (8.43) vai se alterando ao longo do processo de
solugdo do problema, pois depende da matriz constitutiva tangente do material, D, enquanto a

matriz B padrdo permanece constante.

8.6 CASO 4

Nos modelos do ultimo caso, os parametros de tensdo, s, sdo mantidos como variaveis

independentes do problema e utilizam-se elementos hibridos.
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Nos elementos hibridos, o unico campo independente no interior do elemento ¢ o campo de
tensdes, que esta fortemente conectado com as forcas de massa e com as forcas na superficie.

O campo de deformacgdes ¢ dependente do campo de tensdes, e estdo relacionados por

g =Co. (8.45)

Os deslocamentos ndo sdo definidos no interior do elemento, mas sdo conhecidos, ¢ estdao

fortemente conectados aos deslocamentos prescritos, no contorno.

As interpolagdes usadas para os elementos hibridos padrao sao

o=Ss (8.46)
u=Li (8.47)
t=Ts (8.48)

que relacionam, respectivamente, o tensor tensdes com os parametros de tensdo, os
deslocamentos no contorno com os deslocamentos prescritos e, finalmente, as tracdes no

contorno com os parametros de tensao.

Para incorporar uma descontinuidade de deslocamentos no interior de um elemento hibrido,
como ja foi feito para os outros elementos, se emprega uma decomposi¢dao dos deslocamentos
numa parte causada pela deformagdo do continuo e outra causado pelo movimento de corpo

rigido da descontinuidade interna, resultando



132

u=Lyi+ Led. . (8.49)

Substituindo-se as interpolacdes (8.46) a (8.49) no funcional da energia potencial

complementar, e depois de alguns arranjos, chega-se a

8.50
H:-%STFsﬁ-STGuﬁ-fEﬁ‘chdc+%dZchdc o

onde
F=[, S'CS dv ®.51)
G,=[,T'L,dS (8.52)
f, =] tL,dS (8.33)
f,=[, tL.dS (8.54)

K.=[ LD.L,dS. (8.55)
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Forcando o estado estacionario do funcional em relacdo aos trés campos e colocando em

forma de taxa, chega-se ao sistema

-F G, 01[s] o (8.56)
GI 0o o [|a]|=|f,
0 0 K_||d/| [f,

No sistema acima, as variaveis sdo o parametro de tensdo, s, os deslocamentos prescritos, i e
a descontinuidade interna de deslocamento, d.. No lado direito da igualdade, aparecem o vetor

de forgas nodais, f,, € o vetor de forcas na superficie interna, f..

Como f, ¢ definido pela integral ao longo da superficie do elemento do produto do campo de
forcas de superficie pela funcao de interpolagdo da descontinuidade, ele pode ser expresso em
termos do campo de forcas de superficie. Devido ao fato que a relacdo entre forcas de
superficie e o campo de tensdes ¢ do tipo forte, pode-se relacionar f. diretamente com o vetor

parametro de tensao, s
G's=f (8.57)
onde

G, =[, T'L.dS . (8.58)

Substituindo a equagao (8.57) na (8.56) pode-se eliminar f. do lado direito do sistema e s pode

ser eliminado do sistema por condensagao, resultando
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GIF'G, o ||d| [f, (8.59)
~GIF'G, K. ||d. | [0]

As equacdes permanecem escritas em relacdo aos deslocamentos prescritos, @i. Para escreveé-

las em termos de deslocamentos totais, u, aplica-se a identidade

u=1a-+Pd, (8.60)
resultando o sistema
G'F'G, -GIF'g,p |[u] [f, (8.61)
~GIF'G, GIF'G,P+K_||d.| [0]

onde P ¢ uma matriz que relaciona os deslocamentos relativos dos graus de liberdade internos

ao sistema de coordenadas dos nos do elemento.

Como exemplo de aplicagdo de modelos hibridos pode-se mencionar os trabalhos de Bolzon

(1996) e Grootenboer, Leijten e Blaauwendrad (1981).

8.7 COMENTARIOS FINAIS

O problema real que se estd querendo representar ¢ a fissuracdo do concreto. No concreto,
uma fissura acontece como resultado de uma intensa localizacdo de deformagdes ao longo de
uma zona relativamente estreita do material. Antes que a fissura seja considerada uma fissura
aberta, quando ndo ¢ mais possivel a transmissdo de esforcos através da mesma, existe um
periodo no qual, apesar do material ja ter fissurado, ainda ¢ possivel a transmissdo de
esfor¢os. Este periodo, que € caracterizado por uma diminui¢do de esforgos transmitidos com

o aumento da abertura da fissura, ¢ chamado de amolecimento. Portanto, a fissura é uma
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descontinuidade do campo de deslocamentos que gera uma interface interna no elemento.
Simular a relagdo entre as forgas nesta interface (os esforgos transmitidos através da fissura) e
a abertura da fissura (a descontinuidade do campo de deslocamentos interno do elemento) ¢ o

objetivo da implementacdo dos modelos incorporados.

Para os trés primeiros casos apresentados aqui, as modificacdes propostas devem ser
implementadas via Método dos Elementos Finitos com solug¢do em deslocamentos. Como este
método ¢ amplamente empregado em andlise estrutural, existe uma gama de elementos, ja
implementados e com formulacdo bem conhecida, sobre os quais se pode fazer as alteragdes
necessarias. A dificuldade na implementagdo numérica de modelos incorporados baseados na
rigidez esté relacionada com o fato que o campo de forgas de superficie esta conectado com o
campo de tensdes no interior do elemento de forma fraca. Conseqilientemente, as forgas
nodais, que sdo computadas através de integrais do campo de forcas de superficie ao longo do
contorno do elemento, ndo fornecem informagdes suficientes para reconstruir o campo de
forgas de superficie. Nao existe solugdao Unica para o campo de forgas baseado somente nas
forcas nodais. Para contornar este empecilho, um processo iterativo, a nivel do elemento, deve
ser realizado para compatibilizar o campo de tensdes obtido no interior do elemento com o

campo de for¢as de superficie na descontinuidade interna.

Ja no caso onde se utilizam elementos hibridos, caso 4, o campo de forcas de superficie esta
conectado com o campo de tensdes no interior de forma forte. Assim, as forcas nodais sdo
computadas de forma consistente com o campo de forcas de superficie. A dificuldade na
implementagdo numérica reside no fato de que deve-se trabalhar com elementos hibridos, que
possuem formulacao bastante complexa, pois se necessita interpolar, além dos deslocamentos,

tensoes e forgas de superficie.

O modelo empregado nesta tese ¢ o de formulagdo ndo-simétrica, caso 3, proposto por

Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990).

A escolha recaiu sobre este modelo por dois aspectos:

a) o modelo ¢ implementado via Método dos Elementos Finitos com solucdo em

deslocamentos, o que simplifica sua interagdo com o modelo distribuido;
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b) a varidvel a ser incorporada na formulacdo ¢ a descontinuidade interna de
deslocamentos sobre uma linha de descontinuidade, e a formulagdo fica independente

da dimensao da banda de localizacao.

No capitulo 10, se apresentam os principais aspectos da formulagdo do modelo escolhido.
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9 O Elemento Finito para o Concreto

O modelo de elementos finitos utilizado para simular o comportamento do concreto com
fissura incorporada considera uma descontinuidade no campo de deslocamentos interno do

elemento finito, como ja foi exposto no capitulo 8.

Para considerar esta descontinuidade do campo de deslocamentos, se faz necessario a
utilizagdo de um elemento especial. Neste capitulo, apresenta-se o elemento QOMITC
empregado para simular o comportamento do concreto quando se simula a fissuragdo com o

modelo de fissura incorporada na analise via Método dos Elementos Finitos.

De forma analoga ao modelo distribuido exposto na parte I, a formulagdo apresentada a seguir
¢ desenvolvida visando sua aplicacdo em analise ndo-linear de estruturas sob estado plano de

tensdes com solucao em deslocamentos.

9.1 O ELEMENTO QMITC

O elemento finito QMITC, Quadrilateral with Mixed Interpolation of Tensorial Components,
foi desenvolvido por Dvorkin e Vassolo (1989). Trata-se de um elemento quadrilatero
bidimensional, para estado plano de tensdes, baseado no método de interpolagdo mista das

componentes tensoriais.

A esséncia da formulag¢do deste método estd no fato de se adotar interpolagdes distintas para

os deslocamentos e para as deformagdes e trabalhar com as duas em conjunto.

Para interpolar o campo de deslocamentos no interior do elemento, utilizam-se as fungdes de
interpolagdo do elemento isoparamétrico com cinco nos, ver figura 9.1(a). A interpolagdo ¢

dada por
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u=H;U; e v=HV; i=1,2,3,4,5 (9.1)

sendo U; e V; o valor das componentes horizontal e vertical do vetor deslocamento nos cinco

nods do elemento no sistema cartesiano de coordenadas.

n M 1A3
4 3 -
A
5 3 2.0 B e — 3
143
C
1 2
2,0 2,0
(a) (b)

Figura 9.1: Elemento QMITC a) nés da interpolacao de
deslocamentos; b) pontos de interpolagao das deformagdes.

As fungdes de interpolagdo, H;, sdo dadas pelas expressoes (Zienkiewickz (1977))

Hi=025(-n-g+&n+n’+&-&n°) (9.2.2)

H,=025(-n+E-En+n°+E&-EM?) (9.2.b)

H;=025(n+E+En+n2+E&-EM?) (9.2.c)
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Hy=025(n-g-&n+n’+&-&m°) (9.2.d)

Hs=1-n-&"+&m’ (9.2.e)

onde e & e 7 sdo as coordenadas naturais do ponto em consideragao.

Assim, os valores de u e v obtidos pela interpolacdo dada anteriormente sdo as componentes

cartesianas, horizontal e vertical, do vetor deslocamento.

J4 a interpolag@o do campo de deformagdes no interior do elemento ¢ feita por

3 ( . )M (9.3.2)

e € la — e lc |J|

NEYA .
7(8@2@'— e In )|| ||§

n . 3 (n . J 3 [ N J (9.3.b)
€y =Emn I +§(8,m -, DI)%&Jrg(sm Mg, D‘)%

_a DI
8@‘1 gén o (93C)

onde

A . ~ .
- & e A,B.C.D.0 S40 as componentes naturais covariantes do tensor deformagéo (i =& , n) nos

pontos 4, B, C, D e O, ver figura 9.1(b), determinadas pela interpolacdo dos

deslocamentos;

- [Jo| € o determinante da matriz Jacobiana no centro do elemento;
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- |J| € o determinante da matriz Jacobiana no ponto em consideragao.

Os valores obtidos pelas expressoes (9.3) sdo as componentes naturais do tensor deformagao,

referidas ao sistema de coordenadas naturais (& 77) no centro do elemento.

Como os deslocamentos estdo referidos ao sistema cartesiano, para se poder trabalhar com as
duas interpolagdes em conjunto, deve-se referir todas as grandezas envolvidas ao mesmo
sistema de coordenadas. Portanto, faz-se necessario transformar as componentes naturais do

tensor deformagdes, ¢, em componentes cartesianas, €y -

U')

9.2 COMPONENTES NATURAIS DO TENSOR DEFORMACAO

Antes de realizar a transformacdo das componentes do tensor deformacdo do sistema natural
para o cartesiano, cabe fazer algumas consideragdes a respeito da determinagdo e o

significado fisico das componentes naturais do tensor deformagao.

Os desenvolvimentos apresentados a seguir sdo baseados nas referéncias Green e Zerna

(1968) e Bignon (1989).

Seja um meio continuo que ocupa um dominio By, no tempo #y, em repouso, ver figura 9.2(a).
Py ¢ um ponto material do mesmo, cujo vetor posicao, referido ao sistema cartesiano, € r = X
ix. O meio sofre uma transformagdo e, no tempo ¢, ocupa um dominio B,. O ponto P, passa

para a posicao P, cujo vetor posi¢do, em relagdo ao mesmo sistema cartesiano, ¢ R = Xj i.

Figura 9.2: Meio continuo a) Sistema cartesiano; b) Sistema natural
de coordenadas.
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O vetor deslocamento do ponto em consideragao fica definido por

u (9.4)
U=R-r=(X, —x,)i, :[ }
\

O dominio By também pode ser descrito em coordenadas naturais 6, ver figura 9.2(b). O
sistema de coordenadas naturais acompanha o meio em sua transformag¢do ao longo do tempo,
de maneira que cada ponto material mantém as mesmas coordenadas naturais depois da

transformagao. Para este sistema, pode-se colocar

No sistema cartesiano, a base de vetores ¢ determinada por

9.6
aR = 8 (Xsis) = 6skis = ik ( )
0X,  O0Xy

resultando a base unitaria iy =i =(1,0) e iy,=i=(0,1).
No sistema de coordenadas naturais, a base de vetores covariante ¢ definida por
_or 0 ox" | 9.7)

=—(x"iy) =g

5 oo

e a base contravariante por
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.00, (9.8)
g =—-i".
OX

Um vetor, como por exemplo o vetor deslocamento, pode ser referido a qualquer uma destas

bases, considerando 6; =& e 6, =m

. . . . ~ ~ ~ ~ 9.9
U:u1X+V1y:u1x+v1y=uigi+u”gn:uggi+ung”. (9.9)

No sistema cartesiano, as bases covariantes e contravariantes sao iguais; portanto, as
componentes cartesianas covariantes e contravariantes do vetor deslocamento, u € v, também

0 s30.

No sistema de coordenadas naturais, as bases de vetores covariantes e contravariantes

normalmente sdo diferentes; portanto, as componentes naturais contravariantes € covariantes

do vetor deslocamento, T' e u;, também sdo diferentes (1= &,n).

Em termos de elementos finitos, as componentes covariantes dos vetores de base se

relacionam com a matriz Jacobiana do elemento no ponto em consideragao por

S _[2= @ 9.10)
g,(D) g,

e as componentes contravariantes do vetor de base sao dadas por

g m o) G

¢t 2@



Desta forma, a relagdo entre as componentes

pode ser expressa por

para as componentes naturais covariantes e

i+

para as componentes naturais contravariantes.

Jge

ST =]}
E
(@]
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cartesianas e naturais do vetor deslocamentos

(9.12)

(9.13)

Seja R o vetor posicao de um ponto P de coordenadas x;. Define-se dR = PQ, onde Q ¢ um

ponto com coordenadas x; + dx;, €

dR=a—RdX

=dx. i

(9.14)

)

O modulo do vetor PQ da o elemento de arco ds = |dR| e

ds? =dR-dR =dx,dx, =§;dx,dx|

(9.15)

dé o comprimento do arco elementar em coordenadas cartesianas.

Em coordenadas naturais
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R 4o —g.dor = Rao, —g'do ©-16)
06" 26,

dR =

T

e o comprimento do arco elementar ¢ determinado, de forma similar, por

ds’ =dR-dR = g,d0" - g d0° = g, d0'd0" = g'd0, - g°do, = g"™do,de, (9.17)

onde g, ¢ ¢"° sdo os denominados tensores métricos, covariantes € contravariantes, em

coordenadas naturais.

Pode-se, entdo, escrever

ds? = Sjdxidx; = g,5d0"d0° = d0,d6 . (9.18)

Assim, definindo os comprimentos de arco elementares do dominio By em #) como

ds? = g;;d0'do’ (©-19)

e do dominio B; em ¢ como

ds? = Gydo'de’, (9.20)

o tensor deformagdes fica determinado pela expressao
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(9.21)

Pode-se interpretar g; como o tensor que mede a diferenga entre os quadrados dos elementos

de arco nos pontos & nos dominios Be By(1,j=1,2;0,=¢& e 6,=m)e,jaque

dS? —ds§ = (Gj; - g;j) d6'de) = 2%; de'de’. (9.22)

O tensor deformacdo pode ser expresso em termos do vetor deslocamento U ou de suas

componentes em relagdo a base g;. Considerando a equagdo (9.4), pode-se escrever

G =R, =r,+U,; =g; +U,;. (9.23)
Calculando o tensor métrico G;; e substituindo em (9.20) resulta, para o tensor de deformagdes

~ 1 9.24
81]ZE(gl.U’]+gJ.U’1+U’lU’])' ( )

Nota-se que na expressao (9.24) aparece a derivada do vetor deslocamento, que pode ser

expresso através de suas componentes nas bases cartesianas ou naturais.

No sistema natural de coordenadas, a derivada do vetor deslocamento ¢ calculada,

respectivamente, utilizando suas componentes contravariantes e covariantes, por

U’i = (ﬁrgr)ﬂi = ﬁ’lr g + tllrgr,i (925)
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U, =(U.g"),;=1,;g" +U.g; (9.26)
Nas equagdes acima, aparece a derivada do vetor de base, que ¢é calculada por

a(r,) O* o OxT o ax ©.27)
=— i — (X)) =, =—— g
00’ *00'00’ 00'00’ 00'00’ 06°

ou
gi, =rijsgs = Fijngm (9.28)
sendo
E 0°x" ox" (9.29)
" seien) o0t
e

respectivamente, os simbolos de Christoffel de primeira e segunda espécie.

Para o vetor de base contravariante
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g =-Tig' (9.31)

Substituindo-se as derivadas do vetor deslocamento na equagdo (9.24) e considerando

somente a parcela linear chega-se a

I D 82x" ox" g (9.32)
sij=—(uij+uji—2 ————Uu
2 ' 00'00! 00°

Para o elemento em considera¢do, com as fun¢des de forma dadas por (9.2), resulta para o

tensor deformagao

(9.33)

~ 1 - ~
gij:E(ui,j + ).

As componentes do tensor deformagdo obtidas pela expressdo anterior sdo as componentes
naturais do tensor deformacdo, referidas ao sistema de coordenadas naturais do ponto em
consideragdo, ¢ o vetor deslocamento também estd representado por suas componentes

naturais covariantes, U .

Particularizando para o sistema de coordenadas naturais (&,1)

ml

N (9.35)
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~

| U 9.36

onde U=1U, e V=71, sio as componentes naturais covariantes do vetor deslocamento.

Substituindo a relacdo (9.12) em (9.34) a (9.36) resulta

Te=g(Duc+g. ) vy (9.37)
€=y (DU, 42, (D) Vs, (9.38)
E=g(Du,+8.Q) v, (9.39)
€ =2, (D) U +g, (2) Vg (9.40)

que sdao as componentes naturais covariantes do tensor deformagdo, determinadas a partir da
interpolacdo das componentes cartesianas dos deslocamentos, u e v, referidas ao sistema de

coordenadas naturais do ponto em consideragao.

Na interpolagdo do campo de deformagdes no interior do elemento, expressoes (9.3), aparece
a soma das componentes naturais do tensor deformacao, dadas em (9.37) a (9.40), calculadas
nos pontos 4, B, C, D e O, ver figura 9.1(b). Como o sistema de coordenadas naturais pode
variar de ponto a ponto, antes de efetuar esta soma, deve-se referir as componentes nos

diversos pontos todas ao mesmo sistema de coordenadas naturais.
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. N ~ |DI ~ . .
Assim, obtém-se as componentes & , que sdo as componentes naturais covariantes do

J A,B,C,D,0

tensor deformagdo, determinadas a partir da interpolag¢do dos deslocamentos, nos pontos 4, B,

C, D e O e referidas ao sistema de coordenadas naturais no centro do elemento, no ponto O.

A transformagao ¢ dada por

l

g)E™ g

>

ij = &m (

onde

g =g le—n=0 -

Desenvolvendo a equacdo 9.41, chega-sea (i,j =&, 1)

~ DI

et nncno = TarlBe 25 (@e 8°) + B (Be 2" 8"
+ gén(ég 'g@)(gg 'g")+€né(gi -g“)(gé .gﬁ)

DI

A

€
"MiA,B,C,D,0

~ DI (DI
8§ﬂ|o _8§ﬂ|o

= E&Z}(gq gé)(éq ga)_f_gnn(én g")(gq g'l)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)
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§n§|zl - EnF;EI ©46)

As componentes do tensor deformacdo obtidas pelas expressdes (9.43) a (9.46) sdo as que
serdo utilizadas na interpolacao do campo de deformacgdes no interior do elemento, expressdes

(9.3).

9.3 COMPONENTES CARTESIANAS DO TENSOR DEFORMACAOQO

A transformagdo das componentes naturais do tensor deformacgdo, referidas ao sistema de

coordenadas no centro do elemento, €, , em componentes cartesianas, €, , ¢ feita pela lei de

ij °

transformag¢ao de um tensor de segunda ordem.

De forma analoga ao que foi feito anteriormente na expressao (9.41), tem-se

g =Eim (i 2" )(E" 1) (9.47)

1

Considerando que i, =i* =(1,0) e i, =i* =(0,1) e particularizando, resulta

Exx = By - gNE™ 1) =8, g' (D g™ Q) (9.48)

£y =i (iy g™ iy) =2, g'2) g" () (9.49)
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€y = Em(iy g™ 1)) =8, g'(D g™ (2) (9.50)

€x = ‘S’Im (iy gl)(gm ix) = élm gl(z) gm(l) (951)

Desenvolvendo as equagdes acima chega-se a

£ =8z 87 (D g (D +8,, " (D "D +2, g"(D) g*(D) + &g, 25(D 2" (1) ©-52)
By =82 52 (D) +E,, 8" Q)" D) +E,: ") (D) + 8, 822" (D) (©.33)
€y =82 (D @+, 8"(D ")+ & " (D Q)+, g7 2" (D) (©.54)
e =8 (D2 (D +E,, 8" 2" (D) +E,: ") g*(D) + &, g2 ) " () (©.33)

que sdo as componentes cartesianas do tensor deformacao.

Salienta-se, ainda, que as deformagdes utilizadas ao longo do processo de célculo ndo sdo as

componentes do tensor deformagdo mas
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(9.56)

onde y;, ¢ a denominada distor¢ao.

9.4 CONDENSACAO DOS GRAUS DE LIBERDADE INTERNOS

No elemento QMITC, os dois graus de liberdade internos, correspondentes ao nd cinco, ver

figura 9.1(a), sao condensados a nivel do elemento.

Tendo em vista esta condensagao, o vetor deslocamento pode ser posto na forma
U=l Ut (9.57)

onde U, ¢ um vetor que contém os deslocamentos referentes aos graus de liberdade externos,

noés 1 a4, e U; contém os deslocamentos referentes aos graus de liberdade internos, n6 5.

Considerando que ndo existe carga externa atuando sobre o n6 5, a equacao de equilibrio

elementar para a iteracdo j do incremento de carga ¢+At ¢ dada por

K. K, AUW tritp tratp(i-1) (9.58)
Ko K, aup|T| o ||eegen )

onde o subindice i refere-se ao nd interno e o subindice e aos quatro nds externos e
- Kee, Kei, Kie € Kji sdo submatrizes de rigidez;

- P ¢ a carga externa aplicada sobre o contorno do elemento;
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- F. ¢ F; sdo for¢as internas do elemento.

Isolando o vetor deslocamento referente aos graus de liberdade internos na segunda equagao

obtém-se

AUi — —Kﬁl (HAt Fi(jfl) + KieAUg)) (9.59)

Substituindo-se o deslocamento interno, determinado acima, na primeira das equagdes dadas

em (9.58) chega-se a

K“AUY =F" (9.60)

sendo K**, a matriz de rigidez condensada do elemento, dada por

K** =Kee _KeiK;lKie (961)

e F**, o vetor de forgas residuais condensado do elemento, dado por

w*k

F :t+At P _ (t+At Fe(_]—l) _ KelKl—l

1t+At

F_(j—l)) ) (9.62)

Assim, o elemento resultante fica com apenas oito graus de liberdade, correspondentes aos

quatro nds externos.
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10 O Modelo de Fissura Incorporada

Implementado

O modelo empregado nesta tese para representar o comportamento do concreto com
fissuragdo incorporada ¢ o proposto por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990). O modelo original,
que serd apresentado neste capitulo, ndo inclui a contribuicdo da armadura no equilibrio

interno de forgas do elemento.

O modelo implementado considera uma linha de descontinuidade do campo de deslocamentos
do elemento; ou seja, trata-se de um modelo do tipo 3, ver capitulo 8, cuja formulagdo nao-

simétrica foi introduzida no item 8.5.

Antes de apresentar o modelo de Dvorkin et al, serdo feitas algumas observacdes sobre a

formulagdo assimétrica dos modelos do caso 3.

10.1 MODELOS COM FORMULACAO ASSIMETRICA

Como ja foi exposto anteriormente, a formulagdo proposta para o caso 3 ¢ uma combinagao
dos casos 1 e 2, ver capitulo 8. Assim, no caso geral da formulacao assimétrica, utiliza-se uma
matriz adicional de interpolagdo para as deformagdes, B, como no caso 2, mas, na condi¢ao
de equilibrio interno (8.18), se utiliza uma matriz G*, que ndo ¢ a transposta de B, como no

caso 1.

Conseqiientemente, as tensdes dentro e fora da zona de deformagdo intensa (banda de
deformacao) sdo calculadas a partir das respectivas deformagdes, como no caso 2. Mas, a
condi¢do de continuidade de tensdes ¢ feita conforme o caso 1. Como esta condigdo de

continuidade de tensdes, ou equilibrio interno de forgas, ¢ um ponto determinante do modelo
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empregado, sua dedugdo merece atencao especial. O procedimento a seguir esta baseado no

trabalho de Jirasek (2000).

Um elemento com uma banda de localizagdo ¢ representado na figura 10.1. O elemento ¢é
dividido em uma regido de deformagdo localizada L e seu complemento N+, que usualmente

consiste de duas partes, N.e N..

<

1 T L

X
>

1
11

Figura 10.1: Elemento com banda de localizagao.

O deslocamento nodal, U, é composto por uma parcela devido a deforma¢ao uniforme do

elemento, dy, € uma parcela devido a abertura da fissura, H;e, ou seja,

U=dn+H_e. (101)

onde e = d. ¢ 0 modo de deslocamento adicional e H; sera definido posteriormente.

Como se esta trabalhando a nivel do elemento, considera-se o eixo x normal e o eixo y
paralelo a banda. Conforme a figura 10.1, define-se A, = A/, area do elemento; 4; = bl, area

da banda de localizagado, sendo A;/A. = b/h; e, Ay = (h - b)l, area da regido sem localizagao.

A matriz G pode ser definida por

1 (10.2)
G:E(ANXL -A NP,

onde
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(10.3)

=~

I
o o =
- o o

As fungdes y; e yn sdo, respectivamente, as funcdes caracteristicas da banda de localizacao e
de seu complemento; ou seja, y; tem valor 1 (um) em L e 0 (zero) em N+ e yy tem valor 1
(um) em N£e 0 (zero) em L. Assim, a matriz G € constante por partes e pode ser representada

por

G=P . +PyAn> (10.4)

sendo

Al p (10.5)

Os fatores em y; e yy em (10.2) foram escolhidos tal que a matriz G cumpra a condi¢ao

(8.25), conforme se verifica

Jae ANXL —ALAN)AA = ANAL —ALAN =0 (10.6)

Ja o fator 1/bA. foi escolhido com a finalidade que e represente a diferenga entre as

deformacdes das regides de localizagdo e sem localizagao multiplicadas pela largura da banda.

De acordo com (8.26), as forgas internas sdo determinadas por
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foe = [, B'GdA = || Bl dA+], BloydA (10.7)
e L N
onde oy, € a tens@o na banda de localizacdo, calculada a partir da deformagao

A 10.8

c

e on ¢ a tensdo fora da banda de localizacao, calculada a partir da deformagao

(10.9)

A
€y = Bdy + Pye = BdN+b/i Pe.

S

As tensdes devem satisfazer a condi¢cdo de equilibrio interno (8.27), que para a matriz G

definida por (10.4) fica

PTo dA. (10.10)

1 T 1
—f P o; dA = —
QLJAL L AN.[A

O multiplicador P seleciona o primeiro e o terceiro componente de oy, € On, Ou seja, a tensao
normal e a de corte. Portanto, a equagdo acima pode ser interpretada como uma condi¢ao
fraca da continuidade de tensdes, estabelecendo que o valor médio das tensdes normal e de
corte determinados sobre a banda de localizacdo devem ser os mesmos daqueles determinados

fora da banda.

Para o caso particular em que a largura da banda de localizacao tende a zero e a banda se

transforma em uma curva Sy, a matriz G, dada por (10.2), pode ser reescrita como
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1 h-b 1 (10.11)
G=——|[h-Db)ly, —bl P=|—y, —— P.
ol =b)i —biyy ] (hb T thJ
Como b — 0,0termo y; /b tende a distribui¢ao de Dirac, J;, ¢ G tende a
10.12

A contribui¢do da banda de localizacao para as forgas internas desaparece e (10.7) torna-se

e T
5, = J, B'oda (10.13)

int —

onde aparece G ao invés de oy pois a regido sem localizagdo N+ agora se estende sobre todo o

elemento, com a exclusao da curva de descontinuidade S;.

Na equagdo (10.10), o produto P'oy, deve ser substituido pela forca de coesdo t, ¢ a condigdo

de equilibrio interno resultante

lj £ ds =
]7Sc A

c

T (10.14)
jAeP 6 dA

significa que as for¢as médias sobre a linha de descontinuidade S; devem ser iguais a primeira
e terceira componente da tensdo média sobre o elemento. Esta ¢ a forma fraca da condicao de

continuidade de tragdo através da linha de localizagao.

Também, quando se considera uma linha de descontinuidade, o campo de tensdes, G, ¢

determinado através do campo de deformagdes, dado por
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= Bdy, (10.15)

e as forgas coesivas, t, sdo relacionadas diretamente com a abertura da fissura, e, através da

equagdo constitutiva de amolecimento.

10.2 MODELO DE DVORKIN, CUITINO E GIOIA

Um caso particular de formulagdo ndo simétrica ¢ o modelo proposto por Dvorkin et al.
(1990), empregado neste trabalho. Também aqui, a variavel a ser incorporada na formulagdo ¢
a descontinuidade interna de deslocamentos; portanto, e = d.. O texto a seguir estd baseado

nos trabalhos de Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990) e Dvorkin e Assanelli (1991).

Segundo os autores, os principais aspectos da formulacao sao:

a) a localizagdo de deformagdes envolve o elemento completo como dominio minimo,

ao invés de trabalhar a nivel de pontos de integragao;

b) considera-se a localiza¢ao de deformagdes na forma de uma linha de descontinuidade

de deslocamentos incorporada no dominio do elemento;

¢) existem duas equagdes constitutivas definindo o comportamento pos-localizagdo do
material: uma relacao fensdo-deslocamento para a linha de descontinuidade e uma

relacdo convencional tensdo-deformagdo para o resto do dominio;

d) os elementos finitos resultantes sao nao-conformes.

O elemento finito usado neste modelo ¢ o QMITC, Dvorkin e Vassolo (1989).

Trata-se de um elemento quadrilatero bidimensional de cinco nos (4 nds externos e 1 nd
interno), ver figura 10.2(a), baseado no método de interpolagdo mista dos componentes

tensoriais.
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Os dois deslocamentos correspondentes ao n6 interno sdo condensados a nivel do elemento. A
matriz de rigidez do elemento ¢ calculada usando integracdo numérica com 2x2 pontos de

Gauss. A formulagao referente ao elemento QMITC foi apresentada no capitulo 9.

2 TT] 1 Y
y' X
S %E 2.0 M
\
Vi vV,
\
3 4
2.0
(@) (b)

Figura 10.2: Elemento QMITC a) Elemento sem linha de
descontinuidade, b) Elemento com a linha de descontinuidade.

Na figura 10.2(b), esta representado o elemento finito com a linha de descontinuidade de
deslocamento. A linha de descontinuidade passa pelo nd cinco e divide o elemento em dois

subdominios: V; e V>.

O vetor e, que contém as componentes do deslocamento rigido incremental relativo de V, em

relagdo a V', € dado por

e=d.= Re' (10.16)

sendo
e': vetor que contém as componentes no sistema local (x’, ') do vetor e
R: matriz de rotagdo do sistema de coordenadas local da descontinuidade (x’, y') para o

sistema de coordenadas do elemento.

As interpolacdes dos deslocamentos para V; e V, resultam, respectivamente,
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d; = N(U - $Re") = NU - N¢Re' (10.17)

d, =NU - (N$ - DRe' = NU - NgRe' - Re', (10.18)

onde N ¢ a matriz que contém as fungdes de interpolagdao padrao do elemento QMITC, ver

capitulo 9, U ¢ o vetor deslocamento nodal e I ¢ a matriz identidade.

A matriz ¢ € definida por

¢'=[d1 ... ¢l (10.19)

onde n ¢ o nimero de nds do elemento, e cada uma das submatrizes ¢;, de dimensdo (2x2)
para o caso bidimensional, depende da posicdo do n6 i em relagdo a linha de localizagdo, de

acordo com

0emV, (10.20)
IemV,

Para dois pontos vizinhos, um do lado esquerdo e outro do lado direito da linha de

localizagdo, a descontinuidade de deslocamento ¢ dada por

U'-U =Re'. (10.21)

Derivando as equagdes (10.17) e (10.18) se obtém a mesma deformagdo incremental. Assim,

para qualquer ponto em V; ou V)
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€=B (U- ¢Re') = Bdy . (10.22)

Considerando uma condig¢do adicional de equilibrio para cada uma dos subdominios nos quais

a linha de localizagdo subdividiu o elemento, ver equagao (10.14), pode-se escrever

[, P'edS = [ tdS. (10.23)

A matriz P tem a fun¢do de selecionar as componentes de tensdo, como na equacao (10.10),

que serdo transmitidas pela fissura.

As relacgdes constitutivas, colocadas agora de forma incremental e linearizadas, para a linha de

localizagdo e o resto do dominio sdo definidas , respectivamente, como

t=D"¢' (10.24)

Mg =5+ D g (10.25)

onde D° é a matriz de rigidez elastica do material e D é a matriz de rigidez tangente da linha

de localizacao.

Substituindo-se as equagdes (10.25) e (10.22) na (8.16), ver capitulo 8, e apos alguns arranjos

chega-se a

.[V BTDeB (U_(I)Re') dV — t+AtfeXt _ tF (10'26)

onde
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HAtfext :J'S NT t+Atp ds (1()'27)

‘F=[,B' 'odV. (10.28)

Ainda, substituindo-se na equacdo (10.23) as relagdes constitutivas dadas em (10.24) e

(10.25) se obtém

. PTDBAS|U=([, (P" D* BYR+D")ds)e" (10.29)
L L
Considerando
Sw =]s P' D'BdS (10.30)
L

€

Sec = [ (PTD*BOR+D)dS (10.31)

L

a partir da equacao (10.29), chega-se a expressao que relaciona os deslocamentos relativos aos

graus de liberdade internos e externos de forma direta

e'=S.S,U. (10.32)
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Assim, pode-se condensar os deslocamentos relativos aos graus de liberdade correspondentes

a linha de localizacao a nivel de elemento.

Usando (10.32) na equagdo (10.26), finalmente chega-se ao passo linearizado

tK* U — HAtfext _ tF (1033)

sendo

‘K*=[ B'DB(I-9RS,!S,, )dV (10.34)

C

a matriz de rigidez tangente consistente da nova formulacdo. Salienta-se, aqui, que a matriz

dada acima ¢ assimétrica.
A configuracdo final de equilibrio em #+A4¢ ¢ obtida iterando-se:
- anivel de elemento a equagdo (10.23)

- a nivel da estrutura, usando controle de cargas, pelas seguintes equacdes para a iésima

iteragao

K * AUD = t+Atfext _ tpG-D (10.35)

U(i) — U(i—l) +AU(i). (1036)

A configuragao de equilibrio ¢ obtida quando o critério de convergéncia estabelecido ¢

satisfeito.
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A iteragdo dada pelas expressoes (10.35) e (10.36) ¢ a iteracdo padrao, amplamente utilizada
em analise via elementos finitos. J4 a iteracdo a nivel de elemento, da equacao (10.23), ¢ um

fator novo, a ser incorporado na andlise.

Segundo Dvorkin e Assanelli (1991), quando a linha de localizacdo estiver aberta dentro do
elemento, para a i-ésima iteracdo em (10.23), os seguintes procedimentos devem ser

realizados a nivel do elemento:

1) Considerar a abertura da fissura igual a abertura da fissura da iteragdo global anterior

k=0 (10.37)

t+Ate'(0)(i) — te' (1038)
2) Determinar, para os nds externos, o deslocamento que vai causar deformag¢ao no elemento
t+At dN(k)(i) — t+AtU(i) _ UHAC (I)R e'(k)(i) (1039)

3) Calcular o deslocamento incremental do n6 interno (condensado), resolvendo o sistema

tng) tKSi) Adg)e(k) _ t+AtfeXt ] t+AtF€fi—l) (10.40)
'K K Adgl)i(k) 0 ALRGED

O subindice "i" refere-se ao no interno e o subindice "e” aos quatro nds externos do elemento

OMITC.

4) Calcular, utilizando (10.22) para determinar as deformacgdes, as tensdes incrementais no

dominio do elemento (G(k)(i)) por (10.25).
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5) Calcular as tensdes incrementais na linha de localizagao (t(k)(i)) usando a relagdo (10.24).

6) Determinar o incremento de abertura da fissura
(i) _ g1 (i) (i) ,
se'® =S|l Pods - ) ds] (10.41)

7) Se (|Ae'|) < (tolerancia) entdo a convergéncia, a nivel do elemento, foi alcancada.

8) Se a condigao do item 7) ndo for verdadeira, atualiza-se o valor da abertura da fissura

HAte(kﬂ)(i) _ t+Ate(k)(i) + Ae(k)(i) (10.42)

k=k+1 (10.43)

9) Voltar para 2)
Apos o surgimento da fissura, todas as solicitagdes sdo determinadas apenas para o né central
do elemento, por onde passa a linha de localizagao.

A TUnica solicitagdo que serd utilizada na iteracdo da estrutura global, equacdo (10.33), ¢ a

tensdo no concreto no dominio do elemento.

10.3 COMPROVACAO NUMERICA DO MODELO

A seguir se apresenta um exemplo de aplicagdo numérica com o intuito de estudar a eficacia

do modelo original de fissura incorporada.
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O objetivo deste exemplo ¢ analisar a objetividade da malha de elementos finitos em pecas
tracionadas axialmente, onde a localizacdo de deformacdes acontece. Os dados utilizados

nesta analise foram retirados do trabalho original de Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990).

VVvVYvY

> DA DA

(2) (b) (c)

Figura 10.3: Discretiza¢do da malha de elementos finitos
a) 1 elemento, b) 2 elementos, ¢) 25 elementos.

Na analise numérica foram utilizados trés tipos de malhas de elementos finitos, com um, dois

e vinte e cinco elementos, conforme detalhado na figura 10.3.

As caracteristicas do tirante analisado estdo especificadas na Tabela 7.

Tabela 7: Dados do tirante analisado.

Caracteristicas geométricas

Comprimento - L 0,1
Altura - h 0,1
Espessura - t 0,1
Caracteristicas fisicas
Resisténcia a tragao - f; 0,1
Modulo de Elasticidade - E 1000
Coeficiente de Poisson - v 0,0
Energia de Fratura - Gy 0,2E-4

Também, foram implementados dois modelos constitutivos diferentes para a linha de
localizagdo, um com variagdo linear e outro com variacdo exponencial, representados na

figura 10.4. Para o material fora da linha de localizacdo, considerou-se comportamento

elastico linear.
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0,10 ‘ ‘ ‘ 0,10 ‘ ‘ ‘
o, = f; exp(-aw,)

0,08 _ H 0,08 t t c ||
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0,00 AN 0,00
0,0000 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0000 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007

abertura da fissura abertura da fissura

(a) (b)

Figura 10.4: Relagdes constitutivas para a linha de localizagao
a) modelo linear, b) modelo exponencial.

As curvas carga axial x deslocamento axial obtidas na simulacdo numérica para as trés
malhas de elementos finitos e para os dois modelos constitutivos da linha de localizagao estao

graficadas nas figuras 10.5 e 10.6. Estas curvas representam o comportamento global da peca.

O deslocamento representado € o dos nds da extremidade livre.

AMOLECIMENTO LINEAR

0,10 &)
——1ELE
0,08 -|
O 2ELE
0,06 -| A 25ELE

0,04 ®\

@\®\
0,02 \@\h
0,00 é 2

‘ ‘ \A)

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50

Carga Axial (E-2)

Deslocamento Axial (E-3)

Figura 10.5: Comportamento global - Amolecimento linear.
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AMOLECIMENTO EXPONENCIAL

0,10 &)
—1ELE
0,08 |
5 O 2ELE
Y 006 - A 25ELE
S
X
<
s 004 2
©
© 002 U@\@\
) A
@
G o
0,00 & ‘ ‘

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70

Deslocamento Axial (E-3)

Figura 10.6: Comportamento global - Amolecimento Exponencial.

Pode-se observar que os resultados obtidos pelas trés malhas empregadas sdo praticamente

coincidentes, indicando objetividade da malha de elementos finitos.

A seguir, nas figuras 10.7 e 10.8, apresentam-se as curvas fensdo x deformag¢do para a regiao

da peca sem fissura para os dois modelos constitutivos da linha de localizagao.

0,10 /./l
0,08

0,06 l/./
0,04 /./

Tensao

0,02 carga
l relaxamento
0,00 ‘ ‘ ‘
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Deformacéo (E-3)

Figura 10.7: Comportamento da regido sem fissura - Amolecimento linear.
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0,10

0,08

0,06

Tensao

0,04

0,02 - carga

Hl relaxamento

0,00 ‘ ‘ 1 1 ‘
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Deformacéao (E-3)

Figura 10.8: Comportamento da regido sem fissura - Amolecimento exponencial.

Devido a objetividade da malha, foi plotado apenas uma marca para os resultados numéricos.

Como foi adotado comportamento elastico linear para o material fora da linha de localizagao,
as curvas de alongamento (carga) e relaxamento (descarga) das figuras 10.7 e 10.8 sao

coincidentes.

Nas figuras 10.9 e 10.10, apresenta-se uma comparagdo entre os valores obtidos na simulagao
numérica e os tedricos para as duas equagdes constitutivas adotadas para a linha de

localizagao.

0,10

tedrico

0,08 -
0,06

0,04 \A\

0,02 \

0,00 ‘ T T \

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50

A numérico

Tensao Transmitida

Abertura da Fissura (E-3)

Figura 10.9: Comportamento da linha de localizagdo - Amolecimento linear.
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0,10\
s 0,08
S
E teorico
@ 0,06 -
® A numérico
'_
18 0,04
(7]
C
(0]
0,02
0,00 T T T T
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70

Abertura da Fissura (E-3)

Figura 10.10: Comportamento da linha de localizacdo - Amolecimento exponencial.

Verifica-se que praticamente ndo existe diferenga entre os resultados obtidos na simulagdo

numérica € os tedricos.
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11 Transferéncia de Tensao por Aderéncia

Neste capitulo, se apresenta o modelo de transferéncia de tensdo por aderéncia utilizado neste
trabalho. Este modelo serd empregado na consideracdo da contribuicdo da armadura no
equilibrio interno de forcas no modelo de fissura incorporada implementado, ver capitulo 12.
O modelo ¢ apresentado fazendo-se um estudo sobre o fenomeno de transferéncia de tensao
por aderéncia entre as barras da armadura e o concreto adjacente, fendmeno este que acarreta

uma rigidez adicional a peca, denomidada "tension stiffening".

11.1 INTRODUCAO

Em estruturas de concreto armado, devido ao fato do valor da deformacdo de ruptura a tragao
do concreto ser muito baixo, na ordem de 0,1%o, fissuras podem se formar sob cargas de
servico. Considerando que as fissuras tém uma influéncia muito grande no comportamento
estrutural global, a realizagdo de estudos para prever e controlar a fissuragdo do concreto ¢ de

essencial importancia.

Varios modelos teoricos tém sido propostos para simular o comportamento de fissura¢ao de
pecas de concreto armado. Estes modelos podem ser divididos, genericamente, em trés
grupos: modelos semi-empiricos; modelos com transferéncia de tensdo; e, modelos baseados
na mecanica da fratura. Nos modelos dos dois primeiros grupos, a fissuragdo do material ¢
governada pela resisténcia a tracdo do concreto; ja nos modelos do terceiro grupo, o

parametro governante ¢ a energia de fratura.

A escolha de qual grupo utilizar esta vinculada ao tipo de problema a ser analisado. Na analise
da fissuracdo de pecgas de concreto simples, onde normalmente se forma uma fissura
predominante, a energia de fratura deve ser o pardmetro governante. Ja em pegas de concreto
armado, pode-se obter bons resultados empregando a resisténcia a tragdo como pardmetro

governante. Isto se deve ao fato que a presenca da armadura ocasiona uma redistribuicao de
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tensOes, resultando o aparecimento de multiplas fissuras ao longo da peca. Portanto, a
mecanica da fratura baseada na progressdo de uma fissura unica nao ¢ apropriada para analise

destes problemas.

No modelo de fissura distribuida implementado nesta tese, ver parte I, foi empregado um
modelo do tipo semi-empirico. No diagrama multilinear implementado, os fenomenos de
"tension stiffening” e amolecimento do concreto sdo considerados de forma conjunta e a
calibragem do modelo proposto ¢ feita através de ensaios de barras de concreto armado

submetidas a tragdo pura, ver capitulo 6.

A seguir, se estudara o modelo com transferéncia de tensdo empregado na simulagdo da

fissuragao de forma incorporada.

De forma genérica, estes modelos se baseiam na transferéncia de tensdo, por aderéncia, entre
0 acgo e o concreto. O aparecimento da primeira fissura ocorre quando a tensdo de tracdo no
concreto supera o valor da resisténcia a tragdo. Mas, a formacdo de novas fissuras, até¢ que
uma configuragao final seja estabelecida, estd associada ao fato de se ter espago suficiente

para ocorrer a transferéncia de tensdo suficiente entre os materiais.

Antes de se apresentar o modelo de transferéncia de tensdo, cabe ainda fazer um
esclarecimento quanto ao termo "fissura". Experimentalmente, se observa dois tipos de
fissuras: as fissuras primarias, ou externas, ¢ as fissuras secunddarias, ou internas. As fissuras
primdrias sdo as fissuras visiveis, que aparecem na superficie da pega, enquanto que as
fissuras secundarias se formam na interface entre concreto/ago e ndo progridem até a
superficie da peca. As fissuras que sdo objeto de analise nesta tese sdo as primdrias. Assim,

quando se utiliza o termo fissura se estd referindo as fissuras primarias.

O texto apresentado a seguir ¢ uma compilacdo dos segintes trabalhos: Russo e Romano

(1992); Russo, Zingone € Romano (1990); e, FIB - Bulletin 10 (2000).

11.2 O FENOMENO DA FISSURACAO

Segundo Russo e Romano (1992), em pegas de concreto armado tracionadas, ocorre um
escorregamento relativo entre a armadura e o concreto adjacente sempre que as deformagdes

da armadura e do concreto tenham valores diferenciados. O escorregamento ¢ devido,
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principalmente, ao esmagamento do concreto em frente as saliéncias das barras da armadura.
A alta tensao no concreto em frente as saliéncias ocasiona tensdes de tragao no concreto no
entorno da barra, que, por sua vez, acarretam fissuras internas inclinadas, as chamadas

fissuras secundarias.

Fissuras primarias, perpendiculares ao eixo da peca, se desenvolvem se a tensao no concreto
excede a resisténcia a tragdo, f;, ndo somente no entorno da barra de aco mas em toda a se¢ao

transversal.

Basicamente, estas fissuras sdo devidas a tensdo de tragcdo proveniente da transferéncia de
tensdes do ago para a concreto através da aderéncia. Para que o concreto fissure em uma
determinada secdo, a tensao no concreto, nesta secao, deve ser igual a resisténcia a tragao do
concreto, f;, fazendo com que, conseqiientemente, a deformagdo de fissuracao do concreto, &,
seja atingida. Assim, o estudo do fendmeno da fissuragdo deve ser baseado na andlise da
distribuicdo das deformagdes ao longo da peca de concreto armado, pois sempre que a

deformacao no concreto for igual a &, uma nova fissura se formara.

Devido a formacao da fissura, a tensdo de tragdo no concreto imediatamente adjacente a
fissura deve cair a zero. Novas distribui¢des de tensdo e deformagdo no concreto e no ago vao

acontecer ap0s a fissuracao.

Se a carga ¢ incrementada além daquela que causou a primeira geracdo de fissuras, novas
fissuras primdrias poderdo se formar, at¢é que uma configuracdo final de fissuras seja

estabelecida.

11.3 EQUACOES QUE GOVERNAM O PROBLEMA

Uma pega de concreto armado tracionada ¢ mostrada na figura 11.1.

Esta figura tanto pode estar representando um tirante de concreto armado carregado por forgas

externas aplicadas na barra de aco como um trecho entre duas fissuras de uma peca fissurada .
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Figura 11.1: Peca de concreto armado tracionada axialmente.

x> xHdx,

e € —» Octdo
o, < o ® )¢
« —
l dx N __&dx o
T Edx | 4 ; ds

Figura 11.2: Tensdes e deformagdes na barra de aco e na camada de
concreto adjacente.

As equagdes diferenciais de equilibrio de forgas e compatibilidade de deformagdes para a

peca, ver figura 11.2, sdo dadas (FIB - Bulletin 10 (2000)), respectivamente, por

111
A% — 193, (L1
dx

ds ¢ (11.2)

sendo:
- 04 = 85[85 (x)]: tensao no ago

-1=1 [s(x)]: tensdo de aderéncia como fung¢do do escorregamento relativo
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- Ay: area da segdo transversal da barra de aco

- Xp: perimetro da se¢do transversal da armadura

- &: deformagao da barra de aco

- &: deformagdo do concreto adjacente a interface ago/concreto

- s(x): escorregamento relativo entre a barra de armadura e o concreto adjacente

A transferéncia de tensdo entre o concreto e a armadura, pode ser expressa por

do d 11.3
A —Sm A G, ( )
dx dx

onde A. ¢ area de concreto da secao transversal envolvida na transferéncia de tensao e o, € a

tensdo média no concreto na area 4..

O tamanho desta area de concreto efetivamente envolvida na transferéncia de tensdo, assim
como a distribui¢do de tensdes ao longo da mesma, ainda ¢ um tema em discussdo. Contudo,
pode-se determinar a relacdo entre a tensdo média o, € a maxima tensdo no concreto

(Edwards e Picard (1972)), que acontece na camada mais proxima da barra, de acordo com

[, 6.(r)dA, (11.4)
A o

c~ cm

Considerando que i nao varie ao longo da barra, isto €, seja independente de x, a expressao

(11.3) pode ser reescrita como segue
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do (11.5)

Derivando a equacgao (11.2), segundo Russo e Romano (1992), chega-se a

8"(x) -y Ts(x)]=0 (11.6)
sendo
3, (11.7)
A= AL (1+¢)

_np (11.8)

5= N
E, (11.9)

—_—

EC
A, (11.10)

P=4

e E. e E;, respectivamente, os modulos de deformagao longitudinal do concreto e do aco.

A equacdo (11.6) ¢ uma equagdo diferencial de segunda ordem cuja primeira integral ¢

(Russo, Zingone e Romano (1990))
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s'(x) = F+2(F(s) + C) (1L.11)

onde o sinal negativo representa tensao de tragdo no ago, C ¢ uma constante de integracao e

FGs)=y | T[s(x)]ds (11.12)

Objetivando obter uma relacao explicita ou implicita do escorregamento s como fun¢ao de x, s
= s(x) ou x = x(s), e considerando o ago tracionado, segundo Russo, Zingone ¢ Romano

(1990), a segunda integral da expressdo (11.6), resulta

=B~ (11.13)

ds
\ 2 |F(s) +C ,
onde B ¢ uma segunda constante de integragao.

Salienta-se, aqui, que a equacdo (11.6), a equagdo diferencial de aderéncia, ¢ geral e pode ser

resolvida para qualquer relacdo tensdo de aderéncia x escorregamento.

Para um modelo local de aderéncia com varios trechos, como o empregado nesta tese e

mostrado na figura 11.3, obtém-se solucdes distintas para cada um dos trechos.

T1

T3

escorregamento

S1 S2 S3

Figura 11.3: Relacdo tensdo de aderéncia x escorregamento relativo.
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De acordo com o Cédigo Modelo CEB-FIP 1990, CEB (1993), para concreto ndo confinado,
com barras nervuradas e em boas condi¢des de aderéncia, os valores que devem ser adotados
para os parametros do diagrama apresentado na figura 11.3 sdo: s; =5, = 0,6mm; s3 = 10mm;

_ 12, _ 12, _
=2fx'" 5=03fx"5e, a=04.

O trecho curvo ¢ dado pela expressao

¢ \* (11.14)
%ztl(—j 0<s<s

Para este trecho, 0 <'s <s;, a fungdo F(s), expressdo (11.12), resulta

F(s) =7 s(x)"™® (11.15)
sendo ¥, dado por
B T, (11.16)
Y= (I+a)sy

De acordo com Russo et al., substituindo-se o valor de F(s) dado por (11.15) na equacao

(11.13), se obtém

(11.17)

Desenvolvendo-se o bindmio da expressdo anterior em série e integrando resulta (Russo,

Zingone ¢ Romano (1990))
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1 © (12 y k Sl+k(]+a) C ﬁ (1118)
XxX=B-—— - — ara 0<s<|—
J2C kgb[ k ](Cj 1+k(1+a) P Y
e
LN 1 (11.19)
2 1+a
<SS

k
x=B- L Z(l/zj[gJ 1 > para ‘E
Jar il k Ay kiro) Y

As duas equacdes dadas acima mostram uma relagao implicita do escorregamento relativo em

fungao da abcissa x.

De acordo com Russo e Romano (1992), quando a fun¢ao s(x) apresenta um ponto com s = ()
e s' = 0, a constante de integragdo C ¢ nula e a solu¢do da equagdo diferencial (11.11) pode

ser escrita na forma explicita

2 (11.20)

Pela integragdo da equacdo (11.5), e considerando relagdes constitutivas lineares para os

materiais, chega-se a
€. =-E¢&,+D (11.21)
sendo D uma constante de integra¢do que pode ser determinada considerando as condi¢des de

contorno.

Para x = 0, ou seja, na extremidade carregada da pega: & =0 e & = &y = F/AJ/E; ¢
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D-£ &g (11.22)

Utilizando as relagdes dadas por (11.2), (11.11), (11.15) e (11.22) em (11.21), podem-se

determinar as deformagdes no ago e no concreto, respectivamente, por

. Eg.,+ ,2(YS(1+a)+C) (11.23)
S 1+&

&g - 5205 +0) (11.24)
° 1+§&

€

Utilizando as equagdes apresentadas anteriormente, pode-se fazer a analise de varios tipos de
problemas de aderéncia. Também, ¢ possivel obter as distribui¢des, ao longo da peca, de
variaveis tais como o escorregamento relativo e as deformacdes no concreto e na armadura.
As constantes de integragdo sdo determinadas para cada problema especifico e podem ser
definidas uma vez que as condi¢des de contorno pertinentes ao concreto e a armadura sejam

especificadas.

11.4 COMPORTAMENTOS TiPICOS

De acordo com Russo € Romano (1992), a solu¢ao do problema que esta sendo analisado nao
pode ser obtida de forma explicita para todas as situacdes. Nestes casos, a solugdo ¢ obtida
por um processo iterativo sobre as equacgdes globais (11.18) e (11.19). Além disso, em

algumas situacdes, ambas equagdes nao tém solugao.
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Assim, segundo FIB - Bulletin 10 (2000), antes de analisar uma peca de concreto armado em
uma condicao tipica de carga, ¢ recomendavel que se faga uma avaliacao qualitativa prévia da

possivel distribui¢do de algumas varidveis ao longo do elemento.

Em particular, a existéncia de um ponto ou regido com s’ = () deve ser averiguada, ja que
nesta regido as deformagdes no aco e no concreto apresentam o mesmo valor, ver equagao
(11.2). Também, a existéncia de uma se¢do ou regido com escorregamento nulo, s = 0, deve
ser averiguada. A existéncia de uma regido onde s = s’ = () permite o uso da expressao
explicita (11.20). Assim, fazendo esta avaliacdo prévia, ¢ possivel saber qual fun¢do ou

conjunto de fungdes que deve ser utilizado na solugdo do problema.

A A

L/2 L/2
F «—¢—* F «—¢—*
R S S
4
So
- X — X
0
€ €
€50
Es &
80 80
o X - X
0 0
Xr XS XS
(a) Peca longa ( b) Pega curta

Figura 11.4: Distribui¢ao do escorregamento ¢ das deformagdes no
concreto € no ago.
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De acordo com FIB - Bulletin 10 (2000), ver figura 11.4, para cada tipo de problema, dois
comportamentos tipicos sdo possiveis, diretamente relacionados com o valor da carga externa
e ao comprimento da peca: (a) comportamento de peca longa, ou (b) comportamento de pega

curta.

11.4.1 Comportamento de peca longa

O comportamento de pega longa ¢ caracterizado pela existéncia de uma regido onde nao
existe escorregamento relativo entre o ago e o concreto adjacente, ¢ onde os dois materiais
possuem a mesma deformacgao, figura 11.4(a). Isto ocorre devido ao fato que a pega ¢ longa o
suficiente para que a barra de armadura possa transferir para o concreto, por aderéncia, a forca

a que esta submetida.

Para o sistema de eixos mostrado na figura 11.4(a) e considerando que a barra de ago
permanece elastica, a solugdo para pecas longas ¢ dada de forma explicita pela expressao

(11.20). Nesta expressdo, para a secdo R, onde s = 0 e x = xg, determina-se a constante B

B =xr (11.25)
O escorregamento relativo s deve ser determinado por (11.20) no intervalo 0 <x <xz e €

nulo, s = 0, para xg <x <L/2.

O escorregamento na extremidade carregada, sy, ¢ dado por (Russo e Romano (1992))

! (11.26)

sendo & a deformagao no ago na extremidade carregada.

A abcissa do ponto com s = 0 e s" = ds/dx = 0, ponto R da figura 11.4(a), é:
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o (11.27)

O comprimento xi requerido para satisfazer a condicao de igualdade entre as deformagdes no

aco e no concreto ¢ chamada de comprimento de transferéncia, L.

Na se¢do R, Figura 11.4(a), a deformacdo maxima no concreto de uma pega longa ¢

£ (11.28)

cmax,L T

A carga transferida do ago para o concreto ao longo do comprimento xz pode ser determinada

por

P =AE Ve (11.29)

tran ¢ max,L

Para se ter uma pega longa, a deformacao no ago na extremidade carregada deve satisfazer a

condigdo &y < &gy

Para xp = L/2, segundo FIB - Bulletin 10 (2000), a equagdo (11.27) da o limite superior do

valor da deformagao no ago na extremidade carregada, &yy:

lta (11.30)




185

11.4.2 Comportamento de peca curta

Por outro lado, o que caracteriza o comportamento de uma peca curta ¢ o fato de o ago e o
concreto apresentarem deformagdes diferentes, & > &, ao longo de todo o comprimento da
peca, figura 11.4(b), e o escorregamento relativo entre os materiais € zero apenas no centro da
peca devido a simetria. A deformagdo maxima no concreto para peca curta ocorre na se¢ao .S,

de simetria, e ¢ fungao do escorregamento sy.

Nao existe uma solucdo de forma explicita para a equacdo diferencial (11.11) para esta
situacdo e a distribui¢do do escorregamento ¢ obtida através das equagdes gerais, (11.18) e

(11.19). Além disto, segundo Russo e Romano (1992), para

1 (11.31)

as duas equagdes, (11.18) e (11.19), ndo tem solugado.

Indicando por B; o valor da constante na equacdao (11.18), determina-se seu valor
considerando que para a se¢do de simetria, x = L/2, o escorregamento ¢ nulo (s = 0),

resultando

L (11.32)
2

De forma anéloga, a constante de integracao na equacao (11.19), B,, pode ser expressa em

funcao de sy calculando-se (11.19) para a extremidade carregada, x = 0 (s = s9)
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L. (11.33)

k
1 &(-12)C S
%7 Z[ij o
¥ k=0 i o k(o)

A constante C pode ser expressa, através das Equagoes (11.2), (11.11) e (11.15), como fungao

do escorregamento na se¢do carregada, sy.

Parax =0 (&.=0 ¢ & = &), resulta

2
c (11.34)
C sO ,YS%)+(X

Como a fun¢do escorregamento decresce em todo o comprimento da pega e chega a zero em x

= L/2, a equacdo (11.18) deve ser necessariamente empregada perto da secao de simetria.

A equacdo (11.19) s6 sera empregada perto da secdo carregada se em alguma parte da pega o

valor do escorregamento exceder o valor s,.

Assim, dois casos podem acontecer:

a) Caso 1: a Equacdo (11.18) é empregada em todo comprimento da peca;

b) Caso 2: a Equagdo (11.18) ¢ valida para uma parte da peca ¢ a (11.19) para o

restante.

Para saber qual caminho deve ser seguido para obter a solucdo do problema, compara-se o
valor de sy, 0 maximo valor do escorregamento ao longo de toda a peca, com o valor sz, 0
valor do escorregamento que separa as solugdes. Para 5y < s, deve-se usar o caso 1, e para sy

> s, deve-se usar o caso 2.

Por intermédio de (11.31) e (11.34), s, pode ser expresso como fungao de sy, resultando
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! (11.35)

Como o escorregamento s; ¢ uma fung¢do do escorregamento sy, que ¢ a incognita que se esta
procurando, ndo se pode ainda determinar qual caso vai ocorrer, devendo-se analisar cada um

separadamente.

11.4.2.1 Caso 1

Levando em consideragdo (11.32) e (11.34), para secdo x = 0 (s = s9) a equagdo (11.18)

resulta

k (11.36)

f(s )_ L 1 0 (1/2] y 01+k(1+(x) o
0) =5 2 -
2 2 o\ k 1+k(1+o

\/2(850 Jk 0 82so_y810+a +k(1+00)

A equagdo acima ¢ valida para

! (11.37)

) N
e l+a

OSSO<( SO]
4y

Resolvendo-se a equagdo (11.36) por iteragdes encontra-se syp. Com este valor, calcula-se o

valor da constante C por (11.34). Entdo, variando-se s entre zero e sy em (11.18) encontra-se a

abcissa correspondente ao escorregamento.
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11.4.2.2 Caso 2

Indicando como x; o valor da abcissa x na qual o escorregamento s, (valor do escorregamento
que separa as solucdes) ocorre, o objetivo €, segundo Russo e Romano (1992), calcular as
duas solug¢des, equacdo (11.18) e (11.19), nas imediacdes da se¢do x = x4, ver figura 11.5, e
igualar as duas expressdes. Salienta-se que o valor da abcissa x cresce da se¢do carregada (x =
0) para a secao de simetria (x = L/2), enquando o escorregamento s decresce da secdo

carregada (s = s¢) para a se¢do de simetria (s = 0).

Eq. (11.19) Eq. (11.18) 2@

x=0 X4 x=L/2
So Sd s=0

Figura 11.5: Comportamento de Peca Curta - Caso 2.

Assim, escreve-se a equagao (11.18) para a se¢do x = x; + dx;, onde s = 54 - ds, e a (11.19)
para x = x4 - dxz, onde s = s; + ds. O incremento ds ¢ uma variacdo infinitesimal do

escorregamento relativo e dx; e dx; variagdes infinitesimais em x,; devido a variacdo em s,.

Igualando as duas expressdes, e depois de alguns arranjos, resulta

k 1 k() (11.38)

Y l+k(l+a) (1+a) _ds ¥ )ik
C C

—i -1/2 _
e &l k 1+ k(1+ o)

1-a
1 i(m](gj : soi'k(lm) . 1 i(l/zj
Jay i k Ay '70‘—1((1+oc) 2y il k

1-a
—-k(l+a
5 (1+a)

k 1 k

ok ok
( c J P ey g [CJ k(i)
Y Y

l-a
———k(l+a
5 (1+ o)

+—=dx, +dx
5 1 2
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A equagdo anterior ¢ valida para

I (11.39)

2
IS 1+a

Usando as equagoes (11.34) e (11.38), por iteragdes encontra-se so. Com este valor, calculam-

se os valores da constante C por (11.34), de B, por (11.33) e de s, por (11.35).

Os valores do escorregamento relativo ao longo da peca sdo determinados através de (11.19),

com B = B,, para s; < s <sgpou através de (11.18), com B = B; = L/2, para 0 <s < s,.

Em ambos os casos, encontrado o valor do escorregamento s, obtém-se o valor da tensdao de
aderéncia por (11.14) e as deformagdes no aco € no concreto, respectivamente, por (11.23) e
(11.24).

A deformagdo méaxima no concreto ¢ atingida na secdo de simetria, onde u = 0, e ¢ dada por

g, —2C (11.40)
1+ &

Scmax = 8cS = a

Se &max = Ex, @ pega esta fissurada.

De acordo com Russo e Romano (1992), para se determinar qual o caso que se deve utilizar

para resolver o problema analisa-se a funcao f(s4) dada por (11.36).

A fungdo f(sg) tem valor positivo para sy = 0 e decresce com o aumento de sj). Assim,

considerando um valor ficticio de 59, bem proximo do limite superior, ver equagao (11.37),
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! (11.41)

se f(sg) < 0 aequagdo (11.36) sera satisfeita para sy < sy e deve-se utilizar o caso 1.

Ao contrario, se f(sg) > 0 a equagdo (11.36) so ¢ satisfeita com um aumento em sy, 0 que
ultrapassa o limite de aplicacdo de (11.36); se estd, entdo, no intervalo de aplicagdo de (11.38)

e, conseqiientemente, no caso 2.

11.5 FISSURACAO TRANSIENTE

A seguir, de acordo com FIB - Bulletin 10 (2000), se analisara a fissuragdo progressiva de
uma peca inicialmente ndo fissurada, considerando que a carga ¢ incrementada

monotonicamente.

Para valores muito baixos de carga e, conseqiientemente, de deformacdo na extremidade
carregada, o escorregamento relativo se anula antes do eixo de simetria. O elemento ainda ndo

fissurou, e gz < &, sendo &g o valor de & no ponto R da figura 11.4(a) com s’ = 0 ¢ & = Emax-

Qualquer incremento de carga desloca o ponto R em direcdo ao eixo de simetria e &

aumenta, podendo produzir duas respostas diferentes na peca:

% JZaN
L
X X
o— P —-—@
F F
XRcrack Lp

Figura 11.6: Fissuragdo em uma peca longa.
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a) pode ocorrer que a deformagdo no concreto alcance o valor de fissuragdo no ponto R
com xg < L/2. Neste caso, xp = Xrerack, S€NdO Xperqck @ distdncia da fissura até a
extremidade carregada. As primeiras fissuras primdrias se formam e a peca ¢
subdividida em "m" partes, figura 11.6. O comprimento L, de cada uma das partes
deve estar entre Xgerack € 2XRerack, S€Ndo 0 comprimento médio igual a L/m. Este caso

pode ser definido como a fissuragdo de uma peca longa;

b) por outro lado, pode acontecer que o ponto R alcance o eixo de simetria com a
deformagdo do concreto permanecendo menor que &, Para fissurar a peca, uma
carga ainda maior deve ser aplicada. Com o incremento da carga, a deformagdo do
concreto vai aumentar, mas seu valor maximo, &4, continuara acontecendo no
centro da pega ja que o valor de xz ndo pode ir além de L/2 devido a simetria.
Conseqiientemente, a primeira fissura primdria aparecera, na secdo de simetria,
quando & alcangar o valor &, Assim, na fissuracdo a peca ¢ dividida em duas
partes iguais, de dimensao L/2, figura 11.7. Este caso ¢ definido como fissuracao de

uma peca curta.

e e

TL L2 L

Figura 11.7: Fissuragdo em uma pega curta.

A condicdo que garante que a fissuragdo da peca ird acontecer antes que xy alcance o eixo de

simetria, ou seja, que a peca funcionard como peca longa ¢

Es0crack < EsoL (1 1.4 1)



192

sendo &geracks @ deformacdo no aco na extremidade carregada que determina a fissura¢do do

concreto, dada por

£l (11.42)
& sOcrack ct
g

Neste caso, Xgeack, @ distancia da fissura até a extremidade carregada, ¢ determinada pela

expressao (11.27) com &y = Eoerack-

Caso contrario, ou s€ja, &ocrack > oL, @ peca funcionard como pega curta desde a primeira

fissura, o que gera apenas uma fissura na se¢do de simetria.

Depois da formagdo das primeiras fissuras, uma segunda gera¢dao de fissuras pode ocorrer,
para um nivel de carga ainda maior. Antes desta segunda geracdo, cada parte originaria da
primeira geracdo de fissuras estd em uma situagdo de carga similar & de uma peca curta.
Mesmo as originadas de pecas longas terdo comprimento entre Xgerack € 2Xrerack, © que faz com

que a segunda geracao de fissuras possa acontecer somente na se¢ao de simetria de cada parte.

Baseado nas consider¢des acima, e considerando um material homogéneo (o que ndo ¢
propriamente o caso do concreto, cujas propriedades fisicas e mecanicas tém uma
consideravel dispersdo), conclui-se que, sob cargas monotonicamente crescentes, depois da
primeira geracdo de fissuras primarias, novas fissuras podem ocorrer apenas pela fissuragdo

da secdo central de cada parte.

11.6 FISSURACAO ESTABILIZADA

O estado de fissuracao estabilizada ¢ atingido quando o comprimento de cada parte ndo ¢ mais
suficiente para permitir que a deformacdo do concreto atinja o valor de fissura¢ao na tragao,
&+, N0 meio do vao, por maior que seja o incremento da deformacgdo do aco na extremidade

carregada, &.
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J& que a deformacao &, depende do valor do escorregamento na extremidade carregada, sy,
que ¢ a variavel principal do problema em estudo, a distdncia minima entre as fissuras ¢
determinada pela analise da fissuragdao progressiva da peca e suas divisdes em partes

menores.

11.7 ABERTURA DA FISSURA

Finalmente, o escorregamento da extremidade carregada, sy, da a diferenga entre os
alongamentos do aco e do concreto na metade da peca. Assim, em uma peca fissurada, a

abertura da fissura na superficie do ago, w, ¢ dada por

W =So1 t So2 (11.43)

sendo s¢; € sg, 0s escorregamentos das extremidades de dois trechos consecutivos.

Salienta-se que, segundo Russo ¢ Romano (1992), a abertura da fissura varia ao longo do

cobrimento da armadura, dependendo da espessura do cobrimento e do didmetro da barra.
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12 O Modelo de Fissura Incorporada

Proposto

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar o modelo de fissura incorporada proposto nesta tese

para simular o comportamento do concreto armado.

O modelo proposto ¢ uma alteracdo do modelo de fissura incorporada originalmente proposto
por Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990), cujas principais caracteristicas foram apresentadas no
capitulo 10. O modelo original ndo inclui a contribui¢do da armadura. A alteragdo proposta
neste trabalho consiste em um procedimento para inclusdo da contribuicdo da armadura no
equilibrio de forcas interno do elemento. A inclusdo da parcela da armadura ¢ feita através do

modelo de transferéncia de tensdo por aderéncia apresentado no capitulo 11.

Antes de apresentar o procedimento para inclusdo da contribuicdo da armadura, sio

analisados alguns aspectos relacionados a implementa¢cdo do modelo proposto.

Também, no final do capitulo, apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo numérica de
uma série de tirantes de concreto armado. As previsdes obtidas empregando o modelo
proposto sdo comparadas com os resultados numéricos obtidos com o modelo distribuido

apresentado na parte I, que simula os valores propostos pelo Cédigo Modelo CEB-FIP 1990.

12.1 REPRESENTACAO DA ARMADURA

A representagdao da armadura na andlise via modelo de fissura incorporada ¢ feita da mesma
forma que na analise via modelo de fissura distribuida. Tanto o modelo utilizado para
representar as barras da armadura como a relagdo constitutiva empregada para simular o
comportamento do ago ja foram detalhados na parte I e, assim, ndo serdo novamente

apresentados neste capitulo.
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O modelo empregado para representar a armadura ¢ do tipo incorporado, desenvolvido por

Elwi e Hrudey (1989), ver capitulo 4 - item 4.2 da parte 1.

A relacdo constitutiva utilizada para simular o comportamento das barras da armadura ¢ do

tipo elasto-plastico com endurecimento, ver capitulo 5 - item 5.1 da parte 1.

12.2 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

Para representar o comportamento do concreto intacto, ainda ndo-fissurado, emprega-se o
denominado modelo de Ottosen, o0 mesmo modelo j& utilizado na andlise distribuida, ver
capitulo 5 - item 5.2 da parte I. O modelo ¢ composto pelo modelo de Ottosen (1979) e por
um critério de ruptura também proposto por Ottosen (1977). Como este modelo ja foi

detalhado na parte I, ele ndo serd apresentado neste capitulo.

Para representar o comportamento do concreto entre fissuras, o concreto no dominio dos
elementos fissurados, ver equacao (10.25) do capitulo 10, emprega-se um modelo elastico

linear bidimensional.

12.3 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA A FISSURA

A seguir, serdo apresentados os modelos constitutivos empregados para representar a

transferéncia de tensdo através da fissura.

12.3.1 Amolecimento linear

Um dos modelos constitutivos implementados para simular a transferéncia de tensdo na

fissura ¢ o de amolecimento linear representado na figura 12.1.

O modelo estd de acordo com os principios da Mecanica da Fratura, ja que a area limitada
pela curva tensdo transmitida através da fissura x abertura da fissura (o, x w.) é igual a

energia de fratura do material (G)).
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Oc

fi

Gy

We
Wmax

Figura 12.1: Amolecimento linear.

Assim, o valor da maxima abertura de fissura que permite a transferéncia de tensao, Wiy, €

dado por

A energia de fratura é determinada, segundo o C6digo Modelo CEB-FIB 1990, por

Gr=0,0003 ()" . (12.2)

Observando-se as expresdes anteriores, verifica-se que o modelo necessita de um tunico

parametro, a resisténcia a tracdo do concreto, f;, como dado externo.

12.3.2 Amolecimento exponencial

Uma outra alternativa implementada para simular a transferéncia de tensdo através da fissura
¢ o modelo exponencial mostrado na figura 12.2. Como no modelo linear, este modelo

também estd de acordo com os principios da Mecanica da Fratura.

As expressdes que definem a curva de amolecimento sdo (Dvorkin, Cuitifio e Gioia (1990))
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o, = f; exp(-aw,) (12.3)

a=0,95f,/ G . (12.4)

O valor da maxima abertura de fissura que permite a transferéncia de tensdo, Wy, €

determinado impondo-se um limite para o fator exp(-aw.) = 0,05.

We

Wmax

Figura 12.2: Amolecimento exponencial.

Também aqui, o Unico parametro externo necessario € a resisténcia a tragdo do concreto, f,.

12.4 O ELEMENTO QMITC

Como ja foi comentado no capitulo 9, o modelo de fissura incorporada empregado nesta tese

utiliza um elemento finito diferenciado, o elemento QMITC.

Trata-se de um elemento quadrildtero bidimensional, de cinco nds, para estado plano de
tensdes. A esséncia da formulacdo deste elemento estd no fato de se adotar interpolagdes

distintas para os deslocamentos e para as deformagdes e trabalhar com as duas em conjunto.

Apesar do elemento possuir um nd central, além dos quatro nés externos, e uma formulagdo
bastante peculiar, conforme foi detalhado no capitulo 9, sua incorporagao em um programa de

elementos finitos padrio ¢ bastante simples.
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Isto se deve ao fato de se poder condensar os dois graus de liberdade internos,
correspondentes ao n6 central. Tanto a matriz de rigidez quanto o vetor de forgas internas do
elemento sdo condensados a nivel do elemento, ver item 9.4 do capitulo 9. Assim, para o
programa global de elementos finitos, o elemento possui apenas oito graus de liberdade,

correspondentes aos quatro nds externos.

Também, a descontinuidade do campo de deslocamento do elemento, relacionada com os
graus de liberdade do no interno, ¢ tratada a nivel do elemento, através do processo iterativo
sobre a equagdo (10.23), ver capitulo 10. Desta forma, alcancada a convergéncia deste
processo iterativo interno, tanto a abertura da fissura quanto as tensdes transmitidas através
dela ficam determinadas, ndo aparecendo como incognitas no processo iterativo de solugdo

global.

12.5 INCLUSAO DA CONTRIBUICAO DA ARMADURA

A fissuracdo de estruturas de concreto armado ¢ caracterizada pelo aparecimento de vérias
fissuras espalhadas ao longo da peca. Desta forma, algumas alteragdes devem ser feitas no

modelo original proposto por Dvorkin et al. para se poder representar esta situacao.

A intencdo ¢ fazer com que o modelo possa representar um numero variavel de fissuras em

cada elemento e que considere a parcela referente a armadura no equilibrio interno de forgas.

Como foi exposto no capitulo 10, o equilibrio de for¢as do elemento ¢ obtido através de um
processo iterativo sobre a condi¢do adicional de equilibrio para cada uma dos subdominios
nos quais a linha de localizacdo subdividiu o elemento, equagdo (10.23). Basicamente, esta

condig¢do de equilibrio pode ser expressa por

for¢as no dominio do elemento = for¢as transmitidas através da fissura (12.5)

No concreto simples, tanto as forcas no dominio do elemento quanto as transmitidas através
da fissura sdo devidas somente ao concreto. Conforme mostram as figuras 12.1 e 12.2, quando

a abertura da fissura atinge seu valor maximo, wy,, as for¢as transmitidas através da fissura
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sdo nulas. Conseqlientemente, para que o equilibrio seja estabelecido, as for¢cas no dominio do

elemento também devem ser nulas.

Para o concreto armado, o processo ¢ governado pela transferéncia de tensdes por aderéncia
entre as barras de armadura e o concreto adjacente. Assim, mesmo depois da abertura da
fissura ter atingido o valor limite w,,, a tensdo no concreto no dominio do elemento
permanece com um valor residual, diferente de zero. Este fenomeno ¢ conhecido na literarura

como "tension stiffening".

Desta forma, a configuracdo de equilibrio para a igualdade (12.5) ou para a equacao (10.23)

nao ¢ mais obtida pelo processo iterativo descrito no capitulo 10.

A seguir, se propde um procedimento para a inclusdo da armadura no modelo original de

fissura incorporada, para poder simular o comportamento do concreto armado.

O procedimento proposto, para quando a linha de localiza¢do estiver aberta dentro do

elemento e para a i-ésima iteragdo da estrutura global, é o seguinte:

1) Considerar a abertura da fissura igual a abertura da fissura da iteragdo global anterior,

como no processo original, ver equagao (10.38).

2) Determinar, para os nos externos, o deslocamento que vai causar deformacao no elemento,

empregando a equagdo (10.39), como no processo original.

3) Calcular o deslocamento incremental do nd interno, resolvendo o sistema dado em

(10.40), como no processo original.

4) Determinar as deformacoes, sc(‘), e as tensoes, G(k)(l), do concreto no dominio do elemento,

respectivamente pelas equagdes (10.22) e (10.25), como no processo original.

5) Considerar a deformagao média no ago ao longo do elemento e a na fissura igual aos

valores da iteragdo global anterior

gsm(i) = gsm(i_l) (12.6)
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7)

8)

b)

d)
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gl = g5 (12.7)

Calcular a tensdo na armadura no dominio do elemento, TES" , considerando

comportamento elasto-plastico perfeito para o material.

Determinar as tensoes na linha de localizacao, t(k)(i), usando a relagdo (10.24), como no

processo original.
Carcular as seguintes forgas resultantes:

do concreto no dominio do elemento, FEL®”, utilizando a parte esquerda na igualdade

(10.23)

FELY = [ P'odS (12.8)
L

do ago no dominio do elemento

FES®” = TES" As (12.9)

total no dominio do elemento

FET" = FEL" + FES" (12.10)

do concreto transmitida na linha de localizacdo, F CR(i), utilizando a parte direita na

igualdade (10.23)
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FCR? = [ tdS (12.11)
L

€) no ago na fissura

FSY =FET" - FCR". (12.12)

9) Determinar a deformagao na armadura na fissura por

g0 =FSY/ B,/ A.. (12.13)

10) Com o valor da deformagao na armadura na fissura, Eso(l) , para cada nivel de carga, entrar

na rotina do modelo de transferéncia de tensdo por aderéncia e calcular:
a) o comprimento de transferéncia, Xzqrqc, através da equagado (11.27)

b) a deformacgdo média do aco ao longo do elemento (&m'), utilizando a equacao (11.23)

para determinar os valores extremos

c) a deformagdo média do concreto no dominio do elemento, 86,,1(’) , utilizando a equagao

(11.24) para determinar os valores extremos

d) o espagcamento entre fissuras, DLS, e a quantidade de fissuras do elemento, NF, conforme

o caso de peca longa ou curta, ver item 11.5 do capitulo 11

e) o escorregamento relativo maximo entre a armadura e o concreto adjacente, sy, utilizando

aequagao (11.20) ouas (11.18) e (11.19).

11) Calcular o valor da abertura de cada fissura, que sera utilizado na equagdo (10.24) para

determinar o valor da tensdo na fissura, por
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UC1 = ¢'(1) = 2s. (12.14)

12) Calcular o valor total da abertura da fissura por elemento, que serd utilizado nas equagdes
(10.17) e (10.18) na determinacdo do deslocamento que vai causar deformag¢dao no

elemento

UC =¢'(1) = UCI x NF. (12.15)

13) Repetir os itens 6), 7) e 8-a), 8-b), 8-c), 8-d)
14) Calcular as forgas:

a) a forca resultante no acgo na fissura

FCRSY = g,V B¢ A (12.16)

b) a forga resultante total na linha de localizacao

FCTY = FCR"” + FCRS" (12.17)

15) Repetir o processo todo mais uma vez.

Antes de prosseguir, cabe fazer alguns comentarios sobre o procedimento apresentado acima.
O primeiro aspecto que merece ser comentado € o valor da abertura da fissura.

No modelo original, apenas uma fissura pode se formar em cada elemento, passando pelo n6
central. Desta forma, a abertura desta fissura estd relacionada diretamente ao campo de

deslocamento adicional, e', dado pelo deslocamento do né central.
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No concreto armado, consideram-se varias fissuras espalhadas ao longo do elemento, mas,
para o equilibrio interno de forgas, agrupam-se todas estas fissuras no centro do elemento.
Portanto, existem dois valores distintos relacionados a abertura da fissura: UCI, que da o
valor da abertura de cada fissura; e, UC, que dd o valor total da abertura das fissuras no
elemento. Assim, o campo de deslocamento adicional, e', estd relacionado tanto com UC/
quanto com UC. O valor de UCI, ver equagdo (12.14), ¢ usado na equagdo constitutiva de
amolecimento da fissura. J& o valor de UC, ver equacdo (12.15), ¢ empregado na
determinagdo do deslocamento que vai causar deformacdo e, conseqiientemente, na

determinagdo da tensdo no dominio do elemento.

Outro aspecto que deve ser comentado ¢ o fato de ndo se iterar até que a convergéncia seja

alcangada, como acontece no procedimento original, ver capitulo 10.

O procedimento proposto neste capitulo ¢ repetido somente duas vezes para cada iteracao
global, a nivel da estrutura. Isto se deve ao fato que, durante este procedimento, ser utilizada a
rotina do modelo de transferéncia de tensdo, cujos parametros também sao determinados via

processo iterativo.

O processo iterativo do modelo de transferéncia de tensdo ¢ bastante complicado. Conforme
foi exposto no capitulo 11, existem dois casos possiveis de solugdo e, para determinadas
situagdes, ndo existe solucao do problema. Assim, para evitar que se fique "pulando"” de uma
caso para outro sem chegar na resposta correta, optou-se por deixar a convergéncia a cargo

somente da iteragdo global.

Salienta-se, contudo, que quando a convergéncia a nivel da estrutura ¢ alcangada, a

convergéncia a nivel do elemento também ¢ atingida.

Finalmente, como no processo original, apds o surgimento da fissura, todas as solicitacdes sao

determinadas apenas para o nd central do elemento.

As solicitagdes que serdo utilizadas na iteracdo da estrutura global, equagdo (10.35), sdo as

tensdes no concreto no dominio do elemento e na armadura ao longo do elemento.
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12.6 COMPROVACAO NUMERICA DO MODELO PROPOSTO

Com o objetivo de comprovar a eficacia do modelo proposto nesta tese, far-se-4 a simulagao

numeérica de uma série de cinco tirantes de concreto armado.

Os resultados obtidos com o modelo incorporado proposto neste capitulo sdo comparados
com previsdes obtidas pelo modelo do tipo distribuido, apresentado na parte I, que expressa

os valores propostos pelo Coédigo Modelo CEB-FIP 1990, CEB (1993).

Os cinco tirantes analisados tém as mesmas dimensdes, ver figura 12.3.

L=100cm J 10cm
T T

Figura 12.3: Tirantes analisados.
A caracteristica que os diferencia ¢ a taxa de armadura, que assume os valores: 0,50%, 0,75%,

1,00%, 1,50% ¢ 3,00%.

As propriedades dos materiais, concreto e aco, estdo especificadas na Tabela 8.

Tabela 8: Propriedades dos materiais.

Aco
Tensdo de escoamento - f, 50 kN/cm®
Moébdulo de Elasticidade - Eg 21000 kN/cm”
Concreto
Resisténcia a compressao - f; 2,0 kN/cm?
Resisténcia a tragdo - f; 0,158 kN/cm?
Moédulo de Elasticidade - E 3224 kN/cm”
Coeficiente de Poisson - v 0,0
Energia de Fratura - G¢ 0,000487 kNcm/cm?
Pardmetro 1
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Os resultados da simulagdo numérica utilizando o modelo incorporado mostrados a seguir
foram obtidos empregando uma malha de elementos finitos de apenas um elemento. Salienta-
se que nos casos em que foi empregada uma malha com um nimero maior de elementos os

resultados obtidos foram os mesmos.

O modelo constitutivo empregado para simular o comportamento do ago foi elasto-plastico

perfeito e para o concreto, fora da linha de localizagao, comportamento elastico linear.

Jé& para o concreto da linha de localizagao, considerou-se amolecimento linear. Para os valores
de f; e Gy dados na Tabela 5, a abertura maxima de fissura que permite transferéncia de

esforgos € de 0,006cm, ver equagado (12.1).

O parametro y, ver equagdo (11.4) do capitulo 11, foi tomado igual a 1, ou seja, se estd

considerando uniforme a tensao do concreto ao longo de toda secao transversal.

A evolucdo da fissuracdo para os cinco tirantes analisados encontra-se na Tabela 9. Embora
tenham o mesmo comprimento, o fato de possuirem taxas de armaduras diferentes ocasionou
o surgimento de uma quantidade diferente de fissuras em cada peca. No tirante com taxa de

0,50%, a armadura atingiu a tensdo de escoamento antes da formacao da segunda geracdo de

fissuras.
Tabela 9: Evolugao da fissuragao.

Configuracio Inicial - 1* geragio Configuracio Final - 2* geracio
espacamento | niumero de Taxa de espacamento | nimero de
entre fissuras fissuras armadura entre fissuras fissuras

35,53 2,81 0,50% - -

33,51 2,98 0,75% 16,75 5,96
34,36 2,91 1,00% 17,18 5,82
32,27 3,09 1,50% 16,13 6,19
29,98 3,33 3,00% 14,99 6,67

Nas figuras 12.4 a 12.8, apresenta-se uma comparagdo entre os resultados obtidos na
simulagdo numérica do modelo incorporado proposto e as previsdes segundo o modelo

distribuido que simula as previsdes do CEB-FIP 1990 para a série de tirantes analisada.
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Figura 12.4: Diagrama tensdo geral x deformagao total média
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Figura 12.5: Diagrama tensdo geral x deformacao total média
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Figura 12.6: Diagrama tensdo geral x deformacao total média
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Figura 12.7: Diagrama tensdo geral x deformagao total média
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Figura 12.8: Diagrama tensao geral x deformacao total média
taxa = 3,00%.

Os diagramas plotados nas figura 12.4 e 12.8 mostram a relacdo entre a deformagdo total
média do tirante (U ¢ o deslocamento axial total da extremidade livre do tirante) e a tensdo
geral P/As. Também mostram-se os resultados obtidos considerando-se somente a rigidez da

armadura (Estadio II).

Nas figuras 12.9 e 12.10 esté representada a evolug@o da abertura das fissuras. Foram plotados
dois diagramas: figura 12.9 - abertura das fissuras x tensdo do ago na fissura; e, figura 12.10

- abertura das fissuras x tensdo geral P/As.

A diferenca na geometria das curvas esta relacionada ao fato de que na tensao geral P/As,
figura 12.10, estar incluida a contribui¢do do concreto, além da parcela devida ao aco.
Percebe-se claramente, nos dois diagramas, que, quando ha a formacdo de uma nova geragao
de fissuras, diminui a abertura de fissura. Salienta-se, contudo, que o valor total (abertura de

cada fissura x nimero de fissuras) ¢ sempre crescente.
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Figura 12.9: Diagrama tensao do aco na fissura x abertura das fissuras.
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A contribui¢do do concreto entre fissuras para a rigidez global da peca "fension stiffening”

esta representada na figura 12.11.

0,16 -

—=—Taxa 0,50%
—o—Taxa 0,75%
0,12 —o—Taxa 1,00%

—A—Taxa 1,50%
Taxa 3,0%
0,08 5
0,04

0 & | | |

0 0,5 1 1,5 2 2,5
Deformagao média U/L (E-3)

Tensé&o no concreto (kN/cm2)

Figura 12.11: Diagrama Tensao no concreto x deformagao do tirante.

Verifica-se que, mesmo apds a formagdo das fissuras, a tensdo no concreto ndo ¢ constante,

ocorre um pequeno aumento na mesma até que uma nova geracao de fissuras se forme.

Da analise dos resultados mostrados, pode-se concluir que o modelo proposto neste capitulo ¢

capaz de simular corretamente o comportamento de pegas de concreto armado tracionadas.

Também ¢ interessante salientar que, embora empregando métodos e conceitos
completamente distintos, as curvas tensdo geral x deformagdo total média obtidas pelos dois

modelos para a fase de fissuracao estabilizada sdo bem proximas, ver figuras 12.4 a 12.8.
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13 Exemplos Comparativos

O objetivo deste capitulo ¢ fazer um estudo comparativo entre os resulatados obtidos na
simulacdo numérica empregando os dois modelos apresentados anteriormente, o distribuido e

o0 incorporado.

13.1 EXEMPLO 1

Neste primeiro exemplo, se fard um estudo tedrico/computacional da simulagdo do ensaio de
uma série de tirantes de concreto simples. O objetivo deste estudo ¢ verificar se os dois
modelos implementados sdo capazes de simular a localizagdo de deformagdes que acontece

nestas pecgas.

Os tirantes serdo analisados através de dois enfoques: inicialmente, analisa-se a alteracdo no
comportamento pos-fissuragdo do tirante com a variagdo do comprimento do mesmo e, apos,

analisa-se a objetividade da malha de elementos finitos.

13.1.1 Tirantes analisados

Serao analisados cinco tirantes, constituidos do mesmo material, de comportamento eléstico

linear, e com a mesma se¢do transversal (5x5cm), ver figura 13.1.

(e}
>
> —_— S5cm
A L A

5cm

Figura 13.1: Os tirantes analisados.
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As caracteristicas fisicas dos tirantes analisados sdo as seguintes:

- resisténcia a tragdo - f; = 0,158 kN/cm?
- modulo de elasticidade - E. = 3224 kN/cm®
- coeficiente de Poisson - v= 0,0

- energia de fratura - Gy = 4,87E-4 kN/cm.

O Unico parametro variavel da série de tirantes analisados ¢ o comprimento da peca, L, que

assume os seguintes valores: 10cm, 50cm, 100cm, 125¢m e 150cm.

13.1.2 Analise da variacdo do comportamento estrutural

Teoricamente, para um determinado nivel de carga, o deslocamento total da secdo livre do
tirante, secdo 4 da figura 13.1, é obtido pela soma das parcelas referentes a regido nao
fissurada e a abertura da fissura, u = €L + w,, sendo ¢ a deformacdo da parte ndo fissurada e

w, 0 valor da abertura da fissura.

No limite elastico, ver figuras 13.2(a) e 13.6(a), quando a tensdo atinge o valor maximo, f;, 0
deslocamento total da se¢do 4 vale u = gL + 0. Portanto, para cada tirante da série analisada

se tem um valor diferente, proporcional ao comprimento do mesmo, dado por u, = &.L.

Jé& para o final do carregamento, quando a tensdo € nula, o deslocamento final total da se¢do 4
¢ dado por u = 0 + Wema. Ou seja, o deslocamento total final da se¢@o 4 para todos os tirantes
da série ¢ igual ao valor maximo da abertura da fissura, usu = Wemar, que € um valor fixo,

caracteristico do material, ver figura 13.2(b).

13.1.2.1 Simula¢do numérica empregando o modelo incorporado

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo numérica empregando o modelo

incorporado implementado nesta tese.



213

As relagdes constitutivas utilizadas para a zona fora da fissura ¢ para a fissura estdo
representadas na figura 13.2. Para o concreto ndo fissurado, considera-se comportamento
elastico linear, dado pelo diagrama tensdo x deformagdo da figura 13.2(a). Este diagrama
representa tanto o comportamento de carga de todo o tirante, até que a tensdo maxima tenha
sido atingida, como o comportamento de descargada, relaxamento, da regido fora da fissura.
Para a descarga do concreto na fissura, considera-se um comportamento de amolecimento

linear, dado pelo diagrama tensdo x abertura da fissura da figura 13.2(b).

(e}
0,158 )
kI\’I/cm2 0,158
kN/cm?
i € We
| :
(@) (b)

Figura 13.2: Relacdo constitutiva para o modelo incorporado
a) regido nao fissurada - carga e descarga; b) amolecimento na fissura.

Na simulacdo numérica, empregou-se, inicialmente, uma malha com apenas um elemento

finito, ver figura 13.1.

0,08

0,06
— ¢ L10

0,04 / —— L50
A L100
0,02 | / e L125
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tensdo (kN/cm2)

0,00

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

deslocamento total (E-3cm)

Figura 13.3: Curvas tensdo x deslocamento total da se¢ao A.
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As curvas tensdo x deslocamento total da se¢do A obtidas na simulacdo numérica para os
cinco tirantes analisados estdo desenhadas na figura 13.3. Os resultados obtidos
computacionalmente estdo de acordo com a parte tedrica: o valor de u,, o limite eléstico, varia
proporcionalmente ao comprimento do tirante, ver Tabela 10, e o valor final do deslocamento
¢ 0 mesmo para os cinco tirantes da série, igual a abertura maxima da fissura, usmu = Wpar =

0,00616¢cm.
Da anélise das curvas da figura 13.3, pode-se constatar:

a) as curvas dos tirantes com comprimentos 10cm, 50cm e 100cm apresentam um ramo de
amolecimento;

b) o tirante com comprimento 125¢cm apresenta comportamento fragil;

¢) o tirante com comprimento 150cm apresenta uma diminuicdo do deslocamento total
apoOs a carga maxima ter sido atingida, embora se esteja incrementando deslocamentos
(este comportamento, "snapback", ndo é observado experimentalmente, nem foi obtido

numericamente - a linha tracejada indica a resposta teorica).

Portanto, as curvas fensdo x deslocamento obtidas na simulacdo numérica, que representam o
comportamento estrutural global dos tirantes, sdo claramente dependentes do tamanho do

tirante analisado.

Na Tabela 10 encontram-se os valores de u,., deslocamento relativo a tensdo maxima; da
energia de deformagdo que pode ser dissipada por unidade de superficie da fissura,

U*=Upg/Ac; e da relacdo entre U* e Gy para os cinco tirantes analisados.

Tabela 10: Energia de deformacdo x energia de fratura.

L (cm) | u. (cm) | U* (kN/em) | U*/G;
10 | 0,00049 | 3,87E-5 | 0,079
50 |0,00245 | 1,94E-4 | 0,398
100 | 0,00490 | 3,87E-4 | 0,795
125 | 0,00613 | 484E-4 | 0,994
150 | 0,00735 | 5,81E4 | 1,193

Interpretando a figura 13.3 sob o ponto de vista energético, pode-se escrever (Saouma

(2000)):
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a) quando a energia de deformacdo da peca ¢ menor do que a energia de fratura do
material, observa-se um ramo de amolecimento no comportamento estrutural da pecga;

b) quando as duas energias sdo iguais, a resposta obtida ¢ fragil;

¢) quando a energia de deformacdo ¢ maior do que a de fratura, obtém-se uma ruptura

brusca com reducao de deslocamento ("snapback").

Assim, enquanto a energia liberada pode ser transformada em energia de fratura, tem-se uma
propagacao de fissuras estavel. Mas, se a energia de deformacdo que estd sendo liberada ¢

maior do que aquela que pode ser absorvida para criar novas fissuras, entdo se tém

propagacao instavel da fissura.

O comprimento Ly que divide os dois casos, € para o qual u, = Ufng = Wemar, pode ser

determinado por:

:2E0Gf :Wcmax (131)

Para a série de tirantes analisados, chega-se a Ly = 125,8cm. Este valor esta de acordo com os

resultados obtidos na anélise numérica, ver figura 13.3 e Tabela 7.

tensdo (kN/cm2)

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00

deformacéo total (E-4)

Figura 13.4: Curvas tensdo x deformacao total.
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Na figura 13.4, encontram-se as curvas fensdo x deformacgdo total obtidas na simulagdo
numérica para a série de tirantes. No trecho entre as deformagdes 0 e 4,9E-5, as curvas sao
coincidentes. Também aqui fica evidente a dependéncia da forma das curvas com o
comprimento do tirante. Quanto maior o tirante, mais ingreme ¢ o ramo de amolecimento, ou

seja, mais fragil ¢ a ruptura.

A seguir, mostra-se uma comparacao entre os resultados obtidos na analise computacional e o
teorico para o comportamento da regido da fissura, figura 13.5(a), e para o concreto entre

fissuras, figura 13.5(b).

0,16 0,16
T 014 014 | ¢ L0
o m L50
> 0,12 e L10 S 0,12 L100
= m L50 a = A
g 0,10 7 A L100 5010 | ® #1?5_
el edrico
2 008 e L125 =z
g Teodrico < 0,08
]
S 0,06 ' 0,06
= c
o 0,04 2 0,04
wo
g 0,02 0,02
0,00 ‘ ‘ \ T T 0,00 w
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5
abertura da fissura (E-3cm) deformacéo (E-5)
(a) (b)

Figura 13.5: Comparagao entre os resultados numéricos e tedricos
a) regido da fissura; b) concreto entre fissuras.

Os resultados referentes ao tirante L=150cm nao constam na figura 13.5 porque ndo se

conseguiu simular numericamente o ramo de amolecimento para este caso.

13.1.2.2 Simula¢do numérica empregando o modelo distribuido

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo numérica empregando o modelo

distribuido implementado nesta tese.

As relagdes constitutivas utilizadas para a zona fora da fissura e para a fissura estdo

representadas na figura 13.6. Para o concreto da regido fora da zona da fissura, considera-se
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comportamento elastico linear e a curva empregada ¢ a mesma para os cinco tirantes da série,
ver figura 13.6(a). De forma analoga ao item anterior, este diagrama representa tanto o
comportamento de carga de todo o tirante, até que a tensdo maxima tenha sido atingida, como

o comportamento de descarga, relaxamento, da regido fora da fissura.

o c
0,158
kI\’I/cmz 0,158
kN/cm?
| &
: - e
(@) (b)

Figura 13.6: Relagdo constitutiva para o modelo distribuido
a) regido nao fissurada; b) amolecimento da zona fissura.

J& o comportamento de amolecimento do concreto na zona fissurada ¢ agora representado
pela curva tensdo x deformagdo da figura 13.6(b). Esta curva ndo ¢ a mesma para todos os
tirantes, como ja foi demonstrado no capitulo 3, item 3.1.2. Para que se possa simular o
comportamento do mesmo material empregado na andlise via modelo incorporado, dado pela
figura 13.2(b), a inclinagdo do ramo de amolecimento resulta dependente do valor de &y,

ver figura 13.6(b), dado por

2G; (13.2)

sendo b a dimensdo da zona fissurada.

Como se estd analisando um caso de tracdo uniaxial, onde a tensdo é constante ao longo de
toda a pega, a dimensdo da zona fissurada, b, foi considerada igual ao comprimento do

elemento finito da zona fissurada.
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Salienta-se aqui que a determinacdo exata da dimensdo desta zona fissurada, a banda de

fissuragdo, ndo esta dentro do escopo desta tese.

Também, cabe destacar que neste exemplo se esta analisando uma situag@o hipotética, com o
objetivo de comparar os resultados obtidos pelos dois modelos implementados - ndo se estd
comparando os valores obtidos nas simulagdes numéricas com valores obtidos

experimentalmente através de ensaios.

g e
b,

L2 L2

Figura 13.7: Malha de elementos finitos empregada.

Desta forma, para a malha de dois elementos finitos da figura 13.7, resulta b = L/2 e a

equagdo 13.2 fica

4G (13.3)

Os valores de &4, para os tirantes analisados encontram-se na Tabela 11.

Tabela 11: Deformag¢ao méxima da zona fissurada.

L (cm) b (cm) Ecmax (E'4)
10 5 12,329
50 25 2,4658
100 50 1,2329
125 62,5 0,9863

As curvas tensdo x deslocamento total obtidas na simulacdo numérica para os tirantes

analisados estdo desenhadas na figura 13.8.
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Figura 13.8: Curvas tensdo x deslocamento total da se¢ao A.

As curvas mostradas na figura 13.8, sdo idénticas as obtidas empregando o modelo
incorporado, ver figura 13.3. Desta forma, todas as consideragdes feitas em relacao a alteragao
do comportamento estrutural dos tirantes com a variacdo do comprimento dos mesmos na

analise via modelo incorporado valem para esta analise também.

O tirante de comprimento L=1750cm nao foi analisado pois, conforme ja mencionado no item

anterior, nao se consegue simular numericamente o ramo de amolecimento para este caso.

A seguir, encontram-se as curvas tensdo x deformagdo obtidas na simulagao numérica.

0,16

0,14
0,12
0,10

0,08

0,06

tensédo (kN/cm2)

0,04
0,02

0,00

deformacéo total (E-4)

Figura 13.9: Comportamento global.
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Na figura 13.9, esté representado o comportamento global do tirante. Este diagrama ¢ igual ao
obtido empregando o modelo incorporado, ver figura 13.4. Também aqui, sdo validas as

consideragdes feitas na analise via modelo incorporado.

0,16

0,14
< 012 _e_L10
5§ 010 w50
§, 0,08 —A—L100
8 0,06 —@—L125
S 0,04

0,02

0,00 | ‘ :

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

deformacao da zona fora da fissura (E-4)

Figura 13.10: Comportamento da zona fora da fissura.

O comportamento da zona ndo fissurada ¢ o mesmo para todos os tirantes analisados. As
curvas do diagrama da figura 13.10 representam tanto o comportamento de carga como o de
descarga (relaxamento), que sdo coincidentes. Os resultados obtidos na analise via modelo
distribuido sdo coincidentes aos resultados obtidos na andlise via modelo incorporado, ver

figura 13.5(b), e com a relagdo constitutiva dada pela figura 13.6(a).
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0,04

0,02

0,00

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
deformacé&o zona fissurada (E-4)

Figura 13.11: Comportamento da zona fissurada.
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O comportamento da zona fissurada esta representado na figura 13.11. No trecho inicial, de
carga (0 <& <4,9E-5), as curvas obtidas para todos os tirantes analisados sdo coincidentes; ou

seja, todos os tirantes seguem a mesma relacao constitutiva, ver figura 13.6(a).

Apos a carga maxima ter sido atingida, na descarga, a inclinagdo do ramo de amolecimento do

diagrama da figura 13.11 varia com o comprimento do tirante, ver equacdo 13.3 e Tabela 8.
Os valores de &g Obtidos numericamente, ver figura 13.11, estdo de acordo com os dados

pela equacao 13.3 e mostrados na Tabela 8.

13.1.3 Analise da objetividade da malha

Também neste exemplo, se estudou a objetividade da malha de elementos finitos durante a

simula¢ao numérica.

Com este intuito, foram escolhidos dois tirantes da série com comportamentos pds-fissuragao
distintos: o de comprimento L = /0 cm representando os que apresentam amolecimento e o de

comprimento L = /25 c¢m representando os com ruptura fragil.

(e) (e)
4 p
— —
g A g A
5xL/5 10 x L/10
(a) (b)

Figura 13.12: Malhas utilizadas: a) cinco elementos;
b) dez elementos.

Além das malhas ja utilizadas anteriormente, de um elemento finito para o modelo
incorporado e de dois elementos finitos para o modelo distribuido, foram feitas simulagdes

com malhas de cinco e dez elementos finitos ao longo do comprimento do tirante, ver figura

13.12.
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13.1.3.1 Simula¢io numérica empregando o modelo incorporado

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos na simulacdo numérica empregando o modelo
incorporadodo implementado. Utilizam-se as mesmas relagdes constitutivas para as trés
malhas estudadas, tanto para a zona fora da fissura como para a fissura. Os diagramas

empregados sdo os mesmos ja apresentados na figura 13.2.

—L10 - 1ele
O L10-5c¢le

A L10-10¢ele

0,08

0,06

tensdo (kN/cm2)

0,04
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0,00 @ \
0 1 2 3 4 5 6 7

deslocamento total (E-3cm)

Figura 13.13: Curvas tensdo x deslocamento da secdo A - L=10cm.
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deslocamento total (E-3cm)

Figura 13.14: Curvas tensdo x deslocamento da secdo A - L=125cm.
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As curvas tensdo x deslocamento total da se¢do A para os tirantes de comprimentos L = 10 cm
e L =125 cm, e para as trés malhas empregadas, estdo representadas nas figuras 13.13 e

13.14.

Da andlise das figuras 13.13 e 13.14, observa-se uma boa concordancia entre as previsoes
obtidas pela simulagdo numérica para as trés malhas analisadas, indicando a objetividade em

relagdo a malha de elementos finitos do modelo incorporado implementado.

13.1.3.2 Simula¢do numérica empregando o modelo distribuido

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo numérica empregando o modelo

distribuido implementado.

Utilizam-se as mesmas equagdes constitutivas empregadas no item 13.1.2.2 e dadas pela
figura 13.6. Na Tabela 12 encontram-se os valores de &4y, calculados pela expressdo 13.2,

usados na determinagdo da inclinacdo do ramo de amolecimento da equacgdo constitutiva, ver

figura 13.6(b), para as malhas empregadas.

Tabela 12: Deformagao maxima da zona fissurada.

L=10cm Numero L=125cm
b(cm) | g, (E-4) | clementos | b (em) |g . (g.4)
5 12,329 2 62,5 0,986
2 30,822 5 25 2,465
1 61,645 10 12,5 4931

As curvas tensdo x deslocamento total da se¢ao A para os tirantes de comprimentos L=10cm e

L=125cm, e para as trés malhas empregadas, estdo representadas nas figuras 13.15 ¢ 13.16.

Da andlise das figuras 13.15 e 13.16, observa-se uma boa concordancia entre as previsdes
obtidas pela simulagdo numérica para as trés malhas empregadas, indicando a objetividade em

relacdo a malha de elementos finitos do modelo distribuido implementado.
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Figura 13.15: Curvas tensdo x deslocamento da secdo A - L=10cm.
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Figura 13.16: Curvas tensao x deslocamento da secdo A - L=125cm.
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Na figura 13.17 e 13.18 encontram-se os diagramas tensdo x deformacgdo da zona fissurada,

obtidos na simulagcdo numérica, respectivamente, para os tirantes L=10 cm e L=125 cm.
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Figura 13.17: Comportamento da zona fissurada - L=10cm.
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Figura 13.18: Comportamento da zona fissurada - L=125cm.

Os valores obtidos numericamente, ver diagramas das figuras 13.17 e 13.18, estdo de acordo

com os valores teodricos, dados na Tabela 9.

13.1.4 Consideracoes finais

Pela andlise dos resultados obtidos na simulagdo numérica, pode-se chegar a algumas

conclusoes interesantes, comentadas a seguir.

Os dois modelos implementados, o incorporado e o distribuido, sdo capazes de simular a
localizagao de deformagdes que acontece em pecas de concreto simples submetidas a esfor¢os

de tragdo. Tanto o comportamento de relaxamento da zona fora da fissura como o
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comportamento de amolecimento da zona da fissura foram representados de forma correta

pelos dois modelos.

Também, os dois modelos foram capazes de representar a alteragdo no comportamento pos-
fissuracdo do tirante com a variagdo do comprimento do mesmo. O diagrama tensdo x
deformagdo total do tirante de menor comprimento, L=I/0 cm, apresenta um ramo de
amolecimento apos a carga pico; ja o do tirante de maior comprimento, L=125 c¢m, apresenta

um comportamente praticamente fragil.

Outro fato que pode-se constatar ¢ que os dois modelos sdo objetivos em relagdo a malha de
elementos finitos. Os resultados obtidos na simulagdo numérica para malhas com quantidade
de elementos diferentes ¢ praticamente o mesmo para os dois modelos. O fator que se alterou
com o refinamento da malha de elementos finitos, para ambos os modelos, foi a quantidade de
iteragdes necessarias para obter a convergéncia. Quanto menor o tamanho do elemento que

representa a banda de fissura¢do, maior o numero de iteragdes necessarias.

Finalmente, o fato que diferencia o modelo incorporado do distribuido ¢ que, no modelo
incorporado, sdo usadas as mesmas equacdes constitutivas, tanto para a zona fora da fissura
como para a zona fissurada, em todas as simula¢gdes numéricas, independente do tamanho do
tirante ou da quantidade de elementos finitos. J4 no modelo distribuido, a inclinagdo do ramo
de amolecimento da zona fissurada do modelo constitutivo tem que ser ajustado para cada
situacdo, ou seja, o modelo ¢ dependente da dimensdo do elemento finito usado para

representar a zona fissurada.

13.2 EXEMPLO 2

O objetivo deste segundo exemplo ¢ comparar os resultados numéricos obtidos pelos dois

modelos implementados em pegas de concreto armado submetidas a flexao.

13.2.1 Consideracoes iniciais

Até este ponto, os exemplos apresentados que utilizam o modelo incorporado para simular a

fissuracdo do concreto armado analisam apenas pegas submetidas a tragdo uniaxial. Isto se
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deve ao fato que o procedimento apresentado para inclusdo da contribui¢do da armadura no
modelo incorporado, ver capitulo 12 da parte II desta tese, considera apenas a situacao na qual
tem-se um elemento de concreto com pelo menos uma barra de ago em seu interior. Também,
o modelo de transferéncia de tensdes por aderéncia, apresentado no capitulo 11 da parte II,
considera o caso de pecas submetidas a tragdo axial, sendo que as fissuras se formam
perpendicularmente ao eixo longitudinal da barra da armadura. Desta forma, pelo que foi

apresentado na parte II desta tese, capitulos 8 a 12, duas situagdes sdo possiveis:

- andlise de pecas de concreto simples, empregando o modelo original proposto por
Dvorkin et al, ver capitulo 10 da parte II - nesta situagdo pode-se analisar varios estados

de tensao, com fissuras se desenvolvendo em qualquer diregao;

- andlise de pecas de concreto armado, empregando o modelo proposto nesta tese - nesta
situacdo, todos os elementos devem possuir pelo menos uma barra de armadura e pode-se

analisar somente o caso de tracdo axial.

Na realidade, o procedimento implementado vai um pouco além do que foi exposto acima (e
na parte II desta tese). Uma subrotina que considera a existéncia de elementos sem armadura
dentro da zona de concreto envolvido na transferéncia de tensdao por aderéncia e a
possibilidade da fissura se propagar através destes elementos estd implementada no programa.
Esta subrotina, que serd sucintamente apresentada a seguir, € o passo inicial para que se possa
analisar pecas submetidas a flexdo. Salienta-se, contudo, que a restricdo de que a fissura se

forme na dire¢do ortogonal ao eixo longitudinal da barra de ago ainda existe.

i concreto envolvido i
na transferéncia de X
3 tensao UC31, 3
2 A L —{ \«—UC2' |2
1 7 — 1
A L OCT armadura — = er

(a) (b)

Figura 13.19: Procedimento adotado  a) configuragao inicial;
b) configuracao final.
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O procedimento adotado ¢ bastante simples, ¢ esta esquematizado na figura 13.19. A seguir,

apresentam-se as consideragdes feitas na implementacao deste procedimento.

A area de concreto da secdo transversal envolvida na transferéncia de tensdo, utilizada na
rotina de transferéncia de tensdo (equagdes (11.3) a (11.5) e (11.10) do capitulo 11 da parte
II), permanece constante. A determinacdo desta area ¢ feita, seguindo as recomendacdes do
Codigo Modelo CEB-FIP 1990, por A. = b h*, sendo b a largura da viga e #* a parcela da
altura da viga compreendida a uma distancia de 7,5¢ acima e abaixo da barra de aco (¢ € o
diametro da barra de ago). Para o caso representado na figura 13.19, h* = altura dos

elementos 1 e 2.

A transferéncia de tensdes através da fissura ¢ feita somente pelo elemento que possui
armadura, no caso da figura 13.19, o elemento 1. Portanto, o processo iterativo proposto nesta
tese e apresentado no item 12.5 do capitulo 12 da parte II ¢ feito somente para o elemento
com armadura. O fato que foi alterado ¢ que, agora, a area da superficie da fissura envolvida
na transferéncia de tensdo, S;, equagdes (12.8) e (12.11) do capitulo 12 da parte II, ¢
determinada por S, = b h., considerando a altura de todos os elementos fissurados, /..
Portanto, o valor de S; varia com o crescimento da fissura. Para a situacdo representada na
figura 13.19, h,, varia de h., = altura do elemento I na configuracgdo inicial até h. = altura

dos elementos 1-2-3 na configuracao final.

Para os elementos fissurados e¢ sem armadura, elementos 2 e 3 da figura 13.19(b), a
solicitagao que deve-se determinar € a tensao, € conseqiientemente a deformagao, no dominio
do elemento, respectivamente pelas equacdes (10.25) e (10.22) do capitulo 10 da parte II. Para
isto € necessario determinar o valor do deslocamento que vai causar deformacdo no elemento,
dy, dado pela equagdo (10.39) do capitulo 10 da parte II. Basicamente, o valor de dy ¢
determinado subtraindo-se do deslocamento total, U, o valor da abertura da fissura, UC.
Como o valor da abertura da fissura para os elementos 2 e 3 da figura 13.19(b), UC2 e UC3,
ndo foram determinados pelo processo iterativo, deve-se criar algum método para sua
determinagdo. Na subrotina implementada neste trabalho, os valores da abertura da fissura nos
elementos sem armadura sdo determinados considerando-se uma variacdo linear para a
abertura da fissura. Portanto, para a configuragio final da figura 13.19(b), UC2' =2/3 UCV e
ucs' = 1/3Uc3.
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O exemplo apresentado a seguir tem como objetivo verificar a aplicabilidade do procedimento
exposto acima. A metodologia utilizada ¢ a de adotar os resultados obtidos via modelo
distribuido como valores de referéncia, considerando que o modelo distribuido ja foi

largamente testado para pegas submetidas a flexdo, ver capitulos 6 e 7 da parte 1.

13.2.2 Analise a flexao

Como foi comentado no item 13.2.1, o modelo incorporado implementado s6 ¢ capaz de
simular fissuras normais ao eixo longitudinal das barras da armadura. Assim, se analisard uma
viga simétrica, simplesmente apoiada, carregada verticalmente por duas cargas concentradas.
O detalhamento da viga ¢ mostrado na figura 13.20. Esta peca foi escolhida por apresentar um
trecho central, entre as cargas, onde a peca estd submetida a flexdo pura e, conseqiientemente,

pode-se empregar o modelo implementado para simular a fissuragao.

éé 140 PL 60
v

30cm
K—>

40cm

2cm/|\ ==
200cm

Figura 13.20: Caracteristicas geométricas da viga analisada.

Na andlise computacional, devido a simetria da pega, empregou-se uma malha de vinte

elementos finitos para detalhar a metade da viga, conforme mostrado na figura 13.21.
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Figura 13.21: Discretizacdo adotada para a analise numérica.

Como ndo se consegue representar a fissuracdo do trecho entre a carga aplicada e o apoio,
serdo utilizados dois tipos de concretos diferentes ao longo da viga. O qué diferencia os dois
materiais ¢ o valor das resisténcias a tracdo e a compressdo. O material 2, empregado nos
elementos 11 a 20, apresenta valores de resisténcia bem maiores do que o material 1,
empregado nos elementos 1 a 10. O objetivo ¢ fazer com que os elementos 11 a 20 nao

fissurem. As caracteristicas fisicas dos dois concreto sdo as seguintes:

- resisténcia a tracdo do material 1 - f, = 0,158 kN/cm®

- resisténcia a compressao do material 1 - f, = 2,0 kN/cm?
- resisténcia a tragao do material 2 - f; = 1,58 kN/cm?

- resisténcia a compressdo do material 2 - f, = 20,0 kN/cm?
- moédulo de elasticidade - E¢ = 3224 kN/cm”

- coeficiente de Poisson - v=0,2

- energia de fratura - Gy = 4,87E-4 kN/cm.

A armadura longitudinal inferior ¢ composta por duas barras de ago com area igual a

lcm?/barra, com tensdo de escoamento f, = 500 MPa, aco classe A.

Empregou-se o modelo constitutivo de Ottosen, apresentado no item 5.2 do capitulo 5 da
parte I, para simular o comportamento do concreto nao fissurado, tanto na analise via modelo

distribuido como na via modelo incorporado.
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Na andlise via modelo incorporado, considera-se um diagrama de amolecimento linear para a

transmissao de forgas através da fissura, ver figura 13.22.

0,158
kN/cm®

We

Wemax = 0,16E-3cm

Figura 13.22: Relagdo constitutiva para o amolecimento na fissura do
modelo incorporado.

Os diagramas carga aplicada x deslocamento vertical do no central obtidos na andlise
numérica empregando os dois modelos estdo representados na figura 13.23. Verifica-se uma
boa concordancia entre os resultados numéricos obtidos pelos dois modelos. Considerou-se
como carga maxima a carga para a qual a armadura atinge a tensdo de escoamento. Para o

modelo distribuido P, = 73 kN e para o incorporado Py, = 63 kN.

80
70 ®
60 -
50 -
40 o ®
30 | e %% = == —— incorporado
20
10

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50

P (kN)

—eo—distribuida

deslocamento vertical central (cm)

Figura 13.23: Diagrama carga aplicada x deslocamento vertical do no6
central.
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A variagdo da tensdo na armadura ao longo do carregamento estd representada na figura

13.24.

50
—H—inc - fissura

‘g 40 —e—inc - elemento
= —e—distribuida
< 30
@]
@
o 20
uT
2]
o
S 10 -

0 ! T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80

P(kN)

Figura 13.24: Tensdo no ago x carga aplicada.

Foram plotados dois valores de tensdo para o modelo incorporado: um relativo a tensdo no
aco na fissura (determinado a partir da deformacao &y dada pela equacdo (12.7)) e o outro
relativo tensdo média na armadura no trecho entre fissuras (determinado a partir da

deformacao &, dada pela equagdo (12.6)).

Tenséao elemento 1

0.02 A —e— incorporado

—e— distribuido
0,00 T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80
P(kN)

Figura 13.25: Curvas tensao no concreto do ele.1 x carga aplicada.
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Na figura 13.25, estdo plotadas as curvas fensdo no concreto do elemento 1 x carga aplicada
para os dois modelos. Estas curvas representam a contribuicdo do concreto entre fissuras
("tension-stiffening") para a rigidez global da pe¢a. No modelo incorporado, existem dois
trechos de oscilacao da tensdo. A oscilagdo no trecho entre 29 kN e 35 kN pode ser explicada
por dois fatores: pelo fato das fissuras ndo transmitirem mais tensdo (ver figura 13.28) e pela
formac¢ao da segunda geracdo de fissuras (ver figura 13.27). Ja a oscilagdo final, para cargas
superiores a 57 kN, pode estar relacionada com os fatos da tensdo na armadura estar proxima
do valor de escoamento (ver figura 13.24) e o aparecimento de fissuras no elemento 8 (ver

figura 13.26).
A seguir, apresentam-se alguns aspectos peculiares para o modelo incorporado.

Na figura 13.26, estd desenhada a evolucdo da abertura total das fissuras (nimero de fissuras

x abertura de cada fissura) ao longo do carregamento em todos elementos fissurados.

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

abertura total das fissuras (cm)

0,00
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
P (kN)

Figura 13.26: Evolucao da abertura das fissuras.

Na figura 13.27(a), esta representada o crescimento da abertura de cada uma das fissura do
elemento 1 ao longo do carregamento. Verifica-se que ha uma diminui¢do da abertura de cada
fissura no instante da formagdo da segunda geragao de fissuras. Contudo, a abertura total das

fissuras, figura 13.26, é sempre crescente.



234

0,04 10
E A i
= 0,03 / g 8 |
) =}
o “ 6
» 0,02 S 5
£ 7 8 4 |
3 N b |
£ 0,01 [ 53 |
2 3 2
g 1
® >
0,00 — 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
P (kN) P (kN)
(a) (b)

Figura 13.27: Evolugdo das fissuras com o carregamento a) abertura
de uma fissura do elemento 1; b) nimero total de fissuras.

A evolucdo do numero total de fissuras ao longo do carregamento estd graficada na figura
13.27(b). A formacao da primeira geragdo de fissuras (4,6 fissuras) acontece para um nivel de
carga igual a /5 kN. A segunda geracdo de fissuras, a configuragdo final (9,2 fissuras), se

forma no nivel de carga de 35 kN.
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Figura 13.28: Curva tensdo transmitida na fissura x carga aplicada.

Finalmente, na figura 13.28, esta plotada a curva tensdo transmitida na fissura x carga

aplicada. A partir da carga de 29 kN, a fissura ndo transmite mais tensao.
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Pelos resultados obtidos, ver figuras 13.23 a 13.28, pode-se concluir que o procedimento
apresentado no item 13.2.1, apesar de bastante simples, ¢ capaz de simular o comportamento

de pecas de concreto armado submetidas a flexao pura.

O modelo incorporado apresenta resultados mais flexiveis do que o distribuido.
Possivelmente, isto se deve ao fato de se estar considerando a transferéncia de tensdo através
da fissura somente pelo elemento 1. Analisando os resultados obtidos, constata-se que a
fissura ndo transmite mais tensdes a partir da carga de 29 kN, ver figura 13.28. Mas, as
fissuras dos elementos 7 e 8 se formam apds a carga de 29 kN, ver figura 13.26. Portanto,

certamente se estd desprezando uma parcela da contribui¢cdo do concreto entre fissuras.

13.2.3 Analise paramétrica

Neste exemplo, também se estudou a influéncia de determinados parametros sobre a resposta
da simulacdo numérica do modelo incorporado. O objetivo ¢ analisar parametros que
influenciem a transferéncia de tensdo por aderéncia entre o concreto € o ago. Os parametros

investigados foram:

a) o parametro y, que da relagdo entre as tensdes média e maxima no concreto na camada
de concreto envolvida na transferéncia de tensao (ver equagdo (11.4) do capitulo 11 da

parte II);
b) a quantidade de barras de aco que compdem a armadura.

A metodologia empregada ¢ a de manter constante todos os parametros usados na andlise

anterior, do item 13.2.2, exceto o pardmetro que estd sendo investigado.

13.2.3.1 Parametro y

O primeiro parametro investigado ¢ o parametro v, dado pela equacdo (11.4) do capitulo 11
da parte II. Este parametro representa a variacdo de tensdo no concreto em torno das barras da
armadura através da relagdo entre as tensdes média ¢ maxima na camada de concreto

envolvida na transferéncia de tensdo por aderéncia entre a armadura e o concreto adjacente.
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Na simulagdo numérica apresentada no item 13.2.2, o valor adotado foi w = I, ou seja, a
analise foi realizada considerando-se que a tensdo no concreto € constante ao longo desta

camada.

A seguir, apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo numérica variando-se o valor do

parametro . Os valores adotados neste estudo foram: 7,00, 0,75; 0,50; e, 0,25.

Os diagramas carga aplicada x deslocamento vertical do no central obtidos na analise
numérica empregando os quatro valores adotados para o pardmetro i estdo representados na
figura 13.29. Pode-se constatar, também, que a carga méaxima atingida, P, = 63kN, nao ¢

alterada pelo pardmetro .

80
70 |
60 | r
50 |
4
< 40 |
o , A
30 . . —[1— V¥ =0,75
’ —A—y=0,50
20 ¥
o y=0,25
10 1 distribuida
0 {.J T T T T T
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50

deslocamento vertical central (cm)

Figura 13.29: Diagrama carga aplicada x deslocamento vertical do n6
central.

A variagdo da tensdo na armadura ao longo do carregamento estd representada na figura
13.30. Foram plotados os valores de tensdo relativos a tensdo média do aco no trecho entre

fissuras.
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Figura 13.30: Tensdo no aco x carga aplicada.

Na figura 13.31, estd desenhada a evolugdo da abertura total das fissuras do elemento 1

(numero de fissuras x abertura de cada fissura) ao longo do carregamento.
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Figura 13.31: Evolugdo da abertura total das fissuras do elemento 1.

Na figura 13.32, esta representada o crescimento da abertura de cada uma das fissura do
elemento 1 ao longo do carregamento. Como ja tinha sido constatado na analise para y =1,00,
ver item 13.2.2, ha uma diminuicdo da abertura de cada fissura no instante da formacao de
uma nova geragdo de fissuras. Contudo, a abertura total das fissuras, figura 13.31, ¢ sempre

crescente.
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Figura 13.32: Evolugdo da abertura de cada fissura do elemento 1.

A evolucdo do numero total de fissuras ao longo do carregamento estd graficada na figura

13.33.
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Figura 13.33: Variacdo do niimero de fissuras por elemento.

A formagdo da primeira gera¢do de fissuras acontece para o mesmo nivel de carga, 15kN,
para os quatro valores do parametro y considerados. Ja a formacdo da segunda geracdo de
fissuras ndo acontece simultaneamente. Na andlise em que w=0,25, ocorre a formagdo de uma
terceira geracdo de fissuras. Na Tabela 13 encontra-se a evolucdo da fissuragdo para os

valores do parametro y considerados. Verifica-se que o valor do pardmetro y tém uma
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influéncia bastante significativa sobre o numero de fissuras que se formam ao longo do

carregamento.
Tabela 13: Evolucao da fissuragao.
1% geracio 2% geracio 3% geracio
n? de n? de n? de
v PN fissuras P (kN) fissuras P (kN) fissuras
1,00 15 4,62 35 9,23 - -
0,75 15 5,26 33 10,52 - -
0,50 15 6,34 29 12,61 - -
0,25 15 8,86 29 17,73 57 35,46

Pelos resultados apresentados neste item, pode-se constatar que o pardmetro ¥ influencia na

formacao das fissuras, alterando tanto o nimero de fissuras como o nivel de carga que causa a

formac¢ao da segunda geracdo de fissuras. No entanto, o comportamento global da pega ndo ¢

significativamente alterado com a variagcdo do parametro .

13.2.3.2 Numero de barras da armadura

O segundo parametro investigado ¢ a quantidade de barras da armadura longitudinal. Foram

analisadas quatro configuragoes:

’ 2 A
- uma barra com area de 2cm” e didmetro de 1,60cm;

, 2 [N
- duas barras com area de lecm” por barra e didmetro de 1,13cm;

- quatro barras com area de 0,5cm” por barra e didmetro de 0,80cm;

- oito barras com area de 0,25(:m2 por barra e diametro de 0,56cm.

Salienta-se que a 4rea total de aco é sempre a mesma e igual a 2 cm”’.

Os diagramas carga aplicada x deslocamento vertical do no central obtidos na andlise

numérica empregando as quatro configuragdes adotados estao plotados na figura 13.34.
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Figura 13.34: Diagrama carga aplicada x deslocamento vertical do n6é
central.

Verifica-se que existe uma diferenga entre os valores obtidos somente para o trecho
compreendido entre a formacdo da primeira e segunda geragdes de fissura. Depois que a
configuracdo final das fissuras foi estabelecida, P = 43 kN, os resultados sdo praticamente

coincidentes.
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Figura 13.35: Tensdo média no aco x carga aplicada.
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A varia¢do da tensd@o média na armadura do trecho entre fissuras ao longo do carregamento
esta representada na figura 13.35. Foram plotados apenas valores até a carga P = 43 kN, ja

que as curvas apos esta carga sao coincidentes.

Na figura 13.36, estd desenhada a evolugdo da abertura total das fissuras do elemento 1
(nmamero de fissuras x abertura de cada fissura) até a carga P = 45 kN (apds este valor as

curvas sao coincidentes.
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Figura 13.36: Evolugdo da abertura total das fissuras do elemento 1.

Na figura 13.37, esta representada o crescimento da abertura de cada uma das fissura do

elemento 1 ao longo do carregamento.
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Figura 13.37: Evolugdo da abertura de cada fissura do elemento 1.
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Como era esperado, a configuragdo com maior nimero de barras (conseqiientemente com
barras de menor didmetro) apresenta um nimero maior de fissuras com abertura de cada

fissura pequena.

A evolucao do numero total de fissuras ao longo do carregamento estd graficada na figura

13.38.
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Figura 13.38: Variagdao do nimero de fissuras por elemento.

A formagao da primeira geragao de fissuras acontece para o mesmo nivel de carga, /5kN, para
as quatro configuragdes de armadura consideradas. J4 a formagdo da segunda geracdo de
fissuras ndo acontece simultaneamente: para as configuragdes com uma e duas barras
acontece para P = 35 kN, para a configuragdo com 4 barras para P = 37 kN; e, para a

configuragao com 8 barras para P = 41 kN.

Na figura 13.39 mostra-se a curva fensdo transmitida na fissura x carga aplicada. Verifica-se
que quanto maior o nimero de barras (conseqiientemente menor o didmetro de cada barra de
aco e menor a abertura de cada fissura) maior ¢ o intervalo de carga no qual ¢ transmitinda

tensdo através da fissura.
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Figura 13.39: Curva tensao transmitida na fissura x carga aplicada.

Finalmente, na Tabela 14, encontram-se as cargas relativas ao aparecimento das fissuras nos

elementos para as quatro configuracdes estudadas.

Tabela 14: Evolucao das fissuras.

elemento Carga (kN)

1B|2B|4B|8B
1 17 | 17 | 17 | 17
2 19 119 | 19 | 19
3 21 | 23 |23 |23
4 23 | 25 | 25 | 25
5 25 127 29 | 29
6 27 | 31 | 33 | 37
7 33 | 33 | 35 | 39
8 59 | 59 | 59 | 59

Os elementos 1, 2 e 8 fissuram no mesmo nivel de carga para as quatro configuragdes,

respectivamente para P =17 kN, P = 19 kN e P = 59 kN. J4 a fissuragdo nos elementos 3, 4, 5,

6 e 7 ocorrem em niveis de cargas distintos para cada configuragdo estudada.

Da analise dos resultados mostrados neste item, pode-se concluir que a variagdo do niamero de

barras que compdem a armadura altera o processo de formacdo e desenvolvimento das

fissuras, o qué esta de acordo com as observacdes ja constatadas na pratica..
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A utilizagdo de um nimero maior de barras mais fina acarreta o aumento da superficie de
transmissao de tensdo entre o concreto € o aco, fazendo com que se forme um nimero maior
de fissuras com abertura pequena. O fato de cada fissura ter abertura pequena proporciona
transferéncia de tensdo através das mesmas o qué faz com que esta configuracdo apresente

resultados mais rigidos que as configuragdes com menor numero de barras.

Salienta-se, contudo, que apos a configuracao final das fissuras ser atingida, P = 41 kN, e as
fissuras ndo transmitirem mais tensdo, P = 37 kN, as respostas obtidas para todas as

configuragdes sdo iguais.
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14 Conclusoes e Sugestoes

A seguir, sdo apresentadas algumas conclusdes obtidas da andlise dos resultados mostrados

nos capitulos anteriores e, também, sdo feitas algumas sugestdes para trabalhos futuros.

14.1 CONCLUSOES

Da andlise dos resultados apresentados ao longo desta tese, pode-se fazer algumas

constatagdes interessantes.

Considerando os resultados mostrados na parte I desta tese, ver capitulos 6 e 7, pode-se
afirmar que o modelo distribuido proposto ¢ capaz de simular de forma bastante correta o

comportamento de pegas de concreto armado.

No capitulo 6, compararam-se os resultados numéricos, obtidos pelo modelo distribuido
proposto, com resultados experimentais e com resultados obtidos através do programa
DIANA para uma série de quatro vigas isostaticas de concreto armado. A resposta do modelo
multilinear proposto, que leva em consideragdo a contribui¢do do concreto entre fissuras, foi
um pouco mais rigida do que quando se utiliza o modelo fragil ou os outros modelos que nao
consideram a taxa de armadura. A rigidez adicional, devida a contribui¢ao do concreto entre
fissuras, ¢ mais significativa para taxas de armaduras menores. A viga de menor taxa de
armadura, ET1, ¢ mais sensivel em relagcdo a contribui¢ao do concreto entre fissuras. Isto fica
evidenciado pela maior diferenca entre os resultados experimentais e o comportamento fragil
a tragdo. Esta contribuicdo ndo ¢ tio significativa nas vigas com taxa de armadura mais alta,

ET2, ET3 ¢ ET4.

Da analise dos resultados mostrados no item 7.1 do capitulo 7, pode-se concluir que o modelo
proposto ¢ capaz de simular bastante bem o comportamento de vigas continuas de concreto

armado. Analisando os resultados apresentados, verifica-se que o modelo distribuido proposto
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¢ capaz de simular de forma correta ndo somente a evolugdo da flecha no meio do vao mas
também a evolugdo da tensdo nas barras da armadura longitudinal ao longo do carregamento.
Salienta-se que foi representado o comportamento da armadura longitudinal tanto para o
momento positivo no vao, armadura inferior, quanto para o0 momento negativo sobre o apoio

central, armadura superior.

No capitulo 7 também se estudou a eficadcia do modelo distribuido proposto nesta tese na
analise de vigas parede de concreto armado. E interessante destacar, ja que se estd estudando
um estado de tensdes tipicamente bidimensional, que o modelo proposto consegue representar
de forma satisfatoria as tensdes tanto na direcdo longitudinal da viga, oy, como da na dire¢ao
vertical, oy. Da andlise dos resultados obtidos na simulagdo numérica das vigas parede WTI,
WT2, WT3 e WT4 estudadas, pode-se concluir que o modelo utilizado ¢ capaz de simular
bastante bem o comportamento de vigas parede de concreto armado. Em todas as
comparagoes feitas, flechas no vao, tensdo nas armaduras de flexdo em varios pontos ¢ da
tensdo no concreto, os valores obtidos numericamente pelo modelo se aproximam dos valores

obtidos na andlise experimental.

Da analise dos resultados mostrados na parte II desta tese, pode-se concluir que o modelo
incorporado proposto nesta tese ¢ capaz de simular corretamente o comportamento de pegas

de concreto armado tracionadas.

Para os cinco tirantes analisados no item 12.6 do capitulo 12, as curvas tensdo geral x
deformagdo total média obtidas pelo modelo incorporado sdo bem proximas aos valores
propostos pelo Cédigo Modelo CEB-FIB 1990. Para a fase de fissuragdo estabilizada, os
resultados sdo quase coincidentes para os tirantes com taxas de armadura mais alta. O fato dos
tirantes analisados possuirem taxas de armaduras diferentes ocasionou a previsdo do
surgimento de uma quantidade diferente de fissuras em cada pega, embora todos os tirantes

tenham o mesmo comprimento.

Outro fato que merece ser comentado, em relagdo aos resultados mostrados no capitulo 12, ¢
que estes resultados foram obtidos empregando uma malha de apenas um elemento, pois
quando foi empregada uma malha com um numero maior de elementos os resultados obtidos
foram os mesmos. Basicamente, dois fatores contribuem para este fato: por se estar analisando
uma situacdo de tensdo unidimensional, considerou-se uma distribuicdo uniforme de tensoes

ao longo da secdo transversal do tirante; e, o modelo proposto representa a variacdo da
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distribuicdo de tensdes ao longo do comprimento do elemento em moédulos entre duas fissuras
adjacentes. Portanto, se uma malha com um numero maior de elementos fosse utilizada,
menos fissuras apareceriam em cada elemento, mas o nimero total de fissuras da pega

permaneceria 0 mesmo.

Em relagdo aos exemplos apresentados no capitulo 13, onde sdo confrontados os resultados
obtidos pelos dois modelos propostos nesta tese, também pode-se fazer alguns comentarios

interessantes.

Os dois modelos implementados, o incorporado e o distribuido, sdo capazes de simular a
localizag¢ao de deformagdes que acontece em pegas de concreto simples submetidas a esforgos
de tracdo. Tanto o comportamento de relaxamento da zona fora da fissura como o
comportamento de amolecimento da zona da fissura foram representados de forma correta
pelos dois modelos. Também, os dois modelos foram capazes de representar a alteracdo no
comportamento pos-fissuracdo do tirante com a variacdo do comprimento do mesmo. O fato
que diferencia o modelo incorporado do distribuido ¢ que, no modelo incorporado, sdo usadas
as mesmas equagdes constitutivas, tanto para a zona fora da fissura como para a zona
fissurada, em todas as simula¢cdes numéricas, independente do tamanho do tirante ou da
quantidade de elementos finitos. J4& no modelo distribuido, a inclinagio do ramo de
amolecimento da zona fissurada do modelo constitutivo tem que ser ajustado para cada
situacdo, ou seja, o modelo ¢ dependente da dimensdo do elemento finito usado para

representar a zona fissurada.

Outra constatagdo interessante que se pode fazer é que o procedimento apresentado no item
13.2.1 do capitulo 13 para o modelo incorporado, apesar de bastante simples, ¢ capaz de
simular o comportamento de pecas de concreto armado submetidas a flexdo pura. Da anélise
dos resultados mostrados no item 13.2.2, verifica-se uma boa concordancia entre os resultados

numéricos obtidos pelo modelo incorporado e o distribuido.

Da analise paramétrica feita no item 13.2.3, pode-se constatar que o parametro y influencia
na formacgao das fissuras, alterando tanto o numero de fissuras como o nivel de carga que
causa a formagdo da segunda geracdo de fissuras. No entanto, o comportamento global da

peca nao ¢ significativamente alterado com a variacao do parametro .

Também pode-se concluir da analise paramétrica do item 13.2.3 que a variacdo do nlimero de

barras que compdem a armadura altera o processo de formacdo e desenvolvimento das
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fissuras. A utilizagdo de um nuimero maior de barras mais finas acarreta o aumento da
superficie de transmissdao de tensdao entre o concreto € o ago, fazendo com que se forme um
nimero maior de fissuras com abertura pequena. O fato de cada fissura ter abertura pequena
proporciona transferéncia de tensdo através das mesmas o qué faz com que esta configuragdo
apresente resultados mais rigidos que as configuragdes com menor numero de barras.
Salienta-se, contudo, que apds a configuracao final das fissuras ser atingida, e as fissuras nao

transmitirem mais tensdo, as respostas obtidas para todas as configuracdes sdo iguais.

14.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir sdo feitas algumas sugestdes para trabalhos futuros. As sugestdes propostas serdo

feitas em relacdo ao modelo incorporado, que ainda estd em estagio de desenvolvimento.

A primeira sugestdo a ser feita ¢ a continuacdo do desenvolvimento do procedimento para
analise da flexao pelo modelo incorporado apresentado no item 13.2.1. O préximo passo que

deve ser implementado ¢ a consideracao da fissura inclinada em relagdo a barra de armadura.

Também deve ser investigado a transferéncia de tensdo através da fissura pelos elementos sem

armadura.

Além destes dois aspectos, também ¢ interessante que se desenvolva algum procedimento

para poder simular o modo II de deformacao da fissura, deslizamento.

Outra sugestdo interessante ¢ fazer uma ligagdo entre os dois modelos propostos, formando

um modelo combinado, para poder utilizar os dois modelos ao longo da mesma anélise.
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