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os esforços para a conclusão deste trabalho, pelo acolhimento no Porto, por pro-

porcionar todo o suporte necessário para que eu tivesse boas condições de estudo

e moradia, pela compreensão nos momentos dif́ıceis, pela paciência e pelos valiosos

ensinamentos.

Ao professor Christian Lomp, por ter acompanhado toda esta pesquisa, pelas

valiosas contribuições e pela hospitalidade no Porto.

iii



Aos professores da banca: Marcelo Escudeiro Hernandes, Rene Baltazar e

Wagner Cortes, por aceitarem o convite, pelos esforços com a correção do trabalho
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quećıveis momentos ao lado de vocês.
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Resumo

Um anel noetheriano S satisfaz a propriedade (�) se todas as extensões es-
senciais ćıclicas de S-módulos simples são artinianas. Anéis noetherianos com esta
propriedade verificam a Conjectura de Jacobson, que é um famoso problema em
aberto em teoria de anéis. Neste trabalho investigamos esta propriedade em anéis
de operadores diferenciais R[θ; δ], onde R é um anel comutativo noetheriano e δ uma
derivação de R. Mais especificamente, estudamos condições necessárias e suficientes
para que R[θ; δ] satisfaça (�), quando R é um anel δ-simples e, também, no caso em
que este é um anel δ-primitivo. Além disso, caracterizamos os anéis de operadores
diferenciais C[x, y][θ; δ] que satisfazem (�).

Palavras-chave: Anéis de operadores diferenciais. Extensões essenciais ćıclicas.
Módulos simples. Anéis δ-simples. Anéis δ-primitivos.
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Abstract

A Noetherian ring S satisfies the property (�) if any cyclic essential extension
of simple S-modules are Artinian. Noetherian rings with this property verify Jacob-
son’s Conjecture, which is a famous open problem in ring theory. In this work we
investigate this property in differential operators rings R[θ; δ], where R is a commu-
tative Noetherian ring and δ is a derivation of R. More precisely, we study necessary
and sufficient conditions for R[θ; δ] to satisfy property (�) whenever R is a δ-simple
ring and also for the case where it is a δ-primitive ring. Furthermore, we characterize
the differential operator rings C[x, y][θ; δ] satisfying (�).

Keywords: Differential operator rings. Cyclic essential extensions. Simple mo-
dules. δ-simple rings. δ-primitive rings.
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Introdução

Dizemos que um anel noetheriano R satisfaz a propriedade (�) se todas as

extensões essenciais ćıclicas de R-módulos simples são artinianas.

O estudo desta propriedade é motivado pela seguinte questão, colocada por

Nathan Jacobson: se R é um anel noetheriano, então a interseção das potências do

radical de Jacobson J (R) é zero, isto é,
∞⋂
n=1

J (R)n = 0.

Em homenagem a Jacobson, este problema ficou conhecido como Conjectura

de Jacobson. A mesma é uma generalização do Teorema da Interseção de Krull

(ver [43, Corollary 8.25]), para anéis comutativos. A primeira versão da conjectura

foi apresentada por Jacobson em seu livro “Structure of rings” (ver [19, Remark,

pág. 200]), no ano de 1956, onde a hipótese da noetherianidade foi considerada

unilateralmente. No entanto, em 1965, Herstein [18] construiu um contra-exemplo

com anel de matrizes triangulares, o que levou à reformulação do problema para

exigir que o anel fosse noetheriano bilateralmente.

A Conjectura de Jacobson foi resolvida para certas classes de anéis. Em 1974,

Jategaonkar mostrou que os anéis FBN satisfazem a Conjectura (ver [22, Theorem

3.7]). O pilar da sua demonstração reside no fato de todo módulo finitamente

gerado com socle essencial, sobre um anel FBN, ter uma série de decomposição (ver

Corolário 1.3.3). Mas, isto é equivalente a dizer que extensões essenciais ćıclicas

de módulos simples, sobre anéis FBN, são artinianas e, assim, satisfazem (�) (ver

Proposição 1.3.4).
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Na verdade, Jategaonkar mostrou que a propriedade (�) implica a Conjectura

de Jacobson, conforme mostra o Teorema 1.3.6. Desde então, esta propriedade

começou a ser estudada de modo independente por vários algebristas, obtendo-se

classes importantes de anéis para os quais a propriedade ocorre ou não, conforme

veremos no final da Seção 1.3.

Este trabalho tem como principal objetivo investigar a propriedade (�) em

anéis de operadores diferenciais R[θ; δ], onde R é um anel comutativo noetheriano

e δ é uma derivação de R. Primeiro, notemos que o estudo da propriedade (�)

à esquerda e à direita coincidem nestes anéis, visto que R[θ; δ] ' R[θ; δ]op, onde

R[θ; δ]op é o anel oposto de R[θ; δ]. Ainda, é importante ressaltarmos que a estrutura

dos anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] depende do anel base R e da derivação

δ.

Uma classe importante de derivações são as localmente nilpotentes. Recente-

mente, no artigo “Injective hulls of simple modules over differential operator rings”

[3], Carvalho, Hatipoğlu e Lomp mostraram que, se R é uma K-álgebra afim co-

mutativa e δ é uma K-derivação localmente nilpotente, então R[θ; δ] satisfaz (�).

Disso, surgiu a seguinte questão: o que podemos dizer a respeito da rećıproca deste

resultado?

Ainda em [3], é demonstrado que, dado um domı́nio comutativo noetheriano

livre de Z-torção R com derivação não nula δ tal que R é δ-primitivo, se R[θ; δ]

satisfaz (�), então R é δ-simples. Este fato nos motivou a investigar a propriedade

(�) em anéis de operadores diferenciais R[θ; δ], no caso em que R é δ-simples e,

também, quando este é δ-primitivo.

Em [37], Musson mostrou que os anéis de operadores diferenciais K[x][θ; δ]

não satisfazem (�) para as derivações δ(x) = xn, onde n ≥ 1. Carvalho, Hatipoğlu

e Lomp [3] generalizaram os exemplos de Musson, provando que K[x][θ; δ] satisfaz

(�) se, e somente se, δ(x) = λ, para algum λ ∈ K. Nesta pesquisa, tivemos também
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como objetivo estudar outros exemplos de álgebras afins R, fornecendo condições

necessárias e suficientes para que R[θ; δ] satisfaça (�).

Dividimos este trabalho em 5 caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, introduzimos os pré-

requisitos necessários para um melhor entendimento do texto. Começamos fixando

algumas notações e noções elementares relacionadas com a teoria de anéis e módulos.

Também, lembramos de alguns fatos sobre módulos injetivos com o objetivo de ca-

racterizar a propriedade (�). Dedicamos a terceira seção deste caṕıtulo para con-

textualizar com maiores detalhes a propriedade (�), que é o objeto de estudo desta

pesquisa. Além disso, introduzimos conceitos e propriedades fundamentais sobre

derivações e anéis de operadores diferenciais.

Já no Caṕıtulo 2, estudamos os anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] quando

R é um anel δ-simples. É importante ressaltarmos que a δ-simplicidade de R está

relacionada com a simplicidade deR[θ; δ] (ver Teorema 1.5.3). Na Seção 2.1, apresen-

tamos condições suficientes para a existência de extensões essenciais ćıclicas não arti-

nianas de R[θ; δ]-módulos simples (Teorema 2.1.8). Obtemos também uma condição

suficiente para que R[θ; δ] satisfaça (�) (Proposição 2.1.10). Na Seção 2.2, aplicamos

os resultados da seção anterior para domı́nios de fatoração única e K-domı́nios afins.

O principal resultado deste caṕıtulo nos mostra que a propriedade (�) em R[θ; δ] está

ligada com a dimensão de Krull de R (Teorema 2.2.2). Ademais, na Seção 2.3, obte-

mos informações a respeito da dimensão de Krull de R e R[θ; δ] quando R é δ-simples

e δ é localmente nilpotente simultaneamente (Proposição 2.3.4).

No Caṕıtulo 3, investigamos os anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] quando

R é um anel δ-primitivo. Na Seção 3.1, mostramos que, se R é um K-domı́nio

afim, então R é δ-primitivo e δ 6= 0 se, e somente se, R[θ; δ] é um anel primitivo

(Teorema 3.1.2). Como consequência, caracterizamos os anéis de operadores di-

ferenciais primitivos que satisfazem (�) (Corolário 3.1.3). Na Seção 3.2, obtemos

uma condição necessária e suficiente para que R[θ; δ] satisfaça (�) quando R tem
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dimensão de Krull 1 (Teorema 3.2.4). Como aplicação, classificamos completamente

os anéis de operadores diferenciais K[x, x−1][θ; δ] com a propriedade (�) (Corolário

3.2.7) e apresentamos um exemplo de anel R[θ; δ] satisfazendo (�) com a derivação

δ não localmente nilpotente (Exemplo 3.2.8).

No Caṕıtulo 4, consideramos o caso em que R é uma K-álgebra afim de di-

mensão de Krull 2. Na Seção 4.1, mostramos que, se R não possui ideais maximais

que são δ-ideais, então R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-primitivo (Teorema

4.1.3). Também, apresentamos condições suficientes para que R[θ; δ] não satisfaça

(�) (Proposição 4.1.10). Na Seção 4.2, mostramos que a caracterização da primiti-

vidade de C[x, y][θ; δ] está relacionada com os elementos de Darboux irredut́ıveis de

C[x, y] (Proposição 4.2.2). O principal resultado deste caṕıtulo caracteriza os anéis

de operadores diferenciais C[x, y][θ; δ] que satisfazem (�) (Teorema 4.2.3).

Por fim, no Caṕıtulo 5, apresentamos algumas considerações sobre o estudo da

propriedade (�) em R[θ; δ] quando R é um K-domı́nio afim de dimensão de Krull

> 2 ou o anel de séries de potências formais K[[x]].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos as definições e resultados básicos que serão

utilizados ao longo deste texto. Tomaremos a liberdade de omitir as demonstrações

da maioria dos resultados, visto que muitos deles são conhecidos na literatura. Para

maiores detalhes, o leitor poderá consultar [12], [28], [29] e [40].

1.1 Conceitos Básicos

Começamos fixando algumas notações. O anéis utilizados neste trabalho são

sempre associativos com unidade. A caracteŕıstica de um anel R, denotada por

char(R), é o menor inteiro positivo n tal que n1 = 0. Quando este inteiro não

existe, dizemos que R tem caracteŕıstica zero. Dizemos que R é livre de Z-torção se,

para todo n ∈ N e r ∈ R tal que nr = 0, implica n = 0 ou r = 0. A palavra ideal I

significa que I é ideal à esquerda e à direita simultaneamente e escrevemos I /R. O

conjunto dos ideais primos (respectivamente maximais) é chamado espectro primo

(respectivamente espectro maximal) e será denotado por Spec(R) (respectivamente

Max(R)). O radical de Jacobson de R é a interseção de todos os ideais maximais à

esquerda e será representado por J (R). Notemos que J (R) é, também, a interseção

dos ideais maximais à direita. Seja K um corpo. Então, iremos nos referir a R como

um K-domı́nio no caso em que R é uma K-álgebra e um domı́nio. Se o anel R é

finitamente gerado como uma K-álgebra, dizemos que R é uma K-álgebra afim.

Seja R um anel qualquer. No decorrer deste texto, todos os R-módulos serão
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sempre considerados com a ação à esquerda. Dizemos que um R-módulo M é simples

se M 6= 0 e seus únicos submódulos são os triviais, isto é, 0 e M .

Um R-módulo M é semisimples se todo submódulo de M é um somando direto.

Um anel R é semisimples se R visto como um R-módulo à esquerda for semisimples,

e isto é equivalente a dizer que todo R-módulo é semisimples (ver [12, Theorem 4.4]).

O socle de um R-módulo M é a soma de todos os submódulos simples de M

e será denotado por soc(M). Notemos também que o socle de um R-módulo M é

uma soma direta de submódulos simples de M (ver [12, Proposition 4.1]).

Dizemos que um R-módulo M é noetheriano (respectivamente artiniano) se

toda cadeia estritamente ascendente (respectivamente descendente) de submódulos

estaciona. Um anelR é dito noetheriano (respectivamente artiniano) seR visto como

um R-módulo à esquerda e à direita é noetheriano (respectivamente artiniano).

Uma série de composição para um R-módulo M é uma cadeia

0 = M0 (M1 ( . . . (Ms = M

de submódulos de M tal que Mi/Mi−1 é simples, para todo 1 ≤ i ≤ s. O com-

primento da série de composição é o número de inclusões da cadeia acima, neste

caso, s. Quando M tem uma série de composição, dizemos também que M tem

comprimento finito. Um R-módulo M é noetheriano e artiniano se, e somente se,

M tem comprimento finito (ver [12, Proposition 4.8]).

Um R-módulo M é chamado fiel se seu anulador

annR(M) = {a ∈ R | aM = 0}

for nulo. Dizemos que um anel R é primitivo se existir um R-módulo simples e fiel.

Um ideal I é primitivo se o anel quociente R/I é primitivo. Notemos que I é um

ideal primitivo de R se, e somente se, I é o anulador de um R-módulo simples (ver

[28, Proposition 11.4]).
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Sejam R um anel comutativo e P ∈ Spec(R). A altura de P , denotada por

ht(P ), é o supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos distintos

contidas em P , isto é,

ht(P ) = sup{n ∈ N | existe uma cadeia P0 ( P1 ( . . . ( Pn = P, Pi ∈ Spec(R)}.

A dimensão de Krull de um anel comutativo R, denotada por K.dim(R), é definida

como sendo o supremo de todas as alturas dos ideais primos de R, ou seja,

K.dim(R) = sup{ht(P ) | P ∈ Spec(R)}.

No caso comutativo, a dimensão de Krull é conhecida também como dimensão

clássica de Krull .

Seja R um anel (não necessariamente comutativo). A dimensão de Krull de

um R-módulo M , denotada por K.dimR(M), caso exista, será definida como se-

gue: K.dimR(M) = −1 se, e somente se, M = 0. Se α ≥ 0 é um ordinal tal

que K.dimR(M) não é menor que α, então K.dimR(M) = α, se para toda cadeia

descendente M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . . de submódulos de M , existir um inteiro po-

sitivo n tal que K.dimR(Mi/Mi+1) < α, para todo i ≥ n. Observamos que, M é

artiniano não nulo se, e somente se, K.dimR(M) = 0. Se N é um submódulo de

M , então K.dimR(M) = max{K.dimR(N),K.dimR(M/N)} (ver [12, Lemma 15.1]).

Além disso, se M é noetheriano, então a dimensão de Krull de M sempre existe (ver

[12, Lemma 15.3]). A dimensão de Krull à esquerda (respectivamente à direita) de

um anel R é a dimensão de Krull de R visto como um R-módulo à esquerda (respec-

tivamente à direita), e denotamos por l.K.dim(R) (respectivamente r.K.dim(R)).

No caso em que l.K.dim(R) = r.K.dim(R), escrevemos apenas K.dim(R). Para

anéis comutativos noetherianos, esta definição coincide com a noção clássica (ver

[12, Theorem 15.13]).

Um R-módulo M é chamado α-cŕıtico se K.dimR(M) = α e K.dimR(M/N) <

α, para todo submódulo não nulo N de M . Usando o fato que K.dimR(M) =
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max{K.dimR(N),K.dimR(M/N)}, obtemos que todo submódulo não nulo de um

módulo α-cŕıtico é α-cŕıtico. Dizemos que um módulo M é cŕıtico se este for α-

cŕıtico, para algum ordinal α.

Seja R um anel comutativo. Dizemos que A é um sistema multiplicativo de R

se 0 6∈ A, 1 ∈ A e xy ∈ A, para todo x, y ∈ A. Denotaremos por RA−1 o anel de

frações de R com respeito ao sistema multiplicativo A e π : R→ RA−1 a aplicação

canônica dada por r 7→ r1−1. Dado um ideal I de R, denotamos por IA−1 a extensão

do ideal I ao anel RA−1 com respeito a π, ou seja, IA−1 = RA−1π(I). Dizemos

que um ideal I de R é A-saturado se I = {r ∈ R | rx ∈ I para algumx ∈ A}.

Notemos que, se I é A-saturado e rx−1 ∈ IA−1, então r ∈ I. Além disso, existe uma

correspondência biuńıvoca entre os conjuntos:

{I / R | I ∩ A = ∅ e I éA-saturado} ↔ {I / RA−1 | I 6= RA−1}.

Em particular, se A = {xi | i ∈ N}, para algum x ∈ R não divisor de zero, repre-

sentamos RA−1 por Rx e, no caso em que A = R \ P , para algum P ∈ Spec(R),

denotamos RA−1 por RP e IA−1 por IP .

No caso em que R é um anel qualquer, dizemos que A ⊆ R é um conjunto de

denominadores à direita se satisfaz as seguintes condições: i)A é um conjunto de Ore:

A é um sistema multiplicativo de R e, para todo r ∈ R e x ∈ A, rA∩xR 6= ∅; ii) A é

reverśıvel à direita: para todo r ∈ R e x ∈ A tal que xr = 0, existe y ∈ A tal que ry =

0. O conjunto de denominadores à esquerda é definido simetricamente. Denotaremos

por RA−1 (respec. A−1R) o anel de frações à direita (respec. à esquerda) de R com

respeito ao conjunto de denominadores à direita (respec. à esquerda) A. Notemos

que, se A ⊆ R é um conjunto de denominadores à direita e à esquerda, então

RA−1 ' A−1R (ver [46, Corollary 1.3]). Além disso, é importante ressaltarmos que,

em um anel noetheriano à direita (respec. à esquerda), todo conjunto de Ore à

direita (respec. à esquerda) é um conjunto de denominadores à direita (respec. à

esquerda) (ver [12, Proposition 10.7]).
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Sejam M um R-módulo e A um conjunto de Ore á esquerda de R. O conjunto

tA(M) = {m ∈M | am = 0 para algum a ∈ A}

é um submódulo de M chamado de submódulo de A-torção de M (ver [12, Lemma

4.21 (b)]). No caso em que tA(M) = 0, dizemos que M é livre de A-torção.

1.2 Módulos Injetivos

Nesta seção, relembraremos alguns fatos básicos sobre módulos injetivos. Para

maiores detalhes o leitor poderá consultar [12] ou [29].

Um R-módulo E é chamado injetivo se para todo R-monomorfismo f : M → N

e todo R-homomorfismo g : M → E, existir um R-homomorfismo h : N → E tal

que h ◦ f = g. Isto é, o diagrama abaixo comuta:

0 //M
f //

g
��

N

∃h~~
E

Por exemplo, se R é um anel semisimples, todo R-módulo é injetivo (ver [28,

Theorem 2.9]). Em particular, todo espaço vetorial é injetivo. Por outro lado, Z não

é injetivo como Z-módulo, pois o homomorfismo g : 2Z → Z, dado por g(2n) = n,

não pode ser estendido para um homomorfismo h : Z→ Z.

A seguinte proposição é conhecida na literatura como “Critério de Baer”.

Proposição 1.2.1. Seja E um R-módulo. As seguintes condições são equivalentes:

(1) E é injetivo;

(2) Para todo ideal à esquerda I de R, todo R-homomorfismo f : I → E pode ser

estendido a um R-homomorfismo f ′ : R→ E;

(3) Para todo ideal à esquerda I de R e todo R-homomorfismo f : I → E, existe

m ∈ E tal que f(a) = am, para todo a ∈ I.
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Demonstração: As equivalências (1) ⇔ (2) e (1) ⇔ (3) seguem de [29, Baer’s

Criterion 3.7] e [12, Proposition 5.1] respectivamente.

Um R-módulo V é dito diviśıvel se xV = V , para todo elemento regular x ∈ R.

Usando [29, Proposition 3.17] e o Critério de Baer 1.2.1, obtemos que todo R-módulo

injetivo é diviśıvel e, se R for um domı́nio de ideais principais à esquerda, então os

R-módulos diviśıveis são exatamente os R-módulos injetivos. Por exemplo, Q é um

Z-módulo diviśıvel e, portanto, é um Z-módulo injetivo.

O próximo resultado mostra que todo módulo pode ser imerso em um módulo

injetivo.

Proposição 1.2.2. [12, Proposition 5.4] Todo módulo é um submódulo de um

módulo injetivo.

Veremos que, para todo módulo M , existe um módulo injetivo “minimal”

entre os módulos injetivos que contêm M , além disso, este é único, a menos de

isomorfismo.

Uma extensão de R-módulos N ≤ M é dita extensão essencial se, para todo

submódulo não nulo L de M , tivermos L ∩ N 6= 0. Denotamos uma tal extensão

por N ≤e M . Equivalentemente, N ≤e M se, e somente se, para todo m ∈M \ {0},

existir r ∈ R tal que rm 6= 0 e rm ∈ N . Por exemplo, é fácil ver que Z ≤e Q, como

Z-módulos.

Proposição 1.2.3. [12, Proposition 5.6] Sejam L, N e M R-módulos tais que

L ≤ N ≤M . Então, L ≤e M se, e somente se, L ≤e N e N ≤e M .

Seja M um R-módulo, um fecho injetivo para M é um R-módulo injetivo que

é uma extensão essencial de M . Por exemplo, Q é um fecho injetivo para Z, como

Z-módulos.

Teorema 1.2.4. [12, Theorem 5.12, Proposition 5.13] Todo módulo tem um único

fecho injetivo, a menos de isomorfismo.
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No decorrer deste trabalho, denotaremos o fecho injetivo de um R-módulo M

por E(M).

1.3 A propriedade (�)

Nesta seção, apresentamos o conceito e uma caracterização da propriedade

(�), juntamente com os aspectos históricos que motivaram o seu estudo. Também,

listamos alguns exemplos conhecidos da literatura envolvendo esta propriedade.

1.3.1 Contexto Histórico e Motivação

Em 1974, Jategaonkar [22] mostrou, em seu trabalho “Jacobson’s conjecture

and modules over fully bounded Noetherian rings”, que os anéis FBN satisfazem a

Conjectura de Jacobson. A peça-chave usada por Jategaonkar em sua demonstração

fez surgir uma propriedade que pode ser aplicada à várias outras classes de anéis

noetherianos, para validar tal conjectura. Nosso objetivo aqui é apresentar mais

detalhes sobre os principais resultados utilizados por Jategaonkar que deram origem

a propriedade (�) e, também, mostrar que os anéis que possuem esta propriedade

satisfazem a Conjectura de Jacobson. Iniciamos com a definição de anéis FBN.

Um anel R é dito limitado à esquerda se todo ideal à esquerda essencial de R

contém um ideal que é essencial como ideal à esquerda. Dizemos que R é FBN (Fully

Bounded Noetherian) à esquerda se R é noetheriano à esquerda e todo quociente

primo R/P é limitado à esquerda, para todo P ∈ Spec(R). Definimos anéis FBN à

direita de modo análogo. Um anel R é chamado FBN se R é FBN à esquerda e à

direita. Para mais detalhes, ver [12].

Sejam R um anel FBN e M um R-módulo finitamente gerado. Uma série

básica de um R-módulo M é uma cadeia

0 = B0 ( B1 ( . . . ( Bn = M
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de submódulos de M tal que Bi/Bi−1 é maximal entre os submódulos αi-cŕıticos de

M/Bi−1, onde αi é a menor dimensão de Krull posśıvel de um submódulo não nulo

de M/Bi−1, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Em [22, Theorem 3.1], Jategaonkar mostrou que todo módulo finitamente ge-

rado M sobre um anel FBN tem pelo menos uma série básica e dadas duas séries

básicas {Ai | 1 ≤ i ≤ n} e {Bi | 1 ≤ i ≤ m} de M , então n = m e existe uma per-

mutação π sobre {1, . . . , n} tal que Ai/Ai−1 ' Bπ(i)/Bπ(i−1), para todo 1 ≤ i ≤ n.

O número de inclusões n da cadeia acima é chamado de comprimento da série e será

denotado por `(M) = n. Isto mostra que se {Bi | 1 ≤ i ≤ n} é uma série básica

de M , então a sequência {K.dimR(Bi/Bi−1) | 1 ≤ i ≤ n} independe da série básica

usada para defini-la. Esta sequência é chamada de sequência de dimensão de Krull

de M . No próximo resultado, Jategaonkar fornece algumas informações sobre tais

sequências.

Teorema 1.3.1. [22, Theorem 3.4 (2)] Seja M um módulo finitamente gerado sobre

um anel FBN. Então:

(i) A sequência de dimensão de Krull de M é não-decrescente com K.dimR(M)

como `(M)-ésimo termo;

(ii) Um ordinal α aparece na sequência de dimensão de Krull de M se, e somente

se, M contém um submódulo α-cŕıtico.

Sejam α um ordinal e M um módulo sobre um anel FBN. Dizemos que M é

α-suave se todo os termos na sequência de dimensão de Krull de todos submódulos

finitamente gerados de M é α. Notemos que todo submódulo não nulo de um módulo

α-suave é claramente α-suave.

Corolário 1.3.2. [22, Theorem 3.5] Seja R um anel FBN. Então:

(i) Um R-módulo finitamente gerado é α-suave se, e somente se, todo termo em

sua sequência de dimensão de Krull é α;
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(ii) Uma extensão essencial de qualquer R-módulo α-suave é α-suave.

Demonstração: (i) (⇒) É imediato.

(⇐) Seja M um R-módulo finitamente gerado tal que todo termo na sua

sequência de dimensão de Krull é α. Então, pelo Teorema 1.3.1 (ii), qualquer

submódulo cŕıtico de M é α-cŕıtico. Como o mesmo vale para qualquer submódulo

N de M , novamente, pelo Teorema 1.3.1 (ii), segue que todo termo na sequência de

dimensão de Krull de N é α. Portanto, M é α-suave.

(ii) Sejam E uma extensão essencial de um R-módulo α-suave M e N um

submódulo finitamente gerado qualquer de E. Como M ≤e E e N ≤ E, temos

que (M ∩ N) ≤e N . Além disso, M ∩ N é α-suave. Precisamos mostrar que todo

termo na sequência de dimensão de Krull de N é α. Mas, pelo Teorema 1.3.1 (ii),

basta mostrarmos que todo submódulo cŕıtico de N é α-cŕıtico. De fato, seja L

um submódulo cŕıtico de N , assim L é β-cŕıtico, para algum ordinal β. Como

(M ∩N) ≤e N , temos que L∩M é um submódulo não nulo de L e, portanto, L∩M

é também β-cŕıtico. Por outro lado, como L ∩ M é um submódulo β-cŕıtico de

M ∩N , segue do Teorema 1.3.1 (ii) que β deve aparecer na sequência de dimensão

de Krull de M ∩N . Agora, o fato de M ∩N ser α-suave implica que β = α, como

queŕıamos mostrar.

Corolário 1.3.3. [22, Corollary 3.6] Seja R um anel FBN. Então, todo R-módulo

finitamente gerado com socle essencial tem uma série de composição.

Demonstração: Seja M um R-módulo finitamente gerado qualquer e considere-

mos soc(M) =
⊕
i∈I

Vi o socle de M , onde Vi é um submódulo simples de M , para

todo i ∈ I. Suponhamos que soc(M) ≤e M . Como R é noetheriano e M é um

R-módulo finitamente gerado, temos que M é noetheriano e, assim, a soma direta

acima deve ser finita, isto é, soc(M) =
n⊕
i=1

Vi. Por [12, Corollary 15.2], segue que

K.dimR(soc(M)) = max{K.dimR(Vi) | 1 ≤ i ≤ n} = 0. Aplicando o Teorema 1.3.1
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(i), obtemos que todos os termos da sequência de dimensão de Krull do soc(M) é

0. Logo, pelo Corolário 1.3.2 (i), segue que o soc(M) é 0-suave. Agora, usando o

Corolário 1.3.2 (ii), obtemos que M é 0-suave. Como o último termo da sequência de

Krull de M é K.dimR(M), conclúımos que K.dimR(M) = 0 e, assim, M é artiniano.

Logo, M é noetheriano e artiniano e, portanto, M tem uma série de composição.

O fato de todo módulo finitamente gerado com socle essencial, sobre um anel

FBN, ter uma série de composição foi a peça-chave para Jategaonkar mostrar que

os anéis FBN satisfazem a Conjectura de Jacobson (ver [22, Theorem 3.7]).

Proposição 1.3.4. Seja R um anel. Se todo R-módulo finitamente gerado com

socle essencial tem uma série de composição, então toda extensão essencial ćıclica

de R-módulo simples é artiniana.

Demonstração: Sejam V um R-módulo simples e M uma extensão essencial

ćıclica de V . Notemos que V ≤ soc(M) ≤ M e, como V ≤e M , pela Proposição

1.2.3, segue que soc(M) ≤e M . Por hipótese, M tem uma série de composição e,

portanto, M é artiniano.

Devido ao Corolário 1.3.3, a rećıproca da proposição acima é verdadeira para

anéis FBN. Aqui nasceu a seguinte questão: para quais anéis noetherianos R, ex-

tensões essenciais ćıclicas de R-módulos simples são artinianas.

Definição 1.3.5. Dizemos que um anel noetheriano R tem a propriedade (�) se

todas as extensões essenciais ćıclicas de R-módulos simples são artinianas.

O próximo resultado mostra que os anéis com propriedade (�) satisfazem a

Conjectura de Jacobson. Este fato tem sido a principal motivação para vários alge-

bristas se interessarem no estudo desta propriedade.

Teorema 1.3.6. Sejam R um anel noetheriano e J (R) seu radical de Jacobson. Se

R satisfaz (�), então
∞⋂
n=1

J (R)n = 0, isto é, R satisfaz a Conjectura de Jacobson.
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Demonstração: Para cada x ∈ R \ {0}, consideremos Fx = {I /` R |x 6∈ I} a

famı́lia dos ideais à esquerda de R que não contêm x. Notemos que Fx 6= ∅, pois

0 ∈ Fx. Como R é noetheriano, existe Ix ∈ Fx maximal, para todo x ∈ R \ {0}.

Além disso, temos que
⋂

x∈R\{0}

Ix = 0.

Consideremos o R-módulo (Rx + Ix)/Ix. Dado um submódulo não nulo J/Ix

de (Rx + Ix)/Ix, como Ix ( J e Ix é maximal entre os ideais que não contêm x,

obtemos que x ∈ J . Logo, Rx + Ix ⊆ J e, portanto, J = Rx + Ix. Isto mostra que

(Rx+ Ix)/Ix é simples.

Agora, afirmamos que a extensão de R-módulos (Rx+ Ix)/Ix ≤ R/Ix é essen-

cial. De fato, seja U um submódulo não nulo de R/Ix. Então existe a+ Ix ∈ U com

a 6∈ Ix e, assim, Ix ( Ra+ Ix. Pela maximalidade de Ix, obtemos que x ∈ Ra+ Ix,

isto é, existem r ∈ R e b ∈ Ix tais que x = ra+ b e

r(a+ Ix) = ra+ Ix = x− b+ Ix ∈ U ∩ ((Rx+ Ix)/Ix) .

Uma vez que r(a + Ix) = x − b + Ix = x + Ix e x 6∈ Ix, segue que r(a + Ix) 6= 0 e,

consequentemente, U ∩ ((Rx+ Ix)/Ix) 6= 0.

Pela propriedade (�), segue que R/Ix é artiniano, para todo x ∈ R\{0}. Como

R/Ix é também noetheriano, este tem comprimento finito. Logo, existe nx ≥ 1 tal

que J (R)nx · (R/Ix) = 0, ou seja, J (R)nx ⊆ Ix, para todo x ∈ R \ {0}. Portanto,

∞⋂
n=1

J (R)n ⊆
⋂

x∈R\{0}

J (R)nx ⊆
⋂

x∈R\{0}

Ix = 0,

como queŕıamos mostrar.

1.3.2 Caracterização

Um R-módulo M é dito localmente artiniano se todo submódulo finitamente

gerado de M é artiniano.

O próximo resultado fornece outras maneiras de definir a propriedade (�).
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Proposição 1.3.7. Seja R um anel noetheriano. As seguintes condições são equi-

valentes:

(1) R satisfaz (�);

(2) Fechos injetivos de R-módulos simples são localmente artinianos;

(3) Extensões essenciais finitamente geradas de R-módulos simples são artinianas.

Demonstração: (1)⇒ (2) Sejam N um R-módulo simples e E(N) o fecho injetivo

de N . Devemos mostrar que E(N) é localmente artiniano. De fato, dado um

submódulo finitamente gerado não nulo M de E(N), escrevemos M =
∑s

i=1Rmi.

Uma vez que 0 6= Rmi ≤ E(N) e N ≤e E(N), temos que Rmi∩N 6= 0. O fato de N

ser simples implica Rmi∩N = N e, consequentemente, N ≤ Rmi. Disso, segue que

N ≤ Rmi ≤ E(N). Aplicando agora a Proposição 1.2.3, obtemos que N ≤e Rmi,

ou seja, Rmi é uma extensão essencial ćıclica do R-módulo simples N . Por hipótese,

Rmi é artiniano, para todo 0 ≤ i ≤ s e, assim,
⊕s

i=1Rmi também o é. Consideremos

o R-epimorfismo natural ϕ :
⊕s

i=1Rmi −→M . Portanto, M ' (
⊕s

i=1Rmi)/ker(ϕ)

é artiniano, como desejávamos.

(2) ⇒ (3) Sejam N um R-módulo simples e N ≤e M uma extensão essencial

finitamente gerada deN . Vamos mostrar queM é artiniano. Para isso, consideremos

E(N) o fecho injetivo de N , i : N ↪→ M e j : N ↪→ E(N) as injeções canônicas de

R-módulos. Temos o seguinte diagrama:

0 // N
i //

j
��

M

∃h||
E(N)

Como E(N) é injetivo, existe h : M → E(N) tal que h ◦ i = j. Afirmamos que h

é injetora. Suponhamos o contrário, isto é, ker(h) 6= 0. Como 0 6= ker(h) ≤ M e

N ≤e M , temos que ker(h)∩N 6= 0. Da simplicidade deN , segue que ker(h)∩N = N

e, consequentemente, N ⊆ ker(h). Desse modo, para todo x ∈ N , temos x = j(x) =
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(h ◦ i)(x) = h(x) = 0, ou seja, N = 0, contrariando o fato de N ser simples. Logo

h é injetora e, portanto, M ' h(M) ≤ E(N). Uma vez que E(N) é localmente

artiniano e M é um submódulo finitamente gerado de E(N), conclúımos que M é

artiniano.

(3) ⇒ (1) É imediato.

Observação 1.3.8. Sejam R e S anéis, π : R −→ S um epimorfismo de anéis e M

um S-módulo qualquer. Então M tem uma estrutura de R-módulo com a seguinte

ação: r ·m = π(r)m, para todo r ∈ R e m ∈ M . Além disso, é fácil ver que se SN

é um S-módulo simples e SM é uma extensão essencial ćıclica de SN , então RN é

um R-módulo simples e RM é uma extensão essencial ćıclica de RN . Portanto, se R

satisfaz (�), então S satisfaz (�), ou seja, toda imagem epimórfica de R satisfaz (�).

1.3.3 Exemplos

(1) Os anéis artinianos e os V -anéis (um anel R é um V -anel se todo R-módulo

simples é injetivo) satisfazem trivialmente (�).

Em [20], Jain, Lam e Leroy fornecem condições necessárias e suficientes para

que as extensões de Ore K[θ;σ, δ], sobre um anel de divisão K, sejam V -anéis.

(2) Os anéis comutativos noetherianos satisfazem (�) [34] e [35];

(3) Os anéis FBN satisfazem (�) [22];

(4) Os anéis noetherianos semiprimos de dimensão de Krull 1 satisfazem (�) [4] e

[7]. Em particular, a primeira álgebra de Weyl A1(K) = K[x][θ; ∂x] satisfaz

(�).

(5) O plano quântico, isto é, a álgebra gerada por elementos x e y que satisfazem

a relação yx = qxy, satisfaz (�) se, e somente se, q é raiz da unidade [5];
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(6) A álgebra de Weyl quantizada, isto é, a álgebra gerada por elementos x e y

que satisfazem a relação yx = qxy + 1, satisfaz (�) se, e somente se, q é raiz

da unidade [5];

(7) A álgebra envolvente U(sl2(K)), onde K é um corpo de caracteŕıstica zero,

satisfaz (�) [7];

(8) A álgebra envolvente U(H), onde H é a álgebra de Lie de Heisenberg, isto é,

a C-álgebra gerada por elementos x, y e z satisfazendo as seguintes relações:

[x, y] = z e [x, z] = 0 = [y, z], satisfaz (�) [17];

(9) Certas álgebras down-up A(α, β, γ) sobre um corpo K de caracteŕıstica zero.

Estas são K-álgebras associativas cujos geradores u e d satisfazem as seguintes

relações:

d2u = αdud+ βud2 + γd

du2 = αudu+ βu2d+ γu.

A(α, β, γ) satisfaz (�) se, e somente se, as ráızes de X2 − αX − β são ráızes

da unidade [4], [5] e [37].

(10) Os anéis de grupo Z[G] e K[G], onde K é uma extensão algébrica de um corpo

finito e G é um grupo polićıclico por finito, satisfazem (�) [21] e [42].

1.3.4 Contra-exemplos

(1) Sejam K um corpo de caracteŕıstica zero e G um K-espaço vetorial com base

y, x0, x1, . . . , xn−1. Então G tem uma estrutura de álgebra de Lie com as se-

guintes relações:

[xi, xj] = 0, [x0, y] = x0 e [xi, y] = xi + xi−1,

para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Consideremos U(G) a álgebra envolvente de G.

Tomemos I =
∑n−1

i=0 (y − 1)(xi − 1)U(G) e J = (y − 1)U(G). Em [38], Musson
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mostrou que U(G)/I é uma extensão essencial ćıclica não artiniana do U(G)-

módulo simples J/I, concluindo que U(G) não satisfaz (�).

(2) Seja An = C〈x1, . . . , xn, ∂x1 , . . . , ∂xn〉 a n-ésima álgebra de Weyl sobre C. Con-

sideremos o elemento

α = x1 + y1

(
n∑
i=2

λixiyi

)
+

n∑
i=2

(xi + yi).

Em [45, Corollary 1.4], Stafford mostrou que An/x1αAn é uma extensão es-

sencial ćıclica do An-módulo simples An/x1An, de dimensão de Krull n − 1.

Logo, An não satisfaz (�), para todo n > 1.

(3) Em [11], Goodearl e Schofield constrúıram uma extensão finita à esquerda

L ⊃ K de anéis de divisão tal que L contém um elemento α transcendente à

direita sobre K. Considerando o anel de matrizes triangulares

S =

(
L[t] 0
L[t] K[t]

)
e os seguintes ideais à direita

H =

(
0 0
M 0

)
, I =

(
0 0
L[t] 0

)
e J =

(
0 0
L[t] K[t]

)
,

onde M = (t−α)L[t]. Goodearl e Schofield mostram que I/H é um S-módulo

à direita simples e J/H é uma extensão essencial ćıclica não artiniana de I/H.

Observamos que, neste caso, o radical primo de S é(
0 0
L[t] 0

)
6= 0

e, por [28, Proposition 10.16], temos que S não é um anel semiprimo. Portanto,

este é um exemplo de anel noetheriano (não semiprimo) de dimensão de Krull

1 que não satisfaz (�) (ver Exemplo (4) da Seção 1.3.3).

(4) Sejam K um corpo de caracteŕıstica zero e a ∈ K[x] \K. Em [3], Carvalho,

Hatipoğlu e Lomp mostraram que os anéis de operadores diferenciais S =
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K[x][θ; a∂x] não satisfazem (�). Na demonstração, eles tomam α ∈ K tal

que α não é raiz de a e consideram o S-módulo à esquerda SMθ, onde M =

K[x](x−α). Disso, obtém-se que S/SMθ é uma extensão essencial ćıclica não

artiniana do S-módulo simples Sθ/SMθ.

1.4 Derivações

Nesta seção, apresentaremos o conceito de derivação, bem como, algumas de

suas propriedades e exemplos. Omitiremos as demonstrações de alguns resultados,

sendo que elas podem ser encontradas em [14] ou [40]. No que segue, R sempre

denotará um anel comutativo e K um corpo de caracteŕıstica zero.

Uma aplicação aditiva δ : R→ R é dita uma derivação de R se

δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b),

para todo a, b ∈ R. Não é dif́ıcil mostrar que δ(1) = 0 e δ(an) = nδ(a)an−1, para

todo inteiro n > 0 e a ∈ R. Se R é uma K-álgebra, dizemos que uma derivação δ é

uma K-derivação se δ(αa) = αδ(a), para todo α ∈ K e a ∈ R.

Exemplo 1.4.1. [40, Theorem 1.2.1] Sejam R = K[x1, . . . , xn] o anel de polinômios

sobre um anel K e ∂xi = ∂/∂xi a derivação parcial em relação a xi. Então toda

K-derivação de R é da forma

δ = a1∂x1 + · · ·+ an∂xn , onde a1, . . . , an ∈ R.

Seja I um ideal de R, dizemos que I é um δ-ideal (ou I é δ-estável) se δ(I) ⊆ I.

Por exemplo, os ideais triviais 0 e R são sempre δ-ideais. Um anel cujo os únicos

δ-ideais são os triviais diz-se δ-simples.

Proposição 1.4.2. Seja R um anel comutativo com uma derivação δ. Consideremos

I = 〈a1, . . . , as〉 um ideal finitamente gerado de R. Então, I é um δ-ideal se, e

somente se, δ(ai) ∈ I, para todo 0 ≤ i ≤ s.
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Demonstração: Suponhamos que I é um δ-ideal. Então, obviamente δ(ai) ∈ I,

para todo 0 ≤ i ≤ s. Reciprocamente, assumimos que δ(ai) ∈ I, para todo 0 ≤ i ≤ s.

Dado a =
∑s

i=1 riai ∈ I, temos que δ(a) =
∑s

i=1 δ(ri)ai +
∑s

i=1 riδ(ai) ∈ I, pois

ai, δ(ai) ∈ I. Portanto, I é um δ-ideal.

Exemplo 1.4.3. Seja R = K[x] com K-derivação δ. Então,

R é δ-simples se, e somente se, δ = α∂x, para algum α ∈ K \ {0}.

De fato, seja δ uma K-derivação de R. Então, pelo Exemplo 1.4.1, sabemos que

δ = a∂x, para algum a ∈ R. Suponhamos que R é δ-simples. Então, a 6= 0 e, assim,

I = Ra é um δ-ideal não nulo de R. Logo I = R e, portanto, a = α ∈ K \ {0}.

Reciprocamente, seja δ = α∂x com α ∈ K \ {0} e I um δ-ideal não nulo de R.

Sabemos que existe b ∈ R tal que I = Rb e deg(b) = n ≥ 0. Suponhamos, por

absurdo, que n ≥ 1. Como I é um δ-ideal de R, temos que δ(b) = cb, para algum

c ∈ R. Logo

deg(δ(b)) = deg(c) + deg(b) ≥ deg(b) = n.

Por outro lado, o fato de deg(δ(b)) = deg(α∂x(b)) implica que deg(δ(b)) = n−1, que

é um absurdo. Logo n = 0, ou seja, b = λ ∈ K \ {0} e, consequentemente, I = R.

Portanto, R é δ-simples.

O conjunto Rδ = {r ∈ R | δ(r) = 0} é um subanel de R, conhecido como

subanel de constantes de R.

Proposição 1.4.4. Seja R um anel comutativo com derivação δ. Se R é δ-simples,

então Rδ é um corpo.

Demonstração: Dado um elemento não nulo a ∈ Rδ, então δ(a) = 0 e Ra = R,

já que R é δ-simples e Ra é um δ-ideal não nulo de R. Logo, existe a−1 ∈ R. Assim

0 = δ(1) = δ(aa−1) = δ(a)a−1 + aδ(a−1) = aδ(a−1).
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Como a é invert́ıvel, δ(a−1) = 0 e, consequentemente, a−1 ∈ Rδ.

Dado I um ideal de R, é fácil verificar que o conjunto

(I : δ) = {r ∈ R | δn(r) ∈ I,∀n ≥ 0}

é um δ-ideal de R contido em I. Além disso, para qualquer δ-ideal J tal que J ⊆ I,

temos que J ⊆ (I : δ), isto é, (I : δ) é o maior δ-ideal de R contido em I. No caso

em que R é uma K-álgebra e P é um ideal primo de R, o seguinte resultado mostra

que (P : δ) também será um ideal primo de R.

Proposição 1.4.5. [14, Proposition 1.1] Seja R um anel com derivação δ. Se P é

um ideal primo de R e char(R/P ) = 0, então (P : δ) é primo.

Em geral, o resultado acima não ocorre quando char(R/P ) = p > 0. Por

exemplo, consideremos R = Z2[x, y] com a derivação δ = y∂x + x∂y e P = Rx.

Como char(R/P ) = 2, ht(P ) = 1 e P não é um δ-ideal, por [6, Proposition 5.3 (b)],

obtemos que (P : δ) = Rx2 e, consequentemente, (P : δ) não é primo em R.

O próximo resultado mostra que toda K-álgebra δ-simples é um domı́nio.

Proposição 1.4.6. Seja R uma K-álgebra com derivação δ. Se R é δ-simples,

então R é um domı́nio.

Demonstração: Seja P um ideal primo de R e consideremos o δ-ideal (P :

δ). Como R é δ-simples e (P : δ) ⊆ P ( R, obtemos que (P : δ) = 0. Como

char(R/P ) = 0 (pois R é uma K-álgebra) e P é primo, pela Proposição 1.4.5, segue

que (P : δ) = 0 é um ideal primo de R. Portanto, R é um domı́nio.

Um elemento não nulo a ∈ R é chamado elemento de Darboux com respeito a

δ se existir b ∈ R tal que δ(a) = ba. Por simplicidade, iremos nos referir a a apenas

como elemento de Darboux, sem mencionar a derivação δ, sempre que o contexto

for claro. Em outras palavras, a ∈ R é um elemento de Darboux se, e somente se,

Ra é um δ-ideal não nulo de R.
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O resultado abaixo mostra que, em um domı́nio de fatoração única (DFU), os

fatores irredut́ıveis de um elemento de Darboux também são elementos de Darboux.

Proposição 1.4.7. Sejam R um DFU que é uma K-álgebra com derivação δ e a

um elemento de Darboux. Então:

(1) Se a = pq e mdc(p, q) = 1, então p e q são elementos de Darboux;

(2) Se a = pn1
1 · · · pnss , onde cada pi é irredut́ıvel em R e ni > 0, então pi é um

elemento de Darboux, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração: (1) Seja b ∈ R tal que δ(a) = ba. Então bpq = ba = δ(a) =

δ(pq) = δ(p)q + pδ(q), de onde segue que δ(p)q = p(bq − δ(q)). Logo p | δ(p)q e,

como mdc(p, q) = 1, obtemos que p | δ(p), ou seja, p é um elementos de Darboux.

Analogamente, mostra-se que q é um elemento de Darboux.

(2) De (1) decorre que pnii é um elemento de Darboux, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Assim existe bi ∈ R tal que bip
ni
i = δ(pnii ) = nip

ni−1
i δ(pi). Logo, δ(pi) = n−1i bipi e,

portanto, pi é um elemento de Darboux, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Sejam R um anel comutativo com derivação δ e A um sistema multiplicativo

de R. Consideremos RA−1 o anel de frações de R com respeito a A e π : R→ RA−1

a aplicação canônica r 7→ r1−1. Então δ se estende de modo único a uma derivação

δA : RA−1 → RA−1 tal que πδ = δAπ. A derivação δA é definida por

δA
(
rx−1

)
= [δ(r)x− rδ(x)]x−2,

para todo rx−1 ∈ RA−1. Quando o contexto for claro, denotaremos δA simplesmente

por δ.

Proposição 1.4.8. Sejam R um anel comutativo com derivação δ e A um sistema

multiplicativo de R. Então:

(1) Se I é um δ-ideal de R, então IA−1 é um δ-ideal de RA−1;
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(2) Dado um ideal I de R, se IA−1 é um δ-ideal de RA−1 e I é A-saturado, então

I é um δ-ideal de R;

(3) Se R é δ-simples, então RA−1 também o é.

Demonstração: (1) Sabemos que IA−1 = {rx−1 | r ∈ I ex ∈ A} é um ideal de

RA−1 e δ(rx−1) = [δ(r)x − rδ(x)]x−2. Como I é um δ-ideal de R, temos que

δ(r)x, rδ(x) ∈ I e, consequentemente, δ(r)x− rδ(x) ∈ I. Portanto, δ(rx−1) ∈ IA−1.

(2) Suponhamos que IA−1 é um δ-ideal de RA−1 e vamos mostrar que δ(I) ⊆ I.

Com efeito, dado r ∈ I, temos que r1−1 ∈ IA−1 e δ(r)1−1 = δ(r1−1) ∈ IA−1, pois

IA−1 é um δ-ideal de RA−1. Como I é A-saturado, segue que δ(r) ∈ I e, portanto,

I é um δ-ideal de R.

(3) Seja I um δ-ideal próprio de RA−1. Então I = IA−1, para algum ideal

I de R tal que I ∩ A = ∅ e I é A-saturado. Pelo item (2), temos que I é um

δ-ideal de R. Como R é δ-simples e I 6= R (pois I ∩ A = ∅) segue que I = 0 e,

consequentemente, I = IA−1 = 0. Portanto, RA−1 é δ-simples.

Sejam R um anel com derivação δ e P um ideal de R. Dizemos que P é um

ideal δ-primo se P é um δ-ideal tal que P 6= R e para todo I e J δ-ideais de R tais

que IJ ⊆ P , temos que I ⊆ P ou J ⊆ P . O anel R é chamado δ-primo quando 0

for um ideal δ-primo.

Quando os ideais δ-primos de R são conhecidos, a seguinte proposição pode

nos ajudar a verificar a δ-simplicidade do anel de frações Rc, onde c ∈ R é um

elemento não divisor de zero.

Proposição 1.4.9. [14, Proposition 2.8] Sejam R um anel comutativo noetheriano

com derivação δ e c ∈ R um elemento não divisor de zero. Então, Rc é δ-simples

se, e somente se, existir n ∈ N tal que cn pertence a todos os ideais δ-primos não

nulos de R.
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É óbvio que, se P é um δ-ideal primo, então P é δ-primo. No caso em que R é

uma K-álgebra noetheriana, o próximo resultado nos mostra que os ideais δ-primos

de R são exatamente os ideais primos de R que são δ-ideais.

Proposição 1.4.10. [14, Corollary 1.4] Seja R um anel noetheriano com derivação

δ. Se P é um ideal δ-primo de R e char(R/P ) = 0, então P é um ideal primo de

R.

1.5 Anéis de Operadores Diferenciais

Seja R um anel com derivação δ. O anel de operadores diferenciais de R

com respeito a δ, conhecido também como skew anel de polinômios tipo derivação

e denotado por R[θ; δ], é um R-módulo à esquerda (e à direita) livre com base

{1, θ, θ2, . . .}. Os elementos de R[θ; δ] são polinômios na variável θ com coeficientes

em R. A adição é a usual de polinômios, mas a multiplicação se estende de R via a

regra θa = aθ+δ(a). Seja f =
∑n

i=0 aiθ
i um polinômio não nulo de R[θ; δ]. O inteiro

n é chamado grau de f e será denotado por deg(f). O elemento an é dito coeficiente

lider de f . Por convenção, dizemos que o grau do polinômio nulo de R[θ; δ] é −∞.

Além disso, se R é noetheriano (respec. domı́nio), então R[θ; δ] também o é

(ver [12, Theorem 2.6]) e vale as seguintes identidades:

θna =
n∑
i=0

(
n

i

)
δn−i(a)θi e aθn =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
θn−iδi(a) ∀ a ∈ R.

Os próximos resultados são propriedades elementares dos anéis de operadores

diferenciais, cujas demonstrações serão omitidas, porém podem ser encontradas em

[12]. A seguinte proposição mostra a relação entre os ideais de R e de R[θ; δ].

Proposição 1.5.1. [12, Lemma 3.18 e 3.19] Sejam R um anel e S = R[θ; δ]. Então:

(i) Se I é um ideal à esq. de R, então SI é um ideal à esq. de S e SI ∩R = I;

(ii) Se I é um δ-ideal de R, então SI = IS. Assim SI é um ideal de S;
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(iii) Se J é um ideal de S, então J ∩R é um δ-ideal de R;

(iv) Se R é um domı́nio comutativo tal que char (R) = 0, δ 6= 0 e J é um ideal não

nulo de S, então J ∩R 6= 0.

Se I é um δ-ideal de R, então δ induz uma derivação δ em R/I definida por

δ(a+ I) = δ(a) + I,

para todo a ∈ R. Neste caso, é fácil ver que S/SI ' R/I[θ; δ], onde S = R[θ; δ].

O próximo resultado nos fornece informações sobre os ideais primos de R[θ; δ],

assumindo que o anel R satisfaz certas condições.

Proposição 1.5.2. [12, Theorem 3.22] Sejam R uma Q-álgebra comutativa noethe-

riana com derivação δ e S = R[θ; δ]. Então:

(i) Se Q é um δ-ideal primo de R, então SQ é um ideal primo de S;

(ii) Se P é um ideal primo de S, então P ∩ R é um δ-ideal primo de R. Mais

ainda, se Q = P ∩R, então ou P = SQ ou δ(R) ⊆ Q. No último caso, tem-se

que S/SQ e S/P são anéis comutativos.

Finalizamos esta seção apresentando informações sobre a simplicidade deR[θ; δ].

Uma derivação δ de R é dita interna se existir a ∈ R tal que δ(r) = ar − ra,

para todo r ∈ R.

Teorema 1.5.3. [12, Theorem 2.1] Seja R uma Q-álgebra com derivação δ. Então,

R[θ; δ] é um anel simples se, e somente se, δ não é interna e R é δ-simples.

Notemos que, se R é comutativo, então δ é interna se, e somente se, δ = 0.

Logo, R[θ; δ] é um anel simples se, e somente se, δ 6= 0 e R é δ-simples.
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Caṕıtulo 2

Anéis δ-simples

O objetivo principal deste caṕıtulo é dar uma resposta para a seguinte questão:

dado um domı́nio noetheriano δ-simples R, sob quais condições R[θ; δ] satisfaz (�)?

Na primeira seção, obtemos condições suficientes para a existência de extensões

essenciais ćıclicas não artinianas de R[θ; δ]-módulos simples quando K.dim(R) > 1

e R é δ-simples (Teorema 2.1.8). No caso em que K.dim(R) ≤ 1 e R é δ-simples,

mostramos que R[θ; δ] satisfaz (�) (Proposição 2.1.10). Na segunda seção, aplicamos

os resultados obtidos nos casos em que R é um DFU ou um K-domı́nio afim. Para

tais anéis, obtemos uma descrição completa de quando R[θ; δ] satisfaz (�), desde

que R seja também δ-simples (Teorema 2.2.2). Na última seção, mostramos que,

se R é δ-simples e δ é localmente nilpotente simultaneamente, então K.dim(R) ≤

K.dim(R[θ; δ]) ≤ 1 (Proposição 2.3.4).

2.1 Resultados Gerais

Nesta seção, K denotará um corpo de caracteŕıstica zero, R um anel comu-

tativo e δ uma derivação de R. Iniciamos mostrando alguns lemas que serão úteis

para a construção de extensões essenciais ćıclicas não artinianas de R[θ; δ]-módulos

simples.

Lema 2.1.1. Sejam R um domı́nio com derivação δ e S = R[θ; δ]. Se x ∈ R \ {0},

então R ∩ Sθx = 0.
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Demonstração: Se tivéssemos a = (
∑n

i=0 biθ
i)θx ∈ R ∩ Sθx com o coeficiente

lider bn 6= 0, então teŕıamos

a =
n∑
i=0

biθ
i+1x

= bnθ
n+1x+

n−1∑
i=0

biθ
i+1x

= bnxθ
n+1 + g,

onde g ∈ S e deg(g) < n + 1. Comparando os coeficientes em θ, obtemos bnx =

0. Como R é um domı́nio, segue que x = 0, contradizendo a hipótese. Logo,∑n
i=0 biθ

i = 0 e, portanto, a = 0.

Lema 2.1.2. Sejam R um K-domı́nio com derivação δ e S = R[θ; δ]. Suponhamos

que existe x ∈ R tal que δ(x) é invert́ıvel em R ou x é um elemento primo que não

é de Darboux. Se f =
∑n

i=0 aiθ
i ∈ S \ {0} e x - an, então existe r ∈ R \ {0} tal que

xn+1f − rx ∈ Sθx.

Demonstração: Usaremos indução sobre n = deg(f). Se n = 0, então f = a0 ∈

R \ {0} e podemos considerar r = a0 6= 0. Logo

x0+1f − rx = xa0 − a0x = 0 ∈ Sθx.

Suponhamos n > 0 e que o resultado é verdadeiro para todo g ∈ S tal que

deg(g) < n. Temos

xn+1f = xn+1

(
n∑
i=0

aiθ
i

)
= xn+1(anθ

n + an−1θ
n−1 + g1),

para algum g1 ∈ S tal que deg(g1) < n− 1. Então

xn+1f = xn[an(xθn) + xan−1θ
n−1 + xg1]

= xn[an(θnx− nδ(x)θn−1 + g2) + xan−1θ
n−1 + xg1],

28



para algum g2 ∈ S tal que deg(g2) < n− 1 e, consequentemente,

xn+1f = (xnanθ
n−1)θx+ xn[(xan−1 − nanδ(x))θn−1 + ang2 + xg1︸ ︷︷ ︸

deg<n−1

].

Se x - an e δ(x) é invert́ıvel em R, então x - nδ(x)an, pois nδ(x) é invert́ıvel em R.

Logo, x - (xan−1 − nanδ(x)). Por outro lado, se x - an e x é um elemento primo tal

que x - δ(x), então x - nδ(x)an e, consequentemente, x - (xan−1 − nanδ(x)).

Usando a hipótese de indução, podemos escrever

xn[(xan−1 − nanδ(x))θn−1 + ang2 + xg1] = hθx+ rx,

para algum h ∈ S e r ∈ R \ {0}. Logo

xn+1f = (xnanθ
n−1)θx+ xn[(xan−1 − nanδ(x))θn−1 + ang2 + xg1]

= (xnanθ
n−1)θx+ hθx︸ ︷︷ ︸
∈Sθx

+rx

e, portanto, xn+1f − rx ∈ Sθx com r ∈ R \ {0}.

Lema 2.1.3. Sejam R um K-domı́nio com derivação δ e S = R[θ; δ]. Se existe

x ∈ R tal que δ(x) é invert́ıvel em R ou x é um elemento primo que não é de

Darboux, então S/Sθx é uma extensão essencial do S-módulo Sx/Sθx.

Demonstração: Seja U um S-submódulo à esquerda não nulo de S/Sθx. Vamos

mostrar que U ∩ (Sx/Sθx) 6= 0. Escolha um elemento f + Sθx ∈ U não nulo de

grau mı́nimo entre os elementos não nulos de U . Escrevamos f =
∑n

i=0 aiθ
i.

Se n = 0, então f = a0 ∈ R \ {0}. Assim xf = xa0 ∈ Sx \ Sθx, pois

xa0 ∈ R \ {0} e, pelo Lema 2.1.1, R ∩ Sθx = 0. Logo

0 6= xf + Sθx ∈ U ∩ (Sx/Sθx)

e, portanto, U ∩ (Sx/Sθx) 6= 0.
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Se n > 0, então x - an. Suponhamos o contrário, então an = bx para algum

b ∈ R e

f = anθ
n + g1,

onde g1 ∈ S e deg(g1) < n. Assim

f = b(xθn) + g1

= b(θnx+ g2) + g1,

onde g2 ∈ S e deg(g2) < n. Logo

f = (bθn−1)θx+ bg2 + g1.

Isto mostra que 0 6= f + Sθx = (bg2 + g1) + Sθx ∈ U com deg(bg2 + g1) < n,

contrariando a minimalidade de n. Portanto, x - an.

Agora, pelo Lema 2.1.2, existe r ∈ R \ {0} tal que xn+1f − rx ∈ Sθx. Logo

xn+1f + Sθx = rx+ Sθx ∈ U ∩ (Sx/Sθx).

Notemos que rx + Sθx 6= 0, pois, se rx ∈ Sθx, teŕıamos que rx ∈ R ∩ Sθx com

rx 6= 0, contrariando o Lema 2.1.1. Disso, conclúımos que U ∩ (Sx/Sθx) 6= 0, como

queŕıamos mostrar.

Agora, enunciaremos dois resultados de Goodearl e Warfield [13] que nos aju-

dam a construir R[θ; δ]-módulos à esquerda não artinianos.

Proposição 2.1.4. [13, Proposition 2.7] Sejam R um anel comutativo noetheriano

com derivação δ e S = R[θ; δ]. Seja P um ideal primo não maximal de R tal que

K.dim (R/P ) é finita e definamos

m = max{K.dimS(S/SQ) |Q ∈ Spec(R) e Q ) P}.

Então K.dimS(S/SP ) = m+ 1.

Inicialmente, notemos que, no caso de domı́nios de dimensão de Krull 1, essa

proposição somente se aplica ao ideal nulo, pois todo ideal primo não nulo é maximal.
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Observação 2.1.5. Sejam R um anel com derivação δ e S = R[θ; δ]. O anel R

torna-se um S-módulo à esquerda com a ação(
n∑
i=0

aiθ
i

)
· b =

n∑
i=0

aiδ
i(b),

para todo b ∈ R e
∑n

i=0 aiθ
i ∈ S. Também, a aplicação φ : S → R, definida por

φ

(
n∑
i=0

aiθ
i

)
=

(
n∑
i=0

aiθ
i

)
· 1 = a0,

é um epimorfismo de S-módulos à esquerda com ker(φ) = Sθ. Disso, segue que

S/Sθ ' SR, como S-módulos à esquerda, e os S-submódulos de S/Sθ são precisa-

mente os δ-ideais à esquerda de R.

Sejam R um anel comutativo noetheriano com derivação δ e S = R[θ; δ]. Como

em [13], definimos a δ-dimensão de Krull de R, que será denotada por δ-K.dim(R),

como sendo a dimensão de Krull de SR, com a estrutura de S-módulo à esquerda

definida acima, isto é,

δ-K.dim(R) = K.dimS(R).

Proposição 2.1.6. [13, Proposition 4.2] Sejam R um anel comutativo noetheriano

com derivação δ, P um ideal primo de R e S = R[θ; δ]. Se δ-K.dim(R) é finita e

K.dim(R/P ) é infinita, então K.dimS(S/SP ) = K.dim(R/P ).

Utilizando os resultados de [13], obtemos o seguinte.

Lema 2.1.7. Sejam R um K-domı́nio noetheriano com derivação δ e S = R[θ; δ].

Se R é δ-simples e P é um ideal primo não maximal de R, então S/SP é um

S-módulo à esquerda não artiniano.

Demonstração: Primeiro, suponhamos que K.dim(R/P ) é finita. Uma vez que P

é um ideal primo não maximal, existe um ideal maximal M de R contendo P . Note-

mos que SM é um ideal à esquerda próprio de S, pois, caso contrário, teŕıamos que
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1 ∈ SM ∩ R = M , o que não pode ocorrer. Logo S/SM 6= 0 e, consequentemente,

K.dimS(S/SM) ≥ 0. Disso, segue que

m = max{K.dimS(S/SQ) | Q ∈ Spec(R) e Q ) P} ≥ 0.

Pela Proposição 2.1.4, obtemos que K.dimS(S/SP ) = m+ 1 ≥ 1 e, portanto, S/SP

não é artiniano.

Agora, assumimos que K.dim(R/P ) é infinita. Como R é δ-simples, temos que

SR é simples, pois os S-submódulos de R são exatamente os δ-ideais de R. Logo,

δ-K.dim(R) = K.dimS(R) = 0. Pela Proposição 2.1.6, segue que K.dimS(S/SP ) =

K.dim(R/P ) é infinita. Portanto, S/SP não é artiniano.

O seguinte resultado fornece condições suficientes para obtermos extensões

essenciais ćıclicas não artinianas de R[θ; δ]-módulos simples quando R é δ-simples.

Teorema 2.1.8. Seja R um K-domı́nio noetheriano com derivação δ tal que R é

δ-simples. Se existe x ∈ R satisfazendo as seguintes condições:

(1) existe um ideal primo não maximal P ⊆ R tal que x ∈ P e

(2) δ(x) é invert́ıvel em R ou x é um elemento primo em R,

então S = R[θ; δ] não satisfaz (�).

Demonstração: Primeiro, notemos que x não é um elemento de Darboux, caso

contrário, Rx seria um δ-ideal não trivial de R, contrariando o fato de R ser δ-

simples. Como δ(x) é invert́ıvel em R ou x é um elemento primo não Darboux, pelo

Lema 2.1.3, segue que S/Sθx é uma extensão essencial de Sx/Sθx, como S-módulos

à esquerda.

Além disso, usando o fato de R ser δ-simples e a Observação 2.1.5, obtemos

que S/Sθ ' Sx/Sθx é um S-módulo à esquerda simples.
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Agora, como P é um ideal primo não maximal e R é δ-simples, pelo Lema

2.1.7, obtemos que S/SP é um S-módulo à esquerda não artiniano. Uma vez que

x ∈ P , obtemos Sθx ⊆ SP ⊆ S e, consequentemente,

S/SP ' S/Sθx

SP/Sθx
.

Então, o fato de S/SP não ser artiniano implica que S/Sθx não é artiniano.

Logo S/Sθx é uma extensão essencial ćıclica não artiniana do S-módulo simples

Sx/Sθx e, portanto, S não satisfaz (�).

Cabe ressaltarmos que as condições (1) e (2) do Teorema 2.1.8 exigem que

R tenha dimensão de Krull > 1. Finalizaremos esta seção mostrando que R[θ; δ]

satisfaz (�) quando R é δ-simples e K.dim(R) ≤ 1. Mas antes, apresentamos o

seguinte resultado de Goodearl e Warfield [13], que nos ajuda a calcular a dimensão

de Krull de R[θ; δ].

Teorema 2.1.9. [13, Theorem 2.10] Sejam R um anel comutativo noetheriano

de dimensão de Krull finita e δ uma derivação de R. Se K.dim(R) = n, então

K.dim(R[θ; δ]) = n+ 1 a menos que, para qualquer ideal maximal M de R de altura

n, δ(M) *M e char(R/M) = 0, neste caso K.dim(R[θ; δ]) = n.

Proposição 2.1.10. Seja R um domı́nio noetheriano livre de Z-torção com de-

rivação δ tal que R é δ-simples. Se K.dim(R) ≤ 1, então R[θ; δ] satisfaz (�).

Demonstração: Suponhamos primeiro que K.dim(R) = 0. Neste caso, 0 é um

ideal maximal de R que é um δ-ideal. Aplicando o Teorema 2.1.9, obtemos que

K.dim(R[θ; δ]) = 1. Assumimos agora que K.dim(R) = 1. Dado um ideal maxi-

mal qualquer M de R, como R é δ-simples, temos que δ(M) * M . Além disso,

char(R/M) = 0, pois se char(R/M) = p > 0, então Rp ⊆ M seria um δ-ideal

não nulo (lembre-se que R é livre de Z-torção). Pelo Teorema 2.1.9, segue que

K.dim(R[θ; δ]) = K.dim(R) = 1. Logo, em ambos os caso, temos que R[θ; δ] é um
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domı́nio (e, assim, é semiprimo) noetheriano de dimensão de Krull 1 e, consequen-

temente, R[θ; δ] satisfaz (�) (ver Exemplo (4) da Seção 1.3.3).

2.2 DFU e Domı́nios Afins

Nesta seção, K denotará um corpo de caracteŕıstica zero e R um anel comu-

tativo. Nosso objetivo agora é aplicar os resultados da seção anterior para o caso em

que R é um DFU ou um K-domı́nio afim, de modo a caracterizar os anéis de ope-

radores diferenciais simples R[θ; δ] que satisfazem (�). Antes, relembremos alguns

fatos de álgebra comutativa.

Uma sequência (x1, . . . , xs) de elementos de R é chamada sequência regular em

R se as seguintes condições são satisfeitas:

(1) 〈x1, . . . , xs〉 6= R;

(2) x1 não é divisor de zero em R e a imagem de xi não é divisor de zero em

R/〈x1, . . . , xi−1〉, para cada i = 2, . . . , s.

Uma sequência regular (x1, . . . , xs) em R é dita maximal se a sequência (x1, . . . , xs, x)

não é regular, para todo x ∈ R. Se R é noetheriano, então existem sequências

regulares maximais em R (ver [26, Theorem 120]) e, além disso, se I é um ideal

próprio de R, então todas as sequências regulares maximais contidas em I têm

sempre o mesmo número de elementos (ver [26, Theorem 121]). Sejam R um anel

noetheriano e I um ideal próprio de R. Definimos a profundidade de I e, denotamos

por G(I), o número de elementos de uma sequência regular maximal contida em

I. Em geral, temos que G(I) ≤ ht(I) (ver [26, Theorem 132]). Um anel R é

chamado anel de Cohen-Macaulay se R é noetheriano e G(M) = ht(M), para todo

M ∈ Max(R).

Dizemos que R é um anel local regular se R é um anel local noetheriano com

ideal maximal M tal que o número mı́nimo de geradores de M é igual a dimensão de
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Krull de R. Neste caso, qualquer conjunto de geradores minimal para M forma uma

sequência regular e, portanto, G(M) = ht(M) (ver [26, Theorem 136]). Isto mostra

que todo anel local regular é um anel de Cohen-Macaulay. Dizemos que um anel R

é regular se R é noetheriano e RP é um anel local regular, para todo P ∈ Spec(R).

O seguinte resultado será útil aos nossos propósitos.

Teorema 2.2.1. [9, Theorem 2] Seja R um K-domı́nio afim e I um ideal de R.

Então I tem um conjunto gerador minimal com a propriedade que cada um de seus

subconjuntos com cardinalidade menor que G(I) gera um ideal primo.

Estamos agora em condições de apresentar o resultado principal desta seção.

Teorema 2.2.2. Seja R uma K-álgebra tal que R é um DFU noetheriano ou um

domı́nio afim, com derivação δ, tal que R é δ-simples. Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, K.dim(R) ≤ 1.

Demonstração: (⇒) Suponhamos primeiro que R é um DFU e K.dim(R) > 1.

Então R contém um ideal primo não nulo e não maximal P . Como R é um DFU e

P é um ideal primo não nulo, então, por [26, Theorem 5], P contém um elemento

primo. Desse modo, aplicando o Teorema 2.1.8, obtemos que R[θ; δ] não satisfaz

(�).

Assumimos agora que R é um domı́nio afim e K.dim(R) = n > 1. Considere-

mos M um ideal maximal de R tal que ht(M) = n. Como R é uma álgebra afim

δ-simples, então, por [15, Theorem 1], segue que R é um anel regular. Assim RM é

um anel local regular e, portanto, é um anel de Cohen-Macaulay. Disso, conclúımos

que

G(MM) = ht(MM) = ht(M) = n.

Por [26, Theorem 135], obtemos que

G(M) = G(MM) = n > 1.
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Agora, aplicando o Teorema 2.2.1, segue que M tem um conjunto gerador minimal

{p1, . . . , pm} tal que {pi} gera um ideal primo, para todo 1 ≤ i ≤ m (poisG(M) > 1).

Sejam x = pk, para algum 1 ≤ k ≤ m e P = Rx. Pelo Teorema do Ideal Principal

(ver [10, Theorem 10.2]), temos que 1 < ht(M) ≤ m e, portanto, P (M . Uma vez

que x é um elemento primo e P = Rx é um ideal primo não maximal de R segue,

pelo Teorema 2.1.8, que R[θ; δ] não satisfaz (�).

(⇐) Segue da Proposição 2.1.10.

O resultado acima tem a seguinte consequência imediata.

Corolário 2.2.3. Sejam R = K[x1, . . . , xn] ou K[x±11 , . . . , x±1n ] com derivação δ tal

que R é δ-simples. Então, R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, n = 1.

Vejamos alguns exemplos de DFU de dimensão de Krull 1 que são δ-simples.

Exemplo 2.2.4. (1) O anel polinomial K[x] com a K-derivação δ = α∂x, onde

α ∈ K \ {0}, é δ-simples (ver Exemplo 1.4.3).

(2) O anel de séries de potências formais K[[x]] com a K-derivação δ = α∂x,

onde α ∈ K \ {0}, é δ-simples. De fato, sejam I um δ-ideal não nulo de K[[x]] e

a =
∑∞

i=n λix
i ∈ I com λn 6= 0. Como δn(I) ⊆ I, temos que

δn(a) = δn

(
λnx

n +
∞∑

i=n+1

λix
i

)

= λnδ
n(xn) +

∞∑
i=n+1

λiδ
n(xi)

= λnn! +
∞∑

i=n+1

λi
i!

(i− n)!
xi−n ∈ I.

Notemos que λnn! 6= 0 e, assim, δn(a) ∈ I é invert́ıvel em K[[x]]. Logo I = R.

(3) Consideremos o anel local K[x]〈x〉. Como K[x] é δ-simples com a K-

derivação δ = α∂x, onde α ∈ K \ {0}, pela Proposição 1.4.8 (3), temos que K[x]〈x〉

é δ-simples.
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Na literatura, podemos encontrar vários exemplos de DFU δ-simples de di-

mensão de Krull > 1.

Exemplo 2.2.5. (1) O anel de polinômios K[x, y] com a K-derivação

δ = ∂x + (ys + px+ q)∂y,

onde s ≥ 2, p, q ∈ K e p 6= 0, é δ-simples (ver [39, Teorema 2]).

(2) O anel de polinômios K[x, y] com a K-derivação

δ = yr∂x + (ysxt + c)∂y,

onde r ≥ 0, s, t ≥ 1 e c ∈ K \ {0}, é δ-simples (ver [27, Theorem 6.8]).

(3) Consideremos o anel de polinômios K[x1, . . . , xn] com n > 2 e K-derivação

δ = (1− x1x2)∂x1 + x31∂x2 +
n∑
i=3

xi−1∂xi .

Então K[x1, . . . , xn] é δ-simples (ver [40, Exemplo 13.4.1]).

(4) Consideremos o anel de polinômios K[x1, . . . , xn] com a K-derivação

δ = ∂x1 +
n∑
i=2

(xi−1xi + 1)∂xi ou δ = ∂x1 +
n∑
i=2

(x2i−1xi + xi−1)∂xi .

Então K[x1, . . . , xn] é δ-simples (ver [40, Exemplo 13.4.3]).

(5) Consideremos o C-domı́nio afim

R = C[x1, x2, y1, y2]/〈x21 + y21 − 1, x22 + y22 − 1〉

com a C-derivação

δ = ay1∂x1 − ax1∂y1 + by2∂x2 − bx2∂y2 ,

onde a/b é um número irracional. Então R é δ-simples (ver [1, Teorema 2.5.9]).

Neste exemplo, temos que R ' C[t1, t
−1
1 , t2, t

−1
2 ] via o isomorfismo

x1 + iy1 7→ t1, x1 − iy1 7→ t−11 ,
x2 + iy2 7→ t2, x2 − iy2 7→ t−12 .
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(6) O anel local K[x, y]〈x,y〉 com a K-derivação

δ = ∂x + (βyn + 1)∂y,

onde n > 0 e β ∈ Q \ {0}, é δ-simples (ver [2, Proposition 3.3]).

Finalizaremos esta seção com aplicações do teorema acima para domı́nios afins.

Exemplo 2.2.6. Seja R = K[x, y]/〈x2 + y2− 1〉 com a K-derivação δ = y∂x− x∂y.

Então, R é δ-simples (ver [47, Example 2.5]). Além disso, notemos que R é um

K-domı́nio afim de dimensão de Krull 1. Aplicando o Teorema 2.2.2, conclúımos

que R[θ; δ] satisfaz (�).

Exemplo 2.2.7. Seja R = K[x, y, z]/〈x2 + yz − 1〉 com a K-derivação

δ = (x2y − z)∂x + 2x∂y − 2x3∂z.

Então, R é δ-simples (ver [1, Theorem 2.5.23]). Como R é um K-domı́nio afim de

dimensão de Krull > 1, pelo Teorema 2.2.2, temos que R[θ; δ] não satisfaz (�).

2.3 Nilpotência Local e Simplicidade

Uma derivação δ é dita localmente nilpotente se, para todo a ∈ R, existe

k ∈ N tal que δk(a) = 0. Consideremos o anel de polinômios K[x1, . . . , xn] com

uma K-derivação δ. Dizemos que δ é uma derivação triangular de K[x1, . . . , xn] se

δ(x1) ∈ K e δ(xi) ∈ K[x1, . . . , xi−1], para todo i > 1. Assim, é fácil ver que as

derivações triangulares são localmente nilpotentes.

Carvalho, Hatipoğlu e Lomp [3] estudaram a propriedade (�) emR[θ; δ], quando

R é uma K-álgebra afim e δ é uma K-derivação localmente nilpotente, obtendo o

seguinte resultado.

Proposição 2.3.1. [3, Proposition 2.1] Sejam K um corpo algebricamente fechado

de caracteŕıstica zero e R uma K-álgebra afim comutativa com K-derivação δ. Se

δ é localmente nilpotente, então R[θ; δ] satisfaz (�).
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Vimos na seção anterior que, quando R é δ-simples, a propriedade (�) em

R[θ; δ] está relacionada com a dimensão de Krull de R. Disso, nasce a seguinte

questão: o que acontece se R é δ-simples e a derivação δ é localmente nilpotente

simultaneamente?

Nesta seção, veremos que este caso só aparece quando

K.dim(R) ≤ K.dim(R[θ; δ]) ≤ 1.

Sejam K ⊂ L uma extensão de corpos e B ⊂ L um subconjunto de L. Então B

é uma base de transcendência para L sobre K se B é algebricamente independente

sobre K e L é algébrico sobre o subcorpo K(B). Se existe uma base de trans-

cendência finita de L sobre K, podemos mostrar que quaisquer duas bases trans-

cendência têm o mesmo número de elementos (ver [43, Corollary 12.53]). Então, o

número de elementos de uma base de transcendência de L sobre K é chamado grau

de transcendência de L sobre K e denotamos por tr.degK(L).

Dado R um K-domı́nio afim e F(R) o seu corpo de frações, temos que a

dimensão de Krull de R coincide com o grau de transcendência de F(R) sobre K,

ou seja, K.dim(R) = tr.degK(F(R)) (ver [43, Corollary 14.29]). Em geral, temos o

seguinte lema, cuja prova é devida a Manuel Reyes em MathOverflow [41]. Uma vez

que não estávamos cientes de qualquer referência para ele na literatura, reproduzimos

a sua demonstração aqui.

Lema 2.3.2. [41] Se R é um K-domı́nio, então K.dim(R) ≤ tr.degK(F(R)).

Demonstração: Seja P0 ( P1 ( . . . ( Pm uma cadeia estritamente ascendente de

ideais primos de R, vamos mostrar que m ≤ tr.degK(F(R)). Para i ∈ {1, . . . ,m},

consideremos os elementos xi ∈ Pi \ Pi−1.

Seja R′ ⊆ R a K-subálgebra gerada por {x1, . . . , xm} e definamos Qi = R′∩Pi,

para todo 0 ≤ i ≤ m. Notemos que Q0 ( Q1 ( . . . ( Qm é uma cadeia estritamente

ascendente de ideais primos de R′, pois xi ∈ Qi \Qi−1.
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Além disso, como R′ é uma K-álgebra afim, por [43, Corollary 14.29], se-

gue que K.dim(R′) = tr.degK(F(R′)). Uma vez que F(R′) ⊆ F(R), temos que

tr.degK(F(R′)) ≤ tr.degK(F(R)). Portanto, m ≤ K.dim(R′) = tr.degK(F(R′)) ≤

tr.degK(F(R)).

Lema 2.3.3. [32, Lemma 4] Seja R um domı́nio com derivação não nula δ. Se δ é

localmente nilpotente, então tr.degRδ(F(R)) = 1.

Proposição 2.3.4. Seja R um domı́nio noetheriano livre de Z-torção de dimensão

de Krull finita com derivação δ. Se R é δ-simples e δ é localmente nilpotente, então

K.dim(R) ≤ K.dim(R[θ; δ]) ≤ 1.

Demonstração: Primeiro, suponhamos que R é um corpo. Neste caso, 0 é um

ideal maximal de R que é um δ-ideal. Aplicando o Teorema 2.1.9, obtemos que

K.dim(R[θ; δ]) = 1. Logo, 0 = K.dim(R) < K.dim(R[θ; δ]) = 1.

Agora, assumimos que R não é um corpo. Dado um ideal maximal qualquer

M de R, como R é δ-simples, obtemos que δ(M) *M . Além disso, o fato de R ser

livre de Z-torção implica char(R/M) = 0, tal como na demonstração da Proposição

2.1.10. Aplicando o Teorema 2.1.9, segue que K.dim(R) = K.dim(R[θ; δ]).

Consideremos Rδ o subanel de constantes de R. Como R é δ-simples, pela

Proposição 1.4.4, temos que Rδ é um corpo. Definamos K = Rδ, assim R é um

K-domı́nio e, pelo Lema 2.3.2, obtemos K.dim(R) ≤ tr.degK(F(R)).

Agora, usando o fato de δ ser localmente nilpotente e K = Rδ, do Lema 2.3.3

segue que tr.degK(F(R)) = 1.

Portanto, K.dim(R[θ; δ]) = K.dim(R) ≤ tr.degK(F(R)) = 1, como queŕıamos

provar.
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Caṕıtulo 3

Anéis δ-primitivos

Neste caṕıtulo, K sempre denotará um corpo de caracteŕıstica zero e R um

anel comutativo com derivação δ. Dizemos que um anel R é δ-primitivo se R possui

um ideal maximal que não contém δ-ideais não nulos. O objetivo principal deste

caṕıtulo é fornecer condições necessárias e suficientes para que R[θ; δ] satisfaça (�)

quando R é δ-primitivo. Em [3], Carvalho, Hatipoğlu e Lomp iniciaram o estudo

da propriedade (�) em R[θ; δ] no caso em que R é δ-primitivo. Em particular, eles

mostraram o seguinte.

Teorema 3.0.1. [3, Theorem 3.5] Seja R um domı́nio comutativo noetheriano livre

de Z-torção com derivação não nula δ tal que R é δ-primitivo. Se R[θ; δ] satisfaz

(�), então R é δ-simples.

Este caṕıtulo está organizado em duas seções. Na primeira, estudamos a pri-

mitividade dos anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] sobre um K-domı́nio afim R.

Em particular, mostramos que R[θ; δ] é primitivo se, e somente se, δ 6= 0 e R é

δ-primitivo (Teorema 3.1.2). Como consequência, obtemos uma caracterização para

os anéis de operadores diferenciais primitivos que satisfazem (�) (Corolário 3.1.3).

Na segunda seção, caracterizamos a propriedade (�) em R[θ; δ] quando R é

um K-domı́nio afim de dimensão de Krull 1 (Teorema 3.2.4). Como aplicação,

descreveremos os anéis de operadores diferenciais sobre o anel de Laurent K[x, x−1]

que satisfazem (�) (Teorema 3.2.7). Além disso, apresentaremos um exemplo de

um anel de operadores diferenciais R[θ; δ] satisfazendo (�) onde a derivação δ não é
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localmente nilpotente (Exemplo 3.2.8).

3.1 Primitividade de R[θ; δ]

Um anel R é dito um δ-G-anel se R é δ-primo e a interseção de todos os ideais

δ-primos não nulos de R é não nula. Estes anéis são usados em [14], por Goodearl

e Warfield, para caracterizar os anéis de operadores diferenciais primitivos, como

mostra o seguinte.

Teorema 3.1.1. [14, Theorem 3.7] Seja R um anel comutativo noetheriano livre de

Z-torção com derivação δ. Então, R[θ; δ] é primitivo se, e somente se, δ 6= 0 e, ou

R é δ-primitivo, ou R é um δ-G-anel.

O resultado acima pode ser melhorado no caso em que R é um K-domı́nio

afim.

Teorema 3.1.2. Seja R um K-domı́nio afim com derivação δ. Se R é um δ-G-anel,

então R é δ-primitivo. Consequentemente,

R[θ; δ] é primitivo se, e somente se, δ 6= 0 e R é δ-primitivo.

Demonstração: Suponhamos que R é um δ-G-anel e não é δ-primitivo. Então,

dado um ideal maximal qualquer M de R, existe um δ-ideal não nulo I tal que

M ⊇ I. Consideremos (M : δ) o maior δ-ideal contido em M . Notemos que

(M : δ) 6= 0, pois (M : δ) ⊇ I 6= 0. Como R é uma K-álgebra, então char(R/M) = 0

e, pela Proposição 1.4.5, (M : δ) é um ideal primo de R. Logo,

0 6=
⋂
{P / R |P é δ-primo não nulo} ⊆

⋂
M ∈Max(R)

(M : δ)

⊆
⋂

M ∈Max(R)

M = J (R).
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Mas, como R é um K-domı́nio afim, por [28, Theorem 5.3], temos J (R) = 0, que é

uma contradição. Portanto, R é δ-primitivo.

A última afirmação é agora uma consequência do Teorema 3.1.1.

Apresentamos agora algumas consequências dos resultados obtidos até aqui

juntamente com o Teorema 3.0.1. A primeira delas caracteriza os anéis de operadores

diferenciais primitivos que satisfazem (�).

Corolário 3.1.3. Sejam R um K-domı́nio afim e δ uma derivação de R tal que

R[θ; δ] é primitivo (ou equivalentemente, R é δ-primitivo). Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-simples e K.dim(R) ≤ 1.

Demonstração: (⇒) Suponhamos que R[θ; δ] satisfaz (�). Como R[θ; δ] é pri-

mitivo, pelo Teorema 3.1.2, temos que δ 6= 0 e R é δ-primitivo. Agora, usando o

Teorema 3.0.1, segue que R é δ-simples e, além disso, o Teorema 2.2.2 implica que

K.dim(R) ≤ 1.

(⇐) Segue do Teorema 2.2.2.

Como consequência imediata do Corolário 3.1.3, temos o seguinte.

Corolário 3.1.4. Seja R = K[x1, . . . , xn] ou K[x±11 , . . . , x±1n ] com derivação δ tal

que R[θ; δ] é primitivo. Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-simples e n = 1.

Corolário 3.1.5. Sejam K um corpo algebricamente fechado, R um K-domı́nio

afim e S = R[θ; δ]. Se δ é uma derivação localmente nilpotente de R, então todos

os quocientes primitivos de S possuem dimensão de Krull ≤ 1.

Demonstração: Suponhamos que δ é uma derivação localmente nilpotente de R.

Então, segue da Proposição 2.3.1 que S satisfaz (�). Pela Observação 1.3.8, o mesmo
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ocorre com os seus quocientes primitivos. Dado um ideal primitivo qualquer P de

S, pela Proposição 1.5.2 (ii), ou P = S(P ∩R) ou S/P é comutativo. O último caso

implica que S/P é um corpo e, assim, K.dim(S/P) = 0. Se P = S(P ∩ R), então

S/P = S/S(P ∩R) = R/(P ∩R)[θ; δ], onde δ é a derivação de R/(P ∩R) induzida

por δ. Como R/(P ∩R)[θ; δ] é primitivo e satisfaz (�), segue do Corolário 3.1.3 que

R/(P ∩R) é δ-simples e K.dim(R/(P ∩R)) ≤ 1. Agora, aplicando o Teorema 2.1.9,

conclúımos que K.dim(R/(P ∩R)[θ; δ]) = K.dim(R/(P ∩R)) ≤ 1.

3.2 Domı́nios de Dimensão de Krull 1

Nesta seção, analisamos a propriedade (�) em R[θ; δ] sobre um domı́nio R de

dimensão de Krull 1. Começamos a mostrar, que neste caso, a rećıproca do Teorema

3.0.1 ocorre.

Corolário 3.2.1. Sejam R um domı́nio noetheriano livre de Z-torção de dimensão

de Krull ≤ 1 e δ uma derivação não nula de R tal que R é δ-primitivo. Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-simples.

Demonstração: Segue da Proposição 2.1.10 e do Teorema 3.0.1.

O próximo resultado apresenta uma condição suficiente para que um anel R

de dimensão de Krull 1 seja δ-primitivo.

Proposição 3.2.2. Sejam R um K-domı́nio de dimensão de Krull 1 e δ uma de-

rivação de R. Se existir um ideal maximal M de R que não é um δ-ideal, então R

é δ-primitivo.

Demonstração: Seja M um ideal maximal de R tal que δ(M) * M . Vamos

mostrar que M não contém δ-ideais não nulos. Suponhamos, por absurdo, que

existe um δ-ideal não nulo I tal que I ⊆ M e consideremos (M : δ) o maior δ-ideal
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contido em M . Como M não é um δ-ideal, temos que (M : δ) (M . Assim

0 ( I ⊆ (M : δ) (M.

Mas, como M é primo e char(R/M) = 0 (pois R é uma K-álgebra), pela Proposição

1.4.5, obtemos que (M : δ) é primo. Logo, ht(M) > 1, contradizendo a hipótese.

O seguinte lema é conhecido da literatura e sua demonstração pode ser obtida

em [1, Theorem 2.3.8] ou [13, Corollary 2.12].

Lema 3.2.3. [1, Theorem 2.3.8] Sejam R uma K-álgebra afim com K-derivação δ

e M ∈ Max(R). Então, δ(M) ⊆M se, e somente se, δ(R) ⊆M .

O próximo resultado caracteriza os anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] que

satisfazem (�) quando R é um K-domı́nio afim de dimensão de Krull 1.

Teorema 3.2.4. Sejam R um K-domı́nio afim de dimensão de Krull 1 e δ uma

K-derivação não nula de R. Então R é δ-primitivo. Consequentemente,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-simples.

Demonstração: Pela Proposição 3.2.2, basta mostrarmos que existe um ideal

maximal de R que não é um δ-ideal. Suponhamos o contrário, ou seja, δ(M) ⊆M ,

para todo M ∈ Max(R). Como δ é uma K-derivação, pelo Lema 3.2.3, teŕıamos

que δ(R) ⊆M , para todo M ∈ Max(R), ou seja,

δ(R) ⊆
⋂

M ∈Max(R)

M = J (R).

Agora, como R é um K-domı́nio afim, por [28, Theorem 5.3], segue que J (R) = 0.

Assim, δ = 0, contrariando a hipótese. Portanto, R é δ-primitivo.

A última afirmação agora é uma consequência do Corolário 3.1.3.

Observação 3.2.5. Em geral, se R não é afim, o resultado acima pode não ocorrer.

Por exemplo, consideremos o anel de séries de potências formais R = K[[x]] com a
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K-derivação δ = x∂x. Neste caso, existe um único ideal maximal M = Rx e este é

um δ-ideal. Portanto, R não é δ-primitivo.

No que segue, consideremos K[x] o anel de polinômios em uma variável sobre

K. Sabemos que as K-derivações de K[x] são da forma a∂x, para algum a ∈ K[x].

Seja R = K[x, x−1] o anel de polinômios de Laurent sobre K, isto é,

R = K[x]A−1 = K[x]x

é o anel de frações de K[x] com respeito ao sistema multiplicativo A = {xi | i ≥ 0}.

Além disso, notemos que toda K-derivação de K[x] se estende de modo único a uma

derivação de R via regra quociente

δ
(
rs−1

)
= [δ(r)s− rδ(s)]s−2,

para todo rs−1 ∈ R.

No seguinte resultado, Carvalho, Hatipoğlu e Lomp [3] caracterizaram os anéis

de operadores diferenciais sobre K[x] que satisfazem (�).

Corolário 3.2.6. [3, Corollary 4.1] Para qualquer K-derivação não nula δ de K[x],

as seguintes condições são equivalentes:

(1) K[x][θ; δ] satisfaz (�);

(2) δ(x) = α, para algum α ∈ K \ {0};

(3) K[x] é δ-simples.

Em nosso trabalho obtemos um resultado semelhante para os anéis de po-

linômios de Laurent.

Corolário 3.2.7. Para qualquer K-derivação não nula δ de K[x, x−1] tal que δ|K[x]

é uma K-derivaçao de K[x], as seguintes condições são equivalentes:
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(1) K[x, x−1][θ; δ] satisfaz (�);

(2) δ(x) = αxn, para algum α ∈ K \ {0} e n ≥ 0;

(3) K[x, x−1] é δ-simples.

Demonstração: Seja R = K[x, x−1] = K[x]A−1 = K[x]x, onde A = {xi | i ≥ 0}.

(1) ⇔ (3) Segue do Teorema 3.2.4.

(2) ⇒ (3) Seja δ(x) = αxn, para algum α ∈ K \ {0} e n ≥ 0. Se n = 0,

então K[x] é δ-simples e, portanto, R = K[x]x também o é (ver Proposição 1.4.8

(3)). Consideremos agora o caso em que n > 0. Notemos que os ideais δ-primos

não nulos de R são exatamente os ideais maximais de K[x] que são δ-ideais (ver

Proposição 1.4.10). Logo, pela Proposição 1.4.9, é suficiente mostrarmos que todos

os ideais maximais de K[x] que são δ-ideais, contêm x. Dado um ideal maximal

qualquer M de K[x] que é um δ-ideal, segue que M = K[x]p, para algum elemento

irredut́ıvel p ∈ K[x] e p | δ(p). Como p | δ(p) = αxn∂x(p) e p - ∂x(p), temos que

p | x. Portanto, x ∈ K[x]p = M . Como queŕıamos provar.

(3) ⇒ (2) Suponhamos que δ(x) = a, para algum a ∈ K[x], tal que a 6= αxn

para todo α ∈ K \ {0} e n ≥ 0. Consideremos o δ-ideal I = K[x]a e notemos que

I ∩ A = ∅. Pela Proposição 1.4.8 (1), temos que IA−1 é um δ-ideal de R. Como

a 6= 0, temos que IA−1 6= 0. Além disso, I ∩ A = ∅ implica que IA−1 6= R. Logo,

IA−1 é um δ-ideal não trivial de R e, portanto, R não é δ-simples.

Exemplo 3.2.8. Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero

e R uma K-álgebra afim com uma K-derivação δ. Em [3], Carvalho, Hatipoğlu e

Lomp mostraram que, se δ é localmente nilpotente, então R[θ; δ] satisfaz (�) (ver

Proposição 2.3.1). Em geral, a rećıproca não é verdadeira. Com efeito, consideremos

R = K[x, x−1] com a K-derivação δ = x∂x. Então, segue do Corolário 3.2.7 que

R[θ; δ] satisfaz (�). Observe agora que δ não é localmente nilpotente, pois δn(x) =

x 6= 0, para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo 4

Álgebras Afins de Dimensão de
Krull 2

No presente caṕıtulo, estudamos a propriedade (�) em anéis de operadores

diferenciais S = R[θ; δ] não necessariamente primitivos. Se S satisfaz (�), o mesmo

acorre com seus quocientes primitivos. Lembre-se que, pela Proposição 1.5.2 (ii),

se P é um ideal primitivo de S, então ou P = S(P ∩ R) ou S/P é comutativo.

Se P é primitivo tal que P = S(P ∩ R), condições para S/P satisfazer (�) têm

sido apresentadas no caṕıtulo anterior. Em alguns casos, o estudo de (�) pode ser

reduzido ao estudo de (�) sobre seus quocientes primitivos. Em [17], Hatipoğlu e

Lomp mostraram o seguinte:

Lema 4.0.1. [17, Lemma 2.5] Seja S uma álgebra noetheriana. Se todo ideal primi-

tivo P de S contém um ideal Q ⊆ P gerado por elementos normais e S/Q satisfaz

(�), então S satisfaz (�).

Neste caṕıtulo, estudamos a propriedade (�) em R[θ; δ] sobre uma K-álgebra

afim R de dimensão de Krull 2. Denotamos por Fδ o conjunto de todos os δ-ideais

de R, isto é, Fδ = {I / R | I é um δ-ideal}. Na primeira seção, consideramos o caso

em que R não contém ideais maximais que são δ-ideais, ou seja, Max(R) ∩Fδ = ∅.

Neste caso, mostramos que R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R não é δ-primitivo

(Teorema 4.1.3). Por outro lado, se Max(R) ∩ Fδ 6= ∅, apresentamos condições

suficientes para que R[θ; δ] não satisfaça (�) (Proposição 4.1.10). Na segunda seção,
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mostramos que a caracterização da primitividade C[x, y][θ; δ] está relacionada com

os elementos de Darboux irredut́ıveis de C[x, y] (Proposição 4.2.2). Além disso,

temos o principal resultado deste caṕıtulo, onde apresentamos condições necessárias

e suficientes para que os anéis de operadores diferenciais C[x, y][θ; δ] satisfaçam (�)

(Teorema 4.2.3).

4.1 Resultados Gerais

Nesta seção, K denotará um corpo de caracteŕıstica zero e R um anel comu-

tativo. A seguinte proposição é devida ao Hart [16]. A rećıproca é verdadeira e sua

demonstração pode ser encontrada em [14, Proposition 3.1].

Proposição 4.1.1. [16, Lemma 2.4] Sejam R um anel comutativo com derivação

δ e S = R[θ; δ]. Se M é um ideal maximal de R tal que M não é um δ-ideal e

char(R/M) = 0, então S/SM é um S-módulo à esquerda simples.

De posse deste resultado, podemos apresentar condições suficientes para ob-

termos quocientes primos de R[θ; δ] de dimensão de Krull 1.

Lema 4.1.2. Sejam R um K-domı́nio afim de dimensão de Krull 2 com derivação

δ e S = R[θ; δ]. Se P é um δ-ideal primo não nulo de R tal que P * M , para todo

M ∈ Max(R) ∩ Fδ, então K.dim(S/SP ) = 1.

Demonstração: Consideremos P como na hipótese e notemos que P não é maxi-

mal, visto que P é um δ-ideal. Pela Proposição 2.1.4, temos que K.dimS(S/SP ) =

m + 1, onde m = max{K.dimS(S/SQ) |Q ∈ Spec(R) e Q ) P}. Como R tem

dimensão de Krull 2, os únicos ideais primos que contêm propriamente P são os

maximais. Agora, dado um ideal maximal qualquer M ′ de R tal que M ′ ) P , por

hipótese, M ′ não é um δ-ideal. Usando a Proposição 4.1.1, obtemos que S/SM ′

é simples e, consequentemente, K.dimS(S/SM ′) = 0. Isto mostra que m = 0 e,

portanto, K.dimS(S/SP ) = 1.
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Um elemento a em um anel S é dito normal em S se aS = Sa. Notemos que,

se S = R[θ; δ] e a ∈ R é um elemento de Darboux, então a é um elemento normal

em S. De fato, como δ(a) = ba, para algum b ∈ R, temos que

θa = aθ + δ(a) = a(θ + b).

Logo θna = a(θ + b)n e também aθn = (θ − b)na. Isto mostra que Sa = aS.

É importante ressaltarmos que, se R é um DFU de dimensão de Krull 2 e P é

um ideal primo não nulo e não maximal de R, por [26, Theorem 5], deduzimos que

P = Rp, para algum elemento irredut́ıvel p ∈ R.

O próximo resultado mostra que, sob certas condições, a primitividade de

R[θ; δ] é condição necessária e suficiente para R[θ; δ] satisfazer (�).

Teorema 4.1.3. Sejam R um DFU de dimensão de Krull 2 o qual é uma K-álgebra

afim e δ uma derivação de R tal que Max(R)∩Fδ = ∅. As seguintes condições são

equivalentes:

(1) S = R[θ; δ] satisfaz (�);

(2) R não é δ-primitivo;

(3) S não é primitivo.

Demonstração: (1) ⇒ (3) Suponhamos que S satisfaz (�). Como K.dim(R) = 2,

pelo Corolário 3.1.3, segue que S não é primitivo.

(3)⇒ (1) Assumimos que S não é primitivo. Então o ideal nulo não é primi-

tivo. Seja P um ideal primitivo qualquer de S. Logo, P é um ideal primo não nulo

de S e, pela Proposição 1.5.1 (iv) e Proposição 1.5.2 (ii), temos que P = P ∩R é um

δ-ideal primo não nulo de R. Ainda, temos que ou P = SP ou δ(R) ⊆ P . Notemos

que o último caso não ocorre. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que δ(R) ⊆ P

e consideremos M um ideal maximal contendo P , assim δ(M) ⊆ δ(R) ⊆ P ⊆ M .

Logo, teŕıamos que M é um δ-ideal, contradizendo Max(R) ∩ Fδ = ∅.
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Portanto, P = SP e, pelo Lema 4.1.2, obtemos que todo quociente primitivo

S/P = S/SP

tem dimensão de Krull 1 e, portanto, S/P satisfaz (�) (ver Exemplo (4) da Seção

1.3.3).

Agora, como P é um δ-ideal primo não nulo e, por hipótese, não é maximal,

temos que P = Rp, para algum elemento de Darboux irredut́ıvel p ∈ R. Logo

P = SP = S(Rp) = Sp. Isto mostra que qualquer ideal primitivo P é gerado por

um elemento normal. Aplicando o Lema 4.0.1, conclúımos que S satisfaz (�).

(2) ⇔ (3) Como Max(R) ∩ Fδ = ∅, temos que δ 6= 0. Agora, a equivalência

segue do Teorema 3.1.2.

Exemplos de derivações δ satisfazendo Max(R) ∩ Fδ = ∅ são descritas na

Observação 4.1.7. Antes de apresentarmos aplicações do Teorema 4.1.3, vamos for-

necer uma condição suficiente para obtermos a δ-primitividade de R. Começamos

mostrando que a existência de elementos de Darboux desempenha, não só um pa-

pel importante no estudo da propriedade (�), mas também no estudo dos δ-G-anéis

como mostram as seguintes proposições.

Proposição 4.1.4. Seja R um DFU noetheriano com derivação δ. Se R tem infini-

tos elementos de Darboux irredut́ıveis não associados, então R não é um δ-G-anel.

Demonstração: Por [14, Proposition 2.9], basta mostrarmos que Rc não é δ-

simples, para todo c ∈ R\{0}. Seja c um elemento não nulo de R. Então c pode ser

escrito como um produto finito de elementos irredut́ıveis. Como existem infinitos

elementos de Darboux irredut́ıveis, existe um elemento de Darboux irredut́ıvel p tal

que p - c. Seja π : R → Rc a aplicação canônica a 7→ a1−1. Então π(p) não é

invert́ıvel no anel de frações Rc e, assim, Rcπ(p) é um δ-ideal próprio não nulo de

Rc, de onde segue que Rc não é δ-simples. Isto mostra que R não é um δ-G-anel.
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Proposição 4.1.5. Sejam R um DFU de dimensão de Krull 2 o qual é uma K-

álgebra afim e δ uma K-derivação não nula de R. Então, R possui um número

finito de elementos de Darboux irredut́ıveis não associados se, e somente se, R é um

δ-G-anel.

Demonstração: (⇒) Como R tem dimensão de Krull 2, dado um ideal δ-primo

não nulo de R, este ou é um ideal gerado por um elemento de Darboux irredut́ıvel

ou é um ideal maximal que é um δ-ideal. Então, considerando

A = {Rp | p é Darboux irredut́ıvel} e B = Max(R) ∩ Fδ,

obtemos que ⋂
{P / R |P é δ-primo não nulo} =

⋂
P∈A∪B

P.

Mais ainda, como δ 6= 0, existe b ∈ R tal que δ(b) 6= 0. Usando o Lema 3.2.3,

obtemos que 0 6= δ(b) ∈M , para todo M ∈ B, isto é,

0 6= δ(b) ∈
⋂
M∈B

M.

Como R tem um número finito de elementos de Darboux irredut́ıveis não associados,

a saber, p1, . . . , ps, obtemos

0 6= p1 · · · psδ(b) ∈
⋂

P∈A∪B

P =
⋂
{P / R |P é δ-primo não nulo}.

Além disso, como R é um domı́nio, temos que R é δ-primo. Portanto, R é um

δ-G-anel.

(⇐) Como toda K-álgebra afim é noetheriana, temos que R é noetheriano e o

resultado segue da Proposição 4.1.4.

Proposição 4.1.6. Sejam R um DFU de dimensão de Krull 2 o qual é uma K-

álgebra afim e δ uma K-derivação não nula de R. Se R possui um número finito de

elementos de Darboux irredut́ıveis não associados, então R é δ-primitivo.
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Demonstração: Suponhamos que R tem um número finito de elementos de Dar-

boux irredut́ıveis não associados. Pela Proposição 4.1.5, temos que R é um δ-G-anel.

Portanto, pelo Teorema 3.1.2, segue que R é δ-primitivo.

Observação 4.1.7. Seja R = K[x, y] com K-derivação δ. Então,

Max(R) ∩ Fδ = ∅ se, e somente se, 〈δ(x), δ(y)〉 = R.

De fato, primeiro notemos que toda K-derivação de R é da forma

δ = δ(x)∂x + δ(y)∂y.

Suponhamos que 〈δ(x), δ(y)〉 6= R. Como todo ideal próprio está contido em um

maximal, existe um ideal maximal M de R tal que 〈δ(x), δ(y)〉 ⊆ M . Então

δ(x), δ(y) ∈ M e, consequentemente, δ(R) ⊆ M . Logo, M é um δ-ideal de R e,

assim, Max(R) ∩ Fδ 6= ∅. Reciprocamente, assumimos que Max(R) ∩ Fδ 6= ∅.

Então existe um ideal maximal M tal que δ(M) ⊆M e, pelo Lema 3.2.3, segue que

δ(R) ⊆M . Em particular, δ(x), δ(y) ∈M e, portanto, 〈δ(x), δ(y)〉 ⊆M 6= R.

Vejamos agora dois exemplos.

As derivações de Shamsuddin sobre R = K[x, y] são as K-derivações da forma

δ = ∂x + (ay + b)∂y, onde a, b ∈ K[x]. O seguinte corolário mostra que, para estas

K-derivações, o anel de operadores diferenciais R[θ; δ] não satisfaz (�).

Exemplo 4.1.8. Seja R = K[x, y] com a K-derivação δ = ∂x + (ay + b)∂y, onde

a, b ∈ K[x] e a 6= 0. Então R[θ; δ] não satisfaz (�).

De fato, se R é δ-simples, o resultado segue do Corolário 2.2.3. No caso em que

R não é δ-simples, por [2, Theorem 4.1, (b)], sabemos que existe um único polinômio

c ∈ K[x] tal que δ(c) = ac + b e P = R(y − c) é o único δ-ideal primo não nulo de

R. Isto significa que y − c é o único elemento de Darboux irredut́ıvel não associado

de R. Como R possui um número finito de elementos de Darboux irredut́ıveis não

associados, pela Proposição 4.1.6, temos que R é δ-primitivo. Além disso, notemos
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que 〈δ(x), δ(y)〉 = R, pois δ(x) = 1 ∈ K \ {0}. Portanto, do Teorema 4.1.3 segue

que R[θ; δ] não satisfaz (�).

Exemplo 4.1.9. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[x, y] com a

K-derivação δ = α∂x + βxm(y + γ)n∂y, onde m,n ≥ 0 e α, β, γ ∈ K com α e β

ambos não nulos. Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, n 6= 1.

De fato, primeiramente notemos que 〈δ(x), δ(y)〉 = R, pois δ(x) = α ∈ K \ {0}.

Suponhamos que n = 1, então podemos escrever

δ = α∂x + βxm(y + γ)∂y = αδ′,

onde δ′ = ∂x + α−1βxm(y + γ)∂y. Como α é invert́ıvel, δ e δ′ possuem os mesmos

elementos de Darboux. Como δ′ é uma derivação de Shamsuddin tal que R não

é δ-simples (pois R(y − γ) é um δ-ideal não trivial), por [2, Theorem 4.1, (b)], R

possui um único elemento de Darboux irredut́ıvel não associado com respeito a δ′

e, consequentemente, R possui um único elemento de Darboux não associado com

respeito a δ. Então, pela Proposição 4.1.6, temos que R é δ-primitivo. Logo, pelo

Teorema 4.1.3, segue que R[θ; δ] não satisfaz (�).

Reciprocamente, assumimos primeiro que n = 0. Então δ = α∂x + βxm∂y é

uma derivação triangular. Logo δ é localmente nilpotente e, portanto, R[θ; δ] satisfaz

(�). Por outro lado, se n > 1, então mostraremos que R não é δ-primitivo e, pelo

Teorema 4.1.3, teremos que R[θ; δ] satisfaz (�). Com efeito, primeiro notemos que

os polinômios

p = y + γ e qω = (xm+1 + ω)(y + γ)n−1 +
(m+ 1)α

(n− 1)β
, onde ω ∈ K,

são elementos de Darboux, pois

δ(p) = βxm(y + γ)n

= βxm(y + γ)n−1(y + γ)

= βxm(y + γ)n−1p
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e também

δ(qω) = δ((xm+1 + ω)(y + γ)n−1)

= δ(xm+1 + ω)(y + γ)n−1 + (xm+1 + ω)δ((y + γ)n−1)

= (m+ 1)αxm(y + γ)n−1 + (n− 1)βxm(xm+1 + ω)(y + γ)2(n−1)

= (n− 1)βxm(y + γ)n−1
(

(xm+1 + ω)(y + γ)n−1 +
(m+ 1)α

(n− 1)β

)
= (n− 1)βxm(y + γ)n−1qω.

Agora, dado um ideal maximal qualquer M de R, temos que

M = 〈x− λ, y − µ〉,

para algum λ, µ ∈ K. Se µ = −γ, então M = 〈x− λ, y + γ〉 contém o elemento de

Darboux p = y + γ. No caso em que µ 6= −γ, basta tomar o elemento de Darboux

qω =

xm+1−λm+1 − (m+ 1)α

(n− 1)β(µ+ γ)n−1︸ ︷︷ ︸
ω

 (y + γ)n−1 +
(m+ 1)α

(n− 1)β
,

com

ω = −λm+1 − (m+ 1)α

(n− 1)β(µ+ γ)n−1
,

para obtermos

qω =

(
xm+1 − λm+1 − (m+ 1)α

(n− 1)β(µ+ γ)n−1

)
(y + γ)n−1 +

(m+ 1)α

(n− 1)β

= (y + γ)n−1(xm+1 − λm+1)− (m+ 1)α

(n− 1)β(µ+ γ)n−1
(
(y + γ)n−1 − (µ+ γ)n−1)

)
= a(x− λ) + b(y − µ) ∈M,

onde

a = (y + γ)n−1 (
∑m

i=0 λ
ixm−i) e b = − (m+1)α

(n−1)β(µ+γ)n−1

(∑n−2
i=0 (µ+ γ)i(y + γ)n−2−i

)
.

Isto mostra que todo ideal maximal de R contém um elemento de Darboux e, conse-

quentemente, um δ-ideal não nulo. Portanto, R não é δ-primitivo, como queŕıamos.
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No exemplo acima, notemos que R[θ; δ] satisfaz (�) sempre que n > 1 e, neste

caso, também, temos que δ não é localmente nilpotente (ver [40, Corollary 8.2.4]).

Na sequência, observamos a necessidade da hipótese Max(R) ∩ Fδ = ∅ do

Teorema 4.1.3. Para isso, nos será útil o seguinte resultado, que fornece condições

suficientes para que R[θ; δ] não satisfaça (�).

Proposição 4.1.10. Sejam R um K-domı́nio afim com K-derivação δ e S = R[θ; δ].

Suponhamos que existem M ∈ Max(R) ∩ Fδ e P ∈ Spec(R) ∩ Fδ satisfazendo as

seguintes condições:

(1) M ⊇ P ,

(2) ht(P ) = K.dim(R)− 1 e

(3) δ(R) * P .

Então S não satisfaz (�).

Demonstração: Sejam M e P como nas hipóteses. Uma vez que δ(R) * P ,

temos que δ induz uma K-derivação não nula δ em R/P . Como P é um δ-ideal

e δ(R) * P , pelo Lema 3.2.3, P não pode ser maximal. Assim P ( M e, como

δ(M) ⊆ M , temos que M/P é um δ-ideal não trivial de R/P . Logo, R/P não é

δ-simples. Além disso, por [10, Corollary 13.4], K.dim(R/P ) = K.dim(R) − ht(P )

e, como ht(P ) = K.dim(R)− 1, obtemos K.dim(R/P ) = 1. Logo, do Teorema 3.2.4

segue que S/SP ' R/P [θ; δ] não satisfaz (�). Sabemos da Observação 1.3.8 que, se

S satisfaz (�), o mesmo ocorre com todos quocientes de S. Portanto, S não satisfaz

(�).

Exemplo 4.1.11. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[x1, . . . , xn]

com a K-derivação δ = x1∂x1 +· · ·+xn∂xn . Então R[θ; δ] não satisfaz (�). De fato, se

n = 1, pelo Corolário 3.2.6, obtemos o desejado. No caso em que n > 1 consideremos
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o ideal maximal M = 〈x1, . . . , xn−1, xn〉 e o ideal primo P = 〈x1, . . . , xn−1〉 ( M .

É fácil ver que M ∈ Max(R) ∩ Fδ, P ∈ Spec(R) ∩ Fδ e ht(P ) = n − 1. Além

disso, δ(R) * P , pois xn = δ(xn) ∈ δ(R) e xn 6∈ P . Aplicando a Proposição 4.1.10,

conclúımos que R[θ; δ] não satisfaz (�).

A observação abaixo mostra que a condição Max(R) ∩ Fδ = ∅, do Teorema

4.1.3, é realmente necessária.

Observação 4.1.12. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[x, y] com

a K-derivação δ = x∂x + y∂y. Então:

(1) Max(R) ∩ Fδ 6= ∅;

(2) R não é δ-primitivo;

(3) R[θ; δ] não satisfaz (�).

De fato, primeiro vamos mostrar que todo ideal maximal contém um elemento de

Darboux e, consequentemente, um δ-ideal não nulo. De fato, como K é algebrica-

mente fechado, qualquer ideal maximal de R é da forma M = 〈x − λ, y − µ〉, onde

λ, µ ∈ K. Se λ = 0, então M contém o elemento de Darboux x. No caso em que

λ 6= 0, temos que M contém o elemento de Darboux µx− λy, pois

µx− λy = µx− µλ+ λµ− λy = µ(x− λ)− λ(y − µ) ∈M.

Isto mostra que R não é δ-primitivo.

Notemos agora que 〈x, y〉 é um ideal maximal que é um δ-ideal e, assim,

Max(R) ∩ Fδ 6= ∅.

Por fim, o Exemplo 4.1.11 mostra que R[θ; δ] não satisfaz (�).
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4.2 Anel de Polinômios C[x, y]

Nesta seção, assumiremos que K = C é o corpo dos números complexos e

consideramos R = C[x, y] com uma C-derivação δ. O objetivo principal desta seção

é fornecer condições necessárias e suficientes para que os anéis de operadores dife-

renciais C[x, y][θ; δ] satisfaçam (�). Começamos mostrando que a caracterização da

primitividade de C[x, y][θ; δ] está relacionada com os elementos de Darboux irre-

dut́ıveis de C[x, y].

Consideremos o sistema de equações diferenciais ordinárias{
∂t(x) = a(x, y)
∂t(y) = b(x, y)

(4.1)

onde a, b ∈ R. Um elemento p ∈ R \C é chamado uma integral primeira do sistema

4.1 se a seguinte identidade é válida:

a∂x(p) + b∂y(p) = 0. (4.2)

Sabemos que as C-derivações de R são da forma δ = a∂x + b∂y, onde a, b ∈ R. A

equação 4.2 mostra que δ(p) = 0, isto é, p é uma constante não trivial da derivação

δ. A existência de uma integral primeira implica que Rδ = {r ∈ R | δ(r) = 0} 6= C.

Seja L = C(x, y) o corpo de frações de R. Assim, a derivação δ se estende de

modo único a uma derivação de L, via a regra quociente

δ(p/q) = [δ(p)q − pδ(q)]/q2.

O elemento p/q ∈ L \C é chamado uma integral primeira racional do sistema 4.1 se

δ(p/q) = 0, ou seja, o subanel de constantes Lδ = {p/q ∈ L | δ(p/q) = 0} 6= C.

Em 1878, Darboux [8] desenvolveu uma teoria sobre a existência de integral

primeira racional, mostrando que a mesma está relacionada com a existência de ele-

mentos de Darboux irredut́ıveis não associados. Jouanolou [25], em 1979, melhorou

a teoria desenvolvida por Darboux, caracterizando a existência da integral primeira,
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por meio de ferramentas sofisticadas de Geometria Algébrica. Apresentaremos aqui

uma versão mais fraca de um dos resultados mais importante desta teoria, o Teorema

de Darboux. Sua demonstração pode ser encontrada em [44, Darboux’s Theorem,

pág. 686]. Porém, ressaltamos que, recentemente Llibre e Zhang [33] publicaram

uma versão deste resultado, para C[x1, . . . , xn], utilizando técnicas mais simples da

Álgebra Linear (ver [33, Theorem 1]).

Teorema 4.2.1. [44, Darboux’s Theorem, pág. 686] Sejam R = C[x, y] com C-

derivação δ e d = max{deg δ(x), deg δ(y)}. Se p1, . . . , pm ∈ R são elementos de

Darboux irredut́ıveis não associados, então ou m < [d(d + 1)/2] + 2 ou existem

inteiros ni não todos nulos tais que δ(w) = 0, onde w =
∏m

i=1 p
ni
i . No último caso,

se p é um elemento de Darboux irredut́ıvel de R, então ou existem α, β ∈ C, não

ambos nulos, tais que p divide α
∏

i∈I p
ni
i + β

∏
j∈J p

−nj
j , onde I = {i |ni ≥ 0} e

J = {j |nj < 0}, ou p divide mdc(δ(x), δ(y)).

Em outras palavras, o Teorema de Darboux mostra que, se R = C[x, y] tem

infinitos elementos de Darboux irredut́ıveis não associados, então

Lδ = {p/q ∈ L | δ(p/q) = 0} 6= C.

O próximo resultado relaciona a caracterização dos anéis de operadores dife-

renciais primitivos C[x, y][θ; δ] com os elementos de Darboux irredut́ıveis de C[x, y].

Proposição 4.2.2. Seja R = C[x, y] com C-derivação não nula δ. As seguintes

condições são equivalentes:

(1) R[θ; δ] é primitivo;

(2) R é um δ-G-anel;

(3) R tem um número finito de elementos de Darboux irredut́ıveis não associados;

(4) R é δ-primitivo;
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(5) Existe um ideal maximal que não contém elementos de Darboux irredut́ıveis;

(6) Lδ = C.

Demonstração: As equivalências (1)⇔ (4) e (2)⇔ (3) obtém-se do Teorema 3.1.2

e da Proposição 4.1.5, respectivamente. A implicação (3)⇒ (4) segue da Proposição

4.1.6 e (4) ⇒ (5) é imediato.

(5) ⇒ (6) Suponhamos que Lδ 6= C. Mostraremos que todo ideal maximal de

R contém um elemento de Darboux irredut́ıvel. Para isso, consideremos p, q ∈ R tais

que p/q ∈ Lδ \ C. Sem perda de generalidade, podemos assumir que mdc(p, q) = 1.

Nestas condições, é bem conhecido que qualquer elemento da forma αp − βq é um

elemento de Darboux, para todo α, β ∈ C não ambos nulos. De fato, como

0 = δ(p/q) = [δ(p)q − pδ(q)]/q2,

temos que δ(p)q = pδ(q) e, assim, p | δ(p)q. Como mdc(p, q) = 1, segue que p | δ(p).

Logo, existe c ∈ R tal que δ(p) = cp. Substituindo δ(p) = cp em δ(p)q = pδ(q),

obtemos δ(q) = cq. Neste caso, temos

δ(αp− βq) = αδ(p)− βδ(q)

= αcp− βcq

= c(αp− βq).

Suponhamos que αp−βq = 0, ou seja, αp = βq. Como (0, 0) 6= (α, β), sem perda de

generalidade, podemos assumir que α 6= 0. Então, p = α−1βq e, consequentemente,

p/q = α−1β ∈ C,

o que não pode ocorrer. Portanto, αp − βq 6= 0 é um elemento de Darboux, para

todo α, β ∈ C não ambos nulos.

Dado um ideal maximal qualquer M de R, temos que M = 〈x−λ, y−µ〉, para

algum λ, µ ∈ C. Notemos, também, que

M = {r(x, y) ∈ R | r(λ, µ) = 0},
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pois {r ∈ R | r(λ, µ) = 0} é um ideal próprio de R contendo o ideal maximal M .

Se p(λ, µ) = 0, então M contém o elemento de Darboux p. No caso em que

p(λ, µ) 6= 0, tomemos α = q(λ, µ) e β = p(λ, µ) 6= 0. Então r = αp − βq ∈ R é um

elemento de Darboux tal que

r(λ, µ) = αp(λ, µ)− βq(λ, µ) = q(λ, µ)p(λ, µ)− p(λ, µ)q(λ, µ) = 0.

Logo, r ∈M .

Isto mostra que todo ideal maximal M contém um elemento de Darboux. Pela

Proposição 1.4.7, os fatores irredut́ıveis de um elemento de Darboux, também são

elementos de Darboux. Portanto, M contém um elemento de Darboux irredut́ıvel.

(6) ⇒ (3) Segue do Teorema 4.2.1.

O próximo resultado fornece condições necessárias e suficientes para que os

anéis de operadores diferenciais C[x, y][θ; δ] satisfaçam (�).

Teorema 4.2.3. Sejam R = C[x, y] com C-derivação δ e S = R[θ; δ]. Então, S

satisfaz (�) se, e somente se, S não é primitivo e para todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ e

p ∈M , onde p é um elemento de Darboux irredut́ıvel, temos que δ(R) ⊆ Rp.

Demonstração: Primeiramente, notemos que, se δ = 0, o resultado segue trivial-

mente. Assim, consideremos o caso em que δ 6= 0.

Suponhamos que S satisfaz (�). Pelo Corolário 3.1.4, temos que S não é

primitivo. Suponha, por absurdo, que existem M ∈ Max(R) ∩ Fδ e p ∈ M , onde p

é um elemento de Darboux irredut́ıvel, tal que δ(R) * Rp. Aplicando a Proposição

4.1.10, teŕıamos que S não satisfaz (�), contradizendo a hipótese.

Reciprocamente, suponhamos que S não é primitivo. Se Max(R) ∩ Fδ = ∅,

então, pelo Teorema 4.1.3, segue que S satisfaz (�). Suponhamos agora que para

todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ e p ∈ M , onde p é um elemento de Darboux irredut́ıvel,

temos que δ(R) ⊆ Rp. Neste caso, mostraremos que todo ideal primitivo P de S
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contém um ideal Q de S tal que Q é gerado por elementos normais e S/Q satisfaz

(�). De fato, seja P um ideal primitivo qualquer de S. Como S não é primitivo, P

é um ideal primo não nulo de S. Pela Proposição 1.5.1 (iv) e Proposição 1.5.2 (ii),

temos que P = P ∩ R é um δ-ideal primo não nulo de R. Além disso, ou P = SP

ou δ(R) ⊆ P . Vamos estudar estes dois casos abaixo.

Caso δ(R) ⊆ P : Se P 6∈ Max(R), então P = Rp, para algum elemento de

Darboux irredut́ıvel p ∈ R. Se P ∈ Max(R), então segue da Proposição 4.2.2 que

existe um elemento de Darboux irredut́ıvel p tal que p ∈ P . Neste caso, por hipótese,

teŕıamos δ(R) ⊆ Rp. Em ambos os casos, consideremos Q = Sp ⊆ P e notemos

que Q é um ideal de S gerado por um elemento normal, pois p é um elemento de

Darboux. Logo,

S/Q = S/Sp ' R/Rp[θ; δ] = R/Rp[θ]

é um anel comutativo noetheriano e, portanto, S/Q satisfaz (�) (ver Exemplo (2)

da Seção 1.3.3).

Caso δ(R) * P : Neste caso, temos que P = SP . Além disso, P não é maximal.

Caso contrário, P seria um ideal maximal de R tal que δ(P ) ⊆ P , então, pelo Lema

3.2.3, teŕıamos que δ(R) ⊆ P , o que não ocorre. Logo P = Rp, para algum elemento

de Darboux irredut́ıvel p ∈ R e, consequentemente, P = SP = Sp é gerado por um

elemento normal. Ademais, qualquer ideal maximal M de R contendo P = Rp não

é um δ-ideal. Caso contrário, por hipótese, teŕıamos que δ(R) ⊆ Rp = P . Logo,

pelo Lema 4.1.2, obtemos que

K.dim(S/P) = K.dim(S/SP ) = 1

e, portanto, S/P satisfaz (�) (ver Exemplo (4) da Seção 1.3.3). Logo, basta tomar

Q = P .

Portanto, aplicando o Lema 4.0.1, conclúımos que S satisfaz (�).

Encerraremos esta seção apresentando algumas consequências e exemplos dos
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resultados obtidos até aqui.

Corolário 4.2.4. Seja R = C[x, y] com C-derivação δ tal que mdc(δ(x), δ(y)) = 1.

Então,R[θ; δ]satisfaz (�) se, e somente se, R[θ; δ]não é primitivo e Max(R)∩Fδ = ∅.

Demonstração: Como mdc(δ(x), δ(y)) = 1 e δ(x), δ(y) ∈ δ(R), obtemos que

δ(R) * Rp, para todo elemento de Darboux irredut́ıvel p ∈ R. O resultado agora

segue do Teorema 4.2.3.

Um polinômio é dito homogêneo de grau n se todos os seus termos têm o mesmo

grau n. Por exemplo, x5 + 6x2y3 − xy4 é um polinômio homogêneo de grau 5 em

C[x, y]. Dizemos que δ é uma derivação homogênea de grau n de C[x, y] se δ(x) e

δ(y) são homogêneos de mesmo grau n.

Corolário 4.2.5. Seja R = C[x, y] com C-derivação δ tal que δ é homogênea de

grau n e mdc(δ(x), δ(y)) = 1. Então,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, n = 0.

Demonstração: (⇒) Suponhamos que n > 0 e consideremos o ideal maximal

M = 〈x, y〉. Como δ(x) e δ(y) são polinômios homogêneos de mesmo grau n > 0,

temos que δ(x) e δ(y) não contém termos constantes. Isto implica que δ(x), δ(y) ∈

M e, consequentemente, M é um ideal maximal de R que é um δ-ideal. Logo,

Max(R) ∩ Fδ 6= ∅ e, pelo Corolário 4.2.4, segue que R[θ; δ] não satisfaz (�).

(⇐) Assumimos agora que n = 0. Neste caso, δ é uma derivação localmente

nilpotente e, portanto, R[θ; δ] satisfaz (�) (ver Proposição 2.3.1).

Observação 4.2.6. Sejam R = C[x, y] e δ uma derivação triangular de R, isto é,

δ(x) = λ ∈ C\{0} e δ(y) = a ∈ C[x]. Embora seja conhecido que R[θ; δ] satisfaz (�)

(pois δ é localmente nilpotente), podemos verificar isto a partir de nossos resultados.

Basta observarmos que 〈δ(x), δ(y)〉 = R e R[θ; δ] não é primitivo, para aplicar o
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Teorema 4.1.3. De fato, como δ(x) = λ ∈ C \ {0}, é óbvio que 〈δ(x), δ(y)〉 = R.

Agora, uma vez que δ é localmente nilpotente e K.dim(R) = 2, pela Proposição

2.3.4, temos que R não é δ-simples. Então, existe um δ-ideal não trivial I de R.

Seja M um ideal maximal contendo I e (M : δ) o maior δ-ideal contido em M .

Pela Proposição 1.4.5, (M : δ) é um δ-ideal primo e, além disso, (M : δ) 6= 0, pois

0 6= I ⊆ (M : δ). Como R não tem ideais maximais que são δ-ideais, obtemos que

(M : δ) = Rp, para algum elemento de Darboux irredut́ıvel p ∈ R. Aplicando [40,

Theorem 8.1.1], conclúımos que δ(p) = 0, ou seja, p ∈ Lδ \ C, onde L = C(x, y) é

o corpo de frações de R. Isto mostra que Lδ 6= C e, segue da Proposição 4.2.2 que

R[θ; δ] não é primitivo. Como queŕıamos mostrar.

No Exemplo 4.1.9, da seção anterior, vimos exemplos de anéis de operado-

res diferenciais S = C[x, y][θ; δ] satisfazendo (�), onde são verificadas as seguintes

condições:

S não é primitivo e Max(R) ∩ Fδ = ∅.

Em geral, podemos ter Max(R) ∩ Fδ 6= ∅. Abaixo seguem dois exemplos

de anéis de operadores diferenciais S satisfazendo (�) onde a condição “para todo

M ∈ Max(R) ∩ Fδ e p ∈ M , onde p é um elemento de Darboux irredut́ıvel, temos

que δ(R) ⊆ Rp”, do Teorema 4.2.3, é atingida.

Exemplo 4.2.7. Seja R = C[x, y] com a C-derivação δ = [(x+ 1)y−1]y(∂x−y2∂y).

Então R[θ; δ] satisfaz (�).

(1) Primeiro, vamos descrever os elementos de Darboux irredut́ıveis de δ:

Consideremos δ′ = ∂x − y2∂y e, assim, δ = [(x + 1)y − 1]yδ′. Notemos que,

dado um elemento de Darboux irredut́ıvel p de δ, então p | δ(p). Assim

p | [(x+ 1)y − 1]yδ′(p)

e, consequentemente, p | (x + 1)y − 1 ou, p | y ou p | δ′(p). No último caso, p é um

elemento de Darboux irredut́ıvel de δ′. Portanto, basta calcularmos os elementos de
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Darboux irredut́ıveis de δ′.

Observemos que R = C[x][y] e δ′|C[x] = ∂x é a derivação ordinária de polinômios

em C[x]. Usaremos a notação ordinária para estas derivações, isto é, δ′(a) = a′, para

todo a ∈ C[x]. Suponhamos que p =
∑n

i=0 aiy
i é um elemento de Darboux de δ′

não constante, onde ai ∈ C[x] e an 6= 0. Então n > 0, pois, caso contrário, p ∈ C[x]

seria um elemento Darboux de δ′ e como os únicos elementos de Darboux de δ′ em

C[x] são os constantes, teŕıamos que p é constante.

Calculando δ′(p) obtemos

δ′(p) =
n∑
i=0

[δ′(ai)y
i + aiδ

′(yi)]

=
n∑
i=0

a′iy
i −

n∑
i=1

iaiy
i+1

= a′0 + a′1y +
n∑
i=2

(a′i − (i− 1)ai−1)y
i − nanyn+1.

Como p é um elemento de Darboux de δ′, existe c ∈ R tal que δ′(p) = cp. O fato de

p ser um polinômio de grau n em y que divide δ′(p) implica que c é um polinômio

de grau 1 em y, isto é, c = b0 + b1y, onde b0, b1 ∈ C[x] e b1 6= 0. Logo

cp = (b0 + b1y)

(
n∑
i=0

aiy
i

)

=
n∑
i=0

b0aiy
i +

n∑
i=0

b1aiy
i+1

= b0a0 + (b0a1 + b1a0)y +
n∑
i=2

(b0ai + b1ai−1)y
i + b1any

n+1.

Comparando os coeficientes dos monômios em y, obtemos

a′0 = b0a0 (4.3)

a′1 = b0a1 + b1a0 (4.4)

a′i − (i− 1)ai−1 = b0ai + b1ai−1 ∀ 2 ≤ i ≤ n (4.5)

−nan = b1an. (4.6)
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Da última equação, temos que b1 = −n ∈ C é uma constante não nula. Mostraremos

que b0 = 0. De fato, se b0 6= 0, por (4.3), obtemos que a0 é um elemento de Darboux

em C[x]. Como os únicos elementos de Darboux de C[x] são os constantes, então

0 = a′0 = b0a0 e, assim, a0 = 0. Seja 1 ≤ i ≤ n o menor ı́ndice com ai 6= 0. Então

ai−1 = 0. De (4.5) segue que a′i = b0ai, ou seja, ai é um elemento de Darboux em

C[x] e, logo, deve ser zero, uma contradição. Portanto, b0 = 0.

Pelo sistema de equações acima temos

a′0 = 0, a′1 = −na0, a′i = (i− 1− n)ai−1, ∀ 2 ≤ i ≤ n.

Seja a = an. Então

an−1 = −a′n = −a′,

an−2 =
−1

2
a′n−1 =

1

2
a′′,

an−3 =
−1

3
a′n−2 =

(−1)3

3!
a(3)

e mais geral, para qualquer, 1 ≤ k ≤ n

an−k =
−1

k
a′n−(k−1) =

−1

k

(−1)k−1

(k − 1)!

(
a(k−1)

)′
=

(−1)k

k!
a(k).

Logo, os elementos de Darboux de δ′ são da forma

p =
n∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k,

para algum polinômio a ∈ C[x] \ {0}. Como a(n+1) = (−1)nn!a′0 = 0, obtemos que

deg(a) ≤ n.

Por outro lado, qualquer elemento da forma acima é também um elemento

de Darboux de δ′. Com efeito, se p =
∑n

k=0
(−1)k
k!

a(k)yn−k, onde a ∈ C[x] tal que
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deg(a) ≤ n, então

δ′(p) =
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yn−k −

n−1∑
k=0

(−1)k(n− k)

k!
a(k)yn−k+1

=
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yn−k +

n−1∑
k=1

(−1)k

(k − 1)!
a(k)yn−k+1 − ny

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k

=
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yn−k +

n−2∑
k=0

(−1)k+1

k!
a(k+1)yn−k − ny

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k

=
(−1)n−1

(n− 1)!
a(n)y − ny

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k

= (−ny)

(
(−1)n

n!
a(n) +

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k

)
= (−ny)p.

Portanto, um elemento não constante p ∈ R é um elemento de Darboux de δ′

se, e somente se,

p =
n∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yn−k,

para algum n > 0 e a ∈ C[x] \ {0}, onde deg(a) ≤ n. Além disso, fatorando o termo

ĺıder de a, podemos assumir que a é mônico.

Seja p =
∑n

k=0
(−1)k
k!

a(k)yn−k ∈ R um elemento de Darboux não constante de

δ′ de grau n em y. Suponhamos que a ∈ C[x] é um polinômio mônico tal que

2 ≤ deg(a) ≤ n. Como C é algebricamente fechado, a = uv, para algum u, v ∈ C[x]

tal que u é um polinômio mônico de grau 1. Agora, levando em conta que u′ = 1,

temos que

a(k) = (uv)(k) =
k∑
i=0

(
k

i

)
u(i)v(k−i) = uv(k) + kv(k−1), para todo k > 0.
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Usando o fato de v ter no máximo grau n− 1, obtemos que v(n) = 0 e, assim,

p = uvyn +
n∑
k=1

(−1)k

k!

(
uv(k) + kv(k−1)

)
yn−k

= uvyn +
n−1∑
k=1

(−1)k

k!
uv(k)yn−k +

n∑
k=1

(−1)k

k!
kv(k−1)yn−k

= uy

(
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
v(k)yn−k−1

)
+

n∑
k=1

(−1)k

(k − 1)!
v(k−1)yn−k

= (uy − 1)

(
n∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
v(k−1)yn−k

)
.

Logo, se p é um elemento de Darboux irredut́ıvel de δ′, então deg(a) < 2.

Se a é constante, então a = 1 e p = yn. Sendo irredut́ıvel, força p = y. Se

deg(a) = 1, então a = x+µ, para algum µ ∈ C, e a′ = 1. Logo p = (x+µ)yn−yn−1.

Como p é irredut́ıvel, n = 1 e, consequentemente, p = (x + µ)y − 1, para algum

µ ∈ C.

Isto mostra que todo elemento de Darboux irredut́ıvel de δ′ (e, portanto, de

δ) é um múltiplo escalar de um dos seguintes elementos:

p = y ou qµ = (x+ µ)y − 1, para algum µ ∈ C.

(2) R[θ; δ] não é primitivo:

Notemos que qµ1 = (x + µ1)y − 1 e qµ2 = (x + µ2)y − 1 não são associados

quando µ1 6= µ2. Assim, existem infinitos elementos de Darboux irredut́ıveis de δ

não associados em R. Logo, pela Proposição 4.2.2, temos que R[θ; δ] não é primitivo.

(3) Para todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ e p ∈M , onde p é um elemento de Darboux

irredut́ıvel, temos que δ(R) ⊆ Rp:

Seja M um ideal maximal de R que é um δ-ideal. Assim

M = 〈x− α, y − β〉 = {r(x, y) ∈ R | r(α, β) = 0}

com α, β ∈ C. Como δ(M) ⊆ M , temos que δ(x − α) = [(x + 1)y − 1]y ∈ M .

Então (x + 1)y − 1 ∈ M ou y ∈ M , pois M é primo. Se (x + 1)y − 1 ∈ M , então
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(α+ 1)β− 1 = 0 e, assim, β = 1/(α+ 1) e α 6= −1. Logo M = 〈x−α, y− 1
α+1
〉. No

caso em que y ∈M , então β = 0, de onde segue que M = 〈x− α, y〉.

Portanto, os ideais maximais que são δ-ideais são da forma:

M = 〈x− α, y〉 ou M = 〈x− α′, y − 1

α′ + 1
〉,

onde α ∈ K e α′ ∈ K \ {−1}. Analisaremos abaixo estes dois casos.

Caso M = 〈x− α, y〉: Notemos que qµ(x, y) = (x + µ)y − 1 6∈ M , para todo

µ ∈ K, pois qµ(α, 0) = (α+µ)0−1 6= 0, para todo µ ∈ K. Logo, os únicos elementos

de Darboux irredut́ıveis pertencentes a M são os múltiplos escalares de p(x, y) = y.

Neste caso, temos que δ(R) ⊆ Ry, pois δ(x), δ(y) ∈ Ry.

Caso M = 〈x− α′, y − 1
α′+1
〉: Obviamente p(x, y) = y 6∈M , pois p

(
α′, 1

α′+1

)
=

1
α′+1
6= 0. Por outro lado, temos que

qµ(x, y) = (x+ µ)y − 1 ∈M ⇔ qµ

(
α′,

1

α′ + 1

)
= (α′ + µ)

1

α′ + 1
− 1 = 0⇔ µ = 1.

Logo, os únicos elementos de Darboux irredut́ıveis pertencentes a M são os múltiplos

escalares de q1(x, y) = (x + 1)y − 1. Notemos que δ(R) ⊆ R[(x + 1)y − 1], pois

δ(x), δ(y) ∈ R[(x+ 1)y − 1].

Portanto, pelo Teorema 4.2.3, R[θ; δ] satisfaz (�).

Cabe ressaltarmos que, no exemplo acima, como δ′ não é localmente nilpotente,

por [40, Proposition 8.1.2], temos que δ não é localmente nilpotente.

Exemplo 4.2.8. Seja R = C[x, y] com a C-derivação δ = (x−y)(∂x+∂y). Sabemos

que δ é uma derivação localmente nilpotente (ver [40, Proposition 8.1.2]). Vamos

mostrar que R[θ; δ] satisfaz as condições do Teorema 4.2.3.

(1) Começamos calculando os elementos de Darboux irredut́ıveis de δ:

Seja δ′ = ∂x + ∂y. Então, δ = (x − y)δ′. Um argumento semelhante ao

utilizado no Exemplo 4.2.7, mostra que, se p é um elemento de Darboux irredut́ıvel
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de δ, então p | x − y ou p | δ′(p). Como antes, basta calcularmos os elementos de

Darboux irredut́ıveis de δ′.

Seja p =
∑n

i=0 aiy
i um elemento de Darboux não constante de δ′, onde ai ∈

C[x] e an 6= 0. Pelo mesmo argumento de antes, devemos ter n > 0. Manteremos a

notação usada no Exemplo 4.2.7 para denotarmos a derivação ordinária de C[x].

Calculando δ′(p) obtemos

δ′(p) =
n∑
i=0

[δ′(ai)y
i + aiδ

′(yi)]

=
n∑
i=0

a′iy
i +

n∑
i=1

iaiy
i−1

=
n∑
i=0

a′iy
i +

n−1∑
i=0

(i+ 1)ai+1y
i

=
n−1∑
i=0

(a′i + (i+ 1)ai+1)y
i + a′ny

n.

Como p é um elemento de Darboux e δ′ é uma derivação localmente nilpotente, por

[40, Theorem 8.1.1], temos que δ′(p) = 0. Comparando os coeficientes dos monômios

em y, obtemos

a′i = −(i+ 1)ai+1 ∀ 0 ≤ i ≤ n− 1

a′n = 0.

Seja a = a0. Então

a1 = −a′0 = −a′,

a2 =
−1

2
a′1 =

1

2
a′′,

a3 =
−1

3
a′2 =

(−1)3

3!
a(3)

e, mais geralmente, para qualquer 1 ≤ k ≤ n,

ak =
−1

k
a′k−1 =

−1

k

(−1)k−1

(k − 1)!

(
a(k−1)

)′
=

(−1)k

k!
a(k).

70



Logo, os elementos de Darboux de δ′ são da forma

p =
n∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yk,

para algum a ∈ C[x] \ {0}. Como a(n) = (−1)n
n!

an ∈ C \ {0} (lembre-se que a′n = 0),

então deg(a) = n.

Por outro lado, qualquer elemento da forma acima é também um elemento de

Darboux de δ′, pois, se p =
∑n

k=0
(−1)k
k!

a(k)yk com a ∈ C[x] tal que deg(a) = n, então

δ′(p) =
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yk +

n∑
k=1

(−1)kk

k!
a(k)yk−1

=
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yk −

n∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
a(k)yk−1

=
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yk −

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
a(k+1)yk

= 0.

Assim, um elemento não constante p ∈ R é um elemento de Darboux de δ′ se,

e somente se,

p =
n∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yk,

para algum n > 0 e a ∈ C[x] \ {0} com deg(a) = n. Além disso, fatorando o termo

ĺıder de a, podemos assumir que a é mônico.

Sejam p =
∑n

k=0
(−1)k
k!

a(k)yk um elemento de Darboux de δ′ não constante de

grau n em y. Suponhamos que a ∈ C[x] é um polinômio mônico tal que deg(a) =

n ≥ 2. Como antes, temos que a = uv, para algum u, v ∈ C[x] tal que u é um

polinômio mônico de grau 1, e

a(k) = (uv)(k) =
k∑
i=0

(
k

i

)
u(i)v(k−i) = uv(k) + kv(k−1), para todo k > 0.
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Usando o fato de v ter grau n− 1, obtemos v(n) = 0 e, assim,

p =
n∑
k=0

(−1)k

k!
a(k)yk

= a+
n∑
k=1

(−1)k

k!

(
uv(k) + kv(k−1)

)
yk

= uv +
n−1∑
k=1

(−1)k

k!
uv(k)yk +

n∑
k=1

(−1)k

(k − 1)!
v(k−1)yk

= u

(
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
v(k)yk

)
− y

(
n∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
v(k−1)yk−1

)

= (u− y)

(
n−1∑
k=0

(−1)k

k!
v(k)yk

)
.

Logo, se p é um elemento de Darboux irredut́ıvel de δ′, então deg(a) = n = 1.

Portanto, a = x+ µ e, assim, p = −a′y + a = −y + x+ µ, para algum µ ∈ C.

Isto mostra que todo elemento de Darboux irredut́ıvel de δ′ (e, portanto, de

δ) é um múltiplo escalar de

pµ = x− y + µ, para algum µ ∈ C.

(2) R[θ; δ] não é primitivo:

Notemos que pµ1 = x− y + µ1 e pµ2 = x− y + µ2 não são associados quando

µ1 6= µ2. Assim, existem infinitos elementos de Darboux irredut́ıveis de δ não

associados em R. Logo, pela Proposição 4.2.2, temos que R[θ; δ] não é primitivo.

(3) Para todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ e p ∈M , onde p é um elemento de Darboux

irredut́ıvel, temos que δ(R) ⊆ Rp:

Seja M um ideal maximal de R que é um δ-ideal. Então

M = 〈x− α, y − β〉 = {r(x, y) ∈ R | r(α, β) = 0},

onde α, β ∈ C. Como δ(M) ⊆ M , temos que δ(x − α) = δ(y − β) = x − y ∈ M .

Logo α−β = 0 e, assim, α = β. Portanto, os ideais maximais de R que são δ-ideais
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são da forma

M = 〈x− α, y − α〉, para algum α ∈ C.

Dado um elemento de Darboux irredut́ıvel qualquer pµ(x, y) = x− y+µ, para

algum µ ∈ C. Notemos que

pµ(x, y) = x− y + µ ∈M ⇔ pµ(α, α) = α− α + µ = 0 ⇔ µ = 0.

Logo, os únicos elementos de Darboux irredut́ıveis pertencentes a M são os multiplos

escalares de p0(x, y) = x − y. Notemos que δ(R) ⊆ R(x − y), pois δ(x), δ(y) ∈

R(x− y).

Portanto, aplicando o Teorema 4.2.3, conclúımos que R[θ; δ] satisfaz (�).

Observação 4.2.9. Seja R = C[x, y] com C-derivação δ tal que mdc(δ(x), δ(y)) =

c ∈ R\C, isto é, δ = c(a∂x+b∂y) = cδ′, onde a, b ∈ R, mdc(a, b) = 1 e δ′ = a∂x+b∂y.

Neste caso, temos:

(1) Max(R) ∩ Fδ 6= ∅, ou seja, sempre existem ideais maximais que são δ-ideais.

De fato, se Max(R) ∩ Fδ = ∅, então, pela Observação 4.1.7, temos que

〈δ(x), δ(y)〉 = R e, assim, mdc(δ(x), δ(y)) = 1, que é uma contradição.

(2) Se R[θ; δ] satisfaz (�), então c ∈M , para todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existe um ideal maximal M tal que

δ(M) ⊆M e c 6∈M . Como R[θ; δ] satisfaz (�), pelo Teorema 4.2.3, temos que

R[θ; δ] não é primitivo e, assim, pela Proposição 4.2.2, existe um elemento de

Darboux irredut́ıvel p ∈ R tal que p ∈M . Como c 6∈M , segue que p - c. Além

disso, o fato que mdc(a, b) = 1 implica que p - a ou p - b. Então p - ca = δ(x)

ou p - cb = δ(y). Isto significa que δ(x) 6∈ Rp ou δ(y) 6∈ Rp e, portanto,

δ(R) * Rp. Aplicando o Teorema 4.2.3, obtemos que R[θ; δ] não satisfaz (�),

uma contradição.
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(3) Usando o item (2) acima, podemos construir exemplos de anéis de operadores

diferenciais R[θ; δ] que não satisfazem (�). Basta escolhermos os polinômios

a e b em um ideal maximal M tal que c 6∈ M . Por exemplo, coloque c = x.

Sabemos que c 6∈M = 〈x−1, y〉. Então, tomando a = y ∈M e b = x−1 ∈M ,

temos que M é um ideal maximal de R tal que δ(M) ⊆ M , pois δ(x − 1) =

δ(x) = ca ∈ M e δ(y) = cb ∈ M . Agora, como c 6∈ M , pelo item (2),

conclúımos que C[x, y][θ;x(y∂x + (x− 1)∂y)] não satisfaz (�).

(4) A rećıproca de (2) não vale em geral. Se tomarmos c = x, a = 1 e b = y

no enunciado acima, obtemos a seguinte derivação δ = x(∂x + y∂y) = xδ′,

onde δ′ = ∂x + y∂y. Notemos que x ∈ M , para todo M ∈ Max(R) ∩ Fδ =

{〈x, y−β〉 | β ∈ C}. Vamos mostrar que R[θ; δ] não satisfaz (�). De fato, se p é

um elemento de Darboux irredut́ıvel de δ, então p | δ(p) = xδ′(p) e, assim, p | x

ou p | δ′(p). O último caso implica que p é um elemento de Darboux irredut́ıvel

de δ′. Por [2, Theorem 4.1, (b)], sabemos que p = y é o único elemento de

Darboux irredut́ıvel não associado de δ′. Isto mostra que os únicos elementos

de Darboux irredut́ıveis não associados de δ são os múltiplos escalares de x e

y. Pela Proposição 4.2.2, temos que R[θ; δ] é primitivo. Portanto, segue do

Teorema 4.2.3 que R[θ; δ] não satisfaz (�).
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Caṕıtulo 5

Discussões Gerais

Neste trabalho, tivemos como objetivo principal estabelecer condições ne-

cessárias e suficientes para que os anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] satisfi-

zessem a propriedade (�). A estrutura de R[θ; δ] está relacionada com a estrutura

do anel base R e com a derivação δ, tornando assim o tema complexo e abrangente.

Neste contexto, o presente caṕıtulo visa discutir posśıveis direções para o estudo

geral, levando em conta os resultados que foram obtidos nesta pesquisa e, também,

os que estão presentes na literatura.

5.1 Álgebras Afins

Sejam K um corpo de caracteŕıstica zero e R um K-domı́nio afim comuta-

tivo com derivação δ. Neste trabalho, foram apresentadas condições necessárias e

suficientes para que os anéis de operadores diferenciais R[θ; δ] satisfaçam (�) quando:

(1) R é δ-simples (ou equivalentemente, R[θ; δ] é simples) (ver Teorema 2.2.2);

(2) R é δ-primitivo (ou equivalentemente, R[θ; δ] é primitivo) (ver Corolário 3.1.3);

(3) R tem dimensão de Krull 1 (ver Teorema 3.2.4);

(4) R = K[x, x−1] (ver Corolário 3.2.7);

(5) R é um DFU de dimensão de Krull 2 e Max(R)∩Fδ = ∅ (ver Teorema 4.1.3);
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(6) R = C[x, y] (ver Teorema 4.2.3).

É importante ressaltarmos que Carvalho, Hatipoğlu e Lomp [3] caracterizaram

os anéis de operadores diferenciais K[x][θ; δ] satisfazendo (�). Além disso, no caso

em que K é um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e R é uma K-

álgebra afim comutativa com K-derivação δ, eles mostraram que, se δ é localmente

nilpotente, então R[θ; δ] satisfaz (�). Em geral, a rećıproca deste último fato não é

verdadeira, como mostram os Exemplos 3.2.8 e 4.1.9.

Questão: Mais geralmente, suponhamos que R é uma K-álgebra afim comutativa

com uma K-derivação δ satisfazendo as seguintes condições:

(1) R não é δ-simples,

(2) R não é δ-primitivo,

(3) R tem dimensão de Krull > 2 e

(4) δ não é localmente nilpotente.

Sob quais condições S = R[θ; δ] satisfaz (�)?

No caṕıtulo anterior, fornecemos condições necessárias e suficientes para que

S satisfaça (�) quando R tem dimensão de Krull 2. Observemos que, devido ao

Corolário 3.1.3, a condição “S não é primitivo” é necessária. Neste caso, analisamos

sob quais condições os quocientes S/P , onde P é um ideal primitivo de S, satisfazem

as condições do Lema 4.0.1. Neste sentido, o leitor poderia nos perguntar: o que

acontece quando K.dim(R) > 2? Podeŕıamos aplicar o mesmo método?

Notemos o seguinte: dado um ideal primitivo qualquer P de S, conforme já

mostrado antes, temos que P ∩ R é um δ-ideal primo não nulo de R. Além disso,

ou P = S(P ∩R) ou δ(R) ⊆ P ∩R.

Se analisarmos essas informações quando K.dim(R) = 2, podemos concluir que

o δ-ideal primo não nulo P ∩ R deve ser ou gerado por um elemento de Darboux
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irredut́ıvel de R ou um ideal maximal de R. Nem sempre é uma tarefa fácil encontrar

os elementos de Darboux irredut́ıveis de R, mas é posśıvel descrevê-los em alguns

casos (ver Exemplos 4.2.7 e 4.2.8). Além disso, se K é algebricamente fechado, os

ideais maximais de R são bem conhecidos. Com isso, conseguimos obter informações

importantes sobre os quocientes primitivos S/P e, assim, apresentar condições para

que S satisfaça (�).

Já, no caso em que K.dim(R) = n > 2, além de aumentar a dificuldade para

determinar os elementos de Darboux irredut́ıveis de R, não conseguimos caracterizar

os δ-ideais primos não nulos com alturas 1 < k < n. Portanto, de um modo geral,

não foi posśıvel obtermos informações suficientes sobre os quocientes primitivos S/P

que nos permitissem concluir a propriedade (�) sobre S, com exceção de três casos

particulares que estudaremos a seguir.

Caso (1): Consideremos R, δ e S conforme o enunciado da questão acima.

Suponhamos que, para todo ideal primitivo P de S, ocorre δ(R) ⊆ P∩R. Neste caso,

pela Proposição 1.5.2 (ii), S/P é comutativo e, assim, S/P é um corpo. Neste caso,

mostraremos que S satisfaz (�). Mas antes, faremos algumas observações relevantes

sobre os anéis FBN.

Seja N (R) = {a ∈ R | an = 0 para algum n ∈ N} o nilradical de R, isto é, o

conjunto de todos elementos nilpotentes de R. Em [24], Jordan mostrou o seguinte:

Teorema 5.1.1. [24, Theorem 3] Sejam R ⊇ Q um anel noetheriano comutativo

com derivação δ e S = R[θ; δ]. As seguintes condições são equivalentes:

(1) S é um anel FBN à direita;

(2) todo quociente primitivo de S é artiniano simples;

(3) δ(R) ⊆ N (R);

(4) todo quociente primo de S é comutativo;
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(5) todo quociente primitivo de S é um corpo.

Os anéis FBN constituem uma classe grande de anéis. Uma identidade po-

linômial sobre um anel R é um polinômio p(x1, . . . , xn) em variáveis não comutativas

x1, . . . , xn com coeficientes em Z tal que p(r1, . . . , rn) = 0, para todo r1, . . . , rn ∈ R.

Dizemos que um anel R é um PI-anel (anel de identidade polinomial) se R satis-

faz uma identidade polinomial mônica p(x1, . . . , xn). Observamos que todo PI-anel

noetheriano é um anel FBN (ver [36, Corollary 13.6.6 (iii)]). Claramente os anéis

comutativos são PI-anéis, pois satisfazem a identidade polinomial p(x, y) = xy−yx.

Para um exemplo não comutativo, consideremos os anéis de matrizes Mn(R) sobre

um anel comutativo R. O Teorema de Amitsur-Levitzki (ver [36, Theorem 13.3.3

(ii)]) garante que Mn(R) é um PI-anel. Em [30] e [31], Leroy e Matczuk fornecem

condições necessárias e suficientes para que as extensões de Ore R[θ;σ, δ] sejam um

PI-anel. Em particular, eles mostram que, dado um PI-anel primo noetheriano R

e um endomorfismo injetivo σ de R, então, R[θ;σ, δ] é um PI-anel se, e somente

se, existe um polinômio não constante no centro de R[θ;σ, δ] com coeficiente lider

regular (ver [31, Theorem 3.7]). É importante ressaltarmos que, no caso em que R

é um K-domı́nio comutativo noetheriano, o Teorema 5.1.1 mostra que os anéis de

operadores diferenciais R[θ; δ] não são anéis FBN (e, assim, não são PI-anéis), para

toda derivação não nula δ de R.

Voltando ao nosso caso, temos que S/P é um corpo, para todo ideal primitivo

P de S e, pelo Teorema 5.1.1, conclúımos que S é um anel FBN à direita. Uma

vez que S ' Sop, obtemos que S é um anel FBN à esquerda, de onde segue que S

é um anel FBN. Neste caso, o Corolário 1.3.3 juntamente com a Proposição 1.3.4

mostram que S satisfaz (�).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 5.1.2. Seja R = K[x1, . . . , xn]/〈p2〉, onde p ∈ K[x1, . . . , xn] é um ele-

mento primo. Notemos que δ = p (
∑n

i=1 ai∂xi), onde ai ∈ K[x1, . . . , xn], é uma
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K-derivação de K[x1, . . . , xn] e, como 〈p2〉 é um δ-ideal de K[x1, . . . , xn], temos que

δ induz uma K-derivação δ em R. Uma vez que N (R) = 〈p〉/〈p2〉, claramente

δ(R) ⊆ N (R). Agora, o Teorema 5.1.1 e a observação acima mostram que R[θ; δ] é

um anel FBN e, portanto, R[θ; δ] satisfaz (�).

Caso (2): Sejam R um K-domı́nio afim com derivação δ e S = R[θ; δ].

Suponhamos que K.dim(R) > 2 e que existe um quociente primitivo S/P tal que

P = S(P ∩R) e ht(P ∩R) = 1. Neste caso, veremos que S não satisfaz (�).

Assumimos agora que existem ideais primitivos P de S tais que P = S(P∩R),

então

S/P = S/S(P ∩R) ' R/(P ∩R)[θ; δ]

é um anel primitivo, onde δ é a derivação induzida por δ em R/(P∩R). Se S satisfaz

(�), o mesmo ocorre com S/P e, pelo Corolário 3.1.3, segue que

R/(P ∩R) é δ-simples e K.dim(R/(P ∩R)) ≤ 1.

Analisando a última condição, vemos que precisamos ter ht(P∩R) ≥ K.dim(R)−1,

para todo ideal primitivo P de S tal que P = S(P ∩R). Portanto, temos o seguinte

resultado.

Corolário 5.1.3. Sejam R um K-domı́nio afim com K-derivação δ e S = R[θ; δ].

Se S satisfaz (�), então

R/(P ∩R) é δ-simples e ht(P ∩R) ≥ K.dim(R)− 1,

para todo ideal primitivo P de S tal que P = S(P ∩R).

Não é dif́ıcil encontrarmos exemplos de anéis de operadores diferenciais S =

R[θ; δ] tais que ht(P ∩ R) < K.dim(R) − 1, para algum ideal primitivo P de S tal

que P = S(P ∩ R). Neste caso, pelo Corolário 5.1.3, temos que S não satisfaz (�).

O exemplo a seguir ilustra este caso.
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Exemplo 5.1.4. Sejam R = K[x, y, z] com a K-derivação δ = ∂x + y∂y + z∂z e

S = R[θ; δ]. Consideremos P = Sz e, assim, P ∩R = 〈z〉. Notemos que

S/P ' R/(P ∩R)[θ; δ]

= K[x, y, z]/〈z〉[θ; ∂x + y∂y + z∂z]

' K[x, y][θ; ∂x + y∂y].

Por [2, Theorem 4.1, (b)], vemos que y é o único elemento de Darboux irredut́ıvel

da derivação δ′ = ∂x + y∂y. Aplicando a Proposição 4.1.6, obtemos que K[x, y]

é δ′-primitivo. Logo, segue do Teorema 3.1.2 que S/P = K[x, y][θ; δ′] é um anel

primitivo e, portanto, P é um ideal primitivo de S satisfazendo

1 = ht(P ∩R) < K.dim(R)− 1 = 2.

Aplicando o Corolário 5.1.3, obtemos que S não satisfaz (�).

Caso (3): Sejam R um K-domı́nio afim com K-derivação δ e S = R[θ; δ].

Suponhamos que existem M ∈ Max(R) ∩ Fδ e P ∈ Spec(R) ∩ Fδ satisfazendo as

seguintes condições:

(1) M ⊇ P ,

(2) ht(P ) = K.dim(R)− 1 e

(3) δ(R) * P .

Então S não satisfaz (�) (ver Proposição 4.1.10).

Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[x1, . . . , xn] com a K-

derivação δ = x1∂x1+· · ·+xn∂xn . Então M = 〈x1, . . . , xn−1, xn〉 e P = 〈x1, . . . , xn−1〉

satisfazem as condições acima e, portanto, S não satisfaz (�) (ver Exemplo 4.1.11).
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5.2 Anel de Séries de Potências Formais K[[x]]

No Caṕıtulo 3, obtemos uma caracterização para os anéis de operadores di-

ferenciais R[θ; δ] que satisfazem (�) quando R é um K-domı́nio afim de dimensão

de Krull 1. Nessas hipóteses, mostramos que R é δ-primitivo e, consequentemente,

R[θ; δ] satisfaz (�) se, e somente se, R é δ-simples (ver Teorema 3.2.4).

Questão: Mais geralmente, se R é um K-domı́nio não afim de dimensão de Krull

1, então é posśıvel caracterizarmos a propriedade (�) em R[θ; δ]?

Por exemplo, consideremos o anel de séries de potências formais R = K[[x]]

com a K-derivação δ = x∂x e S = R[θ; δ]. Neste caso, S satisfaz (�)?

Precisamos estudar as extensões essenciais ćıclicas de S-módulos simples. Lem-

bramos que a Observação 2.1.5 nos dá exemplos de S-módulos simples somente

quando R é um anel δ-simples. O seguinte resultado, de Goodearl e Warfield [14],

nos fornece condições suficientes para obtermos exemplos de S-módulos simples.

Proposição 5.2.1. [14, Proposition 3.3] Sejam R um anel comutativo noetheriano

com derivação δ e S = R[θ; δ]. Assuma que existe um elemento não divisor de zero

x ∈ R tal que Rx é δ-simples e δ(x)m ∈ Rx, para algum m ∈ N. Então S/S(θx− 1)

é um S-módulo simples à esquerda.

Notemos que o único ideal primo de R é o ideal maximal Rx que é um δ-

ideal. Como, neste caso, os ideais δ-primos são justamente os ideais primos de R

que são δ-ideais, segue que Rx é o único ideal δ-primo e é não nulo. Aplicando a

Proposição 1.4.9, obtemos que Rx é δ-simples. Além disso, como δ(x) = x ∈ Rx,

pela Proposição 5.2.1, temos que S/S(θx− 1) é um S-módulo simples.

Mostraremos agora que V = S/S(θx− 1) não é um S-módulo injetivo. Logo,

possui uma extensão essencial não trivial, em particular, o seu fecho injetivo.

Primeiro, consideremos A = K[[x]]\{0} e notemos que V é livre de A-torção.
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De fato, temos que

1 + S(θx− 1) 6∈ tA(V ) = {v ∈ V | av = 0 para algum a ∈ A},

caso contrário, teŕıamos que a ∈ S(θx − 1), para algum a ∈ A e, assim, a ∈

S(θx − 1) ∩ R = 0, o que é um absurdo (pois A = K[[x]]\{0}). Isto mostra que

tA(V ) é um submódulo próprio de V . Como V é simples, obtemos que tA(V ) = 0,

ou seja, V é livre de A-torção.

Não é dif́ıcil verificar que A = K[[x]]\{0} é um conjunto de elementos normais

em S e, assim, um conjunto de Ore em S. Como S é noetheriano, por [12, Propo-

sition 10.7], obtemos que A é um conjunto de denominadores de S. Consideremos

T = SA−1. Então T = SA−1 ' RA−1[θ;x∂x] = K((x))[θ;x∂x], onde K((x)) é o

corpo de frações de R = K[[x]] (ver [13, Proposition 1.1]) e V A−1 = T/T (θx − 1).

Assim, por [12, Corollary 10.14 (b)], se V é um S-módulo injetivo, então V A−1 é

um T -módulo injetivo. Logo, basta mostrarmos que V A−1 = T/T (θx − 1) não é

injetivo como T -módulo.

Em [20], Jain, Lam e Leroy mostraram o seguinte.

Lema 5.2.2. [20, Lemma 4.4 (d)] Sejam R um anel de divisão e T = R[θ; δ]. Para

a ∈ R, consideremos δa(λ) = λa−aλ, para todo λ ∈ R. Então, T/T (θ−a) é diviśıvel

se, e somente se,
∑n

i=0 ai(δ − δa)i : R→ R é sobrejetora, para todo
∑n

i=0 aiθ
i ∈ T .

Em nosso caso, temos que δ = x∂x e R = K((x)) é um corpo, assim δa = 0 e

T = K((x))[θ;x∂x]. Logo, T/T (θ − a) é diviśıvel se, e somente se,
∑n

i=0 ai(x∂x)
i :

R → R é sobrejetora, para todo
∑n

i=0 aiθ
i ∈ T . Para θ ∈ T , temos que x∂x :

K((x))→ K((x)) não é sobrejetora, pois os elementos constantes não nulos não são

correspondidos. Aplicando o Lema 5.2.2, obtemos que T/T (θ − a) não é diviśıvel,

para todo a ∈ K((x)). Em particular, para a = x−1 − 1 ∈ K((x)), segue que

T/T (θx− 1) = T/Tx[θ − (x−1 − 1)] = T/T [θ − (x−1 − 1)]
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não é diviśıvel. Como todo módulo injetivo é diviśıvel, obtemos que T/T (θx− 1) =

V A−1 não é injetivo, como queŕıamos mostrar.

Disso, segue que S/S(θx− 1) não é injetivo e, portanto, possui uma extensão

essencial não trivial. Nessa pesquisa, não conseguimos encontrar tais extensões. As

tentativas realizadas foram infrut́ıferas. A extensão óbvia

Sθ

S(θx− 1)θ
≤ S

S(θx− 1)θ
,

tendo em conta os resultados anteriores, não funciona. Tal fato deve-se à existência

de elementos que satisfazem as condições do enunciado da seguinte proposição.

Proposição 5.2.3. Sejam R um anel comutativo com derivação δ, S = R[θ; δ] e

Rδ = {r ∈ R | δ(r) = 0} o subanel de constantes de R. Se a ∈ R \ Rδ e b ∈ Rδ é

não divisor de zero em R, então

Sθ

S(θa− b)θ
6≤e

S

S(θa− b)θ
.

Demonstração: Suponhamos que a ∈ R \ Rδ e b ∈ Rδ é não divisor de zero.

Defina J = S(θa− b)θ e I = S(aθ − b). Temos o seguinte:

(1) Qualquer elemento de I pode ser escrito como c(aθ − b) + f(θa − b)θ, para

algum c ∈ R e f ∈ S, pois

θ(aθ − b) = (θa− b)θ

e, portanto, para todo g =
∑n

i=0 ciθ
i ∈ S, temos que

g(aθ − b) = c0(aθ − b) +

(
n∑
i=1

ciθ
i−1

)
(θa− b)θ.

Consideremos o S-módulo à esquerda U = (I + J)/J . Logo, os elementos de

U são da forma

c(aθ − b) + J, onde c ∈ R.
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(2) U 6= 0, pois (aθ − b) + J = 0 + J se, e somente se, (aθ − b) ∈ J ⊆ Sθ, mas

b 6∈ Sθ.

(3) U∩Sθ/J = 0, pois se c(aθ−b)+J ∈ U∩Sθ/J , onde c ∈ R, então c(aθ−b) ∈ Sθ.

Assim, segue que cb ∈ Sθ e, portanto, cb = 0. Mas, como b não é divisor de

zero, temos que c = 0.

Portanto, Sθ/J 6≤e S/J .

Em nosso caso, temos R = K[[x]] com a K-derivação δ = x∂x e S = R[θ; δ].

Como a = x e b = 1 satisfazem as condições da Proposição 5.2.3, conclúımos que

Sθ

S(θx− 1)θ
6≤e

S

S(θx− 1)θ
.
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α-cŕıtico, 7

α-suave, 12

artiniano, 6
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