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· RESUMO 

r apresentada a formulação do m~todo dos elementos f in i­

tos aplicado a problemas de resposta din~mica pe rmanente de sis te ­

mas est ruturais lineares, desenvolvida no campo da frequ~ncia bem 

como o sistema computac ional DINAP desenvolvido . Te ndo em vista 

a grande capacidade de memõ ria req uerida por esses prob l emas ,abor 
dam-se soluções mais adequadas para o s i stema de equações . r feita 

uma apresentação de algoritmos de so lu ção de s i s t emas de equações 

de grande porte, considerando o aspecto de armazenamento , e de um 

algoritmo com armazenamento compacto de uso de memõ ri a secundãria , 

sendo descrito t odo o ge renciamento da s transfer~ nci as com a mem 6-

ria sec und ãria encontrado no sistema LEB RE DIN AP . Algumas aplica -
çÕes são mostradas com o uso da l inguagem LEB RE DINAP . 
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ABSTRACT 

The steady-state dyna mi c r esponse analysis using the 
finite element method applied to line a r st ructural syst ems, and 
the implementation of a new LEBRE language sub -system wi th 
prismatic a nd pl ane stat e e l eme nts are presented . Al s o some 
algorithms for the solution of l a rg e s yste ms of lin ear algebraic 
equations, con si dering the aspect of memory all ocatio n are presented. 

An algorithm with com pac t scheme storage and out-of-core memory is 
presented in more detail, including the out -o f-core memo ry 
management . Some app lication s with t he LEBRE language are presented . 
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1. INTRODUÇAO 

Na anãl i se d in ~ mi ca de est r utur as sujeitas a ca rg as per 

manentes (harmo nia ou não) ê possi ve l se obter uma fo r mu l ação 
transformada para o campo das frequ~ncias, que recai em uma anãli­
se harmonica cuja matriz dos coeficientes do sistema linear alg~ -
brico ~de coeficientes complexos (matriz de admitãncia complexa) . 
Neste trabalho se desenvolve a formulaçã o pelo m~todo dos elemen -
tos finitos no dominio da frequência para esta anãlise (c ap . 2) . 

Em virtude da matriz complexa ocupar o dobro da memõr ia 
requerida para as reais , e considerando ainda o porte das estrutu 
ras em que normalmente se faz este tipo de anãlise e o porte m~dio 

de computadores mais usados , aborda-s e nest e trabalho, tamb~m, a 
questão do armazenamento na solução do sistema de equações . Desta 
forma apresentam - se os m~t o dos de decomposição abordand o- se os a l 
goritmos de armaze name nto (cap . 3) . ~enfocado em mais de talh es o 

m~todo de Crout modificado com a rm aze nan1 e nto compacto da matri z e 
o com uso de mem6ria s ecundãria durante a so lução (item 3 . 7) . 

A i mp lantação deste s algoritmos de sol ução , bem como a 
anãlisc permanente, ê abordado quant o ao aspecto de t~cnicas compu 
tacionais a utiliza1· com o mêtodo dos elementos finitos (cap . 4) 
São discutidos os aspe ctos da transformaç ão da carga permanente 
(t ransformada de Fourier ) e da montagem do sistema de equações . 

O trabalho computacional realizado resultou no desenvo! 
vimento de um sistema na linguagem LEBRE, cujas novas implementa -
çÕes são apresentadas (cap . 4) . 



2 

Alguns exemp los sao apresentados com intuito de most rar a 
aplicação do sistema des en volvido, e algumas das t~c nic as de an ãli ­

se harmônica e solução em memór i a secundãria . 

Corno anex o ao presente trabalho se co locou as rotinas de 
solução com armazenamento compacto e memória secundãr i a . uma descri 
çao dos novos comando s da linguagem LEBRE para o s istema desenvolvi 
do; e un1 resu mo da quantidade de op erações nos diversos algoritmos 
de solução a pr ese ntados . 



2. RESPOSTA PE RMANENTE DE SISTEMAS LINEARES 

2. 1 -Sistema de um grau de liberdade 

2. 1 .1 - Formulaçâo da equaçao do movimento 

Um s i stema de um grau de liberdade se const i tue de ta l forma 

que uma unicc variável independente define completamente o seu mov imen­
to . Um sistema estrutural elâstico ~ caracterizado por sua massa, suas 
propri edades elãsticas (flexibilidade ou ri gidez) e seu mecan ismo de 

dissipação de energia (amortec imento). Um modelo s imples de ta l s i stema 

com um grau de liberdade está re~resentado na figura 2. 1-1 . 

k 

111 

v 

p(t) 

FIGURA 2.1-1 -Modelo de s istema de um grau de liberdade . 

3 
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A massa m, deste sistema ~ considerada no corpo rigido . O Gnico movi­

mento assumido e a translação vertical' de forma que uma unica coordenada v = 

v(t) define sua posição no tempo. A resist~nc ia elãstica ao des l ocamento e re­

presentada pela mo l a de rigidez constante k, considerada sem massa, e a perda 

de energi a e representada pelo amortecedor . A carga externa aplicada , variãvel 
no tempo , e representada pela função p(t) . 

A equaçao de movimento para o sistema da figura 2. 1. 1 pode ser obtida 
por diversas formu l aç6es , como o principio do trabal ho virtual , o principi o 

de d 1 Alembert e o principio var iacional de Hami lton . Este Gltimo pode ser ex­

presso por 9•29 

t1 
!to o(T - J;)dt + rt1 óH dt 

t nc 
o 

o (2 . 1.1-1) 

onde T energia cinética total elo sistema . 

n energi a potencial do sistema, incluindo a energia de deforma 

cão e potencial das forças externas conservativas 

Wnc :traba lho realizado pelas forças não conservat ivas ag i ndo no 

sistema . 

O pr i ncipi o de Hamilton indi ca que, para um corpo elãstico cujas con­

fig uraç6es de equi librio variam continuamente entre os i nstantes t
0 

e t 1, a so 

ma da variação , denotada pe l o simbo lo o, das energias cinéti cas e potencia l 

com a variação do trabal ho feito pelas forças não conservativas durante qua l -

quer intervalo de tempo t
0 

e t 1 deve ser nula . A aplicação deste principio 
conduz di retamente ã equação de movimento do sistema, com a vantagem , sobre 

outras formulaç~es , de usar somente quantidades puramente escalares (energia) . 
Note-se também que este principio pode ser aplicado para problemas quase-estã­

ticos, onde a energ ia cin~tica é desprezada , e os demais termos são independe~ 

t es do tempo , conduzindo ao conhecido pri ncipio da energ i a potencial minima 

da por: 

Para o sist ema da figura 2.1-1 a energia cinética, por definição,ê da 

T(t) 1 

2 
(2 . 1.1 -2) 
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onde ~ = ~ (t) = dv(t)/dt ~ a vel ocidade do corpo, enquanto a ener­

gia potenc i al , que representa somente a energ ia de deformação U da mola, ~ 

dada por 

:· (t) = U(t) =.l kv 2 

2 
( 2 . 1 . 1- 3) 

-O traba l ho das forças nao conserva t i vas e composto pelo trabalho 

das forças diss i pat ivas, incluindo o amortecimento, fd, e das forças exter-
nas , p(t) , e e dado por 

( 2 . 1 . 1 -4 ) 

Toma ndo a pr ime ira var iação das quant i dades envolvidas no pr ind­

pio de Ham il ton, expressao (2 . 1 .1- 1) , e substitu indo nesta expressão, temos 

t .? 

f[ m v \v - k v óv + Q t'\ v J dt O 
t

1 
nc 

(2 . 1.1 - 5) 

Procedendo a integração, por par t es , do te r mo que possue variação 

da vel ocidade, t emos 

(2 . 1. 1- 6) 

Assumindo que a variação arbitrár ia 6v se anula nos i nstantes de 

tempo t
0 

e t 1, o segundo termo da equação (2 . 1 . 1-6) se anula , e teremos , 

pelo princ1pio f undamenta l do cálcul o variac ional, 

-m v -k v + fd(t) = - p(t) (2 .1 . 1- 7} 

Considel~ando as forças di ss i pa tiva s oriundas de amortecimento 
viscoso, ou de Rayleigh, dado por9 ' 14 

' 18 

fd = - C Íl ( 2 . 1 . 1 -8) 

onde c -e a consta ,-, te de amortec imento, resulta rã para a equaçao 
(2 .1.1- 7) 

.. 
111 v + c v + k v p(t) (2 . 1. 1-9) 
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A equaçao acima constitue a equaçao de movimento do sistema descri­

to . Chama-se de resposta dinamica elo sistema, ã função v(t), solução da 

equaçao (2 . 1 . 1-9), para uma excitação conhecida. 

Uma sol icitação p(t) , variãvel no tempo, produzirã uma re sposta di­

nãmica apreciãvel dependendo da magnitude da s forças internas desenvolv idas 

( i nércia e amortecimen to) 9 • 1 ~ · se os movimentos produ zidos forem suf iciente­
mente "suaves" de tal modo que não pl~oduzam forças inercia i s e de amorteci ­
mento considerãveis , pode- se eli minar os termos com vel oc idade e acel era ção 
na equação (2 . 1.1-9), pa ssando- se a uma anãlise quase-est ãt ica . 

2. 1 .2 - Resposta di nãmica a cargas ha rm6nicas 

Assumindo que o sistema da figura 2.1-1 esteja submetido a uma 
carga variãvel harmonicamente no tempo, definida por uma amplitude p

0 
e uma 

frequéncia angular ~ . a equação (2 .1. 1-9) torna-se 

m v(t) +c v(t) + k v(t) = p0cos(,~~ t) (2 . 1.2-1) 

A solução da equaçao (2 . 1 . 2-1) é dada pel a superpos ição das solu­
çoes particul ar e compl ementar . A solução particular é da fo rma 

(2 . 1.2-2) 

onde o termo com a função seno é necessãrio, em gera l, por que a 

resposta de um sistema amortecido não está em fase com a carga aplicada , 

isto ê, seus pontos de mâximo nâo coincidem no tempo . 

Substituindo a expressão (2 .1 . 2-2) na equação (2 .1 .2-1), e igua lan­

do-se os termos em cosseno e seno individual mente, porque estas funções se 

anulam em diferentes instantes de tempo, teremos um sistema de equações que 

f f 1 - . 1 f . 9 ,29 nos ornece as constantes G1 e G2. Desta orma a so uçao part1cu ar 1ca 

Po 
vp(t) = ------­

( k -m z;, 2 ) 2 + ((~\ c) 2 
[ ( k-{:12 m)cos (!~' t )+~-;; c sen ((~' t)] 

(2. 1.2-3) 



A soluçao complementar da equaçao (2 . 1 . 1-1) ~a solução da equa ­

çao diferencial homogênea 

m ~(t) + c ~(t) + k v(t) = O ( 2. 1 . 2-4) 

que corresponde ã resposta de vibraçao l i vrc do sistema . A forma da so ­

lução desta equaçao depende da solução da equacao ca racteristica 

m a2 + c a + k = O (2 . 1. 2- 5) 

que tem raizes 

c ± /(_c )z s = - k 
= 

2 111 2 111 m 

= - r. (ll ; / r 2 -1 I (2 . 1. 2-6) 

onde CtJ e a frequência natural de vibracao no s istemil sem amortecimento , 
dada por 

k 
(2 . 1. 2- 7) 

111 

e z: ê o fator de amo rtecimento criticJ9, dado por 

c c 
ç = = -- (2 . 1. 2- 8) 

CC 2 111 t.'1 

que c a razao entre a constante de amortecimento e o amol~tec imento crltico . 

Conforme o valor de r. teremos um tipo de movimento resulta nte, e a condi ção 

r.= 1 ê conhecida como de amortecimento c1·itico . Para as estrutu,~as pl·ãti -
~ <) 

cas tem-se amortecimento abaixo do cntico , quando entao teremos para s 

s = -ç (I) ± 1 ,, Í~r.=- = -r ,;,~ l)d (2 . 1. 2- 9) 

onde tvd é a frequência amortecida . 
A sol ução complementar , então, ê obtida pela expressao 

(2 . 1. 2- 10 ) 

7 



onde as constantes A e B podem ser calcu ladas introduzindo-se nesta expres-. . 
são as condições i ni ciai s do problema v(O)=v

0 
e v(O) =v

0
. 

A solução da equação (2. 1. 2- 1) serã então obtida pe l a soma das 

soluções dadas pelas expressões (2 . 1.2-3) e (2 . 1. 2-10) , e ê definida como 

a resposta dinâmi ca transiente. Pode-se observar que o termo vc(t) , da ex­
pressão (2 . 1. 2-10) , decresce com o tempo devido ã função exponencial , ten­

dendo a zero, para t> Ü, e exist indo apenas no intervalo de tempo prÕx imo ao 
da apli cação da carga , e desaparecendo tão mais rapidamente quanto maior o 

amortecimento . 

O termo vp(t) da solução , dado pela expressao (2 . 1. 2- 3), ê defi­

nido como o resposta dinâmi ca pe rma ne nte, e tem a mesma frequênc i a de vibra 

cão que a carga harmônica aplicada , mas fo ra de fase com esta . A variação 
da resposta dinâmica permanente pode ser melhor vi s ta representando-a por 

onde p e a amplitude da resposta pe rmanente, dada por 

o = Po 

k{ [ 1- (~I \) F J2 + ( 2~,. ~ I ,l) 2 ; 
1/2 

e a diferença de fase ~ dada por 

rr = a rctan (_<_~ c __ = a rctan ( 2r., (j / tu 

1- { r~/(>l )2 

(2 .1.2-1 1) 

(2 .1. 2-12) 

(2 .1. 2-13) 

Note- se (]Ue ambas, <:unplitudes e diferença de fase, independem do 

instante t considerado , e que dependem do fator de amorteci~ento critico ç 

e da razão entre freq uênci as <'0/ (ll , como pode se r vi s to em diagramas apresen­
tados por diversos autores (CLOUGH e PENZIEN9, por exempl o) . 

r de interesse considerar a rel ação 

0 = _ P_ (2 .1. 2-1 4) 

P/k 

conhec ido como fato r de magn ifi cacão_c!i nâmica , dado por 

(2 .1. 2-1 5) 

8 
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onde p
0
/k ~ a resposta estát ica do s i stema. Pode ser visto que o fa tor D V! 

r i a com a razão w/tu e com o fator ) e e maior para valores de t"0/lu prõximos 

de 1 por valores menores e cresce quand~ ç cresce . Da expressão (2. 1. 2- 12) 

tem-se que a resposta dinâmica perma nente de um sistema não amortec i do 

(ç=O) tende ao infin i to para w tendend o a w. Essa situação e conhecida como 

condição de ressona nci a . 

2. 1.3- Resposta a cargas peri6di cas nao harmôn i cas 

2. 1 . 3. 1 - Serie de Fourier 

Na secao 2. 1. 2 apresentaram-se expressões representando a resposta 

di nâmica de um sis tema elâstico linear de um grau de l iberdade submetido a 

uma carga apli cada com va riação harmôni ca no tempo. Caso o s i stema esteja 

submetido a uma carga periódi ca qualque r, ~ necessário somente expressa-la 
em termos de uma se rie de Fourier9. A resposta a cada termo da s~rie e, en­

tão , uma resposta a uma carga di nâmica harmônica, e pel o prindpio de supe_c 

posição, val ido para equacões diferenc i ais l ineares , a resposta to tal e a 

soma das resposta s de cada termo da ser ie. 

Considerando uma função peri Õdica p(t) , pode -se expressá- l a pela 
- . d F . 23 5 ser1e e our1er ' 

ao 00 ao 

p(t) + r. ancas (t:)n t) + >= bnsen(wnt) 
2 n=1 n=1 

(2 . 1. 3. 1- 1) 

onde 

-
l l n = nu>1 n 2 (2 .1.3.1-2 ) 

T 

sendo w1 a f requênc ia fundamental da série e T o per1odo da f unção p(t) . 

Os coefi cientes a
11 

e bn, conhecidos como coefic ien tes de Euler-Fourier, po­

dem ser obtidos po r 

a, 2/ p( T )c os ( ~)n r ) dT n=0 ,1,2 . .. (2 .1.3 . 1-3 ) 

T o 

bn = 2 JT p(r)sen(0)nT) dT ; n=1, 2,3 ... (2 . 1.3.1 -4) 

T 
o 

~aparente na expressão (2 .1 . 3.1- 1) que a s~r i e que representa a 

carga, dada pela função p(t), constitui-se de uma carga constante , repre-
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sentada pelo coeficiente a/2 (va l or méd i o da carga), somado a uma sequênc ia 

cargas harm~nicas de frequên cias crescentes . 

A resposta di nâmica perma nente do sistema linear da f i gura 2. 1- 1 

correspondente a uma parcela da s~ri e com a função cosseno pode ser dada 

pe l a expressão (2 . 1. 2- 11) fornecendo 

-A amplitude desta resposta e igual a 

c = an D 
n - n 

k 

(2 .1. 3.1-5) 

(2 . 1. 3. 1-6) 

obtido da expressão (2 . 1. 2- 12), onde o fator Dn e obtido da expressão 

(2 . 1.2- 15 ), fazendo ~ i gua l a ~n ' fo rnecendo 

o ângulo de fase e dado pela expressão (2 . 1 . 2-13) 

~n = arctan(2t (~n/w ) ) 

1- ((únl <u ) 2 

(2 .1. 3. 1-7) 

(2 .1. 3. 1-8) 

De forma s i mi lar, tem-se para a resposta di nâmica permanente cor­

respondente a uma parcel a da séri e com a função seno 

vsn bn Dnsen(~nt-~n) 
k 

(2 . 1.3. 1-9) 

onde Dn e <Pn são dados pelas mesmas expressoes (2 . 1. 3.1-7) e (2 . 1. 3. 1-8) . 
A 1·esposta ao primeiro termo da série ê meramente o deslocamento est ãtico 

(2 .1. 3. 1- 10) 

A resposta perma nente to t al do s i stema amortecido é obt id a soman­

do as respostas indiv iduais correspondentes a cadãl termo da série, como segue 

00 

v(t) = 1 {ao+ >: [a D cos ( <~l t- ,t~ J+b D sen(<:.nt- (:>
11

)] (2 . 1.3 .1-11 ) 
n=l n n n 1. n n 

k 2 



2.1. 3 . 2 - S~rie de exponenciais compl exas 
11 

A carga peri6dica p(t) pode ser expressa por uma s~rie exponenci­

al complexa , utilizando as equações de Euler 

sen(x) = - li (eix - e-ix) 
2 

cos (x) 1 
=-

2 

(2 . 1.3 . 2-1) 

que substitu~das na s~r i e de Fouri er , expressao ( 2 . 1 . 3 .1-1), f ornecem para 

a carga periód ica 

00 

(2.1 . 3 . 2-2) p(t) = 1: 
n=_oo 

onde os coeficientes da s~rie são dados por 

an bn 1 T 
p ( 1) - ii:i T (2 .1. 3 . 2- 3) cn =- - - = - f e n dt 

2 2 T o 
a b 1 

T i(7\ ;· n i n Ia p(T) d1 ( 2 . 1 . 3. 2-4 ) c =- + = - e n 
-n 2 2 T 

a 
co =--º- (2 . 1 . 3.2- 5) 

2 

e na expressão (2 . 1 . 3 . 2- 2), G = w -n n 
A resposta dinâmica permanente ã carga peri ód ica na forma da 

s~rie da expressao (2 . 1. 3 .2- 2) pode ser obt ida considerando in icia l mente 

uma carga apl icada de variação exponencial e ampli tude unitária, isto é , 

111 -~( -:)+c v( t) .._ k v(t) ( 2 . 1 . 3 . 2 -6 ) 

A solução particular da equação (2 . 1 . 3. 2-6) , que corresponde a 
resposta permanente , pode ser obtida sabendo-se que é da forma 

v ( t ) = h e i:Zl t (2 . 1 . 3 . 2- 7) 

para o que obt~m-se 

h = ( 2 .1 . 3 . 2-8 ) 



que é denominada de Função Resposta Compl exa em Freq~ência9 • 8 . A função 

h(w) também e chamada de função admitância complexa 14, e é a fun ção de 

transfer~ncia do si stema governado pela equação ( 2 . 1 . 3 . 2-6) . Consequente­

mente para um termo qualquer da série da expre ssão ( 2 . 1. 3 . 2-2 ) , teremos 

como resposta dinâm ica permanente 

( ) (- ié.i t 
v t = c h w ) e n n n n (2 . 1 . 3 . 2- 9) 

E a resposta dinâmica perma nente total se obtém, simplesmente , 

soma ndo todos os termos resposta vn(t ), como seg ue 

v ( t) = 

00 -

. - i t(l t l c h(w ) e n 
n n n=-oo 

(2 . 1 . 3 . 2-1 0) 

Note-se que todos os fatores da expressao (2 . 1 . 3 . 2- 10) sao , em 

geral, compl exos , m~~ tem-se ~~e os te rmos correspondentes cn e c_n• 

12 

- - Hv t :.., tll t h( wn) e h( tu ) , e e n e e n , são conj ugados complexos, o mesmo ocor--n 
rendo com seus produtos, de modo que na expressão ( 2 .1 . 3 . 2-10) os termos 
imaginârios se anul am , resul tando uma f unção real, como deve ser a respos­

ta do sistema . 

2. 1. 3 .3- Série de cossenos 

A carga periÕdi ca ,p (t ), pode ai nda ser expressa pel a série 

00 

p ( t) = \" 

' (2 . 1 . 3.3-1) 

que não é senao a sér ie de Fourier da expressao (2 . 1 . 3 . 1- 1) escrita sob 

outra forma , e ,por comparação com esta , as amplitudes, fn ' dos termos são 

dadas por 

fn / a2 
n + b2 n = 2 lcnl (2. 1. 3 . 3- 2) 

f 
ao 

= o 2 
(2 . 1 . 3 . 3-3) 

e os ângulos de fase por 

:~ arctan( 
bn 

= n (2.1.3. 3-4) 

an 
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onde os a e b sao dados pel as expressões (2.1 . 3.1-3) e (2 . 1 . 3. 1-4) e os n n 
cn pel as expressões (2. 1. 3. 2-3) . 

A respos ta dinâmica permanente ã carga peri6dica na forma da s~­

r ie da expressão (2 .1 . 3.3-1) pode tamb~m ser obtida atrav~s da · expressão 

(2 . 1.2-1 1) , fica ndo 

00 

v ( t ) = 
,.. 
I cos (w t -0 - dl ) n n · n (2 .1. 3.3-5) 

n=O 

sendo Dn e ~n obtidos como anteriormente , pelas expressoes (2. 1 . 3.1-7) e 
(2 . 1. 3.1- 8) . 

A s~rie da expressao (2 . 1.3. 3-1) pode ai nda ser expressa pel a 
parte real de uma s~r i e exponencial complexa , pois tem-se que 

i x e = cos(x) + i sen(x) 

tornando- se então 

00 

p(t) r f 
n 

i(w t -o l e n n 

(2.1. 3.3-6) 

(2.1.3.3-7) 

A resposta dinâm ica permanente do sistema submet ido ã ca1~ga na 
forma da expressão (2.1 .3. 3-7 ) pode ser obt i da cons iderando uma ca rga apli­

cada exponencial uni tãria, como na seção 2. 1. 3. 2, cuja resposta permanente 

~dada pela expressão (2.1.3.2- 7), resulta ndo para a resposta do n-~simo 
termo da s~rie da expressão (2 . 1 .3. 3-7) 

vn (t) ~ f h( - ) ei (wnt - O ) n ü~ n (2 . 1.3.3-8) 

e a resposta di nâmica permanente total se ob t~m simplesmente somando as 

respostas correspondentes a cada termo da s~rie . Note-se que nesta expres -
- h ( ) i ( w t - 0 ) -sao c..n e e n n sao v a 1 ores complexos, e pode- se provar que a expres-

são (2. 1.3. 3-8) ~equ iva l ente ã expressão (2 .1. 3.3-5) 



2. 2 - Sistema com vários graus de liberdade 

2.2 . 1 - Introdução 

Em geral, a resposta dinâmica de uma estrutura nao pode ser des ­

crita adequadamente por um sistema de um grau de liberdade, visto na seçao 

2. 1. Usua lmente esta resposta inclue o conhecimento da variação no tempo 

14 

da forma deslocada da estrutura , bem como sua amplitude . Tal comportamento 

necessita ser descrito pe l o des l ocamento de mais de um ponto da estrutura, 
ou por mais de uma "coordenada" independente , ou seja , o mode l o precisa 

conter mais de uma grau de liberdade. As "coordenadas" em um sistema de 

parâmetros discretos podem ser escolhidas como as amplitudes de des locamen­

tos de certos pontos escolhidos da estrutura, ou podem ser coordenadas ge­
neralizadas representando as amplitudes de um conjunto especffico de deslo­

camentos . Neste trabalho utiliza-se o primeiro procedimento , atrav~s do 
-t d d l t f . . t 4 ) 1 2 ) 57 me o o os e emen os 1n1 os . 

De uma fonna mais geral , as estruturas devem ser consideradas co­

mo modelos contínuos , havendo casos onde a simplificação para model os dis­

cretos ~bastante sat i sfat5ria, tais como estruturas de barras prismãticas . 

Nos casos onde devemos usar u1n modelo contínuo , podemos dispor de vãrios 
m~todos computacionais aproximados , realizam uma discretização do continuo . 

Os m~todos de discret ização podem ser divididos em duas grandes classes, a 

primeira representando a solução como uma siri e finita cons istindo de fun­

çÕes dependentes de ponto multiplicadas por coordenadas genera l i zadas de­

pendentes do tempo . A segunda classe de mêtodos consiste em concentrar 

massas em pontos discretos do s i stema continuo . 

A complexidade crescente das estruturas e a sofisticação dos 
computadores digitais tem sido de capital importância no desenvolvimento 

de novos mêtodos de anâlise, particularmente do chamado mêtodo dos elemen­
tos finitos . A idiia do m~todo i criar uma formulação que pode explorar a 

anãlise automãtica por computadores para analisar sistemas de geometria 

irregular . Para esta finalidade o mêtodo cons idel~a uma estrutura continua 

complexa como um ccnjunto de elementos discretos, onde cada elemento ê um 

membro continuo do s i stema . Req uerendo que os deslocamentos sejam compatí­

vei s e as forças internas balanceadas em certos pontos, chamados de pontos 

nod ai s, que material izam a conexão entre el ementos, todo o sistema ê compe­
lido a agir COlllO uma un i ca entidade. 0 método dOS el ement OS f ini tOS ê Ulll 

método aproximado de discretizacão. 
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2. 2.2 - Obtenção das equaçoes do movimento 

A equaçao do movimento para um sistema com vãrios graus de li­

berdade~ obtida de uma formulação variac ional segundo o princ~p io de Hamil­

ton (ver 2. 1 . 1) . Sobre esta formulação aplica-se em seguida o m~todo dos 

elementos finitos para obter a solução das equações do movimento . 

Considerando um corpo el ãstico tridimensional, e admitindo li­

nearidade das re l ações tensões-deformações e deforma ções-deslocame ntos tere­

mos , então, para a energia cinêt ica 

T == 

2 

" t r P q 9. dv v 
(2.2.2-1) 

onde p ê a massa especlfica do corpo, V ê o volume do corpo , q ê o vetor de 

velocidades, q = [u v w]. A energia potencial , ~ , do sistema, i nc lui ndo a 

energia de deformação, U, e o potencial das forças externas conservativas, 

quais sejam , as forças de volume, e expressa por 

~~ = f r· t D c- dV 
2 v - + (2 . 2. 2- 2) 

onde c e o vetor das deformações 

(2 .2.2-3) 

-onde Q e a matriz de elasticidade que define a relação 

t_r = D (2 . 2.2-4) 

- -O vetor g e o vetor de deslocamentos , e fb e o vetor de forças 
de volume no interior do corpo . O trabalho das forças nao conservat ivas ~ 

dado por 

w nc (2 . 2.2-5) 

onde fd ~ o vetor de forças diss ipativas , que inclue o amortecimento visco­

so, fs o vetor de forças de superfTcie atuando no contorno S
0

, e Pi as 

forças concentradas , atuando nas direções i . 
Para a aplicação do mêtodo dos elementos finitos divide-se o cor­

po en1 um n~mero fin ito de subreg iões , denom inadas elementos finitos , e a 

expressão (2 .1. 1-1) do prindpio de Hamilton e aproximada somando-se a por-



16 

çao de cada elemento finito nas integrais sobre o corpo tota l 12 • 4 ~ As va­

ri~veis inc5gnitas do problema são aproximadas por funções de interpolação, 

caracteristicas de cada elemento, definidas em termos de parãmetros inc6g­

nitos . Os parãmetros incógnitos são os valores das incógnitas do problema 

nos pontos nodais, de tal forma que o vetor de deslocamentos no elemento 

em questão pode ser aproximado por 

(2 .2. 2-6) 

onde ui ê o vetor de deslocamentos nos pontos nodais do elemento finito i, 

e a matriz ~ i a matriz de f unções de i nterpol ação do el emento i . A partir 

das relações deformações-deslocamentos e da expressão (2.2 . 2-6), obtemos as 
deformações no elemento finito i, de forma aproximada , dada por 

(2.2.2-7) 

onde a matriz [3 ê obt ida der ivando-se a matriz ·N convenientemen te . Por ou-
i tro l ado , as forcas de amortecimento viscoso , fd' podem ser expressas por 

(2.2. 2-8) 

onde ui ê o amortec imento viscoso especif i co , e Gi ê o vetor de vel oc idade s 

nos pontos nodai s do elemento i . Procedendo-se de forma anãl oga ao item 2. 1 
- ·~ b - t .. ,9 ,41 com a expressao do pr inc 1pio de Hamilton , o teremos a expressao ma r1c1a 

t , . t . . . . 
} . f · ~ u 1 • r , .. , .L C1U•1 

1 t, 1 M U r + (2 .2. 2-9) 

onde tem-se as matrizes caracteristicas 

Mi = f pi NtN dV (2 . 2. 2-10) 
v. 1 

c i = f )J i NtN dV (2 . 2. 2-1 1) 
v. 

1 

Ki :;: f BtDB dV (2 .2.2-12) 
v. 

1 

Pi(t) f Ntf dV - f Ntf (t) ds - P.( t) (2.2 .2-13) 
v. - -b So- - S 1 

1 
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respectivamente, matrizes de massa, amortecimento , r igidez e vetor de car­

gas nodais equivalentes do elemento i. 

A equação (2 . 2. 2-9) pode ser reescri ta reagrupando as parcel as 

do somat6rio pelos deslocamentos nodais da malha de el ementos finitos. Co­

mo as variações õU são arbi trári as , te remos como resultado o sistema de 

equaçoes diferenciais que aproxima o movimento do rarpo 

~ ~(t) + C ~(t) + K ~(t) = ~(t) (2.2 .2- 14) 

onde as matrizes ~ . Ç, K e P são respectivamente as matrizes globais de 

massa, amortecimento, rigidez e o vetor de cargas do sis tema . 

Nes t a breve exposição da aplicação do método dos elementos fini ­

tos, observa-se que o primeiro passo, na anál i se de um sistema , e a divisão 
do domTnio do corpo em uma malha apropriada de el ementos finitos , que apro­

xime o domTnio. A malha de elementos também define os pontos nodais, alguns 

sendo pontos no bordo dos elementos , servindo então de conexã~ entre os 

diversos elementos. E os deslocamentos nodais representam as coordenadas 

usadas para rP.presentar o mov imento do corpo . 
A exat idão da solução obtida pelo mêtodo dos elementos finitos 

depende basicamente das fun ções de interpolação , ou das funções de forma Ni 
escolhidas para cada elemento, de acordo com o probl ema em questão, e uti­

li zada s nas expressões (2 . 2.2-10) a (2 . 2.2- 13) para obtenção das matrizes 
caracterT st icas dos el ementos . Para assegurar a convergência dos resulta­

dos quando se dim inuem o tamanho dos elementos finitos, com sucessivas sub­

divisões das regiões, as funções de forma devem satisfazer determinados 

critérios de convergência e totalidade. Os elementos que satisfazem estes 

critérios são chamados conformes . T~mbem existem Plementos não-conformes 
que apresentam convergênc ia para a solução exata4 . 

No segu ndo passo, as propriedades flsicas de cada elemento sao 
e~pressas por meio das matrizes de massa, ~i, amortecimento, çi, e rigidez, 

1 
K , de acordo com as expressões (2. 2. 2-10) a (2 . 2. 2-12) . Também se trans-

i fo rmam as cargas atuantes no elemento no vetor de cargas E , dado pela ex-

pressão (2 .2 . 2- 13). As matrizes caracter lsticas da estrutura, que aparecem 

na equação (2. 2.2-14) são obtidas pela soma das matrizes dos elementos nos 

respectivos graus de liberdade, no que constitue o terce iro passo de uma 
análise por el ementos .f initos . 

1 
A matriz ~ apresentada na exnress~o (2 . 2. 2-10) e denominada ma -

triz de massa consistente do elernento 2•41 •55 , o que indica que foram utili-
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zadas nesta expressão as mesmas funções de forma ~ique para o cãlculo da ma­

triz de rigidez . A caracteristica principal desta formulação e fornecer fre ­

qu~ncias naturais sempre superiores ãs do modelo continuo , quando se vale 

de elementos conformes1 . Seu uso acarreta matrizes cheias , positiva defi­

nidas e sim~tricas . Entretanto a sua avaliação por integraçào num~rica exi ­

ge especial atenção , e implica em considerãvel esforço computacional 1 

Por~m , hã outras formulações para obtenção da matriz de massa , que levam 

a matrizes de massa não-consistentes, e ~ de interesse obt~-la de forma 
diagonal. Este tipo de matriz e computacional mente efici ente no que diz 

respeito ã geração e armazenamento, mas o modelo perde as carac t er1sticas 

de convergência monotônica das frequênc ias . Tal forma de matriz de massa é 
chamada discreta . A forma discreta mais s imples é conseguida pel a distri­

buição da massa total do elemento pelos graus de liberdade de translação e 

este esquema resulta satisfat6rio em vãrias situações 1 . A matriz resultan­
te , no entanto , não E necessariamente positivo-definida . 

Para elementos mais refinados, em que se torna mais dificil ob ­

ter uma matriz de massa discreta, tem~se uma formu lação alternativa, que 

obt~m a matriz discreta por diagonalização da matriz consistente , e a ma ­

triz de massa assim obtida~ chamada agrupada 1 , e foi utili zada nos desen ­

volvimentos deste trabalho. Ini cial mente obt~m-se a matriz de massa cons is­

tente pe la expre ssão (2.2 . 2-1 0) . A seg uir, soma -se , para cada grau de li­

berdade , toda a mas sa a ele desti nada na matriz ~ i. Essa massa ~ denotada 
por Mg. Soma -se , tamb~m, todo s os coef ic ientes da diagonal princ i pal asso­

ciados aos graus de liberdade em questão, M* = ~M~ .. E os termos da matriz 
11 

diagonal são obtidos por 

9 o .. = t~ .. 
11 11 

(2 . 2.2- 15) 

Deste modo , diagonaliza - se a matriz de massa cons istente, dis­

tr ibuindo-se a mas sa total associada a cada grau de liberdade proporcional ­
mente aos coeficientes da diagonal principal . Comparações de resultados com 

1 esta matriz de mas sa foram apresentado s por BARBOSA e EBECKEN . 

A obtenç~o da matriz de amortecimento pela expressão (2 . 2.2-11) 

depende das propr iedades de amortecimento vi scoso associadas a cada el emen­

to, mas na prãti ca, ~particularmente dif.Ícil avali ar o amortecimento espe­

cif ico u( x), bem como qualquer outra propr iedade de amortec imento , vi sto 

que o amortecimento observado em uma estrutura usua l ~ proveni ente de uma 

s~rie de causas de perdas de energia 9 , 2~ Por esta razão , o amortecimento 
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e usual mente estabel ecido por comparaçao com o amortec imento observado em 

estruturas semel hantes ou modelo s experimenta is . As propr iedades determina ­

das desta forma são comumente expressas em fatores do amortecimento críti -

d t d d d "b - 2 9 4'1 co correspon en es a ca a mo o e v1 raçao da estrutura ' ' . Para a 

apl icação do método de superposição modal ? , 12[!? para soluçao da equação 

(2.2 . 2 -14) a ma t riz Ç não e nece ssár ia expl icitan1ri.te , trabalhando-se di ­

retamente com tais fatores de amortecimento crítico . 

Na determinação da matr i z Ç, nonua lmente e assumido que Ç é uma 

combinação 1 inear das matrizes de rigidez e massa, isto é 

(2.2.2-16) 

onde a e a1 são determinados ã partir do amortec imento constatado experi-

t l 
0 

t 9 55 E t . d . d . - d . d d men a men e ' . s e t1po e matr1z e amortec1mento e enom1na o e 

matriz propq~ciona l, ortogonal , . ou tipo Rayleigh, e foi o utilizado nos 

desenvolv imentos deste traba l ho . As constantes a
0 

e a1 podem ser obtidas 

satisfazendo-se a expressão (2 . 2. 2- 16) para os dois primeiros modos de vi ­

bração com fatores de amortecimento crítico ç 1 e c2, respectivamente (ver 

express~o (2 . 1. 2-8)) . Entâo tem-se para um modo r qualquer 

(2 . 2. 2-1 7) 

onde w é a frequ~ncia natural de vibração do modo r. A expressao (2 . 2.2- 17) 
r 

apl icada para os dois pr imeiros modos resul ta 

(2 .2.2-18) 

que tem como soluções 

2 w1 w2 
ç ~ w2 - 1;, 2 lu 1 

ao = 
wz - w1 2 (2 . 2. 2-19) 

2 
ç2 w2 - c;; , (l) 1 

a, = 
(()2 wz 

2 1 

Como, em geral , para estruturas usua i s, os dois pr imeiros modos 
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de vibração ê que predominam, as expressoes (2 .2.2-19) sao de aplicação 

vãlida. Entretanto, existem formas mais gerais para a expressao (2 .2.2-17 ) 
que definem a matri z Ç como uma s~rie infinita de termos com as matrizes 
de massa e rigidez g, s: 

2.2. 3 - Resposta dinâmica permanente 

Na seçao 2. 2.2 obteve- se as equaçoes diferenciais que represen ­

tam o movimento de um sistema discretizado pel o métodos dos elementos fini ­

tos, representadas pela equação (2 . 2. 2-14) . Como se viu em 2.1 . 2 os siste­

mas lineares com amortecimento submet idos a uma exc itação com variação har­

mônica no tempo produ zem uma resposta dinâmica permanente de mesma frequê­

cia que a excitação . Se, então , o vetor de cargas aplicadas, na equaçao 
(2 . 2. 2-14) for representado por 

~(t ) 
i <:i t 

= P e (2 .2.3-1) 

sendo P um vetor de amplitudes compl exas associadas aos graus de liberdade 

da malha de elementos . A resposta dinâmica serã da forma 

(2.2.3-2) 

onde Ué o vetor de amplitudes complexas de deslocamentos associados aos 

graus de liberdade da malha de elementos , correspondendo â resposta dinâmi ­

ca permanente do sistema . Substitu indo estas duas Gltimas expressões na 

equação do moviJ;,ento , (2. 2 . 2-1 4) , tem- se 

-
[ K - v. 2 t~ + l ((l ç ] ~ = I (1•1 ) ~ = p (2 . 2.3-3) 

onde a matriz Zé a chamada matriz de impedância do sistema. O sistema de 
equaçoes algébricas da equação (2 . 2. 3-3) pode ser resolvido forn ecendo 

U = H (to ) P - - - (2 . 2.3-4) 

onde li(:::l ) é a matri z respo sta complexa em f requência, ou matriz de admitân­

cia . Este mêtodo de solução ê denominado de método di1~eto de solução, e 

resulta em um si stema de equações similar ao dos problemas quase-estãticos 



lineares , apenas que possui coeficientes complexos . 

Para uma carga peri~dica não harm6n ica, a carga~ decompos ta em 

s~rie de Fourier, como em 2.1 . 3.2 

co 

~(t) ~ c i wt - ~_. e n 
n= - co - n 

(2 . 2. 3-5) 
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onde C e o vetor de amplitudes complexas do n-~simo tErmo da s~rie . Ares-- n 
posta permanente ~ obt i da usa ndo- se a expressão (2 .2.3-4) para cada termo 

da s~r ie de cargas aplicadas, e depois rea lizando a superp0sição . . Então, 
teremos 

co co 

V ( t ) = L: U e i 1
L
1rt = 

n= - co - n 
,~. ç;) i wt ' C H ,c,, e n 

n= _ co - n - n (2 . 2.3-6) 

Desta forma a expressao (2.2 . 3-6) possue quantidades compl exas, 

mas, como em 2.1. 3.2, temos que os pares de matrizes Ç e Ç , H(wn) e 
i w t i w t - . n -n 

H(w ) , e de funç ões e n e e -n sao pares de conJugados compl exos, en-- -n 
tão o produto destes tamb~m se rão conjugados e os te rmos imaginãrios no so-

mat6rio se anulam, resultando va l ores reais para a resposta . 

O cãl culo da resposta permanente Y(t) , pel a expressão (2.2.3-6 ) , 

exige _ que se resolva para cada frequ~ncia wn' o sistema de equações 
complexo dado por 

[ K W- zn 1:1. + C] U p - tun - - n = - n (2 . 2. 3-7) 

Obviamente, na s~rie da expressao (2.2.3-6), o somat6rio serã 

truncado, variando de -m a m, com o n0mero de frequ~ncias, 2.m, considera ­

do de n:odo a fornecer a aprox imação desejada . E importante observar que os 

produtos matr i c iai s ~(wn) Çn e ~(~~ -n) Ç_~ue resul tam nas matrizes 
sol uções da equaçao (2 . 2. 3-7), para ~~ e w , respectivamente , n -n 
complexos conj ugados , o que permite redução nos cãlcu l os . 

~n e ~ -n' 
sao 

A forma util i zada para a s~rie de Fourier da carga aplicada, ex­

pressão (2 . 2. 3-1), ~a mais conveniente para obtenção num~rica dos coefici ­

entes da séri e, apresentados nas expressões (2 . 1.3 .2-3) e (2 . 1. 3. 2-4), como 

serã visto no capl tu l o 4. com as técn icas de transformação di screta de 

Fourier . Contudo ambas as formas apresentadas nos i tens 2.1. 3. 1 e 2.1. 3.3 

podem ser utilizadas , conduzindo a forwulações matricias aproximadas equ i ­
val entes 
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Por outro lado o s i stema de equaçoes de coeficientes complexos da 

equação (2 . 2. 3-3) pode ser transformado em um sistema equivalente de coefi­

cientes reais . Podemos definir 

~n = u - r + i u. 
- 1 

(2. 2. 3-8) 
p = p 
- n - r + i P. 

- 1 

onde U , U. e P ,P. sao os vetores reais e imaginãrios, respec tivamente, - r _, - r - 1 

que def inem U e P . Substituindo as expressões (2.2.3-8) na expressao -n -n 
(2.2 . 3-7), e igual ando as partes real e imaginâr ia temos 

K-(u2 
- n t1 -wn ç u -r e r 

(2. 2. 3-9) 

üln ç K- wz r:1 u. p. - n l _, 

Esta equaçao matricial nos fornece um sistema de equaçoes alge-
bricas com coeficientes rea is que fornece as partes real e imaginãria do 

vetor solução Un· No item 3.8 a expressão (2 . 2.3-8) serã estudada como for­

ma alternativa para a solução das eq ua ções do mov imento (2 . 2. 3-7). 



3. SOL UÇ~O DO SISTEMA DE EQUA ÇOES ALGEBRICAS LINEARES 

3.1 - Introdução 

A aplicação do m~todo dos elementos finitos produz uma discretiza­
çao do sistema anali sado, onde a so l ução do probl ema é obtida em função de 
pa râmetros incógnitas di scretos, que são as incógnitas nodais . Para um si s­
tema estrutural, usualmente , tem-se os des l ocamentos como incógnitas nodais . 

Por out ro l ado, para um s i stema estrutural el ãstico linear sob a ação de ex 
citações elãsticas , os deslocamentos são obtidos pela solução de um sistema 

de equações al gébricas lineares 4•12. 

Como foi expos to no item 2.2, e possfvel obter a resposta dinâmica 
permanente de sistemas continuas lineares através da sol ução de sistemas de 

equaçoes algébri cas l ineares , como na equação (2. 2.3-7) . Estes s i stemas de 
equaçoes são de coeficientes complexos c são resolvidos para cada par de fre 

quenci as e amplitudes da s~rie que representa a ca rga per iódica (ver expres­
são (2. 2.3-5)) . Portanto, pode-se resolver estes s istemas usando qual quer a]_ 

goritmo de solução de sistemas de equaçoes aplicado ao caso de anãlise estã­
tica li near , desde que possa ser uti lizado com aritmética compl exa . 

Visto que a maior parte do tempo de processamento em anãlise ma 
tricial do t i po do método dos elementos finitos normalmente é consumida na 
so lução do sistema de equações s imultâneas , a necess idade de algoritmos efi­

cientes é de muito tempo reconhecida . Existe um numero bastante grande de mé 
53 -

todos diretos e iterativos para solução do sistema de equações . Entretanto 

nenhum método comput ac ional é eficiente a me nos que um programa de computa -

dor eficiente seja desenvolvido para este . Além do mais , cada método pode 
ser vi sua 1 i zado , em termos de programação do computador, de di fe rentes formas 
segue, portanto , que nenh um método deve ser rejeitado até que todas as poss! 
bilidades de prograrnã- lo tenham sido consideradas 6 
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Muitos traba l hos jã tem mostrado que os mitodos iterat ivos podem 

ser bem aplicados, e sobrepujando os métodos diretos no problema de armaze­

namento, pois não geram modificações na matriz dos coeficientes . Diversos 
autores reconhecem que esta vantagem com respeito ao armazenamento e sobre­
passada pelas operações numéricas adici onais necessárias ate a convergencia 
6•16 •34 . Assim considerando , neste trabalho aborda-se apenas os métodos di­

retos e a afirmativa anterior não es tâ aqui comprovada . 
No desenvol vimento de um al goritmo direto efi ciente para a sol u -

cão das equações resul tantes do método dos elementos finitos, deve -se ter 
em conta algumas propriedades da matriz dos coeficientes, que podem ser vi~ 
tas na figura 3.1 -1. A matriz da figura 3. 1-1 e chamada de matri z esparsa , 

-devido a caracterís tica de ter coeficientes nulos distribuídos de forma co 

nhecida . Em geral , as matrizes são simitricas . Tai s características mostram 
que o uso de rot i na de sol ução padronizadas ("Standard") para qua lquer ma 
tr i z e indesejável , pois estas rotinas consideram as matrizes não esparsas. 
Pode-se aumentar a efi ciencia destes algoritmos, reduzindo o n~mero de ope­
rações aritméticas executadas e a memõria utilizada, levando em conta as ca 

racteristicas mencionadas. Reduzir as operações levando em conta a simetria 
e bas tante simples , como serã vi sto em 3.5. 

zeros o 
Cl '----h~ 

-coeficientes nao nulos 

FIGURA 3.1-1 - Matriz dos Coeficientes Esparsa . 
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Entretanto numerosos esquemas de sol ução existem pa ra t ratar ma­

t r izes esparsas, e al goritmos que variam mu i to em compl exidade e efici~n­

cia jâ foram pe squisados . Entre estes deve- se mPnc ionar os alaoritmos de 
so lução em banda2, 4,1 6 , vetor "skyline" 2, 33,39 , de solução fro ntal1 9,3l 

e triangulação ot imamente ordenada21 . 

Na anál i se de grandes sis temas ocor re que a matri z de coeficien­

tes do sistema frequentemente não pode ser armazenada toda em mem6ria pri ­

mãria. Portanto, o uso de um al goritmo que uti lize mem6ria secundária~ 

essencial quando não se dispõe de um mecanismo de mem6ria virtual efici en­

te, ou quando a linguagem de programação uti li zada restr inja o tamanho dos 

arranjos . Vârio s destes algoritmos jâ fo r am de senvolvidos e neste trabalho 
esta solução fo i usada para que ~ randes sistemas es tru turai s possam ser ana­

lisados em computadores com mem6ria principal redu zida . O m~todo de solução 

adotado, redução de Crout, l eva em conta a s imetria, utiliza a linha "sky­

l ine", ou perfil, ra ra matr izes esparsas e , ainda, utiliza ace sso uni dime n­

siona l na mem6ria , armazenando apenas os coeficiente s necessãrios. 

3.2- M~todos de elimi nação 

Um s i stema de equações simultâneas a l g~bri cas l ineares, como o 

resu ltante de uma anâlise li near pelo m~todo dos el ementos finitos, pode 

ser representado em notação matricial por 

A X = B (3. 2- 1) 

onde a matriz quadrada ~. de ordem n, cont~m os coefi cien tes do s istema , o 

vetor (matriz coluna) ~ . de ordem n, cont~m as inc6gn itas, e o vetor (matriz 

coluna) ~ ' de ordem n, cont~m os termos independentes . 
Os algori tmos diretos ma i s comumente ut ilizados são baseados no 

mêtodo de el iminação de Gauss, que entre os mêtodo s direto s e reconhecida ­

mente o que menor nun:ero de operações ex ige . Ta mb ém a sua estabi l idade 
- - 16 ~ < numeri ca e bas tante documenta da 'v" . As equaçoes a serem resolv idas , para 

a análi se estrutura l, são em 0eral bem condici onadas, isto~. qualq uer que 

seja o al goritmo utilizado , os erros num~r i cos náo crescem i ndefi nidamente, 
e i ni ciam com um val or mTnimo . 

O rn~todo de eliminação de Gauss redu z a matriz A em uma matri z 
triangular s u pe l~ior U, de f orma que2,54 

A (3 . 2- 2) 
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t - - -onde L e uma ma t r i z que contem a inversa dos ope radores da transformaçao 

rea l izada 2 A matriz M ~uti li zada para resolver o sis t ema de equações 

(3 .2- 1) por 

lo! X = 'L (3. 2- 3) 
onde Y.. e o vetor tra nsfo rmado do v e to r 13 , resulta r1 te da transformação 
apl icada . 

As operaçoes do m~todo são bastante simpl es, e consiste~ , em 
cada passo, na elimi nação das equações subsequentes ã inc6gnita corres pon­
dente ao passo . Esta etapa da so l ução~ chama da de eliminação avante, e as 

-expressoes sao : 

ukj = 
k-1 

akj I k-1 
akk j =k,k+1 , . . . . . n ( 3. 2-4) 

k k-1 k- 1 j=k,k+1, . .. . . n (3 . 2- 5) a . . = a. o aik ukj lJ lJ 
~ i =k+l ,k.1.2, . .. n 

bk-1 I k-1 (3 . 2-6) yk = k akk 

k b~-1 k-1 i =k+1 ,k+2, .. . n (3 . 2-7) ' b. = ai k yk ' 1 1 

Apli cadas para k=1 ,2, ... n-1 

Observe-se , então , que para cada passo k ~ o coef ici ente aik ~ 
transformado em zero, eliminando das linhas aba ixo da linha k os coeficien­

tes relat ivos ã inc6gnita xk . Os ~ndices superiores indicam a ordem da mo-
- o o dificaçao realizada nos coefi cientes a . . e b o, das matrizes originais . 

1 J 1 

coluna k coluna j 

,...- ukj 

1 i nha k ; 

k-1 k- 1 k 
a i k- ..---a . . _, a . o 

~ --------
1J l J 

linha i -- .... 

FIGURA 3. 2-1 - Eliminação do coeficiente aik ' 
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Na figura 3. 2-1 tem-se o esquema de aplicação da expressao de eli­

mi na ção, (3 . 2-5), onde são mostrados os coefic ientes envolvidos, no pas so k, 

para a modificação do coeficiente a~: 1 . Pode-se notar, a i nda, que na expres-
lJ 

são (3.2-4) o coefic iente ukk não precisa ser computado , pois sempre resul-

tará igual a 1, ganhando-se com isto tempo de processamento . O mesmo ocorre 

com o coef i ciente eliminado, a~~ 1 , da expressão (3. 2-5), que resultará sem-
- ( ) k-1 pre igual a zero . Na expressao 3.2- 5 , quando os coeficientes a

1
.k e uk. 

J k-1 
f orem nulos , não se nece ss ita reali za r a operação, po is o coef i ciente a .. 

lJ 
não será modificado . Adiante se verão formas de se tratar estes dois casos. 

A solução do sistema de equações é .feita resolvendo a equaçao 

(3.2-3) , por retrosubst i tu ição, pois a matr i z U ê uma matriz triangular su­

per ior. Então teremos 
n-1 

xn = Y/ann 
n 

xk = yk - L uki xi ; k=n-1 ,n-2, ... 1 
k=i + 1 

( 3 . 2-8) 

(3 . 2-9) 

Pode-se resol ver o s i stema (3 .2-1) para diversos vetores indepen­

dentes, quando, então , as expressões (3. 2-6) a (3.2-9) são aplicadas suces­

sivamente a cada um dos vetores independentes. 
O nCmero de operações reali zadas~ de grande impor tância no tempo 

de processamento do al goritmo de sol ução . A adição e o produto são rea lizados 

em igual quantidade nos algoritmos de el iminação , sendo que a adição ê uma 

operaçao bem mais ráp ida que o produto . Portanto o numero de operaçõe s pode 

ser avaliado em termos do número de produtos e divi sões, sendo que o numero 

de produtos ~ predomi nante , e será usado cot:Jo numero de operações . Para a·s 

expressões apresentadas teremos (2n 3 +3n 2 -5n )/6 (ver Anexo III). 

Quanto ao armazenamento na memóri a, os coeficientes uk. poC.em tomar 
k-1 k-1 J o lugar dos akj , bem como os yk podem tomar o luqar dos bk . Na retrosubs-

tituição os coeficientes xk podem tomar o lugar dos yk. Obviamente is to pode 

ser feito desde que não se necessite ma i s das matrizes originais . 

3. 3 - Mêtodos de decomposição 

A idêia ~ decompor a matr i z A em duas matrizes L e y, triangulares 

superiores, na fo rma da expressão (3 . 2-2) . Pode-se mostra r que a decomposi­

çao tem solução ún ica, a menos de n coefic ientes arb i trár i o~0 . Se fo r adota 

da a diagonal da matr iz L unitária, isto é , 1 .. = 1 ,ter-se -ã 15,50 
11 
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i - 1 

= a . . uk . l k i j=i, i+1 , ... n (3 .3-1 ) 
lJ 

k=1 
.1 

i- 1 
= (a .. -J 1 

\. u k i 1 kj ) j =i+ 1 , i +2 , ... n (3 . 3-2) 

ui i. k= 1 

Aplicudas para i=1 , 2, ... n 

Para a prime i ra 1 inha, qua ndo i=1, os som(ltõr ios nao são aval ia­

dos. Desta forma teremos para o sistema inicia l da equação matric ial (3 . 2- 1) 

(3. 3-3) 

Nas f iguras 3. 3- 1 e 3. 3-2 tem-se os esquemas de apl icação das expressões 

(3 .3-1 ) e (3 . 3-2) , onde são mostrados os coeficientes envolvidos na deter­

minação deu . . e 1 .. , para um valor de k. As setas indicam a variação do 
l J lJ 

indice k no somatór io . 

l .. --lJ 

linha 
1 k i 

a . . -~ u .. 
1 J lJ 

FIG~RA 3. 3- 1 - Decomposiçao ~tJd . t'odificaçao do coeficiente a .. 
lJ 

l kj 

linha j 

a .. 
J 1 

FIGURA 3. 3-2 - Decomposição bt~ . Modifi cação do coeficiente a ·· · Jl 
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Fazendo-se na equaçao (3.3-3) 

U X Y (3.3-4) 

fica-se com 

(3.3-5) 

de onde obtem-se o vetor~ , por substituição avante, visto que Lt e uma matriz 
triangular inferior . As expressões de cãlculo ficam 

y1 = b1 

í -1 
Y; = b. L: yk .Q,ki ; i = 2, 3' .... n (3.3-6) 

1 k=1 

Em seguida obtem-se por retrosubstituição, o valor solução ~. pela 
expressao (3.3-4), que fornece 

1 x. =- (y. -
1 1 u .. 

11 

n 
L: uikxk) ; i= n-1, n-2, ... 1 

k=i + 1 
(3.3-7) 

O numero de operações para a decomposição da matriz A ê (2n 3 - 3n2 

+ n)/6 e para as substituições ê n2 -n. O numero total de operações (decomposi -
cão e substituição) e igual ao numero de operações do método de eliminação de 
Gauss (item 3.2) e ê (2n 3 +3n 2 -5n)/6 (ver anexo III) . 

Pode-se resolver o sistema (3.2-1) para diversos vetores independe~ 

tes, quando, então, as expressões (3.3-6) e (3.3-7) são aplicações sucessivame~ 
te a cada um dos vetores independentes . 

Este mêtodo ê conhecido por decomposiçao triangular ou de Banachiewicz. 
O mêtodo de eliminação de Gauss e um método de decomposição, em que U;i=1. A 
diferença estã em que o tempo de eliminação não obtêm explicitamente a matriz 
~e a substituição avante e realizada junto com a eliminação. Embora, em vista 
disso ,devessemos unificar a nomeclatura, neste trabalho vamos distinguir a eli 
minação da decomposição. Por métodos de decomposição chamamos aqueles que ob 
tem explicitamente numa primeira fase as matrizes L e U 
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3.4 Matrizes esparsas 

Matrizes esparsas sao as que possuem valores nulos distribuT­
dos em posições conhecidas e geralmente em ~rande quantidade , de modo que 
seus coeficientes não nulos podem ser armazenados em alquma estrutura de 
dados especial ou serem nerados quando necessário. Este tipo de matriz com 
frequência resulta de métodos de diferenças finitas ou elementos finitos 
para equações diferenciais parciais15. Foi visto,nas expressões dos algo­

ritmos de solução apresentados, que quando temos coeficientes nulos, algu­
mas operações podem deixar de ser realizadas, por resultarem em zero, ga­

nhando-se tempo de processamento. O método mais simples de se fazê-lo ê, 
sem duvida, testar se os coeficientes são nulos em determinados pontos do 

algoritmo, pulando-se trechos seguintes, no caso de serem nulos. Mas, sem 
duvida, este mêtodo nao e vantajoso, na maioria dos casos, pelo numero de 
testes a se realizar. Outros métodos existem, que consideram um determina­

do padrão de distribuição dos coeficientes nulos na matriz, comoserã visto 
De um modo geral as matrizes esparsas obtidas nos métodos nu­

méricos tipo método dos elementos finitos têm distribuição simétrica dos 
coeficientes em relação ã diagonal principal, sendo os coeficientes da 
diagonal principal sempre não nulos. Neste trabalho consideram-se apenas 
matrizes esparsas com estas caracteristicas, como é a matriz mostrada na 

gura 3.1-1. Para este tipo de matrizes poden~se diferenciar os coeficien­

tes nulos, tendo em vista os algoritmos apresentados em 3.1 e 3.2, em 

externos e internos. Os coeficientes nulos externos são os que nao possuem 

coeficientes não nulos acima, na mesma coluna, ou ã esquerda, na mesma 1 i­

nha. Por exemplo, o coeficiente da 79 linha e 109 coluna é nulo do tipo ex­
terno e o da 109 linha e 79 coluna também. Os coeficientes nulos internos 
sao os que não satisfazem a definição acima. Por exemplo, o coeficiente da 
7? linha e 119 coluna é nulo do tipo interno, assim como o da 11~ linha e 
7ª coluna. Observando-se as expressões dos algoritmos de eliminação e de­
composição, apresentados anteriormente, vemos que os coeficientes nulos 
internos, na maioria dos casos, serão modificados em não nulos, durante o 
processo, o que não ocorre com os coeficientes nulos externos. 

Dos métodos que consideram um determinado padrão de distribui­

çao para os coeficientes nulos na matriz esparsa, o padrão mais utilizado 

e o padrão banda. Admite-se que os coeficientes não nulos estão situados 
-em uma faixa diagonal, cujo centro e a diagonal principal. Esta faixa dia-

gonal é denominada banda e tem largura conhecida, denominada aqui de b (co-
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lunas)./\ metade superior da banda , incluindo a diagonal principal e chamada 

de semibanda e tem largura denomi nada de m (co lunas) .No metodo dos elementos 
finitos temos que b= 2m-1 

Para o caso da matriz esparsa da figura 3.1-1 a banda adotada foi 

igual a 19, que corresponde ã mlnima largura que deixa somente coeficientes 

nulos fora da banda, como pode-se ver na figura 3.4-1 . A largura da semiban­
dada no metodo dos elementos finitos pode ser obtida como a mixima diferença 
entre as conetividades nos elementos, acrescida de 1. Existem algoritmos que 

renumeram os nós da malha de elementos finitos de modo a reduz ir a largura 
da banda da matriz, seja em valor media ou mâximo. Normalmente estes algori! 
mos sâo interativos, e devem ser usados quando nâo se consegue uma boa nume­
ração para a malha . 

fll=10 
- - -- ,... 

FIGURA 3.4-1 - Matriz esparsa com padrão banda adotado 

As expressões para o n1etodo de el imi nação , considerando que com 
os coeficientes fora da banda, as operações nâo serão realizadas , ficam 
como a seguir : 



/ 

k-1 k-1 eliminação : ukj = akj /akk j=k+1 ,k+2 , .. . k
0 

k a .. 
lJ 

k-1 a .. 
l J 

k-1 
- 3 ik ukj j=k+1 ,k+2, . . . k

0 

I bk- 1/ k-1 
i=k+1 ,k+2 , . .. k

0 

l 
yk = k akk 

b~ k- 1 k-1 i =k+ 1 , k+2, ... k
0 

= b . - a ik yk ' l l 

onde ko = menor val or entre (k+m-1) e n. 
Apli cadas para k = 1, 2, ... n-1 

retrosubstituição : 

xn 
n-1 

Y/ann 
k o 

xk = yk - r. uk. x. , k=n-1 , n-2, .. . 1 
i=k+1 l 

1 

onde k =menor valor entre (k+m-1) e n. o 
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(3 .4-1 ) 

(3 .4-2) 

(3 .4-3) 

(3 .4 -4) 

(3.4-5 ) 

(3 .4-6) 

Na expressao (3 .4-2) serão alterados na matriz A apenas os coe­

ficientes ate a l inha (k+m- 1) definindo-se o que se denomina "sombra" da 
linha k, como mostra a fi gu ra 3.4-2 . 

"sombra" 

linha k 

111 -1 

v_ 

FIGURA 3.4-2- "Sombra" da linha k, em matriz padrão banda . 

o numero de operações do metodo de eliminação para matrizes 
padrãO banda e 11 3 (k 2 - 2k 3 /3 )·1-n2 kJtn(k/6-1), Onde k=l1l/n e a razão entre a Se -

rllibanda e a ordem da matri z dos coef ic ientes (ver Anexo III) . 
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As expressoes para a decompo sição da matriz, considerando a ma­

t riz padrão banda, modifi cadas das express6es (3 . 3-1 ) e (3.3-2), ficam 

i-1 
decomposição : u . . = a .. !. ukj 1 k i j=i 'i+1, . .. iõ1 (3 .4-7) 

lJ lJ k=j o i -1 
1 . . a . . " uki \j) j=i+1) i+2, ... i(J (3 .4-8) 

lJ J 1 
(, , 

k=j u . . 1 1 o 
onde j o = maior valor entre (j-m+1 ) e 

e ;o = menor val or entre (i +m- 1 ) e n. 

Aplicadas para i:::1 ,2, .. . n 

Para as substituiç6es, modificadas das expressoes (3 .3-6) e 

(3 . 3-J.) ,teremos 

subst i tuição avante : 

y 1 = b1 

j-1 
y . = b. ;· yk l kj J J k=j o 

j=2,3, ... n 

onde j
0 

= maior valor entre (j -m+1) e 1. 

retrosubstituição: 

xn = Y/Unn 

x . 
1 

1 ( y . -
1 

u .. 
1 1 

; i =n- 1 ,n-2, ... 1 

onde i
0 

menor val or entre (i+m-1) e n. 

(3 .4- 9) 

(3.4-10) 

(3 .4-11) 

O numero de operações da decompos ição da matriz e solução do 
-sistema, e igua l ao obtido para o mêtodo de elimi nação sendo dividido em 

n3 (k2 -2k3 /3)-n 2 (2k-3k 2 /2)+n(1-5k/6) para a decomposição e n2 (2k -k2 )-n (k -2) 

para a solução (substituições) . Quanto ao armazenamento, pode-se economiza r 
mem6ria armazenando somente os coeficientes da banda , passando-se então de 
n2 pos ições pa ra n b posições de mem6ria . 

O padrão de armazenamento em banda jã prop1c1a qanho considerã­

vel no tempo de processamento, e por muitos anos foi o padrão utilizado em 

anã l ise de es truturas . Uma redução ma ior no numero de operaçoes a inda pode 
-ser conseguida em determinados casos, pois como se ve na fi gura 3.4-1, al -
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gu ns coefi cientes nulo s externos . ainda permanecem na banda. 

Ass im e, que no tratamento dos coefic i entes nu l os externos, outros 

padrões podem ser adotados, de acordo com a matriz . Um destes e o padrão 

banda por bl ocos, no qual cada grupo de linhas da matri z tem uma l argura de 

banda defin ida . Neste caso a "sombra" das ultimas linhas de uma bl oco podem 

alterar parte da banda do(s) bloco(s) segu inte(s) . Fste probl ema pode ser 

resolvido col ocando as pr i ~é iras linhas de um bloco no f inal do bloco an­

terior . Para a matriz esparsa da figura 3.4-1, pode-se adotar uma padrão 
banda por bl ocos como o que mostra a figura 3.4-3. ~esta f igu ra, para cada 

bloco e ind i cado o numero de l i nhas , comprimento (col unas) da semibanda 

adotada e o número de col unas . Observando- se que quando a banda sõ compre­

ende a diagona l pr incipal (m=1), não hã coeficientes a el iminar . 

n c P.1 colunas 

1 1 
3 4 6 

6 7 14 

3 s· 13 
-·-- -· 

9 10 18 

L ______ 4 6 17 

5 6 11 
----

FIG URA 3.4-3 - Pa drão com banda por blocos. 

Um padrão mais f l exlvel pode cons iderar a l argura de banda de ca ­

da linha . Na figura 3.4-4 tem-se o exemp l o para a matriz da f igura 3. 1- 1. 
Note -se que deve- se considera r a alteração na banda da matri z origina l de-

vido ã "sombra" de uma li nha, que 

serão al terados por aquela linha . 

de perfi l por linhas . 

indica os coefi cientes nulos internos que 

Este padrão pode ser denominado de l inha 
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N.=5 1-1. =15 
1 1 

FIGURA 3.4-4- Padrão com linha de perf il por l inhas . 

O padrão com linhas de perfi l por l inhas se adequa melhor ao 

método de eliminação apresentado em 3. 2. E as operações aritméticas para 
cada linha iniciam e terminam nas colunas indicadas pela linha de perfil, e 
denomi nadas de N. eM ., para uma linha i, como mostra a figura 3.4-4 . Isto 

1 1 

e, Ni e a coluna do pr imei ro coefi ciente não nul o da linha i e Mi e a col u-
na do ~ l timo coefic iente nao nulo . As expressões mod ificadas das expressões 

(3 .4-1) a (3 .4-6) ficam 
eliminação : 

/ 

I 
uk. 

'J 

k a .. = 
1J 

I ..... , onde 
I 
I 
I 

yk = 

b~ = 
l 

onde 

k-1 k-1 
akj /akk j=k+1 ,k+2 , . . . t\ 

k-1 k-1 a . . aik ukj ; j =i
0

, i
0
+1, . .. Mk 

1J 
i=k+1 ,k+2, ... ~\ 

;o maior valor entre ( k+ 1 ) e tJ . 
1 

bk- 1/ k-1 
k akk 

b~- 1 
l 

k-1 
aik Yk ; i=ko+1 ,ko+2, .. . tv1k 

k = o maior valor ent re k e Nb 
Ap.licadas para k = 1,2, ... n-1 

(3 .4-12) 

(3 .4-1 3) 

(3 .4-14) 

(3 .4-1 5) 

sendo Nb a l inha do primei ro coeficiente não nul o do ve tor independente . 



·retrosubstituição : 
n-1 

xn ::: Y/ann 

Mk 
L: uk.x. 

. k 1 1 1 1= + 
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(3.4-16) 

k=n-1 ,n-2, .. 1 (3.4-17) 

Quando Mk for igual a k as espressoes (3.4-12), (3.2-13),(3.4-
15) e (3.4-17) não serão realizadas As expressoes (3.4-14) e (3.4-15) so 
sao realizadas para k maior ou igual a Nb. 

O padrão com linha de perfil por linhas não considera todos os 
coeficientes nulos externos, pois ainda pode-se ter o caso de um coeficiente 
nulo externo abaixo da linha de perfil. Este e o caso, por exemplo~ dos coe­
ficientes da 15g linha situados abaixo da linha de perfil, na figura 3.4-4. 
Uma forma simples de sobrepassar esta dificuldade ~ seria considerar a banda 
por colunas, para a parte acima da diagonal principal, criando uma outra li­
nha de perfil, como mostra a figura 3.4-5. Este padrão pode ser denominado 
de linha de perfil por colunas. Neste caso todos os coeficientes nulos ester 
nos ficarão de fora da linha de perfil • 

N.=5 
1 

j 

N. j=11 
J 

FIGURA 3.4-5 - Padrão com linha de perfil por colunas. 

O padrão com linha de perfil por colunas, como apresentado aqui 
se adequa aos métodos apresentados, desde que se opere as expressões adequad~ 
mente . Para o método apresentado em 3.4 é mais adequado operar as expressões 
percorrendo as colunas, iniciando nas linhas dadas por N .. Para o perfil sime 

J -
trico como o mostrado na figura 3.4-5 os valores de N; para as linhas e igual 
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a N. 
J 

para a coluna correspondente . Assim pode-se adotar o mesmo perfil para 
o metodo apresentado em 3.2 que percorre . 

Para o metodo de composição apresentado em 3.4 as expressões 

(3.4-7) a (3.4-11) ficam 
decomposição 

i -1 
u.. a .. - E 

1 J 1J 

1 .. =--
1J u .. 

11 

k =k o 

(a .. -
J1 

onde k
0 

= maior valor entre N; e Nj . 

Aplicadas para j ~ 2,3 .... n 
Substituição avante : 

j -1 
y. = b.- 2: yklk.; j=Nb+1,Nb+2., ... n 

J J k=k J 
o 

onde k
0
= maior valor entre Nb e Nj 

(3 .4-18) 

(3.4-19) 

(3.4-20) 

sendo Nb a linha do primeiro coeficiente não nulo do vetor independente. 
retrosubstituição 

I. xJ. y ./u .. 
J JJ 

ly
1
. y.- u .. x. ; i=:N.,N.+1, ... j-1 l 1 lJ J J J 

Aplicadas para j=n,n-1, .... 1 

{3.4-21) 

(3.4-22) 

Note-se que houve uma alteração na sequência de operações, per 

correndo-se, agora, as matrizes ~e~ por colunas (1ndice j). Quando Nj=j 
as expressões (3.4-18), (3.4-19) e (3.4-22) não são realizadas. E quando N;=i 
os somatórios das expressões (3.4-18),{3.4-19) e (3.4-20) não são realizados. 

Note-se que os coeficientes das matrizes ~ e ~ são calculados 
apenas a partir do segundo não nulo de cada coluna, pois o primeiro permanec~ 
ra inalterado. Os somatórios nestas expressões somente iniciam quando os dois 
fatores do produto são coeficientes diferentes de zero . 

Este esquema de solução para matrizes esparsas evitara todas as 
operações desnecessarias se somente existirem coeficientes nulos externos 
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Se existirem coeficientes nulos internos, e estes forem modificados para um 

valor não nulo durante o processo , ainda não serão introduzidas operações 

desnecessãrias, porque estes coeficientes serao modificados antes de serem u 
tilizados na modificação de outruscoefi cientes. 

de N.= 
1 

Entretanto, os coeficientes nulos internos si tuados em linhas on 

não serão modificados . Isto ocorre na linha 27 da matriz da figura 
3. 1-1, por exemplo. Neste caso algumas operações desnecessãrias serão reali-
zadas. No método dos elementos f initos, como apresentado neste trabalho, a 
condição Ni igual a i significa que o grau de liberdade i está conetado so 

mente a graus de liberdade com numeração superior. Se a malha for numerada 

de acordo isto não ~ muito frequente . Esta condição , Ni=i, tamb~m ocorre 
quando a equação i tem apenas a incõgnita X; presente , e esta não esta pre -
sente nas demais equações , como acontece na equação 26. Neste caso toda a 1! 
nha tem val ores nulos, e isto acontece quando se introduz condições de con -
torno forçadas, tornando identidade a equação correspondente e eliminando a 

incõgnita jã conhecida das demais equações . 
-O tratamento de coeficientes nulos internos normalmente nao e con 

siderado, por ser de ma ior complexidade, e não implicar em ganho adiciona l ! 

centuado para a maio1~ia dos casos . Entretanto quando isto for vantajoso, po­
de-se usar método chamados de métodos esparsos, que geralmente otimizam 
mais o armazenamento dos coeficientes. Existem diversos destes métodos que 

. 20 21 25-27 51 consideram a exist~ncia de submatrizes nulas na matr1zes ' ' ' , e 

são os mais utilizados . Por outro lado, existem algoritmos que resultam em u 
ma renumeração dos graus de liberdade, de modo a reduzir a um mfn imo o nume­

l"O de coeficientes nul os e que permanecessem nulos, como o algoritmo referen 

ciado por JENSEN 21 . Es tes algoritmos dependem do processo de solução utiliza 

do e não foram pesquisados para este traba l ho . Note-se também que estes alg~ 
ritmos podem diferir bastante daqueles para minimização de banda, e posshe_l 
mente um meio te rmo entre os dois t i pos deve ser pesqui sado . 

o numero de operações para os algoritmos com linha de perfil apr~ 
sentados depende dos valores N. eM. para cada linha ou coluna , e estão apre 

J J -
sentados no Anexo III . Quanto ao armazenamento somente os coeficientes entre 

as linhas de perfil são necessários, não se armazenando os coeficientes nu -

los externos. Neste trabalho isto serã estudado apenas para matrizes simé -
tricas (item 3. 6) . En t retanto muitas das idéias apresentadas neste trabalho 
servem ã solução de matrizes esparsas não simétricas 17 •22 
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3. 5 Matrizes esparsas sim~tricas 

A ma ioria das matrizes geradas por aplicação do método dos el emen­

tos f initos são simétri cas . E muito simples l evar em conta a simetria nos 
algoritmos de solução apresentados . 

No método de elimi nação, tem-se que, a ca da passo realizado, a 

submatriz dos coeficientes a~j abaixo da linha k é simétrica. Não serã, en­
tão necessãrio cal cular uma das partes, super ior ou inferior. Para matri zes 

não esparsas , também denominadas matr i zes cheias, tanto faz qua l parte tri­

angular seja ca l culada, e é usual se cal cular a parte super ior 4 . O mesmo 
pode- se fazer para matrizes banda. Pa ra isto basta al terar a variação do 

Tnd ice j nas expressões (3 . 2-5) e (3 .4-2) para inic iar em J =i . E nas expres­

sões (3 . 2-5) e (3 . 2-7), assim como nas expressões (3 .4-2) e (3 .4-4), tem-se 
k-1 - k-1 - -que substituir o coeficiente a i k pelo seu simetrico ak i Tambem e comum 

se pensar em calcular, com o método de el imi nação, a parte superior para 

matrizes esparsas simétricas com 1 inha de perf il por l i nhas. Mas, observan­

do-se a figura 3.4-4, nota-se que se ca l cularmos a pa r te infer ior , realiza ­

remos menos operações. Para isto basta alterar a var iação do lndice j na 

expressão (3.4 -1 3), fazendo -o terminar em j =i . E na expressao (3 .4- 12) tem-

b t . . k- 1 1 - . k- 1 se que su s 1tu1r akj pe o seu simetr1co ajk . 
O nGmero de operações para o método de el iminação de matr izes si ­

métricas banda é n 3 (3k~2k 3 )/6 -n 2 (4k-3k 2 )/2-5nk/6, sendo k=m/n igual ã razão 

entre o comprimento da semibanda e a ordem da matriz . Portanto temos uma 

redução da ordem de 50% nas operações . Para matr i zes cheias s imétricas o 

nGmero de operações é n3 /6+n 2 - 7n/6 . Para matrizes esparsas com l i nha de per­

f i l por 1 i nhas o nGmero de operações depende de Ni e Mi , para cada 1 inha . 

No método de decomposição, quando a matriz A é s imétrica, esta 
47 pode ser decomposta em 

(3 . 5- 1) 

onde O e uma matriz di agonal de ordem n. Se adotada a mesma hipõtese do 

item 3. 3, isto ê, l i;=1, obtem-se a mesma matriz 1 que anteriormente, e a 

matriz D conterã a diagonal da matriz y. Este método ê conhecido por Tri pla 

Decomposição ou Fatorização. Por outro lado, se adotada a matriz Q como 

igua l ã matr i z iden ti dade, isto ê, d . . =1, obtem-se o chamado método de 11 
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Cholesky . Este m~todo requereâ operações da raiz quadrada47 , e a quantidade 
de produtos um pouco infer ior â tripla decomposição 

A so l ução do sistema de equações se obt~m por substituição avante 
em 

B (3 .5-2) 

e , em seguida , por retrosubstitu ição em 

D L X = Y (3.5-3) 

De acordo com o exposto acima, para a tripla decomposição teremos 

d . . 
JJ 

= u . . 
JJ 

(3.5-4) 

u . . = d .. 1 . . 
lJ 11 lJ (3 .5-5 ) 

E as matrizes L e D , para matrizes banda, serao obtidas por47 (com 
parar com as expressoes (3. 4-7) a (3 .4-11)) 

d .. = a .. -
JJ JJ 

1 .. 
1J d .. 

1 1 

j -1 

l: 1 kj dkk 1 kj 
k=jo 

(a . . 
lJ 

i -1 
L 

k=j o 

onde j = maior valor entre (j-m+1) e 1 . o 
Ap li cadas para j = 2,3, . .. n 

(3.5-6) 

(3 .5-7) 

Observe-se que a sequência de obtenção da matriz ~ ~ por colunas, d~ 
ferentemente do que sugere-se na referência 47 , apenas por ser mais adequado a 

consideração de exparsidade , como abordado mais adiante . 
As expressões para a solução (subst ituições) são como a seguir 



substituição avante: 

j -1 

[ yk \j 
k=jo 

y. = b. -
J J 

;j=2 ,3, ... ,n 

onde j
0 

maior valor entre (j -m+l) e 1. 

retr.osubstituição: 

x. = y ./d . . 
J J JJ 

;j=1,2, ... ,n 

X . = X. 
l 1 1 ij xj ;i=j

0
,j

0
+1 , ... , j - 1 

onde j
0 

=maior valor entre (j - m+1) e 1. 

para j =n ,n-1, ... , 2 

(3 . 5-8) 

(3.5-9) 

(3 . 5- 10) 

Pode-se tamb~m utilizar a parte inferior da matriz~ , se for 

adotada. , ao inves da expressão (3 . 5-1 ), a expressão (3.5-11 ), como 

na refer~ncia 47, conduzindo a expressões similares . 

(3.5 -11) 

o n~mero de operaçoes realizadas na tripla decomposição e 

n3 /6+n 2 /2+3n/2 para a decomposição e n2 -2n para as substituições , num 

total de n3 /6+3n2 /2 -n /2 operações (ver Anexe I II ). 
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No entanto as expressões (3 . 5-6) e (3 . 5-7) não são de aplicação 

direta recomendada, mas si m com modificações propostas por MONDKAR e POWELL 3 ~ 
A modif icação consis te em se realizar a divisão por d . . , na expressão (3 . 5-7) . 

l l 

apenas durante o cãlculo de d .. , pela expressao (3 . 5-6) . Ficamos então com 
JJ 

as se~uintes operaçoes 

i - 1 
i-1 k- 1 a .. =a .. - I. lk

1
. akJ. ;i =j

0
+1, ... ,j -1 

1J l J k=j 
. 1 o 
J- k-1 

>.~ ak. lk. 
k=j J J 

o 

(3.5-1 2) 

d .. 
JJ 

a . . 
JJ 

(3 . 5-13) 

k-1 ( ) onde lkj = akj /dkk 3. 5-14 
sendo que a expressão (3.5-1 4) e efetuada junto com a (3.5-13), e o coe-

fici ente l kj pode ocupar a posição de mem5ria de a~~ 1 , assim que o produ­
to na expressão (3.5-13) seja calculado . 
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Estas operaçoes de decompos ição são chamadas de Redução de Crout 
33 e tem n0mero de operações igual ao do m~todo de eliminação . Para matri ­
zes banda sim~tr i ca temos, para a decomposição n3 (3k2 -k3 )/6+n2 (k2 /2-k/2)­
nk/6 operações, e para as substi t uiçÕes n2 (2k-k 2 )+n(k-2). Para as matrizes 

cheias sim~tri cas t em n3 / 6-n/6 e n2 -n , res pectivament e (ver Anexo 111) . 

Para matrizes esparsas com linha de perf1 l por col unas pode-se 
usar a Redução de Crout, sendo necessário apenas a parte superior da matriz 

8- Para isto, modifica-se as expressões (3.5- 12) a (3 .5-14) , e (3.5-8) a 
(3.5-20) de acordo com o que foi feito no item 3. 4. Então teremos 
Decomposição: 

i - 1 a.. = a . . -
1 J 1 J 

onde l kj 

Substitui ção avante : 

i - 1 
L: 

k=k o 
N. e N. 

1 J 

onde k
0 

= maior valor entre Nb e Nj 

(3.5-15) 

(3.5 . 16) 

(3.5-17) 

(3.5-18) 

sendo Nb a col una do pri meiro coefici ent e não nulo do vetor independente. 
retrosubs t itu ição 

x. = y./d . . 
J J J J 

X· = X · -1 . . X· 
1 1 lJ J 

Aplicada para j =n,n-1, .... 1 

i=N., N.+1, ... j-1 
J J 

(3.5-19) 

(3 .5-20) 

O n~mero de operações realizadas na Redução de Crout para matriz 
esparsa com linha de perfil por colunas depende dos valores Nj, para cada 
coluna, e estão apresentados no Anexo II I . Quanto ao armazenamento na me­
mõria, pode-se obter economi a consi derãvel nao se armazenando os coeficien 

tes nulos externos , como se verã no item seguinte. A linha de perfil por co 

lunas para matrizes simétri cas tambêm e conhecida por linha "skyline". 



43 

3.6 - ~rmazenamento da matri z dos coeficientes 

3.6. 1 - Armazenamento em mem6ria prim~ria 

Considerando a matriz dos coefic ientes sim~tri ca, e com padrão de 

esparsidade conhecido, e de acordo com os algor itmo s de sol ução vi stos em 
3.5, tem-se que ~ suficiente armazenar na mem6r ia os coeficientes de uma das 
partes triangulares, inferior ou superior, e apenas aqueles que não sao nu­
los, ou que se tornam não nulos durante o processo de solução . 

Foram vistosanteriormente os diversos tipos de padrões de distri ­

bui ção para os coeficientes não nulos, e na figura 3.1-1 mos trou-se uma ma ­
triz esparsa t1pica , na qual pode-se assinalar um comp r imento de semibanda 

~' para al~m do qual s6 existem coeficientes nulos . 
Por outro lado, a maiori a dos computadores pode tratar de matrizes 

como arranjos de uma dimensão (Nx1), ou dua s dimensões (NxN) . Surgem, ass im, 

v~rios esquemas de armazenamento, que procuram não armazenar o maior nGmero 

de coeficientes nulos externos, isto ~' coeficientes nulos que não são modi ­

ficados durante a solução. Para matrizes s im~tricas, exemplificada com a da 

fiqura 3.1-1, tem-se os seguintes esq uemas de armazenamento : 

3.6-2 . 

(1) retangular por linhas . Arranjo nxm, como mostra a figura 3.6-1. 

(2) retangular por colunas . Arranjo mxn , como mostra a figura 

(3) armazenamento compac tado por li nha s, somente da parte superior . 

Arranjo unidi mensional de comprimento variãvel . 
(4) armazenamento compactado por colunas, somente da parte supe­

rior . Arranjo unidimensional de comprimento variãvel . 

1 
n 

col una j 
1---=:t-~~++- l i n h a 

- m _.. 
FIGURA 3.6-1 - Armazenamento retanoular por linhas 
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m 

l 
coluna J 

FIGURA 3.6-2 - Armazenamento retangular por colunas. 

o esquema (1) tem sido o mais utilizado4, 57 • porque e fãcil implan­
tação e e conveniente se pensar em termos de uma equação por linha. Para ma 
trizes esparsas, entretanto, os esquemas compactos têm õbvias vantagens para 
solução em memõria primãria, visto que utilizam estritamente o espaço necessi 

rio aos valores indicados pelo perfil da matriz decomposta ~· A escolha do es 
quema a ser usar depende do algoritmo utilizado e da forma de acesso ã pala­
vra do computador . Preferencialmente, o algoritmo utilizado deve ter em con­
ta a forma de acesso do computador . 

Para o algoritmo de decomposição em que se percorra a matriz por c~ 
lunas, os esquemas (2) e (4) são os mais adequados . Considerando a questão 
de redução de ocupação de memõria, o esquema (4) ê mais conveniente que o e~ 

quema (3), pois o esquema compacto por colunas geralmente requer menos memõ­
ria que o esquema por linhas , porque coeficientes nulos no meio de uma linha 
podem não ser armazenados , caso acima deles- isto ê, na mesma coluna - so e 
xistam coeficientes nulos, como foi visto em 3.4 . 

Entende-se por montagem da matriz dos coeficientes o cãlculo, e o 
armazenamento na estrutura de dados, de cada coeficiente não nulo desta ma­
triz . Para cada um dos esquemas de armazenamento descritos acima, a matriz 
dos coeficientes, representando as caracterfsticas de comportamento do siste 
ma que se estã resolvendo, pode ser montada observando-se que a posição do 
coeficiente a .. , i j, da matriz quadrada (figura 3. 1-1) é como segue 

lJ 
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( 1 ) 1 i nha i ' coluna = r = j -i+l 

( 2) 1 i nha = r = n1+ i - j, coluna = j 
( 3) posição j- i+ 1 i- 1 

ck = + L: 
k=l 
j 

( 4) posição = j + L: Lk 
k=1 

Os coe fi c i entes com i > j não sao armazenados. Os valores Ck e 
Lk devem ser calculados anter iormente ã montagem da matriz na forma com­

pactada . O valor Ck ~o n~mero de coefic ientes que contêm a linha k da 

matriz la parti r do coeficiente da diagonal principal at~ o Gltimo nao 

nulo, inclusive ambos . Lembrando que um coeficiente nulo da matriz 8, 
mesmo que fora da banda da sua linha,~ transformado em não nulo se estã 

na "sombra" de alguma linha acima . Os valores Ck podem ser obtidos por 

Mk-i+1, onde Mk são os valores definidos no item 3.4, para o perfil por 
1 i nha s . 

O valor Lk ~ o nGmero de coeficientes na coluna k, entre o pri­

meiro nao nulo e o da diagona l, inclusive ambos . Os valores Lk são iguai s 

a k- Nk+1, onde Nk são os valores defi nidos no i tem 3 .4, para o perfil por 

col unas . 
Os esquemas (1) e (2) podem ser usados, tanto para padrão ban ­

da, quanto pa ra linha de perfil. O total de posições necessãrias para 

armazenar toda a matriz em memõria primãria ~ igual a n m para os esque­

mas (1) e (2), e igual ã sorna dos Ck( para k=1,2, ... n) para o esquema (3), 

e igual ã soma dos Lk( para k= 1 ,2, . . . n) para o esquema (4) . 

Então, para o esquema (4) , de armazenamento compactado por co­

lunas, um arranj o un idimens ional ~ u t ili zado . As col una s são armazenadas 

em sequ~ncia, a part i r da pr imeira, e são armazenados apenas os coeficien­

tes não nu l os, conforme o esquema ele l i nha de perfil por coluna s apresen­
tado no item 3.4. O apontamento dos coefi c ientesno arranjo unidimensional 

~ facilitado por um conjunto de endereços que indicam a posição do coefi­

ciente da diagonal principal de cada col una. Estes valores são obtidos a 

partir dos valores Lk, por 

j 
end (a . . )= 2: Lk 

Jj k=1 
(3.6.1-1) 
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3.6.2 - Armazenamento com memória secundaria 

Para a solução de grandes sistemas rapidamente ccorrera que a matriz 
dos coeficientes não caberá na memória principal, primária, do computador. Su! 
ge então a necessidade de se utilizar de alguma forma de arquivos em memória 
secunàãria (fita ou disco magnêtico), de acesso mais lento, para armazenar a 
matriz dos coeficientes . Durante a modificação da matriz, e solução das equa­
çÕes~ uma parte dos dados ê transferida para a memória primaria, e sobre estes 
dados são realizadas as üperações aritméticas necessárias . 

Já hã bastante tempo tem-se algoritmos desenvolvidos para este tipo 
- - 6 11 21 57 d 1 '1 . -t d de soluçao de equaçoes ' ' ' e de um mo o gera estes ut1 1zam os me o os 

de decomposição como apresentados aqui ou com a têcnica de solução fronta1 19 • 
Os algoritmos baseados no mêtodo de decomposição diferem de forma fundamental 
apenas no modo de gerenciamento dos dados em memória secundaria. E para a solu 
ção de grandes sistemas de equações a diferença no tempo de processamento sera 
substancialmente na transferência de dados entre as memórias . Note-se que 
11 grandes sistemas 11 aqui abrange os sistemas cuja quantidade de dados ê grande 
em relação ã memória primaria disponivel. Portanto, ê um conceito totalmente 
dependente do equipamento utilizado . 

Diversoso algoritmos já foram propostos para gerenciar os dados em 
memória secundária, desde os mais simples, que operam com blocos da matriz dos 
coeficientes6•21 •28 •31 , 34 •40 •44 •47 , aos mais complexos que realmente gerenciam 
os dados, entre os quais os gerenciadores da matrizes esparsas20 •25 •27 •51 , os 
com otimização de fluxo de dados 7•39 •57 , e os que utilizam tambêm o conceito 
de subestrutura ou unidades 42 •43,45,52. 

Neste trabalho utilizamos os esquemas de subdivisão em blocos, por 
sua grande simplicidade e satisfatória eficiência43 , como sera mostrado. t im 
portante crer-se que para uma utilização mais frequente necessita-se pesquisar 
melhor o problema da transferência de dados, sendo inevitável conhecer-se o 
dispositivo de memória secundaria utilizado, o gerenciador de memória virtual 
do computador, caso tenha; e desenvolver procedin1entos de transferência com p~ 
râmetros baseados nas caracteristicas destes dispositivos . 

O esquema de divisão da matriz em blocos ê bastante óbvio para o me­
todo mostrado em 3.2 . A divisão ê feita diretamente na matriz dos coeficien -
tes ; com cada bloco contendo um determinado número de linhas. Uma partição 
correspondente pode ser adotada para os vetores independentes. Os blocos p~ 

dem ter tamanho fixo , em número de equaçoes, como mostra a fi 
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gura 3. 6-3 , ta 1 como usado por ~·IILSON et a 1511 , BROOKS e BROTTON6 e outros 

pesquisadores . Es ta forma de parti ção se adequa melhor ao esquema de arma­

zenamento retangular por linhas . Alternativamente o tama nho de bloco pode 
ser fixado em n0mero de colunas no bloco , como mostra a fig ura 3. 6-4, tal 

como usado por JENSEN e PARKs 21 e outros pesquisadores . 
Os blocos podem ser formados utilizando o~ esquemas de armazena ­

mento compactado, Nes te caso o tamanho do bloco ~ fixado em pos ições de me-
m5ria e o n0mero de equaç~es existentes no bloco~ variãvel ~4 . 

Em todos estes casos, a rnem5ria di sponivel lirnitarã o tamanho dos 
blocos, e o tamanho dos problemas analisados~ limitado a que pel o menos 
duas equaç~es estejam na mem6ria ao mesmo tempo . Nos algoritmos 
que separam a matri z em submatrizes, ou unidades esta limitação se refere a 
duas unidades, ou submatrizes . ~ 6bvio que para uma mesma quantidade de me­

m6ria principa l, o esquema compactado resultarã em menor, ou no mãximo o 
mesmo , nGmero de blocos para a matriz . 

Apesa r de o armazenamento compactado resultar em menos operaçoes 
aritm~tica s,para grandes sistemas de equações este qanho ~ bem me nos sensi­

vel que o devido âs transfer~nci as de dados entre as rnem6ria s. Meste caso 
um esquema eficicr.te de transfer~ncia resultará em mais ganho que a compac­
tação, que realmente ~mais vantajosa pa ra sistemas que são resolvidos total­

mente em mem6ria pr imária. 

111 

n 

matriz dos coeficientes vetores independentes 

FIGURA 3.6- 3 - Divisão em blocos por linhas . 
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n 

matriz dos coeficientes vetores independentes 

FIGURA 3.6-4 - Divisão por blocos em colunas. 

A matriz dos coeficientes pode ainda ser armazenada através de um 

esquema esparso, isto e, que armazena apenas submatrizes não nulas, e subma­

trizes sao transferidas entre as memõrias. Devido ã complexidade do gerenci­

amento dos dados nesta forma, esta somente e utilizada quando e bastante van­
tajosa e se dispõe de técnicas eficientes 20 , 26 ,27 ,51. 

A questão da eficiência na transferência de dados depende de dois 
aspectos distintos, quais sejam, a forma como se projeta o algoritmo de so­
lução, e a forma de transferência da memõria secundária. Para os esquemas em 

blocos, o primeiro aspecto diz respeito a como se opera com os blocos nas 

operaçoes sobre a matriz dos coeficientes e na solução das equações. ~~uitos 

algoritmos diferentes têm sido utilizados e basicamente operam da seguinte 

forma . A memõria primãria disponivel para a matriz e separada em duas par­
tes iguais. Os blocos da matriz estão em arquivo em dispositivo secundário 
de armazenamento. Nas operações sobre a matriz sempre dois blocos estão na 

memõria simultaneamente, um des ignado de bloco principal e o outro de bloco 
subordinado. Com dois blocos na memõria as operações aritméticas são reali­

zadas. O restante da memõria e usado para os vetores independentes . Desta 

forma as operações são feitas sucessivamente em todos os blocos . 
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-O s e~undo aspecto diz respeito a forma de acesso aos arquivos em 

memõria secundãria . Este rode ser sequenc ial ou direto (aleatõrio) . Qual i 
a mel hor depende da sequência de operações de l ei tura c gra vação sobre os 
dados, definida pelo algoritmo de solução . Neste trabalho adotou -se acesso 
aleatõrio, exceto , apenas, para os arquivos que realmente sejam acessados 

em sequência . Quanto aos arquivos de acesso al eêltÓrio, deve -se conside-
rar a utilizacão de parte da memõri a primãria para a transferência dos dados, 
parte esta que é denomi nada usualmente de "buffer". Isto pode ser fe i to pa ­
ra ot imi zar a re l ação quant idade de darlos transferidos por número de leitu­
ras , e normalmente ê usado para discos magnét i cos, sendo seu dimens ionamen­
to dependente do sistema usado . Para utilização mais frequente , um melhor 
uso dos arquivos aleatórios deve ser pesquisado 39 

3.7 - Algoritmos de solução com memória secundãria 

3. 7-1 -Armazenamento re tangul ar 

Conforme o exposto no item anter ior, baseado nos esquemas das 

figuras 3.6-3 ou 3.6-4 , um algoritmo de solução com o mé t odo de eliminação 
ê facilmente obti do,notando-se que quando um determinado bloco estã na memo­

ria primãri a podemos realizar a eliminação da parte inferior da matriz para 
as equações deste bloco , aplicando as exp ressões (3 . 2-4) a (3 .2- 7) , ou as 

suas modificadas para matr i zes esparsas. Es t e bl oco serã chamado de bl oco 
principal. E para a eliminação nas equações dos blocos seguintes, que esti­

verem na "sombra" de equaçoes do bl oco principal, necess itamos de coeficien ­

tes do bl oco pri nc ipal . Es tes bl ocos serão chamados de bl ocos subordinados, 
e serao traz idos ã memõria pri mâria para a eliminação. 

Para matrizes banda, teremos um procedimento de el iminação ou tri ­
angul ar i zacão da matr i z como a seguir ; onde : m ê o comprimento da semibanda; 
k indica o bloco pr i nc i pa l , que contêm as equações q a r, num total de b 
equaçoes; s indica o numero total de blocos; e ~ indica o bloco subordinado, 
iniciando com ~=K+1 . Neste caso os blocos são de tamanho fixo (b equações) , 

conforme a figura 3.6-3. 
Procedi mento para solução: 
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1. Transfere o prime iro bloco para a memõria pr imãri a . E o primeiro bl oco 

pri nc ipal (k=1). 

2. Elimina a pa rte inferior das equações q+1 a r do bl oco principa l , apli ­

ca ndo as expressões (3 .4-1) e (3.4-2) para k in i ciando em q até r-1, e 

k
0 

= menor valor entre k+m -1 e r. Al tera-se as equações correspondentes 

nos ve tores i ndependentes, exp ressões (3 .4-3) e (3 .4-4). 
3. Copia o bloco principa l para arqui vo (mem5r ia secundãria) . 
4. Se este é o Gltimo bloco (k=s), encerrada a eliminação . 

5. Transfe re o prõximo bloco para a memõria primãr ia. E o pr imeiro bloco 

subordinado (i =k+1) . 

6. Elimina as incõgnitas q+1 a r nas equações do bloco subordinado, apli ­
cando as expressões (3 .4- 1)e (3. 4-2 ) parak inici ando no maior valor 

entre q+b( ~-k)-m+ 1 e q, até r, e i vari ando de q+b( ~-k) até k , sendo o 
k

0 
=menor valor entre k+m- 1 e r+b( .Q.-K). Altera as equações correspon -

dentes nos vetores independentes, expressões (3 .4-3) e (3 .4-4) . 

7. Transfere o bloco ~ (subordinado) para arq ui vo . Se este é o 0l t imo bloco 

( ~=s) , vai- se ao passo 9. 
8. Se a equação r+m- 1 pertence ao b 1 oco ~- , isto é, se r+m- 1 e menor que 

r+b( 1-I) , não hã ma is blocos subordinados ao bloco f . ~este caso vai -se 
ao pas so 9. Em caso contrãrio, transfere o prõxi mo bloco ( ~ incrementa­

do de 1) para a mem5ri a primãria ,e retorna ao passo 6. Este é o novo 

bl oco subordinado . 

9. Transfere o prõximo bloco (I incrementado de 1) para a memõria primãria, 

e retorna ao passo 2. Este e o novo bloco pr inc ipal. 

Esquema t icament e tem-se o proced imento na figura 3. 7- 1. Neste ca ­

so as expressões (3. 4-1) a (3 .4-4) devem ser modif icadas pa ra simetria (ver 

i tem 3. 5) . Observe- se que ã exceção do pr imeiro bloco , os demais quando se 
tornam blocos principa is j ã estão pa rcialmente mod i ficados ; portanto quando 
um bloco subordinado é transferido para arquivo, substitue o bloco origi nal . 

Para os arqu i vos de acesso sequencial, esta substitu i ção , ap5s a leitura do 

bl oco, implica em uma operação de retorno ("basckspace"), e neste caso é 

mais convenien te usar- se arqu i vos de trabalho que conterão os blocos subor­

dinados mod i f i cados (passo 7) 54. Desta forma o arqui vo com a matriz or igi ­

nal serã de lei t ura sequencial . Também um alguns computadores, um retorno 

apõs uma leitu ra , em arquivos sequenc ia i s, é uma operação não executãvel . 

Se um novo arquivo for criado para conter a matriz modif icada , b, este con-
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ter~ os blocos pr incipais modificados (passo 3) e s er~ de oravaçao sequenc ial. 

ma t riz dos coef ic ientes 

____ m ___ _ t blocos jã reduzidos 
q ~-------

r --~:------~( 1 ) ! b 

( 2) 

q+b~-----~---~---~ 

( 3) 

r+bt-------~+-----~ 
r+m-1 - ---------" 

-

(4) 

vetores 

independentes 

(1) Bloco princ ipal (k) ~ coefi c iente s modif i cados no rasso 2; 

(2) Bl oco jã modificado; pr6ximo bloco principal; 

(3) Bl oco subordinado( ! ): coef icientes mod i ficados no passo 6; 

(4) Oltimo bloco subordinado . 

FIGURf 3.7-1 -Esquema para eliminação em blocos. 

O n0mero de blocos subordinados a cada bloco depende da semibanda 

das equações dos bl ocos, e pode ser constante, quando a semibanda ~ con stan ­

te no bl oco, ou depender do bloco para os esquemas com semibanda variável 
(banda por blocos ou l inha de perfil) . Cada bloco deve conter pelo menos uma 
equação . Para semibanda o numero de le i tura s , que é i ~ ua l ao de qravaç6es, 

em arquivo, ~ iqual a s(t+1 )-(t2 +t)/2, onde t ~o numero de blocos subord i-
-nados por bl oco. Cada bloco quando 111odif ica do e t ransferi do para arCluivo . 

EstP esnuema ~ mu ito conhecido e foi proposto por diversos autores6 ,21 ,31 

32,~0 ,•1 4, inclu s ive uti l izado na rot ina SESOL do conhecido proOl~oma SJlP IV 3 • 
5: com o esquema de semibanda em armazenamento retanaul ar . 
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Pode- se adotar este esquema ror blocos , tamb~m para os al0or itmos 

de so l ução por decompos i ção . No entanto, uma modifi cação importante pode ser 

feita levando-se em conta que nos al~oritmos de decomposição apresentados 

(ver 3.3 a 3.5) cada coefici ente~ modificado , dev i do aos anteriores , em 

uma un1 ca expressão , ou passo . Esta modi f icação fo i proposta nor RECUERO e 

GUTIERREf4 , e torna o al goritmo bem mais efic i ente . ~·!esta fo rma, o bloco 

principal passa a ser o que tem coeficientes que estao sendo modificados . O 
bloco principal uma vez transferido para a memõria rrimãria s6 ~ transferi ­

do de volta para arqu ivo apõs estar com todo s os coef icien t es mod i ficados . O 

n~mero de l eituras em arquivo ê i gua l ao do al 0oritmo anterior, mas o numero 

depravações~ drast icamente n1e nor , sendo iaual as ( numero de blocos). O 

total de transferência s fica sendo s(t+2) -( t 2 - t) , onde t é o numero de blo­
cos subordinados a cada bloco princ ipal . Esta mod i ficação pode ser adotada 

tanto com o método de decomposição como com o de el iminação . Pqui usamos com 

o método de decomposição , para matrizes banda si mêtricas, expressões (3 .5-6) 
a (3 . 5-1 0) , jã cons iderando a divisão em blocos por colunas (ver figu ra 3.6-4) . 

Portanto q e r ind icarão as colunas do bloco principal . O procedimento de 
sol ução , então ser ia: 

1. Transfere o primeiro bloco para a memória primár ia . E: o primeiro bloco 

principal (1<=1) . Vai ao passo 5. 

2. Tranfere o primei ro bloco subordinado (Q=k- t) para a memória primãria. 

3. Modifica os coefic ientes do bloco principal, co lunas q a r, devido aos 

coeficien tes do bloco ~ubordinado, linhas q - b(~- ~) a r-b(~- 1) . Para isto , 

apl i ca -se as expressões (3 .5-6) e (3 .5-7), e a expressao (3 .5-8) aos blo­

cos dos vetores independentes correspondentes . Se este é o ultimo bloco 

subordinado U-=k-1 ) salta P.a ra o passo 5. 
4. Transfe re o próximo bloco subordinado (i ncrementé\ R. de 1) para a memõria 

primãr ia e retorna ao passo 3. 
5. Modifi ca os coeficientes do bloco principal , colunas q+1 a r, devido aos 

do bloco principal, li nhas q a j - 1, aplicando as expressoes (3 .5-6) · a 

(3.5-8) . 
6. Transfere o bloco principa l (k) pa ra arqu ivo em memór ia secundária . Se este 

e o ultimo bloco (i(=s ) a decomposição estã encerrada . Em caso contrário 

transfere o próximo bl oco (incrementar de 1) para a memória principal. 
Este e o novo bloco principal . Retorna ao passo 2. 

Esquemat icamente tem- se o algoritmo na f iqura 3. 7-2, onde tan1bem 

estã mostrada a influência de cada bloco subordinado no bloco principa l 



matriz dos 

coeficientes 

q-b 

q r 

b 

( 1 ) bl oco pr inci ral: 
re'l ioes : fJ. - modif i cada devic!o 

B - modificada devido 

c - modificada devido 
D - modificada devi elo 

ao bl oco subordi nado 

ao bloco subordinado 

ao bloco subordinado 

aos coeficientes das 
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vetores 

inderendentes 

( 4) : 

( 3) : 

( 2) ; 

reaiões ft , l3 e C. 

FIGURA 3. 7-2 - Esquema pa ra decompos i çâo em bl ocos modi f icado . 

Para os vetores independentes uma divisâo em bl ocos equ i valente ã 
da matriz dos coeficientes foi adotada, como pode ser visto nas fiauras 3. 7- 1 

e 3. 7- 2. Um bloco dos vetores independentes e transferido oara a 111emória pri ­

mãria junto com o correspondente da ~mtriz, podendo estar no mesmo arquivo , 

ou em outro . l·lormalmente os vctm·es i ndependentes estão em outro arqui vo , por 
que são mo nta dos em separado . Neste caso a decompos i ção dos vetore s ~ fe i ta 

s imultaneamente com a da matriz, e a memóri a dispon1vel deve compo r ta r do i s 

bl ocos da matriz e do i s dos vetores independentes . ~as a decomnosição dos 

vetores pode ser feita após a da matriz, quando entao seriam necessãrios dois 

blocos dos vetores e um bloco da matriz de uma vez na memória, como mostra a 

f i 9ura 3.7-3 . Um bl oco da matriz ocurari a metade da memór ia dispon í vel , e o 

restan te seria para os do i s bl ocos dos vetores, um pri ncipal e o out ro subor­

dinado . O n~mero de vetores independentes que podem ser resolv idos simulta ­

nea mente e l imi tado, então , para que do i s blocos ocupem metade da memória di s-
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ponlvel , sendo que normal men te este numero~ bastante grande. Nes t e esquema , 

em um pa sso , ma nt~m-se um bloco da matriz na memõri a primári a , j unto com o 

bloco princi pal, e todos os bl ocos subord inados afe ta dos são modi ficados, um 

de cada vez. 

---------·--
2) bloco princiral 

blocos subordi ­
nados 

( 1 ): bloco da mat r i z necessár io para a modificação dos blocos 

subordi nados dev ido ao bloco pri nci pal (2) . 

FIGURA 3. 7-3 - Esquema rara decomposi ção dos vetores independen­

tes em bl ocos . 

Entretanto os vetores independentes CJeralmente possuem bem menos 

colunas do que o permitido no esquema anterior , de modo que dois outros es ­
quemas podem ser adotados . O prime i ro consiste em armazenar na memõri a pri­

mária todos os bl ocos subordinados dos vetores , necessári os em cada pa sso 
(ver figu ra 3. 7-3) . Esta rest r ição não se t orna muito severa para os casos 

normai s , e tamb~m foi adotada na rot i na SESOL3 ,S ~ A monta nem da matr iz e 
dos vetores deve ser reali zada de modo a garant i r a condiçao ac ima . Este 

leva a bem menos transferências que o anterior. 

Um sc9undo esquema pode cons iderar C1Ue un1 ou mais vetores comple­

tos estejam na memória primár ia . E a ca da passo du decompos i ção dos vetores , 

todas as linhas des t es seri am modificadas de acordo com o bloco dJ matr iz e­

xi s t ente na memõr ia pri mári a . r·leste esquema o numero de equações do s i stema é 
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l imitado a que pelo menos um vetor independente esteja na mem5ria prim~ri a, 

junto com um bloco da matr i z, o que tambêm não ê uma restrição mu i to severa . 

Para a retrosubstituição nos vetores independentes, qualquer um 

dos esquemas descritos para a substituição avante pode ser adotado. Em cada 

passo teremos na mem5r ia primãria um bloco da matriz dos coeficientes . Ma 

ret rosubstitu ição a ordem das operações ê inversa, sendo que o pr imeiro bl o­

co pri ncipa l serão ult imo bl oco dos veto res independentes, junto com o ul ­

timo bl oco da matriz . 

Consideremos dois exemplos como comparação entre os esquemas a­

presentados, quais sejam : (a) subst i tuição ava nte nos vetores i ndependent es 

simultânea com a redução da matriz; substitu i ção nos vetores i ndependente s 

apõs a redução da matr i z,com (b) dois blocos dos vetores independentes na 

mem5ria pr imãr ia ; (c) em cada passo , todos os bl ocos de vetores subordi ­

nados na mem6ria primãri a simu l ta neamente e (d) os vetores independentes 

compl etos na mem6ria primãria . Como prime i ro exemplo, seja um s i stema de 

900 equações (~)e semibanda igual a 150 (~) , para uma memõr ia pri mãria 

disponfvel de 40000palavras , portanto cerca de 3 vezes menor que amemo­

r ia necessári a (135 . 000) . Sendo~ o numero de equações por bloco da matri z , 

s o n~mero de bl ocos , Q o n~mero de vetores independentes que podem ser 

resolvidos s imu l t aneamente, e to numero mãximo de blocos subordi nados a 

um bloco princ i pal , teremos,para os quatro esquemas (os resultados estão 

apresentados na tabela 3. 7-4), 

a ) b ( nl+ p ) ~ 2 O • O O O 

b) bm · 20 .000 

bp . 20 . 000 -r r =m 

c) bm · 20 .000 

t = menor inteiro · m-1 

p ... _n_1 

t +1 

d) brn -s 20. 000 

pn ::: 20. 000 

b 

Em um segundo exemplo tomemos o mesmo sistema de equaçoes (900x150) , 

com uma mem5ria primãr i a disponfvel de 20 .000 pa lavras . Os resultados 

estão na tabela 3. 7-5 



n = 900, m= 150, mem6ria=40 . 000 
-esquema numero de equaçoes numero de numero de vetores 

por bloco (Q.) blocos ( 2_) independen tes (Q) 

(a) 129 7 4 

11 7 8 20 

100 9 50 

( b) 133 7 150 

(c) 133 7 50 ( t=3) 

( d) 133 7 22 

TABELA 3. 7-4 - Comparação entre os esquemas de solução com 

mem6r ia secundãr ia. exemplo 1 

n = 900, m=150, mem6ria=20 .000 

esquema numero de equacoes -numero de numero de vetores 

por bloco (Q) blocos (_~) independentes (Q) 

(a) 64 14 6 

60 15 16 

56 16 28 

(b ) 66 14 150 

(c) 66 14 37 (t=3) 

( d) 66 14 11 
--

TABELA 3. 7-5 - Comparação entre os esquemas de solução com 

mem6ria sccundãria . exemplo 2 
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Outros al goritmos foram desenvol vi dos , que nao utilizam uma 
divisão estabelecida na ma t ri z, e a transferênci a de dados ~ feita equa­
ção por equacão39 •44 •46 . Nestes casos a mem6ria ut ilizada pode ser toda 
a dis ponivel, como para os algoritmos chamados de "sl idding blocks"~6 , ou 

fixada em função da largura de sem ibanda, por t .m, onde t ~uma constante 

(constante de mem6ria), podendo ser menor ou igual a 1, como usado por 

PA0 3 ~ ou maior que 1. Quando a constante de mem6ri a ~ "~ior que 1, as 
equac6es que inf luenciam na Gltima equação que foi transfe l· icta para a 

memõria estão todas na memõria pri ncipa l. SORIANG47 ainda desenvolveu 
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um algoritmo em que a influ~ncia de um qrupo de equaçoes sobre o prõximo 

do grupo~ aplicada de forma acumulativa, isto ~ . os coef icientes que 
irão subtrait no prõximo grupo são calculados e mantidos nas pos ições on­

de serão lidos, e acumulados, os prÕximos coeficientes . Um grupo de equa­
ções ocupa todo o espaço de memõria disponTvel . 

3. 7.2- Armazenamento compactado 

3. 7. 2.1 - Introdução 

Neste item descreve- se em detalhes um dos esquemas de solução 

com memõria secundãria dos apresentados no item anterior, utilizando 
o armazenamento compactado . Neste esquema a memõria disponTvel serã usa­
da para conter dois blocos da matriz dos coeficientes , durante a redução, 
e um bloco da matriz com os vãrios blocos dos vetores independentes neces­
sãrios em cada passo , durante as substituições. A matriz dos coeficientes 

~ armazenada de modo compactado por colunas, como visto no item 3.6. 1 (es­
quema tipo 4) . Os blocos da matriz possuem n~mero de col unas variãvel e 
necessãrio para que ocupem metade da memõria primãria disponTvel. Os ar­

quivos utilizados em dispositivo de memõria secundi\r ia são cte acesso di ­

reto (aleatório), e observacões são feitas para uso de acesso sequenci al, 
usado por MONDKAR e POWELL34 . O registro do arquivo com a matriz dos coe­
f icien tes cont~m um bloco da matriz, com os coeficientes armazenados por 

colunas . O registro contem também, na parte final, os endereços dos coe­
ficientes das diagona is de cada coluna (ver expressao 3 .6~1-1). 

Para exemplificar o procedimento de solução , seja a matriz de 
coeficientes da figu ra 3. 7-6. A memõria dispon1vel é de 60 palavras . Na 

figura 3. 7-6 tem-se a divisão de blocos, e a indicação dos blocos subor­
dinado s a cada bloco principal tem-se na tabela 3. 7-8 . O nGmero de veto­
res independente s analisados s imul ta neamente e igual a dois, devido a que 
caibam na memõri a pr imãri a un1 bloco principal e todos os seus subordinados . 
A quantidade de colunas necessárias aos grupos de blocos de vetores inde­
pendentes ~ indicada na tabela 3.7-8, e o mãximo é 14, para os blocos 1, 

2 e 3. Na figura 3. 7- 7 tem-se o registro do arquivo da matl~iz dos coefi ­

cientes do bloco 2 (segundo regi stro), onde aparecem indicados os campos 
dos coeficientes e dos endereços das diagonais . 
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Q} J 5 1'1 
8 6 15 
9 11 7 16 1 10 

1 o 12 8 17 2 11 

1 8 
2 9 
3 Hl 
4 11 

13 18 9 18 3 12 5 12 
19 2 1 o 19 4 13 6 13 
20 3 11 20 5 14 7 14 

4 12 21 6 15 1 4 
13 22 7 16 12 2 5 2 

23 8 17 ? 
L 13 1 n 

9 1 e 1 6 3 14 1 5 

~022 2 7 4 15 
1 23 3 ü 5 16 

24 4 9 6 17 

2 6 
3 7 
4 8 

3 

" 5 10 12 15 7 18 1 5 

' 
11 13 16 8 19 2 6 

14 17 o 20 3 7 4 
18 10 21 4 8 

11 2?. 1 3 
23 2 4 5 

2 3 4 I 5 

Rlocos na matr iz bl ocos nos 
vetores 

FIGURA 3. 7- 6 - Divisão dos bl ocos da matri z. Exemplo . 
1 5 

1314151 
4 13 23 

3 o 

posições 1 a 23: coef icientes 
posições 28 a 30 : endereços do coef ic iente da dianonal das col. 8 ,9, 10 

FIGUR.I\ 3. 7-7 - Dados no reg istro 2 do arquivo com a matriz 

dos coeficientes (bloco 2) . 

-
Bloco Principa l numero de blocos total de 

col unas subordinados colu nas 

1 7 - 7 

2 3 1 10 - - -
3 4 1 '2 14 -
4 4 3 8 

5 2 2 ,3,4 13 
----

TABELA 3. 7-8- Caracter1sticas dos blocos da matriz 
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3.7 . 2.2 - Redução da matriz dos coeficien t es 

Durante a redução da matriz dos coeficientes , dois blocos da 

matriz devem estar na memória ao mesmo tempo, quais sejam o bloco princi­

pa l e um bloco subordinado. Três arquivos podem ser usados, como seque : 

a) arquivo NMAT, que contem os blocos da matriz dos coeficientes. 
b) arquivo NRED, que contem os blocos da matriz reduzi da . 

c) arquivo NPIV (auxi li ar ), que contem os bl ocos de coeficie ntes 

diagona l principal, gerados durante o processo de redução . 

Cada bloco principal é trazido sucessivamente para a memória, na 

par te A da memór ia, e reduzido . Para a redução cada bloco anteriormente 

reduzido subordinado ao bloco principal serã necessãrio na memória . Os blo ­

cos subordinados são trazidos sucessivamente para a memória , na parte B, e 

as operações de redução são efetuadas (expressões 3. 5- 15 e 3. 5- 16) . Para 

matr i zes esparsamente preenchidas e origi nãrias de uma tlpica numeração de 

malha de elementos finitos, um bl oco principal p usua lmente t erã bem menos 

que p-1 blocos subordinados. Os blocos subordinados ao bloco principal p 

podem ser determinados pel o mãximo n0mero de coeficientes não nulos das 

colunas do bloco princi pal, chamado de mãx ima altura efetiva . A altura e­

fetiva pode ser obtida dos endereços do coef i ciente da diagonal das colu­
nas. 

Pelo esquema da figura 3.7-9 pode-se compreender que na modifi­

caçao dos coeficientes do bl oco principa l diversas reqiões disti ntas são 

formadas . Os coeficientes de cada regi ão são modificados pelos coefi cien­

tes de sua própria região, das regiões aci 111a, e de um bloco subordinado, 

diferente para cada região . 

De sta forma, na modificação dos coeficientes do bloco p (figura 

3. 7-9), tem- se duas fases distintas de aplicação das expressões (3 . 5- 15 ) e 

(3 . 5- 16). Na pr imeira fase são modificadas as regiões A e B, apl icando -
se a expressão (3 . 5-1 5), necessitando-se, então, dos blocos subordinados 
ao bl oco p. A região A e modificada pelo primei ro bloco subordinado (s), 

enquant o a reg ião B pelos demais blocos subordinados . Na expressão (3 . 5-15) 

os coeficientes a .. e ak . pertencem ao bloco princ i pal, e o coeficiente 
1 J J 

lik a algum bl oco subordinado . 

Na segunda fase, são modificados os coeficientes da região C, 

apli cando-se as expressoes (3 . 5- 15) e (3 .5- 16), necessitando apenas dos 
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1 k i - l---...../' 

d .. - -!- -/ 
1 1 

q 

-b--­s 

vetor ~IPI\! 
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1 1 

a .. 
1J 

c! . . 
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bloco p 
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,___a . . 
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LV t_j 
-bp _ _ _ 
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bloco s (subordinado) - jã reduzido; 
bloco p (principal) - sendo reduzido. 

FIGURA 3. 7-9- Modi f i cação dos coeficientes do bloco princi ­

pal. Redução da matriz . 
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coeficientes do bloco principal . Entretanto a expressao (3 . 5- 17) deve ser 

aplicada j unto com a (3 .5- 16) necess i tando- se dos coefic ientes dkk ' que 
são coeficientes das diagonais dos blocossubordinados, que estão gravados 
n0 arquivo auxiliar NPIV . Nesta fase , ao se modificar cada região (A e B) 

deve- se ter na memória o bl oco do arquivo NPI V correspondente. E para mo­
dificar a região C, apenas o bloco principal ~ usado . Após as modificações 

na regi ão C, o bloco p e gravado no arquivo NRED, e os coeficientes dkk 
são gravados no arquivo NPIV. O arquivo auxiliar NPIV foi utilizado para 

se reduzi r o numero de transferência s de dados, uma vez que, nesta fase ne­

cessita-se arenas da di agonal da matriz dos coeficien te s. 
O processo de transferência de dados para a redução da matriz de 

cGeficientes com a divisão de bloco indicada na fi gura 3. 7-6 estâ esquema­
t i zado na figura 3. 7- 10 . No diagrama apresentado, cada operação de trans­
ferência ê indi ca da por três d1gitos , o primeiro referindo -se ao bloco 

principal da matri z,e os outros dois ao numero de sequência da operação . 
Por exemplo, os seguintes passos são reali zados para a modif icação do blo­
co A4: 

passo 1: 401 - transfere A
4 

pa ra a memória primãria . 

passo 2: 402 - t ran sfere A3 reduzido (A3r) para a memória primâ­
l' ia e realiza as operações necessárias . 

pa sso 3: 403 - transfe re os coeficientes da diagonal de A3r (A3p) 

para a memõria primária e realiza as operaçoes 

necessãri as . Bloco A4 estã reduzido. 

passo 4: 404 - transfere A4 reduzido (A4r) para o arquivo para o 

a l'CJU i v o NREO . 
passo 5: 405 - transfere os coeficientes da diaqonal de A4r (A4p) 

pa ra o arqu ivo NPJV . 

Pode-se notar, pelo esquema da figura 3. 7- 10, que o arquivo NMAT 

e acessado sequencialmente, nao necessitando ser de acesso di reto. Jâ os 
arquivos NRED e NPIV, se forem de acesso sequencial, a cada novo bloco prin­
cipal, necessitam retornar ao início (RHJINO) , e tal vez alÇJumas operações 
de leituras desnecessárias devam ser feitas , por exemplo , para o bl oco A4, 

cujo pr imeiro bloco subordinado ~ o AJr ' sendo que os A1r e A2r devem ser 
pulados . Se a matriz dos coefic i entes original puder ser perdida, NRED e 
NMAT podem ser os mesmos arquivos . 
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A1 1 o 1 102 .. 
202 

,ll1 r 302 ., 

A2 201 .__1._04 __. 
303 

f\2r 502 

fJ.3 301 306 ~ 
402 

A3r 503 17 

A4 401 404 .. 
,n'4 r 

504 
r 

As 501 508 ... 
A5r ., 

~1H10 Rifl PR It~Ji:R I Jl. 
... 
"' 1:1 oco Prin- 1--

cipal 

l31oco Subo r-
L .. -... 

di nado IA "-

203 
103 

y A1p 304 
10'1 

205 
A2_p 505 , 

403 
307 .. A3 p ~ n n ,. 

405.,. 
A4 p 507 r 

50_9 .. 
A5p ... 

FIGURA 3.7-1 0 - Operações de transferência pa ra a redução da 

matriz de coefic ientes. 
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3. 7. 2. 3 - Substitui ção avante nos vetores 

Durante a substi tu ição avante, ou redução,dos vetores indepen­

dentes, pelo esquema adotado, devem estar na mem6ria primãria o bloco 

principal, e todos os blocos subordi nados (ver fioura 3. 7-3), bem como o 

bloco da matriz dos coeficientes correspondente ac principal . Três arqui­
vos podem ser usados, como segue: 

a) arquivo NRED, que cont~m os blocos da matriz reduzidos. 

b) arqu ivo NLOAD, que cont~m os blocos dos vetores independen-

tes. 

c) arqu ivo NSOL, que conterá os blocos dos vetores independen­

tes parcialmente reduzidos. 
-Inicialmente o primeiro bloco de vetores independentes e trans -

ferido para a mern6ria , na parte A, e reduzido (expressão 3. 5-1 8) .Para is­

to, ~necessário trazer o primeiro bloco da matriz para a mem6ria , na 
parte B. Em seguida , o bloco de vetores ~gravado no arqu ivo NSOL e um 
novo bl oco e trazido para a memõria pr imária, e col ocado nas posições 

subsequentes ao bloco já existente; este passa a ser o bl oco pr incipal . 

O novo bloco correspondente da matriz dos coeficientes ~ trazido para a 

memória (parte B) . A redução é feita , utilizando o bloco de vetores jã 

existente na mem6ria (subordinado), se necessário . Após a redução o bl o­

co principal e gravado no arquivo NSOL, permanecendo na mem6ria . E assim , 
sucessi vamente, um novo bloco de vetores principa l e transferido para a 

memõri a primária, nas posições ainda não ocupadas (parte A) . Os blocos 

anteriores, necessários para a substituição, já estao na memória . ~a pa r­

te B e colocado o bloco correspondente da matt·iz dos coeficien tes. Se não 

houver espaço na memória para transferir um novo bloco principal , os blo­

cos do inicio da memória (parte A) são eliminados, em número suficiente 
para que o novo bl oco possa ser colocado no fina l da memória . 

Na f i gura 3. 7-11 e apresentada a situação da memória pr imária 

parte A), durante a substituição avante no bloco 3 dos vetores independen ­

tes . No final da parte A situa-se o bloco princiral, e alem deste posi­
çoes ainda podem existir para os blocos seguintes , antes de uma recoloca­

ção ser feita . No caso do bloco principal 3, o bloco 4 só poderá ser 

transferido com a retirada do bloco 1. A montagem da matriz de coeficien­

t es e dos vetores independentes deve ser realizada de modo que todos os 

blocos dos vetores que se influenciam estejam na memória pr imári a ao mes-



mo tempo . Isto~ feito de modo a evitar l eituras do arqu ivo NSOL, o que 

levaria a um grande n~mero de transfe rências . 
Um esquema de aplicação da expressão (3 . 5- 18) ao coeficiente 

da linha j dos vetores independentes , pertencente ao bloco pr inc ipal _e_, 

~apresen tado na fig ura 3. 7-12 . Nesta expressão o coef iciente y . per­
J 

tence ao vetO!" v do bloco princi pal , o coefic iente yk pertence ao vetor 

v do bloco subordinado s e o coefic iente lk. pertence ao bloco p da ma -
- J 

triz dos coeficientes . Assim, a expressão (3 . 5-18) ~apl i cada a todos os 

1 vetores do bloco principa l com o ind ice k vari ando do maior val or en­v 
tre q, N. e Nb at~ r, para o blocos . Posteriormente , os demais blocos 

J -
subordinados são cons iderados . E finalmente a expressão (3 .5-18 ) e apli-
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cada somente ao bloco principal ,com k i niciando no maior valor entre v, 

Nj e Nb. Na aplicação desta expre ssão o indice j varia do maior valor en­

tre Nb+1 e t a t~ u. 

l 

blocos subordinados bloco princ ipal 

_ , __ L_ I --'-~-2--.--___;_~3 ---.:::--r><J---::>'1 
1 •• 20 ~8 30 

FIGU RA 3. 7- 11 -Memória primária (parte A) na subst ituição 

avante no bloco 3. 

O processo de tranferência de dados para a substituição avante 

nos vetores, com a divi são de blocos ind icada na fig ura 3. 7-6 , estã esque­

matizado na fi gura 3. 7-1 3. 
Os arquivos NLOAD e NSOL sao acessados sequencialmente , como 

pode-se notar pe l o esq4ema da fi gura 3. 7- 13, mas veremos no item seguin­
te que o arquivo NSOL terã um acesso não sequencial . Caso os vetores in­

dependentes possam ser perdido~ os arquivos NLOAD e NSOL podem ser os 

mesmos . Isto não e aconsel hável, apenas, para o caso de os arquivos se­
rem sequenc iais, poi s se fa rá para cada bloco a sequência leitura-retor­

no ("backspace")-gravação, bastante inefic i ente. 
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bloco p (pr incipal) - sendo reduzido ; 
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bloco s 

prÕximo3 

blocos 

subordinados 

bloco r 

blocos subordinados (s+1 a p-1) - jâ reduzi dos e est~o na memo­
ri a pri mâria . 

FIGURP 3. 7- 12- Modi f i caç~o dos coeficientes do bl oco princ i pal . 

Substituição avante nos vetores . 



10_1 s, 103 81r 
201 

f32 
203 82r 

A1r 
102 

301 303 j, 

f33 B 3r 
401* 

f34 
403 84r 202 " 

A2r 
501 503 

85 )o. 85r .. 
A3r 

302 

A4r 
402 

A5r 
502 

r·~P1liP. I II. PR H1JI:RIJl. 

v Blocos dos vetores f---

y Bloco da matr i z 

*para a le itura do bloco 84 ~ necessãrio el imi nar o bl oco B
1 

da 
mem6ria (v ide tabela 3. 7-8) . 

FIGURA 3. 7-1 3 - Operações de transferências para substituição 

ava nte nos vetores independentes . 
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Após a substitui ção avante todos os coeficientes dos vetores 

independen tes devem ser dividido s pe lo coefic ientes da diagonal da mes ­
ma linha (expressão 3.5- 19). Isto ê fe ito trazendo sucess ivamente, e um 

por vez, os blocos do arquivo NP IV, que contém a diac10nal , e os blocos 
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do arquivo NSOL, com os vetores independentes reduzidos . A divisao é efe­

tuada , e o bloco de vetores é transferido de voltô ao arquivo NSOL , ã ex ­
ceção do 0ltimo que pode permancter na memória, para i ni ciar a retrosubs ­
t i tuição, ou sub st ituição inversa . Caso o arqui vo NSOL seja de acesso se­
quencia l, para se evitar ope1·ações excess ivas de retorno ("backspace") é 
aconselhãvel ut ilizar um arqui vo de trabalho, NTR , de acesso sequencial, 
que conterã os vetores independentes com a divi são efetuada , que pode se r 
o mesmo arquivo NLOAD, se não se necessitar dos vetores ori ginai s . 

Es te esquema de substituição avante e similar ao ti po B2 de 
MOND KAR e POWELL 34 , apenas que estes realizam a transfer~ncia para o ar­

quivo NSOL somente ao se ret irar os blocos do inlcio da memória primãri a , 
e aqui a tra n sfer~nc ia é realizada assim que se compl eta a redução do blo­
co princi pal . 

3. 7. 2.4 - Retrosubst i tuição nos vetores 

Durante a retrosubstitu ição, ou subst ituição inversa , pelo es ­

quema adotado , devem estar na memória principal o bl oco princ ipal, que 
jã contém so l uções do s i stema de equações , o bloco correspondente da ma­
triz dos coefic ientes e todos os blocos subordi nados ao pr inci pa l. Dois 

arqu i vos podem ser usados, como segue : 
a) arquivo NREO, que contém os blocos da matriz reduzidos . 
b) arquivo NSOL , que contém os blocos dos vetores independen­

tes parcialmen te mod ifi cados, e que conterá as soluções do sistema de 
equaçoes . 

o ultimo bloco dos vetores (que pode ja estar na memória), se ­

rã o primeiro bloco pr inci pal . O Últ imo bl oco da matri z é traz ido para a 
memóri a (parte B) , e a substi tuição é feita pela expressão (3 . 5-20) , ob ­
tendo- se o último bloco dos vetores solução , que é aravado no arquivo 
NSOL . Em seguida, os blocos subordinados ao bloco principal são trans ­

f eridos para a memória , na sequéncia inversa, isto é , do penúltimo para 
trãs , até o 0ltimo bloco necessãrio . Devido ã montagem adequada, tem- se 
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que todos os blocos subordinados cabem na men16r ia junto com o pr incipal 

(pa rte A) . A subst i tuição é realizada nos blocos subordinados para asso­

luções obtidas no bloco pri ncipal . O bloco que precede o pr i ncipal passa 

a ser o novo bloco princ i pa l , e o bloco correspondente da matriz é tra ns­

ferido para a mem6ria primaria . Este procedimento prossegue ate que as 

so l uções do pr ime iro bloco sejam obtidas . Quando não houver espaço para 
transfer i r para a mem6ria prim~r i a os blocos subordinados, uma reco l oca ­

çâo e fei t a passando o atual bloco principal para o in~cio da mem6ria . 

Na f igura 3. 7-1 4 é apresentada a si t uação da mem6r ia primar ia (par t e A) 

durante a retrosubstitu içâo do bl oco 4 dos ve t ores independentes . No fi­

nal da parte A situa-se o bloco 2, subordinado ao bl oco 5, que jã fo i 
modificado . 

bloco jâ 
gravado em 
NSOL 

1 
5 

1 

bl oco principal bloco subordinado 

t l 
4 3 2 

,, 1 2 20 2 G 3 o 

FIGURA 3. 7-14- ME:m6ria primaria (parte A) na retrosubstituição 

do bloco 4 . 

Um esquema de aplicação da expres são (3.5-20) é apresen t ado na 

f i gura 3. 7-1 5. Nesta expressão o coefici ente X; pert ence ao vetor y do 

bloco subord i nado s, o coe f iciente x . pertence ao vetor v do bl oco prin-
J -

ci pa l _e_, e o coe f iciente 1 . . pertence ao bl oco p da matriz dos coefic i en-
lJ -

t es . Assim a expressão (3 . 5-20) é aplicada a todos os lv vetores do bloco 
principa l com o ind i ce i variando de Nj ate j - 1, e o i ndice j var iando de 
u a te t. 

O processo de transfer~ncia de dados paraa retrosubstituicão 

nos vetores independentes com a divi são de blocos i ndicada na fiqura 3.7 -6 

esta esquematizado na fi gura 3. 7-1 6 . Notando-se que as transferencias ini-



-ciam pelo bloco 5, isto e, com a operaçao 501 . 

q 

X i 

r 

X 
j 

t 

u 

u _ t 
.... __ b_.pi----Jioo. 

1 v 
+- ~ 

vetor v 

-

-- "" 
~ 

'\ 
'\ 

bloco o (principal) -soluções jã obtidas 
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bl oco s 

blocos subordina­
dos jã resolvidos 

b bl oco p 
p 

blocos subordinados (s a p- 1) - rctrosubstituicão sendo feita . 

FIGURA 3. 7-15 - ~1od'if1cucão elos coef i cientes do bloco prin-

cipal do s vetore s independentes. 



A1r 

A2r 

fl.3r 

A4r 

A5r 

303* 102 
_1_01 81r 

.. 
505 202 

13 2r 201 504 302 
-

B3r ""' ' 

30 1 503 134r 
402 

I" 

B5r ~ 
502 

401 .. 

~1 E~~0RIA PRP1ARIA 
501 

~ 

Bl oco dos .. 
vetores 

, Bloco da ma-
tr i z 

* para a leitura do bloco B1r ~ necessãrio uma recolocação na 

mem6ria . São el iminados os blocos B4r e B5r. 

FIGURA 3. 7- 16 - Operações de transfer~ncia pa ra a retrosubs­

titui ção dos vetores i ndependentes . 
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Para o caso de os arquivos serem sequencia i s, os vetore s par­

c ialmente modifi cados estão em um ar~ llivo de traba l ho , NTR (ver i t em an ­

terior ) . Tanto es te arqui vo , quanto o arquivo com a matr i z dos coefici­

entes, NRE D, se rão tran sfer idos para a memór ia pr imãria do f im para o 

começo , ex igindo necessa riamente operações de retorno ("backspace" ), 

Para o arquivo NSOL , sendo sequenc ial , e conveniente gravã -l o em ordem 
i nversa, isto e, com o bloco 5 (Gl timo) no in~c i o , ev i tando ma i s opera ­
ções de retorno34. 
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3.8 Matrizes com coef i c i en t es comp l exos 

Como foi exposto no i tem 2 . 2 . 3 , ~ poss Tvel f or mular o 

probl ema de sistemas li neares sob ação de exc i tações dinãm icas 

permanentes de forma a produzir um sistema de equações lineares 

ond e as matr iz es são de coeficientes comp l exus . Neste item, 2S ­

t uda remos os algoritmos basead o s nos a nteriores para esta situa ­
ça o . 

Seja, porta nto , o sistema de eq uaçoes de coef i c ientes 
comp l exos s i mul taneas , de ordem n , rep r esentado por 

(3. 8 -1 ) 

onde a matriz M ~ i gua l a A + i ª , e as matrizes col unas l e ~ 

sao iguais a ~ + i! e Ç + i Q, respectivamente , os vetores so l u­

çao e dos termo s independentes . As matrizes 8, ª,X ,Y,Ç e Q sao 
de coeficie ntes rea is e i representa a unidade imaoinãria (i= -1) . 

Os m~todos para i nversão da matriz M, e consequente 

solução do sistema da eq uação (3 . 8- 1) , se di videm em duas gran ­
des classes : 

(1) inversão direta usando aritm~tica complexa , e 

(2) inversão indireta usan do ar it m~tica real e expres ­
soes equiva l entes . 

Para o caso da inversão em aritm~tica comp l exa, se o 

li nguagem de programação não pos s ui tratame nto de variãveis 

complexas, que ~ o caso da maior i a dos minic omputa dores, subro ­

t i nas pod em ser co nstruTda s, com razoãveis simplicidade e efi ­

c i ência . 

Neste traba lho fizemos uma pequena compa ra cao entfe 

diversos m~todos das duas classes menc i onadas . Para a compara ­
cão com as ro ti nas de aritm~t i ca complexa, usou - se a tabe l a 
3 . 8 -1, de relações de equival ência . 

Desta forma, a solu ção do sistema de equaçoes (3 . ~ - 1) 

que requ er da ordem de n3 /3 operações comp l exas , te r ã a equi va-
1 ê n c i a ã o r d em d e n 3 o p e r a ç õ e s r e a i s . A o c u p a ç ã o d e 1111 e m õ r i a p a -

ra as matr i zes de (3 . 8- 1) ~ de 2n 2 +2n palavras . A matriz Z ocu-
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pa a mesma posição da matriz N e cada coeficiente compl exo ocupa 

duas po sic5es de memõri a . 

O sistema de equac5es (3 . 8 - 1) pode ser escrito na f or -

ma 

(A + i B) (X + iY) (C + ifl ) (3.8 - 2) 

Efet uando - se as opera coes matriciais e iquala ndo - se 

as par tes real e i mag i nár i a, terP.mos du as eq uações mat ri c i a i s 
57 que podem ser escr i tas na forma 

(3 .8 - 3) 

onde temos, aqora , um sistema <1e coeficientes rea i s de ordem 

2n, cuja so l uç ão requer da ordem de 8n3 /3 op e rações . A i nversa 
da matriz M pode se r obtida pela sol ução do sistema 

( 3 .8 - 4 ) 

ond e I~ a matr i z identidade e O a matriz nu l a , se ndo a i nver ­

sa da da por 

p + i Q ( 3 .8 - 5) 

A obtenção da inver s a desta fo rma r eq uer da ordem de 

7n 3 operações, co ntrastando com n3 para as matrizes A ou 8 iso-

1 a d a m e n t e e 8 n 3 p a r a a ma t r i z M c o 111 a r i t rn ~ t i c a c o m p 1 e x a . E x i s -

tem f6rmula s a l te rn at i vas que dim in uem ce r ca de 40 % na ~uanti ­

dade de operac5es na inv e rs~o e que exiqem apen~s a determina ­

c a o de t: - 1 ou 12 - 1 56 . Outros m ~todos ex i s tem que requer em a p e­
nas que a inversa de M exi sta, trabalhando com matrizes deriva­

das de A e 13 56 . 

Para a so lu ção do sistema da equaçao (3 .8 - 3) estas 
formulas a l ter nati vas não r esultam em r edução de ope r ações , mas 



exclusivame nt e em reduç ão da uti li zação de mem6ria , desde que 

este uso seja bem organizado . O sistema (3 . 8- 3) ocupa 4n 2 +2 n 
posições de mem6ria . Com a formulação a sequir necessitaremos 

20 54 de 3n2 +2n . As sim , podemos escre ver (3 . 8- 3) como , 

f\ X - B Y = C 
B X + f\ Y = O 

(3 . S-6) 

Sendo A uma matr i z não singular , po demos ob t er Y 
da segunda eq uaçao de (3 . 8- 6), fornecendo 

y ( 3 . 8-7) 

s ubstituindo a expressão (3 . 8-7) na primeira equaçao de (3 . B- 6) 
te r emos 

(3 . 0- 8) 

Definindo as matrizes 

(3 . A-9) 

a expressao (3 .8 - 7) fica 

y V + FX (3 . A-1 0) 

e de fi nindo a s matrizes 

E = A + BF 
(3.tt -1 1) 

u = c + 8V 

a exp r essao (3 .8 -8) fi ca 

X E- 1u (3 .9 - 12) 
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A solução então ser i a fe ita em quatro passos: 

- obte nç ão de V e F do sistema de equaçoes 

(3 .8- 13) 

onde B e D estão acopladas no vetor indepen0Pnte . 
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. 2 - obtenção de E e ~ a part i r das expressões (3 . 8-1 1 ) . 

3 - obtenção de X a pa rtir do sistema de equaçoes 

EX = u (3 .8 -14) -
4 - obtenção de y pe l a expressao (3 . 8 - 10) 

A quantidade de operaçoes para a solução a traves 

destas expressões e da ordem de 8n 3 /3 . Para a solução por este 

proced i mento necessitaremos manter na memõria simultaneamente 

as matr i zes ~· ~. ~ , ~ e Q. As matrizes ~ e ~ oc uparã6 o l ugar 

de ~ , as matr i zes ~ e ~ o l ugar de Q e a matriz ~ o luqar de ~· 

Total izando portanto 3n 2 +2n . Uma outra formulação alternativa 

reduz a ut i lização da memõria para 2n2 +2n. Definindo a matriz 

H como 

H = F- 1 + F (3.8 - 15) 

a matriz E - poderã ser obtida por 

E = B(F - 1 + F ) BH (3 . 8-16) 

e definin do 

T s- 1c (3 . 8-17) 

o s i stema (3.8 - 14) fica rã 

HX T + v = u ( 3 . 8-1 8) 

No primeiro passo, agora, a matriz F ocuparã a posiç~o da B. 

E no segundo pas s o obteremos F- 1 e em seguida H, T e U. Mas 



para a obtenção da ma t riz T usaremos 

T = F- 1 S (3 . 8-19 ) 

onde 

~ = ~ -1 ç (3 . 8- 20) 

que ta mb~m se ra obt id a no pr imeiro easso . A mat riz F- 1 oc uparã 

o lu 9ar da ~ , e as mat ri zes ~, I e ~o l uga r da Ç. 
Para o caso em que as matrizes são s i m~tr i cas , pode­

mos ter reduções na quantidade de operações nos procedi me ntos 

descritos . Para a solução de sistemas com ma t rizes complexas 
sim~tricas teremos da ordem de n3 /6 operações complexas . Usan do 

a tabel a 3 . 8 -1, ter emos da ordem de n3 /2 operações reai s . No 

caso das matriz M ser s i m~tr i ca , as matrizes~ e~ t a m b ~m o se ­

ra o , mas a matriz expa ndid a@ , da equação (3 . 8- 3),não se rã. 

forma 

r-·- -

operaçao complexa eq uivalência com operaçoes reais 

ad ição 

p}~oduto 

d ivi são 
'--- ---- --------•--

2 adições 

3 pro du tos + 5 somas 

3 prod . + 3 somas + 3 d iv. 

TAGELA 3 . 8-1 - Equivalência ent re as ope r acoes 

comp le xas e r eais 

No enta nto , podemos t~eescrever o s i stema (3 . 8- 3) na 

(3 . 8-21 ) 

ond e teremos uma mat riz rea l de ordem 2n s i m~tr i ca , e c uja so ­

lução do s i stema req uer da ordem de 4n 3 /3 operações . A so lu ção 
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pe l as formulaçõ es alterna ti vas da s exp re ssões (3 . 8- 7) e 

(3 . 8 - 8) requer da ordem de 4n 3 /3 operações . A memõria req ue­

r i da e a mesma para a sol uç ão por aritmética complexa, ou pe ­

la formu l ação alternativa, e e iqual a n2 +3n po siçÕes . J ã pa­

ra a eq uação expandida (3. 8 - 11) tere mos 2n 2 +3n posi ções, da 

ordem do dobro da anterior. 
Para matrizes s im~ tricas em format o ba nd a , temos pa­

ra a so l ução de s i s tem as de equações complexas da ordem de 

n(m 2 /2 +2m) operaç Õe s comp l exas (ver Anexo III ) , onde me a 

largura da semiba nda . Usando-se a tabela 3 . 8 -1 teremos da or­

dem de n(2m 2 +8m) operaç ões rea i s . A matriz real expandida§, da 

equação (3. 8 -2 1) terã semi banda de lar~ura n+m, e serã ~ran ­

demente esparsa internamente, ten do o a sp ecto da f iqura 3 . 8-2, 

onde a parte hac hur eada representa os coef i cientes não nulos . 

FIGURA 3 . 8 - 2 - Pac~ l~ão de armazenamento da matriz --------------------------------------
expandida G, banda s i métr i ca . 

Podemos , entretanto, diminuir a semibanda da matriz 

§, r eordenando as equações do sistema (3. 8- 21) . Se introduzir ­

mos as s ubmatr i zes 
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r-b a .. 
1 J 1 J 

c = l - 1J 

a .. b .. 
1 J 1 J 

ter em os o sis tema na forma 

* * C l~ = H 

y . 

* 1 
; 1-1. 

- 1 

x. 
1 

* ; H . = 
- 1 

* 

c. 
1 

d. 
1 

(3 . 8- 22) 

(3. 8-23) 

onde a matriz C con têm as s ubmatrizes C .. , W con têm as subma -
* *- * 1 J trizes w. e H con têm as submatri zes H . . Desta forma a sem iban -

- 1 - 1 

da da matriz f se rã de 1 a r gur a 2m+ 1 , onde m e a 1 a rqura da se -

mibanda das matrize s ~ e Q. A so lu ção do sistema (3 . 8-23) requer 
então da orde m de 4n(m 2 +3m) operaç5es . Quanto ao armazenamento 

te r emos 2nm+2n posiç5es para o sistema comp l exo com mat r iz 

simétrica banda . Para o sistema expandido da e~uaçio (3 . 8 - 22) 

teremos 4nm+2n posi ç5e s de mem6ria . 
Para grandes sistemas de equações com coeficientes 

complexos as técnica s de util izacio de mem6ria sec un dãria des ­

cr it as em 3 . 7 podem ser usada s . Apenas hã que se sal ien tar que 

a ut ili zação da ma tri z real expandida dobra a ordem do s istema 

de equaç5es , e do bra a mem6ria necessãria . Quan do se ut il iza m 

as f6 rmul as alt ernat iv as (3 . 8- 7) e (3 . 8- 8 ) serã necessãr io 
re al izar mais de uma ve z a so lu ção de s i stemas de equaçõe s re­

ais e tambem inversão de matriz e produtos de ma t r ize s , o que 

acarretarã mais t r ansfer~nc i as e ntre a mem6ria principal e a 

secu nd ã r ia , possivelmente em maior n0me r o que os mêtodos ante ­

riores . 

Podemos concluir en t ão que de um modo geral , e prin ­

cipalmente para o objetivo deste trabalho , e vantajo s o reso l­
ver o sistema de equa çõe s (3 . 8- 1) com a ritmética comp le xa . Tal 

fato se justifi ca no menor nu mero de operações quand o as matr i­

zes são grandes , no uso de metade da mem6ria se comparado com 

o us o da matriz rea l expandida, e no me nor num er o de transfe­

r ~ nc ias entre as mem5r i as pri nc i pal e sec undãria, se comparado 
c o rn a s f õ r 111 u l a s a 1 t e r n a t i v a s , q u a n d o s e u s a o s a l g o l' i t mo s d e s -

cr ito s em 3 . 7 . 
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E interessante notar o que ocorre quando a matriz M 

equaçao (3 . 8-1 ) , e real, isto e, ~=0 . Pela expressão (3 . 8-3 ) 

vemos que o sistema fica reduzido ã dois sistemas de ordem n 
desacoplados cuja matriz de coef ici entes e a matri z A. Estes 
sistemas podem ser resolvido s simu l taneamente em aritmética 

real co nsiderando as partes r ea l c imaginãria de N e Z inde ­
pende ntes , isto e, 

(3 . 8- 24) 
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4. TtCNICAS COMPUTACIONAIS EMPREGADAS 

4.1 Introdução 

Através do método dos elementos finitos, na forma descri 
ta no item 2.2, pode-se obter a resposta permanente de sistemas li­
neares sujeitos a cargas com variação periodica no tempo. As técni­
cas computacionais utilizadas em uma anãlise usual com o método dos 
elementos finitos, as quais jã estão bem desenvolvidas, podem ser 
empregadas para anãlise em quetão neste trabalho. As modificações 
necessãrias nesta técnicas são basicamente quanto a montagem do si~ 

tema de equações. As etapas de um programa que utilize a técnica de 
elementos finitos, com as alterações para anãlise dinâmica permane~ 
te estão representadasno diagrama da figura 4.1-1 . 

Para a anãlise sob carga periódica, esta deverã ser de 
composta em uma soma de cargas harm5nicas que serão entradas nas di 
versas anãlises (ver 2.1.3) . O procedimento numérico para ontenção 
destas cargas harmônicas, chamado Transformada Rãpida de Fourier 
sera descrito no item 4.3 . As análises realizadas para cada harmô­
nico fornecerão os harmônicos que comporão o campo de deslocamentos 
(ver 2.2.3 ). Portanto diversas soluções serão necessãrias, e todas 
independentes , sendo que a frequência de vibração das cargas muda 
em cada anâlise, mas não se alteram as matrizes características da 
estrutura (rigidez, massa e amortecimento) . A matriz dos coeficien 
tes do sistema a resolver em cada anãlise serã obtida pela expres -
sao (2.2.3-7) 



I 

I 

I 

i 

ent rada de dados 

matrizes dos elementos 
(rigidez , massa e 

amor tecimento) 

montage1n das ma tri zes 

gl oba i s da estrutura 

(rig i dez , massa e 
amortecimento) 

aplicação das condições 

de co ntorno 

ob tenção dos 

ve tores de c a r qa 

' /' 

mo ntagem da matriz 

do sistema de equaçoes 

I para a frequênci a 11) 

n 

sol ução das eq uacoe s 1 
I 

cã lcul o dos esforços 

no domínioda frequência 

obtenção da contribuição 

do ha rmônico nos instantes 
de tempo em deslocamentos 
esforços 

I 

impressão dos r esu ltado s 

no do mTnio do tempo 

( f í lil _) 

e 

FI GURA 4 . 1-1- Oi aorama da s etapas da a nã li se 

dinâmica permanente com eleme ntos finitos . 
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A mont agem das matrizes totais, K, Me C, e a ap l i-- - -
caçao das condiçoes de contorno são efetuadas por um procedi ­

mento que leva em conta o esquema de armazenamento para solu­

ção da~ equações com memõria secundãri a , e serão abordados no 

i tem4 , 3 . 
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Uma vez obtidos os deslocamentos, para cada frequ~n ­

cia de anãl i se , podemos obter os esforços , pr~ - mult ipl icando-os 

pela matriz de rigidez do elemento , como indica a expressão 

(4 . 1- 1 ). Ainda podem ser obtidas as reações nodais por equill ­
brio das resu l tantes no da i s em cada eleme nto , como indica a 

expressao (4 .1- 2) 

i =1 , 2, . . . ne (4 . 1-1) 

Rk i -- ~ -Kiui 
n =t. iF g (k) '~ , g n,g k = 1 , 2 , . •. ng 1 ( 4 . 1-2) 

Todos e stes resultados são obtidos para cada frequin ­

cia, lnd i ce n nas expressões acima, e são posteriorme nte calcu ­

lados no domlnio do tempo através da soma daqueles multiplica ­

dos pelas funçÕes exponenciais complexas (ver expres são 2 . 3 . 2-6), 

us ando tamb~m a té cnica de transformada rãpida de Fourier (4 . 2) . 
Pode tamb~rn interessar os resultados para cada frequência , em 

termos de sua amplit ude, caracterizando o que se chama "espec ­

tro em frequ~ncia da resposta dinâmi ca" . 

A implementação dos procedimentos descritos nest e tra ­

balho foi realiz ada na l i nqua9em LEí3 RE 13, desenvolvendo - se um 
novo s i stema para anãl i se dinâmica permane nte , com aa r acte r lsti ­
cas semelhantes aos demais sistemas da linguagem . No item 4.5 

serão mostradas as implementações realizadas para este sistema . 
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4 . 2 Anãlise de Fourier 

4. 2. 1 Introdução 

A aplicação formal da anãl i se no dominio da fl~equên ­

cia que foi desenvolvida neste trabalho . ~ 1 : mitada para os ca ­

sos em que a sér i e de Fourier exista 5 , 14e mesmo nestes casos 

o cãlculo das integrais envolvidas pode ser um trabalho ãrduo . 

Assim, para fazer uso prã ti co do m~todo ~ necessãrio form ul ã -lo 

em termos de procedimentos num~r icos . A formu l ação numér i ca pode 

ser dividida em três fases : 

(1) obter expressões que correspondam i soma da sêrie 

de Fourier (item 2 . 1 . 3 . 1); 
(2) desenvo l ver expressões que correspondam is inte­

grais necessãrias para cãlc ul o dos coeficientes da s~rie e 

(3) desenvolver uma eficiente t~cnica com putacion a l 

para calcular as fases anteriores . 

Estas fases serão discut i das a sequir . Norma l mente 

a série de Fourier e desenvo 1 vida na literatura indepen dente ­
mente da integral de Fourier , entretanto com a introdução da 
teoria da distribuição , a s~r i e de Fourier pode ser derivada 

teoricamente como um caso particular da inteq~al de Fourier . 

Este procediment o e fundamenta l na obte nção da Tran s 

formada Discreta de Fourier como um caso especial da inteqral 

de Fourier . ~tamb~m fundamental na obtenção da Transformada 

Discreta de Fourier a transformada de Fourier de "ondas dis­
cretizadas" . A TDF corresronde aos passos (1) e (2) acima . 

Desta forma , então , a sêrie de Fourie r serã abo rda­
da , permitindo a ut ili zacão da Transformada n i screta de Fourier 
natur a lmente . Fina l mente serão tecidos alguns comen tário s so­

bre o algoritmo computacional denominado Tra ns forma da Rãpida de 

Fourier ( "Fast Fourier Transform"- FFT), que obt~m a transfor­
mada discreta de Fourier muito mais rapidamente que outros algo ­

ritmos disponiveis 5. 



4 . 2 . 2 Transformada de Fourier 

A transformada de Fourier ê de finida pe l a expressao 

00 

H ( .~1 ) = J h ( t ) e - i wt d t 
- co 

( 4 . 2 . 2 - 1 ) 

Se esta in tegral existe para cada valor do parâmet r o 

w. então a expressão (4.2 . 2- 1) define H( w), a transfo r mada de 

Fou r ier de h (t) . Neste trabal ho a f unção h ê uma função rea l 

da variâvel te mpo , e a fu nção H ê uma f un ção da variâvel fre­

quência ang ul ar . De modo geral a transformada de Fo uri e r e uma 
função complexa . 

H ( w ) = R ( (JJ ) + i I ( üJ ) = I H ( w ) I e i 8 ( w ) (4 . 2 . 2-2) 

onde R( w) ê a par te rea l, I( w) ê a pa r te imaÇJinâria , IH (w) I ê 

a amplitu de ou espec tro de Fo urier de h(t) e O(w) ê o ângu l o 

de fase da transformada de Fou ri er. 

4 . 2 . 3 Transformada inversa de Four ier 

A transformada inversa de Fourier dada por 

h ( t ) = _1_r H ( w ) itwd e w (4 . 2. 3-1 ) 
2n 

- oo 
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permite a determinaç ão de uma f unç ão do tempo a partir da sua 
tr a nsformada de Fourie r . 

Se as f unções h(t) e H( w) sao relacionadas pelas ex ­

pressões (4 . 2 . 2- 1) e (4. 2 . 3-1 ) , as duas funções são denomina-
das um "p ar trans formado de 

Em gera l, para a 
anãlise cientínca prãtica, 

in ve r sa são bem def ini das, 

a existência das i ntegrais 
5 

na literatura . 

Fou rie r" . 
maioria das funçõ es encontra das na 

a t r ansformada de Fo uri er e s ua 

mas existem cond i çÕes defin idas para 

vista s , que podem ser encontradas 

A exp r essão (4 . 2 . 3- 1), fÕrmula de inver são da trans -
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fo rmada pode tamb~m se r esc ri ta como 

00 

h ( t) f * i wt * _1_ [ H ( w) e- dtu ] ( 4 . 2 • 3 - 2 ) 

2n - oo 

* -onde 

tão 

H e o conj ugado comp le xo de H, isto e, s e H = R+ il, en -

* H ( <.tl ) = R ( ru ) - i I ( <.t \ ) ( 4 . 2 • 3 - 3 ) 

o significado desta f orma a l ter nativa de in versão e 

que agora ambas as transformada e transformada inversa co ntem 

0 termO e-i Wt , fatO que e de impOrtância para 0 desenvolv i men ­

t O de uma rotina computaciona l ~nica pa ra estes cã l culos . 

4.2 . 4 A se r ie de Fou rier como um caso pa rticular da i nteqral de 
Four ier 

Considere a fun ção triar.qu l a r periÕd i ca da finura 
4 . 2- 2 (c) . Sabemos que a sêrie de Fo uri er desta função " on d a " ~ 

uma soma i nf in ita de cossenÕides . ê possTvel obtermos este 

mesmo r esu l tado da integra l de Fourier . 

Para isto prec isamos intro duzir 

chama da Convolução , e a funçã o i mpulso . A 
entre duas funções h(t) e x(t)defin ida pela 

00 

a t r a n s f o r111 " c ã o 
Co nvoluçã u y(t) 

i nteqra l 5 •29 •30 

y (t) =f h(z)x(t - z)dz = h(t)*x(t) 
- oo 

( 4 . 2 . 4 - 1 ) 

O teorema da Con volução nos diz que a trans f ormada 

de Four i er Y( f ) da funçã o y(t) tem a rel ação 

Y(f) = H(f) X(f) (4.2 . 4 - 2) 

onde H(f ) e X(f) são as trans f ormada s de Fo ur i er das funções 

h(t) e x(t) . 

A função im pu l so õ (t - T) ~ re presentada na fia ur a 
-4.2 - 1, i sto e 
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( 4 . 2 . 4 - 3 ) 

e tem a importante pr op ri edade que 

(4.2 .4-4) 

T >t 

FIGURA 4 . 2- 1 -Função impul so Ó(t-T) 

A função tr i ang ular periõdica pode se r obtida pe la 

co nv ol ução ent r e a função h(t), figura 4 . 2- 2(a) , e a função 
x(t) , de fin ida por 

X ( t ) [ 6 (t -nT) ( 4 . 2 . 4 - 5 ) 
n =-ro 

e que estã representada na figura 4 . 2- 2(b) . 

A t ran sformada de Fourier da f unção h(t) ê , onde f= 

2-:r/ w 
H ( f) = 1 6 se n 2 (f T ) ( 4 . 2 . 4 - 6 ) - -

(Tf) 2 4 

indicada na f i gura 4.2-2(e) . E a transformada de Four i e r da 

funç ão x( t ) e dada por 5 

X(f) = 1 o (f-n ) ( 4 . 2 . 4 - 7 ) 

T T 



Do teorema da Convolução , a tra nsformada de Four i er 

Y(f) sera 

Y(f) = H(f) Ó(f - n) (4 . 2 . 1!-8) 

T T 

i ndicada na figura 4 . 2- 2(d) . Aplicando a propriedade (4 . 2 . 4-4) 

na exp r essao (4.2 . 4-8) 

cu 

Y(f) = í: H( n ) S'(f - n) (4 . 2 . 4- 9) 
T n= - oo T T 
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A trans f ormada de Fourier de uma f unção per i Õdica ~ , 

e ntão , uma sequ~ncia infinita de impulsos equid i stantes , isto~ , 

um c o n junto i n f in i to de se n 6 ides de a m p 1 i tu de s 1 I T . H ( n I T) . 

Lembrando que a s~r i e de Four i er de uma função periÕdica ~ uma 

soma infin i ta de senõides com amp li t udes cn (ex pressão 

2 .1. 3 . 2- 3) . Notando que o l im i te de integração para ob t er-se cn 

pode ser de - T12 a T12 , e 

h ( t) y(t) -TI 2 ~t$' TI 2 

a função y(t) pode ser substitulda por h(t) e teremos 

Tl2 

f 
-T I2 

h ( t ) e - 2n i n f 1 t d t = 

1IT H(nf 1 ) = 1IT H(niT) 

(4 .. 2 .. 4 .1 0) 

( 4 . 2 • 4 - 1 1 ) 

Desta forma os coeficientes obtidos através da inte ­
gral de Fourier são os mesmos que os obtidos na s~rie conven­

cionalde Four i er para uma f unção periÕdica . 
Também pode-se notar que a me nos de um fato r 1/T, 

os coeficientes c da s~rie de Fourier de y(t) são i gua i s aos 
n 

valores da transformada de Fourier H(f) em niT . 



h ( t) 

7./T 

H ( f ) 

( e ) 

X ( t ) 

~-LL T t 

GONI/OLUÇÃO 

-I 

( b ) 

= h(t)*x(t) 

( c ) 

1 
Y(f)=H (f) . X(f ) 

f 

X (f ) 

' 

( f ) 

f 

FIGUPA 4 . 2-2 - Tran s formad a de Fourier de uma 
função peri Õdica triangular . 
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4 . 2.5 A f unç ão discretizada 

O que desejamos ~ modifcar o par de transformadas de 

Fourier de ta l modo que este fique com melhor tratamento comp~ 

ta cion al . Para isto ê utilizado o que se denomina amostragem 

ou discretização. Uma amostra de h(t) no tem~o t=d , se h ~ 

contTnua em d , ~ dada por , 

n(d) = h(t) (t-d) = h (d) (t-d) ( 4 . 2 . 5- 1 ) 
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onde o prod uto deve ser interpretado no sentido da teoria da 

distribuição . O impulso que ocorre no instante d tem amplitude 

igual ao valor de h no instante d . Se h ~ contTnua em t=nd para 

n=0,+1 , +2, .. . 
Q) 

n(t) = ~ h(nd) (t - nd) ( 4 . 2 • 5 - 2 ) 
n = -Q:l 

e denominada função discreta de h( t ) com inte rv alo de amostra­

gem d . fi(t) i uma sequ~ncia de impulsos equidistantes nos ins ­

tantes nd com amp litudes h(nd) . Se denominarmos de função de 
amostragem , a(t) , 

QO 

a(t) =L ( t -n d) (4 . 2 . 5-3) 
n = -OJ 

a função n(t) sera dadapelo produto abaixo 

n(t) = h(t)a(t) (4 . 2 . 5- 4) 

A transf ormada de n(t) pode se r obt i da das transfor­
ma das H(f) e A(f) , sendo esta chama da de f unç ão de amostragem 

na frequência . Bas ta aplicarmos o teorema da Convo luç ão em 

frequênciaS , e obteremos 

R(f) = H(f)*A(f) (4 . 2 . 5-4) 



isto e, a transformada de n(t) e obtida pe la convolução das 
transformadas de Fourier de h(t) e a(t) . A transformada de 
Fourier da funç ão de amostragem e uma funçã o peri6 dica onde um 

perlodo e i gual, a menos de uma con s tante, i transforma da de 

Fourier da função h(t) . I sto somente e vâlido qua ndo o in s t e r­
valo de sufici entemen te pequeno . Para d maior pod erâ ocorrer 

o que se chama de "a l ia sing" 5 . 

4. 2 . 6 A tran sfo r mad a di screta de Fourier . Fun ções pe ri 6dicas 
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A transfo rm ada discreta de Fo urier e de i nteresse 

porqu e aproxim a a tran sfo rmada de Fourier quando esta fo r con­
tlnua . E po r que se rve parao desenvolvimento de um alqo rit mo 

computacional da transformada de Fourier . A validade desta 
aproximadção e est ritamente dependente da função analisada . 
Consideraremo s o caso das fu nç ões pe ri6dicas, de nosso interes ­

se . Tomemos a função h(t) e s ua tran sfo rmada de Fourier, como 

na fj9ura 4 . 2- 3(a) . 
O primeiro passo para se obter um par discreto de 

Fourie r e tomar uma amostragem de h(t), d iscretiza ndo - a com 
in terva l o d, mult ipli ca nd o por a(t), f i gura 4 . 2-3(b) . Or e~ 

sulta do estâ na figu r a 4 . 2- 3(c) , com sua transformada, obtida 

da convolução H(f)*A(f) . Obse rve que como resultado disto no 

domlnio da frequenc i a temos um fator 1/d . 

0 passo se9uinte e t run car a f unç ão discretizada , 
multi plic a nd o-a pela função r e t a ngul ar x(t) de compr i mento T; 
f i gura 4 . 2- 3(d) . Escolhemos esta função de modo que N valores 
amestrados de h(t) permaneçam , como indica a fiqura 4 . 2- 3(e) . 
A transformada da x( t ) , X(f) , e a f un ção (senf)/f . A conv oluç ão 
de H(f)*A(f) com X(f) , forn ece a trans f ormada da função di scre ­

tiza da truncada, figura 4 . 2-3(e) . Esta Gltima funç ão , na fre­
quencia 1/T , tem o valor AT/2d . Resta-nos discretiza r a trans ­
formada de Fourier da figura 4 . 2- 3(e) . Pa1~a isto multiplicamos 
pela fun ção amost ragem na frequ enci a B(f) , com int e rvalo 1/T . 
Como resultado teremos uma função discreta de impu l sos no valor 

de AT/2d . O produto aci ma implica na convolução das fun ções no 
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FIGURA 4 . 2- 3 - Transforma da discreta de Fourier de 

uma onda per i 5d ic a e banda l imitada . 
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tempo das figuras 4 . 2- 3(e} e (f) . Como a fu nçio discreta trun ­

cada (figura 4 . 2- 3(e)) ~exatamente um perfodo da funçio oriai­
nal h(t) e como as funções impulso B(t) estio separadas por T, 
a sua convolução fornecera a função periódica da finura 4 . 2- 3(g) 

que tem amplitude máxima AT . Examinando esta funçio , vemos que 

apenas tomamos a função h, discretizamos , i sto ~ . toma mos amos ­
tragens, e e nt ão mult ipl icamo s cada amostra por T. A transforma ­
da discreta de Fourier, ob tid a das amostras h(kd) se r a 

~1- 1 

H( niNd) = dL h(kd)e-i 2Ti nkiN 
k=O 

( 4 • 2 • 6 - 1 ) 

Este resultado jã era esperado pois e, simplesmente , 
a regra do retân gu lo para integração da transformada contfnua 

de Fourier . 
As funções periódicas formam a ~nica classe de fun ­

coes em que a trans f ormada discreta e contínua de Fourier sao 

exatamente a mesmo coisa a menos de um fator constante . 

A equivalência acima requer 5: 

(1) a f un ção no tempo h(t) deve ser periÕd ica; 
( 2) h (t ) deve ter uma banda l im it adade frequências . 
(3) o i nterv alo de amostragem , d, deve se r pelo me-

no s duas vezes a ma ior componente de frequê nc i a de h(t) 

(4) a funç ao para truncamento de h(t) de ve ser nao 
nula sobre exatamente um perfodo de h(t). 

4 . 2- 7 Utilização da transformada discreta de Fourier 

Para utilizacão da trasnformada discreta de Fourier 
na analise harm6nica de uma onda, a partir da expressão 

(Z 1: 3 . 2- 3) , requer - se ~ue calculemos 
N- 1 

H ( n IN d ) = 1 IN L h ( k d ) e - i 2'r n k IN 
k=Ü 

ond e Nd=T , per f odo da menor freq uência a se obte r. 

( 4 . 2 • 7 - 1 ) 



Devemos nos lembrar que para obtermos resultados 

vil idos, os N valores de h(kd) devem repres entar exatamente 

um perlodo completo da função h(t) . Se necessitarmos melhorar 

os resu l t~dos para os harm6nicos ma i s a l tos, devemos dimin uir 

d e portanto aumentar N. 

Para se realizar slntese harm6nica , isto~ . forne ­

cidos os coeficientes de Fourier obtermos a função discreta no 

tempo, pela Lransformada inversa de Four i er , us aremos a expres ­

são (4 . 2 . 3- 1) . Para reali zarmos esta anãlise usando a transfor­
mada discreta de Fourier basta calcular 

h(kd) = 

2n 

N- 1 
[ H(nw

1 
)e2n ink/N 

n=O 
(4 . 2 . 7- 3) 

Ao aplicar a expressão (~ . 2 . 7 -1 ) precisamos tomar a­

mostras dos coeficientes r eais e imaginirios . Os resultados des 
te ci l cu l o ir ão oscilar em torno de h(t) . Estas osci l ações 

são dev idas ao conhe cido fen6meno de Gibbs que dia que um tr un­

camento em um domTnio leva a oscilações no outro domlnio . Para 
diminuir a magnitude destas oscilações , ~ necessãrio considerar 

ma i s harm6nicos, isto ~ . a umentar N. 

A sl ntese , que co rresponde ã transformação in versa 

de Fourier , pode ser feit a usando a expressão alternativa 

(4 . 2 . 3- 2). Usando a transforma~a discreta , terlamos 

N-1 
h ( k d ) = 1 [ >: H* ( n ú) 

1 
) e- 2 n i n k IN l * ( 4 . 2 . 7- 4 ) 

2 n ~1 k=O 

-onde H* e o conjugado de H. 
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4.2-8 Transformada rãpida de Fourier (FFT) 

A trasnformada rãpida de Fourier , conhecida por FFT 
(Fast Fo uri er Transform) ~ um a l goritmo, atribuTdo a Coo l ey e 

Tukey5 , que calcula a transformada discreta ma i s rapidamente 
que outros . O desenvolvimento deste algor i tmo ~ encontrado em 
BRIGHAM5 • Ao inv~s dos N2 produtos complexos e N(N- 1) somas 
complexas , o FFT requer apenas Nr/2 produtos complexos e Nr 
somas complexas, se ndo N=2 r . Port anto uma razão aproximada do 
tempo de computação para o FFT ~ 

= 
( 4 . 2 . 8-1) 

Nr/2 r 

para N=1024 , por exemplo, e r=10, temos uma redução de 204 
vezes. 

Ao aplicarmos o FFT , normalmente consideramos fun­

çoes r eais do temp o, enquanto que as f un ções de freq u ~ nci a 

geralmente são com plexas . Ass i m, uma rotina de computadores­
crita para determinar tanto a transformada discreta quanto 
sua inversa deve ass umir funções de entrada complexas . Lem ­
brando que para a inver sa usamos a expressão alternativa 

( 4 • 2 • 7 - 3 ) • 

Para funções reais deveremo s entrar com a parte 

imaginãria igual a zero, o que recair ã em uma certa inefici ­
~ n cia, jã que os produtos por zero serão realizados . Existem 
dua s técni cas bastan te usadas para ocupar a posiç ão do valor 
imaginãrio quando a função de entrada for re al . A primeira 

e computar a transformada discreta de Fourier de duas fun ­
çÕes simu l taneamente . Estas funções podem ser as duas compo­
nent es de um ve tor no plano , por exemplo . A outra tec nic a e 
usar uma t r ansforma da com N amostras pa r a computar a transfor ­
mada com 2Namostras . Estas técnicas são bem descritas na li ­
teraturas . 

A subrot ina FORTRAN uti l izada neste ~raba l ho e a 
de fator i zação binária aprese ntad a por BRIGHAM 5. 
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4.3 Mo ntagem do sistema de equaçoes 

A parti r das matrizes caracterlst i cas de cada ele­
mento da malha devem ser montadas as ma trizes globa is de ri9i ­

dez, massa e amortecimento , uti l izando-se das conet ivi da de s dos 
elementos (ver figura 4 . 1-1 ) . As co ne ti vidades dos elementos 
são os pontos nodais que pertencem a ca da elemento . Visto que 
o algor i tmo de solução das equações utiliza a mem6ria secundã ­
ria quando necessãrio, temos que levar em conta este fato (ver 
3 . 7) .:, .iã na montagem. 

O es paço para armazenamento das matrizes K e Ç, de 
rigidez e amortecimento, ~ o mesmo que para a matriz 9lobal 

compl exa , Z. Porta nto , para ser posslvel a utilizacão somente 
da mem6ria primãria , temos que ter o espaço para estas duas ma­

trizes , e mais para a matriz de massa e os vetores de ca r qa 
complexos . Na montagem teremos duas possib ilidades, uma co m 
memõria principal suficiente e outra insuficiente . 

No primeiro caso , as tr~s matrizes sio montadas , as 
condiçÕes de contorno são aplicadas, e os vetores de carqas são 
obtidos a partir dos dados de carga . Se a mem6ria ainda f or s u­

f i ciente as matrizes complexas (caracteristicas e de carqas) 
são montadas sem e l iminar as demais da memõria . Em caso contrã­

r i o , as matri zes ~ , ~ e Ç, e de car~as são gravadas em memõria 

secundãr ia , e recuperadas ã cada anãlise harm6nica. ~s matri ­
zes gl ob a is de rig i dez e amortecimento, bem como a matri z glo ­
bal complexa, são armazenada s conforme o esquema compactado 
por colunas (ver 3 . 6.2) . 

No caso de memõria i nsuficiente para a montaqem , esta 
~ feita por blocos , com os blocos das matrizes ~ e Ç ocupando 
metade da mem6ria primãria e a outra metade sen do oc upada pe l a 
matri z de mass a diagonal . r importante notar que o mesmo esque ­
ma seria possivel com matriz de massa não di agonal .Os coefici ­
en tes das matrizes ~ e Ç ocupam respectivamente as posições da 

parte real e imaginãria da matriz complexa 1· Os blocos das ma­
trizes K e C serão transferidos para o arquivo NMAT que cont~m 
a matriz dos coeficientes original (ver 3 . 7) . Os blocos da ma-



95 

. 
triz M serão transferidos para outro arquivo intermediãrios. Sendo 
que estes dois arquivos não podem ser destruídos 

O algoritmo para esta montagem pode ser descrito em se 

guida . 
1 • [Obtenção das conetividades nodais] 

As conetividades nodais são obtidas a partir das conetividades 
dos elementos em pesquisa em todos os elementos, e é a lista 
de elementos conhecidos a cada nó. Os nós são reordenados eli­
minando-se os totalmente restritos . 

2 • [Câlculo dos apontadores] 
A partir das conetividades dos elementos, calcula-se os apont~ 

dores dos coeficientes da diagonal na matriz global. (ver 3.6.1) 
Neste ponto conece-se a memória total necessãria . 

3 . [Escolha da forma de montagem] 
Câlculo dos parâmetros de uso da memória em função da memória 
total necessãria e da memória primãria disponível. Modificação 
dos apontadores se for adotada a divisão por blocos. Determina 
se é poss1vel a montagem da matriz (pelo menos uma coluna deve 
caber em metade da memória ). 

4 . [Montagem das matrizes globais ] 
A montagem das matrizes ~,~ e f é feita na sequência dos nos , 
sendo que as matrizes dos elementos jã estão armazenados em ar 

quivo. Para a montagem em blocos, a cada bloco montado, apli -
cam-se as condições de contorno . 

5 . [Montagem dos vetores de carga J 
Para cada carregamento periódico, e harmônico de frequência 
distinta, monta-se os vetores de cargas harmônicas . Se a mon­
tagem da matriz foi por blocos, os vetores são armazenados em 
arquivo . 

6 . [Montagem do sistema de equação] 
Para cada frequência dos vetores de carga, obtém-se a matriz 
de coeficientes complexa . Se a matriz esta em blocos, assim 
que cada bloco é montado se aplica o algoritmo de redução 
por composição (ver 3.3). 

7 . [Solução do sistema de equação] 
Resolve-se o sistema para cada vetor de carga, fazendo-se 
substituições (ver 3.3.). 
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As condições de contorno, passo 4 , podem ser: 

a) deslocamento nulo em todo s os gra us de lib erda­
de do no : o no e e limina do da matri z gl oba l na ordenação que 

e feita no passo 1; 
b) des locamento conhecido no grau de liberdade k: 

na equação k: v . uk= vu k 
onde Gk e o valor conhecido e v e um valor grande (10 12 ); 

c) deslocamento proporcional ã reação (apoio elãsy­

tico): uk = s . Fk, se ndo s a constante de mo l a do apóio e Fk 
a resultante de forças no grau k. Aplicaremos : 

na equação k : (s+ kkk)uk = Fk . 
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Estas formas de aplicação das condições de contorno 

evitam a neEessidade de acesso a coeficientes de outros blocos 
da matriz durante a montagem e não causa mod ifi cação nos apo n­
tadores . 

Quando o modelo usado nao tem amortecimen to a matri z 
glo bal da estrutura serã uma ·matriz real, e uma economia de 

mem6ri a ~ fei ta , não se armazenando a parte ima gin á ria. Os ve­
tores de carga e deslocamentos cont~ n uam se nd o comp lexos, mas 
O sistema e desacoplado nas partes Feal e imaginãria e pode 

ser r eso lvi do como para a anãli se estãtica com dois carrega ­
mentos, co nfo rme a expressão (3.8.24). 

Na forma como e feita a montaaem do sistema de equa ­
çoes (passo 6) o arquivo NRED (ver 3 . 7. 2. 2) , que conterã a 

matriz decomposta , deve se r diferente do a r quiv o NMAT , que con­
terã as matrizes K e C. 

4 . 4 Defin ição da : ca r ga di nâmi ca apl icada 

As cargas permitidas sao ~plicadas nos pontos nodais , 
e pod em ser harm6nicas, ou periÕdicas, sen do estas decompostas 
em um n~mero de harmõnicos desejado, por ser i e de Fo uri e r . As 
cargas nodais são fornecidas em termos de amplitudes e fases , 
podendo se r de fas es diferentes para os diversos pontos nodais . 

As cargas no dai s periÕdi ca s t~m s ua amplitude fornec i da por pon ­

tos , para um intervalo de um perTodo com n~mero de pontos na for -
r ma 2 . 



4 . 5 A 1 inguagem LEBRE 

A 1 inguagem LEBRE consiste em uma 1 ingua9em orienta ­

da para so luç ão de prob l emas de Engenharia desenvolvida em pro­
jeto conjunto por universidades brasile i ras em 1980 13 • Esta 
linguagem~ voltada a computadores de m~dio porte , tendo alta 

portabi li dade . Os pro9ramas jã desenvolvidos na 1 in9uagem LEBRE 
abrangem diversos tipos de anãl ise por elementos finitos de pr~ 

blemas de engenharia . 
Os procedimentos descritos neste trabalho foram im ­

plantados em um novo sistema da 1 i nguagem LEBRE . Este sistema 
realiza a anãl i se dinâmica para estruturas de elementos reticu­
l ados e elementos f i n i tos de estado plano . Este sistema possui 
somente carregamentos por cargas nodais e mui tas das fac il ida ­
des da 1 inguagem LEBRE disponlveis nos demais sistemas24 • 

Os comandos da 1 inguagem LEBRE que estão mantidos 

neste sistema sâo: 

TITU LO 
COORDENADAS (MULTIPLAS e SEMELHANÇA) 
CONETIVIDADES (MU LT IPLAS e SEMELHANCA) 

SIMETR IA NODAL 

TIPO DE ELEMENTO 
RESTRIÇOES NODAIS 

PROPRIEDADES 

CONSTANTES 
ACOES NODA IS 
ANALISE ESTATICA 
DESLOCAMENTOS 
ESFORÇOS 
REACOES 
FIM 
ATIVOS/INATIVOS 
ORDEM DE NOS 
UNIDADES 
(NAO) IMPRIMIR 
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Destes comandos foram alterados : 

ANALIS E (i nclui DINAMICA PERMANENTE) 
CONSTANTES (inclui KAMORTECIMENTO e MA~ORTECIMENTO) 

RESULTADOS (i ncluem saída no TEMPO e FREQUENCIA) 

Os novos co ma ndo s implantados sao : 
Etapa Dados da ~a l ha : 

SIM I LAR IDADE D E E L EM UH OS 

Etapa Dados de Car ga : 

FUNCOES 
CARGA FREQUENCIA 

Etapa Dad os da Anãlise: 
INTERVALO 

DEFASAGEM 

No Anexo II apresenta-se a sintaxe dos comandos 
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d a 1 i n g u a 9 e rn L E B r.. E o I ~.· A r . p, e n t r a d a d e d a d o s e d i v i d i d a e m 
etapas d i st in t as . Na eta pa DADOS DA MALHA definimos a 9eome­
tria da malha de elementos finitos, def inindo a s coordenadas, 
as co net ivi dades e o tipo de elemento. Dos elementos dispon1-

veis para a anãl ise es tã tica (m5dulo I do s i stema LEBRE) es­

tão imp l ementad os para ca r ga di nâm i ca pe rmanen te os elemen­
tos de barras p ~ismãti cas (PP , PE ,T P, TE , GP= e estado plano 

(EPTL,EPQL) que estio descritos no manual do sistema LEBRE 
[24] . 

Na etapa DADOS DA ESTRUTURA definimos as proprie­
dades da seca o transversal dos elementos tipo barra prismã ­
tica ou a espessura dos elementos pla no s , e as constantes 
dos materiais e lãst icos lineares . Dentre as consta ntes são 
essenci ais para a anãlise dinimica, a lem do m6dulo de Youna 
(E) e do coefic iente s de Poi sso n, os valores da densidade 
espec1fica (MASSA) e das constantes de amortecimento (ver 



2.2) a0 e a 1 (MAMORTECIMENTO e KAMORTECIMENTO) . 

Na etapa DADOS DE CONTORNO fornecemos as con ­
dições de apoio, pode ndo ter - se apoios parciais (INCOGNITAS) 

apoios totalmente restritos (TOTA L) e ap oio com molas el~s­
tico - lineares (MOLAS). 

Na e tapa de DADOS DE CARGA fornecemos as carqas 

atuantes na estrutura, sendo estas somente do tipo ações no ­
dais . As ações nodais podem ser div ididas em carrefJamentos, 
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e especificam as amplitudes das parcelas das caraas dinãmicas . 
Para cada parcela a f5rm ula geral para o grau de li berdade 
j e 

p~ 
J 

B (4 . 5.1) 

onde A~ e a amplitude fornecida no comando ACOES NODAIS para 
o carregamento k , F. e o fator da parce la i, f. e a frequin -

, 1 

cia da parcela i , B e o fator ~ lobal e O n e a defasaaem de fi -
nida no grupo n do comando DEFASAGEM . Os parãmetros B, F; e 

f; são definidos no comando CARGA FREQUENCIA . Cada parcela 
define uma carga harm6 nica, e para car9as periÕdicas estas 
parcelas são soma das no domlnio do tempo . 

Para cargas per iÕdi cas podemos, ainda , no comando 

CARGA FREQUENCIA indicar a função qu e represente um intervalo 
de tempo de um pe rT odo, o n0mero de parcelas a considerar na 
an~lise e as defasagem existentes . No comando FUNÇAO defini ­

mos os pontos da função de carÇJa (em um perlôdo), podendo 

ser igualme nte espaçadas ou não . 
Na e tapa de DADOS DE ANALISE especificamos os~­

tervalo s para definição da função no tempo, e as defasaqens 
que podem ser co nst antes ou variar para os graus de 1 iberda ­
de . Especificamos ainda o tipo de an~lise, e a ordem inter na 
de nõs para reduzir a banda da matriz . 

Na et apa de RESULTADOS pedimos os resultados, que 
podem se r deslocamentos , esforços ou reações (ver manual do 
sistema LEBRE [24]). Estes po dem ser pedidos no domlnio da 
fr equincia (por parcelas para cargas periódicas) ou no do ­
m1nio do tempo. 
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5 . EXEMPLOS DE APLI CAÇ7\0 

5 . 1 - Introdução 

Foram analisados oito exemrlos mostrando as diver ­

sas capac i dades do sistema desenvolvido . Assim são mostra ­

dos a anã l i se dinâm i ca pe r ma nente de mode l os lin ea r es , com 
os elementos fi nitos di sponTveis, com excitação por ca r nas 

harm6nicas e periÕdicas, e a so l ução de nrandes estruturas 

com a utilizacão do algoritmo de particio com memõria secun­
dária . 

Em todos os exemplos resultados para comparaçao ou 

demonstracão do s i stema são apresentados bem como a ae r ação 

dos dados atrav~s da 1 in~uaaem or ientada desen volv i da . 

5 . 2 - Viaa Bi ap o i ada - Carga Ha r m6nica 

Este problema demonstra a resposta em creou~ncia 

de uma estrutura para carna harm6nica usando o m~todo dire­
t o . A so lu ção das equações para prob l emas de reoue nn rorte 
~ s i mp l es , eficie nt e e rápida . 

Este problema tamb~m ilustra as duas formas de se 

fornecer a carga harmõnica na linnuaoem LEBPE . As carnas ~o­

dem ser colocadas com ~ngulos de fase ou tempos de defasagem 

As carqas (resu l tados) podem ser adicionados para cada sub ­
c aso (carregamento) . 



A estrutura a ser resolvida consiste em uma vina 

com apoios simp l es nas extremidades como mostrado na fiou ­

ril 5 .1. As caroas sao a plicadas no cen tro da v i ga . 

Na prime i ra anã l ise se ut il iza o e l emento PP, com 
araus de liberdade nas direcões x,y e 6

2
, em dois nontos 

nodais na sua extremidacte . 

Na seounda anãlise se utiliza o elemento EPQL , 
com gr aus de liberdade nas direções x e y nos seus quatro 
pon t os nod ais , confo r me i ndicado na f igu ra 5 . 2 . 

8 2 r .. X 

zy &1 r-1 lri 1 o 
I 

10~ 2 ,, 5 G 7 B 9 

1 1 1 

+ L 

·I 

FIGU RA 5 .1 - Vi ga Bi apo i ada - Exe mpl o 

4 3 

l 2 X 

FIGURA S. 2 - El eme nto EPQL 

1 o 1 



Dado s : 

L = 20 comprimento 

I = z 0.0 83 momen to de -in ercia 

A = 21 . 18922 a r ea da secao transversal 

E 10 . 4x 10 6 módulo de e lasti c irl a de 
p = 2 . 523x10 - 3 massa esneci-Fica 

Cargas : 

sub cns o 1: p '5 y , 50 

sub caso 2 : 

M = z , 5 
p = y , 6 

Py , 7 = 

~·1 7 = 
z' 

p 
y , 5 

M 
z ' 5 

p = 
y , 6 

1 o o 
50 + 100(cos60° +is en60°) 

50 

-1 o o 
50 

100 

50 + 100(cos2f0 - i sen 2f 0
) 

= 0 . 0055555 
p 
y,7 = 50 

r~ z , 7 = - 1 o o 

As ca rgas sao aplicadas para frenuencias de O, 

30 e 50 c ps . 

Os resultarlos sao apresentados para o deslocamen ­

to no ponto med i o (u 6 ) . São com r arados com os r es ul tados 

teóricos e os ap resentad os na refe r ência [36], onde foi a ­
nalisado pela form ul ação modal com 4 mo0os de vibração 

(com freq uências de 50 , 200 , 450 e 800 cps) . 
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Proarama: 

TITU LO "VIGA BI/\PO IADA - CARGA H/\RMONICA " 
DADOS DA MALHA 
COORDENADAS MULTIPLAS; A 11 INICIO 0 FIM 20 
CO NETI VIDADE MUL TIPLA ; 1 A 10 NOS 1 2 PASSO 1 
TI PO DE ELEMENTO; TODOS TI PO PP 
DADOS DA ESTRUTURA 
PROPRIEDADES ; TODOS AX 21 . 18922 IZ 0.0083 
CONSTANTES ; TODOS E 10 . 4E6 MASSA 2. 523E-3 
DA DOS DE CONTOR NO 
RESTRICOES NODAIS 
1 INCOGNITAS U V 
11 INCOGNITA V 
DADOS DE CARGA 
ACOES NODAIS 
CARREGM1ENTO 1 
5 CARGA PY - 50 !·1Z 100 
7 CARGA PY - 50 MZ -1 00 
6 CARGA PY - 50 
C A R~ E r. A '·1 i rn 0 2 
6 CARGA py -1 00 
CARGA FREQUENCIA 
FATOR 1 /\COES 1 FPEQUEN CIA 30 
FATOR 1 ACOES 2 FREQUENCIA 30 DEFASAGE~ 1 
FA TOR 1 ACOES 2 FRE01 1E N.C:IA 30 DEFASAGPI 2 
DADOS DA ANALISE 
DEFASAGEM ANGULAR 
1 CONSTANTE 60 
DEFASAGEM TEMPO 
2 CO NSTANTE 0 . 0055S 
ANAI.ISE DINAMICA PERMANENTE 
R E SUL T P.DOS 
DES LOCM1ENTO 6 
FIM 

Para a sequnda anâlise com o elemento EPQL tem-
se a seguinte alteração : 
DADOS DA MALHA 
COORDEf!J'. OA S r~UL TI PLAS 
1 A 11 I N I C I O 0 i: I M 2 0 
12 A 22 IN ICIO Y 0 . 2168 FIM 20 0.2168 
CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A 10 NOS 1 2 13 12 PASSO 1 
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO EPQL 
SIM I LARIDADE; 2 A 10 SIM I LAR 1 
DADOS DA ESTRUTURA 
PROPRIEDADES; TODOS ESUESSURA 97 .7 3 
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Resultados : 

Subcaso 1 : 

f u6 teórico u6 NASTRAN u6 LEBRE (1) u6 LEBRE(2) 

o 0.0413/23.42° 0.429/22.9° 0.0430/22.9° 0.0430/22.9° 

30 0.0646/22.34° 0.0668/21.8° 0.0671/21.8° 0.0670/21.8° 

50 2.0660/293.4° 2. 078/281.5° 2.0792/282.5° 2.078/282.5° 

Subcaso 2 : 

f u6 teórico u6 NASTRAN u6 LEBRE(1) u6LEBRE(2) 

o 0.0470/0° 0.0490/0° 0.0492/0° 0.0492/0° 

20 0.0646/-22.3° 0.0668/-23.9°0.0672/-23.9° 0.0670/-23.9° 

50 1.565/233.4° 1.577/233.0° 1.5791/233.2° 1.579/233.2° 

( 1 ) com precisão simples . (2) com precisão dupla , 

5.3 Barra Biengastada - 500 elementos 

Este problema ilustra a solução de um problema de res­
posta em frequência de grande porte. Quando o problema tem muitos 
graus de liberdade ou o numero de frequências utilizadas e grande 
o método direto de solução apresenta desvantagens, tanto em preci 
sao numérica quanto em tempo de processamento . 

O modelo estrutural consiste de uma barra biengastada 
sob tensão constante. O modelo e a representação em elementos fi­
nitos sao mostrados na figura 5.3, sendo o elemento utilizado o 
TP. 

O resultado apresentado e o deslocamento horizontal do 
ponto central, para o carregamento mostrado. Este resultado e com 
parado com os da referência [36] , teórico e com solução pela fo~ 
mulação modal, com os 20 primeiros modos de vibração (NASTRAN) • 



f 
I 
• 

Dados : 

Cargas: 

Programa: 

FI GU RA S.3 - Modelo de Barra Biengastada 

o = 

k. = 
1 

N = 
L = 

1 o 
1 o 7 

500 
500 

mas sa e s pecTfica 
constante de r igi de z 
numero de elemen t os 
comprimento 

P.( w) = 10n3 = 310 . 063 carga nodal 
1 

w = 0 , 1 cps frequ~ncia 

TITULO "BA RRA BIENGASTADA - 500 ELE~1ENTOS" 
DADOS DA MALHA 
COORDENADAS MULTIP LAS; 1 A 501 INIC IO ~ FIM 5~0 
CONETIVIDADE MULT IPLA; 1 A 500 NOS 1 2 PASSO 1 
TIPO DE EL EMENTO; TODO S TIPO TP 



DADOS DA ESTRUTURA 
PROPRIEQADES; TODOS AX 1F.7 
CONSTANTES; TODOS E 1 MASSA 10 
DADOS DE CONTORNO 
RESTRICOES NODAI S; 1 501 TOTAL 
DADOS DE CARGA 
ACOES · NOil Jl.I S 
C/\RREGft.:vlE NT O 1 
2 t 5j0 CA RGA PX 31 0 . 063 
CARGA FREQUENCIA 
FATOR 1 ACOES 1 FREQ UENCIA 0.1 
DADOS DA ANALISE 
ANALISE DINAMICA PERMANENTE 
RESUL TJl.DO S 
DESLOCAME NTO 251 
FIM 

Resultado s : 

Deslocamento horizontal no ponto central : 

teórico NASTRAN LEBR E LEBR E* 

0.9 7895 0,9 788 8 0.979 14 0.97904 

* a n ã 1 i s e e f e tu a da ·C o m p r e c i s ã o d u p l a · 
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5.4 Vig a em balanço - Car ga harm6nica 

Este pro blema ilustra a re sposta pe r manente de um sis ­

tema estrutural linear sujeito a caraa harm6nica . As diver ­

sas ca r 9as aplicadas pos suem frequ~ncias diversas de v i ­

braç ão de modo a i lu strar os di ve r sos comportamentos decor ­
rentes . 

A estrutura a ser reso l v ida con s i st e de uma vi~a enqas ­

tada em um dos ext r emos como mostra a finura 5 . 4 . As carn as 

apl i cadas são nos pontos nodai s 1 e 2 . 
As anãli ses foram efetu adas co m as f requências de 

aproximadamente 60 % de w1 , frequência de vibração do orimei­

ro modo natur a l de vibração da estrutura, 88 % de w2 e 5% 

maior que w ,
1

• 

Os resultados mostrados sao os deslocamentos em cada 

ponto nodal , e os esforços re su ltante s no apoio. 

p 1 ( t l r2 ( t) 

4f o e o 
1 2 3 

1 L ~ 
FIG URA 5 . 4 - Viga em Balanço . mode l o utilizad o 

Dados : 

L = 5 

p = 2 . 5 

EI
2

= 1250 

A 

lú 

= 1 

=/(6EI) 
ML3 

c om primento 

massa espec1fica 

ri~idez ã f l exão 

ãrea da s eção transversal 

= 2 . 1909 rad/s 

1 o 7 
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Cargas : 

Caso 1 : p 
y' 1 

= 1 

f = 0,10 77 c ps 
Caso 2 : p 

y ' 2 
= 1 

f = 0 . 5024 cps 
Caso 3: p 

y ' 1 
= 1 

f = 2 ' 7 52 cps 

Prof}rama : 

TIT ULO "VIGA H1 BALANCO CARGA HAR~·10NICA" 
DADOS DA MALH A 
COOROENADAS MU LTIPLAS; 1 A 4 IN ICI O 0 FIM 5 
CON ETI VIDADE MU LTIPLA; 1 A 3 NOS 1 2 PASSO 1 
TI PO DE ELEME NTO; TODOS TIPO PP 
DADOS DA ESTRUTURA 
PROPR I EDADES; TODOS AX 1 I 1250 
CON STANTES ; TODOS E 1 MASSA 2.5 
DADOS DE CONTORNO 
RESTR I COES NODAIS; 4 TOTAL 
DAD OS DE CARG A 
/I.GO Es NOOJ.l. IS 
CAR REGAMENTO 
1 CARGA PY 1 
CARREGAMEN TO 2 
2 CARGA PY 1 
CARGA FREQUEN CIA 
FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA 0 . 3077 
FATOR 1 ACOES 2 FREQUENCIA 0 .50 24 
FATOR 1 ACOES 1 FRE QUENC IA 2 . 752 
DADOS DA ANA LISE 
ANALISE DINAMICA PER MANEN TE 
RES ULT ADOS 
DESLOCAMENTOS 
REACOES 4 
FI M 
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Resultados: 

Fato r de Magnificação 

Caso 1: 

FM = u(t)max 
uestãtico 

f =0 . 3077 cps = 1. 9333 rad/ s 

w1=3 . 1445 rad /s 

-no 

2 

3 

uy te õr i co 

-0. 05 68 

- 0 . 0300 

- 0 . 0087 

u LEBRE 
y 

-0 . 0568 1 

-0.02991 

- 0 . 00876 

Fl-1 

1 • 7 o 
1 • 7 3 

1. 76 

Pod e-se observar que com a frequ~ ncia baixa a re s pos­
ta di nâ mi ca tem uma forma de de s l ocame nto simi l ar ã da 

ação estãtica (FM não varia muito) , que é similar ã do 

primeiro modo de v i bração da estrutura. 

Caso 2 : 

f= 0 . 5024 cps = 3 . 157 rad/s 
w1= 3 . 1445 r ad/s 

- teõr ico LE BRE no u u y y 

1 () . 1 57 0 . 1570 

2 0 . 08 4 0 . 034 

3 0 . 025 0 . 0252 

FM 

- 9 . 1 

- 8 . 5 

- 8 . 1 

Pode-se obs ervar que a forma ainda permanece similar 
ã do pr ime iro modo de vibração, mas com fatores de magni­
f ic~ção alt os , devido ã fr eq u~n cia se r prõxima do primeiro 
modo de vibração re sultando nu ma maq11ificacão devido ~o 

fenômeno de ressonância. 
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Caso 3 : 

f = 2 . 752 cps = 17 . 29162 rad/s 

u> '"~ = 1 9 . 7 O 7 5 r a d I s 
L 

no u y teõrico uy LEB RE 

0 .0124 0 . 01238 
2 -0 . 0075 - 0 . 00747 

3 -0 . 0082 -0.0082 1 

n1 

- 3 . 7 

4 . 3 

1 6 . 5 

Pode - se observar que a forma de vibraçâo jã nao e 
similar ~ da deformação estãtica (fatores de ma gnificd~âo 

variados), devido a que a frequên c ia da caraa jã e rrõxi­
ma do se9undo modo ~e vibracâo. 

Reações no Apoio : 

Comparou - se t ambem os resulta dos com uma anãlise in-

c luin do o efe i to do amortecimento estrutural ( a 1 = O , O O s ) 

Caso 1 : 

LEBR E F 1•1 e/amortecimento 

F y,4 2.04 2 .0 2 . 01/ - 10 . 3° 
o 

Mz,4 -8 . 99 1 . 8 - 8 . 86/ - 9 . 6 

Caso 2 : 

LEe~E FM e/amortecimento 
F -6 . 81 -6 . 8 o 
y,4 - 3 . 99/57 . 3 

M 
z ' 4 

26 . 41 -7 . 9 15 . 39/55 . 5° 

Caso 3: 

LEB RE FM e/amor tecimento 

Fy,4 1 2 .8 3 1 2 . o 0.62/82 . 8 

Mz,4 - ü . 71 - 0 . 73/265 . 3° 
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5 , 5 - PÕrtico Plano - Car~a periÕdica 

Este pr oblema ilustra a resposta em frequ~ncia 

de uma estrutura para carga pe rlÕdica usa ndo o m~todo di ­
reto e e simi l ar ao apresentado na refer~ncia 41 . 

Ilustra tamb~m as duas formas de se fornecer 

cargas periÕd i cas na l ing uagem LEBRE . Estas podem ser colo ­
cadas como soma de parcelas de cargas harm6nicas obtidas da 
s~rie de Fourier correspondente, ou como fu nção var i ãvel no 

tempo, no intervalo corresponde nte a um per1odo. Neste caso 
o num e ro de parcelas pedidas serã usado na aplicação da 
Trans f ormada Râpida de Fourier (FFT) . 

-A estrut ura a ser resolvida consiste em um por-
tico pl ano de tres barras , onde serão considerados 13 nõs, 
como mostra a fi~ura 5. 5 . A carga aplicada tem uma varia­
çao no tempo na for~a ind i cada na fi gur a 5.6. 

4 

3 

2 

9 

1 o 

1 1 

1 2 

1 3 X 

FIGURA 5.5 - PÕrtico pl ano. modelo discretilado 

\ 
t 

t 

FI GUR A S . 6- Car~a pe riÕdi ca a plicada 
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Dados : 

f\ = 0,0 23 

E= 21x1 0 10 

2 - 5 1
2

= 4 , 19x10 

p = 7800 

a 1 = 0,0 05 

Carg a : 

k = 10 00 

T = 1 , O 

s~rie de Fourier 

area da secao trans versal 

mõd ul o de Youn~ 

momento de in~rcia 

massa espec 1fica 
co nst a nt es de amor t ecime nt o (a

0
=0) 

amp litud e máxim a 
pe ri od o (segundos) 

P(t) = ~[sen(~)- lsen( 31rt )+ __ 1 sen(5 nt)-__ 1 sen(7 nt)+ . . . 
n 2 T 9 T 25 T 49 T 

8k/n 2 = 81 O ,5 7 

Proorama : 

TITULO "PORTICO PLANC1 - CARr-P. PEPIOOICA" 
DADOS DA NAL I-l,LI. 
COOR DENADAS MULTIPLAS 
1 A 4 INICI O 0 FIM v 4 . 5 
5 A 9 I N I C I O Y 6 F I ~1 6 6 
10_A 13 INICIO 6 4 . 5 rrr ~ 6 
CONETIVIDADE MULTIPLA ; 1 f\ 12 MOS 1 2 PASSC1 
TIPO DE ELEMENTO ; TODOS TIPO PP 
DAD OS DA ESTR UTU RA 
PROPRIEDADE S; TODOS f\X 0. 023 IZ 4 . 219f-5 
CONST ANTES ; TODOS E 21e10 MASSA 7800 ~fMnPTECJMENTQ 0. 005 
DADOS DE CONT ORNO 
RESTRICOES NODA IS; 1 13 TO TAL 
DADOS DE CAR GA 
ACOES NODAIS 
CARRE GAME NT O 1 
5 CARGA PX 810. 57 
CAR GA FREQUENCIA 
FAT OR 1 ACOE S 1 FUNCf\0 PEPI OOO 1 PARCE LAS 4 
rU NCf\0 T01PO 
1 PO NTOS 9 0 0. 5 1 0 . 5 0 - 0 . 5 -1 -0 . 5 0 
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DADOS DA ANALISE 
INTERVA LO TEM PO 5 0. 2 
ANALISE DINAMICA PERMA NENTE 
RES UL TADOS 
DESLOCAME NTO 5 FRE QUE NC IA PARC ELAS 1 A 4 
DESLO CAMENTO 5 TE MPO 
FH1 

Para a entrada ras. caro as pel a sêrie de Fourier 

usamos os comandos sequi nte s : 

CARGA FREQUEN CIA DE FASAGEM 1 
FAT OR 1 /\COES 1 FREQUENC I /\ 1 % PJl.RCELA 1 
FATOR -0.1111 ACOES 1 FREQ UENCIA 3 % PAR CELA 2 
FA TOR 0.04 ACOES 1 FREQUENC IA 5 % PARCELA 3 
FATOR -0. 020 4 ACOES 1 FRE0UENCIA 7 % PARCELA 4 
DAD OS DA ANAL ISE 
DEFASAGE M ANGU LO 
1 CONSTANTE - 90 
INT ERVALO TEMP O 5 0 . 2 

Res ul ta dos : 

São mostracl os o cleslocallle nto horizontal do ro ntos no ­

dal 5 e o momento fl etor resultante no ponto noda l 1 , pa r a 

cada parce l a e a histõ r ia no tempo par a a ca1~ga per i Õd ica 

na fi9ura 5 . 7 . 

parce l a u 
X , 5 ~1 z ) 1 

1 0 .00 1307 / - 3 . 05 1555/ - 1 . 11 

2 0 . 00078208/120 . 9 987/120 . 3 
3 0 . 00002973/188 . 9 42/186 . 9 
4 0 . 00000583/5 . 28 9/0 .4 5 
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Comparação dos resultados par a 4 e 2 harmônicos 

u5 M1 

tempo 2 h a rm 4 harm 2 harm 4 harm 

o' o o' 6 o 2 0 , 59 7 767 762 
0 , 05 0 , 407 0 , 382 497 463 

o ' 1 o o' 1 2 2 o ' 1 21 1 o 7 103 

o ' 1 5 0 , 253 0 , 285 242 287 
0 , 20 0 , 913 o ' 9 1 1 1055 1055 
0 , 25 1 ' 7 o o 1 ' 6 7 2 205 2 2000 
0 , 30 2 , 040 2 , 050 2485 2496 

o' 3 5 1 ' 6 1 o 1 '6 4 1 19 62 20 07 
0 , 40 0 , 648 0 , 638 770 756 
0 , 45 -0 , 250 - 0 , 274 - 343 - 377 
0, 50 - 0, 602 - 0 , 597 - 767 - 762 



1 ' o 

o' o 

- 1 ' o 

- 2 ' o 

2 ' 5 

- 1 'o 

-2 , 0 

- 2 ' 5 

- 3 mx 10 

~a) Hist~ria no tempo para u5 - 4 harm6nicos 
N. mx10 

(b) H ist ~ria no tempo para M1- 4 harm6nicos 

FIGURA 5.7 - H i st~ria no tempo . 
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5. 6 - Estado Plano - carga harmônica 

Este problema i l ustra a resposta em 

frequência de um mod e lo de estado plano de tensões de 
grande porte . O modelo estrutural ~o mesmo anali sa do no 
item 5 . 4 (figura 5 . 4), utilizando agora um eleme nto fini ­
t o quadrilãt ero plano de 4 pontos nodais (EPQL) . A d i scre ­

tizacão utilizada estã apresentada na fi9-u r a 5 . 8 . A malha 

cont~m 250 nos . O carregamento harm5nico ~ 

co nc e n t r a do n o p o n to no da 1 2 5 O . 
Os r es ult ados ap r esentados sao o deslocamento 

mãxi mo no bordo l ivre e a t e nsão mãx ima no bordo restr i to . 
Com a finalidade de comparação uma sequnda anãli­

se ê real izada utilizando o elemento finito de est ado plano 

trian gular de 3 pontos nod ais (EPT L). 

~ A '-:t 
5 1 0 1. 2 5 o 

96 
.. ,( 

2 '<9 

h 
.47 

3 
2 

50 98 

2 
2 '<7 

1 2 3 4 48 49 
l 6 J 2 ,, 6 

~ 
l 
1 

L 

FIGURA 5 . 8 - Malha de elementos f initos utili zada 
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Programa : 

TITULO 11 EST ADO PLANO CARGA HA.RMONICA 11 

DADOS DA ~1 A LH A 
COORDENADAS MULT I PLAS 
1 A 246 CADA % INICIO 0 FIM 5 
SEMELH ANCA NODAL 
1 A 246 CADA 5 COM Y 0.25 IGUAL 2 A 247 CADA 5 $ 

CO M Y 0. 5 IGUAL 3 A 248 CADA 5 $ 
CO M Y 0.7 5 IGUAL 4 A 249 CAnA 5 $ 
COM Y 1 IGUA L 5 A 250 CADA 5 

CONETIVIDADE MUL TIP LA 
1 A 49 NOS 1 6 7 2 PAS SO 5 
50 A 98 NOS 2 7 8 3 PASSO 5 
99 A 147 NOS 3 8 9 4 PASSO 5 
148 A 196 .NOS 4 9 10 5 PASSO 5 
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO EPQ L 
SIMIL ARIDADE; 2 A 196 SIMILAR 1 
DADOS DA · ES TRUT URA 
PROP RIED ADES ; TO DO S ESP ESSU RA 1 
CONSTANTES ; TODO S E 1250 MASSA 2 . 5 
DADO S DE CONTORNO 
REST RIC OES NODAIS; 1 A 5 TOTA L 
DA DOS DE CARGA 
fl.COES NODAIS 
CA RREGAMEN TO 1 
250 C/\RG A PY -1 
C/\ R§A FREQUENCIA 
FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA 0 . 3077 
OAO OS DA ANALISE 
ANALISE DINAMIC A 
RE SU LTA DOS 
DESLOCAMENTO 246 
REACOES 1 í\ 5 
F H1 

Resultados : 

~xemplo 5 . 4 FPQL 
u -0. 0568 -0.0 582 

ymax 

tempo de processame nto : (seg) 
anãlise estãtica 
anãl i se dinâm i ca pe rmanente : 

EPQL 
EPTL 

EPTL 

- 0 , 0602 

total 

1 2 6 '5 

1095 , 2 

1089 , 3 

11 7 

equa ÇÕ es 

52,728 

353 , 284 
353,284 



5. 7 - Pórtico Espacial de 208 nos 

Este problema ilustra a aplicabilidade do aloo­
ritmo de solução de sistemas de equações desenvolvido para 
qrandes matrizes, utilizando o esquema de partição em blo ­

cos com o uso de memória secundiria para armazenamento dos 

blocos . 
A estrutura analisada e um pórtico espacial com 

o total de 208 nõs, a presentado na figura 5 . 9, resultando 
num problema de 1248 graus de liberdade. A capacidade de 
memõria necessária para a solução do sistema de equações 

resultante, com um vetor de car~a e usãndo o esq uema com­
pactado de armazenamento e igual a 123 . 393 pa l avras de me ­
mória para a anãl i se estãtica. Para a anilise dinimica 
permanente,com o esquema de monta9em da matriz total apre ­
sentado neste trabalho , a memõria neces~iria e de 248 . 786 

palavras. 

12-

11-

10-
9_ 

8 

7 

2-

1-

o-

1 

17 

FIGURA 5 . 9 - PÕrtico espacial de 208 nõs . 
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Foram efetuadas diversas anâlises variando a 

quantidade de mem6ria primâria disponlvel, e os tempos 

de solução do sistema de equações obt idos são apresenta­
dos no quadro abaixo . 

tempo de processamento* 
memõria blocos** tempo de solução (seq) 
nrimâria estãtica dinâmica 
~--·-

130 . 000 1/4 536 , 107 
31. 000 8/17 88 ,032 573,963 
10 . 500 24/48 101,400 761,0 18 

S. 200 48/96 131,210 1331 ,7 81 

*computador OEC -10/KL1090 
**blocos para a nâl i se estãtica/anâlise dinâm i ca 

1 1 9 

Utilizando as expressoes para câlcu l o do numero de 
operações na so lução do sistema de equações (Anexo III) 

temos aproximadamente 2,164 mi lhões de operações (produtos) 
para o s iste ma em questã o . 

Para ilustrar o aumento do tempo de poocessamento 

anali samos ainda duas estruturas do mesmo tipo que a an ­

terior , a umentando o n~mero de pisos para 25 e 62 , resul­
ta ndo em põrticos espaciais de 416 e 1008 nõs , obtendo os 
resultados do quadro abaixo . 

tempo de processamento 
memõr i a primâ ri a = 31. 000 palavras 
nõ s bloco s tempo de solução (estâtica) 
~·----------------------~-------------------------1 

416 16 228,834 
10 08 40 742,077 

Para solução desses problemas no sistema ~ tamb~m aconse -. 
lhâvel a utilizacão do coma ndo SIMILARIDADE a fim de diwinu ir 

o espaço na memõria secundâria gasto com o arquivo das matri ­
zes ca r ac terl s ticas dos el eme nt os . 



5.8 - Plataforma cillndrica marTtima 

Este problema ilus tra uma aplicação pritica da 

anilise din~mica permanente no domTnio da frequ~ncia em 
en~enharia estrutural. A aplicação consiste na anilise 
dos esforços de uma plataforma marTtima fixa , conforme 
o modelo estrutura l da figura 5 . 10 . Pa ra a anãlise a es ­
trutura foi discretizada em virias e l ementos e fixada no 
ponto nodal inferior. 

55 ' 5 
ti . {I • 157,6 1 s 

1 4 - 1 3 
Qe=-6 ,10 2 

l 1 Q·=5 85 40,5 o 
1 ' 9 

8 

<t> e=9,15 7 
tP i =8 , 80 28,5 G 

4· = 1 2 ' 2 o 5 e 
Ó · - 11 ' 80 . 1-

1 h ' c:, ~ 

<P e= 1 5 ' 2 5 
<P i= 14,75 2 

l 

FIGURA 5 . 10 - Modelo estrutural da plataforma . 

Para a anil i s e no s istema LEBRE o elemento finito 
PP , de 3 qraus de liberdad e por nõ (x , y e rotação em z) foi 
utilizado . 

A determinação das forcas atuantes nesta estru­
tura ~ um dos problema s mais complexos da atual idade . De 
uma form a simp l es podemos cons i derar apena s uma parcela 

das forças atuantes devida i ação das ondas marTti~as , a 
partir do conhecimento da direção de propaaação da onda, 
da sua ampl i tude mãxima e do seu perTodo . No mod e l o 

analisado a direção de pro paaação da onda~ irreleva nt e , 

12 o 



e o per1odo pode ser considerado pela fórmula 

T = 3. 2 / H 
t 

(5.8-1) 

Para o cãlculo das forças devido ãs ondas o 

primeiro passo ~ a determinação destes par~metros e 

outros bãsicos co rr espo nd entes ã lo cal id a de de instala­

ção . Em seguida ~ ne cessãria a escolha de uma teori a pa­

ra repr esentação do moviment o da onda, para poder-se 

calcular o campo de velocidades e aceleraçÕes atuantes . 

Finalmente estas velo c idad es e acele raçÕ es devem se r 

transformadas em forças atuantes na estrutura . Se as d i­

mensões dos elementos estruturai s ~ão tais que estes po-
-dem ser considerados esbeltos , sendo "tra nsparentes " a 

onda incidente, então a equaçao de Morrison pode ser 

utilizada [48 ]. 
Pela equação de Morrison a intensidade da fo r­

ça atu ant e em um ci l indro vertical e dada por 

(S . 8 -2) 

onde 

0 peso espec1fico da -a ou a 

o diâmetro do cilindro 

v ve l ocidade horizontal da onda 

v aceleração hori zontal da onda 

x aceleração do cil indro 

CM: co efi ciente de inercia 

~o= coeficiente de arrasto 
X velocidade do cili ndro 

A aplicação dessa equaçao se mostra bastante 

simples, embora na prãtica muitos problemas surjam na 

determinação dos coeficientes CM e C0 , por exemplo r49J. 
O primeiro te rmo da expressão de Morriso n ~ chamado de 

1 2 .1 



11 massa adicional 11 resultante da s pressoes ex istente s no 

cil i ndro e o terceiro~ devido ao arrasto viscoso sobre o 

c ilin dro. Para cil indros rTgidos e de di~m et ros qrandes o 
prime iro termo e dominante e tere mos : 

( 5 . 8- 3) 

Quanto ao aspecto da te oria de mov i mento de 
onda , est udos most ra m que para aguas profundas ou inter ­
medi~ri as as t eor ias de Sto kes podem ser ut iliz adas f49 ] , 

e para uma an~lise mais simples a aproximação linear 
(teori a de Airy) pode ser adotada . 

Pela teoria de Airy, te mos que a velocida de da 
-onda e dada por 

v = wh 2 cosh [k( z+d) ] cos( wt+ B) (S . 8 - 4) 

senh(kd) 

onde 

z ord ena da cons i de r ada (fiqura S.1 1) 

h amp li tud e da onda 
w frequência da onda 
t tem po 

d profu ndi dade do mar (fiqura 5 . 11) 
k n Lime r o da onda , i 9 u a 1 a t.l 2 I q 

g ac e l eração da qra vi dade 

O defa saaem , inual a kx 

z 

h 

d 

FIGURA 5.11 -S i s t ema de Referência para onda 
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A defasagem an9ular deve ser considerada devido 

i lo cal izacio diferente de ca da e l emento estrutural em 
relação ao pico da onde num dado in sta nte de tempo t . No 
modelo analisado esta pode ser desprezada . 

A ap l icação da expressão (5 . 8- 4) e (5 . 8 - 3) ao 
modelo dis c r et i za do por e lemento s f init os pr oduz a expres­
são abaixo : 

(5 . 8- 5) 

onde 

(5 . 8- 6) 

- - -onde n e o pon t o nodal co nside rado e ln e a area de in -
f luênci a considerada para este po nto noda l . 

Para o modelo analisado os dados e caraas atu ­
antes obtidas estio na tabela aba ixo, obtido s com os se ­
guin tes parâmetros 

n = 1 t/m 3 

CM= 2 , 0 
d = 55 ,5 m 

h 

T 

(l) 

k 

9 , 45 111 

= 9 , 837 s 

= ~ ,10 1 657 

0,001053 

carqas atuante s devido ã ação da onda 

no 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 n ( m) 

o. o 
0 , 64 
1 ·, 4 o 
1 ' 52 

1 ' 52 
1 ' 52 

1 ' 52 

z ( m) Fn( tf) n 

- 55 , 5 o) o 
-51 • 4 2 6 ) 91 
-4 7 ) 3 32 , 63 

- 39 , 0 1 6 ) o 9 

- 33 , 0 9 , 74 

- 27 , 0 11 ' 8 5 

- 21 'o 12,/lO 
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no 1 n z n 

8 3 , R9 - 1 5 ' o 
9 5 , 49 - 1 2 . 5 
1 o 3 ; 66 - 18 . o 
1 1 3 ~ 66 -7 , 5 
1 2 4 ~ 57 - 5 , 0 
1 3 1 o' 9 - 2. 5 
14 9 : ~8 o, o 
1 5 0 , 0 2 , 1 

Pro gram a : 

TIT ULO "PL ATAFO RMA ~1A R IT IMA " 
DAD OS DA I~A L HA 
COORD ENADA S 

F n 

11 ' o 4 
2 , 11 

2 . 33 

2 , 58 

2 , 85 

2 ' 91 
1 • 4 7 
0 , 0 

1 y - 55 . 5; 2 y - 51. 4 ; 3 y - 47 . 3; 4 y -39 
5 y - 33 ; 6 y - 27 ; 7 y - 21 ; 8 y - 15 
9 y - 12 . 5 ;10 y - 18 ; 11 y - 7 . 5 ; 12 y - 5 
13 y - 2 . 5; 14 0 ; 15 y 2 .1 
CONETIV IDADE MUL TI PLA; 1 A 14 NOS 1 2 PA SSO 
TI PO DE EL EM EN TO; TODOS TIPO PP 
DADO S DA ES TRUT UR A 
PROPRIEDADES 
1 A 3 SECAO COP.E 1 . 525 1 . 475 
4 5 SECAO CORE 1 . 22 1. 18 
6 7 SEC AO CORE 0 . 915 0 . 88 
8 A 14 SE CAO CORE 0 , 61 0,585 
CON STANT ES ; TODOS E 
DA DOS DE CONTORNO 
RE STRI CO ES NODA I S; 1 TOTA L 
DADO S DE CA RGA 
ACOES NODAIS 
CA RREGA MENTO 
2 CARGA PX 
3 CAR GA PX 
4 CARGA PX 
5 CAR GA PX 
6 CARGA PX 
7 CAR GA PX 
8 CA RGA PX 
9 CARGA PX 
10 CARGA PX 
11 CARGA PX 
12 CAR GA PX 
13 CARGA PX 
14 CARGA PX 
C/\RGJl. FREQUErJC I A 
FATOR 1 ACOES 1 FREQUEN CIA 0 . 101657 
DADOS DA ANALIS E 
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ANALISE DIN AMICA 
RES ULTAD OS 
DESLOCAM ENTOS 15 
REACOES 1 
FIM 

Resulta dos : ( em tf , m, graus) 

desloc am ento m~ x i mo = - 12 ,1 7 I 8 ,6° 
esforco cortante na base = - 176 , 7 1 8 , 8° 

momento fletor na base = 6772,3 I - 9 , 6° 

Pa r a urna an~lise estrutural completa deve-se 
a inda adicionar os efeito s do pes o pr6prio da estrutura , 

da ação do vento e da corrente mar1 t ima . Oa me sma forma 
as caracter1sticas da onda a ser uti l izada devem ser le ­
vantadas no local a ser instalada a estrutura, e norma l­

mente não pode ser feita uma an~lise determin Tstica para 

uma ~nica onda e sim uma an~lise a leat6ria f49l . 

12 5 
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·6. CONCLUSJ!iO E RECOMENDAÇOES 

Foi desenvolvido um sistema voltado ã aplicação por usuário 

final (especialistas em análise estrutural) com utilização de recursos 
de linguagem orientada . O sistema se aplica ã análise dinâmica perma­
nente de estruturas sujeita a cargas periódicas. A análise é realizada 
pelo Método direto no domTnio das frequências, e é mais interessante 
quando poucas frequências podem ser escolhidas para representar o com­
portamento dinâmico da estrutura . 

Foram apresentadas técnicas para solução do sistema de equ~ 

ções em memória secundária , visando a solução de problemas maiores 
dos que os possTveis para solução normal em memória primãria. Particu­
larmente, a técnica apresentada por ~ND.·KAR e POWELL 34 foi considera­
da a mais adequada sob os aspectos de eficiência e simplicidade, e foi 
implantada no sistema LEBRE . 

Dentre os estudos apresentados consideramos relevantes a 
contribuição feita neste trabalho no assunto de solução de grandes sis 
temas de equações . As técnicas apresentadas ~a literatura esgotam os 
aspectos do armazenamento de grandes matrizes e a solução do sistema 
de equações com uso de memória auxiliar. Por~m pouco, ou quase nada, 
se tem sobre a melhor forma de se fazer a montagem do problema e da 
sua matriz total nos casos de falta de memória . Neste ponto o traba -
lho sugere forma eficiente . Ao trabalho apresentado sugere-se uma com 

-- - 119-plementaçao com o estudo de conceitos utilizados no metodo Fronta . 
As técnicas apresentadas e discutidas nesse trabalho tem-se 

mostrado úteis para o uso em microcomputadores . Nesse caminho sugere­
se para adequação ao uso de microcomputadores o estudo de parâmetros 
para transferência de discos rTgidos padronizados para 16 bits , e a ~ 
tilização de memória RAM(Random Access Memory) adicional . 

No tratamento de matrizes complexas mostrou-se no trabalho 
que para implementação nos compliladores tradicionais e na sua estrutu 



1 27 

raçao flexível adotada no sistema LEBRE o melhor caminho é o da simula 
çao com variãveis reais das operações com numeras complexos. 

Com a anãlise dinâmica no domínio da frequência ganha-se u 
ma capacidade de modelação do comportamento estrutural mais adequada , 
com o uso da matriz de amortecimento complexa 9 , que não foi explorada 
neste trabalho . 

A ultima contribuição foi a incorporação das subrotinas e 
programas ã fam1lia LEBRE. Foi desenvolvido o sistema LEBRE-DINAP com 
interpretador de comandos baseados no do LEBRE I . Este trabalho comp~ 
tou com êxito um processo de transferência de tecnologia no desenvolvi 

·menta de Sistemas Computacionais e Linguagens Orientadas para a Univer 
sidade Federal do Paranã , iniciado em 1979 • 



ANEXO I (ver 3) 

ROTINAS DE SOLUÇAO DE SISTEMAS DE EQUAÇOES ALGEBR ICAS 

Ne s te anexo apresentamos os cÕdigos FORTRAN das 

rotin as de solução de sistemas de equações alqebricas li­
neares citada s no capitulo 3 e desenvolvidas para o siste­
ma LEBHE . Apresentamos as rotinas baseadas no metodo de 
Crout (ver 3 . 5 ) para matriz es s i métr i cas com vetor perf il 
por colunas , com uso somente da memõria principal (rot in a 

1) e com o uso de memõria secu ndiria (rotina 2). O esquema 

de armazenamento e o compactado por colunas . 
As versões dessas rotinas para matrizes complexas 

foram desenvolvidas com o uso das rotinas de aritmética com ­
plexa apresenta das no final desse anexo. Nessas rotinas os 
valo res comp l ex os ocupam dua s pos içÕe s seguidas de um arran­

jo vetorial , com a primeira posição contendo a part e real e 
a segunda a parte imaginãria . 
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ANEXO II (ver 4.5) 
C O 11 P. N DOS nA L H~ G U A G EM L E B R E 

O sistema LEBRE-DINA para anãlise de estruturas 
sujeitas a cargas dinâmicas periódicas tem a entrada de dados 

na forma de 1 ingua9em orientada com comandos de interpretação 
sequencial. A estrutura da linnuanem ~a mesma dos demais 

sistemas da fam1lia LEBRE 24 , e ê dividida em etapas ce dados 

(MALHA, ESTRUTURA, CONTOPNO, CARGAS, A~ALISE e RESULTADOS). 
Apõs a naãlise de uma estrutura ê permitida a alteração dos 
dados para nova anãlise. 

A sintaxe destes comandos estã definida como abaixo: 

As se0uintes renras devem ser observadas: 

1- s1mbolos nao terminais serao escritos em letras 
minúsculas e entre<> 

2- s1mbolos terminais serao escritos em letras maiús-
culas, sendo necessãrio no m1nimo as quatro primeiras letras; 

3- termos opcionais serão escritos entre r l; 

4- termos alternativos serão escritos entre I; 
5- termos repetitivos serão escritos entre {}; 
6- o s1mbolo : := ê usado para indicar aeração: 

7- o s1mbolo ; nao ê obrinatõrio auando ~ o ultimo 
do reoistro: 

8- o caracter $ ê indicativo de continuação no renis­
tro seCluinte: 

9- o s1mbolo de partida e o não-terminal sessao . 

Uma sessao no LEBRE ê definida por 
<~essão>: :=[<comece>]{<pronrama>}r<termine>] 
<programa>::= [<titulo>]{<unidade><imprimir><etapa>}<fim 

<comece>:: CONVERSACIO~AL; 

<termine>::= SISTEMA; 
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<t itulo> :: = T I TUL O < texto ' ; 

< f i m > : : = F I ~1 ; 

< e t a p a > : : = < ma 1 h a > I < e s t r u t u r a > I < c o n to r n o> I < ·: a r na s > I < a na 1 i s e> I 

< res ultados> 

<ma l ha > : : = DA DOS DA MALHA ; { < coordenadas > l < con eti vidades '>! 

< t i p o d e e 1 e me n t o ' I ' u n i d a d e > I < i 111 p r i m i r > } 

< co o rde n ada s> :: =< co ord-n orla 1 ' 1-· coo r ci -mul t i p l a > I 

< s e 111 e ·1 h a n ç a n o d a l > I < s i m e t r i a > 

< coa r ei- n o dal > :: = COORDENAOAS; { < i n te i ro > < espec i f . de coord > ; } 

< c o o r d - m u l t i p l a > : : = C O O R O E N A O AS ~·1 U L T I P L AS ; { < l i s ta > I ~! I C I O 

<es pec i f . de coord . > FIM <especif . de coord . > ; } 

< seme l hança noda l > :: = SEME L HANCA NODAL ; { < lista ' { rn~ 

< espec i f . de coord . > I GUAL < 1 i st él · l ; } 

<esrec i f . d e coord . > :: ={ X < r eal > l Y < real > l Z < rea l > Pl 

{< r ea l > P 

< simetr i a > : : = SIMETRII\ (NODA L l; {< l ista > CO M < 1 i sta > 

<espec i f . de s i metr ia > ; } 

c espec i f . de s imetria > :: = E IXO X I Y!Z RETA < pon t o >< pont o > l 

14 o 

PLANO < ponto >< ponto >< ponto ' I XY I YZ I XZ 

< conetividad e ' : : =< c onet-elemento> l <co net - mult i pla > l 

< semelhança de c on et. > 

< conet-elemento > : : = CONETIVIDAD E ; f< inteiro ~ < especif . de conet. > ; } 

< conet - multipla · : : = CONETIVID AO E MULTIPLA; {< l is ta ' NOS 

·. espec i f . de co net . ·· PASSO < i n te iro - í < i nteiro '] ; } 

< s e 111 e 1 h a n ç a d e c o n e t . > : : = S Efvl E L H M1 C A O E C O N E T I V I [) I' f) E ; f < 1 i s t a :--

{ MAIS < inteiro '· I GUAL < lista>} ; } 

<especif . d e conet . > : := < inteiro > < i nteiro > í < inteiro>f < inteiro> ] ] 

< t i p o d e e 1 e m e n t o > : : = T I P O D E E L E ~1 E ~~ T O ; { < 1 i s t a > T I P O < t i p o > ; } 

< t ipo > ::= TPI TE I PP IPE I GPIEPTL I EPQ L IEPT0IEPQQ 

<estrutura > :: = DADOS DA ESTRU TURA; { < prop r i edades>l< c o n sta ntes > l 

<unidade> ! < i mprimir>} 

<p rop ri edades > :: = PROPRIEDAOES; {< lista>< especif . de prop . ' ; } 

< especif . d e prop. > ::= { AX < real > l IX < real > ! I Y < rea l > : 

IZ -- real > l ESPESSURA <real ' l < l~e al ' J 5 I 



1 4 1 

< Constantes> :: = CONSTANTES; {< lista -..< especif. de const . > ; } 

<~specif . de const . > ::= E < real> l G <real>l POISSON<real> l 

MAS S A < r e a 1> I K AMO R T E C H1 [ N T O < r e a 1 , I 

~1 AMO R T E C H! E N TO < r e a 1> I { < r e a 1> } 6 

< c o n t o r n o> : : = DA O O S D E C O ~! T O R N O ; { , r e s t r i c õ e s > I < u n i d a d e s, ! 

< imprimir> } 

< r e s t r i ç Õ e s ' · : : = H E S T R I C O E S ~~O D 1\ I S ; ( . 1 i s t a · I N C O G N I T A S 

< incognitas' I TOT/\L I MOL/\ <especif . de mo l as > ; } 

< inco~nita s -.. : : = U j VIH IR UjRVIRW 

<e s p e c i f . de mo l as, : : = K X < real -. I K Y , r e a 1..., I K Z < r e a 1 > I 

KMX < rea l> I KMY < real -. I KtH < real ' l{< rea: --1
6 

<Cargas > :: = DADOS DE CI\RGA; {< acões nodais ' l < caroa frequencia > I 

< unidades> I< i 111 p r i m i r ' I< funções >} 

<ações nodais -,. : : =ACOTS: NO'OJUS;t< carreqamento , ; {< 1 ista -- CARGAS 

<especif. de carqas -.. ; }} 

<especif . de carg as> ::= PX <real --! PY , real> ! PZ< real> j 

~·1X < real> I n < real -- I ~1Z < real -- j{ < rea1> }
6 

< c a r r e g a 111 e n t o ..., : : = C A R R F. G A 1•1 E ~' T O < i n t e i r o ' [ < t i t u l o ..., ~ 

<carga frequencia > : : =CARGA FREQUENC I /\ rFATOR < real > ] 

DEFASAGEM < in te i ro > l; { <parcelas> } ; 

<parcela > :: = [FA TOR < re al -. ] ACOES NODAIS [CARR EGM·1 ENT0l 

< inteiro> [FREQU[NCIA < real ~ lfDEFAS~GEM < inteiro>] 

rFUNCAO < inteiro-... lfPERIODO < rea l -- lfPAP CEL~S 

< inteiro> ] 

< f u n c õ e s > : : = F U N C A O TEM PO I A t1 O R T E C I t--1 E N T (l I F R E QUE N C I 1\ < função> ; 

<função -... :: = < inteiro-. COEFICIENTES <real ' I PO NTOS < inteiro> 

{< rea l ::- 1 I 0 1) !TOS X .. real -· I V -.. r eal ' j{< real> } 2 

<anã lise> :: = DADOS DA ANALISE ; {< intervalo -..j< defasaaem>~ 

< SOlu ção > !< similares -. I< tipo anal is·~ > !< unidades> I 
< imprimir> !< ativos -... I < inativos> 

< intervalo > :: = INTERVALO FREQUENCI AjTEMPO · { < in tei ro>< real >,} ; 

<defasagem..., · ·= DEFA SAGEM TEMPOjANGULAR; <especif . de defas . > ; 



< e s p e c i f . de de f as . > : : = <i n t e i r o> C O tiS TA N TE <r e a 1 > I V A R I A V E L 

N O S < 1 i s ta > I N C O G ~! I TA < i n c o C1 n i t a > <r e a 1 > 

<so lu ção> :: = SO LUCAO [MEMORIA <inteiro>l[BLOCOS <int ei r o>l 

[OPERACOES][PP.IMARIAl ; 
< s i m i 1 a r e s > : : = S I M I L A R I O A O E ; < 1 i s t a '· S Ir>-11 L A R < n o m e > 

<tipo anâ1 ise> : : = ANA LI SE DINAMI CA [P ERMANENTE] I ESTATICA 
[LI NEAR]; 

< a t i v o s > : : = A T I V O S N O S I E L E t~ E N TO S I C A R R E G A t·1 E ~l TO S < 1 i s ta > ; 
<i nativos >:: = INATIVOS NOS jELEME NTO jCARREGAMENTO S c lista>; 
<resultados>::= RE SULTADOS; {<especif . de saida> lcc ombinação>l 

<u nidades> !<imprimir> !< ativos > !< inativoS> } 

<especif . de saida> ::= DESLOCAMENTOS [NOSH c l ista>] I 
ESFORCO S [EL EMENTOS]f< lis ta>] I REACOES [NOS~ 

[<1 ista> ] I TOD OS TEMPO IFR EQUENCIA fPAR CEL AS 
<l ista >]; 

<combinaç ão> :: = COM BI NACAO; <inteiro>{ <inte i ro> <inteirO>}; 
< u n i d a d e> : : = U N I O A O E { < u n - c o 111 r r i 111 • > I < u n - fl e s o> I < u n - t e m p e r . > I 

< u n - a n g u 1 o> I < u n - t e m p o> }; 

<un-c omprim .> : : = *M I MET ROSIPOLEG~DASjPES j CM j CENTIMETROS I D~ j 
OECIME TRO S 

<un-peso> : : = *KGFIQ UILOSITFiTONELADAS jLIBRASIKIPS jNEHTONS 
<u n-temper. > : : = *CG iFAHREN HEIT 
< un - a n g u 1 o> : : = *R A D I ANOS I GRAU S 
<un - tempo> : : = *S jSEGUNDOSIMNIMINUTOS jHR jHORAS 
<impri mir> :: = [NAO] H1PRIM IR ; 
< 1 i s t a> : : = < i n t e i r o> [ A T E I A < i n t c i r o~ [ C A O A < i n t e i r O> l t.1 E ~' () S 

< i n t e i r o> [ A T E I A < i n t e i r O>] r c A o A <i n t e i r 0> J 
< t e x t o> : : = 11 < c a r a c te r> 11 
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14 3 

ANEXO I II (ver 3) 

CONTAGEM DE OPE RAÇO ES NA SOLUÇAO DE SISTEMAS DE EQUA COES 

r mu i to simples qua nti ficar o nGmero d~ operaçoes 

reali zadas no s alqoritmos diretos de solucçâo de sistemas 

de equações lin ea res, apresen t ado s no cap1tul o 3 . Geralmente 

esta ~ a forma de comparaçao quanto a eific~ncia co mpu tac ional 
dos alqoritmos . 

Fator i mportante na efici~ncia de um alooritmo tamb~m 

e o tempo de processamento gasto com acess o ã mem5ria. Obviamen ­
te o acesso ã mem6ria secundãr i a , sendo mais l e nto , dev e ser 

me l hor estudad o. No te xt o come ntã rios foram tecidos sobre este 

aspecto. 

Apr esentamos resu midamente a conta~em de operaçÕes 
para os div ersos algoritmos apresentados inc l uindo-se solução 

de matrizes qu aisque r, matrizes com distribuição em ba nd a , 

s im~tricas e com perfi l . Como a adição e a su btraçã o são ope­

rações be m ma i s rãpidas , e a divisão ~ real iz ada em pequ ena 

quantida de se us a apenas o total de produtos para comparaçoes. 

Para matrizes comp l ex a s , a quantidade indicada nos alqoritmos 
seria de operaç õe s complexas, e equiva l ~ ncia des ta com as re a is 

estão indi cadas em 3 . 8 . 

I I I . 1 t~ a t r i z q u a d r a d a q u a l q u e r 

m~todo de el i minação (ver 3 . 2) : 
e l i mi nação ava nte- produto s 

divi sões 

retrosubstituição- pr od uto s 

di v i sões 
tota l produtos 

divisões 

n 3 /3 - n/3 

n2 /2 - n/2 
n2 /2 - n/2 

n 

n3 /3 +n 2 /2 - 5n/6 
n2 /2 +n/2 
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méto do de decomp osi ção ( ver 3 . 3) 

decomposição 

sub stit ui ção 

retrosu bst i t. 

total 

III . 2 Matrizes es parsas 

I I I. 2 . 1 r~ a trizes ba nda 

mé t od o de eliminação 

e l i minac ã o 

retrosubstit . 

total 

com k=mln 

produtos 

divisões 

produtos 

produtos 
divisões 

pr odut os 

div i sões 

prod utos 

divisões 

prod utos 

n3 13 - n 2 12 +nl6 

n2 12 - nl2 

n2 12 - nl2 

n2 12- nl 2 
n 

n3 13+n 2 12 - 5nl6 

n2 12+nl 2 

nm 2 - nm - 2m 3 13+m 2 - ml3 

n m - m2 I 2 - n + 1!1 I 2 

nm-111 2 12 - .n+f'112 

divisõe s n 
prod utos 

divisões 

prod u tos 

divi sões 

n m2 - 2m 3 I 3 + m 2 I 2 +nl I 6 - n 

nm -m 2 12 -tml 2 

n3 (k 2 -2k 3 13)+n 2 k "l ~+n ( k iG - 1) 

n2 ( k- k2 12 ) +n kl2 



método de decomposição 

decomposição 

substit . avante 

retrosubstit. 

produtos 

divisões 

prod utos 

produtos 

(m -1 ) 2 (n - m)+m 3 /3 - m2 /2+m/6 

nm-m 2 / 2- n+m/2 

nm-m 2 /2-n+m / 2 

nm-m 2 /2 -n+m/2 
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divi sõe s n 

total 

com k=m/n 

produtos 

divisõe s 

rno ct ut os 
divisões 

111. 3 Matrizes s i mêtricas (vPr 3 . 5) 

11 1.3.1 Matriz es simêtricas quadradas 

n m 2 
- 2m 3 /3 + m2

/ ~ + 111/6 - n 

nm-m 2 /2+m/2 

n 3 
( k 2 

- 2 k 3 /3 ) + n 2 k 2/? + n ( k /6 - 1 ) 

n2 (k - k2 /2)+nk/2 

m~todo de decomposição (redução de Crout) 

decom posição produtos n3 /6 - n/6 
divisões n2 /2 -n/2 

substit . ava nte produtos n2 / 2-n/2 

r et rosub stit . produtos n2 / 2-n/2 

div isões n 

total plAodut os n3 /6+n 2 - 7n/6 

div isões n2 / 2+n/2 



m~todo de Cholesky (A=StS) 

Fatorização produtos 

divisões 

raiz quad. 

Substit. avante produtos 

divisões 

retrosubstituição produ tos 

divisões 

total produtos 

divisões 

raiz quad. 

III.3 . 2 t1atrizes s im~tricas esparsas 

111.3.2.1 Matri zes sim~tricas banda 

m~todo de decomposição ( redução de Crout ) 

Decomposição produtos 

Substit.avante 

retrosubstituição 

total 

com k=m/n 

divisões 

produtos 

produtos 

divisões 

produtos 

divisões 

produtos 

divisões 

n2 /6-n/6 

n2 /2-n/2 

n 

n2 /2-n/2 

n 

n2 /2-n/2 

n 

n3 /6+n 2 -5n/6 

n2 /2+3n/2 

n 

m(m-1){n-m)/2+m3 /6-m/6 
nm-m2 / 2-n+m/2 

nm-m2 /2 -n+m/2 
nm-m2 /2 -n+m/2 

146 

n 

nm2 / 2+3nm/2-m3 /3-m2 /2+5m/6-2n 

nm-m2 /2+m/2 
n3 (k2 /2-k3 /3)+n 2 (3k/2-k2 /2)+ 

n(5k/6-2) 

n2 (k-k 2 /2)+nk/2 



111 . 3 . 2 . 2 Matrizes sim~tricas com vetor perfi l por colunas 

(ver 3 . 5) 

M~todo de Decompos ição (Crout modificado) 

produtos: 
decom posição 

substit uição avante 

n 

n 

,1 

n ( n + 1 ) - 3 L n + 1 I 2- l ~ + 1 I 2 - >: 111 a x ( I_ i , 1 n + 1 ) 

i='- n+1+1 
onde Ln+ 1 ~a rrimeira lin~a não nula do vetor 

retrosubstituição 

n(n+1)12 - L 

n 
onde I. = LL. 

,1 

j = 1 

divi sões : 
decompos ição n(n+1 )12 n L 

on de L = r L . 
J 

j =2 
retros ub stituiçâo 

n 

14 7 
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