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-RESUMO

E apresentada a formulacao do metodo dos elementos fini-
tos aplicado a problemas de resposta dinamica permanente de siste-
mas estruturais lineares, desenvolvida no campo da frequencia bem
como o sistema computacional DINAP desenvolvido. Tendo em vista
a grande capacidade de memoria requerida por esses problemas,abor
dam-se solucoes mais adequadas para o sistema de equacoes. E feita
uma apresentacao de algoritmos de solucao de sistemas de equacoes
de grande porte, considerando o aspecto de armazenamento , e de um
algoritmo com armazenamento compacto de uso de memoria secundaria,
sendo descrito todo o gerenciamento das transferencias com a memo-
ria secundaria encontrado no sistema LEBRE DINAP. Algumas aplica -
coes sao mostradas com o uso da linguagem LEBRE DINAP.

XV



ABSTRACT

The steady-state dynamic response analysis using the
finite element method applied to linear structural systems, and
the implementation of a new LEBRE language sub-system with
prismatic and plane state elements are presented. Also some
algorithms for the solution of large systems of linear algebraic
equations, considering the aspect of memory allocation are presented.
An algorithm with compact scheme storage and out-of-core memory 1is
presented in more detail, including the out-of-core memory
management. Some applications with the LEBRE Tanguage are presented.
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1. INTRODUCAO

Na analise dinamica de estruturas sujeitas a cargas per
manentes (harmonia ou nao) e possivel se obter uma formulacao
transformada para o campo das frequéncias, que recai em uma anali-
se harmonica cuja matriz dos coeficientes do sistema linear alge -
brico @ de coeficientes complexos (matriz de admitancia complexa).
Neste trabalho se desenvolve a formulagao pelo metodo dos elemen -
tos finitos no dominio da frequencia para esta analise (cap.2).

Em virtude da matriz complexa ocupar o dobro da memoria
requerida para as reais , e considerando ainda o porte das estrutu
ras em que normalmente se faz este tipo de analise e o porte medio
de computadores mais usados, aborda-se neste trabalho, tambem, a
questao do armazenamento na solucac do sistema de equagoes. Desta
forma apresentam-se os metodos de decomposicao abordando-se os al
goritmos de armazenamento (cap.3). E enfocado em mais detalhes 0
metodo de Crout modificado com armazenamento compacto da matriz e
o com uso de memoria secundaria durante a solucao (item 3.7).

A implantacao destes algoritmos de sclucao , bem como a
analise permanente, e abordado quanto ao aspecto de tecnicas compu
tacionais a utilizar com o metodo dos elementos finitos (cap.4)
Sao discutidos os aspectos da transformacao da carga permanente
(transformada de Fourier) e da montagem do sistema de equacoes

0 trabalho computacional realizado resultou no desenvol
vimento de um sistema na linguagem LEBRE, cujas novas implementa -
¢coes sao apresentadas (cap. 4) .



Alguns exemplos sao apresentados com intuito de mostrar a
aplicacao do sistema desenvolvido, e algumas das tecnicas de anali-
se harmonica e solugao em memoria secundaria.

Como anexo ao presente trabalho se colocou as rotinas de
solucao com armazenamento compacto e memoria secundaria, uma descri
cao dos novos comandos da linguagem LEBRE para o sistema desenvolvi
do; e um resumo da quantidade de operagoes nos diversos algoritmos
de solucao apresentados



2. RESPOSTA PERMANENTE DE SISTEMAS LINEARES

2.1 - Sistema de um grau de liberdade

2.1.1 - Formulagao da equacao do movimento

Un sistema de um grau de liberdade se constitue de tal forma
que uma unica variavel independente define completamente o seu movimen-
to. Um sistema estrutural elastico e caracterizado por Sua massa, suas
propriedades elasticas (flexibilidade ou rigidez) e seu mecanismo de
dissipagao de energia (amortecimento). Um modelo simples de tal sistema
com um grau de liberdade esta representado na figura 2.1-1.

FIGURA 2.1-1 - Modelo de sistema de um grau de liberdade.




A massa m, deste sistema € considerada no corpo rigido. 0 unico movi-
mento assumido e a translacao vertical, de forma que uma unica coordenada v =
v(t) define sua posicao no tempo. A resisténcia elastica ao deslocamento € re-
presentada pela mola de rigidez constante k, considerada sem massa, e a perda
de energia e representada pelo amortecedor. A carga externa aplicada, variavel

no tempo , e representada pela funcao p(t).

A equacao de movimento para o sistema da figura 2.1.1 pode ser obtida
por diversas formulacoes , como o principio do trabalho virtual , o principio
de d'Alembert e o principio variacional de Hamilton . Este ultimo pode ser ex-

presso por 9,29

t1

s,

§(T - mdt + /1 W dt = 0 (2:1411)
to
onde T : energia cinetica total do sistema.
Il : energia potencial do sistema, incluindo a energia de deforma
cao e potencial das forcas externas conservativas
anztraba1ho realizado pelas forcas nao conservativas agindo no
sistema .

0 principio de Hamilton indica que, para um corpo elastico cujas con-
figuracoes de equilibrio variam continuamente entre os instantes t0 e tI’ a so
ma da variacao, denotada pelo simbolo &, das energias cineticas e potencial
com a variacao do trabalho feito pelas forcas nao conservativas durante qual -
quer intervalo de tempo t, e t1 deve ser nula . A aplicagao deste principio
conduz diretamente a equacao de movimento do sistema, com a vantagem , sobre
outras formulacoes, de usar somente quantidades puramente escalares (energia).
Note-se tambem que este principio pode ser aplicado para problemas quase-esta-
ticos, onde a energia cinetica e desprezada, e os demais termos sao independen
tes do tempo, conduzindo ao conhecido principio da energia potencial minima

Para o sistema da figura 2.1-1 a energia cinetica, por definicao,e da
da por:

T(t) = L my2 (2.1.1-2)



onde ¥ = v (t) = dv(t)/dt e a velocidade do corpo, enquanto a ener-
gia potencial, que representa somente a energia de deformacao U da mola, e
dada por

() = U(t) = - kve (2.1.1-3)
2 B
0 trabalho das forcas nao conservativas e composto pelo trabalho
das forcas dissipativas, incluindo o amortecimento, fd’ e das forcas exter-
nas , p(t), e e dado por

W (t) =0 (t) v =[fy(t) + p(t)] v (2.1.1-4)

nc
Tomando a primeira variacao das quantidades envolvidas no princi-
pio de Hamilton, expressao (2.1.1-1), e substituindo nesta expressao, temos
't (2.1,1-5)
[Lmvy dv - k vy Sy dt = 0 2.1.1-
fE +—an ]
Procedendo a integracao, por partes, do termo que possue variacao
da velocicdade, temos

ta

L -mV - kv + fd +p 10y dt +mv Sy

t
0 (2.1.1-6)
4y t

(S |

Assumindo que a variacao arbitraria ¢v se anula nos instantes de
tempo tO e t1, o sequndo termo da equacao (2.1.1-6) se anula, e teremos,
pelo principio fundamental do calculo variacional,

-m v -k v + fd(t) = -p(t) 0 N

Considerando as forgas dissipativas oriundas de amortecimento

= 4 (¢] £ q
viscoso, ou de Rayleigh, dado DOr“=T 1,18

Tg= & (2.1.1-8)

onde ¢ e a constante de amortecimento, resultara para a equacao
(2.1.1-7)

mva+cva+kyv=p(t) (2.1.1-9)
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A equacao acima constitue a equacao de movimento do sistema descri-
to. Chama-se de resposta dinamica do sistema, a funcao v(t), solucao da
equacao (2.1.1-9), para uma excitacao conhecida.

Uma solicitacao p(t), variavel no tempo, produzira uma resposta di-
namica apreciavel dependendo da magnitude das forc¢as internas desenvolvidas
(inercia e amorteciment0)9’3?'3e os movimentos produzidos forem suficiente-
mente "suaves" de tal modo que nao produzam forcas inerciais e de amorteci-
mento consideraveis, pode-se eliminar os termos com velocidade e aceleracao
na equacao (2.1.1-9), passando-se a uma analise quase-estatica.

2.1.2 - Resposta dinamica a cargas harmonicas

Assumindo que o sistema da figura 2.1-1 esteja submetido a uma
carga variavel harmonicamente no tempo, definida por uma amplitude P, € uma
frequencia angular [, a equacao (2.1.1-9) torna-se

mv(t) + ¢ v(t) + k v(t) = pocos(ﬂt) (2.1.2-1)

A solucao da equacao (2.1.2-1) e dada pela superposicao das solu-
coes particular e complementar. A solucao particular e da forma

vp(t) = G1cosﬁht) + stenﬁﬁt) (2.1.2-2)
onde o termo com a funcao seno e necessario, em geral, por que a

resposta de um sistema amortecido nao esta em fase com a carga aplicada,

isto €, seus pontos de maximo nao coincidem no tempo.

Substituindo a expressao (2.1.2-2) na equacgao (2.1.2-1), e igualan-
do-se os termos em cosseno e seno individualmente, porque estas funcoes se
anulam em diferentes instantes de tempo, teremos um sistema de equacoes que

>

nos fornece as constantes 61 e GZ‘ Desta forma a solucao particular fica
Po

v (t) = - [(k? m)cos(@t)+ ¢ sen(nt)]
P (k-m52)2 + (@ ¢)2 o7 B




A solucac complementar da equacao (2.1.1-1) & a solucao da equa-

cao diferencial homogenea
mv(t) +c v(t) + kv(t) =0 (2.1.2-4)

que corresponde a resposta de vibracao livre do sistema. A forma da so-
Tucao desta equacao depende da solucao da equacao caracteristica

maz +ca+ k=20 (2.1.2=5)

que tem raizes

= =L w* v r2-1 (2.1.2-6)

onde w e a frequencia natural de vibracao do sistema sem amortecimento,
dada por

e = E (2.].2“'?)
m
- = -, 2
e r e o fator de amortecimento cr1t1cd”l dado por
EEl w—t (2.1.2-8)
Ce 2 mw

que € a razao entre a constante de amortecimento e o amortecimento critico.
Conforme o valor de zteremos um tipo de movimento resultante, e a condi¢ao
L = 1 @ conhecida como de amortecimento critico. Para as estruturas prati-
cas tem-se amortecimento abaixo do critico , quando entao teremos para s

S = -C w# 'i I\ /—1_—_(__T'= e 1 i .’l]d (2.1.2"'9)

onde w, e a frequéncia amortecida.
A solucao complementar, entao, e obtida pela expressao

v () = [ A sen(uyt) + B cos(uyt)] p ik (2.1.2-10)

C



onde as constantes A e B podem ser calculadas introduzindo-se nesta expres-
sao as condicoes iniciais do problema v(0)=v0 e ;(0)=;0.

A solucao da equacao (2.1.2-1) sera entao obtida pela soma das
solucoes dadas pelas expressoes (2.1.2-3) e (2.1.2-10), e & definida como
a resposta dinamica transiente. Pode-se observar que o termc VC(t)' da ex-

pressao (2.1.2-10), decresce com o tempo devido a funcao exponencial, ten-
dendo a zero, para r>0, e existindo apenas no intervalo de tempo proximo ao
da aplicacao da carga, e desaparecendo tao mais rapidamente quanto maior o
amortecimento.

0 termo vp(t) da solucao, dado pela expressao (2.1.2-3), e defi-
nido como a resposta dinamica permanente, e tem a mesma frequencia de vibra

cao que a carga harmonica aplicada, mas fora de fase com esta. A variacao
da resposta dinamica permanente pode ser melhor vista representando-a por

v (t) = pcos(ot - ¢) (2.1.2-11)
onde 0 e a amplitude da resposta permanente, dada por

B % Po £2.1.2-12)
K{[1-(5/10)2 12+ (2@ /)2y 172

e a diferenca de fase ¢ dada por

¢ = arctan( wc ) = arctan (20 @/w ) (2.1.2-13)
k=02m 1—(_‘/‘)1

Note-se que ambas, amplitudes e diferenca de fase, independem do
instante t considerado, e que dependem do fator de amortecimento critico &
e da razao entre frequencias «/w, como pode ser visto em diagramas apresen-
tados por diversos autores (CLOUGH e PENZIENQ, por exemplo).

E de interesse considerar a relacao

D= 5 (2.1.2-14)
Po/K

conhecido como fator de magnificacao dinamica, dado por

B = {[1-(G/)2 P+ (2em/u)e )~ 1% (2.1.2-15)



onde pO/k e a resposta estatica do sistema. Pode ser visto que o fator D va
ria com a razao o/w e com o fator , e e maior para valores de a/w proximos
de 1 por valores menores e cresce quando ¢ cresce. Da expressao (2.1.2-12)
tem-se que a resposta dinamica permanente de um sistema nao amortecido
(z=0) tende ao infinito para o tendendo a w. Essa situacao € conhecida como
condicao de ressonancia.

2.1.3 - Resposta a cargas periodicas nao harmonicas

2.1.3.1 - Serie de Fourier

Na secao 2.1.2 apresentaram-se expressoes representando a resposta
dinamica de um sistema elastico linear de um grau de liberdade submetido a
uma carga aplicada com variacao harmonica no tempo. Caso o sistema esteja
submetido a uma carga periodica qualquer, e necessario somente expressa-la
em termos de uma série de Fourier . A resposta a cada termo da serie e, en-
tao, uma resposta a uma carga dinamica harmonica, e pelo principio de super
posicao, valido para equacoes diferenciais lineares, a resposta total e a
soma das respostas de cada termo da serie.

Considerando uma funcao periodica p(t), pode-se expressa-la pela

serie de Fourier23’5
30 oo o
p(t) = "+ = acos(at) + 1 b sen(nt) (2.1.3.1-1)
2 n:‘i t’1=1
onde
:n = n$1 = 0 2l (2.1.3.1-2)

T
sendo @1 a frequéncia fundamental da serie e T o periodo da funcao p(t).

Os coeficientes a, e bn’ conhecidos como coeficientes de Euler-Fourier, po-
dem ser obtidos por

2 s plr)eos (s 1) di : n=0,1,2... (2.1.3.1-3)
|
2y p(T)sen(ﬁnT) dr : B2 ;2% £2:1.3:0-4)

> — @ =

T
E aparente na expressao (2.1.3.1-1) que a serie que representa a

carga, dada pela funcao p(t), constitui-se de uma carga constante , repre-
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sentada pelo coeficiente a /2 (valor medio da carga), somado a uma sequencia
cargas harmonicas de frequencias crescentes,

A resposta dinamica permanente do sistema linear da figura 2.1-1
correspondente a uma parcela da serie com a fungao cosseno pode ser dada
pela expressao (2.1.2-11) fornecendo

vcn(t) = c”cos(mnt-¢) (2.1.3.1-5)

A amplitude desta resposta e igual a

d
6 =By B (2.4.8.1.6)
k

obtido da expressao (2.1.2-12), onde o fator D,, e obtido da expressao

(2.1.2-15), fazendo { igual a &, fornecendo

n’
D, = ([1-(d fu? T +(255 fw)2) 1/ (2.1.3.1-7)
o angulo de fase e dado pela expressao (2.1.2-13)
:;:n . arctan(2g(’n!:/‘fﬂ) ) (2-1~3-1“8)
1- ([T.un/-:'u)F"

De forma similar, tem-se para a resposta dinamica permanente cor-
respondente a uma parcela da serie com a funcao seno

o

Vep = 0 Dnsen(mnt-¢n) (2.1.3.1-9)
K

onde D e ¢ sao dados pelas mesmas expressoes (2.1.3.1-7) e (2.1.3.1-8).

A resposta ao primeiro termo da serie & meramente o deslocamento estatico

C. =0 (2 $udal)=10)

A resposta permanente total do sistema amortecido e obtida soman-

do as respostas individuais correspondentes a cada termo da serie, como segue

oo

v(t) = 1(% + ;m1[anDncos(int—¢n)+annsen(5nt—¢n)] (2,1.3.1-11)
> n=

1
k



2.1.3.2 - Serie de exponenciais complexas K

A carga pericdica p(t) pode ser expressa por uma serie exponenci-
al complexa, utilizando as equacces de Euler

sen(x) = - 1-i (eix = e_ix)
o | (2.1.3.2-1)
2

cos(x)

que substituidas na serie de Fourier, expressao (2.1.3.1-1), fornecem para
a carga periodica

p(t) = & ¢ e™n (2.1.3.2-2)

a b .
Cp = e § B 1 IT p(t1) e~ n"  d (2,1.3.2-3)
2 2 T 0
a b | T i=
c =-——+il == Jyop(r) e“n" dr (2.1.3.2-4)
S 2 T
d
g, == (2.1.3.2-5)
4 3

e na expressao (2.1.3.2-2), G_ =8,
A resposta dinamica permanente a carga periodica na forma da
serie da expressao (2.1.3.2-2) pode ser obtida considerando inicialmente

uma carga aplicada de variacao exponencial e amplitude unitaria, isto e,

mv(%) «cv(t) + k v(t) = e t {(2.1.3.2-6)

A solucao particular da equacao (2.1.3.2-6), que corresponde a
resposta permanente, pode ser obtida sabendo-se que e da forma

o0t

v(t) = h et (2.1.3.2-7)

para o que obtem-se

hoe oo ; 1 (#.1.3,.2.8)
k-m@2+i ¢ K[1-G A )2+i 2 o/ )]
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i : 25 - .08 s
que e denominada de Funcao Resposta Complexa em Freqyenc1a’9 . A funcao

h(7') também & chamada de funcao admitancia complexa !4, e & a funcao de
transferéncia do sistema governado pela equacao (2.1.3.2-6). Consequente-
mente para um termo qualquer da serie da expressao (2.1.3.2-2), teremos
como resposta dinamica permanente

ot

vn(t) =c, h(c. ) e’ ' n (Z.1.3:2-9)

n
E a resposta dinamica permanente total se obtem, simplesmente,

somando todos os termos resposta v (t), como seqgue

N

=3 -+ j0 t
vit) = ¥ ¢ h{w)e n (2.1.3.2-10)
N=—0o n n
Note-se que todos os fatores da expressao (2.1.3.2-10) sao, em
geral, complexos, mas tem-se que os termos correspondentes ¢ e ¢ -
= = N ~jw = . -

h(“h) e h(“Ln)! ce¥irt s e 1lnt, sao conjugados complexos, 0 mesmo 0Cor-

rendo com seus produtos, de modo que na expressao (2.1.3.2-10) os termos
imaginarios se anulam, resultando uma funcao real, como deve ser a respos-

ta do sistema.

2.1.3.3 - Serie de cossenos

A carga periodica,p(t), pode ainda ser expressa pela serie

o

p(t) = bt f cos(nh t—ih) (2.1.3.3-%)
que nao e senao a serie de Fourier da expressao (2.1.3.1-1) escrita sob
outra forma, e,por comparacao com esta, as amplitudes, fn’ dos termos sao
dadas por

f =vaz +b2 = 2 |c| (2.1.3.3-2)
n n n n
a
£ - 0 (2.1:3.3-3)
g 2

e os angulos de fase por

b
Ny (2.1.3.3-4)
E1n

N P
0q = arctan(
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onde 0s a e b~ sao dados pelas expressoes (2.1.3.1-3) e (2.1.3.1-4) e os
¢, pelas expressoes (2.1.3.2-3).

A resposta dindmica permanente a carga periodica na forma da se-
rie da expressao (2.1.3.3-1) pode tambem ser obtida atraves da - expressao
(2.1.2-11) , ficando

® f
t) = 7 n 5 t-0 -d 3
vit) = 7 D cos(\ln t-6, ¢n) (2:1:3.3-5)

n=0 k "
sendo D e ¢ obtidos como anteriormente, pelas expressoes (2.1.3.1-7) e
(2.1.3.1- 8).
A serie da expressao (2.1.3.3-1) pode ainda ser expressa pela
parte real de uma serie exponencial complexa, pois tem-se que

(31X = cos(x) + 1 sen(x) (2.1.3.3-6)

tornando-se entao
A (2.1.3.3-7)

A resposta dinamica permanente do sistema submetido a carga na
forma da expressao (2.1.3.3-7) pode ser obtida considerando uma carga apli-
cada exponencial unitaria, como na secao 2.1.3.2, cuja resposta permanente
e dada pela expressao (2.1.3.2-7), resultando para a resposta do n-esimo
termo da serie da expressao (2.1.3.3-7)

(5, t-8 )

£ hilw. ) ei( n (2.1.3.3-8)

v (t) n @

n
e a resposta dinamica permanente total se obteém simplesmente somando as

respostas correspondentes a cada termo da serie. Note-se que nesta expres-
sao h(“h) e e1(“ht_ol)
sao (2.1.3.3-8) e equivalente a expressao (2.1.3.3-5)

17 sao valores complexos, e pode-se provar que a expres-
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2.2 - Sistema com varios graus de liberdade

2.2.1 - Introducao

Em geral, a resposta dinamica de uma estrutura nac pode ser des-
crita adequadamente por um sistema de um grau de liberdade, visto na secao
2.1. Usualmente esta resposta inclue o conhecimento da variagcao no tempo
da forma deslocada da estrutura, bem como sua amplitude. Tal comportamento
necessita ser descrito pelo deslocamento de mais de um ponto da estrutura,
ou por mais de uma "coordenada" independente, ou seja, o modelo precisa
conter mais de uma grau de liberdade. As "coordenadas" em um sistema de
parametros discretos podem ser escolhidas como as amplitudes de deslocamen-
tos de certos pontos escolhidos da estrutura, ou podem ser coordenadas ge-
neralizadas representando as amplitudes de um conjunto especifico de deslo-
camentos. Neste trabalho utiliza-se o primeiro procedimento, atraves do
método dos elementos finitos 4’]2’5?.

De uma forma mais geral, as estruturas devem ser consideradas co-
mo modelos continuos, havendo casos onde a simplificacao para medelos dis-
cretos e bastante satisfatoria, tais como estruturas de barras prismaticas.
Nos casos onde devemos usar um modelo continuo, podemos dispor de varios
metodos computacionais aproximados, realizam uma discretizacao do continuo.
0s metodos de discretizacao podem ser divididos em duas grandes classes, a
primeira representando a solucac como uma serie finita consistindo de fun-
coes dependentes de ponto multiplicadas por coordenadas generalizadas de-
pendentes do tempo. A sequnda classe de metodos consiste em concentrar
massas em pontos discretos do sistema continuo.

A complexidade crescente das estruturas e a sofisticacao dos
computadores digitais tem sido de capital importancia no desenvolvimento
de novos metodos de analise, particularmente do chamado metodo dos elemen-
tos finitos. A ideia do metodo e criar uma formulacao que pode explorar a
analise automatica por computadores para analisar sistemas de geometria
irregular. Para esta finalidade o metodo considera uma estrutura continua
complexa como um ccnjunto de elementos discretos, onde cada elemento € um
membro continuo do sistema. Requerendo que os deslocamentos sejam compati-
veis e as forcas internas balanceadas em certos pontos, chamados de pontos
nodais, que materializam a conexao entre elementos, todo o sistema e compe-
lido a agir como uma unica entidade. 0 metode dos elementos finites e um
metodo aproximado de discretizacao.



2.2.2 - Obtencao das equacoes do movimento

A equacao do movimento para um sistema com varios graus de 1i-
berdade & obtida de uma formulacao variacional segundo o principio de Hamil-
ton (ver 2.1.1). Sobre esta formulacao aplica-se em sequida o metodo dos
elementos finitos para obter a solucao das equagoes do movimento.

Considerando um corpo elastico tridimensional, e admitindo 1i-
nearidade das relacoes tensoes-deformacoes e deformacoes-deslocamentos tere-
mos, entao, para a energia cinetica

t

Te= o q® q dv (2.2.2-1)

2
onde pe a massa especifica do corpo, V & o volume do corpo, g € o vetor de
velocidades, q = [u v w]. A energia potencial,’ , do sistema, incluindo a
energia de deformacao, U, e o potencial das forc¢as externas conservativas,
quais sejam, as forcas de volume, € expressa por

1 % : t
— [e“DrF dv J f, dv 2.2.2=2
g B BE + v q Iy ( )

onde ¢ e o vetor das deformacoes

t

g€ =1L ] (2.2.2-3)

& Gy 2 %y Yz Yx
onde D e a matriz de elasticidade que define a relacao
:: D (2.2.2—4)

0 vetor q e o vetor de deslocamentos, e f e o vetor de forgas

b
de volume no interior do corpo. 0 trabalho das forcas nao conservativas e
dado por
W=7 gt f, dV+ 7 gt F ds+ 3. q. P (2.2.2-5)
nc ~ y * ~d S g Ly g Ay ¥y R

a

onde f, e o vetor de forcas dissipativas, que inclue o amortecimento visco-
so, f. o vetor de forcas de superficie atuando no contorno S_, e P, as
forcas concentradas, atuando nas direcoes i.

Para a aplicacao do metodo dos elementos finitos divide-se o cor-
po em um numero finito de subregices, denominadas elementos finitos, e a
expressao (2.1.1-1) do principio de Hamilton e aproximada somando-se a por-
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cao de cada elemento finito nas integrais sobre o corpo total . As va-
riaveis incognitas do problema sao aproximadas por funcoes de interpolacao,
caracteristicas de cada elemento, definidas em termos de parametros incog-
nitos. Os parametros incognitos sao os valores das incognitas do problema
nos pontos nodais, de tal forma que o vetor de deslocamentos no elemento
em questao pode ser aproximado por

U (2.2.2-6)

onde Qi e o vetor de deslocamentos nos pontos nodais do elemento Famite 1,
e a mtriz m1 a matriz de funcoes de interpolacao do elemento i. A partir
das relacoes deformagoes-deslocamentos e da expressao (2.2.2-6), obtemos as
deformagoes no elemento finito i, de forma aproximada, dada por

¢ =gy (2.7 27)

onde a matriz B e obtida derivando-se a matriz ‘N convenientemente. Por ou-
; ; i
tro lado, as forcas de amortecimento viscoso, fd’ podem ser expressas por

fé = = U C:l-i = -1l N11.Ji (2.2.2—8)

- - M - . i ‘i - .
onde 1. e o amortecimento viscoso especifico, e U e o vetor de velocidades
nos pontos nodais do elemento i. Procedendo-se de forma analoga ao item 2.1

w o ’ e W
com a expressao do principio de Hamilton, obteremos a expressao matricial™’

+

La : o s 2 y .
o ULt s e s k- PN = 0 (2.2.2-9)

onde tem-se as matrizes caracteristicas

Moo r i NEN dv (2.2.2-10)
e BINE

- 1 i
¢ 2w NN v (2.2.2-11)
AERE 1

;

i £
' - s etoav (2.2.2-12)
pl(ey = s Ntfb v -5 N (6) ds - R(t)  (2.2.2-13)
: e = = & = i
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respectivamente, matrizes de massa, amortecimento, rigidez e vetor de car-
gas nodais eaquivalentes do elemento i.

A equacao (2.2.2-9) pode ser reescrita reagrupando as parcelas
do somatorio pelos deslocamentos nodais da malha de elementos finitos. Co-
mo as variacoes ¢U sao arbitrarias, teremos como resultado o sistema de

equacoes diferenciais que aproxima o movimento do cnrpo
MU(t) + C U(t) + K U(t) = P(t) (2.2.2-14)

onde as matrizes M, C, K e P sao respectivamente as matrizes globais de
massa, amortecimento, rigidez e o vetor de cargas do sistema.

Nesta breve exposicao da aplicacao do metodo dos elementos fini-
tos, observa-se que o primeiro passo, na analise de um sistema, € a divisao
do dominio do corpo em uma malha apropriada de elementos finitos, que apro-
xime o dominio. A malha de elementos também define os pontos nodais, alguns
sendo pontos no bordo dos elementos , servindo entao de conexao entre os
diversos elementos. E os deslocamentos nodais representam as coordenadas
usadas para representar o movimento do corpo.

A exatidao da solucao obtida pelo metodo dos elementos finitos
depende basicamente das funcoes de interpolacao, ou das funcoes de forma ﬁi
escolhidas para cada elemento, de acordo com o problema em questao, e uti-
1izadas nas expressoes (2.2.2-10) a (2.2.2-13) para obtencao das matrizes
caracteristicas dos elementos. Para assegurar a convergéncia dos resulta-
dos quando se diminuem o tamanho dos elementos finitos, com sucessivas sub-
divisoes das regioes, as funcoes de forma devem satisfazer determinados
criterios de convergencia e totalidade. 0Os elementos que satisfazem estes

criterios sao chamados conformes. Também existem elementos nao-conformes

que apresentam convergencia para a solucao exata? .

No segundo passo, as propriedades fisicas de cada elemento 520
expressas por meio das matrizes de massa, ﬂ1, amortecimento, Q1, e rigidez,
K1, de acordo com as expressoes (2.2.2-10) a (2.2.2-12). Tqmbém se trans-
formam as cargas atuantes no elemento no vetor de cargas E1, dado pela ex-
pressao (2.2.2-13). As matrizes caracteristicas da estrutura, que aparecem
na equacao (2.2.2-14) sao obtidas pela soma das matrizes dos elementos nos
respectivos graus de 1iberdade, no que constitue o terceiro passo de uma
analise por e]ementosifinitos.

A matriz M apresentada na exnressao (2.2.2-10) e denominada ma-
2,41,55

triz de massa consistente do elemento , 0 aue indica que foram utili-
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zadas nesta expressao as mesmas funcoes de forma @1que para o calculo da ma-
triz de rigidez. A caracteristica principal desta formulacao e fornecer fre-
quencias naturais sempre superiores as do modelo continuo, quando se vale
de elementos confcrmes1 . Seu uso acarreta matrizes cheias, positiva defi-
nidas e simetricas. Entretanto a sua avaliacao por integracao numerica exi-
ge especial atencao, e implica em consideravel esforco computacionaTI

Porem, ha outras formulacoes para obtencao da matriz de massa, que levam

a matrizes de massa nﬁo-consistentqg, e e de interesse obte-la de forma

diagonal. Este tipo de matriz e computacionalmente eficiente no que diz
respeito a geracao e armazenamento, mas o modelo perde as caracteristicas
de convergencia monotonica das frequencias. Tal forma de matriz de massa e
chamada discreta. A forma discreta mais simples e conseguida pela distri-
buicao da massa total do elemento pelos graus de liberdade de translacao e
este esquema resulta satisfatorio em varias situacaes1 . A matriz resultan-
te, no entanto, nao ¢ necessariamente positivo-definida.

Para elementos mais refinados, em que se torna mais dificil ob-
ter uma matriz de massa discreta, tem=se uma formulacao alternativa, que
obtem a matriz discreta por diagonalizacao da matriz consistente, e a ma-
triz de massa assim obtida e chamada agrupada1 , € foi utilizada nos desen-
volvimentos deste trabalho. Inicialmente obtem-se a matriz de massa consis-
tente pela expressao (2.2.2-10). A sequir, soma-se, para cada grau de 1i-
berdade, toda a massa a ele destinada na matriz @1. Essa massa e denotada
por M. Soma-se, tambem, todos os coeficientes da diagonal principal asso-
ciados aos graus de liberdade em questao, M =§EM?1. E os termos da matriz
diaconal sao obtidos por

q
B, s Ho X (2.2.2-15)
11 11 H

Deste modo, diagonaliza-se a matriz de massa consistente, dis-
tribuindo-se a massa total associada a cada grau de 1iberdade proporcional-
mente aos coeficientes da diagonal principal. Comparacoes de resultados com
esta matriz de massa foram apresentados por BARECSA e EBECKEN1

A obtencao da matriz de amortecimento pela expressao (2.2.2-11)
depende das propriedades de amortecimento viscoso associadas a cada elemen-
to, mas na pratica, e particularmente dificil avaliar o amortecimento espe-
cifico u(x), bem como qualquer outra propriedade de amortecimento, visto
que o amortecimento observado em uma estrutura usual e proveniente de uma

- : C - 2
serie de causas de perdas de energ1a9’29 Por esta razao, o amortecimento
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e usualmente estabelecido por comparacao com o amortecimento observado em
estruturas semelhantes ou modelos experimentais. As propriedades determina-
das desta forma sao comumente expressas em fatores do amortecimento criti-

. - 2,941
co correspondentes a cada modo de vibracao da estrutura’ . Para a

aplicacao do metodo de superposicao modal ©»12 97 para solucao da equacao
(2.2.2 -14) a matriz C nao € necessaria explicitameite, trabalhando-se di-
retamente com tais fatores de amortecimento critico.

Na determinacao da matriz C, normalmente & assumido que C € uma
combinacao linear das matrizes de rigidez e massa, isto e

C = a, Mo+ a, K (2.2.2-16)

onde a, e a, sao determinados a partir do amortecimento constatado experi-
9.55

mentalmente Este tipo de matriz de amortecimento e denominado de

matriz proporcional, ortogonal,  ou tipo Rayleigh, e foi o utilizado nos

desenvolvimentos deste trabalho. As constantes a, e a, podem ser obtidas
satisfazendo-se a expressao (2.2.2-16) para os dois primeiros modos de vi-
bracao com fatores de amortecimento critico Ty e Lo, respectivamente (ver

expressao (2.1.2-8)). Entao tem-se para um modo r qualquer
2 L. W =a_ +a m? (2.2.2-17)

onde W, € a frequéncia natural de vibracao do modo r. A expressao (2.2.2-17)
aplicada para os dois primeiros modos resulta

—T
(=]
L
—

= (2.2.2-18)
1 “2 (':11 2 "-2 “lz
que tem como solucgoes
L, W, = T, W
aO — 2 131 63} ' 2 : 1
S =9 (2.2.2-19)
L. w, = §, W
g = B 2 2 =
1 {U% = {J‘:i

Como, em geral, para estruturas usuais, os dois primeiros modos
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de vibracao € que predominam, as expressoes (2.2.2-19) sao de aplicacao
valida. Entretanto, existem formas mais gerais para a expressao (2.2.2-17)
que definem a matriz C como uma serie infinita de termos com as matrizes

de massa e rigidez 9’5?

2.2.3 - Resposta dinamica permanente

Na secao 2.2.2 obteve-se as equacoes diferenciais que represen-
tam o movimento de um sistema discretizado pelo metodos dos elementos fini-
tos, representadas pela equacao (2.2.2-14). Como se viu em 2.1.2 0s siste-
mas lineares com amortecimento submetidos a uma excitagao com variagao har-
monica no tempo produzem uma resposta dinamica permanente de mesma freque-
cia que a excitacao. Se, entao, o vetor de cargas aplicadas, na equacao
(2.2.2-14) for representado por

p(t) =pe' " (2.2.3-1)
sendo P um vetor de amplitudes complexas associadas aos graus de liberdade
da malha de elementos. A resposta dinamica sera da forma
i W
ut) =y e’ ¥t

(2.2.3-2)

onde U e o vetor de amplitudes complexas de deslocamentos associados aos
graus de liberdade da malha de elementos, correspondendo a resposta dinami-
ca permanente do sistema. Substituindo estas duas ultimas expressoes na
equacao do movinento, (2.2.2-14), tem-se

[Kow MediwlllU=2o)=p (2.2.3-3)

onde a matriz Z e a chamada matriz de impedancia do sistema. 0 sistema de
equacoes algebricas da equacao (2.2.3-3) pode ser resolvido fornecendo

U=Hw) P (2.2.3-4)

onde H(7) e a matriz resposta complexa em frequencia, ou matriz de admitan-
cia. Este metodo de solugao € denominado de metodo direto de solugao, e

resulta em um sistema de equagoes similar ao dos problemas quase-estaticos
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Tineares , apenas que possui coeficientes complexos.

Para uma carga periodica nao harmonica, a carga e decomposta em

serie de Fourier, como em 2.1.3.2
z i B (2.2.3-5)

onde Qn e o vetor de amplitudes complexas do n-esimo termo da serie. A res-
posta permanente e obtida usando-se a expressao (2.2.3-4) para cada termo
da serie de cargas aplicadas, e depois realizando a superpnsicao. . Entao,
teremos

o0 (v's)

HE ) el ‘it (2.2.3-6)

Desta forma a expressao (2.2.3-6) possue quantidades complexas,
mas, como em 2.1.3.2, temos que os pares de matrizes C,eC_ . H(wn) e

i t 1w % .
N ee ‘—nt sao pares de conjugados complexos, en-

Hﬁa_n), e de funcoes e
tao o produto destes tambem serao conjugados e os termos imaginarios no so-
matorio se anulam, resultando valores reais para a resposta.

0 calculo da resposta permanente U(t), pela expressao (2.2.3-6),
exige. que se resolva para cada frequencia ﬁn, o sistema de equacoes

complexo dado por

- M iog C = G2 T
[K-G@M+ia Iy =B (2.2.3-7)
Obviamente, na serie da expressao (2.2.3-6), o somatorio sera
truncado, variando de -m a m, com o numero de frequencias, 2.m, considera-
do de modo a fornecer a aproximagao desejada. E importante observar que os
produtos matriciais H(w ) C

n
solucoes da equacao (2.2.3-7), para w, ew_., respectivamente, sao

e H(E_n) C queresultam nas matrizes U e U .,
complexos conjugados, o que permite reducao nos calculos.

A forma utilizada para a serie de Fourier da carga aplicada, ex-
pressao (2.2.3-1), & a mais conveniente para obtencao numérica dos coefici-
entes da serie, apresentados nas expressoes (2.1.3.2-3) e (2.1.3.2-4), como
sera visto no capitulo 4 com as tecnicas de transformacao discreta de
Fourier. Contudo ambas as formas apresentadas nos itens 2.1.3.1 e 2.1.3.3
podem ser utilizadas, conduzindo a formulacoes matricias aproximadas equi-

valentes
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Por outro lado o sistema de equacoes de coeficientes complexos da
equacao (2.2.3-3) pode ser transformado em um sistema equivalente de coefi-

cientes reais. Podemos definir

= | i U.
=N 7 =p =1
(2.2.3-8)

onde Qr, U. e P.>Ps sao 0s vetores reais e imaginarios, respectivamente,

i
que definem U, eP. Substituindo as expressoes (2.2.3-8) na expressao
(2.2.3-7), e igualando as partes real e imaginaria temos

— — v ~ ~ ~

9 P = 3 4 (2.2.3-9)

Esta equacao matricial nos fornece um sistema de equacoes alge-
bricas com coeficientes reais que fornece as partes real e imaginaria do
vetor solucao U,. No item 3.8 a expressao (2.2.3-8) sera estudada como for-
ma alternativa para a solucao das equacoes do movimento (2.2.3-7).
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3. SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACDES ALGEBRICAS LINEARES
3.1 - Introducao

A aplicacao do metodo dos elementos finitos produz uma discretiza-
cao do sistema analisado, onde a solucao do problema e obtida em fungao de
parametros incognitas discretos, que sao as incognitas nodais. Para um sis-
tema estrutural, usualmente, tem-se os deslocamentos como incognitas nodais.
Por outro lado, para um sistema estrutural elastico linear sob a acao de ex
citacoes elasticas, os deslocamentos sao obtidos pela solucao de um sistema
de equacoes algebricas lineares 4’12.

Como foi exposto no item 2.2, e possivel obter a resposta dinamica
permanente de sistemas continuos lineares atraves da solucao de sistemas de
equacoes algebricas lineares, como na equacao (2.2.3-7). Estes sistemas de
equacoes sao de coeficientes complexos e sao resolvidos para cada par de fre
quencias e amplitudes da serie que representa a carga periodica (ver expres-
sao (2.2.3-5)). Portanto, pode-se resolver estes sistemas usando qualquer al
goritmo de solucac de sistemas de equacoes aplicado ao caso de analise esta-
tica linear, desde que possa ser utilizado com aritmetica complexa .

Visto que a maior parte do tempo de processamento em analise ma
tricial do tipo do metodo dos elementos finitos normalmente e consumida na
solucao do sistema de equagoes simultaneas, a necessidade de algoritmos efi-
cientes e de muito tempo reconhecida. Existe um numero bastante3grande de me
todos diretos e iterativos para solucao do sistema de equacoes . Entretanto
nenhum metodo computacional e eficiente a menos que um programa de computa -
dor eficiente seja desenvolvido para este . Alem do mais, cada metodo pode
ser visualizado, em termos de programacao do computador, de diferentes formas
segue, portanto, que nenhum metodo deve ser rejeitado ate que todas as possi
bilidades de programa-lo tenham sido consideradas 8
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Muitos trabalhos ja tem mostrado que os metodos iterativos podem
ser bem aplicados, e sobrepujando os metodos diretos no problema de armaze-
namento, pois nao geram modificacoes na matriz dos coeficientes. Diversos
autores reconhecem que esta vantagem com respeito ao armazenamento e sobre-
passada pelas operacoes numericas adicionais necessarias ate a convergencia
6’16’34. Assim considerando, neste trabalho aborda-se apenas os metodos di-
retos e a afirmativa anterior nao esta aqui comprovada .

No desenvolvimento de um algoritmo direto eficiente para a solu -
cao das equagoes resultantes do metodo dos elementos finitos, deve-se ter
em conta algumas propriedades da matriz dos coeficientes, que podem ser vis

tas na figura 3.1-1. A matriz da figura 3.1-1 e chamada de matriz esparsa,

devido a caracteristica de ter coeficientes nulos distribuidos de forma co
nhecida. Em geral, as matrizes sao simetricas. Tais caracteristicas mostram
que o uso de rotina de solucao padronizadas ("Standard") para qualquer ma
triz e indesejavel, pois estas rotinas consideram as matrizes nao esparsas.
Pode-se aumentar a eficiencia destes algoritmos, reduzindo o numero de ope-
racoes aritmeticas executadas e a memoria utilizada, levando em conta as ca
racteristicas mencionadas. Reduzir as operacoes levando em conta a simetria
e bastante simples, como sera visto em 3.5.

l_]

zeros
"y Dq:bD
i coeficientes nao nulos
- - e
"

LtittJ1 _‘_k11 O ,xff//{J

.
Tlh_ e

Zeros i3 ]
| q#:

FIGURA 3.1-1 - Matriz dos Coeficientes Esparsa.
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Entretanto numerosos esquemas de solucao existem para tratar ma-
trizes esparsas, e algoritmos que variam muito em complexidade e eficien-
cia ja foram pesquisados. Entre estes deve-se mencionar os alaoritmos de

2,‘1,16 " 2,33,39 19,31

solucao em banda , vetor "skyline de solucao frontal

e triangulacao otimamente ordenada21.

Na analise de grandes sistemas ocorre que a matriz de coeficien-
tes do sistema frequentemente nao pode ser armazenada toda em memoria pri-
maria. Portanto, o uso de um algoritmo que utilize memoria secundaria e
essencial quando nao se dispoe de um mecanismo de memoria virtual eficien-
te, ou quando a linguagem de programacao utilizada restrinja o tamanho dos
arranjos. Varios destes alagoritmos ja foram desenvolvidos e neste trabalho
esta solucao foi usada para que grandes sistemas estruturais possam ser ana-
lisados em computadores com memoria principal reduzida. 0 metodo de solucgao
adotado, reducao de Crout, leva em conta a simetria, utiliza a linha "sky-
Tine", ou perfil, para matrizes esparsas e, ainda, utiliza acesso unidimen-

sional na memoria, armazenando apenas 0s coeficientes necessarios.

3.2 - Metodos de eliminacao

Um sistema de equacoes simultaneas algebricas lineares, como o
resultante de uma analise linear pelo metodo dos elementos finitos, pode

ser representado em notacao matricial por

=
1
132

(3.2-1)

onde a matriz quadrada A, de ordem n, contem os coeficientes do sistema, o
vetor (matriz coluna) X, de ordem n, contem as incognitas, e o vetor (matriz
coluna) B, de ordem n, contem os termos independentes.

0s algoritmos diretos mais comumente utilizados sao baseados no
metodo de eliminacao de Gauss, que entre os metodos diretos e reconhecida-
mente o que menor numero de operacoes exige . Tambem a sua estabilidade

= s = 6,52
numerica e bastante documentada1 2

. As equacoes a serem resolvidas, para
a analise estrutural, sao em aeral bem condicionadas, isto e, aualquer que
seja o algoritmo utilizado, os erros numericos nao crescem indefinidamente,
e iniciam com um valor minimo.

0 metodo de eliminacao de Gauss reduz a matriz A em uma matriz

1 - [od)]
triangular superior U, de forma que =4
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onde gt e uma matriz que conteém a inversa dos operadores da transformacao
realizada ©
(3.2-1) por

. A matriz U e utilizada para resolver o sistema de equacoes

X=X (3.2-3)
onde Y e o vetor transformado do vetor B, resultante da transformacao
aplicada.

As operacoes do metodo sao bastante simples, e consistem, .em
cada passo, na eliminacao das equacoes subsequentes a incognita correspon-
dente ao passo. Esta etapa da solucao e chamada de eliminacao avante, e as
expressoes Sao:

¢
k-1 , k-1 . g
Ugy = akj / Ak g £ T [ n (3.2-4)
k k-1 _k-1 LB
A ukj s d=k, k1, n {3.2-5)
i=k+1,k¢2,...n
e # b§'1 / a';;1 (3.2-6)
K kel e o A |
\bi = bi - Y, i=kd] ka2 0 .an (3.2-7)

Aplicadas para k=1,2,...n-1

Observe-se, entao, que para cada passo k, o coeficiente 211.k e
transformado em zero, eliminando das 1inhas abaixo da 1inha k os coeficien-
tes relativos a incognita X} 0s indices superiores indicam a ordem da mo-
dificacao realizada nos coeficientes a?j e b?. das matrizes originais.

coluna k coluna j
= ukj
linha k »
k-1 k-1
e 1 .’———aij > aij
H"""‘-\-.___\_ N
Tinha i R o

FIGURA 3.2-1 - Eliminacao do coeficiente a, -
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Na figura 3.2-1 tem-se o esquema de aplicacao da expressao de eli-

minacao, (3.2-5), onde sao mostrados os coeficientes envolvidos, no passo k,

k-1

para a modificacao do coeficiente aig . Pode-se notar, ainda, que na expres-

sao (3.2-4) o coeficiente Up i nao precisa ser computado, pois sempre resul-

tara igual a 1, ganhando-se com isto tempo de processamento. O mesmo ocorre
com o coeficiente eliminado, a?ET, da expressao (3.2-5), que resultara sem-
pre igual a zero. Na expressao (3.2-5), quando os coeficientes a§£1 e ukj
a’?‘.1
1]
nao sera modificado. Adiante se verao formas de se tratar estes dois casos.

forem nulos, nao se necessita realizar a operacao, pois o coeficiente

A solucao do sistema de equacoes é‘feita resolvendo a equacao
(3.2-3), por retrosubstituicao, pois a matriz U € uma matriz triangular su-
perior. Entao teremos

~ n-1
X, = yn/ann (3.2-8)
n
B B Y = k??f1 Ups Xoo 3 k=n-1,n-2,...1 (3.2-9)

Pode-se resolver o sistema (3.2-1) para diversos vetores indepen-
dentes, quando, entao, as expressoes (3.2-6) a (3.2-9) sao aplicadas suces-
sivamente a cada um dos vetores independentes.

0 numero de operacoes realizadas e de grande importancia no tempo
de processamento do algoritmo de solucao. A adicao e o produto sao realizados
em igual quantidade nos algoritmos de eliminacao, sendo que a adicao e uma
operagao bem mais rapida que o produto. Portanto o numero de operagoes pode
ser avaliado em termos do numero de produtos e divisoes, sendo que o numero
de produtos e predominante, e sera usado coro numero de operacoes. Para as
expressoes apresentadas teremos (2n®+3n2-5n)/6 (ver Anexo III).

Quanto ao armazenamento na memoria, os coeficientes ukj pocem tomar

, bem como os Yk podem tomar o lugar dos bt”1. Na retrosubs-

5 K-
0 1ugat dos akj
tituicao os coeficientes Xy, podem tomar o Tugar dos Y Obviamente isto pode

ser feito desde que nao se necessite mais das matrizes originais.

3.3 - Metodos de decomposicao

A ideia e decompor a matriz A em duas matrizes L e U, triangulares

superiores, na forma da expressao (3.2-2). Pode-se mostrar que a decomposi-

50

cao tem solucao unica, a menos de n coeficientes arbitrarios” . Se fTor adota

G . e . - - 15 §
da a diagonal da matriz L unitaria, isto e, 111 = 1,ter-se-a 15,50
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i-1
Upp = gy = 3 s Tpg s j=i,i+1,...n  (3.3-1)
k=1
1 Foed L
i = (agy = v upglys) s d=iet,ieg, . n (3.3-2)

-

k=1

%
Aplicadas para i=1,2,...n
Para a primeira linha, quande i=1, os somatorios nao sao avalia-
dos. Desta forma teremos para o sistema inicial da equacao matricial (3.2-1)

E.t UX=8 (3.3-3)

Mas figuras 3.3-1 e 3.3-2 tem-se os esquemas de aplicacao das expressoes
(3.3-1) e (3.3-2), onde sao mostrados os coeficientes envolvidos na deter-
minacao de u.. e 1.., para um valor de k. As setas indicam a variacao do

1] 1]
indice k no somatorio.

\ V. S e
linha i N 24 LV
1 N

ki =™ | N

FIGURA 3.3-1 - Decomposicao Ltg. "odificacao do coeficiente a;

j
77— g4

FIGURA 3.3-2 - Decomposicao gty. Modificacao do coeficiente a,;.
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Fazendo-se na equacao (3.3-3)

1

X=Y (3.3-4)

fica-se com

LYy -8 (3.3-5)

de onde obtem-se o vetor Y , por substituicao avante, visto que LY & uma matriz
triangular inferior . As expressoes de calculo ficam

y1 :bq
i-1

y_i=b.—- E

; L Y Wi 3 1= 23,0 (3.3-6)

Em seguida obtem-se por retrosubstituicao, o valor solucac X, pela
expressao (3.3-4), que fornece

X5 = ;TT- (yi - k§i+1 uikxk) ;1 =n-1, n-2, ... 1 (3.3-7)

0 numero de operacoes para a decomposicdao da matriz A e (2n3 - 3n?
+ n)/6 e para as substituicoes e n2-n. 0 numero total de operacoes (decomposi -
¢ao e substituicao) e igual ao numero de operacoes do método de eliminacao de
Gauss (item 3.2) e & (2n3+3n2-5n)/6 (ver anexo I11I) .

Pode-se resolver o sistema (3.2-1) para diversos vetores independen
tes, quando, entao, as expressoes (3.3-6) e (3.3-7) sao aplicacoes sucessivamen
te a cada um dos vetores independentes .

Este metodo € conhecido por decomposicao triangular ou de Banachiewicz.
0 metodo de eliminacao de Gauss & um metodo de decomposicao, em que usi=1. A
diferenca esta em que o tempo de eliminacao nao obtem explicitamente a matriz
Lea substituicao avante e realizada junto com a eliminacdo., Embora, em vista
disso ,devessemos unificar a nomeclatura, neste trabalho vamos distinguir a eli
minacao da decomposicao. Por metodos de decomposicao chamamos aqueles que  ob
tem explicitamente numa primeira fase as matrizes L e U . ‘
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3.4 Matrizes esparsas

Matrizes esparsas sao as que possuem valores nulos distribui-
dos em posicoes conhecidas e geralmente em grande quantidade , de modo que
seus coeficientes nao nulos podem ser armazenados em alaquma estrutura de
dados especial ou serem gerados guando necessario. Este tipo de matriz com
frequencia resulta de metodos de diferencas finitas ou elementos finitos
para equacoes diferenciais parciaisi5. Foi visto,nas expressoes dos algo-
ritmos de solucao apresentados, que quando temos coeficientes nulos, algu-
mas operacoes podem deixar de ser realizadas, por resultarem em zero, ga-
nhando-se tempo de processamento. 0 metodo mais simples de se faze-lo e,
sem duvida, testar se os coeficientes sao nulos em determinados pontos do
algoritmo, pulando-se trechos seauintes, no caso de serem nulos. Mas, sem
duvida, este metodo nao e vantajoso, na maioria dos casos, pelo numero de
testes a se realizar. Outros métodos existem, que consideram um determina-
do padrao de distribuicao dos coeficientes nulos na matriz, comosera visto

De um modo geral as matrizes esparsas obtidas nos metodos nu-
mericos tipo metodo dos elementos finitos tem distribuicao simetrica dos
coeficientes em relacao a diagonal principal, sendo os coeficientes da
diagonal principal sempre nao nulos. Neste trabalho consideram-se apenas
matrizes esparsas com estas caracteristicas, como € a matriz mostrada na
figura 3.1-1. Para este tipo de matrizes podem-se diferenciar os coeficien-
tes nulos, tendo em vista os algoritmos apresentados em 3.1 e 3.2, em

externos e internos. Os coeficientes nulos externos sao oS que nao possuem

coeficientes nao nulos acima, na mesma coluna, ou a esquerda, na mesma 1i-
nha. Por exemplo, o coeficiente da 72 linha e 1038 coluna € nulo do tipo ex-
terno e o da 102 linha e 7@ coluna tambem. 0s coeficientes nulos internos
sao 0s que nao satisfazem a definicao acima. Por exemplo, o coeficiente da
72 1inha e 112 coluna e nulo do tipo interno, assim como o da 112 linha e
78 coluna. Observando-se as expressoes dos algoritmos de eliminacao e de-
composicao, apresentados anteriormente, vemos que os coeficientes nulos
internos, na maioria dos casos, serao modificados em nao nulos, durante o
processo, o que nao ocorre com os coeficientes nulos externos.

Dos metodos que consideram um determinado padrao de distribui-
cao para os coeficientes nulos na matriz esparsa, o padrao mais utilizado
e o padrao banda. Admite-se que os coeficientes nao nulos estao situados
em uma faixa diagonal, cujo centro e a diagonal principal. Esta faixa dia-
gonal e denominada banda e tem largura conhecida, denominada aqui de b (co-
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lunas).A metade superior da banda, incluindo a diagonal principal e chamada
de semibanda e tem largura denominada de m (colunas).No metodo dos elementos
finitos temos que b= 2m-1

Para o caso da matriz esparsa da figura 3.1-1 a banda adotada foi
igual a 19, que corresponde a minima largura que deixa somente coeficientes
nulos fora da banda, como pode-se ver na figura 3.4-1. A largura da semiban-
dada no metodo dos elementos finitos pode ser obtida como a maxima diferenca
entre as conetividades nos elementos, acrescida de 1. Existem algoritmos que
renumeram 0s nos da malha de elementos finitos de modo a reduzir a largura
da banda da matriz, seja em valor médio ou maximo. Normalmente estes algorit
mos sao interativos, e devem ser usados quando nao se consegue uma boa nume-
racao para a malha .

zeros | —_I Ll

FIGURA 3.4-1 - Matriz esparsa com padrao banda adotado

As expressoes para o metodo de eliminacao, considerando que com
os coeficientes fora da banda, as operagoes nao serao realizadas, ficam
como a sequir
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e e _ k-1, k-1 5
eliminacao: ukj = akj /akk s j=k+1,k+2,...k (3.4-1)

l
[
|
1 k k-1 k-1
E
|
[

i:k+1,k+2,...k0
K k-
bk ot L gk o ekl k42,0 ..k, (3.4-4)
[1‘1 ik Yk ¥ TEh R Es Ty >
onde ko = menor valor entre (k+m-1) e n.
Aplicadas para k = 1,2,...n-1
retrosubstituicao:
B n-1
Xo ® Yplao (3.4-5)
k
0
Xk = yk = iz‘,k-Lluk_i X_i ; k=n"1|n-2,-.-1 (3-4‘—6)

onde k0 = menor valor entre (ksm-1) e n.

Na expressao (3.4-2) serao alterados na matriz A apenas 0s coe-
ficientes ate a linha (k+m-1) definindo-se o que se denomina "sombra" da
linha k, como mostra a figqura 3.4-2.

\\\ "sombra"

linha k

| m-1

7
Il
i
Z
-

FIGURA 3.4-2 - "Scembra" da linha k, em matriz padrao banda.

0 numero de operacoes do metodo de eliminacao para matrizes
padrao banda e n*(k®-2k*/3)+n°ki+n(k/6-1), onde k=m/n € a razao entre a se-
mibanda e a ordem da matriz dos coeficientes (ver Anexo I11).
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As expressoes para a decomposigcao da matriz, considerando a ma-

triz padrao banda, modificadas das expressoes (3.3-1) e (3.3-2), ficam
/

i-1
decomposicao: Uy & By " Uy 1ki z 3_1,1+1,...1O1(3.4-7}
; & g
<= - - FTE v 1
]1j = 8% = k=5' Uy s 1kj) : 3_1+1,1+2,...1U (3.4-8)
ifs o 0

ii

onde j, = maior valor entre (3-m+1) e 1

§ e io = menor valor entre (i+m-1) e n.

Aplicadas para i=1,2,...n

Para as substituicoes, modificadas das expressoes (3.3-6) e
(3.3-7),teremos

substituicao avante:

y‘!:b‘l
51 (3.4- 9)
. =D. - i I PR
¥ i g Yy 1k3 3 32,3000
™o
onde jo = maior valor entre (j-m+1) e 1.
retrosubstituicao:
X, = yn/unn (3.4-10)
1 o
= - 3 « q=n- o 2.4_11)
x; = __ (v, o ug X ) ot oi=n-t,n-2,..01 0 (3.4-11)
Fon =141
ii

onde 10 = menor valor entre (i+m-1) e n.

0 numero de operacoes da decomposicao da matriz e solucao do
sistema, e igual ao obtido para o metodo de eliminacao sendo dividido em
n3(k2-2k3/3)-n2(2k-3k?/2)+n(1-5k/6) para a decomposicao e n2(2k-k2)-n(k-2)
para a solucao (substituicoes). Quanto ao armazenamento, pode-se economizar
memoria armazenando somente os coeficientes da banda, passando-se entao de
n? posicoes para n b posicoes de memoria.

0 padrdo de armazenamento em banda ja propicia ganho considera-
vel no tempo de processamento, e por muitos anos foi o padrao utilizado em
analise de estruturas. Uma reducao maior no numero de operagoes ainda pode

ser conseguida em determinados casos, pois como se ve na fiqura 3.4-1, al-
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guns coeficientes nulos externos.ainda permanecem na banda.

Assim e, que no tratamento dos coeficientes nulos externos, outros
padroes podem ser adotados, de acordo com a matriz. Um destes e o padrao
banda por blocos, no qual cada grupo de linhas da matriz tem uma largura de
banda definida. Neste caso a "sombra" das ultimas linhas de uma bloco podem
alterar parte da banda do(s) bloco(s) seguinte(s). Fste problema pode ser
resolvido colocando as primeiras Tinhas de um bloco no final do bloco an-
terior. Para a matriz esparsa da figura 3.4-1, pode-se adotar uma padrao
banda por blocos como o que mostra a figura 3.4-3. Mesta figura, para cada

bloco e indicado o numero de linhas, comprimento (colunas) da semibanda

adotada e o numero de colunas. Observando-se que quando a banda so compre-
ende a diagonal principal (m=1), nao ha coeficientes a eliminar.

n m colunas
e
1 1 1
3 4 6
6 7 14
3 5 13
9 10 18
4 6 17
5 6 1

FIGURA 3.4-3 - Padrao com banda por blocos.

Um padrao mais flexivel pode considerar a larqura de banda de ca-
da linha. Na figura 3.4-4 tem-se o exemplo para a matriz da figura 3.1-1.
Note-se que deve-se considerar a alteracao na banda da matriz original de-
vido a "sombra" de uma linha, que indica os coeficientes nulos internos que

serao alterados por aquela linha. Este padrao pode ser denominado de 1inha

de perfil por Tinhas.
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FIGURA 3.4-4 - Padrao com linha de perfil por linhas.

0 padrao com linhas de perfil por linhas se adequa melhor ao
metodo de eliminacao apresentado em 3.2. E as operacoes aritmeticas para
cada 1inha iniciam e terminam nas colunas indicadas pela 1inha de perfil, e
denominadas de Ni e Mi’ para uma linha i, como mostra a figura 3.4-4. Isto
e, Ni e a coluna do primeiro coeficiente nao nulo da linha i e Mi e a colu-
na do ultimo coeficiente nao nulo. As expressoes modificadas das expressoes
(3.4-1) a (3.4-6) ficam

eliminacao:

. ket 7. K= o |
| ks = akj /ag, 3 J—k+!,k+2,...Hk (3.4-12)
| gk k-1 _ k-1 el o

i Rig = aij - ag Upj J~1O,10+1,...Mk (3.4-13)
| i=k+1,k+2,.,,Mk
< onde i, = maior valor entre (k+1) e N,

|

k-1, k-1
Ykt B /g (3.4-14)

k k-1 k-1

~ by = b - Ay ; A=k +1,k +2,...M  (3.4-15)

onde k0 = major valor entre k e N.b
Aplicadas para k = 1,2,...n-1

sendo Nb a linha do primeiro coeficiente nao nulo do vetor independente.
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‘retrosubstituicao :
n-1
Xp = yn/ann (3.4-16)
My
X =¥ - I exe s k=n-1,n-2,..1 (3.4-17)
i=k+1

Quando M, for igual a k as espressoes (3.4-12), (3.2-13),(3.4-
15) e (3.4-17) ndo serdo realizadas . As expressoes (3.4-14) e (3.4-15) so
sao realizadas para k maior ou igual a Nb‘

0 padrao com linha de perfil por linhas nao considera todos os
coeficientes nulos externos, pois ainda pode-se ter o caso de um coeficiente
nulo externo abaixo da linha de perfil. Este e o caso, por exemplo, dos coe-
ficientes da 152 linha situados abaixo da linha de perfil, na figura 3.4-4 .
Uma forma simples de sobrepassar esta dificuldade , seria considerar a banda
por colunas, para a parte acima da diagonal principal, criando uma outra 1i-
nha de perfil, como mostra a figura 3.4-5. Este padrao pode ser denominado
de linha de perfil por colunas. Neste caso todos os coeficientes nulos ester
nos ficarao de fora da linha de perfil .

N.= i =
j 5 3=
g
N'i=5 b e ¥ 'T
] / |

N\
N
0

FIGURA 3.4-5 - Padrao com linha de perfil por colunas.

0 padrao com linha de perfil por colunas, como apresentado aqui
se adequa aos metodos apresentados, desde que se opere as expressoes adequada
mente . Para o metodo apresentado em 3.4 e mais adequado operar as expressoes
percorrendo as colunas, iniciando nas linhas dadas por Nj‘ Para o perfil sime

trico como o mostrado na figura 3.4-5 os valores de Ni para as linhas e igual
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a Nj para a coluna correspondente . Assim pode-se adotar o mesmo perfil para
o metodo apresentado em 3.2 que percorre .

Para o metodo de composicao apresentado em 3.4 as expressoes
(3.4-7) a (3.4-11) ficam
decomposicao :

U_Ij = a,ij - Z ukjlki ; 1=Nj+1 aNj+2’...j (3 .4“"18)

1

1]
—
1
oou

. oq 3 { -
U ) 5 TN N2 G- (3.4-19)
O

]ij TR aj'i K

onde ko = major valor entre Ni e Nj .

Aplicadas para j = 2,3.... n
Substituicao avante :

b,

H

Yy

j-1
Yi= by = 2oy Ty s JENpaNpe2, e (3.4-20)
k=k,

i

onde k0= maior valor entre Nb e Nj

sendo Nb a linha do primeiro coeficiente nao nulo do vetor independente.
retrosubstituicao :

=
"

. Ju. . 4-21

AL (3.4-21)

<lyi =Yg o- UiXy s i:Nj,Nj+1,...j-1 (3.4-22)
Aplicadas para j=n,n-1, .... 1

Note-se que houve uma alteracdo na sequéncia de operacoes, per
correndo-se, agora, as matrizes U e L por colunas (indice j). Quando Nj=j
as expressoes (3.4-18), (3.4-19) e (3.4-22) nao sao realizadas. E guando N, =i
os somatorios das expressoes (3.4-18),(3.4-19) e (3.4-20) nao sao realizados.

Note-se que os coeficientes das matrizes U e L sao calculados
apenas a partir do segundo nao nulo de cada coluna, pois o primeiro permanece
ra inalterado. 0s somatorios nestas expressoes somente iniciam quando os dois
fatores do produto sao coeficientes diferentes de zero .

Este esquema de solucao para matrizes esparsas evitara todas as
operactes desnecessarias se somente existirem coeficientes nulos externos .



38

Se existirem coeficientes nulos internos, e estes forem modificados para um
valor nao nulo durante o processo , ainda nao serao introduzidas operacoes
desnecessarias, porque estes coeficientes serao modificados antes de serem u
tilizados na modificacao de outroscoeficientes.

Entretanto, os coeficientes nulos internos situados em linhas on
de No= 1 nao serao modificados. Isto ocorre na linha 27 da matriz da figura
3.1-1, por exemplo. Neste caso algumas operacoes desnecessarias serao reali-
zadas. No metodo dos elementos finitos, como apresentado neste trabalho, a
condicao Ni igual a i significa que o grau de liberdade i esta conetado so
mente a graus de liberdade com numeracao superior. Se a malha for numerada
de acordo isto nao e muito frequente . Esta condicao , Ni=i, tambem ocorre
quando a equagao i tem apenas a incognita X; presente, e esta nao esta pre -
sente nas demais equacoes, como acontece na equacao 26. Neste caso toda a 1i
nha tem valores nulos, e isto acontece quando se introduz condicoes de con -
torno forcadas, tornando identidade a equacao correspondente e eliminando a
incognita ja conhecida das demais equacoes .

0 tratamento de coeficientes nulos internos normalmente nao e con
siderado, por ser de maior complexidade, e nao implicar em ganho adicional a
centuado para a maioria dos casos. Entretanto quando isto for vantajoso, po-

de-se usar metodo chamados de metodos esparsos, que geralmente otimizam

mais o armazenamento dos coeficientes. Existem diversos destes metodos  que
20,21,25-27,51

consideram a existencia de submatrizes nulas na matrizes
sao os mais utilizados.Por outro lado, existem algoritmos que resultam em u
ma renumeracac dos graus de liberdade, de modo a reduzir a um minimo o nume-
ro de coeficientes nulos e que permanecessem nulos, como o algoritmo referen
ciado por JENSEN?!
do e nao foram pesquisados para este trabalho. Note-se tambem que estes algo

. Estes algoritmos dependem do processo de solucao utiliza

ritmos podem diferir bastante daqueles para minimizacao de banda, e possTvgl
mente um meio termo entre os dois Lipos deve ser pesquisado .

0 numero de operagoes para os algoritmos com linha de perfil apre
sentados depende dos valores Nj e Mj para cada linha ou coluna, e estao apre
sentados no Anexo III. Quanto ao armazenamento somente o0s coeficientes entre
as linhas de perfil sao necessarios, nao se armazenando os coeficientes nu -
los externos. Neste trabalho isto sera estudado apenas para matrizes sime -
tricas (item 3.6).Entretanto muitas das ideias apresentadas neste trabalho

~ - : = y e 17«22
servem a solucao de matrizes esparsas nao simetricas L
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3.5 Matrizes esparsas simetricas

A maioria das matrizes geradas por aplicacao do metodo dos elemen-
tos finitos sao simetricas. E muito simples levar em conta a simetria nos
algoritmos de solucao apresentados.

No metodo de eliminacao, tem-se que, a cada passo realizado, a
submatriz dos coeficientes a?j abaixo da linha k e simetrica. Niao sera, en-
tao necessario calcular uma das partes, superior ou inferior. Para matrizes
nao esparsas, tambem denominadas matrizes cheias, tanto faz qual parte tri-
angular seja calculada, e e usual se calcular a parte superior 4. 0 mesmo
pode-se fazer para matrizes banda. Para isto basta alterar a variacao do
indice j nas expressoes (3.2-5) e (3.4-2) para iniciar em j=i. E nas expres-
soes (3.2-5) e (3.2-7), assim como nas expressoes (3.4-2) e (3.4-4), tem-se
que substituir o coeficiente a$£1 pelo seu simetrico at;1. Tambem e comun
se pensar em calcular, com o método de eliminacao, a parte superior para
matrizes esparsas simetricas com linha de perfil por linhas. Mas, observan-
do-se a fiqura 3.4-4, nota-se que se calcularmos a parte inferior, realiza-
remos menos operacoes. Para isto basta alterar a variacao do indice j na
expressao (3.4-13), fazendo-o terminar em j=i. E na expressao (3.4-12) tem-
se que substituir at31 pelo seu simetrico a§£1.

0 numero de operacoes para o metodo de eliminacao de matrizes si-
metricas banda e n®(3k%2k?)/6-n? (4k-3k?)/2-5nk/6, sendo k=m/n igual a razao
entre o comprimento da semibanda e a ordem da matriz. Portanto temos uma
reducao da ordem de 50% nas operacoes. Para matrizes cheias simetricas o
numero de operacoes e n®/6+n2-7n/6. Para matrizes esparsas com linha de per-

fil por linhas o numero de operacoes depende de N1 g Mi’ para cada linha.

No metodo de decomposicao, quando a matriz A e simetrica, esta

pode ser decomposta em 4

A=LEDL (3.5-1)

onde D € uma matriz diagonal de ordem n. Se adotada a mesma hipotese do
item 3.3, isto e, 111=1’ obtem-se a mesma matriz L que anteriormente, e a
matriz D contera a diagonal da matriz U. Este metodo e conhecido por Tripla
Decomposicao ou Fatorizacao. Por outro lado, se adotada a matriz D como

igual a matriz identidade, isto €, d..=1, obtem-se o chamado metodo de

11
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Cholesky. Este método requerea operacoes da raiz quadradaQF, e a quantidade
de produtos um pouco inferior a tripla decomposicao .

A solucao do sistema de equacces se obtem por substituicao avante
em

t

ty-s (3.5-2)

e , em sequida , por retrosubstituicao em

[
[ e

X=Y (3.5-3)
De acordo com o exposto acima, para a tripla decomposicao teremos

g o= U s ho
d‘]J U s (3.5-4)

Uiy = dii ]1j (3.5-5)

E as matrizes L e D , para matrizes banda, serao obtidas pora? (com
parar com as expressoes (3.4-7) a (3.4-11))

. i
i T o Tki Ykklks (3.5-6)
0]
2 ; i-1
hig = (355 = L Tyq dyg Tyg)s 1=dgttsnens 31 (3.5-7)
L ey k=Jg

onde o= maior valor entre (j-m+1) e 1
Aplicadas para j = 2,3,... n

Observe-se que a sequencia de obtencao da matriz L e por colunas, di
ferentemente do que sugere-se na referencia 47, apenas por ser mais adequado a
consideracao de exparsidade , como abordado mais adiante .

As expressoes para a solugao (substituicoes) sao como a seguir :
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substituicao avante:

Jj-1

w2 B = ¥ ! . T A N, 3.5-8

¥y = Dy s Y Vis J n ( )
0
onde jo = maior valor entre (j-m+1) e 1.
retrosubstituicao:

.= y./d.. - I 3.5-9
Ny 5 Wgltha J n ( )
X; = Xy - 113 X 1= JO,JO+1,...,j—1 (3.5-10)

onde jo = maior valor entre (j-m+1) e 1.
para j=n,n=1,...,2
Pode-se tambem utilizar a parte inferior da matriz A, se for
adotada , a0 inves da expressao (3.5-1), a expressao (3.5-11), como
na referencia 47, conduzindo a expressoes similares,

A=LDL (3.5-11)

0 numero de operacoes realizadas na tripla decomposicao e
n3/64n2/2+3n/2 para a decomposicao e n?-2n para as substituicoes, num
total de n3/6+3n2/2-n/2 operacoes (ver Anexc I11).

No entanto as expressoes (3.5-6) e (3.5-7) n3o sao de aplicacao
direta recomendada, mas sim com modificacoes propostas por MONDKAR e PONELL3§

A modificacao consiste em se realizar a divisao por dis, na expressao (3.5-7).

14
apenas durante o calculo de djj’ pela expressao (3.5-6). Ficamos entao com
as sequintes operacoes

i-1

jl ; 25 .

ai5 = 845 - k— 1k1 akj ,1_JO+1,...,J—1 (3,5-12)

{ 0
d.. =a,., - : akf11 v (3.5-13)
h 0 i S =iy ki k]

onde Tk = ak /dgk (3.5-14)

sendo que a expressao (3.5- 14) e efetuada junto com a (3.5-13), e o coe-
k-1

ficiente 1kj pode ocupar a posicao de memoria de akj , assim que o produ-
to na expressao (3.5-13) seja calculado,
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Estas operacoes de decomposicao sao chamadas de Reducao de Crout

2 e tem numero de operacoes igual ao do metodo de eliminacao . Para matri-

zes banda simetrica temos, para a decomposig¢ao n?(3kz-k*)/6+n?(k?/2-k/2) -
nk/6 operacoes, e para as substituicoes n?(2k-kz)+n(k-2). Para as matrizes
chejas simétricas tem n*/6-n/6 e n2-n , respectivamente (ver Anexo III).

Para matrizes esparsas com linha de perfil por colunas pode-se
usar a Reducao de Crout, sendo necessario apenas a parte superior da matriz
A. Para isto, modifica-se as expressoes (3.5-12) a (3.5-14) , e (3.5-8) a
(3.5-20) de acordo com o que foi feito no item 3.4. Entao teremos

Decomposicao: i1

i-1 k-1, . .
B EHpy - kik Tys s ]-Nj+1,Nj+2,...J-1 (3.5-15)
0
onde k = maior valor entre N. e N.
0 i) i 5
T SO (3.5.16)

dis s i
JJ JJ o kj kj
kﬁNj

k71

Substituicao avante :
¥y = by
j-1 _
Yy = bj“k:ko Y Tig 3 3=MyrToNg#2,.0n (3.5-18)

onde ko = maior valor entre Nb e Nj

sendo Nb a coluna do primeiro coeficiente nao nulo do vetor independente.

retrosubstituicao :
Xj = yJXdJJ : j:Nb,Nb+1,... n (3.5-19)
xi =xi"11j Xj : 1=Nj,Nj+1,... J=1 (3.5-20)

Aplicada para j=n,n-1,....1

0 numero de operacoes realizadas na Reducao de Crout para matriz
esparsa com linha de perfil por colunas depende dos valores Nj’ para cada
coluna, e estao apresentados no Anexo III. Quanto ao armazenamento na me-
moria, pode-se obter economia consideravel nao se armazenando os coeficien
tes nulos externos, como se vera no item seguinte. A linha de perfil por co
Tunas para matrizes simetricas tambem e conhecida por Tinha "skyline".
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3.6 - Armazenamento da matriz dos coeficientes

3.6.1 - Armazenamento em memoria primaria

Considerando a matriz dos coeficientes simetrica, e com padrao de
esparsidade conhecido, e de acordo com os algoritmos de solucao vistos em
3.5, tem-se que e suficiente armazenar na memoria os coeficientes de uma das
partes triangulares, inferior ou superior, e apenas aqueles que nao sSao nu-
los, ou que se tornam nao nulos durante o processo de solucao.

Foram vistosanteriormente os diversos tipos de padroes de distri-
buicao para os coeficientes nao nulos, e na figura 3.1-1 mostrou-se uma ma-
triz esparsa tipica, na qual pode-se assinalar um comprimento de semibanda
m, para alem do qual so existem coeficientes nulos.

Por outro lado, a maioria dos computadores pode tratar de matrizes
como arranjos de uma dimensao (Nx1), ou duas dimensoes (NxN). Surgem, assim,
varios esquemas de armazenamento, que procuram nao armazenar o maior numero
de coeficientes nulos externos, isto e, coeficientes nulos que nao sao modi-
ficados durante a solucao. Para matrizes simetricas, exemplificada com a da
figura 3.1-1, tem-se os seauintes esquemas de armazenamento:

(1) retangular por linhas. Arranjo nxm, como mostra a figura 3.6-1.

(2) retangular por colunas. Arranjo mxn, como mostra a fiqura
3.6-2.

(3) armazenamento compactado por linhas, somente da parte superior.
Arranjo unidimensional de comprimento variavel.

(4) armazenamento compactado por colunas, somente da parte supe-

rior. Arranjo unidimensional de comprimento variavel.

L_] r//jp\\coluna i

<+— 1inha i

+—1inha j

7

d.—m-—-—i-

FIGURA 3.6-1 - Armazenamento retanoular por linhas
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- n >

l LHHJ'_'E_

| AN
coluna j + \‘1inha j

Tinha 1

FIGURA 3.6-2 - Armazenamento retangular por colunas.

0 esquema (1) tem sido o mais uti]izadoa’sy

, porque e facil implan-
tacdo e e conveniente se pensar em termos de uma equacao por linha. Para ma
trizes esparsas, entretanto, os esquemas compactos tem obvias vantagens para
solucdo em memoria primaria, visto que utilizam estritamente o espaco necessa
rio aos valores indicados pelo perfil da matriz decomposta L. A escolha do es
quema a ser usar depende do algoritmo utilizado e da forma de acesso a pala-
vra do computador . Preferencialmente, o algoritmo utilizado deve ter em con-
ta a forma de acesso do computador .

Para o algoritmo de decomposicao em que se percorra a matriz por cc
Tunas, os esquemas {2) e (4) sao os mais adequados . Considerando a questao
de reducdo de ocupacdo de memdoria, 0 esquema (4) e mais conveniente que o es
quema (3), pois o esquema compacto por colunas geralmente requer menos memo -
ria que o esquema por linhas , porque coeficientes nulos no meio de uma Tinha
podem nao ser armazenados , caso acima deles - isto e, na mesma coluna - SO e
xistam coeficientes nulos, como foi visto em 3.4 .

Entende-se por montagem da matriz dos coeficientes o calculo, € o0
armazenamento na estrutura de dados, de cada coeficiente nao nulo desta ma-
triz . Para cada um dos esquemas de armazenamento descritos acima, a matriz
dos coeficientes, representando as caracteristicas de comportamento do siste
ma que se esta resolvendo, pode ser montada observando-se que a posicao do
coeficiente 35 > i < j, da matriz quadrada (figura 3.1-1) € como segue
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(1) Vinha = i, coluna = r = j-i+l

(2) 1inha = r = m+i-j, coluna = j
(3) posicao = j-i+1 + 1f1 Cy
k=1
B J
(4) posicao =i - j+35 L
k=t K

0s coeficientes com i> j nao sao armazenados. Os valores Ck e
Lk devem ser calculados anteriormente a montagem da matriz na forma com-
pactada. 0 valor Ck e o numero de coeficientes que contem a linha k da
matriz L a partir do coeficiente da diagonal principal ate o ultimo nao
nulo, inclusive ambos. Lembrando que um coeficiente nulo da matriz A,
mesmo que fora da banda da sua linha, e transformado em nao nulo se esta
na "sombra" de alguma linha acima. Os valores Ck podem ser obtidos por
Mk-1+1, onde Mk sao os valores definidos no item 3.4, para o perfil por
Tinhas.

0 valor Lk e o numero de coeficientes na coluna k, entre o pri-
meiro nao nulo e o da diagonal, inclusive ambos. Os valores Lk sao iguais
a k-Nk+1, onde Mk sao os valores definidos no item 3.4, para o perfil por
colunas.

0s esquemas (1) e (2) podem ser usados, tanto para padrao ban-
da, quanto para linha de perfil. 0 total de posicoes necessarias para
armazenar toda a matriz em memoria primaria e igual a n m para os esque-
mas (1) e (2), e iqual a soma dos Ck( para k=1,2,...n) para o esquema (3),
e igual a soma dos Lk( para k=1,2,...n) para o esquema (4),

Entao, para o esaquema (4), de armazenamento compactado por co-
Tunas, um arranjo unidimensional e utilizado. As colunas sao armazenadas
em sequencia, a partir da primeira, e sao armazenados apenas os coeficien-
tes nao nulos, conforme o esquema de Tinha de perfil por colunas apresen-
tado no item 3.4. 0 apontamento dos coeficientes no arranjo unidimensional
e facilitado por um conjunto de enderecos que indicam a posicao do coefi-
ciente da diagonal principal de cada coluna. Estes valores sao obtidos a
partir dos valores Lk’ por

-

end(a.. )k

s (k-Nk) . (3.6.1-1)

Lk:

- oo
A g S

=1 =1
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3.6.2 - Armazenamento com memoria secundaria

Para a solucao de grandes sistemas rapidamente ccorrerd que a matriz
dos coeficientes nao cabera na memoria principal, primaria, do computador. Sur
ge entdo a necessidade de se utilizar de alguma forma de arquivos em memoria
secundaria (fita ou disco magnetico), de acesso mais lento, para armazenar a
matriz dos coeficientes . Durante a modificacao da matriz, e solugao das equa-
coes, uma parte dos dados e transferida para a memoria primaria, e sobre estes
dados sao realizadas as uperacoes aritmeticas necessarias

J3 ha bastante tempo tem-se algoritmos desenvolvidos para este tipo

6,11,21,57 e de um modo geral estes utilizam os metodos

de decomposicdo como apresentados aqui ou com a tecnica de solucao fronta119 .
Os algoritmostaseados no metodo de decomposicao diferem de forma fundamental

apenas no modo de gerenciamento dos dados em memoria secundaria. E para a solu
cao de grandes sistemas de equacoes a diferenca no tempo de processamento sera

substancialmente na transferencia de dados entre as memorias . Note-se que

de solucao de equacoes

“grandes sistemas" aqui abrange os sistemas cuja quantidade de dados € grande
em relacao a memoria primaria disponivel. Portanto, e um conceito totalmente
dependente do equipamento utilizado

Diversoso algoritmos ja foram propostos para gerenciar os dados em
memoria secundaria, desde os mais simples, que operam com blocos da matriz dos

coeficientes6’21’28’31’34’40’44’4?, aos mais complexos que realmente gerenciam

20,25,2?,51, 0s

, € 0 que utilizam também o conceito

os dados, entre os quais os gerenciadores da matrizes esparsas
com otimizacio de fluxo de dados *3%:%7

de subestrutura ou unidades 42’43’45’52.

Neste trabalho utilizamos os esquemas de subdivisao em blocos, por
sua grande simplicidade e satisfatoria eficiéncia43, como sera mostrado . E im
portante crer-se que para uma utilizacao mais frequente necessita-se pesquisar
melhor o problema da transferencia de dados, sendo inevitavel conhecer-se 0
dispositivo de memoria secundaria utilizado, o gerenciador de memdria virtual
do computador, caso tenha; e desenvolver procedimentos de transferencia com pa
rametros baseados nas caracteristicas destes dispositivos .

0 esquema de divisao da matriz em blocos € bastante obvio para o me-
todo mostrado em 3.2 . A divisao e feita diretamente na matriz dos coeficien -
tes ; com cada bloco contendo um determinado numero de linhas. Uma particao
correspondente pode ser adotada para os vetores independentes. Os blocos  po
dem ter tamanho fixo , em numero de equacoes, como mostra a £y
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gura 3.6-3, tal como usado por WILSON et a1>?, BROOKS e BROTTON® e outros
pesquisadores. Esta forma de particao se adequa melhor ao esquema de arma-
zenamento retangular por linhas. Alternativamente o tamanho de bloco pode

ser fixado em numero de colunas no bloco, como mostra a figura 3.6-4, tal

como usado por JENSEM e PARKS21 e outros pesquisadores.

Os blocos podem ser formados utilizando os esquemas de armazena-
mento compactado, Neste caso o tamanho do bloco e fixado em posicoes de me-
moria e o numero de equacoes existentes no bloco & variavel34.

Em todos estes casos, a memoria disponivel limitara o tamanho dos
blocos, e o tamanho dos problemas analisados e limitado a que pelo menos
duas equacoes estejam na memoria ao mesmo tempo. Mos algoritmos
que separam a matriz em submatrizes, ou unidades esta limitacao se refere a
duas unidades, ou submatrizes. E obvio que para uma mesma quantidade de me-
moria principal, o esquema compactado resultara em menor, ou no maximo o
mesmo, numero de blocos para a matriz.

Apesar de o armazenamento compactado resultar em menos operacoes
aritmeticas,para grandes sistemas de equacoes este ganho € bem menos sensi-
vel que o devido as transferencias de dados entre as memorias. Meste caso
um esquema eficiente de transferencia resultara em mais aanho que a compac-
tacao, que realmente e mais vantajosa para sistemas que sao resolvidos total-

mente em memoria primaria.

matriz dos coeficientes vetores independentes

FIGURA 3.6-3 - Divisao em blocos por linhas.
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matriz dos coeficientes vetores independentes

FIGURA 3.6-4 - Divisao por blocos em colunas.

A matriz dos coeficientes pode ainda ser armazenada atraves de um
esquema esparso, isto e, que armazena apenas submatrizes nao nulas, e subma-
trizes s3ao transferidas entre as memorias. Devido a complexidade do cerenci-
amento dos dados nesta forma, esta somente & utilizada quando e bastante van-
tajosa e se dispoe de tecnicas eficientes 20:26,27,31

A questao da eficiencia na transferencia de dados depende de dois
aspectos distintos, quais sejam, a forma como se projeta o alaoritmo de so-
Tucao, e a forma de transferencia da memoria secundaria. Para os esquemas em
blocos, o primeiro aspecto diz respeito a como se opera com os blocos nas
operacoes sobre a matriz dos coeficientes e na solucao das equacoes. Muitos
algoritmos diferentes tem sido utilizados e basicamente operam da seauinte
forma. A memoria primaria disponivel para a matriz e separada em duas par-
tes igquais. Os blocos da matriz estdo em arquivo em dispositivo secundario
de armazenamento. Nas operagoes sobre a matriz sempre dois blocos estao na
memoria simultaneamente, um designado de bloco principal e o outro de bloco
subordinado. Com dois blocos na memoria as operacoes aritmeticas sao reali-
zadas. 0 restante da memoria e usado para os vetores independentes. Desta

forma as operacoes sao feitas sucessivamente em todos os blocos.
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0 seoundo aspecto diz respeito a forma de acesso aos arquivos em
memoria secundaria, Este pode ser sequencial ou direto (aleatorio). Qual e
a melhor depende da sequencia de operacoes de leitura e gravacao sobre o0s
dados, definida pelo algoritmo de solugao. Meste trabalho adotou-se acesso
aleatorio, exceto, apenas, para os arquivos que realmente sejam acessados
em sequencia. Quanto aos arquivos de acesso aleatorio, deve-se conside-
rar a utilizacao de parte da memoria primaria para a transferencia dos dados,
parte esta que e denominada usualmente de "buffer". Isto pode ser feito pa-
ra otimizar a relacao quantidade de dados transferidos por numero de leitu-
ras, e normalmente e usado para discos magneticos, sendo seu dimensionamen-
to dependente do sistema usado. Para utilizacao mais frequente, um melhor

uso dos arquivos aleatorios deve ser pesquisado39

3.7 - Algoritmos de solucao com memoria secundaria

3.7-1 - Armazenamento retangular

Conforme o exposto no item anterior, baseado nos esquemas das
figuras 3.6-3 ou 3.6-4, um algoritmo de solucao com o metodo de eliminacdo
e facilmente obtido,notando-se que quando um determinado bloco esta na memo-
ria primaria podemos realizar a eliminacao da parte inferior da matriz para
as equacoes deste bloco, aplicando as expressoes (3.2-4) a (3.2-7), ou as
suas modificadas para matrizes esparsas. Este bloco sera chamado de bloco

principal. E para a eliminacao nas equacoes dos blocos seauintes, que esti-
verem na "sombra" de equacoes do bloco principal, necessitamos de coeficien-
tes do bloco principal. Estes blocos serao chamados de blocos subordinados,

e serao trazidos a memoria primaria para a eliminacao.

Para matrizes banda, teremos um procedimento de eliminacac ou tri-
angularizacao da matriz como a sequir; onde: m & o comprimento da semibanda;
E indica o bloco principal, que contem as equacoes q a r, num total de b
equacoes; s indica o numero total de blocos; e 2 indica o bloco subordinado,
iniciando com 2=k+1. Neste caso 0s blocos sao de tamanho fixo (b equacoes),
conforme a fiqura 3.6-3.

Procedimento para solucgao:
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1. Transfere o primeiro bloco para a memoria primaria. E o primeiro bloco
principal (k=1).

2. Elimina a parte inferior das equacoes q+1 a r do bloco principal, apli-
cando as expressoes (3.4-1) e (3.4-2) para k iniciando em q ate r-1, e
ko = menor valor entre k+m-1 e r. Altera-se as equacoes correspondentes
nos vetores independentes, expressoes (3.4-3) e (3.4-4),

3. Copia o bloco principal para arquivo (memoria secundaria).

4. Se este e o ultimo bloco (E:s), encerrada a eliminacao.

5. Transfere o proximo bloco para a memoria primaria. E o primeiro bloco
subordinado (f=k+1).

6. Elimina as incognitas q+1 a r nas equacoes do bloco subordinado, apli-
cando as expressoes (3.4-1)e (3.4-2) parahi iniciando no maior valor
entre q+b(2:2)—m+1 e q, ate r, e i variando de q+b(2-K) ate ko’ sendo
k0 = menor valor entre k+m-1 e r+b(2-k). Altera as equacoes correspon-
dentes nos vetores independentes, expressoes (3.4-3) e (3.4-4).

7. Transfere o bloco 2 (subordinado) para arquivo. Se este e o ultimo bloco
(2=s), vai-se ao passo 9.

8. Se a equacao r+m-1 pertence ao bloco £, isto e, se r+m-1 e menor que
r+b(2-k), nao ha mais blocos subordinados ao bloco k. Meste caso vai-se
ao passo 9. Em caso contrario, transfere o proximo bloco (& incrementa-
do de 1) para a memoria primaria,e retorna ao passo 6. Este e o novo
bloco subordinado.

9. Transfere o proximo bloco (K incrementado de 1) para a memoria primaria,

e retorna ao passo 2. Este & o novo bloco principal.

Esquematicamente tem-se o procedimento na figura 3.7-1. Neste ca-
so as expressoes (3.4-1) a (3.4-4) devem ser modificadas para simetria (ver
item 3.5). Observe-se que a excecao do primeiro bloco, os demais quando se
tornam blocos principais ja estao parcialmente modificados; portanto quando
um bloco subordinado & transferido para arquivo, substitue o bloco original.
Para 0s arquivos de acesso sequencial, esta substituicao, apos a leitura do
bloco, implica em uma operacao de retorno ("basckspace"), e neste caso &
mais conveniente usar-se arquivos de trabalho que conterao os blocos subor-
dinados modificados (passo 7)5% . Desta forma o arquivo com a matriz origi-
nal sera de leitura sequencial. Tambem um alguns computadores, um retorno
apos uma leitura, em arquivos sequenciais, e uma operacao nao executavel.

Se um novo arquivo for criado para conter a matriz modificada, L, este con-
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tera os blocos principais modificados (passo 3) e sera de aravacao sequencial.

matriz dos coeficientes vetores

independentes
m B
== blocos ja reduzidos

!

NI 7’

-
\ \ (2)
q+b 4 =
NN
r+bi

NN

(1) Bloco principal (E); coeficientes modificados no passo 2;
(2) Bloco ja modificado: proximo bloco principal;

(3) Bloco subordinado (2): coeficientes modificados no passo 6;
(4) U1timo bloco subordinado.

FIGURA 3.7-1 - Esquema para eliminacao em blocos.

0 numero de blocos subordinados a cada bloco depende da semibanda
das equacoes dos blocos, e pode ser constante, quando a semibanda e constan-
te no bloco, ou depender do bloco para os esquemas com semibanda variavel
(banda por blocos ou linha de perfil). Cada bloco deve conter pelo menos uma
equagao. Para semibanda o numero de leituras, aue é icual ao de aravacoes,
em arquivo, e iqual a s(t+1)-(t2+t)/2, onde t e o numero de blocos subordi-
nados por bloco. Cada bloco quande modificado e transferido para arauivo.
Este esauema e muito conhecido e foi proposto por diversos autores® 21,31

32,840,944 inclusive utilizado na rotina SESOL do conhecido proarama SAP TV 5

5? com o esquema de semibanda em armazenamento retanaular.



Pode-se adotar este esquema por blocos, tambem para os alaoritmos
de solucao por decomposicao. No entanto, uma modificacao importante pode ser
feita levando-se em conta que nos algoritmos de decomposicao apresentados
(ver 3.3 a 3.5) cada coeficiente e modificado, devido aos anteriores, em
uma unica expressao, ou passo. Esta modificacao foi proposta nor RECUERO e
GUTIERREZ@d, e torna o algoritmo bem mais eficiente. Nesta forma, o bloco
principal passa a ser o que tem coeficientes que estao sendo modificados. 0
bloco principal uma vez transferido para a memoria primaria so e transferi-
do de volta para arquivo apos estar com todos os coeficientes modificados. C
numero de leituras em arquivo € icual ao do alaeoritmo anterior, mas o numero
de oravagoes e drasticamente menor, sendo iaual a s ( numero de blocos). 0
total de transferencias fica sendo s(t+2)-(t?-t), onde t & o numero de blo-
cos subordinados a cada bloco principal. Esta modificacao pode ser adotada
tanto com o metodo de decomposicao como com o de eliminacao. Aqui usamos com
o metodo de decomposicao, para matrizes banda simetricas, expressoes (3.5-6)
a (3.5-10), ja considerando a divisao em blocos por colunas (ver fiaqura 3.6-4).
Portanto q e r indicarao as colunas do bloco principal. 0 procedimento de
solucao, entao seria:

1. Transfere o primeiro bloco para a memoria primaria. E o primeiro bloco
nrincipal (k=1). Vai ao passo 5. B

2. Tranfere o primeiro bloco subordinado (2=k-t) para a memoria primaria.

3. Modifica os coeficientes do bloco principal, colunas q a r, devido aos
coeficientes do bloco subordinado, 1inhas q-b(k-2) a r-b(k-¢). Para isto,
aplica-se as expressoes (3.5-6) e (3.5-7), e a expressao (3.5-8) aos blo-
cos dos vetores independentes correspondentes. Se este € o ultimo bloce
subordinado (2=k-1) salta para o passo 5.

4. Transfere o proximo bloco subordinado (incrementa £ de 1) para a memoria
primaria e retorna ao passo 3.

5. Modifica os coeficientes do bloco principal, colunas q+1 a r, devido aos
do bloco principal, linhas q a j-1, aplicando as expressoes (3.5-6) ' a
(3,5-8).

6. Transfere o bloco principal (k) para arquivo em memoria secundaria. Se este
e o ultimo bloco (k=s) a decomposicao esta encerrada. Em caso contrario
transfere o proximo bloco (incrementa k de 1) para a memoria principal.
Este e o novo bloco principal. Retorna ao passo 2.

Esquematicamente tem-se o algoritmo na fiaura 3.7-2, onde também
esta mostrada a influencia de cada bloco subordinado no bloco principal
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(1) bloco principal:

renioes: A - modificada devido ao bloco subordinado (4):
modificada devido ao bloco subordinado (3):
modificada devido ao bloco subordinado (2);

modificada devido aos coeficientes das reaioes A,B e C.

B
C
D

FIGURA 3.7-2 - Esquema para decomposicao em blocos modificado

Para os vetores independentes uma divisao em blocos equivalente a
da matriz dos coeficientes foi adotada, como pode ser visto nas fiauras 3.7-1
e 3.7-2. Um bloco dos vetores independentes e transferido nara a memoria pri-
maria junto com o correspondente da matriz, podendo estar no mesmo arquivo,
ou em outro. Mormalmente os vetores independentes estao em outro arquivo, por_
que sao montados em separado. MNeste caso a decomposicao dos vetores e feita

simul taneamente com a da matriz, e a memoria disponivel deve comportar dois
blocos da matriz e dois dos vetores independentes. “as a decomposicao dos
vetores pode ser feita apos a da matriz, quando entao seriam necessarios dois
blocos dos vetores e um bloco da matriz de uma vez na memoria, como mostra a
fiqura 3.7-3. Um bloco da matriz ocuparia metade da memoria disponivel, e o
restante seria para os dois blocos dos vetores, um principal e o outro subor-
dinado. 0 numero de vetores independentes que podem ser resolvidos simulta-

neamente e limitado, entao, para que dois blocos ocupem metade da memoria dis-
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ponivel, sendo que normalmente este numero e bastante grande. Neste esquema,
em um passo, mantem-se um bloco da matriz na memoria primaria, junto com o
bloco principal, e todos os blocos subordinados afetados sao modificados, um
de cada vez.

— ———

2) | bloco princinal

blocos subordi-
nados

(1): bloco da matriz necessario para a modificacao dos blocos
subordinados devido ao bloco principal (2).

FIGURA 3.7-3 - Esquema para decomposicao dos vetores independen-

tes em blocos.

Entretanto os vetores independentes qeralmente possuem bem menos
colunas do que o permitido no esquema anterior, de modo que dois outros es-
quemas podem ser adotados. 0 primeiro consiste em armazenar na memoria pri-
maria todos os blocos subordinados dos vetores, necessarios em cada passo
(ver figura 3.7-3). Esta restricao nao se torna muito severa para 0S CasoS
normais, e tambem foi adotada na rotina SESOLZ,"4 . A montanem da matriz e
dos vetores deve ser realizada de modo a garantir a condi¢ao acima. Este
leva a bem menos transferencias que o anterior.

Un sequndo esquema pode considerar que um ou mais vetores comple-
tos estejam na memoria primaria. E a cada passo da decomposicao dos vetores,
todas as linhas destes seriam modificadas de acordo com o bloco da matriz e-
xistente na memoria primaria. Meste esquema o numero de equacoes do sistema &
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1imitado a que pelo menos um vetor independente esteja na memoria primaria,
junto com um bloco da matriz, o que tambem nao & uma restricao muito severa.

Para a retrosubstituicao nos vetores independentes, qualquer um
dos esquemas descritos para a substituicao avante pode ser adotado. Em cada
passo teremos na memoria primaria um bloco da matriz dos coeficientes. Ma
retrosubstituicao a ordem das operacoes e inversa, sendo que o primeiro blo-
co principal sera o ultimo bloco dos vetores independentes, junto com o ul-
timo bloco da matriz.

Consideremos dois exemplos como comparacao entre os esquemas a-
presentados, quais sejam: (a) substituicao avante nos vetores independentes
simultanea com a reducao da matriz; substituicao nos vetores independentes
apos a reducao da matriz,com (b) dois blocos dos vetores independentes na
memoria primaria; (c) em cada passo, todos os blocos de vetores subordi-
nados na memoria primaria simultaneamente e (d) os vetores independentes
completos na memoria primaria. Como primeiro exemplo, seja um sistema de
900 equacoes (n) e semibanda igual a 150 (m), para uma memdoria primaria
disponivel de 40000palavras, portanto cerca de 3 vezes menor gue a memo-
ria necessaria (135.000). Sendo bo numero de equacoes por bloco da matriz,
s 0 nimero de blocos, p o numero de vetores independentes que podem ser
resolvidos simultaneamente, e t o numero maximo de blocos subordinados a
um bloco principal, teremos,para os quatro esquemas (os resultados estao
apresentados na tabela 3.7-4),

a) b(m+p) <20.000

b) bm - 20.000
bp + 20.000 + p=m
c) bm - 20.000

t = menor inteiro -~ m-1
b

s
t+1
d) bm <20.000
pn <20.000

Em um segundo exemplo tomemos o mesmo sistema de equacoes (900x150),
com uma memoria primaria disponivel de 20.000 palavras. 0s resultados
estao na tabela 3.7-5
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n = 900, m=150, memoria=40.000

esquema | numero de equacoes | numero de | numero de vetores
por bloco (b) blocos (s) | independentes (p)
(a) 129 7 4
117 8 20
100 0 50
(b) 133 7 150
(c) 133 7 50 (t=3)
(d) 133 7 22

TABELA 3.7-4 - Comparacao entre os esquemas de solucao com
memoria secundaria. exemplo 1

n = 900, m=150, memoria=20,000

esquema [nimero de equacoes | numero de | numero de vetores
por bloco (b) blocos (s)| independentes (p)
(a) 64 14 6
60 15 16
56 _ 16 28
(b) 66 | 14 150
(c) 66 Y 37 (t=3)
(d) 66 14 ¥

TABELA 3.7-5 - Comparacao entre os esquemas de solucao com

memoria secundaria. exemplo 2

Outros algoritmos foram desenvolvidos, que nao utilizam uma
divisao estabelecida na matriz, e a transferencia de dados e feita equa-

cao por equac5039’44’46

. Nestes casos a memoria utilizada pode ser toda
a disponivel, como para os algoritmos chamados de "slidding b1ocks"46, ou
fixada em funcao da largura de semibanda, por t.m, onde t e uma constante
(constante de memoria), podendo ser menor ou igual a 1, como usado por
PAUSg, ou maior que 1. Quando a constante de memoria e maior que 1, as
equacoes que influenciam na Ultima equacao que foi transferida para a

memoria estao todas na memoria principal. SORIANG' ainda desenvolveu
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um algoritmo em que a influencia de um grupo de equacoes sobre o proximo
do grupo e aplicada de forma acumulativa, isto e, os coeficientes que
irao subtrair no proximo grupo sao calculados e mantidos nas posigoes on-
de serao lidos, e acumulados, os proximos coeficientes. Um gqrupo de equa-
coes ocupa todo o espaco de memoria disponivel.

3.7.2 - Armazenamento compactado

3.7.2.1 - Introducao

Neste item descreve-se em detalhes um dos esquemas de solugao
com memoria secundaria dos apresentados no item anterior, utilizando
o armazenamento compactado. Neste esquema a memoria disponivel sera usa-
da para conter dois blocos da matriz dos coeficientes, durante a reducao,
e um bloco da matriz com os varios blocos dos vetores independentes neces-
sarios em cada passo, durante as substituicoes. A matriz dos coeficientes
e armazenada de modo compactado por colunas, como visto no item 3.6.1 (es-
quema tipo 4). 0s blocos da matriz possuem numero de colunas variavel e
necessario para que ocupem metade da memoria primaria disponivel. Os ar-
quivos utilizados em dispositivo de memoria secundaria sao de acesso di-
reto (aleatorio), e observacoes sao feitas para uso de acesso sequencial,
usado por MONDKAR e POMELL>Y. 0 registro do arquivo com a matriz dos coe-
ficientes contem um bloco da matriz, com os coeficientes armazenados por
colunas. 0 registro contem tambem, na parte final, os enderecos dos coe-
ficientes das diagonais de cada coluna (ver expressao 3.6.1-1).

Para exemplificar o procedimento de solugao, seja a matriz de
coeficientes da figura 3.7-6. A memoria disponivel e de 60 palavras. Na
figura 3.7-6 tem-se a divisao de blocos, e a indicacao dos blocos subor-
dinados a cada bloco principal tem-se na tabela 3.7-8. 0 nlimero de veto-
res independentes analisados simultaneamente e igual a dois, devido a que
caibam na memoria primaria um bloco principal e todos os seus subordinados.
A quantidade de colunas necessarias aos grupos de blocos de vetores inde-
pendentes e indicada na tabela 3.7-8, e o maximo e 14, para os blocos 1,
2 e 3. Na fiqura 3.7-7 tem-se o registro do arquivo da matriz dos coefi-
cientes do bloco 2 (segundo registro), onde aparecem indicados os campos
dos coeficientes e dos enderecos das diagonais.
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FIGURA 3.7-6 - Divisao dos blocos da matriz. Exemplo.

1 - 15
1] 20 3] al 5] 6] 7] 8] ol10]11]12]13]14]15
16 17]18[19{20|21{22{23 | 4113]23

nosicoes 1 a 23: coeficientes

posicoes 28 a 30: enderecos do coeficiente da dianonal das col. 8,9,10

30

FIGURA 3.7-7 - Dados no registro 2 do arquivo com a matriz

dos coeficientes (bloco 2).

Bloco Principal numero de blocos total de
colunas subordinados colunas
1 7 - 7
2 3 . 10
3 s | 1,2 14
4 4 3 8
5 2 2,3,4 13

TABELA 3.7-8 - Caracteristicas dos blocos da matriz
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3.7.2.2 - Reducao da matriz dos coeficientes

Durante a reducao da matriz dos coeficientes, dois blocos da
matriz devem estar na memoria ao mesmo tempo, quais sejam o bloco princi-
pal e um bloco subordinado. Tres arquivos podem ser usados, como seque:

a) arquivo NMAT, que contem os blocos da matriz dos coeficientes.

b) arquivo NRED, que contem os blocos da matriz reduzida.

c) arquivo NPIV (auxiliar), que contem os blocos de coeficientes
diagonal principal, gerados durante o processo de reducao.

Cada bloco principal e trazido sucessivamente para a memoria, na
parte A da memoria, e reduzido. Para a reducao cada bloco anteriormente
reduzido subordinado ao bloco principal sera necessario na memoria. 0s blo-
cos subordinados sao trazidos sucessivamente para a memoria, na parte B, e
as operacoes de reducao sao efetuadas (expressoes 3.5-15 e 3.5-16). Para
matrizes esparsamente preenchidas e originarias de uma tipica numeracao de
malha de elementos finitos, um bloco principal p usualmente tera bem menos
que p-1 blocos subordinados. Os blocos subordinados ao bloco principal p
podem ser determinados pelo maximo numero de coeficientes nao nulos das

colunas do bloco principal, chamado de maxima altura efetiva. A altura e-

fetiva pode ser obtida dos enderecos do coeficiente da diagonal das colu-
nas.

Pelo esquema da figura 3.7-9 pode-se compreender que na modifi-
cacao dos coeficientes do bloco principal diversas regioes distintas sao
formadas. Os coeficientes de cada regiao sao modificados pelos coeficien-
tes de sua propria reqiao, das reqioes acima, e de um bloco subordinado,
diferente para cada regiao.

Desta forma, na modificacao dos coeficientes do bloco p (figura
3.7-9), tem-se duas fases distintas de aplicacao das expressoes (3.5-15) e
(3.5-16). Na primeira fase sao modificadas as regioes A e B, aplicando-
se a expressao (3.5-15), necessitando-se, entao, dos blocos subordinados
ao bloco p. A regiao A e modificada pelo primeiro bloco subordinado (s),
enquanto a regiao B pelos demais blocos subordinados. Na expressao (3.5-15)
os coeficientes aij e akj pertencem ao bloco principal, e o coeficiente
1ik a alqum bloco subordinado.

Na sequnda fase, sao modificados os coeficientes da regiao C,
aplicando-se as expressoes (3.5-15) e (3.5-16), necessitancdo apenas dos
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coeficientes do bloco principal. Entretanto a expressao (3.5-17) deve ser
aplicada junto com a (3.5-16) necessitando-se dos coeficientes dkk’ que
sdo coeficientes das diagonais dos blocossubordinados, que estao gravados
no arquivo auxiliar NPIV. Nesta fase, ao se modificar cada regiao (A e B)
deve-se ter na memoria o bloco do arquivo NPIV correspondente. E para mo-
dificar a regiao C, apenas o bloco principal e usado. Apos as modificacoes
na regiao C, o bloco p e gravado no arquivo NRED, e os coeficientes dkk
sdo gravados no arquivo NPIV. O arquivo auxiliar NPIV foi utilizado para
s¢ reduzir o numero de transferencias de dados, uma vez que,nesta fase ne-
cessita-se apenas da diagonal da matriz dos coeficientes.

0 processo de transferencia de dados para a reducao da matriz de
coeficientes com a divisao de bloco indicada na figura 3.7-6 esta esquema-
tizado na figura 3.7-10. No diagrama apresentado, cada operacao de trans-
ferencia € indicada por tres digitos, o primeiro referindo-se ao bloco

principal da matriz,e os outros dois ao numero de sequencia da operacao.
Por exemplo, o0s sequintes passos sao realizados para a modificacao do blo-
co Aq.

passo 1: 401

|

transfere A, para a memoria primaria.

passo 2: 402 - transfere A, reduzido (A3r) para a memoria prima-
ria e realiza as operagoes necessarias.

passo 3: 403 - transfere os coeficientes da diagonal de A3r (A3p)
para a memoria primaria e realiza as operacoes
necessarias. Bloco ﬂq esta reduzido.

passo 4: 404 - transfere ﬂq reduzido (A4r) para o0 arquivo para o
arquivo NRED,

passo 5: 405 - transfere os coeficientes da diagonal de A, (A4 )

p
para o arquivo NPIV,

Pode-se notar, pelo esquema da figura 3.7-10, que o arquivo NMAT
& acessado sequencialmente, nao necessitando ser de acesso direto. Ja os
arquivos NRED e NPIV, se forem de acesso sequencial, a cada novo bloco prin-
cipal, necessitam retornar ao inicio (REWIND), e talvez algumas operagoes
de leituras desnecessarias devam ser feitas, por exemplo, para o bloco Aﬁ’
cujo primeiro bloco subordinado e o A3r’ sendo que os A1r e A2r devem ser
pulados. Se a matriz dos coeficientes original puder ser perdida, NRED e
NMAT podem ser 0s mesmos arquivos.
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202
A1 101 102 b ﬁ1? 302
303
A 201 204
2 ===~ ‘&Zr 502
402
A3 301 306 A3r 503
A4 401 404 | ﬂqr 504
A 501 508
5 = ASr
MEMORIA PRIMARIA
__r_’I;1oc0 Prin- [_J
cipal
Bloco Subor-
dinado f——
203
103
A1p 304
304
205 AZD 505
403
307 A
3p 50
405
Aap 507
L_5C9, ﬂSp

FIGURA 3.7-10 - Operacoes de transferéncia para a reducao da

matriz de coeficientes.
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3.7.2.3 - Substituicao avante nos vetores

Durante a substituicao avante, ou reducao,dos vetores indepen-
dentes, pelo esquema adotado, devem estar na memoria primaria o bloco
principal, e todos os blocos subordinados (ver fioura 3.7-3), bem como o
bloco da matriz dos coeficientes correspondente ac principal. Tres arqui-
vos podem ser usados, como seque:

a) arquivo NRED, que contem os blocos da matriz reduzidos.

b) arquivo NLOAD, que contem os blocos dos vetores independen-
tes.

c) arquivo NSOL, que contera os blocos dos vetores independen-
tes parcialmente reduzidos.

Inicialmente o primeiro bloco de vetores independentes e trans-
ferido para a memoria, na parte A, e reduzido (expressao 3.5-18).Para is-
to, e necessario trazer o primeiro bloco da matriz para a memoria, na
parte B. Em sequida, o bloco de vetores e gravado no arquivo NSOL e um
novo bloco e trazido para a memoria primaria, e colocado nas posicoes
subsequentes ao bloco ja existente; este passa a ser o bloco principal.

0 novo bloco correspondente da matriz dos coeficientes e trazido para a
memoria (parte B). A reducao e feita, utilizando o bloco de vetores ja
existente na memoria (subordinado), se necessario. Apos a reducao o blo-
co principal e gravado no arquivo NSOL, permanecendo na memoria. E assim,
sucessivamente, um novo bloco de vetores principal e transferido para a
memoria primaria, nas posicoes ainda nao ocupadas (parte A). 0s blocos
anteriores, necessarios para a substituicao, ja estao na memoria. Ma par-
te B e colocado o bloco correspondente da matriz dos coeficientes. Se nao
houver espaco na memoria para transferir um novo bloco principal, os blo-
cos do inicio da memoria (parte A) sao eliminados, em numero suficiente
para que o novo bloco possa ser colocado no final da memoria.

Na figura 3.7-11 & apresentada a situacao da memoria primaria (
parte A), durante a substituicao avante no bloco 3 dos vetores independen-
tes. No final da parte A situa-se o bloco principal, e alem deste posi-
coes ainda podem existir para os blocos seauintes, antes de uma recoloca-
cao ser feita. No caso do bloco principal 3, o bloco 4 so podera ser
transferido com a retirada do bloco 1. A montacem da matriz de coeficien-
tes e dos vetores independentes deve ser realizada de modo que todos os
blocos dos vetores que se influenciam estejam na memoria primaria ao mes-
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mo tempo. Isto e feito de modo a evitar leituras do arquivo NSOL, o que
levaria a um grande numero de transferencias.

Um esquema de aplicacao da expressao (3.5-18) ao coeficiente
da linha j dos vetores independentes, pertencente ao bloco principal p,
e apresentado na figura 3.7-12. Nesta expressao o coeficiente y; per-
tence ao vetor v do bloco principal, o coeficiente Yy pertence ao vetor
v do bloco subordinado s e o coeficiente ]kj pertence ao bloco p da ma-
triz dos coeficientes. Assim, a expressao (3.5-18) e aplicada a todos os
]v vetores do bloco principal com o indice k variando do maior valor en-
tre q, Nj e Nb ate r, para o bloco s. Posteriormente, os demais blocos
subordinados sao considerados. E finalmente a expressao (3.5-18) e apli-
cada somente ao bloco principal,com k iniciando no maior valor entre v,
N. e Nb. Na aplicacao desta expressao o indice j varia do maior valor en-

J
tre Nb+1 e t ate u.

blocos subordinados bloco principal

l !

FIGURA 3.7-11 - Memoria primaria (parte A) na substituicao

avante no bloco 3.

0 processo de tranferencia de dados para a substituicao avante
nos vetores, com a divisao de blocos indicada na fiqura 3.7-6, esta esque-
matizado na fiqura 3.7-13.

0s arquivos NLOAD e NSOL sao acessados sequencialmente, como
pode-se notar pelo esquema da fiqura 3.7-13, mas veremos no item sequin-
te que o arquivo NSOL tera um acesso nao sequencial. Caso os vetores in-
dependentes possam ser perdidos, os arquivos NLOAD e NSOL podem ser os
mesmos. Isto nao e aconselhavel, apenas, para o caso de 0S arquivos se-
rem sequenciais, pois se fara para cada bloco a sequencia leitura-retor-

no ("backspace")-gravacao, bastante ineficiente.
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bloco p da matriz

v =
I 1kj K N bs bloco s

‘ r

| I —
, | proximos
: : blocos
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J N\ ] subordinados
\ t :—\
bp bloco p
u =

t lL—~——I

PN

bloco p (principal) - sendo reduzido;

blocos subordinados (s+1 a p-1) - ja reduzidos e estao na memo-
ria primaria,

FIGURA 3.,7-12 - Modificacao dos coeficientes do bloco principal.

Substituic3ao avante nos vetores.
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FIGURA 3.7-13 - Operacgoes de transferencias para substituicao

avante nos vetores independentes.
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Apos a substituicao avante todos os coeficientes dos vetores
independentes devem ser divididos pelo coeficientes da diagonal da mes-
ma linha (expressao 3.5-19). Isto @ feito trazendo sucessivamente, e um
por vez, os blocos do arquivo NPIV, que contem a diaaonal, e os blocos
do arquivo NSOL, com os vetores independentes reduzidos. A divisao e efe-
tuada, e o bloco de vetores e transferido de volta ao arquivo NSOL, a ex-
cecao do ultimo que pode permanecer na memoria, para iniciar a retrosubs-
tituicao, ou substituicao inversa. Caso o arquivo NSOL seja de acesso se-
quencial, para se evitar operacoes excessivas de retorno ("backspace") e
aconselhavel utilizar um arquivo de trabalho, NTR, de acesso sequencial,
que contera os vetores independentes com a divisao efetuada, que pode ser
o mesmo arquivo NLOAD, se nao se necessitar dos vetores originais.

Este esquema de substituicao avante e similar ao tipo B2 de
MONDKAR e PONELL34, apenas que estes realizam a transferencia para o ar-
quivo NSOL somente ao se retirar os blocos do inicio da memoria primaria,
e aqui a transferencia e realizada assim que se completa a reducao do blo-
co principal.

3.7.2.4 - Retrosubstituicao nos vetores

Durante a retrosubstituicao, ou substituicao inversa, pelo es-
quema adotado, devem estar na memoria principal o bloco principal, que
ja contem solucoes do sistema de equacoes, o bloco correspondente da ma-
triz dos coeficientes e todos os blocos subordinados ao principal. Dois
arquivos podem ser usados, como seque:

a) arquivo NRED, que contém os blocos da matriz reduzidos.

b) arquivo NSOL, que contém os blocos dos vetores independen-
tes parcialmente modificados, e que contera as solucoes do sistema de
equacoes.

0 ultimo bloco dos vetores (que pode ja estar na memoria), se-
ra o primeiro bloco principal. 0 Ultimo bloco da matriz € trazido para a
memoria (parte B), e a substituicao e feita pela expressao (3.5-20), ob-
tendo-se o ultimo bloco dos vetores solucao, que e aravado no arquivo
NSOL. Em seguida, os blocos subordinados ao bloco principal sao trans-
feridos para a memoria, na sequencia inversa, isto e, do penultimo para
tras, ate o ultimo bloco necessario. Devido a montagem adequada, tem-se
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que todos os blocos subordinados cabem na memoria junto com o principal
(parte A). A substituicao e realizada nos blocos subordinados para as so-
Tucoes obtidas no bloco principal. 0 bloco que precede o principal passa
a ser o novo bloco principal, e o bloco correspondente da matriz e trans-
ferido para a memoria primaria. Este procedimento prosseque ate que as
solugoes do primeiro bloco sejam obtidas. Quando nio houver espaco para
transferir para a memoria primaria os blocos subordinados, uma recoloca-
cao e feita passando o atual bloco principal para o inicio da memoria.

Na figura 3.7-14 e apresentada a situacao da memoria primaria (parte A)
durante a retrosubstituicao do bloco 4 dos vetores independentes. No fi-
nal da parte A situa-se o bloco 2, subordinado ao bloco 5, que ja foi
modificado.

bloco ja
gravado em
NSOL 1 bloco principal bloco subordinado
5| 4 3 2 |
1 4 12 20 26 30

FIGURA 3.7-14 - Memoria primaria (parte A) na retrosubstituicao

99“910c0 4,

Um esquema de aplicacao da expressao (3.5-20) e apresentado na
figura 3.7-15. Nesta expressao o coeficiente X3 pertence ao vetor v do
bloco subordinado s, o coeficiente xj pertence ao vetor v do bleco prin-
cipal p, e o coeficiente ]ij pertence ao bloco p da matriz dos coeficien-
tes. Assim a expressao (3.5-20) e aplicada a todos os 1, vetores do bloco
principal com o indice i variando de Nj ate j-1, e o indice j variando de
u ate t.

0 processo de transferencia de dados paraa retrosubstituicao
nos vetores independentes com a divisao de blocos indicada na fiqura 3.7-6

esta esquematizado na fiqura 3.7-16. Notando-se que as transferencias ini-
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ciam pelo bloco 5, isto e, com a operacao 501.

v
—
vetor v
q pes
xi"“””\\ b bloco s
— ; o .
blocos subordina-
\dos ja resolvidos
Wos i
J \\
t = g~
b bloco p
2
u !

bleco p (principal) - solucoes ja obtidas
blocos subordinados (s a p-1) - retrosubstituicao sendo feita.

FIGURA 3.7-15 - Modificacao dos coeficientes do bloco prin-

cipal dos vetores independentes.
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i e necessario uma recolocacao na

FIGURA 3.7-16 - Operacoes de transferencia para a retrosubs-

Para o caso de o0s arquivos serem sequenciais, 0s vetores par-

tituicao dos vetores independentes.

cialmente modificados estao em um arauivo de trabalho, NTR (ver item an-

terior).

Tanto este arquivo, quanto o arquivo com a matriz dos coefici-

entes, NRED, serao transferidos para a memoria primaria do fim para o

comeco, exigindo necessariamente operacoes de retorno ("backspace").

Para o arquivo NSOL, sendo sequencial, € conveniente grava-lo em ordem
inversa, isto e, com o bloco 5 (ultimo) no inicio, evitando mais opera-

coes de retorn

.34

G™ .
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3.8 Matrizes com coeficientes complexos

Como foi exposto no item 2.2.3, e possivel formular o
problema de sistemas lineares sob acao de excitacoOes dinamicas
permanentes de forma a produzir um sistema de equacoes lineares
onde as matrizes sao de coeficientes complexus. Neste item, 2s-
tudaremos os algoritmos baseados nos anteriores para esta situa-
cao.

Seja, portanto, o sistema de equacoes de coeficientes
complexos simultaneas, de ordem n, representado por

MZ=N (3.8-1)

onde a matriz M e igual a A + iB, e as matrizes colunas Z e N

sao iguais a X + iY e C + iD, respectivamente, os vetores solu-

¢cao e dos termos independentes. As matrizes A,B,X,Y,C e D sdo

de coeficientes reais e i representa a unidade imaainaria (i= -1).
0s metodos para inversao da matriz M, e consequente

solucao do sistema da equacdao (3.8-1), se dividem em duas qran-

des classes:

(1) inversao direta usando aritmetica complexa, e

(2) inversdo indireta usando aritmetica real e expres-
soes equivalentes.

Para o caso da inversao em aritmetica complexa, se o
linguagem de proagramacao nao possui tratamento de varijaveis
complexas, que e o caso da maioria dos minicomputadores, subro-
tinas podem ser construidas, com razoaveis simplicidade e efi-
ciencia.

Neste trabalho fizemos uma pequena comparacao entre
diversos metodos das duas classes mencionadas. Para a compara-
cao com as rotinas de aritmetica complexa, usou-se a tabela

3.8-1, de relacoes de equivalencia.

Desta forma, a solucao do sistema de equacoes (3.,8-1)
que requer da ordem de n3®/3 operacoes complexas, tera a equiva-
lencia a ordem de n® operacoes reais. A ocupacao de memoria pa-
ra as matrizes de (3.8-1) e de 2n?+2n palavras. A matriz Z ocu-
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pa a mesma posicao da matriz N e cada coeficiente complexo ocupa
duas posigcoes de memoria.

0 sistema de equacoes (3.8-1) pode ser escrito na for-
ma

(A + iB) (X + iY) = (C + iD) (3.8-2)

Efetuando-se as operacoes matriciais e iqualando-se
as partes real e imaginaria, teremos duas equacoes matriciais
que podem ser escritas na forma

A -B

G W =HS= ' = (3.8-3)

I >
Ve

(]
s
| =<
(M)

onde temos, aqgora, um sistema de coeficientes reais de ordem
2n, cuja solucao requer da ordem de 8n3/3 operagoes. A inversa
da matriz M pode ser obtida pela solucao do sistema

A -B [ELFI (3.8-4)
A

0| |0

onde I @ a matriz identidade e 0 a matriz nula, sendo a inver-

{

sa dada por
= P + i0 (3.6-5)

A obtencao da inversa desta forma requer da ordem de
7n® operacoes, contrastando com n?® para as matrizes A ou B iso-
ladamente e 8n® para a matriz M com aritmetica complexa. Exis-
tem formulas alternativas que diminuem cerca de 40% na quanti-
dade de operacoes na inversao e que exigem apenas a determina-

cao de 5'1 ou 5"156

. Outros metodos existem que requerem ape-
nas que a inversa de M exista, trabalhando com matrizes deriva-
das de A e B 56.

Para a solucao do sistema da equacao (3.8-3) estas

formulas alternativas nao resultam em reducao de operacoes, mas



exclusivamente em reducao da utilizacao de memoria, desde que
este uso seja bem organizado. 0 sistema (3.8-3) ocupa 4n2+2n
posicoes de memoria. Com a formulacao a sequir necessitaremos

de 3n2+2n. Assim, podemos escrever (3.8-3) como 50498
AX-BY=C (3,8-5)
BX+AY=0D0

Sendo A uma matriz nao sinqular, podemos obter Y
da segunda equacao de (3.8-6), fornecendo

Y = A"1(D - BX) (3.8-7)

substituindo a expressao (3.8-7) na primeira equacao de (3.8-6)
teremos

1

X = (A+8a'8)"T(c + A D) (3.8-8)
Definindo as matrizes
V = A'1D
- Wi 1'" (3-9-9)
F=A'8
a expressao (3.8-7) fica
Y =V + FX (3.68-10)

e definindo as matrizes

im
i
+

o)

rE
loa
lez ImM

(3.8-11)

b=
1
o ix>

a expressao (3.8-8) fica

U (3.8-12)

73



A solucao entao seria feita em quatro passos:
1 - obtencao de V e F do sistema de equacoes

A LE[VD = 8]0 (3.8-13)

onde B e D estao acopladas no vetor independente.
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2 - obtencao de E e U a partir das expressoes (3.8-11).

3 - obtencao de X a partir do sistema de equacoes

=2 (3.8-14)
4 - obtencao de Y pela expressao (3.8-10)

A quantidade de operacoes para a solucao atraves
destas expressoes e da ordem de 8n3/3. Para a solucao por este
procedimento necessitaremos manter na memoria simultaneamente
as matrizes A, B, F, C e D. As matrizes U e X ocuparao o lugar
de C, as matrizes V e Y o lugar de D e a matriz E o Tugar de A,
Totalizando portanto 3n2+2n, Uma outra formulacao alternativa
reduz a utilizacao da memoria para 2n?+2n. Definindo a matriz

H como

H=F e F (3.8-15)
a matriz E podera ser obtida por

E = B(F™" + F) = BH (3.8-16)
e definindo

T =B (3.8-17)

o sistema (3.8-14) ficara

| 5 ox ] |

HX:I+E=

(3.8-18)

No primeiro passo, agora, a matriz F ocupara a posic§0 da B.
E no segundo passo obteremos E'1 e em sequida H, T e U, Mas
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para a obtencao da matriz T usaremos

T2 "% (3.8-19)
onde

€ (3.8-20)

que tambem sera obtida no primeiro passo. A matriz E_1 ocupara
o lugar da A, e as matrizes S, T e U o lugar da C.

Para o caso em que as matrizes sao simetricas, pode-
mos ter reducoes na quantidade de operacoes nos procedimentos
descritos. Para a solucao de sistemas com matrizes complexas
simetricas teremos da ordem de n3/6 operacoes complexas. Usando
a tabela 3.8-1, teremos da ordem de n3/2 operacoes reais. No
caso das matriz M ser simetrica, as matrizes A e B tambem o se-
rao, mas a matriz expandida G, da equacao (3.8-3),nao sera.

operacao complexa equivalencia com operacoes reais

adicao 2 adicoes

produto 3 produtos + 5 somas

divisao 3 prod. + 3 somas + 3 div,
TABELA 3.8-1 - Equivalencia entre as operacoes

complexas e reais

No entanto, podemos reescrever o sistema (3.8-3) na
forma

onde teremos uma matriz real de ordem 2n simetrica, e cuja so-

lucao do sistema requer da ordem de 4n3/3 operacoes. A solugao
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pelas formulacoes alternativas das expressoes (3.8-7) e
(3.8-8) requer da ordem de 4n®/3 operacoes. A memoria reque-
rida e a mesma para a solucao por aritmetica complexa, ou pe-
la formulacao alternativa, e @ iqual a n2+3n posicoes. Ja pa-
ra a equacao expandida (3.8-11) teremos 2n2+3n posicoes, da
ordem do dobro da anterior,

Para matrizes simetricas em formato banda, temos pa-
ra a solucao de sistemas de equacoes complexas da ordem de
n(m2/2+2m) operacoes complexas (ver Anexo II1I), onde m e a
largura da semibanda. Usando-se a tabela 3.8-1 teremos da or-
dem de n(2m?+8m) operagoes reais. A matriz real expandida G, da

equacao (3.8-21) tera semibanda de laraqura n+m, e sera gran-
demente esparsa internamente, tendo o aspecto da figura 3.8-2,
onde a parte hachureada representa os coeficientes nao nulos.

FIGURA 3.8-2 - padrao de armazenamento da matriz

expandida G, banda simetrica.

Podemos, entretanto, diminuir a semibanda da matriz

G, reordenando as equacoes do sistema (3.8-21). Se introduzir-

mos as submatrizes



CW = H (3.8-23)

onde a mitriz*g contem as submatrizes gij, W' contém as subma-
trizes @1 e H contem as submatrizes ﬁ:. Desta forma a semiban-
da da matriz C sera de larqura 2m+1, onde m € a larqura da se-
mibanda das matrizes A e B. A solucao do sistema (3.8-23) requer
entao da ordem de 4n(m2+3m) operacoes. Quanto ao armazenamento
teremos 2nm+2n posicoes para o sistema complexo com matriz
simetrica banda. Para o sistema expandido da equacao (3.8-22)
teremos 4nm+2n posicoes de memoria.

Para grandes sistemas de equagoes com coeficientes
complexos as técnicas de utilizacao de memoria secundaria des-
critas em 3.7 podem ser usadas. Apenas ha que se salientar que
a utilizacao da matriz real expandida dobra a ordem do sistema
de equacoes, e dobra a memoria necessaria. Quando se utilizam
as formulas alternativas (3.8-7) e (3.8-8) sera necessario
realizar mais de uma vez a solucao de sistemas de equacoes re-
ais e tambem inversao de matriz e produtos de matrizes, o que
acarretara mais transferencias entre a memoria principal e a
secundaria, possivelmente em maior numero que os metodos ante-
riores,

Podemos concluir entao que de um modo geral, e prin-
cipalmente para o objetivo deste trabalho, e vantaioso resol-
ver o sistema de equacoes (3.8-1) com aritmetica complexa. Tal
fato se justifica no menor numero de operacoes quando as matri-
zes sao grandes, no uso de metade da memoria se comparado com
o uso da matriz real expandida, e no menor numero de transfe-
réncias entre as memorias principal e secundaria, se comparado
com as formulas alternativas, quando se usa os algoritmos des-
critos em 3.7.

7



E interessante notar o que ocorre quando a matriz M
equacao (3.8-1), e real, isto e, B=0. Pela expressao (3.8-3)
vemos que o sistema fica reduzido a dois sistemas de ordem n
desacoplados cuja matriz de coeficientes e a matriz A. Estes
sistemas podem ser resolvidos simultaneamente em aritmetica

real considerando as partes real e imaginaria de N e Z inde-
pendentes, isto e,

A [X]¥] = £c|D] (3.8-24)
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4. TECNICAS COMPUTACIONAIS EMPREGADAS
4.1 Introducao

Atraves do metodo dos elementos finitos, na forma descri
ta no item 2.2, pode-se obter a resposta permanente de sistemas 1i-
neares sujeitos a cargas com variacdo periodica no tempo. As técni-
cas computacionais utilizadas em uma analise usual com o metodo dos
elementos finitos, as quais ja estao bem desenvolvidas, podem ser
empregadas para analise em quetao neste trabalho. As modificacgoes
necessarias nesta tecnicas sao basicamente quanto a montagem do sis
tema de equacoes. As etapas de um programa que utilize a técnica de
elementos finitos, com as alteracoes para analise dinamica permanen
te estao representadasno diagrama da figura 4.1-1 .

Para a analise sob carga periodica, esta devera ser de
composta em uma soma de cargas harmonicas que serao entradas nas di
versas analises (ver 2.1.3) . 0 procedimento numérico para ontencao
destas cargas harmonicas, chamado Transformada Rapida de Fourier
sera descrito no item 4.3 . As analises realizadas para cada harmo-
nico fornecerao os harmonicos que comporao o campo de deslocamentos
(ver 2.2.3 ). Portanto diversas solucOes serdao necessarias, e todas
independentes , sendo que a frequencia de vibracao das cargas muda
em cada analise, mas nao se alteram as matrizes caracteristicas da
estrutura (rigidez,‘massa e amortecimento) . A matriz dos coeficien
tes do sistema a resolver em cada analise sera obtida pela expres -
sao (2.2.3-7) .



( inicio )

entrada de dados

r

matrizes dos elementos

(rigidez, massa e
amortecimento)

montagem das matrizes

globais da estrutura
(rigidez, massa e
amortecimento)

[

aplicacao das condicoes

de contorno

!

obtencao dos

vetores de carqa

montagem da matriz

do sistema de equacgoes

para a frequencia ",
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solucao das equacoes
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|
impressao dos resultados

no dominio do tempo
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FIGURA 4.1-1 - Diaanrama das etapas da analise

dinamica permanente com elementos finitos.




81

A montagem das matrizes totais, K, Me C, e a apli-
cacao das condigcoes de contorno sao efetuadas por um procedi-
mento que leva em conta o esquema de armazenamento para solu-
cao dac equacoes com memoria secundaria, e serao abordados no
item 4.3 .

Uma vez obtidos os deslocamentos, para cada frequen-
cia de analise, podemos obter os esforcos, pré-multiplicando-os
pela matriz de rigidez do elemento, como indica a expressao
(4.1-1). Ainda podem ser obtidas as reacoes nodais por equili-
brio das resultantes nodais em cada elemento, como indica a
expressao (4.1-2)

et _ pligd .

Fr = K1Un,1 1-1,2,...ne (4.1-1)
£ . oowd g al d ~

Rn _”iFg(k) "”iKgUn,g k=1,24...091(4,1-2)

Todos estes resultados sao obtidos para cada frequen-
cia, indice n nas expressoes acima, e sao posteriormente calcu-
lados no dominio do tempo atraves da soma daqueles multiplica-
dos pelas funcoes exponenciais complexas (ver expressao 2.3.2-6),
usando tambem a tecnica de transformada rapida de Fourier (4.2).
Pode tambem interessar os resultados para cada frequencia, em
termos de sua amplitude, caracterizando o que se chama "espec-
tro em frequencia da resposta dinamica".

A implementacao dos procedimentos descritos neste tra-
balho foi realizada na linquaqgem LEBRE 1% desenvolvendo-se um
novo sistema para analise dinamica permanente, com aaracteristi-
cas semelhantes aos demais sistemas da linguagem. No item 4.5

serao mostradas as implementacoes realizadas para este sistema.
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4.2 Analise de Fourier

4,2.1 Introducao

A aplicacao formal da analise no dominio da frequen-
cia que foi desenvolvida neste trabalho. € 1imitada para os ca-
sos em que a serie de Fourier exista2»'% mesmo nestes casos
o calculo das integrais envolvidas pode ser um trabalho arduo.
Assim, para fazer uso pratico do metodo & necessario formula-1o
em termos de procedimentos numéricos. A formulacao numerica pode
ser dividida em tres fases:

(1) obter expressoes que correspondam a soma da serie
de Fourier (item 2.1.3.1);

(2) desenvolver expressoes que correspondam as inte-
grais necessarias para calculo dos coeficientes da série e

(3) desenvolver uma eficiente técnica computacional
para calcular as fases anteriores.

Estas fases serao discutidas a sequir. Normalmente
a serie de Fourier e desenvolvida na literatura independente-
mente da integral de Fourier , entretanto com a introducao da
teoria da distribuicao, a serie de Fourier pode ser derivada
teoricamente como um caso particular da integral de Fourier,

Este procedimento e fundamental na obtencao da Trans
formada Discreta de Fourier como um caso especial da integral
de Fourier, Etambem fundamental na obtencao da Transformada
Discreta de Fourier a transformada de Fourier de "ondas dis-
cretizadas". A TDF corresponde aos passos (1) e (2) acima.

Desta forma, entdao, a série de Fourier sera aborda-
da, permitindo a utilizacao da Transformada NDiscreta de Fourier
naturalmente. Finalmente serao tecidos alquns comentarios so-
bre o algoritmo computacional denominado Transformada Rapida de
Fourier ("Fast Fourier Transform"- FFT), que obtém a transfor-
mada discreta de Fourier muito mais rapidamente que outros algo-

- . - - r
ritmos disponiveis”,
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4,.2.2 Transformada de Fourier

A transformadade Fourier e definida pela expressao

[&5]

Hw = 5 nt)e T “tqy (4.2.2-1)
Se esta integral existe para cada valor do parametro
w, entao a expressao (4.2.2-1) define H(w), a transformada de
Fourijer de h(t). Neste trabalho a funcao h & uma funcao real
da variavel tempo, e a funcao H & uma funciao da variavel fre-
quencia angular. De modo geral a transformada de Fourier & uma
funcao complexa.

H{w) = Rlw) + il(w) = !H(m}leie(m) (4.2.2-2)

onde R(w) € a parte real, I(w) & a parte imaginaria, |[H(w)| &
a amplitude ou espectro de Fourier de h(t) e 0(w) e o anqulo
de fase da transformada de Fourier.

4.2.3 Transformada inversa de Fourier

A transformada inversa de Fourier dada por
h(t) = 1 I-H(m) g 188y (4.2.3-1)
2 - e sl

permite a determinacao de uma funcao do tempo a partir da sua
transformada de Fourier.

Se as funcoes h(t) e H(w) s3ao relacionadas pelas ex-
pressoes (4.2.2-1) e (4.2.3-1), as duas funcoes sao denomina-
das um "par transformado de Fourier".

Em geral, para a maioria das funcoes encontradas na
analise cientifica pratica, a transformada de Fourier e sua
inversa sao bem definidas, mas existem condicbes definidas para
a existencia gas integrais vistas, que podem ser encontradas
na 11teratura3.

A expressao (4.2.3-1), formula de inversao da trans-
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formada pode tambem ser escrita como

*

h(t) = _1_[f H ()™ 9%, (4.2,3-2)
2w T2

* - .
onde H e o conjugado complexo de H, isto e, se H = R + il, en-
tao

*

H (w) = R(w) - il(w) (4.2.3-3)

0 significado desta forma alternativa de inversao e
que agora ambas as transformada e transformada inversa contem

~-jt

0 termo e , fato que e de importancia para o desenvolvimen-

to de uma rotina computacional uUnica para estes calculos.

4.2.4 A serie de Fourier como um caso particular da inteqral de

Fourier

Considere a funcao trianqular periodica da fiaura
4,2-2(c). Sabemos que a serie de Fourier desta funcido "onda" @
uma soma infinita de cossenoides. e possivel obtermos este
mesmo resultado da integral de Fourier.

Para isto precisamos introduzir a transformacao
chamada Convolucao, e a funcao impulso. A Convolucav y(t)

entre duas funcoes h(t) e x(t)definida pela integral?»29,30

(aw]

y(t) =‘f h(z)x(t-z)dz = h(t)*x(t) (4, 2085

-0

0 teorema da Convolucao nos diz que a transformada
de Fourier Y(f) da funcao y(t) tem a relacao

Y(f) = H(f) X(f) (4.2.4-2)
onde H(f) e X(f) sao astransformadas de Fourier das funcoes
h(t) e x(t)

A funcao impulso &(t-T) e representada na fiaura
4,2-1, isto e
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ﬁ(t-T)l= 1 se t=T - (4.2.4-3)
= 0 se t#T

e tem a importante propriedade que

(e v]

[o S(t-t ) x(t)dt = x(t ) (4.2.4-4)

FIGURA 4.2-1 - Funcdo impulso &(t-T)

A funcao triangular periodica pode ser obtida pela
convolucao entre a funcao h(t), fiqura 4.2-2(a), e a funcao
x(t), definida por

x(t) = T & (t-nT) (4.2.4-5)
P oo
e que esta representada na fiqura 4,2-2(b).
A transformada de Fourier da funcao h{(t) e , onde f =
21/t
H(F) = 16 sen2(fT) (4.2.4-86)
(TF)3 4

indicada na figura 4.,2-2(e). E a transformada de Fourier da
funcio x(t) e dada por?®
) (4.2.4-7)

X(£) = 1 &(f-

i n
T T
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Do teorema da Convolucao, a transformada de Fourier
Y(f) sera

) (4.2.1-8)

indicada na fiqura 4,2-2(d). Aplicando a propriedade (4.2.,4-4)
na expressao (4.2.4-8)

v H(n) §(f-

Rl

) (4.2.4-9)

— |

A transformada de Fourier de uma funcao periodica e,
ent3do, uma sequéncia infinita de impulsos equidistantes, isto e,
um conjunto infinito de senoides de amplitudes 1/T.H(n/T).
Lembrando que a serie de Fourier de uma fun¢ao periodica e uma
soma infinita de senoides com amplitudes c. (expressao
2.1.3.2-3). Notando que o limite de integracao para obter-se c
pode ser de -T/2 a T/2, e

n

h(t) = y(t) -T/2<t<T/2 (4,2,4.10)

a funcao y(t) pode ser substituida por h(t) e teremos

T/2 .
c = 1/T f  h(t)e A infytyy o
” “T/2
= 1/7 H(nf1) & 4T Hin/T) (4.2.4-11)

Desta forma os coeficientes obtidos atraves da inte-
gral de Fourier sao os mesmos que os obtidos na serie conven-
cionalde Fourier para uma funcao periodica.

Tambem pode-se notar que a menos de um fator 1/T,
os coeficientes c, da serie de Fourier de y(t) sao iguais aos
valores da transformada de Fourier H(f) em n/T.
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4,2.5 A funcao discretizada

0 que desejamos e modifcar o par de transformadas de
Fourier de tal modo que este fique com melhor tratamento compu
tacional. Para isto e utilizado o que se denomina amostragem
ou discretizacao. Uma amostra de h(t) no tempo t=d, se h e

continua em d, e dada por,
A(d) = h(t) (t-d) = h(d) (t-d) (4.2.5-1)

onde o produto deve ser interpretado no sentido da teoria da
distribuicao. 0 impulso que ocorre no instante d tem amplitude
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igual ao valor de h no instante d. Se h e continua em t=nd para

n=0=i1=i2="°

o
F(t) = 2 hind) (t-nd) (4.2,5-2)

N=-0

e denominada funcao discreta de h(t) com intervalo de amostra-

gem d. h(t) @ uma sequencia de impulsos equidistantes nos ins-
tantes nd com amplitudes h(nd). Se denominarmos de funcao de
amostragem, a(t),

Qo

a(t) = 2. (t-nd) {(4:2:,5~3)
n=-

a funcao h(t) sera dadapelo produto abaixo

h(t) = h(t)a(t) (4.2.5-4)

A transformada de h(t) pode ser obtida das transfor-
madas H(f) e A(f), sendo esta chamada de funcao de amostragem

na frequéencia. Basta aplicarmos o teorema da Convolucao em

frequéncia®, e obteremos

A(f) = H(f)*A(F) (4.

o

.5-4)
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isto e, a transformada de h(t) e obtida pela convolucao das
transformadas de Fourier de h(t) e a(t). A transformada de
Fourier da funcao de amostragem e uma funcao periodica onde um
periodo e iqual, a menos de uma constante, a transformada de
Fourier da funcao h(t). Isto somente e valido quando o inster-
valo d e suficientemente pequeno. Para d maior podera ocorrer

g
0 que se chama de "aliasing"”.

4.2.6 A transformada discreta de Fourier. Funcoes periodicas

A transformada discreta de Fourier e de interesse
porque aproxima a transformada de Fourier quando esta for con-
tinua. E porque serve parao desenvolvimento de um algoritmo
computacional da transformada de Fourier. A validade desta
aproximadcao e estritamente dependente da funcao analisada.
Consideraremos o caso das fun¢oes periodicas, de nosso interes-
se. Tomemos a funcao h(t) e sua transformada de Fourier, como
na figura 4.2-3(a).

0 primeiro passo para se obter um par discreto de
Fourier e tomar uma amostragem de h(t), discretizando-a com
intervalo d, multiplicando por a(t), figura 4.2-3(b). 0 re=
sultado esta na fiqura 4.2-3(c), com sua transformada, obtida
da convolucao H(f)*A(f), Observe que como resultado disto no
dominio da frequencia temos um fator 1/d.

0 passo seauinte e truncar a fung¢ao discretizada,
multiplicando-a pela funcao retangular x(t) de comprimento T,
figura 4.2-3(d). Escolhemos esta funcao de modo que N valores
amostrados de h(t) permanecam, como indica a fiqura 4.2-3(e).

A transformada da x(t), X(f), e a funcao (senf)/f. A convolucao
de H(f)*A(f) com X(f), fornece a transformada da funcao discre-
tizada truncada, figura 4.2-3(e). Esta ultima funcao, na fre-
quencia 1/T, tem o valor AT/2d. Resta-nos discretizar a trans-
formada de Fourier da figura 4.2-3(e). Para isto multiplicamos
pela funcao amostragem na frequencia B(f), com intervalo 1/T.
Como resultado teremos uma funcao discreta de impulsos no valor
de AT/2d. 0 produto acima implica na convolucao das funcoes no
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tempo das fiquras 4.2-3(e) e (f). Como a funcao discreta trun-
cada (fiqura 4.2-3(e)) e exatamente um perijodo da funcao origi-
nal h(t) e como as funcoes impulso B(t) estao separadas por T,

a sua convolucao fornecera a funcao periodica da fiaura 4.2-3(q)
que tem amplitude maxima AT. Examinando esta funcao, vemos que
apenas tomamos a funcao h, discretizamos, isto e, tomamos amos-
tragens, e entao multiplicamos cada amostra por T.A transforma-
da discreta de Fourier, obtida das amostras h(kd) sera

N-1

H(n/Nd) = d3  h(kd)e 12™nk/N (4.2.6-1)
k=0

Este resultado ja era esperado pois e, simplesmente,
a regra do retanqulo para inteagracao da transformada continua
de Fourier,

As funcoes periodicas formam a unica classe de fun-
coes em que a transformada discreta e continua de Fourier sao
exatamente a mesmo coisa a menos de um fator constante

A equivalencia acima requerS:

(1) a funcao no tempo h(t) deve ser periodica;

(2) h(t) deve ter uma banda limitadade frequencias.

(3) o intervalo de amostragem, d, deve ser pelo me-
nos duas vezes a maior componente de frequencia de h(t)

(4) a funcao para truncamento de h(t) deve ser nao
nula sobre exatamente um periodo de h(t).

4,.2-7 Utilizacao da transformada discreta de Fourier

Para utilizacao da trasnformada discreta de Fourier
na analise harmonica de uma onda, a partir da expressao
(21:3.2-3), requer-se que calculemos

N-1

H(n/Nd) = 1/N z h(kd)e-12rnk/N
k=0

(4.2.7-1)

onde Nd=T, periodo da menor frequencia a se obter.
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Devemos nos lembrar que para obtermos resultados
validos, os N valores de h(kd) devem representar exatamente
um periodo completo da fun¢ao h(t). Se necessitarmos melhorar
os resultados para os harmonicos mais altos, devemos diminuir
d e portanto aumentar N,

Para se realizar sintese harmonica, isto e, forne-
cidos os coeficientes de Fourier obtermos a funcao discreta no
tempo, pela transformada inversa de Fourier, usaremos a expres-
sao (4.2.3-1). Para realizarmos esta analise usando a transfor-
mada discreta de Fourier basta calcular

N-1

h(kd) . .I )2 ezTTink/N

H(ﬂm1] (4.2.7-3)

P 0
Ao aplicar a expressao (4.2.7-1) precisamos tomar a-
mostras dos coeficientes reais e imaginarios. 0Os resultados des
te calculo irao oscilar em torno de h(t). Estas oscilacoes
sao devidas ao conhecido fenomeno de Gibbs que dia que um trun-
camento em um dominio leva a oscila¢coes no outro dominio. Para
diminuir a magnitude destas oscilacoes, & necessario considerar
mais harmonicos, isto e, aumentar N.

A sintese, que corresponde a transformacao inversa
de Fourier, pode ser feita usando a expressao alternativa
(4.2.3-2). Usando a transformada discreta, teriamos

MN-1 _
h(kd) = _1 [ & H¥(noy)e 2" TM/MNyw (42,74
e

onde H* @ o conjugado de H.
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4,2-8 Transformada rapida de Fourier (FFT)

A trasnformada rapida de Fourier, conhecida por FFT
(Fast Fourier Transform) e um algoritmo, atribuido a Cooley e

Tukey5

, que calcula a transformada discreta mais rapidamente
que outros. 0 desenvolvimento deste algoritmo & encontrado em
BRIGHAM5. Ao inves dos N? produtos complexos e N(N-1) somas
complexas, o FFT requer apenas Nr/2 produtos complexos e Nr
somas complexas, sendo N=2". Portanto uma razao aproximada do

tempo de computagcao para o FFT e

N2 2 (4.2.8-1)

Nr/2 r

para N=1024, por exemplo, e r=10, temos uma reducao de 204
vezes,

Ao aplicarmos o FFT, normalmente consideramos fun-
coes reais do tempo, enquanto que as funcoes de frequéencia
geralmente sao complexas. Assim, uma rotina de computador es-
crita para determinar tanto a transformada discreta quanto
sua inversa deve assumir funcoes de entrada complexas, Lem-
brando que para a inversa usamos a expressao alternativa
(4.2.7-3).

Para funcoes reais deveremos entrar com a parte
imaginaria iqual a zero, o que recaira em uma certa inefici-
encia, ja que os produtos por zero serao realizados. Existem
duas tecnicas bastante usadas para ocupar a posicao do valor
imaginario quando a funcao de entrada for real. A primeira
e computar a transformada discreta de Fourier de duas fun-
coes simultaneamente. Estas funcoes podem ser as duas compo-
nentes de um vetor no plano, por exemplo. A outra tecnica e
usar uma transformada com N amostras para computar a transfor-
mada com 2Namostras. Estas tecnicas sao bem descritas na 1i-

teraturas.

A subrotina FORTRAN utilizada neste trabalho e a
de fatorizacao binaria apresentada por BRIGHAM®
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4.3 Montagem do sistema de equacoes

A partir das matrizes caracteristicas de cada ele-
mento da malha devem ser montadas as matrizes globais de riai-
dez, massa e amortecimento, utilizando-se das conetividades dos
elementos (ver fiqura 4.1-1). As conetividades dos elementos
sao os pontos nodais que pertencem a cada elemento. Visto que
o algoritmo de solucao das equacbes utiliza a memoria secunda-
ria quando necessario, temos que levar em conta este fato (ver
3.7)., ia na montagem.

0 espaco para armazenamento das matrizes K e C, de
rigidez e amortecimento, € o mesmo que para a matriz alobal
complexa, g. Portanto, para ser possivel a utilizacao somente
da memoria primaria, temos que ter o espaco para estas duas ma-
trizes, e mais para a matriz de massa e os vetores de carqga
complexos. Na montagem teremos duas possibilidades, uma com
memoria principal suficiente e outra insuficiente.

No primeiro caso, as tres matrizes sao montadas, as
condicoes de contorno sao aplicadas, e os vetores de cargas sao
obtidos a partir dos dados de carga. Se a memoria ainda for su-
ficiente as matrizes complexas (caracteristicas e de cargas)
sao montadas sem eliminar as demais da memoria. Em caso contra-
rio, as matrizes K, M e C, e de cargas sao gravadas em memoria
secundaria, e recuperadas a cada analise harmonica. As matri-
zes globais de rigidez e amortecimento, bem como a matriz alo-
bal complexa, sao armazenadas conforme o esquema compactado
por colunas (ver 3.6.2).

No caso de memoria insuficiente para a montagem, esta
e feita por blocos, com os blocos das matrizes K e C ocupando
metade da memoria primaria e a outra metade sendo ocupada pela
matriz de massa diagonal, E importante notar que o mesmo esque-
ma seria possivel com matriz de massa nao diagonal.Os coefici-
entes das matrizes K e C ocupam respectivamente as posicoes da
parte real e imaginaria da matriz complexa Z. 0Os blocos das ma-
trizes K e C serao transferidos para o arquivo NMAT que contéem
a matriz dos coeficientes original (ver 3.7). Os blocos da ma-
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triz M serdo transferidos para outro arquivo intermediarios. Sendo
que estes dois arquivos nao podem ser destruidos
0 algoritmo para esta montagem pode ser descrito em se

guida .

1 . [Obtencao das conetividades nodais]
As conetividades nodais sao obtidas a partir das conetividades
dos elementos em pesquisa em todos os elementos, e € a lista
de elementos conhecidos a cada no. Os nos sao reordenados eli-
minando-se os totalmente restritos .

2 . [Calculo dos apontadores]
A partir das conetividades dos elementos, calcula-se os aponta
dores dos coeficientes da diagonal na matriz global,(ver 3.6.1)
Neste ponto conece-se a memoria total necessaria .

3 . [Escolha da forma de montagem]
Calculo dos parametros de uso da memoria em funcao da memoria
total necessaria e da memoria primaria disponivel. Modificacao
dos apontadores se for adotada a divisao por blocos. Determina
se e possivel a montagem da matriz (pelo menos uma coluna deve
caber em metade da memoria ).

4 , [Montagem das matrizes globais ]
A montagem das matrizes K,M e C & feita na sequencia dos nos ,
sendo que as matrizes dos elementos ja estdo armazenados em ar
quivo. Para a montagem em blocos, a cada bloco montado, apli -
cam-se as condicoes de contorno .

5 . [Montagem dos vetores de carga ]
Para cada carregamento periodico, e harmonico de frequencia
distinta, monta-se os vetores de cargas harmonicas . Se a mon-
tagem da matriz foi por blocos, os vetores sao armazenados em
arquivo .

6 . [Montagem do sistema de equacao]
Para cada frequencia dos vetores de carga, obtém-se a matriz
de coeficientes‘comp1exa . Se a matriz esta em blocos, assim
que cada bloco e montado se aplica o algoritmo de reducao
por composicao (ver 3.3).

7 . [Solucao do sistema de equacao]
Resolve-se o sistema para cada vetor de carga, fazendo-se as
substituicoes (ver 3.3.).
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As condicoes de contorno, passo 4, podem ser:

a) deslocamento nulo em todos os graus de liberda-
de do no: o no e eliminado da matriz clobal na ordenacao que
e feita no passo 1;

b) deslocamento conhecido no grau de liberdade k:
na equacao k: Vouy = vﬁk
onde Gk e o valor conhecido e v @ um valor grande (1012);

c) deslocamento proporcional a reacao (apoio elass-
tiee ) Uy, = s.Fk, sendo s a constante de mola do apoio e Fk
a resultante de forcas no grau k. Aplicaremos:
na equacao k: (S+kkk)uk = Fp.

Estas formas de aplicacao das condicoes de contorno
evitam a necessidade de acesso a coeficientes de outros blocos
da matriz durante a montagem e nao causa modificacao nos apon-
tadores,

Quando o modelo usado nao tem amortecimento a matriz
global da estrutura sera uma matriz real, e uma economia de
memoria € feita, nao se armazenando a parte imaginaria. Os ve-
tores de carga e deslocamentos continuam sendo complexos, mas
0o sistema e desacoplado nas partes real e imaginaria e pode
ser resolvido como para a analise estatica com dois carreqa-
mentos, conforme a expressgo (3.8.24).

Na forma como e feita a montagem do sistema de equa-
¢oes (passo 6) o arquivo NRED (ver 3.7.2.2), que contera a
matriz decomposta, deve ser #diferente do arquivo NMAT, que con-
tera as matrizes K e C.

4.4 Definicdo da. carga dinamica ap]%céda

As cargas permitidas sao aplicadas nos pontos nodais,
e podem ser harmonicas, ou periodicas, sendo estas decompostas
em um numero de harmonicos desejado, por serie de Fourier., As
cargas nodais sao fornecidas em termos de amplitudes e fases,
podendo ser de fases diferentes para os diversos pontos nodais.
As cargas nodais periodicas tem sua amplitude fornecida por pon-
tos, para um intervalo de um periodo com numero de pontos na for-
ma 2F,



4,5 A Tinguagem LEBRE

A linguagem LEBRE consiste em uma 1inauaagem orienta-
da para solucao de problemas de Engenharia desenvolvida em pro-
jeto conjunto por universidades brasileiras em 1980 13. Esta
linguagem e voltada a computadores de medio porte, tendo alta
portabilidade. 0s programas ja desenvolvidos na linaquaqgem LEBRE
abrangem diversos tipos de analise por elementos finitos de pro
blemas de engenharia.

0s procedimentos descritos neste trabalho foram im-
plantados em um novo sistema da 1inguagem LEBRE. Este sistema
realiza aanalise dinamica para estruturas de elementos reticu-
lados e elementos finitos de estado plano. Este sistema possui
somente carregamentos por cargas nodais e muitas das facilida-
des da linguagem LEBRE disponiveis nos demais sistemas?‘4

0s comandos da linguagem LEBRE que estao mantidos
neste sistema sao:

TITULO

COORDENADAS (MULTIPLAS e SEMELHANCA)
CONETIVIDADES (MULTIPLAS e SEMELHANCA)
SIMETRIA NODAL

TIPO DE ELEMENTO

RESTRICOES NODAIS

PROPRIEDADES

CONSTANTES

ACOES NODAIS

ANALISE ESTATICA

DESLOCAMENTOS

ESFORCOS

REACOES

FIM

ATIVOS/INATIVOS

ORDEM DE NOS

UNIDADES

(NKO) IMPRIMIR
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Destes comandos foram alterados:

ANALISE (inclui DINAMICA PERMANENTE)
CONSTANTES (inclui KAMORTECIMEMTO e MAMORTECIMENTO)
RESULTADOS (incluem saida no TEMPO e FREQUENCIA)

0s novos comandos implantados sao:
Etapa Dados da Malha:
SIMILARIDADE DE ELEMENTOS

Etapa Dados de Carqa:
FUNCOES
CARGA FREQUENCIA

Etapa Dados da Analise:
INTERVALO
DEFASAGEM

No Anexo II apresenta-se a sintaxe dos comandos
da linquagem LEBRE DIMAP, A entrada de dados e dividida em
etapas distintas. Na etapa DADOS DA MALHA definimos a aeome-
tria da malha de elementos finitos, definindo as coordenadas,
as conetividades e o tipo de elemento. Dos elementos disponi-
veis para a analise estatica (modulo I do sistema LEBRE) es-
tao implementados para carga dinamica permanente os elemen-
tos de barras prismaticas (PP,PE,TP,TE,GP= e estado plano
(EPTL,EPQL) que estdo descritos no manual do sistema LEBRE
[24].

Na etapa DADOS DA ESTRUTURA definimos as proprie-
dades da secio transversal dos elementos tipo barra prisma-

tica ou a espessura dos elementos planos, e as constantes

dos materiais elasticos lineares. Dentre as constantes sao
essenciais para a analise dinamica, alem do modulo de Youna
(E) e do coeficientes de Poisson, os valores da densidade
especifica (MASSA) e das constantes de amortecimento (ver



) ag e ay (MAMORTECIMENTO e KAMORTECIMENTO). -

Na etapa DADOS DE CONTORNO fornecemos as con-
dicoes de apoio, podendo ter-se apoios parciais (INCOGNITAS)
apoios totalmente restritos (TOTAL) e apoio com molas elas-
tico-lineares (MOLAS),

Na etapa de DADOS DE CARGA fornecemos as caraqas

atuantes na estrutura, sendo estas somente do tipo acoes no-
dais. As acoes nodais podem ser divididas em carreaamentos,

e especificam as amplitudes das parcelas das cargas dinamicas.

Para cada parcela a formula geral para o arau de libefdade

je
Pk = B F. Ak cos(2nf.t + ¢_) (4.5.1)
J 1 J 1 n

onde A? e a amplitude fornecida no comando ACOES NODAIS para

o carregamento k, Fi e o fator da parcela i, fi

cia da parcela i, B & o fator qlobal e On e a defasacem defi-

nida no grupo n do comando DEFASAGEM. 0Os parametros B, Foe

fi sao definidos no comando CARGA FREQUENCIA., Cada parcela

define uma carga harmonica, e para caraas periodicas estas

e a frequen-

parcelas sao somadas no dominio do tempo.

Para cargas periodicas podemos, ainda, no comando
CARGA FREQUENCIA indicar a funcao que represente um intervalo
de tempo de um periodo, o numero de parcelas a considerar na
analise e as defasaaem existentes. No comando FUNCAO defini-
mos os pontos da funcao de caraa (em um periodo), podendo
ser iqualmente espacadas ou nao.

Na etapa de DADOS DE ANALISE especificamos os in-
tervalos para definicao da funcao no tempo, e as defasagens
que podem ser constantes ou variar para os graus de liberda-
de. Especificamos ainda o tipo de analise, e a ordem interna

de nos para reduzir a banda da matriz.

Na etapa de RESULTADOS pedimos os resultados, que
podem ser deslocamentos, esforcos ou reacoes (ver manual do
sistema LEBRE [24]). Estes podem ser pedidos no dominio da
frequencia (por parcelas para cargas periodicas) ou no do-
minio do tempo.
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5. EXEMPLOS DE APLICACRO

5.1 - Introducao

Foram analisados oito exemplos mostrando as diver-
sas capacidades do sistema desenvolvido. Assim sao mostra-
dos a analise dinamica permanente de modelos lineares, com
os elementos finitos disponiveis, com excitacao por caroas
harmonicas e periodicas, e a solucao de aorandes estruturas
com a utilizacao do algoritmo de particao com memoria secun-
daria.

Em todos os exemplos resultados para comparacao ou
demonstracao do sistema sao apresentados bem como a aeracao
dos dados atraves da linauaaem orientada desenvolvida.

5.2 - Viga Biapoiada - Carga Harmonica

Este problema demonstra a resposta em “reauéncia
de uma estrutura para caraa harmonica usando o metodo dire-
to. A soluc¢do das equacoes para problemas de peaueno porte
e simples, eficiente e rapida.

Este problema tambem ilustra as duas formas de se
fornecer a carga harmonica na linauaaem LEBPE., As carcas po-
dem ser colocadas com angulos de fase ou tempos de defasagem
As carqas (resultados) podem ser adicionados para cada sub-
caso (carregamento).
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A estrutura a ser resolvida consiste em uma vioa
com apoios simples nas extremidades como mostrado na fiou-
ra 5.1. As caraas sao aplicadas no centro da viga.

Na primeira analise se utiliza o elemento PP, com

araus de liberdade nas direcoes x,y e em dois nontos

Bos
nodais na sua extremidade .

Na seaunda analise se utiliza o elemento EPOL,
com graus de liberdade nas direcoes x e y nos seus quatro

pontos nodais, conforme indicado na figura 5,2,

: 4
P —iy .
- ald ;
| ! ] ‘J/ L
z N 2 3 i 5 6 7 8 s 10 A\
1 11

FIGURA 5.1 - Viga Biapoiada - Exemplo 1

i
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< -4

[
o

FIGURA 5.2 - Elemento EPQL




subcaso 2:

Dados:

L = 20

Izz 0.083

A = 21.18922

E = 10.4x10°

p = 2.523x10_3
Cargas:

subcaso 1:
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comprimento

momento de inercia

area da secao transversal
modulo de elasticidade
massa especifica

= 50

- 100

= 50 + 100(cos60”+isen60°)

= 50

= =100

= 50

= 100

- 50 + 100(cos2f°-isen2f®)
= 0.0055555

= 50

= =100

As cargas sao aplicadas para freauencias de 0,

30 e 50 cps.

0s resultados sao apresentados para o deslocamen-

to no ponto medio (u6). Sao comparados com os resultados

tedoricos e os apresentados na referencia [36], onde foi a-

nalisado pela formulacao modal com 4 mocdos de vibracao
(com frequencias de 50, 200, 450 e 800 cps).
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TITULO "VIGA BIAPOIADA - CARGA HARMONICA"
DADOS DA MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS; 1 A
CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIP
DADOS DA ESTRUTURA
PROPRIEDADES; TODOS AX 21.18922 17 §.¢p83
CONSTANTES; TODOS E 1@.4E6 MASSA 2.523E-3
DADOS DE CONTORNO

RESTRICOES NODAIS

1 INCOGNITAS U V

11 INCOGNITA V

DADOS DE CARGA

ACOES NODAIS

CARREGAMENTO 1
5 CARGA PY -50 MZ 10D

7 CARGA PY -50 MZ -100

6 CARGA PY -50

CARRECAMIRTO 2

6 CARGA PY -100

CARGA FREQUENCIA

FATOR 1 ACOES 1 FPEQUENCIA 30

FATOR 1 ACOES 2 FREQUENCIA 30 DEFASAGEM 1
FATOR 1 ACOES 2 FREQUENCIA 30 DEFASAREM 2
DADOS DA ANALISE

DEFASAGEM ANGULAR

1 CONSTANTE 60

DEFASAGEM TEMPO

2 CONSTANTE @.@@555

ANALLISE DINAMICA PERMANENTE

RESULTADOS

DESLOCAMENTO 6

FIM

11 INICIO @ FIM 29
10 NOS 1 2 PASSO 1
0 PP

Para a sequnda analise com o elemento EPOQL tem-
se a sequinte alteracao:

DADOS DA MALHA

COORDEMADAS MULTIPLAS

1 A 11 INICIO @ IM 20

12 A 22 INICIO Y @0.2168 FIM 20 0.2168

CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A 10 NOS 1 2 13 12 PASSO 1
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO EPQL

SIMILARIDADE; 2 A 1 SIMILAR 1

DADOS DA ESTRUTURA

PROPRIEDADES; TODOS ES"ESSURA 97.73
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Resultados

Subcaso 1

f Ug teorico Ug NASTRAN ug LEBRE (1) Ug LEBRE(2)

0 | 0.0413/23.42°% 0.429/22.9° 0.0430/22.9° 0.0430/22.9°
30 | 0.0646/22.34° 0.0668/21.8° 0.0671/21.8° 0.0670/21.8°
50 | 2.0660/293.4° 2.078/281.5° 2.0792/282.5° 2.078/282.5°

Subcaso 2:
f ug teorico Ug NASTRAN Ug LEBRE(1) u6LEBRE(2)
0 {0.0470/0° 0.0490/0° 0.0492/0° 0.0492/0°

20 |0.0646/-22.3° 0.0668/-23.990.0672/-23.9° 0.0670/-23.9°
50 |1.565/233.4° 1.5777233.0° 1.5791/233.2° 1.579/233.2°

(1) com precisao simples ; (2) com precisao dupla

5.3 Barra Biengastada - 500 elementos

Este problema ilustra a solucao de um problema de res-
posta em frequencia de grande porte. Quando o problema tem muitos
graus de liberdade ou o numero de frequéncias utilizadas & grande
o método direto de solucao apresenta desvantagens, tanto em preci
sdo numeérica quanto em tempo de processamento

0 modelo estrutural consiste de uma barra biengastada
sob tensao constante. 0 modelo e a representagao em elementos fi-
nitos sao mostrados na figura 5.3, sendo o elemento utilizado 0
TP.

0 resultado apresentado e o deslocamento horizontal do
ponto central, para o carregamento mostrado. Este resultado e com
parado com os da referéencia [36] , teorico e com solucao pela for
mulacao modal, com o0s 20 primeiros modos de vibragcdao (NASTRAN) .



FIGURA 5.3 - Modelo de Barra Biengastada

Dados:
o =10 massa especifica
k1= 107 constante de rigidez
N = 500 numero de elementos
L = 500 comprimento
Cargas:
Pi(w) = 107* = 310,063 carga nodal
w= 0,1 cps frequencia
Programa:

TITULO “BARRA BIENGASTADA - 500 ELEMENTOS"
DADOS DA MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS; 1 A 5@1 INICIO @ FIM 5@
CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A 50f NOS 1 2 PASSO 1
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO TP



DADOS DA ESTRUTURA
PROPRIEDADES; TODOS AX 1E7
CONSTANTES; TODOS E 1 MASSA 1@
DADOS DE CONTORNO

RESTRICOES NODAIS; 1 5@1 TOTAL
DADOS DE CARGA

ACOES “NODAIS

CARREGAMENTO 1

2 I 59¢ CARGA PX 318.863

CARGA FREQUENCIA

FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA #.1
DADOS DA ANALISE

ANALISE DINAMICA PERMANENTE
RESULTADOS

DESLOCAMENTO 251

FIM

Resultados:

Deslocamento horizontal no ponto central

teorico NASTRAN LEBRE LEBRE*

D.9789% 0.97888 0.97914 0.97904

* analise efetuada com precisio dupla -

106
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5.4 Viga em balanco - Carga harmonica

Este problema ilustra a resposta permanente de um sis-
tema estrutural linear sujeito a caraa harmonica. As diver-
sas caraas aplicadas possuem frequencias diversas de vi-
bracao de modo a ilustrar os diversos comportamentos decor-
rentes.,

A estrutura a ser resolvida consiste de uma vina engas-
tada em um dos extremos como mostra a fiaoura 5.4, As caroas
aplicadas sao nos pontos nodais 1 e 2.

As analises foram efetuadas com as frequencias de
aproximadamente 60% de Wy frequencia de vibracao do primei-
ro modo natural de vibracao da estrutura, 88% de w, e 5%
maior que Wy . .

0s resultados mostrados sao os deslocamentos em cada
ponto nodal, e os esfor¢cos resultantes no apoio.

FIGURA 5.4 - Viga em Balanco. modelo utilizado

Dados:

L. =5 comprimento

n
™~
wn

: massa especifica
EI_= 1250 riqidez a flexao
A =1 area da secao transversal

w =V(—=) = 2.1909 rad/s



Cargas:
Caso 1: P z

¥l

f = 00,3077 cps
Caso 2: Py,2 =

f = 0.5024 cps
Caso 3: P, 4 =1

Y

f = 2,152 cps
Programa:

TITULO "VIGA EM BALANCO CARGA HARMONICA"

DADOS DA MALHA N

COORDEMADAS MULTIPLAS; 1 A 4
CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A 3 NOS 1
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO PP

DADOS DA ESTRUTURA

PROPRIEDADES; TODOS AX 1 I 1250
CONSTANTES; TODOS E 1 MASSA 2.5
DADOS DE CONTORNO

RESTRICOES NODAIS; 4 TOTAL

DADCS DE CARGA

AGOES NODAIS

CARREGAMENTO 1

1 CARGA PY 1

CARREGAMENTO 2

2 CARGA PY 1

CARGA FREQUENCIA

FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA 0.3077
FATOR 1 ACOES 2 FREQUENCIA 0.5024
FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA 2,752
DADOS DA ANALISE

ANALISE DINAMICA PERMAMENTE
RESULTADOS

DESLOCAMENTOS

REACOES 4

FIM

INICIO @ FIM 5
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Resultados: 109

Fator de Magnificacao : FM = u(t)max

u =4
estatico
Caso 1:

f =0.3077 cps = 1.9333 rad/s
m1:3.1445 rad/s

no uy teorico u}r LEBRE FM

1 -0.0568 -0.05681 1.70
-0.0300 -0.02991 1..93
-0.0087 -0.00876 1.76

Pode-se observar que com a frequencia baixa a respos-
ta dinamica tem uma forma de deslocamento similar a da
acao estatica (FM ndo varia muito), que e similar a do
primeiro modo de vibracao da estrutura.

Caso 2:
f = 0.5024 cps = 3.157 rad/s
W, = 3.1445 rad/s
no u_ teorico u_ LEBRE FM
Y Y
1 0. 157 N.1570 =9..1
"2 N.084 N.084 =8.5
3 0,025 N.0252 =81

Pode-se observar que a forma ainda permanece similar
a do primeiro modo de vibracao, mas com fatores de magni-
ficdcao altos, devido a frequencia ser proxima do primeiro
modo de vibracao resultando numa maqnificacao devido ao
fenomeno de ressonancia,



Caso 3:

iy
1]

2.752 cps
W, = 19,7075 rad/s

17.29162 rad/s

no u_ teorico u_ LEBRE FM
¥ y
1 0.0124 0.01238 gl
-0.0075 -0.00747 4.3
-0.0082 -0.00821 16.5

Pode-se observar que a forma de vibrac2o jia nao e

similar a da deformacao estatica (fatores de magnificecao

variados), devido a que a frequencia da caraa ja e proxi-

ma do sequndo modo de vibracao.

Reacoes no Apoio:

Comparou-se

tambem os resultados com uma analise in-

cluindo o efeito do amortecimento estrutural (a1=0,005)

Caso 1:
LEBRE FM c/amortecimento
P 4 2.04 2.0 2.01/-10,.3°
2 0
M, .4 -8.99 1.8 -8.86/-9.6
Caso 2:
LEEBRE FM c/amortecimento
Fy.a| -6.81 -6.8 -3.99/57.3°
M4 | 26.41 -7.9 15.39/55.5°
B
Caso 3:
LEBRE FM c/amortecimento
Fy.q| 12.83 12. 0.62/82.8°
]
M - 8.7 -0.73/265.3°
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5.5 - Portico Plano - Carqa periodica

Este problema ilustra a resposta em frequéncia
de uma estrutura para carga periocdica usando o metodo di-
reto e @ similar ao apresentado na referencia 41.

Ilustra tambem as duas formas de se fornecer
cargas periodicas na linguagem LEBRE. Estas podem ser colo-
cadas como soma de parcelas de cargas harmonicas obtidas da
serie de Fourier correspondente, ou como funcao variavel no
tempo, no intervalo correspondente a um periodo, Neste caso
o numero de parcelas pedidas sera usado na aplicacdo da
Transformada Rapida de Fourier (FFT).

A estrutura a ser resolvida consiste em um por-
tico plano de tres barras, onde serao considerados 13 nos,
como mostra a fiqura 5.5. A carga aplicada tem uma varia-

¢do no tempo na for@a indicada na fiqura 5.6,

P(t) 5 Q' ?_ § 9
4T 10
3“ ”11
24 12
1 113 . X
s

FIGURA 5.5 - Portico plano. modelo discretizado

In

N/

P(t
1

v

Y
-+

FIGURA 5.6 - Carqa periodica aplicada




Dados:

A = 0,023 area da secao transversal

E = 21x10'0 modulo de Youna

Iz= 4,219x10"5 momento de inercia

p = 7800 massa especifica

By = 0,005 constantes de amortecimento (a0=0)
k = 1000 amplitude maxima

T=1,0 periodo (sequndos)

serie de Fourier

P(t) = §5[sen(ﬂi)- lsen(Bnt]+l_sen(5nt)-l_sen(?ﬂt)+...

T2 T 9 T 25 T 49 T
8k/n2 = 810,57

Proorama:

TITULO "PORTICO PLANO - CARGA PEPIODICA"
DADNS DA MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS

1 A4 INICIO @ FIM v 4.5

5 A9 INICIO Y 6 FIM 6 6

T0_A 13 IRICIO 6 4.5 FIN B

CONETIVIDADE MULTIPLA; 1 A 12 NOS 1 2 PASSO 1
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO PP

DADOS DA ESTRUTURA

PROPRIEDADES; TODOS AX 2.P23 1Z 4,219F-5
CONSTANTES; TODOS E 21e1@ MASSA 780§ MAMNRTECIMENTO P.QP5
DADOS DE CONTORNO

RESTRICOES NODAIS; 1 13 TOTAL

DADOS DE CARGA

ACOES NODAIS

CARREGAMENTO 1

5 CARGA PX 810.57

CARGA FREQUENCIA

FATOR 1 ACOES 1 FUNCAO 1 PERIODO 1 PARCELAS 4
FUNCAO TEMPO

1 PONTOS 9 ¢ 8.5 1 .5 9 -0.5 -1 -0.5 0
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DADOS DA ANALISE

INTERVALO TEMPO 5 B.2

ANALISE DINAMICA PERMANENTE

RESULTADOS

DESLOCAMENTO 5 FREQUENCIA PARCELAS 1 A 4
DESLOCAMENTO 5 TEMPO

FIM

Para a entrada das.carnas pela serie de Fourier

usamos os comandos sequintes:

CARGA FREQUENCIA DEFASAGEM 1

FATOR 1 ACCES 1 FREQUENCIA 1 % PRRCELA 1
FATOR -@#.1111 ACOES 1 FREQUENCIA 3 % PARCELA 2
FATOR p.P4 ACOES 1 FREQUENCIA 5 % PARCELA 3
FATOR -§.02p4 ACOES 1 FREQOUENCIA 7 % PARCELA 4
DADOS DA ANALISE

DEFASAGEM ANGULO

1 CONSTANTE -99

INTERVALO TEMPO 5 0.2

Resultados:

Sao mostrados o deslocamento horizontal do pontos no-
dal 5 e o momento fletor resultante no ponto nodal 1, para
cada parcela e a historia no tempo para a carga perijodica
na figura 5.7. - '

parcela u

X,5 Mz
1 0.001367 /-3.05  1555/-3.11
2 0.00078208/120.9 987/120.3
3 0.00002973/188.9 42/186.09
4 0.00000583/5.28 9/0.45
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Comparacao dos resultados para 4 e 2 harmonicos

ug M1
tempo 2 harm 4 harm 2 harm 4 harm
0,0 0,602 0,597 767 762
0,05 0,407 0,382 497 463
0,10 0,122 0,121 107 103
0,15 0253 0,285 242 287

0,20 0,913 0,911 1055 1055
0,25 1,700 1,672 2052 2000
0,30 2,040 2,050 2485 2496
0,35 1,610 1,641 1962 2007
0,40 0,648 0,638 770 756
0,45 -0,250 -0,274 -343 -377
0,50 -0,602 -0,597 -767 -762
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ga) Historia no tempo para ug - 4 harmonicos
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(b) Histhria no tempo para M- 4 harmonicos

FIGURA 5.7 - Historia no tempo.




5.6 - Estado Plano - carga harmonica

Este problema ilustra a resposta em
frequencia de um modelo de estado plano de tensoes de
grande porte. 0 modelo estrutural @ o mesmo analisado no
item 5.4 (figura 5.4), utilizando agora um elemento fini-
to quadrilatero plano de 4 pontos nodais (EPNOL). A discre-
tizacio utilizada estid apresentada na fiaura 5.8. A malha
contem 250 nos . 0 carregamento harmonico @
concentrado no ponto nodal 250,

0s resultados apresentados sao o deslocamento
miximo no bordo livre e a tensdao maxima no bordo restrito.

Com a finalidade de comparacao uma seaunda anali-
se & realizada utilizando o elemento finito de estado plano
triangular de 3 pontos nodais (EPTL).

Y
N ;
5110] 1§ v 250
196
7 P 249
h 147
3 I 2Lh8
50 98
2 " 247
1 12] 3] 4 48| 49
_..._,.c._\l\ 6 4 246
QQ
1 1

FIGURA 5.8 - ﬂa]ha de elementos finitos utilizada
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Programa:

TITULO "ESTADO PLANO  CARGA HARMONICA"

DADOS DA MALHA -

COORDENADAS MULTIPLAS

1 A 246 CADA % INICIO § FIM 5

SEMELHANCA NODAL

{ A 246 CADA 5 COM Y fi.25 ICGUAL
COM Y 0.5 ICGUAL
COM Y §.75 IGUAL
COM Y 1 IGUAL

CONETIVIDADE MULTIPLA

1 A 49 NOS 1 6 7 2 PASSO 5

50 A 98 NOS 2 7 8 3 PASSO 5

99 A 147 NOS 3 8 9 4 PASSO 5

148 A 196 NOS 4 9 10 5 PASSO &

TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO EPOL

SIMILARIDADE; 2 A 196 SIMILAR 1

DADOS DA ESTRUTURA

PROPRIEDADES; TODOS ESPESSURA 1

CONSTANTES; TODOS E 1250 MASSA 2.5

DADOS DE CONTORNO

RESTRICOES MODAIS; 1 A 5 TOTAL

DADOS DE CARGA

ACOES NODAIS

CARREGAMENTO 1

250 CARGA PY -1

CARBA FREQUENCIA

FATOR 1 ACOES 1 FREQUENCIA 0.3077

DADOS DA ANALISE

ANALISE DINAMICA

RESULTADOS

DESLOCAMENTO 246

REACOES 1 A 5

FIM

247
248
249
250

Sy BRI a )

Resultados:

—xemplo 5.4 EPQL

CADA
CADA
CADA
CADA

oo

EPTL

o 7

u -0.0568 -0.05872 -0,0602

max

tempo de processamento:(seg)

total

equacoes

analise estatica

analise dinamica permanente:
EPQL
EPTL

126,5

1095,2
1089, 3

52,728

363,284
353,284
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5.7 - Portico Espacial de 208 nos

Este problema ilustra a aplicabilidade do alao-
ritmo de solucao de sistemas de equacoes desenvolvido para
grandes matrizes, utilizando o esquema de particao em blo-
cos com o uso de memoria secundaria para armazenamento dos
blocos.

A estrutura analisada e um portico espacial com
o total de 208 nos, apresentado na fiqura 5.9, resultando
num problema de 1248 graus de liberdade. A capacidade de
memoria necessaria para a solucao do sistema de equacbes
resultante, com um vetor de caraa e usando 0 esquema com-
pactado de armazenamento e iqual a 123.393 palavras de me-
moria para a analise estatica. Para a analise dinamica
permanente,com o esquema de montaagem da matriz total apre-
sentado neste trabalho, a memoria necessaria e de 248,786

palavras.,
13 1k ]}/15 16
92 10 1l 5
5/ G/ ?/ 8 /
12 1 2 3 4
11— 17 18 19 20
10— ///

N BN S

]
INANANNNNN

|
AN

= & =5 J‘-’- -

FIGURA 5.9 - Portico espacial de 208 nos.
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Foram efetuadas diversas analises variando a
quantidade de memoria primaria disponivel, e os tempos
de solucao do sistema de equacoes obtidos sao apresenta-
dos no quadro abaixo,

tempo de processamento*

memoria blocos** tempo de solucdo (sea)
primaria estatica dinamica
130.000 1/4 536,107
31,000 8/17 88,032 573,963
10.500 24/48 101,400 761,018
5.200 48/96 131,210 1331,781

* computador DEC-10/KL1090
** blocos para analise estatica/analise dinamica

Utilizando as expressoes para calculo do numero de
operacoes na solucao do sistema de equacoes (Anexo III)
temos aproximadamente 2,164 milhdes de operacoes (produtos)
para o sistema em questao.

Para ilustrar o aumento do tempo de pwocessamento
analisamos ainda duas estruturas do mesmo tipo que a an-
terior , aumentando o numero de pisos para 25 e 62 , resul-
tando em porticos espaciais de 416 e 1008 nos, obtendo os
resultados do quadro abaixo.

tempo de processamento
memoria primaria = 31,000 palavras

nos blocos tempo de solucao (estatica)
416 16 228,834
1008 40 742,077

Para solucao desses problemas no sistema e &ambém aconse-
Thavel a utilizacdo do comando SIMILARIDADE a fim de diminuir
0 espaco na memoria secundaria gasto com o arquivo das matri-
zes caracteristicas dos elementos.,
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Este problema ilustra uma aplicacao pratica da
analise dinamica permanente no dominio da frequencia em
engenharia estrutural, A aplicacao consiste na analise
dos esforcos de uma plataforma maritima fixa, conforme
o modelo estrutural da fiqura 5.10, Para a analise a es-
trutura foi discretizada em varios elementos e fixada no
ponto nodal inferior.

555 N_ﬂ— ——57,6
¢e:-6,10
b .=
¢5=5,85 | a0,
$=9,15
$7=8,80 | 28,5
¢e= 12,20
®i= 11,80 A e g
be= 15,25
¢i= 14,75

FIGURA 5,10 - Modelo estrutural da plataforma.

Para a analise no sistema LEBRE o elemento finito
PP, de 3 araus de liberdade por no (x,y e rotacao em z) foi
utilizado.

A determinacao das forcas atuantes nesta estru-
tura e um dos problemas mais complexos da atualidade. De
uma forma simples podemos considerar apenas uma parcela
das forcas atuantes devida a acao das ondas maritimas, a
partir do conhecimento da direcao de propacacao da onda,
da sua amplitude maxima e do seu periodo. No modelo
analisado a direcao de propaacacao da onda e irrelevante,
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e o periodo pode ser considerado pela formula

T

3.2 / Ht (5.8-1)

Para o calculo das forcas devido as ondas o

primeiro passo @ a determinacao destes parametros e

outros basicos correspondentes a localidade de instala-

cao. Em sequida @ necessaria a escolha de uma teoria pa-

ra representacao do movimento da onda, para poder-se

calcular o campo de velocidades e aceleracoes atuantes.

Finalmente estas velocidades e aceleracoes devem ser

transformadas em forcas atuantes na estrutura. Se as di-
mensoes dos elementos estruturais sao tais aque estes po-

dem ser considerados esbeltos, sendo "transparentes" a

onda incidente, entao a equacao de Morrison pode ser
utilizada [48].

Pela equacao de Morrison a intensidade da for-

¢a atuante em um cilindro vertical e dada por

onde

f.‘

. <

e O X o<

M

= 2. 2 * .
ntmlg v+;-a({IM—1)1E R+ Co=(v-x)|v-x| (5.8-2)
4

aq

> I Wer

peso especifico da aaua
diametro do cilindro
velocidade horizontal da onda
aceleracao horizontal da onda
aceleracao do cilindro
coeficiente de inercia
coeficiente de arrasto
velocidade do cilindro

A aplicacao dessa equacao se mostra bastante

simples, embora na pratica muitos problemas surjam na

determinacao dos coeficientes CM e CD’ por exemplo 491,

0 primeiro termo da expressao de Morrison & chamado de
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"massa adicional" resultante das pressoes existentes no

cilindro e o terceiro e devido ao arrasto viscoso sobre o
cilindro. Para cilindros rigidos e de diametros grandes o
primeiro termo e dominante e teremos:

f = n CM IF_Ea v (5.8-—3)

4

Quanto ao aspecto da teoria de movimento de
onda, estudos mostram que para aguas profundas ou inter-
mediarias as teorias de Stokes podem ser utilizadas [497,
e para uma analise mais simples a aproximacao linear
(teoria de Airy) pode ser adotada.

Pela teoria de Airy, temos que a velocidade da
onda e dada por

vV = wh 2 coshl[k(z+d)] cos(wt+6) (5.8-4)
senh(kd)

onde
z : ordenada considerada (fiqura 5.11)
h : amplitude da onda

frequencia da onda

e

v X or k

tempo

profundidade do mar (fiqura 5.11)
numero da onda, icual a w?/a
aceleracao da qravidade

6 : defasagem, iqual a kx

177N SIS

FIGURA 5.11 - Sistema de Referencia para onda




A defasagem anaular deve ser considerada devido
a localizacao diferente de cada elemento estrutural em
relacao ao pico da onde num dado instante de tempo t. No
modelo analisado esta pode ser desprezada.

A aplicacao da expressao (5.8-4) e (5.8-3) ao
modelo discretizado por elementos finitos produz a expres-
sao abaixo:

fn = Fn cos(mt+0n} (5.8-5)
onde
nh2z
Foo= o Gl hov 1 (5.8-6)
4

onde n @ o ponto nodal considerado e Ve e a area de in-
fluencia considerada para este ponto nodal.

Para o modelo analisado os dados e caraas atu-
antes obtidas estao na tabela abaixo, obtidos com os se-
quintes parametros

p =1 t/md h = 9,45 m

Cy= 2,0 T = 9,837 s

d = 55,5 m w = 0,101657
K = 0,001053

caraas atuantes devido a acao da onda

no Totm) oz (m) Faltf)

1 0,0 -55,5 0,0

2 0,64  -51,4 26,91
3 1,40  -47,3 32,63
4 1,52 =39,0 16,09
5 1,52 -33,0 9,74
6 1,52 -27,0 11,85
7 1,52 -21,0 12,40
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no ]n 2 Fn

8 3,89 -15,0 11,04

9 5,49 -12,5 o i

10 3,66 -18,0 2,33

" 3,66 -7,5 2,58

12 4,57 -5,0 2,85

13 10,9 -2,5 2,91

14 9,38 0,0 1,47

15 0,0 {0 | 0,0
Proarama:
TITULO "PLATAFORMA MARITIMA"
DADOS DA MALHA
COORDENADAS
1 Y =55.5; 2V ~51.4; 3 ¥ «47,3; § ¥ <39
5 Y <333 B Y =27 ; Y =&l 3 -15
9 Y «12.56 ;10 ¥ =18 11 ¥ =753 12 ¥ =5
13 Y 2.5y 14 @ & 15 Y 2.1

CONETIVIDADE MULTIPLA;
TIPO DE ELEMENTO; TODOS TIPO PP

DADOS DA ESTRUTURA
PROPRIEDADES

1 A 3 SECAO CORE
4 5 SECAOD CORE

04

1 A 14 NOS 1

o525 . 4785
1.18

6 7 SECAO CORE p.915 .88

8 A 14 SECAO CORE @,61 §,585
CONSTANTES; TODOS E
DADOS DE CONTORNO
RESTRICOES NODAIS;

DADOS DE CARGA

ACOES NODAIS
CARREGAMENTO

CARGA
CARGA
CARGA
CARGA
CARGA
CARGA
CARGA
CARGA

O ~~OU BN

PX
PX
PX
PX
PX
PX
PX
PX

10 CARGA PX
11 CARGA PX
12 CARGA PX
13 CARGA PX
14 CARGA PX
CARGA FREQUENCTIA

FATOR 1

ACOES 1

1 TOTAL

FREQUENCIA §.101657

DADOS DA ANALISE

2 PASSO 1
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ANALISE DINAMICA
RESULTADOS
DESLOCAMENTOS 15
REACOES 1

FIM

Resultados: ( em tf,m,qgraus)

deslocamento maximo = 12,17 / 8,6°
esforco cortante na base = -176,7 / 8,8°
momento fletor na base = 6772,3 / -9,60

Para uma analise estrutural completa deve-se
ainda adicionar os efeitos do peso proprio da estrutura,
da acao do vento e da corrente maritima. Da mesma forma
as caracteristicas da onda a ser utilizada devem ser le-
vantadas no local a ser instalada a estrutura, e normal-
mente nao pode ser feita uma analise deterministica para

uma unica onda e sim uma analise aleatoria [49],
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‘6. CONCLUSAO E RECOMENDAGUES

Foi desenvolvido um sistema voltado a aplicacdo por usuario
final (especialistas em analise estrutural) com utilizacao de recursos
de Tinguagem orientada . 0 sistema se aplica a analise dinimica perma-
nente de estruturas sujeita a cargas periodicas. A analise € realizada
pelo Método direto no dominio das frequencias, e € mais interessante
quando poucas frequencias podem ser escolhidas para representar o com-
portamento dinimico da estrutura

Foram apresentadas tecnicas para solucao do sistema de equa
cdes em memdria secundaria , visando a solucdo de problemas maiores
dos que os possiveis para solugcao normal em memoria primaria. Particu-
larmente, a tecnica apresentada por NMOND KAR e POWELL34 foi considera-
da a mais adequada sob os aspectos de eficiencia e simplicidade, e foi
implantada no sistema LEBRE .

Dentre os estudos apresentados consideramos relevantes a
contribuicao feita neste trabalho no assunto de solucao de grandes sis
temas de equacoes . As tecnicas apresentadas ma literatura esgotam os
aspectos do armazenamento de grandes matrizes e a solucao do sistema
de equagoes com uso de memoria auxiliar. Porem pouco, ou quase nada,
se tem sobre a methor forma de se fazer a montagem do problema e da
sua matriz total nos casos de falta de memoria . Neste ponto o traba -
Tho sugere forma eficiente . Ao trabalho apresentado sugere-se uma com
plementacao com o estudo de conceitos utilizados no metodo Fronta119 .

 As técnicas apresentadas e discutidas nesse trabalho tem-se
mostrado uteis para ¢ uso em microcomputadores . Nesse caminho sugere-
se para adequacao ao uso de microcomputadores o estudo de parametros
para transferencia de discos rigidos padronizados para 16 bits , e a u
tilizacao de memoria RAM(Random Access Memory) adicional .

No tratamento de matrizes complexas mostrou-se no trabalho
que para implementacao nos compliladores tradicionais e na sua estrutu
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racao flexivel adotada no sistema LEBRE o melhor caminho e o da simula
cao com variaveis reais das operacoes com numeros complexos.

| Com a analise dinamica no dominio da frequencia ganha-se u
ma capacidade de modelagao do comportamento estrutural mais adequada ,
com o0 uso da matriz de amortecimento comp]exa9
neste trabalho .

, que nao foi explorada

A ultima contribuicao foi a incorporacao das subrotinas e
programas a familia LEBRE. Foi desenvolvido o sistema LEBRE-DINAP com
~interpretador de comandos baseados no do LEBRE I . Este trabalho comple
tou com exito um processo de transferencia de tecnologia no desenvolvi
-mento de Sistemas Computacionais e Linguagens Orientadas para a Univer
sidade Federal do Parana , iniciado em 1979 .



128
ANEXO I (ver 3)

ROTINAS DE SOLUGCAO DE SISTEMAS DE EQUACDES ALGEBRICAS

Neste anexo apresentamos os codigos FORTRAN das
rotinas de solucao de sistemas de equacoes algebricas 1i-
neares citadas no capitulo 3 e desenvolvidas para o siste-
ma LEBRE. Apresentamos as rotinas baseadas no metodo de
Crout (ver 3.5) para matrizes simetricas com vetor perfil
por colunas, com uso somente da memoria principal (rotina
1) e com 0 uso de memoria secundaria (rotina 2). 0 esquema
de armazenamento e o compactado por colunas.

As versoes dessas rotinas para matrizes complexas
foram desenvolvidas com o uso das rotinas de aritmetica com-
plexa apresentadas no final desse anexo, Nessas rotinas o0s
valores complexos ocupam duas posigcoes seqguidas de um arran-
jo vetorial, com a primeira posicao contendo a parte real e
a sequnda a parte imaginaria.
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ANEXO I1 (ver 4.5)

COMANDOS DA LINGUAGEM 1L EBRE

0 sistema LEBRE-DINA para analise de estruturas
sujeitas a carcas dinamicas periodicas tem a entrada de dados
na forma de linguagem orientada com comandos de interpretacao
sequencial, A estrutura da linocuacem € a mesma dos demais
sistemas da familia LEBREZd, e e dividida em etapas de dados
(MALHA, ESTRUTURA, COMTOPNQ, CARCGAS, AMALISE e PESULTADOS).
ApOos a naalise de uma estrutura € permitida a alteracdo dos
dados para nova analise,

A sintaxe destes comandos esta definida como abaixo:
As seauintes rearas devem ser observadas:

1- simbolos ndao terminais serao escritos em letras
minusculas e entre<>

2- simbolos terminais serdao escritos em letras mails-
culas, sendo necessario no minimo as quatro primeiras letras;

3- termos opcionais serdao escritos entre I 71;

4- termos alternativos serao escritos éntre )

5- termos repetitivos serao escritos entre {};

6- 0 simbolo ::= e usado para indicar aeracdo:

7- 0 simbolo ; nao e obricatorio auando & o Ultimo
do reaistro:

8- o caracter $ & indicativo de continuacio no reais-
tro secuinte:

9- 0 simbolo de partida & o nao-terminal sessao

Uma sessao no LEBRE e definida por
<gessao>::=[<comece>]{<proarama>}l<termine>]
<programa>::= [<titulo>]{<unidade><imprimir><etapa>}<fim>
<comece>::= CONVERSACIONAL;
<termine>::= SISTEMA;
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<tjtulo>::= TITULO <textox}

<fim>::= FIM;

<etapa>::=<ma1hav[<estruturav\<cont0rn0\\<carnas>\<ana?1se>\
<resultados>

<malha>::= DADOS DA MALHA;{<coordenadas>
<tipo de elemento~|<unidade>

<c0netividades“|

<imprimir>}
<coordenadas>::=<coord-nodal> |<coord-multipla>|

<semelhanca nodaistcsimetriar
<coord-nodal>::= COORDENADAS;{<inteiro> <especif. de coord>;}

<coord-multipla>::= COORDEMADAS MULTIPLAS;{<1lista> INMNICIO
<especif. de coord.> FIM <especif. de coord.>;)
<semelhanca nodal>::= SEMELHANCA NODAL;{<lista> {rn™

<especif, de coord,>IGUAL <lista };}
<especif. de coord.>::={ X <real>| Y <reals| Z <real>}3|
{<real>}?
<simetria>::= SIMETRIA INODAL];{<lista> COM <lista>
<especif., de simetria>; }

cespecif. de simetria>::= EIX0 X|Y|Z | RETA <ponto><ponto> |
PLANO<ponto><ponto><ponto~ |[XY|YZ|XZ
<conetividade>::=<conet-elemento>|<conet-multipla>|

<semelhanca de conet.:

<conet-elemento>::= CONETIVIDADE:;{<inteiro><especif., de conet.>;}
<conet-multipla-::= CONETIYIDADE MULTIPLA;{<Tista> NOS

<especif. de conet. PASSO <inteiro>[<inteiro>1;}
<semelhanca de conet.>::= SEMELHAMCA DE CONETIVIDANE;{<lista>

{MAIS <inteiro> IGUAL <lista>};}
<especif, de conet.>::=<inteiro> <inteiro>[<inteiro>l<inteiro>1]]
<tipo de elemento>::= TIPO DE ELEMENTO;{<lista> TIPO <tipo>;}
<tipo>::= TP|TE|PP|PE|GP|EPTL|EPQL|EPTQ|EPQQ
<estrutura>::= DADOS DA ESTRUTURA;{<propriedades>[<constantes>!

<unidade> |<imprimirs}
<propriedades>::= PROPRIEDADES;{<lista><especif. de prop.>;!
<especif. de prop.>::={AX <reals| IX <reals>| IY <real>|

IZ <reals| ESPESSURA <real-| creal=)” |
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<constantess::= CONSTANTES;{<lista-<especif. de const.>;}

<zspecif. de const.>::= E <reals| G <real>| POISSON <reals |
MASSA <real>| KAMORTECIMENTO <real-~ |
MAMORTECIMENTO <real>|{<rea1>}6

<contorno>::= DADOS DE COMTCRNO;{<restricoess|<unidades> |
<imprimirs }

<restricoes>::= RESTRICOES NMODAIS;{<Tista- INCOGNITAS

<incognitas> | TOTAL | MOLA <especif. de molas>;)
<incoanitass::= U|V|W|RU[RY|RY
<especif, de molas>::= KX <reals| KY <reals| KZ <reals|

KMX <reals| KMY <reals| KMZ <real: [{<reats)®
<cargas>::= DADOS DE CARGA;{<acoOes nodaiswlccarna frequencia%‘
<unidades> |<imprimirs |<funcoes>}
<acoes nodaiss::=ACOES NODAILS;f<carreqamentos ;{<lista~CARGAS
<especif. de cargas>;}}
<especif. de cargas>::= PX <reals| PY <real>| PZ<reals |
MX <reals| MY <reals| MZ <reals [{<rea15}6
<carregamento-::= CARREGAMENTO <inteiro>[<titulo>]
<carga frequencia>::= CARGA FREQUENCIA [FATOR <real>]
DEFASAGEM <inteiro>1s{<parcelas>};
<parcelas::= [FATOR <real>] ACOES MODAIS [CARREGAMENTON
<inteiro> [FREQUENCIA <real>1TDEFASAGEM <inteiro>]
[FUNCAO <inteiro~1TPERIODO <real>~TrPARCELAS

<inteiro>]
<fungbes>::= FUNCAO TEMPO|AMORTECIMENTO|FREQUENCIA <funcdo>;
<funcdo>::= <inteiro> COEFICIENTES <reals | PONTOS <inteiro>

{<real>3| PONTOS X <reals| Y <reals |[{<reals}?
<analise>::= DADOS DA ANALISE;{«intervalo«|<defasaaem>]
<solucdao>|<similares>|<tipo analisa>|<unidades>|
<imprimir>|<ativos>|<inativos>
INTERVALO FREQUENCIAITEMPO-{cinteirow<reala 3

DEFASAGEM TEMPO|ANGULAR; <especif. de defas.>;

<intervalos>::

<defasagem> - -

Eﬁ@f"‘-'ﬂ’fr TE

;Juom DB

alBL s
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<especif. de defas.>::= <inteiro> CONSTANTE <reals| VARIAVEL
NOS <Tista> INCOGMITA <incoanitas<reals

<solucao>::= SOLUCAO [MEMORIA <inteiro>T1[BLOCOS <inteiro>]
[OPERACOES]I[PRIMARIAT;

<similares>::= SIMILARIDADE;<1ista> SIMILAR <nome>

<tipo analise>::= ANALISE DINAMICA [PERMANENTE] | ESTATICA
[LINEAR];

<ativos>::= ATIVOS NOS|ELEMENTOS|CARREGAMENTOS <listas;

<inativos>::= INATIVOS NOS|ELEMENTO|CARREGAMENTOS <listas;

<resultados>::= RESULTADOS;{<especif. de saida>|<combinacdos

<unidades> |<imprimir>|<ativos>|<inativoss)

<especif. de saida>::= DESLOCAMENTOS [NOS1f<lista>] |
ESFORCOS [ELEMENTOS1I<1ista>] | REACOES [NOS?
[<1ista>] | TODOS TEMPO |FREQUENCIA TPARCELAS

<lista>];
<combinacao>::= COMBINACAO; <inteiro>{<inteiro» <inteiro>};
<unidade>::= UNIDADE {<un-comprim.> I<un-peso> |<un-temper.>[

<un-anqulo> [<un-tempo>});

<un-comprim.>::= *M|METROS|POLEGADAS|PES|CM|CENTIMETROS|DM|
DECIMETROS

<un-peso>::= *KGF|QUILOS|TF|TONELADAS|LIBRAS|KIPS|NEWTONS

<un-temper.>::= *CG|FAHRENHEIT

<un-angulo>::= *RADIANOS|GRAUS

<un-tempo>::= *S|SEGUNDOS|MN|MINUTOS |HR|HORAS

<imprimir>::= [NAO] IMPRIMIR;

<lista>::= <inteiro> [ATE|A <inteiroJ[CADA < inteiro> 1 MENOS

<1nteiro>[ﬂTE|A <inteirol][CADA <dnteiro ]

<texto>::= " <caracter>



143

ANEXO III (ver 3)

CONTAGEM DE OPERACOES NA SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACODES

E muito simples quantificar o numero d€ operacoes
realizadas nos algoritmos diretos de soluccao de sistemas
de equacoes lineares, apresentados no capitulo 3. Geralmente
esta e a forma de comparacdao quanto a eificencia computacional
dos algoritmos.

Fator importante na eficiencia de um alqoritmo também
e o tempo de processamento gasto com acesso a memoria. Obviamen-
te o acesso a memoria secundaria, sendo mais lento, deve ser
melhor estudado. No texto comentarios foram tecidos sobre este
aspecto.

Apresentamos resumidamente a contagem de operacoes
para os diversos algoritmos apresentados incluindo-se solucao
de matrizes quaisquer, matrizes com distribuicao em banda,
simetricas e com perfil. Como a adicao e a subtracdao sao ope-
racoes bem mais rapidas, e a divisao e realizada em pequena
quantidade se usa apenas o total de produtos para comparacoes.
Para matrizes complexas, a quantidade indicada nos algoritmos
seria de operacoes complexas, e equivalencia desta com as reais
estao indicadas em 3.8,

ITT.1 Matriz quadrada qualquer

metodo de eliminacao (ver 3.2):

eliminacao avante- produtos n*/3 - n/3
divisoes nz/2 - n/?

retrosubstituicao- produtos n2/2 - n/2
divisoes n

total produtos n3/3+n?/2-5n/6

divisoes n2/2 +n/?2




metodo de decomposicao (ver 3.3)

decomposicao

substituicao
retrosubstit,.

total

[I11.2 Matrizes esparsas

II1.2.1 Matrizes banda

metodo de eliminacao

eliminacao

retrosubstit.

total

com k=m/n

produtos
divisoes
produtos
produtos
divisoes
produtos
divisoes

produtos
divisoes
produtos
divisoes
produtos
divisoes
produtos

divisoes
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n*/3-n?/2+n/6
nz2/2-n/2
nef2-nle
nef2=nfe

n
n®/34+n2/2-5n/6
n?/2+n/2

nm? -nm-2m?/3+m? -m/3

nm-m2 /2-n+m/2

nm-m2/2-n+m/2

n

nm?-2m3 /3+m? /24m/6-n

nm-m? /2-+m/2

nd (kz2-2k? /3 )+n?2k?/ Z4n(k/6-1)
n2(k-k2/2)+nk/2



método de decomposicao
decomposicao

substit. avante
retrosubstit,.

total

com k=m/n

III1.3 Matrizes simetricas (ver 3.5)

produtos
divisoes
produtos
produtos
divisoes
produtos
divisoes
produtos

divisoes

I11.3.1 Matrizes simetricas quadradas
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(m=1)2(n-m)+m?/3-m2/2+m/6
nm-m?/2-n+m/?2

nm-m2/2-n+m/2

nm-me /2-n+m/2

n

nm2-2m3 /3+m?/24m/6-n

nm-me /2+m/2
n3(k?-2k3/3)+n2k2/24n(k/6-1)
n2(k-k2/2)+nk/2

metodo de decomposicao (reducao de Crout)

decomposicao

substit. avante
retrosubstit.

total

produtos
divisoes
produtos
produtos
divisoes
produtos

divisoes

n*/6-n/6
n2/2-n/2
ng/2-n/2
n/f2-n/f?

n
n®*/6+n¢-7n/6
ne/2+n/?
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método de Cholesky (A=S%S)

Fatorizagao produtos n2/6-n/6
divisoes n2/2-n/2
raiz quad. n

Substit. avante produtos n?/2-n/2
divisoes n

retrosubstituicao produtos nz/2-n/2
divisoes n

total produtos n®/6+n?-5n/6
divisoes n2/2+3n/2
raiz quad. n

I11.3.2 Matrizes simetricas esparsas

I11.3.2.1 Matrizes simetricas banda

metodo de decomposicao ( reducao de Crout)

Decomposicao produtos m(m-1) (n-m)/2+m*/6-m/6
divisoes nm-m2 /2-n+m/?2

Substit.avante produtos nm-m2 /2 -n+m/2

retrosubstituicao produtos nm-m2 /2-n+m/2
divisoes n

total produtos nm? /2+3nm/2-m* /3-m? /2+5m/6-2n
divisoes nm-m? /2+m/2

com k=m/n produtos n3(k2/2-k3/3)+n2(3k/2-k2/2)+

n(5k/6-2)

divisoes n? (k-k2/2)+nk/2



I11.3.2.2 Matrizes simetricas com vetor perfil por colunas
(ver 3.5)

Metodo de Decomposicao(Crout modificado)

produtos: . 3

decomposicao n?/6+n2/2+n/3-1- ¢ FLi(L1+1)/2 + Ymax(Li,L.)W

d
J=2 1=Lj+1

substituicao avante .

n(n+1)—3Ln+1/2-1;+1/2 = ¥ maxil.,1 )

"1 nad

1=l,n+1+1

onde L ., e a nrimeira linha nao nula do vetor

retrosubstituicao
n(n+t)/2 - L
n
onde . = rLi
J=1
divisoes:
decomposicao n(n+1)/2 = L
onde L = ¢ L
j=2

i

retrosubstituicao

n
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