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SUMMARY 

In the pre sent work, the bases of Lhe finit~ ~lcmen t method and 

the concept of thc isoparametric clcmcn.ts are es tablished, giving in de t ail 

the formulation and computer implementat.ion for the quadrilateral and 

hexahcdríca l t• l emcnls. 
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No presente trabalho est.:tbelecem-se brevemente as bases do método 

dos elementos Cinitos ('do conct•Íto d,· t•l rmt·nlns i sop;tram(Lrico:. , dcLalhan

do-se a formulação e a i_mpl emcntaç:io paro os e lemen t os quadril:Íteros e he

xacdricos . Áprescntam-se a segu ir as ca racterÍsticas do 0Squcma integr ado 

para ta l implementação . 

Em particular os clemenLos desenvolvidos scrno npli cado s em pr o

blemas elásticos tridjmensionais , em pr ob lemns bidimensionais de tensÕes e 

deformaçÕes ou axi.ssimclricos com c;-~rreg'nmL·nLo .:txi::;simÚtrico. 

l tH.: lllt'ltl - !it', J Ítt,lilltl'ttlt•, v:irío:, t'/,r·tnplo·: i l llsLr.tL Í VIJ:; demonstrando 

a aplicação ·pr iít i <'a do dl''l<'nvolvim,.ntn :tpr"'-'"lll:ldo . 
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1 . ESCALARES 

e 

T 

u , v , \ol 

i, J , k, m 

x , y, z 

c. n, r; 

E: x' E: y' E: z 

Yxy ' Yxz' 

a , a , a 
X y Z 

yyz 

NOTAÇÃO 

Índice que indica elemento 

- simbolo par a i ndicar mat riz ou vetor 

Índice para indicar a transposta de uma matriz ou vetor 

- Component es de des locamentos nas direçÕes x , y e z, res 

pectivamente 

Sub-Í ndices ou constantes inteiras 

- Coordenadas retangul ares 

- Coord enadas locais adimcnsiona is 

- DeformaçÕes nas direçÕes x , y e z 

- DeformaçÕes de cor t e nas direçÕes x , y e z , r espectiva-

mente. 
-- Componentes nonnais das tensoes , paralelas aos e1xos x, 

y e z 

-Txy ' Tyz' Tzx - Componentes de corte das tensoes em coordenadas retan-

F. 
1 

w. 
l 

p 

a 

E 

\) 

t 

r 

e: z' 

Yrz 

ar ' 

T rz 

NP 

E: r' e: e 

C1 z ' ao 

gulares 

- Função qualquer 

Coeficiente de peso usado nas fÓrmulas de i ntegr ação nu 

merica 

Densidade do material 

Coeficiente de expansão t érmica 

MÓdulo de Elasticidade 

- Coef iciente de Poisson 

- Espessura do elemento 

- Raio 

- DeformaçÕes axial , radial e circunferenci.al, respecti-:-

vamente 

Deformaç~o tangencial 

-Componentes radial, axia l e circu nferencial ,das t en-

soes 

- Componente tangcncial , das tensoes 

- NÚmero de nós do elemento . 
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2. VETORES E MATRIZES 

ô 

ô~ 

N 

€ 

€ o 
B 

D 

o 

F 
F e 

F e 
b 

F e 
p 

F e 
€0 

b 

p 

k 

J 
e 

px , 

e e 

te 

o o 

e e 

- Vetor de deslocnmento 

- Vetor de deslocamentos nodais do elemento 

- Vetor com as funçÕes de forma 

- Vetor com as componentes de deformação 

- Vetor com as componentes inic iais do deformação 

- Matriz relacionando deformaçÕes com deslocamentos 

Matriz de e l asticidade 

- Vetor com as componentes de tensao 

- Vetor de forças 

- Vetor de forças nodais equivalentes 

- Vetor de forças nodais equivalentes devidas a car gas 

de volume 

- Vetor de forças n~dais equivalentes devidas a cargas 

de superfície agindo sobre o elemento 

- Vetor de forças nodais equivalentes devidas a defor

maçÕes iniciais do elemento 

- Vetor de cargas de vo lume 

Ve tor de cargas do superf Ície 

- Matriz de rigidez total 

-"Matriz Jacobiano 

py , Pz Ve tores com os valores nodais das cargas de superf[

cie, nas direçÕes x, y e z, respectivamente 
-- Vetor cujas componentes sao os valores de temperatu-

-r a nos nos. 

- Vetor com os valores da espessura nos pontos nodais 
- -- Vetor cujos componentes sao as tensoes iniciais 

O termo NODAIS significa nos nós . 

Todos os vetores sao supostos vetores coluna . 

(vi) 



INTRODUÇÃO 

O método dos elementos finitos consiste basicamente em representar

se o contÍnuo por um número de partes finitas, chamadas elementos, intercone~ 

tados através de pontos nodais . normalmente situados nos seus bordos . 

A forma geométrica dos elementos utilizados na discretização do con 

tinuo pode ser variável , tendo-se originalmente desenvolvido para casos bid i

mensionais elementos do tipo triangular e retangular com lados retos e para 

casos tridimensionais tetraedros e paralelepÍpedos com faces planas . 

... 
As dificuldades encontradas , ao se tentar repres en tar formas geome-

tricas arbitrãrias com partes curvas, u~ando esses elementos, originou a pro

cura de elementos mais refinados, isto e, elementos que pos sam ter seus lados 

distorcidos de uma maneira prescrita. lRONS(l) lançou a idéia de usar-se as 

mesmas funções para definir des locamentos e o sistema de coordenadas dentro 

.do elemenLo, originando-se , as sim , o conceito de "isoparamétrico". 

Este conceito, em conjunção com fu nçÕes de forma de alta ordem, to~ 

nou possível o uso de elementos com lados curvos em problemas bidimensionais 

e com ~uperfrcies curvas nos problemas tridimensionais. 

Esta monografia visa produzir um sistema de programas para o proje- · 

to LORANE, onde , especificando-se apenas os polinômios de interpolação a uti

lizar, as rel~ções entre deformaçÕes específicas e desloc~nentos e a corres-
4 

pendente matriz de elasticidade, se possa gerar automaticamente as caracterls 

ticas corres pondentes a el ementos isoparamétricos. 

Nesse esquema usa-se a integração numérica para a resolução do pro

blema , fato que facilita a implementação tanto de elementos simples como ae 

complexos. 

- 1 -

ESCOLA De ENGENHARIA 



, . 
... 

CAPÍTULO I 

MÉTODO DOS ELEHENTOS FINITOS - DESLOCAHENTOS 

1 . 1 -INTRODUÇÃO 

O Método dos Elementos Finitos e suficient emente conhecido e não há 

ne"cessidade de maiores discussÕes a seu respeito . 

Para referência , no entanto, apresentamos um breve resumo do mesmo . 

O primeiro passo é determinar a função que deve relacionar a varia-
-çao dos deslocament ós dentro do elemento . Com os seus valores nos pontos no-

dais, essa função ê normalmente da forma polinomial . 

Seja ~ o vetor de deslocamentos em qualquer ponto do elemento , dado 

em função dos deslocamentos nodais , assim : 

• 
l.l(a) 

. - . 
A formula acima relaciona os deslocamentos , em qualquer ponto do e-

lemento , com os deslocamentos nodais . Os elementos da matriz N1 são funçÕes 

da geometr ia do elemento e ôe e o vetor com os deslocamentos nodais desse ele 

mento . 

-Por exemplo, seja a figura 1, onde o elemento "c11 e definido pelos 
-nos i, J, k e tem lados retos . 

Os correspondentes deslocamentos horizontais e verticais 

do elemento, no caso de tens~es planas, são : 

r(x,y)} 
§. = 

, v(x,y) 

conscquentemente 

u. 

r l 

u. NT o 
J 

ôe 
uk 

N 
rT 

v . 
l 

NT I o v . 
J l vk 

-de um no 

1.1 (b) 

l.l(c) 



J ., ... 

Sendo NT o vetor de "funçÕes de forma" • 

• 
' I 

---til~- X 

FIGURA 1 

O continuo dividido em elementos fini t os 

A escolha das funçÕes de interpolação deve satisfazer a critérios 

determinados a fim de que tenhamos cert eza da convergência par.a um 

do exato. Em geral, se requer que sejam satisfeitas as condiçÕes de 

tidade e admissibilidade, no entanto, na pratica se trabalha com
1

-as 
- ~ :- '"" ...-..a ·l( (.:.., ' · é' 

resulta-

comple-

seguln-
~ tes cond içoes : ' 

a) Co"oatibilidade de deslocamentos entre elementos. 

b) Se os deslocamentos nodais correspondem a um movimento de cor-

po rigido, as deformaçÕes especificas dentro do elemento de

vem ser nulas. 

c) Reprodução exata dos es t ados de deformação constante dentro do 

elemento . 

1.2 -DEFORMAÇÕES E TENSÕES . 

Prosseguindo na formulação e adotando a notaçao usada por ZIENKIE-

- 3 -



WICZ( 2) , apr es entamos a f Órmula da def ormação especÍfica ; 

• 1 . 2(a) 

Sendo B a matriz com as derivadas de N situadas em . -pOSlÇOes a pro-

priadas. 

As t ensoes são dadas pel a r elação abaixo; 

C1 = D B ôe - D c 
- -o 

1. 2(b) 

-D é uma matriz simétr ica com a s pr opri edades do material, e a ma-

tr iz de elasticidade e E o vetor de dcformaç~es iniciais , geralmente defor-- o 
maç~es térmi cas . 

1 . 3 - FORÇAS NODAIS EQUI VALENTES - MATRIZ DE RIGIDEZ 

Cónsiderando-se o PrincÍpio dos Trabalhos Virtuais c se igualando 

o trabalho virtual das forças externas com o trabalho virtual das força s / in

t ernas ob tido da integração sobre o volume do elemento t emos : 

1 .3 (a) 

A r elação acima e válida para qualquer valor do deslocamento vi r tu-

al e a igualdade dos fatores deve existir . 

e 1 . 2(b) em l . 3 (a) obtemos: 

-Substituindo as equaçoes 1. 2(a) 

F
0 

" cl ~T ~ n dv) ~· -.c ~T ~ ~o dv - L~I~ dv - J, ~ E ds 1.3(b) 

A r elação acima ê carac t er ística da análise de qualquer element o se 

gundo a forma aqui descr i ta. 

-A matriz de rigidez c representada por 

kc • fv~T ~ ~ dv 1.3 (c) 

As forças nodai s equivalentes devidas a cargas de volume obtidas da 

fÓrmula ~ . 3(b) , são dadas por : 

- 4 -



1.3(d) 

As forças nodais equivalentes devidas a deformação inicial -sao: 

c 1.3 (e) 

As forças nodais equivalentes devidas a cargas de superfÍc i e sao: 

= f. ~I~ ds 1.3 (f) 

O vetor de cargas nodais equivalentes para um e l ~1ento, deve con

ter o mesmo nÚmero de componentes , que os correspondent es deslocamentos no

dais desse element o e estar ordenado de maneira apropr i ada . 

1.4 - DETERMINAÇÃO DOS DESLOCAMENTOS 
, . 

A equação 1 . 3(b) escrita de uma forma genérica fornece a 

abaixo: 

rela ção 
/' 

1.4 (a) 

Consider ando· todos os e l ementos em que o 
.,. 

cont1.nuo es tá dividido , 

temos : 

E 
n9 de elcm . 

E a r elação final e: 

K ô = F 

Cujos termos estao definidos aba ixo 

K matriz de rigidez total da es t ru tura em análise 

ô vetor de deslocamentos nodais da peça 

F vetor de cargas nodais devidas a 
e f - "'f . e ~b , de ormaçoes cspec1. 1.cas F 

-E: o 

cargas de volume 

e cargas de superf Ície Fe. 
-p 

1. 4 (b) 

1. 4 (c) 

Aplicando um esquema para a r esolução da cquaçao 1 . 4(c) calculam-

- 5 -



se os valores das componentes do vetor ô . A partir desses valores determina 

mos as tensÕes principais nos elementos pela equaçao 1.2 (b) . 

- 6 -
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CAPÍTULO II 

ELEMENTOS ISOPARAMÉTRICOS 

2. 1 -INTRODUÇÃO 

Seja o sÓlido da figura 

y 

/ 

X 

z FIGURA 2 

Um ponto dentro de um sÓlido elistico linear 

O ponto P, definido pelas coordenadas cartesianas x , y , z , pode ser 

expresso em t er mo;, d~ coordenadas curvilíneas ~ . n e ç , ou seja : 

P(x , y , z) = P [ x(~ , n , ç) , y(~,n,r,) , z(t; , n,r, ) ] 2 . l(a) 

As coordenadas curvilÍneas adotnm nos vértices os valores ± 1 por. 

definição . 

Se o determinante do Jacobiano nao se anular a 

coordenadas existe. 

Assim na cquaçio, 

rT e 
ô = N . ô l. l(a) 

- 7 -
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NI -e -uma matriz em funçao de ~ ' n e r, . 

A r el ação entre o sistema de coordenadas curvilÍneas e o sistcmn de 

coordenadas ca r tesianas ~ da forma : 

1 
J 

2. l(b) 

O elemento scra chamado isoparam~trico se as funç~e s de forma da 

equaçio l.l(a) e 2.l(b) forem iguais, isto i : 

I I ' 
N = N 2. l(c ) 

O el emento sera chamado de "SUP.ER-PARAMÊTRICO" se o grau do poli-

nômio N, usado par a definir deslocamentos , for menor que o grau do polinÔmio 

usado par~ definir a geometria e será "SUB-paramétrica" em caso contrário, 

isto e, o grau do polinômio que define deslocamentos é maior que o que defi

ne a geometria . 

Todas as fÓrmulas do capÍtulo 1 são válidas para a formulação dos 

elementos isoparam~ tricos , sendo diferentes apenas no que tange as transfor 

maçoes necessárias, dev idas a adoção do sistema de coordenadas curvil{ncas 

local . 

2 . 2 -REQUERIMENTOS BÁSICOS PARA U}~ BOA SOLUÇÃO 

Para aqscgttrar convcrg~ncia para uma solução corr eta , nos vimos no 

i tem 1 . 1 tres condiç~cs. 

Os elementos que vamos adotar, e estao referidos no capi tulo 3 , sa

t i sfazem as tres condiç;cs de convcrg~ncia, o que é provado exaustivamente poc 

ERGATODDIUS (4) . 

Os polinômios utilizados foram obtidos por inspeção e seguem as con 

diçÕes de que N. = 1 no nÕ' i e Ni = !jl nos nos diferentes d~ i. 
1 • 

O grau do polinômio esco lhi,lo deve ser tal que dc[ina os lados , cur 
- -vos ou nao, do elemento r eferido , isto e , se o elemento tem lados definidos 

segundo a parábola do segundo grau (um nó interme:dlãrio) , então, o grau do 

polinÔmio deve ser "quadrático•• e assim por diante . 

- 8 -
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= -1 

Figura 3 

"Elementos isoparam~tricos , distorç~es ra~oivcis e irrazo~veis 

- 9 -



J , . ., ... 

2. 3 FORMULAÇÃO GERAL DOS ELEMENTOS ISOPARANÉTRICOS 

Consideraremos a seguir o caso tridimensional. 

Definindo na forma ma t ricial as coordenadas e os deslocamentos, t e 

mos as relaç;es abaixo : · 

u ::1 N N NT U 
1 ul + 2 u2 + · ' ' :::: - n 

v = Nl vl + Ni v2 + .. . = N1 ·v 
- n 

w = Nl \''1 + N2 w2 + .. . "' NT \~ 
-n 

as coordenadas cartcsinnas sao dadas por 

T 
N Z 

- n 

2 . 3 (a) 

2.3(b) 

Sendo N um ve-tor de funçÕes dependen t e das coordenadas curvilineas 

~ , n e Ç eU , V , ~1 , X , Y e Z os vetores contendo os va l ores nodais dos 
-n -n -n -n -n - n 

deslocamentos e das coordenadas respectivamente . 

A matr i z de deformaçÕes ~ dada por: 

1. 2 (a) 

coro 

E '"' 'du/x 
X 

E a y v/y 

E a z w/z 2. 3 (c) f = = 
Yxy () a 

l l 
u/z + v/x 

yxz a {) 
u/z + \.;/X 

Yyz () d v/z + w/y 

- 10 -



... 

As r elaç~es diferenciais existentes entre o s istema de coordena

das cartes i anas e o siste!lla de coordenadas curvilÍneas são dadas por : 

dx 

2 .3(f) 

Que ma t ricialmente e : 

- 11 -



ou 

e 

sendo 

= 

'iJx/'aF, 

()y/'d F, 

'dz/óF, 

dr, 

= 

= 

'ax/ 'an 

ay/an 

T 
(l-1) 

J-
1 

= aE, / ay an/ ay 
[

- 'af,/ax ón/ Ox 

'dF,/'dz 'an/ az 

ay/ ar:. 

'dr; / 'dx 

ar:. /ay 

ar./az 

d 
X 

d 
y 

cl 
z 

2. 3 (g ) 

2.3(h) 

2 . 3(i.) 

\ I .. 

) 2. 3 (j) 

De 2.3(d) conc luímos que qualquer derivada de função em termos de 

x , y e z scri dada em termos C, n e t por : 

- 12 -



dice 1. 

::~ :: 1J 

()F I dZ 

Logo, temos : 

j a F 1 at; 

aFian 

.... élFiaç 

A matriz Jacobiano c seu detc~inant e 

A·ma triz de rigidez ke, - calculada da e 

kc "' f v 
T 

B D 13 dv 

estao calcul ados· no 

-equaçao 

1.3 (c) 

A matriz B e calculada de acordo com 2.3(d) e sua ordem 

6 x 3 NP , send o NP o nÚmero de nós do elemento , para o qual se está 

lando a matr i z de rigidez . 

2 . 3 (k) 

2. 3 (1) 

-apen-

/ 

-e de 

cal cu-

A matriz D e a matriz que define a relação entr e as tensÕes e as 

defonnaçÕes espc~ificas , e a ma triz de elasticidade(S) : 

Calculando-se um e l emento di(erencial de volume temos : 

dv = dx dy dz 2 .3(m) 

mas 

dx dy dz = (det J) d~ dn dç 2.3(n) 

A r elaç~o acim3 e cncontradn em qualquer livro texto de cilculo lO 

tegral. 

- 13 -



Substituindo 2.3(n) em 2.3(m), vem: 

dv = (J) d~ dn dç 2 . 3 (o) 

E finalmente temos a matriz Je rigidez, para elementos finitos iso 

paramétricas , definida a seguir : 

f T 
B D B J I d~ dn dr; 2.3(p) 

v 

2. 4 - HnEGRAÇÃO NUHÉRICA 

A integral da f6rmula 2 .3(p) poderfa ser resolvida algebr i camente , 

mas somente para os elementos mais simpl es seria fãcil, alem disso, um erro 

nes te tipo de integraç~o ~ dificil de ser determinado , existindo ainda o fa 

to de que a intcgraç ~o alg~brica ~ part{culJ r para cada elemento . 

Para evitarmos os problemas ci tados acima e com o fim de ace l erar

mos a formulação e a programação adotamos , para resolução de todas as inte

grais que se apresentam no present e trabalho, a integração numérica . 

Para os elementos isoparametricos ado tamos como limites de integr~ 

çao os valores -r e 1 , isto ê, o intervalo de integração serã entre -1 e 1 . 

As integrais que se apresentam neste trabalho são : 

f
l 

F(x) dx 

-1 

f
l 

F(x,y) dx dy 

-1 

f{{ 
-1 -1 -1 

F(x,y,z) dx dy dz 

CELIBERTO(l4) reuniu cerca de ll fÕrmul<ls , "gnussianas produto", e 

"não produto" , em um procedimento de cálculo que fornece o valor exato de 
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Z$IS .. 

qua l quer uma das integrais indicadas acima, se F for um polin~mio de grau 

conven i en t e . 

onde 

O r esultado das integrais dadas em 2.4(a) ·foi aproxim~do para 

1 
k 

n 
>: 
i=l 

W. F . 
l l 

2. 4(b) 

k ê um numero inteiro, usado a fim de reduzir o efei t o de pr~ 

gr amação d os erros de truncamento e "roundoff" . 

W. ê o coef i ciente (peso) , associado ao valor de F no ponto de 
l 

integração des ignado por 1 , com 1 = 1 , 2 , . . . n . 

Uma das vantagens de usarmos a integração numérica e a ver sa ti li

dade que ela proporc1ona ao programa de 'computação, por exempl o : 

pod emo.s usar diferentes e l ementos para resolver uma mesma estrutura , deter 

minando qual o elemento mais ef ici ente , sem nenhum algebrismo adicional . 

Outra vantagem da integração num~rica associada a geraçao -au t oma-

tica das funçÕes de forma ê a facilidade de determinarmos erros , pois norma.!_ 

mente ê suficient e"verificar se os polin~mios utilizados satisfazem as con

diçÕes do Item 2 . 2. 

2 . 5 - MODELO DOS ELEME!\1"fOS ISOPARANETRICOS 

2 . 5 .1 - INTROD;·r:ÃO 

N0sta SPÇ;O dnrrmns n r0pr0~0ntn~~n do~ 0l nm0n t os i ~npnrum~ trico 

a serem usados c a definição do vetor N usado nas f6rmulas do item 2 . 3 , de 

acordo com os polinBmios de intcrpolnç~o . 

O elemento i soparamê trico ê um quadriliter o ou hexaedrico de lados 

arb i tririos no espaço das coordenadas cart~sianas c uma figura de lados bem 

definidos no espaço da s coordenadas curvi lineas . 

Os polinômios apresentados a seguir são gerados automaticamente , e~ 

se fato permite sem maior es problemas a introdução de novos elementos . 

- 15 -



2.5. 2 - ELEMENTOS TRIDIHENSIONAIS 

2.5 . 2. 1 - HEXAÉDRICO LINEAR -> ILS 

z 

8 

X 

FIGURA 4 

Isoparam0trico SÓlido Linear 

T O vetor N c definido por 

~ 1 , .. . 8 2. 5 . 2 . 1(a) 

E; • , n . , t, . , = ± 1 
~ ~ ~ 
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2. 5 . 2. 3 - IIEXAEDRICO QUADRÁTICO - IQS 

z 

4 

)-----------~--------------------~ y 

X FIGURA 5 

Isoparametrico SÓl ido Quadrático 

T - .. O vetor ~ . e def1n1do por , 

a) NÓs dos vértices (1 , 2,3 ,4,13,14 ,15,16) 

N. 1 
(l + ~E,; .)(l + nn.)(l+ l;?,;.) ( f;;f,; . + nn . + ç~ . - 2) 

l = 8 t 1 1 1 1 1 

+ 
1 [, . , ni' r, . = -1 1 

b) NÕs Intermediários 

b. a) (9 , 10 ,11,1 2) 

1 2 + nn . )(1 + l;?,; . ) N. =- (1 - E; )(1 1 4 1 1 + 
n. 7,;. = - 1 

l. l. 

b . b) (5,7, 17 ,1 9) 

l 2 I 

+ çç .) N. =- (1 - n )(1 + ~~ . )(1 1 4 1 l + 
~ . l; • = - 1 

1 1 

b .c ) (6 , 8 , 18,20) 

1 ç2) (1 + u,; .)(l + nn .) Ni , 4 (1 -
l. 1 + 

[, . n. = - 1 
l l 
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2. 5. 3 - ELE~lliNTOS BIDIMENSIONAIS 

2. 5.3.1 -QUADRILÁTERO LINEAR- IQL 

y 

4 

3 

r 
1 

L---------------------------------------~ X 

FIGURA 6 

Quad ri l~Lero Linear 

NT e- • O vetor dcfi ntdo por : 

2 . 5 . 3 .1 (a ) 

" n = + 1 ., . , . 
l 1 

2. 5 . 3 . 2- QUADRIL~TERO QUAD10\TICO - IQQ 

O vetor NT ê defini do por: 

a) NÓs dos Vértices 

i = 1 , .. . 4 

C' I) = + 1 ... . ' . 
1 1 
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y 

1 

b) NÓs I nt ermediários 

b.a) (5 , 7) 

L. 
5 

~------0 

FIGURA 7 

Quadrilátero Quadrático 

6 

2 

X 

1 2 
Ni a~ (1 + nni)(l- ~) 2.5 .3 . 2(a) 

b . b) (6, 8) 

+ 
~. a - 1 
~ 
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2. 5.3.3 - guADRILÁTERO CÚniCO - I QC 

y 

7 

9 

4~ 
! 1_" _, . 

12 

ó---~~--~--~2 
1 5 6 

~----------------------------~~ X 

FIGURA 8 

Quadr i l átero CÚbico 

a) NÓs dos Vértices 

Ni = ~ 2 (1 + t:E.: i)(l + nni) ~ 10 + 9(4
2 

+ n
2

)] 1 = 1,2 , 3,4 

+ 
l;; i , Yli c::o - 1 

b) NÓs La t era i s 

b .a) (7, 8 , 11 , 12) 

N. 9 2 
+ t;t:. ) (l + 9 rrn .) "" - (1 - n ) (1 

l. 32 l. l 

+ + 
f,; . =- 1, 11· = - 1/ 3 

l. l. 

b . b) (5 , 6;9 ,1 0) 

9 t:2 )·(1 + nn . )(1 + 9t; t; .) N. =- (1 -
l 32 ;1 l 

+ 1/3 , + t;. "" - n . c:> - 1 
l l 

- 20 -
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2.6 - FORÇAS NODAIS EQUIVAL'ENTES 

2.6 . 1 .- INTRODUÇÃO 

~ 

Anali sarúlnos trcs tipos de carregamentos, nos quais o cont1nuo a 

ser m?peado pelos elementos isoparam~tricos , pode estar submetido. 

Todos esses carregamentos devem ser convertidos para forças no

dais equivalentes , para o que as equaçÕes dadas no Ítem 1 .3 são suficientes, 

bastando particul~rizá-las para os elementos isoparamé tr icos . 

Todas as forças aqui consideradas podem ter uma distribuição varia 

vel , de acordo com a superfície , por exemplo, se for uma superfície quadrá

tica , a distribuição das forças externas tambêm será quadrática e seus va

lores , ao longo da superfície , serão obtidos por interpolaç3o a par tir de 

seus valores nodais. 

2. 6.2 - FO~ÇAS DE SUPERFÍCIE 

A.distribuição das forças ao longo da superf í cie do 
~ 

elemento sera 

expressa com os meswos polinômios , usados para interpelar deslocamentos e g~ 

ometria . 

Por exeniplo: na figura - h t xo o valor da carga p na direção x ao 
. . ~ (13) 
loneo , digamos , do lado de um "IQQ" sera dado por ; 

= ~? pc 
-x 

2.6 ./.(a) 

px = força por unidad e de comprimento ao l ongo do lado . 

y,v 

Pxl 

FIGURA 9 

Forças '1Qi · ., lateralmente 
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Se tivermos a face de um "IQS" o vetor N scra dado pela fórmula 

2.5.3.2(a) , ou seja , e determinado pelos polinÔmios para o "IQQ". Figura 10. 

z 

X 

FIGURA 10 

Face de um Isoparamitr ico SÓlido Quadrático 

Da fÓrmula l. 3 (f) temos : 

f ds 1.3 ( f ) 

s 

onde : 
o o . 
N o 2.6.2(b) 

o o N 

e e o vetor contendo as intcns id;td cs nod3is c..l,ls f or ;:ls externas por unidade 
-de area . Lembrando 2. 6. 2 (a) t eremos E repr escmtado de acordo com : 
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NT e 
Ex 

E "" NT pe 
- - y 

2.6 . 2 (c) 

NT e ez 

IN NT ds o o r 
e 

1 s - - - - Ex 

J. N F e o NT ds o e 
= Ey - p s -

J o o f. N NT ds e 
Ez 

2 . 6 . 2(d) 

o elemento de -are a ds -e o mÓdulo do produto vetor i 

al 
+ 

d E; X e -e expresso por: 

Todo o probl ema r eduz-se a calcular a integral abaixo 

J 
- 1 f -1 

2 . 6 . 2(f) 

Sendo os elementos do vetor N polinômi os de int erpolação bidimen-

sional . 

2. 6 . 3 FORÇAS DE VO~U~ffi 

S~o for ças que aparecem devido ao peso pr6prio , magna t ismo , ctc . Se 

guimos o mesmo rac i ocinio do item anter i or, apenas que a f6rmula bis i ca i 

f dv 1. 3 (d ) 
v 

Se b for fo rça de peso pr Ópr io ela ê constante e entao , 
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b = 2. 6.3(a) 

p densidade do material 

acelerações constantes de gravidade em tres direçÕes , valo 

-rcs nos nos 

f~ dv o o e 
p gx -v 

F c o J~ dv o e 
"' p gy -b v 

2. 6 .3(b ) 

o o f ~ dV' e 
- - p gz 

v 

Onde dv -e o elemento de volume dado por 

dv = IJI d~ dn d~ 2 . 3 (o) 

r esumindo-se entao : 

J ~ dv =f r f 
v 

2.6 .3(c) 

-1 - 1 -1 

Usando- se o po linômio de interpolação para o caso tridimensional . 

2 . 6 . 4 - DEFORNAÇÃO T~RNICA 

A equação 1 . 3 (e) fornece o val or da s nodais equivalentes para o ca 

so de deformações específicas . 

=f 
v 

1 . 3(e) 
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ra temos 

Onde ~o ã o vetor que contem as deformaçÕes especÍficas. 

E: xo 

€ yo 

E: zo 
·e: :a 
~o 

€ xyo 

E: yzo 

€ zxo 

Se as deformaçÕes 
4 

inic.t. ... : .. surguem devido a variaç;o de 

a e 
X 

o o y 

a O z 
c :::s 

-o o a xy 

a e xz 

a yz e 

Onde a ' s - coeficientes de - t érmica os sao os expansao nas 

2.6 . 4 (a ) 

temperat~ 

2 . 6 . 4 (b) 

direçÕes 

respec tivas e O o valor da temperatura em um ponto de coordenadas(t, n, ç). 

Como trata-se de um sÓl ido arbitrário , temos seis compont ntes de de 

formação 

O s era expresso em termos de seus valores nodais, 

2.6.4 (c) 

ee =vetor de temperaturas nodais. 
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... 
A fÓrmula fin al , para a ob t enção das forças nodais equivalentes, e 

obtida s ubst i tuindo- se todos os valores aqui determin~dos na equação 1 . 3(e) 

e lemb rando que dv é dado pela fÓrmula 2.3(o), temos : 

éli:! o o d~ dt';! o j :: l 1J -;)- -:1-
X y z 

F e fff ()N é)N ôl\ (NTe e) o _.....__ o ___.__ o _ .,__ D > dv 
-e o a é) a I - ~ 

y X z o. 
- 1 -1 -1 xy I 

;)N o élN. ()~ :xz J 2. 6 . 4(d) 
o o a -(j- -()-· 

z X y ' yz 

O vetor Fe t erá tres componentes : na direção do c t xo x , do eixo 
-e:o 

y e do eixo z. 

2 . 7 . - DETERlHNAÇÃO DA.:> TENSÕES 

Determinamos pela equação 1. 4 (c) , os deslocamentos nodais do con

tÍnuo e aplicando a seguir a equação 1 . 2(b), determinamos as tensoes : 
' 

Como B nessa cquaç~o depende das coordenadas curvilrneas E, n e Ç, 

as tensÕes s cr~o funçÕes de [. , n, r. . 

-Na cquaçao 

6 • D B a0 
- D co l. 2 (b) 

o Último t ermo só existirá quando houver deformação inicial . 

A mn t riz de elasticidada5 , que ê f rmada em t ermos do módulo de e-
-l asticidade E c do coef iciente de Poisson v , nao requer tratame1. to especial 

da compuLaç;o , sendo no rmalmente [ornccida . No ap~ndico 2 est; listada a ma 

tr iz de el astjcidade D para um elemento tridimens i onal isotrópico . 

De acordo com a pr~tica usual , determinamos as t ensoes nos nos dos 

elementos . Em nós comuns a d i. versos clcmcnt:os , os valores d;1:; tencÕcs nes

ses nós são dados pela média dos valores individuais das tensÕes dos elemen-

tos concorrentes . 
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- -As sei s componentes do vetor tcnsao sao : 

a 
X 

oy 

· a 
z 

a = 2. 7 (a) 

Txy 

T x z 

T yz 

.. 

Uma f6rrnu l a maLS geral que 1. 2(b) ~ : 

o = D ( e: ~o ) + ~o 2. 7 (b) 

para o caso d0 termos Lensocs iniciais. 
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CAPÍTULO III 

ELEHENfOS ISOPARAHÉTRICOS 'APLI CADOS A TENSÕES PlANAS E DEFORMAÇÕES PLANAS 

3. 1 INTRODUÇÃO 

Os problemas que vamos abordar seguem as relaçÕes básicas des

critas ao longo do capÍtulo 2 para os sólidos. 

Consideremos apenas duas componentes de deslocamentos , una di

reçao x e v na direção y. 

/ 

~/ I 
I 
I 
I 

z,w 

J---

Elemento Bidimensional 

t 
y ,v 

As forças de volume e de superfície sao planas c indenpendentes 

de z e não existem forças atuando sobre os lados paTalelos ao plano xy . 

Consideraremos tres componentes de deformaçÕes especÍficas , a

quelas do plano xy . 

No estado plano de deformaçÕes, a tcnsao a na direção dos ân
z 

gulos direitos do plano' xy não e zer o , apesar de cons iderarmos a deforma- ' 

ção nessa direção como nula , contudo não contribui para o trabalho inter-. 
no, por isso a desconsideramos e , se desejarmos calculâ-la , basta usarmos 

a cor respondente relação entre tensÕes e deformaçÕes especí ficas no fim 

de toda a computaçao . 
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3 . 2 FORHULAÇÃO 

Os elementos Í 5oparametricos a serem usados na r esoluçã o dos probl~ 

mas bidiroens ionais serão os elementos dados no Ít em .2.5.3 e para faci li t ar re 

unidos na f igur a 12 . 

-Os deslocamentos nodais sao : 

ul 

vl 

J 
u l u2 - n 

ô = 3 . 2(a) ou ô Cl 3. 2(b) -c l j 
-e 

v2 
v 
- n 

u3 
• 

as coordenadas e quai squer outras quantidades s~o expressas em função de ~ e 

n apenas , entao : 

u = Nl ul + N2 u2 + ... ::: NT u -n 

v = N vl + N2 v2 + ... ::z NT v 1 -n 

e 

X = Nl xl + N2 x2 + ... = NT X 
- n 

T ' 
Nl + N2 

\ y Cl yl y2 + .. . :::0 ~ I y 
- n; 

Onde N e um vetor de funçÕes dependentes apenas das coordenadas 

curvilineas ~ e n. 
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.:. 

I I 
I _I_- ~ ~ 

I 
I 
I 1_. --- I tll -· . - I 

I I I • I 
- ·I - . I - I . I ç 

I I I 

I I 
I 

n = - 1 

I 
\ I I __ 

---;- -- v~~~ 
_j_- - 1·- -· 

- -- I I ~ ! 
--I J.--~---

1 

FIGURA 12 

~ = 1 

Elementos I $oparametr i cos Bidimcns i onais 
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A matriz de deformações -e : 

J 
au 

e: 
() X X 

a v 3 . 2(e) e: a e: 
ay - y 

l ~+ a v 
y 

ax , xy .J ay 

e B agora em função de E;; e n apenas 

o 

B o 3. 2(f ) 

As relaçÕes diferenciais entre o s istema de coordenadas cartesia

nas e o sistema de coordenadas curvilÍneas são : 

matricialmente, 

-I 
! 
I 

l 

d 
X 

= é) x d élx d ""5 r, f, + ar) n 

d =~dE; + ~ d 
Y a~ él n n 

I 
d I JX 

X ~~ 

I = 

d ~ 
y o r, 

él x 
an 

2X. 
o n . 

- 31 -

3 . 2 (g) 

j 
I 

d t; I 
~ 

dn 



;)~T a ~_T 
d~ - - X --x 

() ~ -n an - n 

;)NT 
3. 2(h) 

a~·T L"j ~. dn a;; ~n ã"n ~n 

3. 2(i) 

com 

'dE. fax an; ax 
- 1 

J = 3 . 2 (j ) 

ar, I a - y êJ rlj íJ y 

e por analog ia com 2. 3 (k) temos : 

íJNT/ 
- ax a~Ti at; 

J 
-1 3. 2(k) 

ClNTf 
- ay 

cNTf 
- an 

No apêndice 1 es tã a (arma e.~plÍcita do jacobiano Inverso e de seu 

determinante . O jacobiano desta transformação é uma matriz de ordem 2x2 . 

A matriz de r igiJcz é 

f T B D B t d(ãrea) 3 .2(1)" 

A 

-Sendo B calcul ada pela expressao 3.2(f) e com ordem de 3x2 NP,on . -
de NP e o número de 11Ós de um elcn1cn to . 

A matriz ~, ma t riz de elas ticidade, será assunto de um Ítem po! 

t e r i or e finalmente t ~ a espessura do e l emento. 
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-Considerando um elemento diferencial de area temos : 

dA = d x dy 3.2(m) 

e 

JA = 1~1 dt; dn 
3.2(n) 

logo 

3 .2(o) 

Supondo que a espessur a nao seja constante, obteremos o seu valor 

em qual quer pont o do elemento a partir dos seus valores nodais por interpo l a

ç~o, sendo N ma i s uma vez o polinBmio i nterpolador a ser us3do , ou sej a : 

3. 2(p) 

3.2 (q) 

Onde t 1 , t 2 , .. . sao os valores da espessura nos pontos nodais do 

element o . 

. \ 
Com 1~~0 3.2(o) fico: 

3. 2(r ) 
- 1 - 1 

Resolvemos por integração numérica de acordo com o Í tem 2. 4 e ~s

sim , o fato da espessura ser variável , não é um problema mu i to grande . Se os 

valores da espcssut"a nos pontos nodais forem iguais , significará 

constante , não sendo necessária a interpolação c com isso usa- se a 

.3.2(_o ) ao i nvés da equação 3. 2(r ) . 
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3.3 

3.3.1 

FORÇAS NODAIS EQU I VALENTES 

y ,v 

FORÇAS AGINDO SOJ3RE OS Ll\DOS DOS ELEHI~NTOS 

2 
-rrrm 
11, _LLLI --

FIGURA 13 

IQL submetido a forças laterais 

·--1>-
x,u 

As forças laterais sÕo interpol adas a partir de seus valores no 

dais , pelas mesmas funçÕes de interpolação usadas para deslocamentos . 

Particularizando a equação l . l(k), a fim de integrá-la ao longo 

de uma linha, t emos : 
I 

F e = J ~\~ d(linha) -p 3. 3. l(a) 

L 

Sendo 

N 

:1 
NI 

o -

3.3 . l(b) 

e E o vetor de forças por unidade de comprimento , contendo as intensida

des nodais multiplicadas por ~' isto é: 
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( 
NT e 

Ex 
.. E :=a 3.3 . l(c) 

T e 
N ~y -

o 

3 . 3 .l(d) 

f~ 
L 

O po linômio de interpolação N -e unidimensional , ver seçao 2 . 5.3 , 

par t icularizado para o lado do elemento onde age o carr egamento . / 
/ 

O val or de d
1 

é obtido de qualquer livro de matemática aplicada ; 

e 

2 2 1/2 d = (x' + y 1 
) dl 

L 
3. 3.1 (c) 

x 1 e y 1 s;o as derivadas de x e y em relação a ~ ou n e dl será d~ 

ou cln conforme ~ ou n sejam constant es para o lado em questao. 

3 . 3.2 

dadas por 

Por exemplo: para a fig. 13 dL para o lado 2-3 seri dado por 

dn 3 . 3 . 1 (f) 

DEFORMAÇÃO TÉRMICA 

As f orças nodais equivalentes devidas a deformaçÕes especificas sao 
2 

J 
A 

t dA 3.3 .2(a) 

- 35 -
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.. 

Sendo ~o o vetor contendo as deformaçÕes especÍficas 

e I 
XO 

l ~o = e yo I 

J Yxyo 

3.3 . 2(b ) 

' 

Quando as deformaçÕes iniciais sao devidas a variação de tempera

tura , não temos tensão de corte par a o caso de expansão térmica, devido a 

propr i edade do mater i al isotrop i co , então o vetor de deformaçÕes específi

cas fica: 

a e a 
X y 

-

,. 

l a e 
X 

I a O 3.3 . 2 (c ) ~o = 

1 f 
y 

o 

são cuef i cientcs de expansao térmica nas direçÕes x e y rcs

pectiva:nente , supondo um elemento bidimensional linear arbi-- . 
trar~o. 

a c o valor da temperatura em um ponto de coordenadas (t,n) e obt i do em 

termos dos valor es nodais , ver seção 2 . 3.4 

Assim a equação 3 . 3 . 2(a) da maneira mais gcrà l é 

f f 
~t:lT o ()~ 

a a a 
F e 

X 

(NTOe) (NTtc) X y 
D 3 . 3 . 2(d ) a -e: o a!:'? ()N y 

- 1 -1 o -= o a a y X 

O el emento de ar ea dA e expr esso pela -equaçao 

dA = IJI d~dn 3 . 2 (n) 
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3. 3 . 3 FORÇAS DISTRIBUI OJ\.S DE VOLUME 

Normalmente o e lemento estarã su j eito a for ças nas direçÕes dos e~ 

~os x e y , se essas cargas for em cons t antes temos : 

b = { :: 3 .3.3(a) 

Substi t uindo na 
... 

1. 3 (d ) , cquaçao segue- se : 

JA ~ dx dy o 

f 
b I - X 

F e t 3 . 3 . 3 (b) = > b l by J o JJ\ ~ dx dy 

com 

= r r 3 . 3 . 3(c) 

~1 - I 

A fÓrmula acima serã resolvida por int egração numérica . 

Se as car gas de volume nao forem constantes , dever ão s er i nterpo

ladas e a f Ór mula J. 3 . 3 ( c) fica : 

f f 
~1 - 1 

T 
N N ~~~ d~dn 3 . 3 . 3 (d ) 

Os pol i nômi os a ser em usados são os do caso bidimensional . 
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3 . 4 DETI~RMINAÇÃO DAS TENSÕES 

A tensão para o caso bidimens ional tera apenas tres componentes : 

a 3. 4 (a) 

Por definiç~o as t ensoes sao constantes dent ro do e1cmento e se

rao detenninadas para os pontos nodais desse elemento e calculacl ns a partir 

da f Órmula básica . 

a D B ôe - D e:o 1. 2 (b ) 

A matriz de elastic idade D está listada no apêndice 2 para o ca 

so de materiais i~otrÕpicos , para tens~cs planas c dcformaç~cs planas . 



\ 

\ 

CAPÍTULO 4 

ELEHENTOS ISOPARANÊTRICOS APLICADOS A ANÁLISE DE TENSÕES 

n1 SÓLiDOS A X ISS Ull~TRICOS 

4 . 1 TNTRODUÇÃO 

Resolvemos analisar as tens~es nos corpos de rcvoluçio subme tidos 

a carregamento axiss i mctrico com elemento s isoparamctr i cos , devido ao seu 

considerivel interesse de ponto de vi sta pritico . 

:t-1atematicamente o problema é bidimens ional. 

2 
Devido a sime tria , doi s component es de deslocamentos 

Z(w) 

r (u) 

FIGURA 14 

Elcm·cnto Isoparamétrico em um SÕl ido Axiss imé trico 

-sao 

s uf icientes para definirem completamente o estado de t ensocs c deforrnaç~es 

planas . 

Na figura 14 temos um sólido oxissimétrico , onde r c a coordenada 

radial e z a coordenada axial de qualquer ponto , sendo u c v , respec

tivamente , os componentes do deslocamento desse ponto nas direçÕes r e z. 
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-Neste caso teremos quatro componentes de tensoes e como veremos 

a quarta componente e justamente a diferença 0ntre a situação axissimêtrica 

e a de tensÕes e deformaçÕes planas. 

Os polinômios definidos no Ítem 2 . 5.3 sao novamente usados aqu1. 

Convem salientar que a integração numéric<t será feita ao longo do 

~me 1 formado. 

4 • 2 FORHULAÇÃO 

Sendo um problema abordado do ponto de vista bidimensional , os e

lementos isoparamitricos são os do Ítem 2.5 . 3. 

Os vetores com os deslocamentos c ~1s coordenadas d c um ponto qua!_ 

quer no interior do sÓlido de revolução serão dados por: 

u = NT u 
-n 

v = 1'? v 
-n 

T 
r "' N r -n 

4 . 2 (a ) 

4 . 2 (b) 

E seguindo o desenvolvimento id~ntico ao de t ensoes planas e de

formnçÕcs planas , o vetor de deformaç;cs cspecÍ(ic~s tcri quatro elemento$ . 

dV 

1 
e:z 

~ ~ 

<lu 
e: r ar 

e: 

r 
4 . 2 (c) 

I e: e u 
I -
1 r 
I 

(lu a v l yrz "5Z + 
~ 
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FIGURA 15 

TensÕes c deformações em SÓlidos Axissimêtricos 

A matriz que relaciona dcfot111açÕes e deslocamento né\ fÓrmula : 

1. 2 (a) 

Zl~IT 
o -=--

(lz 

o 
~NT 
--""--
() r 

B 4. 2 (d) 

o l1t:!T 

(NTr ) 
- -n 

L 
O ve t or de deslocamentos §e est~ cxplfcito na equaç~o 3. 2(a) 

As relaçÕes difer enciais entre o sistema de coordenadas axia l e r a

dial z e r respectivamente e o sist ema de coordenadas curvil f near ~ e n · 
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-sao 

valor es 

dr = ar dE,; + 
a~ 

dz ::1 az dE,; + 
é) E_; 

ar d - n an 

az d - n é'l n 

. -Ou na forma matricial , Ja com a 

em 4. 2 (a ) ~ t emos 

I dr 1 aNT 
r 

a~ n 

= l dz J 
aNT 

z ()f,; n 

4. 2 (e) 

-substi t uiçao de r e z pelos seus 

aNT 
--r an n 

4.2 (f) 

a!? z é'ln n 

O que nos l eva a uma r elação quase idêntica a 3 . 2(i) . Seguindo o 

mesmo cam inho obtemos a relação 

J 
( 

T T 
a~ / ;) r a~ l ar. 

-1 4.2(g) J 

T 
a~ l ;) z 

T 
a~ /é'ln 

A matriz J-l é a mesma do caso bidimens ional e estâ determi nada no 

apêndice 1. 

A matri. z de r i g i.clez , cuj a integra l ele volume é ao l ongo do ane l for 

lllttclo pel o m:Hcr i al , é dt' rivad:l da c:qu:tc.;:lo s·.~· r : tl 1.1(c) 

kc • 2 ~ J BT D n r drdz 

A 

Ond e B e a matr i z ob t ida em 4 . 2(d) e de ordem 4 x 2 NP . 

4 . 2 (h) 

Subs titu i ndo os va l ores determinados nas equaçÕes anteriores temos 

a r e l ação fina l 

4.2(i) 
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4 . 3 FORÇAS NODAIS EQUIVALENTES 

4 . 3.1 FORÇAS AGINDO SOBRE OS LADOS DOS EID!ENTOS 

Por analogia com o Ítem 3.3 . 1 , a força nodal equivalente devida a 

essas forças é : 

F e = 2 ·f NI r d(LINHA) -p - r 4.3 . l(a) 

L 

com 

{ NT e 
!\ 

e 
NT e 

Ey 

4. 3. 1 (b) 

O vetor E contem as intensidades nodais das fo rças externas , mu.!:_ 

t i plicadas pelo ve t or N, particularizado para o lado do elemento onde age o 

carregamento . 

Generalizondo , temos : 

2 ~J N NT(NT r ) dL o e 
- - - - n - Ex 

F e = L 4. 3 . l(c) 
- -p 

o 2 ~ ~ N NT(NT r ) dL e 
- - - - n ~y, 

- -O valor de dL c expresso pelo cmt:tçao 3. J . 1 (d) . 

4.3 . 2 FORÇAS DISTRIBUIDAS DE VOLUNE 

Sio força s que aparecem devido ao peso pr~prio , forças centrí fugas 

em mãquinos rotativas etc , força:; por unidade de volume do material . 

-A equaçao 

F e 
-b f N1b dv 1. J (d) 

v 

adav t ada ao caso axissimetrico , fica 

F e = 2 '11 J N1b r dr dz 4.3 .2(a ) -b 
A 
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Se b for o peso ~ . 
do material , propr~o ser a constante e 

r 
e 

l pgz 

b ::a 

1 
> 

J c 
·- pgr 

p densidade do material 

e 

F e 2 ~ = -h 

com 

aceleraçÕes constantes da gravidade nas direçÕes 

pectivamcnte , valores nodais . 

Substituindo em 4 . 3.l(a) 

JA N r drdz o - -

o JA N r drdz 

N (NT r )drdz 
- n .f f 

-1 -1 

p g: l 
lp 

> 

j e 
g 

r 

z 

ter emos 

4. J . 2(b ) 

e r res 

4 . 3 . 2(c) 

4 . 3 . 2(d) 

Qualquer outro tipo de força de volume pode ser analisado da mes

ma forma tendo-se em mente que haverão duas componentes, uma na direção de 

z (axial ) e outra na de r (radial). 

4 .3 . 3 DEFORNAÇÃO TRRlHCÀ 

-Novamente da cquaçao 1. 3 (c) obtemos 

= 2 ·~ 4 . 3 .3(a) 

As componentes da dcformaç~o inicial são 
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F: 

1 
zo 

•. 
c r o 

~o = 4.3.3(b) 

~:ao 

Yrzo 

- - têrmi cn c para um mater i a l iso-O caso ma~s comum c o de vari.aç:to 

trópico o vcLor de deformaçÕes , devido n var.i..tç:Ío térmi.ca em um mate rial es

trat ificado (fiberglass) , e 

r 
\( o l z 

u. o 
r 4 . 3.3(c) c = < > 

-o 

J l 
(( o 

r 

o 

Sendo az e ar coeficientes de express~o térmica na direç~o a-

xial z e na direção radial r rcspcctivaruent e, o a variação de tem-

peratura em um elemen to , ver seção 3.3. 2 

Assim , ficamos com 

' T 
T 

é)~ o 
dz 

NT 
o .L_ 

.f f é) r 

F c 2 D - co 
ri~T -1 -1 o 
T 

(N r ) 
- - n 

(NT0°) (N\· ) drdz 
- - -- n ( . 

4 . 3 . 3 (d) 

é)NT () ~1' 
---""-

é'l r <l z 
o 

Onde dr dz -e expresso por l-!_1 d~ dl) 
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4 . 4 DETERHINAÇÃO DAS TENSÕES 

As tensocs para o caso axissimétrico terão quatro componentes 

/ 

J 
az 

o r 

a = 4.4(a) 

a e I I 
I Trz ' 

- -As tensocs sao determinadas nos nos c no cent r o do e l emento . 

·A fÓ rmula l.2(b) e usada wna vez ma1s . 

A maLri~ de elasticidade O para o problema axiss im~tr ico esta lis 

tad a no apênd i ce 2 . 

Para os nos entre e l ementos , as t cnsocs s~o determinadas atr<1vcs 

de sua méd i a . 
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EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

5 . 1 - I NTRODUÇÃO 

CAPÍTULO V 

Com a finalidade de se dctermin3r a conv ergência dos resu ltados 

conseguidos nos exemplos, fizemos diversas comparaçÕes . Os valores ob

tidos com os e lementos para t ensÕes planas for am comparad ~s com os da teo 

ria de v1gas . 

A so lução obtida par a o caso axis s imé tri co fo i verificada com 

o auxilio de um elemento para cascas ax i ssimétricas . Os valores produzi

dos pelos element os tridimensionais foram comparad os com valores analÍti

cos e com os obtidos pelo STRUDL . 

ApÓs apresentamos a r eso lução de um caso prático , com e l ementos 

quadriláterqs simples c quadráticos . 

Dev e-se not3 r que os exemp los apresentados sao 3pcnas parte dos 

testes feitos , em particular , sal ientamos que os r esultados obtidos coo1 

os e l ementos implantados foram verifica<.los em detalhe com exemplos resol 

vidos por outros sistemas e os resultados co incidiram, o que sugere a ex~ 

LOR.i\NE . 

5 . 2- CO NVERGÊJ\CLI\ DOS ET.EHENTOS PLA~OS 

5 . 2 . 1 - TENSÔES PLANAS 

Para avaliar as características ele convergência dos 

planos se tomou o exemplo indicado na f i gura 16 . 

s istema 

elementos 

Trata-se de uma vi ga engastada-livre , com car regamento triangu-

lar, a qual anal i smPos com tres e l ementos diferentes e malhas de diversas 

densidades . 

O problema foi ana l isado u tilizando-se os seguin tes elementos 

para o estado plano de tensÕes : 

- quadrilátero Íinear I QL. 

- quadrilátero quadrá tico IQQ . 

- quadrilátero cGbico IQC . 

A figura 16 indica as caracter í sticas do probl ema e as figuras 

17 e 18 mostram as di stintas malhas utilizadas na sua solução . A figu ra 
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FIGURA 16 

Viga engastada com carregamento triangular 
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t-1:.1lha!; utilizadas no exe mplo, lQL 
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FIGURA 1 8 

Malhas para o IQQ e IQC 
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19 corresponde aos deslocamentos do bordo livre obtido com os diferent es 

elementos , para cada uma das malhas consideradas. Nesta mesma figura 1n

dicam~se , tambêm, os valores correspondentes aos da teoria de vigas, sem 

lev or em co nta o efeito de cor t e e o:; dc Lt:nn i.n :tdos pl.!los e l ementos retan

gulo simples, TRL , e triângulo simples , TTL. 

Segundo ess es valores, pode-se ver q~e o quadrilá tero linear IQL 

produz os valore~ mais distantes da soluç~o analftica, inclusive para uma 

quantidade considerável de elementos . 

Os eleme ntos de maior ord~1 , isto e , os quadriláteros IQQ e IQC, 

produzem bons resultados inclusive para malhas grosseiras. 

Valores anteriormente obtidos com ess es elementos, levam-nos a 

concluir que o valor exato do des locamento no bordo livre s eja ao redor de 

107. Observamos que o r esu ltado ob tido !>ara a ma lha 9 , IQC, ultrapassa o 

valor exato , f enôme no dev i do seguramen te a prob l emas de ins tabilidade nume 

rica. 

Os resultado s encont rados i ndicam , que os e l emen t os de ordem su

peri o r s ao os ma i s adequados para d soluç;o J e probl emas rela~ ivos a vtgas 

sob efei to de cor t e , j 5 que com poucos el emen tos se ob t êm r esultados acei-
• 

t5vcis, o qu e penni t e evitar o tratamento de grandes sis t emas de cquaç~es . 

A fi gura 20 mos tra os va l or es rlas t ensÕes ob tidas sobre o bordo 

esquerdo da viga . Os resultados corr espondem ~s ma lhas 3 , 7 e 10, com os 

elementos IQL , IQQ e IQC res pec t i vamente . Traçamos graf i camente , também, 

os resultados conseguidos com o TRL e TTL para a malha 3 e t. de vigas 18 

Os resultados indicam um compor t amento similar ~que le dos deslo

camentos. Novamente , são os e l ementos de ordem superior que produzem os 

melhores resultados , a i nda que para eles notam-s e cert.1s perturbaçÕes no 

bordo livre . 

Note-se que, salvo nessas zonas , para efeitos prát i cos exis te u

rna quase coincidência entre os resultados produzidos pelos elementos de 

ordem superior e as tensoes determinadas pel as fÓrmulas de flexão da teo

ria técnica de vigas . 

Como complement ação a figura 21 mostra o t empo de computaçao re

querido pelas diver sas malhas , para a obt enção da solução . 

O processamento s e realizou mediante a utilização da 

LORANE , em um computador Burroughs B-6700 . 
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.Conforme indica a figura 21, o elemento IQL, para resultados com

paráveis , reque r um tempo de solução considcr5velmente maior que os elemen.

tos de ordem superior IQQ e IQC. Isto sugere que os elementos quadriláte

ros de ordem superior sio ma i s adequados do ponto de vista de efici~ncia do 

processo por computador, que o quadril5tero linear. 

Concluímos também que o elemento IQL c TTl sao equivalentes , pois , 

dão resultados aproximadamente iguais. 

5 . 2 . 2 - S6LIDO AXISSHIETRICO 

O estudo da convergência dos elementos planos para t ensoes axls

simé tricas foi feito através da comparação de resultados des t es com os de 

um elemento tipo tronco-cônico e cujo nome na linguagem LORANE ê CAXR2 . 

mentos 

no me1o 

r a 24 . 

O reservatório da figura 22 foi anal i sado, utilizando-se os el e-

IQL ' e IQQ para as malhas 1 e 2 da figura 23. 
I . 

Os resultados obtidos , para os deslocamentos dos pontos 

da parede do reservatório, estao representados no gráfi co 

Tambem estão representados graficamente os valores para o 

• /,d' s1tua os 

da figu-
• 

elemen-

to CAXR2 . Como vemos o elemento IQQ e o e lemento CAXR2 apresentam deslo-

cament:os aproximadamente iguais, o que nos l eva a concluir, . ~ . em prlnClplO , 

que os deslocamentos r eais da· linha media da parede do reservatório 

suem essa ordem de grandeza . 

pos-

CJ L<.:111 po t:olal <.h.: aniilise <.:om o ,d~mcnlo CAXJ{L [oi. tle 'J.7 , 57. se-

gundos para uma malha com 41 n6s , o do clwncnto IQQ fo i de 17,24 segundos 

para uma mal ha com SJ no s c o do elemento lQL (oi de 69 , 84 segundos 

uma malha com 63 n6s. 
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FIGURA 19 

Resultados obtidos , des l ocamentos do extremo livre 
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FIGURA 20 

-Resultados obtidos , t ensoes sobre o bordo esquerdo da viga 
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FIGURA 22 
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FIGURA 23 

Ma l has uti lizadas no exemplo , IQL e IQQ 
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5 . 3 - ELEMENTOS TRIDIMENSIONAIS 

Considerou-se uma viga de secçao retangular, submetida a momentos 

na sua extremidade livre. 

A malha utilizada para o sÓlido l i near , ILS foi a mesma usada pe

lo elemento IPLS do sistema STRUDL . 

Na figura 25 estão representados n malh.:t c as condiçÕes de con-

torno. 

O sÕli do quadr;t i co , IQS foi comparado com o seu correspondent e m 

sistema STRUDL , IPQS . Na figura 26 , desenhamos a malha usada . As condi

çoes de contorno foram as mesmas e para os nós intermediários 9 e lO adota

mos v = w "' O e w = O respcctivamento . 

A figura 27 mostra os resultados dos deslocamentos em diferentes 

bordos da viga . 

O t empo gasto para a an~ li se foi, para o IQS 23,63 segundos e pa

ra o ILS 26,05 segundos . 

Os resultados encontrados com os dois elementos foram quase i -

quais , assim a decis;o de qual empregar ~ uma questio de prefer~ncia . Os 

doi. s s;o uma hoa c1;co lha . 
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5.4 - EXENPLO PRÁTICO 

Foi analisado um emissário cloaca! , de concreto , com os element os 

IQL e IQQ , usando-se as malhas das figuras 28 e 29. 

Para esse emissár io determinamos o estado de tensÕes e deforma-
- - . çoes levando em conta dois tipos de carregamento , um devido ao peso propr1o 

-e pressao interna e o outo devido ao empuxo lateral . 

Neste caso, as tens~es obtidas com o elemento IQL, foram aprox1-

madamente 50% diferentes das obtid.1s com o IQQ. 

Por exemP,lo, a maior tensão de traçao encontrada com o IQQ foi de 

62 ,74, enquanto que com o IQL a mesma tensão foi de 42 ,15 . 
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FIGURA 28 

Malha para o IQL 
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CAPÍTULO VI 

IMPLENENTAÇÃO CONPUTACIONAL NO LORANE DA FA.HÍLIA DE ELEHENTOS ISOPARAMÉTRI

COS . 

6 . 1 INTRODUÇÃO 

A seguir d escr ~veremos a impl ementac;ão no sistema LORANE da famí

lia de elementos isoparamêtricos para tensÕffiplanas e axissimctricas e de 

elementos tridimensionais com expans~o at~ o segundo grzu . 

Os programas permitem o tratamento de materiais isotrôpicos , or 

totrÓpicos e divisão em elementos com propriedades diferentes entre si. 

Os deslocamentos, t ensÕes e tensoes principais são calculados pa 

ra cada ponto nodal da estrutura em estudo. 

Um procedimento especial aqui adotados e o de armazenar em cada 

dois bits , de uma palavra, o valor do expoente , nunca maior do que tres ,d~ 

variáveis do polinÔmio, o que alem de economizar memória permite grande ma 

leabilidade. 

Outra peculiaridade ê o fato de usarmos um algoritmo , descrito 

no apêndice 3 , o qual permite que na montagem da matriz de rigidez de ele

mento leve-se em conta apenas os valores não nulos das matrizes envolvidas, 

com isso reduziu- se o tempo d·e montagem cerca de 707. . 

Podemos ter os seguintes carregamentos : 

forças agindo diretamente nos nós; 

- forças variáveis de superfície ; 

- forças de volume e variaç~o de temperatura . 

A cada momento pode- se calcular t ensÕes e deformaçÕes para qual

quer quantidade de distintos carregamentos . 

Os dados são fornecidos J e acordo com o padrão para o sistema 

LORANE e qualquer número de problemas podem ser resolvidos a cada execuçao 

do programa . 

6. 2 FO.R.'JI::ClllliNTO DE DADOS . 

O sistema LORANE permite que os Jados seJam especificados da se

guinte maneira : 
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lQ - Divide a estrutura convenientemente em elementos , numerando os seus 
... 

no s ; 

29 - Especificam- se as coordenadas nodais da estrutura, as 

·omi tidas são supostas iguais o zero. 

coordenadas 

39 - Fornecem-se as incidências nodais de cada elemento de uma mane~ra 

determinada . 

49 -Id entificam- se as r estriçÕes nodais. 

59 - Determinam-se os carregamentos e as deformaçÕes impostas . 

69 Finalmente ·fornecem-se as propriedades carac terísticas do material 

da estrutura . 

Os dados nao precisam necessariament e segu1r a ordem acima . 

Como esta mo nogrofia refere-s e ao cálculo da matriz de rigi

dez , das cargas nodais equivalentes , do vetor de tensÕes , descrevemos a 

seguir a integração do sistema LORANE com os programas , modulas , que com 

poem a tese . 
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, . 
. . 

6 . 3 - CONVENÇÃO DOS BLOCOS DIAGRAHAS 

D CHAMADA DE PROCEDURES 

EXECUÇÃO DE UH CÁLCULO 

DECISÃO 

O. CONECTO R 

( _____ ) INICIO ou FIM 

OPERAÇÃO DE l/O 

ITERAÇÃO 

C0~1ANDO CASE 
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6. 4 ORGANIZAÇÃO DOS PROGRAMAS 

No macr o diagrama de blocos está descrita a ligação do sistema 

LORANE com os mÓdulos RIGEIS , CAENOD, TECEIS e SAGEIS . 

A montagem da matr i z de rigidez total , a r esolução do sistema 

de equaç~cs e o armazenamento de dados especificas como, propriedades , 

carregamento s , e tc, s ao feitos por procedimentos padrÕes do LORANE . 

A linguagem usada foi o EXTENDED ALGOL, assim , os programas 

es tao organizados em blocos, fato que favorece o uso integral do conceito 

de memória dinâmica . 

I • 
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LORANE 

DATA BASE 

IMPRESSAO 
DOS 

RESULTADOS 

ANÁLISE 

FIN DA 
ANALISE 

MÓDULO 

SAGEIS 

~~ CONSISTQNCIA 

, 
~~TRIZ DE RIGIDEZ 

e 
CARGAS NODAIS 

EQUIVALENTES 

CONDIÇÕES DE 
CONTORNO 

/SOLUÇÃO 

DESLOO\.HENTOS 

{

HÓDULOS 
RIGEIS 

e 
CAENOA 

TSNSÕES [
MÓDULO 

TEGEIS 
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6. 5 DESCRIÇÃO DOS H6DUT.OS 

1 . Nome do MÓdulo 

PROCEDURE RIGEIS 

2. Descrição do Programa 

RIGEIS gera a matriz de rigidez para a famÍlia de elementos 1so- · 

paramétri cas . 

3. Si stema Usando o HÓdulo 

Sistema LORI\NE 

4. Programas que CompÕem o HÕdulo 

IPPEL , DECHJ\ e CAENOD 

5. Variávei s Locais 

6. 

INTEGER 

POINT - variável utilitária 

NCO - número de linhas/colunns da matriz de elas ticidade 

NPONT - número de nós do el1211ento 

GRAU - número de termos do polinÔmio 

NP - número de pontos de integração 

TIPO - cÓdigo identificando o elemento chamado pelo pr~ 

grama . O valor de TIPO e def inido a seguir: 

O - elemento bidimensional 

1 - elemento tridimensional 

2 - elemento axissimétr i co 

O cÓdigo identificando a r egra de integr ação.O valor 

de D c definido a seguir: 

1 - integral s imples 

2 - integral dupla 

3 - integra l tripla 

LABEL FIN - término da execução 

Variáveis Globais 

ARRAY 

RIG - matriz de rigidez 

XYZ - matriz de coordenadas 

ELESPES - ma triz de espessurns 

ALPHA 1\RRAY 

ELTIPO - vetor de tipos de elementos 

ELNO~fE - vetor de nomes de elementos 



.. 

INTEGER ARRAY 
~ ~ 

NOS - ve t or com o numero de nos 

INTEGER 
.. 

NEXTEL - rtumcro do elemento 

-.. 

- 70 -



TEGEIS 

1. Nome do M6dulo 

PROCEDURE TEGEIS 

2 . Descrição do M6dulo 

TEGEIS calcula as tensoes para a família de elementos isoparame-

t r icos . 

3 . Sistema Usanda o M6dulo 

Sistema LORANE 

4. Programas que Comp~em o M6dulo 

IPPEL e ECHA 

5. Variáveis Locais 

variável utilitária 

INTEGER 

POINT 

NCO nGmero de linhas/colunas da matriz de elastici

dade . 

LA BEL 

NPONT 

GRAU 

TIPO 

ICN 

~ ~ 

numero de nos do elemúnto 

nGmero do termos do polinÔmio 

código identificando o elemento chamado 

programa , o valor de TIPO está def i nido em 

RIGEIS 

variável auxiliar 

FIN - termino da execuçao 

6. Variávei s Globais 

ARRAY 

SIQ-IA 

XYZ 

DESLO 

ALPHA ARRAY 

ELTIPO 

ELNmffi 

INTEGER ARRAY 

- vetor de 

- matriz de 

- matriz de 

- vetor de 

- vetor de 

tensoes 

coordenadas 

deslocamentos 

tipos de elementos 

TIOH1eS de elementos 

~ 

NOS - vetor com o numero dos nos 

NEÃ~EL numero do elemento 
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SAGEIS 

1 . Nome do MÓdulo 

PROCEDURE SACEIS 

2 . Descri ção do MÓdulo 

SAGEIS executa operaçÕes de saida para tensÕes da familia de ele.:. 

tos isoparamétri cos . 

3 . Sistema Usando o M~dulo 

Sü tema LORANE 

4. Programas que CompÕem o MÓdulo 

SATEP 

SATEA 

SATET 

. -1mpressao das tensoes para o caso plano 

5. Variávei s Locais 

INTEGER 

impressão das tensÕes para o caso axissime trico 

impressão das tensÕes para o caso tridimensional 

I, J variáveis utilitárias 

6 . Var i áveis Globais 

ARRAY 

SIGHA 

ALPIIA ARRAY 

ELNOHE 

NONO~U·: 

ELTIPO 

vetor 

.vetor 

vetor 

vetor 

-de t ensoes 

de nomes dos 

de nomes do s 

de tipos de 

7. Macro DL.tgrama de Blocos . PROCEDURE SACEIS 
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.. 

1 
.AXISSIHÉTRICO BIDIMENSIONA EJ 

TRIDIMENSIONAL 

/ 
SATET 

~ 
·C RETURN ) 
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IPPEL 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE IPPEL 

2 . Descriç ~o do Pro~rama 

Fornece para o elemento isoparwn~trico ~m anil i se . informaç~es ne 

cessarias a,gcr::~çno da mat riz de r.i.gidcz. 

3. LÓgica do Programa 

IPPEL compara o el emento tipo contra uma lista interna de elemen

tos implementados . A lista atual es t ã compos ta com os elementos ILS, 

IQS, IQL . IQQ e I QC. 

O programa fornece o nÚmero de pontos de integração, número 

nos do elemento e se é caso plano, axissimetrico ou espacial e o 

ro de linhas / col unas da matriz de elasticidade . 

de 

-num e-

4 . Parâmetros Forrnais 

Nenhum 

5. Ligação cum Pr ogramas 

BE compara o el emento atual com a lista interna de elem~n

tos, uma chamada tÍpica e: BE ("EPTIQL") . 

DECIIA (COEF, EXPX , EXPY, EXPZ) intcia o cãlculo da matriz de r~ 

gitlcz L' carg:1s notla i.s <.'qui. valentes se for o caso . 

PIPPQ , uma cham,1d:t tÍpic1 ê : Pll'PQ (COEF , EXPX , EXPY ,l'XPZ , O) , gera 

as m;.~Lt·i.zcs ncc t·:;s5ri.:ls a monLag~m do poli.nÔmi.o , para o 

quadrilátero l inear. 

6 . Procedimento de Er r o 

Nenhum 

7. Variáveis Locais 

ARRAY 

COEF matriz de cons tantes 

EXPX vetor de expoentes de KSI 

EXPY ve tor de expoentes de ETA 

EXPZ vetor de expoentes de ZTA 

8 . Va riáveis Globais 

INTEGER 

TIPO, D, NP e NCO 
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9. Variáveis Modificadas 

TIPO , D, NP .e NCO 

10 . Macro Diagrama de Blocos : PROCEDURE IPPEL 

SUl 

c. RETURN ) 
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PIPPQ 

1. Nome do Programa 

PROCEDURE PIPPQ 

2. Dcscriç;o do Programa 

Obt~ os dados para a montagem dos diversos polinÔmios 

3. LÓgica do Programa 

Chama .a s procedurcs que devem gerar as informaçÕes referen tes ao 

polinômio dos diversos tipos de elementos . 

4 . Parâmetros Formais 

ARRAY 

COEF matr iz de constantes 

KSI 

ETA 

ZTA 

INTEGER 

N 

5. Ligação com Programas 

vetor de expoentes de ~ 

vetor de expoentes de n 
vetor de expoentes de ç 

identifica qual o polinômio a montar 

PIPLQ, PIPQQ , PIPCQ , PIPLS e PIPQS 

- 6 . Procedimento de Erro 

Nenhum 
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Macro Diagr ama de Blocos: PROCEDURE PIPPQ 

• 

c RETURN ) r PIPQQ 

r PIPCQ 

PIPLS 
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PIPLQ 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE PIPLQ 

2. Descrição do Programa 

Esta pt·ocedure gera os elemenlo s para o c;lcu lo do !JOlinômio a ser 

usado para o quadril~tero linear , f6rmula 2.5. 3.l(a) . 

3 . L6gica do Programa 

Honta a matriz com os t ermos constantes do polinÔmio, os vetores 

com os expoentes das variáveis ~ e n , determina o nGmero de termos 

do polinÔmio menos um. 

4. Parâmetros formais 

ARRAY 

A - matriz de constantes 

KSI - ve tor de expoentes de ~ 

ET/1. -- vetor d e c:<poentcs de n 

S. Ligação com Programas 

Nenhuma 

6. Procedimento de Erro 

Nenhum 

7. Variáveis Locais 

INTEGER 

I , J for -loop variáve i s 

IA var i ável utilitária 

8 . Var iáveis Globais 

INTEGER 

GRAU, NPONT 

9 . Vari~veis Modificadas 

GRAU, NPONT 
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·. 
1. Nome do Programa 

PROCEDURE PIPQQ 

2 . Descricão do Programa 

Gcr<1 o.polinômio para o qu'1dril~tero quadrático de .1cordo com a 

fÓrmula 2 . 5.3 . 2(a) 

3. LÓgica do Programa 

Honta a m<1triz dns consLanLcs c os vetores CUJOS clE:oentos sao os 

expoentes das vartaveis ~ c 11 c determina o numero de termos do po

l in~m i o menos um . 

4. Par~metros For mais 

ARRAY 

A - matriz de constantes 

KSr - vetor de expoentes de r armazenados .. , 
CTA - vetor de expoentes de 11, ;JrmazPnados 

5 . Ligaçao com Pro12 ramas 

Nenhuma 

6. Pt·o ccd i:lH' nto de Erro 

Nenhum 

7 . Vari ave j s Locais 

INTEGER 
I , J - For-loop variáveis 

I A - vari~vcl utilit~ria 

8 . VariãvPis Globajs 

Ii':Tt::GER GRAU , NPONT 

9 . Variáveis Modificadas 

GRAU c NPONT 
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PIPCQ 

·. 
1. Nome do Progrruna 

PROCEDURE PIPCQ 

2 . Descrição do Programa 

Gera o.polinômio para o qtL1dri.l~tcro cÚbico , fÓrmula 2 . 5 . 3 . 3(a) 

3 . LÓgica do Programa 

Monta a mntriz das constantes c os vetores com os expoentes de 

i; e n e indica o maior número de terrtos do polinômio menos um , em 

r elação aos diversos nos . 

4. Parâmetros Formais 

ARRAY. 

KSI- vetor de expot:nLI'S de r, , dll•WZ ••rwJos por bits . 

ETA - vetor de cxpof"'ntcs de n, at·J'l:tzl!n.tdo::; por bi.ts . 

5 . Li gação com Pro?,rrumas 

N~.!niluma 

6 . Proced i mento de Erro 

Nenhum 

7 . Variáve is Locais 

INTEGER 
I - FOl:-loop variável 

IA - v ar Uivel util itár ia 

8. V;uiãveis Globais 

INTEGER 
GRAU NPONT e 

9. Variáveis Hodificadas 

GRAU e NPONT 
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PIPLS 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE PIPLS 

2 . De sc riç~o do Programa 

Esta procedure gera os elementos pnr~ o c~ l culo do pol in~mio a ser 

usado pnra o paralclepipedo Lin0nr, d~Ju pcl n rGrmula 2. 5 . 2.l(a) 

3 . LÕgicu do Programa 

Monta a matriz com os termos constanLcs do polin~mio , os vetores 

com os expoentes das vari~veis t, n e ~ , deter~ina o nGmero de termos 

do polin~mio menos um. 

4 . Parâm1~Lros Fot·m:tis 

ARRAY. 

A. - matriz de constantes 

KSI - vetor de expoentes de ~ , m·nwzt..:nados por bits . 

ETA - vetor de expoentes de T) , .:1rmazenados por bits . 

ZTA - ve to r de expoen t es de r, , arm.tzenados por bits. 

5 . Ligação com Programas 

t\~nhuma 

6. Procedimento de Erro 

dC!nhum 

7 . Variáveis Locais 

INTEGER 
I For-loop variável 

IA - variável utiliLnria 

8 . Variáveis Globais 

INTEGER 
GRAU e NPONT 

9 . Variive is Modificadas 

GRAU e NPONT 
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PIPQS 

.. 
1. Nome do Programa 

PROCEOURE PIPQS 

2 . Descrição do Progr<•ma 

PIPQS gera os elementos necess~rios a montagem do polin~mio 

o paralclcp:Íp~do quadr3ti.co , bnscado na fÓrmula 2 . 5 . 2. 2(a) . 

3 . LÓgica do Pr ograma 

para 

Honta a matriz de constantes, e os expoen t es de é,; , 11, Ç, deter

minando o número de termos do polin~mio menos um. 

4. Pa râmetros Formais 

ARRAY 

1\ - matt- i z u<' consL.111t~>s 

KS L - velor Jc expoentes de ( , armazenados por bits . 

FT/\ - vetor de c·xpocnLcs de r1, arm.lr.c>nados por bits . 

5 . Ligação com Programa 

Nenhuma 

6. Procedimento de Erro 

Nenhum 

7 . Vari5veis Locais 

INTECER 
I , J - For-loup par:1:·te tros 

IA - variável uLilitÕria 

8. Variáveis Gl obais 

INTEGER 
GRAU e NPONT 

9 . Vari5vcis ModiEicadas 

GRI\U e NPONT 
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DECHA 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE DECHA 

2 . Descrição do Programa 

Esta e a procedure básica do mÕdulo RIGEIS , obtem os dados relati 

vos ao elemento , forma a ma tr iz de r ig i dez e o vetor de cargas nodais 

equivalentes para a família de el ementos isopurwnetricos incluídos no 

LORANE . 

3. LÔgica do Programa 

4. 

Para cada elemento fonna a m~tri z D c obtem os dados para a 1n-

tegração numérica. A seguir o programa entra num loop sobre o 

de pontos de integraç~o executando as seguint es e t apas : 

-numero 

a) Obtêm-se as derivadas dos polinÔmios ele interpolação, calcula-

se o Jacobi ano inverso c o elcturminantc do Jacob iano . 

b ) Transforma os vetores a ci·n.1 par<1 coon.lenadas curt·cs ianas e cal 

c11la a matriz 13 . 

c) Nont:a a triangular inferior da nwtr.i.z de r ie.i.dez. 

Par âmc tros Formai s 

ARRAY 

COEF ma triz de constantes 

EXPX vetor de expoentes el e [, 

EXPY ve tor de expoentes de n 

EXPZ ve tor ele expoentes de ç 

5 . Ligação com Programas 

ELAST , DERIVJ, DERXYZ, S~ti<HB , CAENOD , SOHAT 

INTNUN uma chamada tÍpica e INTNUH (D, NP, X, Y, Z, PESO) . 

6 . Pr ocediment o de Erro 

Nenhum 
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10 . Macro Diagrama de Blocos. 

PROCEDURE DECUA ~ 
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ELAST 

1 . Nome do Progr ama 

PROCEDURE ELAST 

2. Dcscriç~o do Programa 

Computa pu armazena as propriedades para os elementos 

tr i cos . 

3 . LÓgi ca do Programa 

. -
~soparame-

El.AST c.:1lcula a matriz de e lastic idade O, da cqunção b;\sica , pa-

r a um material isot rÓpico quando não foruec:ida . O ~!Õdul o ti c Y0ung e o 

coeficiente de Poisson s~o us~Jos nesse cdlculo . 

4 . Parâmetros Formais 

5. Ligação 'com Pr<'f•rn~~ 

REALCONST- lorncce as propriedades tio l"lcmento , uma chamada t Ípi-

-ca e ru~ALCONST(NEXTEL, E, G, P, PE , AL, BE , BPE , BA , BEL) 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum 

7. Vari~vcis Locais 

REAL 

E 

p 

NÓdulo de Young 

- Coef i ciente de Poisson 

AUX , PE , G, AL - vari~vcis utiliL~r ias 

BOOLEAN 

BPE , BA , BEL - var.iãveis utilitár i as 

8. Vari5vcis Globais 

INTEGER 
NEXTEL 

ARRAY 
DE 

9 . Variáveis Modificadas 

DE 

- 86 -





INTNUM 

1. Nome do Programa 

PROCEDURE INTNUH 

2 . Descrição do Programa 

IN1NUM contém fÓrmulas de quadratura para os casos unidimensiona~ , 

bidimensional c tridimensional, usadas n.:1 integração numé rica de pol inô

mios de até gr.:1u 7 . 

3 . LÓgica do Programa 

INTNUM contém uma coleção de 11 fórmulas para os diferentes graus 

do pol i nÔmio . A integral definida a ser solucionada pela procedure supõe 

l imites de i n tegração variando ente - 1 e 1 . 

Por uma transformação linear de coordenadas reca1- se no caso espe 

cificado por esta rotina , se os limites de integr ação são di ferentes. 

As fÓrmulas estão distr ibuídas de acordo com o domínio de integr~ 

çao e a cad a f6rmu la estão associaJos o nGmcro de pontos de integração e 

a precis::.lo (grau do polinÔmio interpolaclor.) . 

Para maiores detalhes ver refcr~ncia l4 . 

4 . Parâmetros Formais 

D - dimensão do domÍnio de integração 

N - nÚmero de pontos de integraçao nurna parti ...: ulnr fÓrmula usa 

da 

X - VI.! to r <h: abc i.s :.as dos ponto, de intcg r :H;.l<> . Usado quando 

D = 1,2,3 

Y - vetor de ordenadas dos pontos de integraçao Usado quando 

z 
D = 2 ,3 

- vetor de cotas dos pontos de intcgraçao . 

n • J 

Usado quando 

PESO - vetor que cont~m os pesos (cocficientas) dn fÓrmula asso-

ciada aos pontos de integração. 

5 . Ligaç~o com Programas 

Nenhum 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum 
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DERIVJ 

1 . Nome do Progr ama 

PROCEDURE DERIVJ 

2. Descr1ç:Ío do Pror,r:~ma 

Determina as derivadas do polinÔIÚO em relação as coordenadas cur

vilÍneas, cillcula o Jacobi.1no invcn;o <'o dclctmin;tntc dn .J.1cobiano . 

3 . LÓgica tio Progrnm:t 

Determina se ~ caso bidimcnsional ou tritli mensional , tnontando a 

seguir os vetores com as derivadas do polinômio, calculando o determi

nant e e o Jacobiano, inverso para os casos em análise . 

Se o determinante anulor-se , s.:n uma mensagem de aviso e a exe

cuçao cessa imediatamente. 

Para caso bidimensional a derivada em relação s ~ ignorada . 

Para caso axissim~trico ~ montodo o polinômio N e a divisão ~T/R 
e armazenada em DEZTA . 

4 . Parâmetros Form.:1is 

Nenhum 

5 . Ligacão cow Programas 

ABA - calcula o valor da coordenada de integração elevada ao 

expoente correspondente, uma chamada tfpicn i : ABA (EX, 

X) 

JACOB - determina o Jacobiano inverso. 

6 . Procedimento de Erro 

Quando jJj = O, t~a mensa~0m ~ ioprimitla. A mensagem tem a se

guinte forma : 

"JACOBIANO ANULOU-SE PARA ELE~1ENTO lSOJ.>AlU\HETRICO" 

REAL 

CF 

lNTEGER 

variável utilitária 

R. I , J - variáveis utilitárias 

EX expoent e de ~ 

EY expoente de n 
EZ expoente de Ç 
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8 . Vori~v0is Globais 

AHHAY 

DEKSl, DEETA, DEZTA, JAC, EXPX., EXPY , EXPZ, N 

REAL 

DET 

INTEGER 

NPONT, GRAU 

LA BEL 

FIN 

9 . Variivcis Modificadas 

DEKSI , DEETA , DEZTA , JAC, DET e N 
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10. Macro Diagrama de Blocos. 

PROCEDURE DERIVJ 

DERIVADAS EM 
>--s _ _., RELAÇÃO A ~ , 

ç c ll 

DERIVADA EM 
RELAÇÃO A 
F. e 11 

Sllt 

GERAÇÃO DE 
T 

~ ~ N IR 

JACOB 

NÃO 
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JAC OB 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE JACOI3 

2 . Descrição do Programa 

Calculrl a matriz Jacobi~no 111ve rsa c o dete rminante do Jacobiano 

J . L~gica do Programa 
-Os elementos da matriz Jacobiano sao determinados usando-se os va-

lores ref eridos no apêndice 1 . 

são adotados dois procedimentos diferentes, um para o caso bidimen 

sional, outro para o caso tridimensional . 

Calcula-se o determinante usando-se as fÕrll\ulas dadas no Apêndice 

1. 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum 

S. Ligaç~o com Programas 

SOrtAT calcula a multiplicação de um vetor de derivadas de N por 

um vetor de coordenadas cartesianas, uma chamada 
-e : PFX : = SOt~T (DEETA , XX) 

6. Proc~dirnento de Erro 

Nenhum 

7. Variáv e is Locnis 

REAL 

PFX ~ x Xn , adotando a nomenclatura do apêndice 1 

PFY. 

PFZ 

PKX 

PKY 

PKZ 

PGX 

PGY 

PGZ 

cp x Yn 

2 X ~n 
lj!.X Xn 

''' X Z "' _n 
r x Xn 

f X ~n 

f X ~n 
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8 . Vari~vcis Globais 

ARRAY 

DEETA, DEKSI', DEZTA, XX, YY , ZZ , JAC 

REAL 

DET 

9. Variáveis Modificadas 

JAC , DET 

10 . Macro Diagrama de Bl ocos - PROCEDURE JACOB 

NATRIZ JACOBlANO 
lNVERSO - CASO 

r----t..-! BIDHtENSIONAL E 
OETERNINANTE 

SIM 

NATRIZ JACOBIANO 
INVERSO CASO t--------'--~ RETURN 

TRIDIME~SIONAL E 
DETER}1INANTE 
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DERXYZ 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE DERXYZ 

2. Descrição do Programa 

.. 

Determina as derivadas do polinÔmio de interpolação em relação ao 

s i s t ema de coordenadas cartesianas . 

3 . L6gica do Prcigrama 

Dec ide q~al o caso , se bidimens ional ou t rid imensional e a seguir 

obLem as deriv~das do polinÔmio~ em (unção de x , y e z (TIPO= l),b~ 

seado nas fórmulas do Ítem 2 .5 . O valor dessas derivadas retocna em 

DEKSt, DEETA c DEZTA . 

4. Par ime t r os Formais 

Ne nhum . 

5 . Lig~ção com Programas 

. Nenhuma . 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum . 

7 . Vari~veis Locais 

REAL 
DEXIS 

DEYPS 

DEZES 

8 . Variávejs Globais 

INTECER 

NPONT 

t\l\RAY 

derivada Cl~l 

derivada em 

derivada em 

DEETA , DEZTA e DEKSL 

9 . Variáveis Modificadas 

DEETA , DEZTA e PEKSI 

relação 

relação 

relação 
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.... 

... 

10 . Macro Diagrama de Blocos . PROCEDURE DERXYZ 

• 

SI.H 

DERIVADAS EH 

NÃO DERIVADAS EM 
>---____.~RELAÇÃO A 

x e y 
F6RHULA 3 • 2 (k 

LAÇÃO A c ) , y e z 1------___.,!. __ _.,.l RETURN 
F6RMULA 2 . 3 (i - -
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SMKMB 

1. Nomé do Programa 

PROCEDURE S~fi\MB 

2. Descrição do Programa 

Determina a triangular inferior da matriz de rigidez. 

3 . L6gica do Programa 

Determina-se o produto de derivadas e o coeficiente de rigidez. 

Percorre-se a seguir a matriz de rigidez (triangular inferior) acres 

sentando-se o resultado do produto dos valores determinados acima nas 

posiçÕes convenientes . Para maiores esclarecimentos referir-se ao a

pêndice 3 . 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum. 

5 . Ligação com Programas 

MULT calcula a multiplicaç3o dos derivadas , uma chamada por 

exemplo e: HULT (DEKSI, DJ~l<Sl , TH) 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum. 

7. Variãvcis Locais 

lNTEGER 

I, J 

SR, se 

Il, Jl 

IL, JL 

VL 

8 . Variáveis Globais 

ARRAY 

- localizador de qual o produto Je derivadas 

executar 

indices de linhas e colunas da matri~ DE res

pectivamente 

- localizadores das submatrizes da K 

- indices de linhas e colunas da matriz K 

- 5rca ou volume do elemento 

RIG , TM, DE, VD, VX, DEKSI, DEETA, DEZTA 

9. Variãveis Modificadas 

RIG e TM . 
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ECHA 

1. Nome do Programa 

PROCEDURE ECIIA 

2. Descrição do Programa 

f!: a proce<.lu re bÕsica do módulo TECEIS, obtêm os dados rela t ivos 

ao elemento e calcula o vetor de tensÕes . 

3. LÓgica do Programa 
I 

Par a cada elemento forma a matriz ~· quando necessário e obtêm 

as coordenadas ad imcnsionais dos nos . 

A seguir entra-se num loop sobre o número de carr egamentos, num 

loop sobre o número de nós do elemento execu t ando a s seguintes etapas: 

a). Obtêm-se as derivadas dos polinômios, calcula-se o Jacobiano inver 

so e o determinante do Jacobiano . 

b ) Transfor ma os vetores acima para coordenadas cartesianas. 

c) Monta-se a matriz ll 

d) Determina-se as tensoes e as t ensÕes principais nos p~ntos nodais. 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum . 

5 . Ligação com Programas 

EIAST , CONOD, DERIVJ, DERXYZ , HBAUX, MTENS 

6. Procedimento de Er r o . 

Nenhum. 

7. Variáveis Loca i s 

ARRAY 

u 
DE 

DRKSI 

DEETA 

DEZ TA 

XX, YY, ZZ 

B 

JAC 

X, Y, Z 

N 

- matriz auxiliar 

- matriz de elas tic.idade 

- vetor de derivadas 

- vetor de derivadas 

- vetor de derivadas 

- vetores de coordenadas nodais 

- matriz B da equação 

- matriz Jacobiano 

vetores de coordenadas nodais adimensionais 

- polinômio de interpolação 
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INTEGER 

IGL, I, HU, J variáveis uti litárias 

REAL 

DET determinante do Jncobiano 

8. Variáveis Globai s 

INTEGER 

POINT , NCO , NPONT , C~\U, TIPO, ICN 

AR.RAY 

SIGHA , DESLO 

9 . Variávei s Nodificadas 

SIGMA 
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... 

10 . Macro Diagrama de Blocos . PROCEDURE ECHA 

~ 
ÉLAST 

1 

CONOD 

, 
LOOP SOBRE ~ 
O NUMERO DE 

CARREGAHENTO 
A 
I 
I LOOP SOBRE 
I 

I O NUMERO DE 

I NÓS 
I .l 
I 
I I 
I I ~ 

I / 

r DERIVJ 
I I 
I I 
I I 
I I 
! I 

DERXYZ 

I I 
I I / 

I I 

I I MBAUX 

I 
I 
I ' 

I I / 
MTENS . I I . 

I I 

L. - ·----' 

RETURN 
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CONOD 

1. Nome do Programa 

PROCEDURE CONOD 

2. Descrição do Programa 

Determina os valores de(, n e t nos nos dos elementos 

3 . LÓgica do Programa 

A variável ICN e o indicador de onde começam os valores de t , n e 

~ a serem colocados nos vetores x, y e z respectivamente . 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum. 

5 . Ligação com Programas 

Nenhuma. 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum . 

7 . Variáveis Locais 

INTEGER 

AM NPONT - 1 + ICN 

K Índice dos arrays x , y e z 

I Índice que determina os valores das coordenadas,u

sado na expressão CASE 

8 . Variáveis Globais 

ARRAY 

x , y e z 

9. Variáveis Modificadas 

x, y e z 
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NBAUX 

1 . Nome do Programa 

PROCEDURE MBAUX 

2. Descrição do Programa 

Determino a matriz que relaciono tensocs c deformaçÕes . 

3. LÓgica do Programa 

Se for caso axissim~trico monta aBusando a fÓrmula 4.2(d). 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum. 

5. Ligação com Programas 

SOHAT chamada somente no caso axiss i metrico, para calcular o v~ 

lor da multiplicação (NT x r), a chamada e AP- SOMAT 
-n 

(N , XX) 

6 . Procedime nto de Erro 

Nenhum. 

7. Variáveis Locais 

INTEGER 

I , 1< 

REAl. 

8 . Variávei s Globais 

ARRAY 

variáveis utilitárias 

(NT x r ) 
-n 

DEETA , DEKSI, DEZTA , B, N 

INTEGER 

NPONT 

9 . Variáveis Modificadas 

B 
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10 . Macro Diagrama de Blocos . PROCEDURE MBAUX 

• 

MATRIZ B 

FÓRNULÃ 
2 . 3(d) 

TIPO = 1 

MATRIZ B 

FÓRMULA 
4 . 2 (d) 

TIPO 

c RETURN ) 
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MATRIZ B 
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MTENS 

1. Nome do Progr ama 

PROCEDURE t-ITENS 

2. Descriçno do Progr ama 

Calcula o vetor SIGMA 

3 . ~~gica do Programa 

Multiplica as matri zes ~· B e U 

4. Parâmetros Formais 

Nenhum . 

S. Ligação com Programas 

Nenhuma . 

6 . Procedimento de Erro 

Nenhum . 

7 . Variáveis Locais 

INTEGER 

M, J Variiveis utilitár ias 

REAL 

VA variável auxil i ar 

8. Variáveis Globais 

INTEGER 

N).'ONT , NCO 

ARRAY 

SIGt-IA , DESLO 

9 . Var iáve is Modificadas 

SIGMA 
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CAPÍTULO VII 

CONCLUSÕES 

Esta monografia apresenta um enfoque integrado para a fa1.1Ília de 

elementos isoparamêtricos , o qual permite, com um só programa, de uma ma

neira eficiente , · contar com uma série de elementos de gr.:1ndc utilidade. 

Resulta claro que este enfoque apr esenta grandes vantagens so

bre a implantaç~o individual de cada um destes elementos , ao evitar a du

plicação dos esforços de progrwnaç::Ío , por aproveitar procc!;sos comuns a t o 

dos os elementos , os quais sio incluídos apenas uma vez . 

Oferece , outrossim, uma base consistente de comparaç~o entre os 

dis tintos elementos , quanto a resultados como tempo de computação, jã que 

o grau de sofisticação na programaç~o ê o mesmo para todos os element os . 

Deve-se mencionar que a implantaç~o de um novo elemento , pode ser 

efe t uada com um mÍnimo de esforço , pois o esquema geral já está montado. 

Quanto aos elementos atuais , verificamos que quase sempr e e acon 

selhãvel usar- se elementos de ordem superior para o estado plano de ten

sÕes e deformaçÕes . A escolha entre os elementos IQQ e IQC , cuj os tempos 

de anál i se e valores de tensÕes são muito semelhantes, deve recair sobre o 

pr imei ro , que é bem menos complexo que o segundo . 
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APÊND I CE 1 

VALORES DO JACOBIANO PARA OS CASOS BI e TRI-DIMENSIONAIS 

1 . NOTAÇÃO 
-Pnrn simplificar , a fim de evitar-se expressoes muito grandes , 

adotamos os seguintes sÍmbolos: 

e T r = a~ /~r. 



com 
~ 

Jll = CP. X ~) X (~ X z ) - (p_ X z ) X (~ x ln) -n -n 

Jl2 ('f_ X ~) X (~ X ln) - (IJ!_ X lo) X (~ X z ) 
--n 

Jl3 = (IJ!_ X ~) X (p_ X z ) - ('f X Z ) X (p_ x ~n ) -n -n 

J21 = CP. X z ) X (~ X X ) - (~ X X ) X cr x z ) -n -n -n - -n 

J22 = ('): X X ) X (~ X z ) - ('f X z ) X (f X X ) -n -n -n - -n 

J23 = ('k X z ) X (p_ X ~n) - ('k X X ) X (~ X z ) -n - n -n 

J31 = <P. X X ) X (~ X -n 'ln) (~ X ln) X (f X X ) 
- - n 

J32 = ('k X ~) X (~ X ~n) - (~ X X ) X cr x y ) 
-n - - n 

J33 = (t X ~') X (p_ X ln) - ('f x ln) X <i~ X X ) n - n 

e 

1~1 .: (I)J X ~n) I C! X y ) X cr x z ) - (r x y ) X (9 X z >I --n - -n -n -n 

(~ x ln) I (~ X X ) X (f X Z ) - cr x X ) X ( 4> X z >I + -n -n -n - n 

(~ x ~n) I C! x Z ) X -n c r X y ) -
-n 

(r x X ) X 
-n (! x ln) I 
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APÊNDICE 2 

MATRIZES DE ELJ\ S'l'ICIDADE 

1. NOTAÇÃO 

E - mÓd ulo de Elasticidade 

v - coeficiente de Poisson 

2 . CJ\SO TRIDINENSIONJ\L 

1 1(1 - v) I (1 - v) o o o 

1 I (1 ·- v) o o o 

E(l - v) 1 
(1 - 2v) o o o 2 (1 - v) = (1 + v) ( l X - 2v) 

(l - 2v) o 2(1 - v) 

Simétrico 
(l - 2v) 
2(1 - v ) 

3 . CASO BIDIMENSIONAL 

3 . 1 - Tcns~cs Planas 

1 \) o 

D = E . \) l o 
-1---v....,..L 

o o (1-v) I 2 
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3. 2 - DeformaçÕes Planas 

1 V/ (1 - ) o 

D 
E (1 - v ) 

v/(1- v) l o 
(1 + v) (1 - 2v) 

o o (l - 2V)/2/(1 - v) 

3 . 3 - TensÕes Axi ss imét r icas 
/)------~-

1 v/(1 - v ) V/(1 - v ) o 

'{,\ ·v) 1 v f (1 ·- v) o 
I/ 

D = E(l - v ) · 
X - (1 + v)(l - 2v) 

~t\ -'1) ~r ~ - y 1 o 

J o o (1- 2v)/2f 0 - v) 

i\ 
\ ~ (1-Z-~_.' 

• r . f·l. l ( ~·· '>) ~- ( 1, -v I ··J 
' 7_ ' \ . , • 1 •• 

.\ 

F i_ I ··. ·~ I • 

r \ ' ; ) i ' 

.' I 

\ \ ~ 
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APÊNDICE 3 

GERAÇÃO AUTO~~TICA DA ~~TRIZ DE RIGIDEZ 

1. NOTAÇÃO 

Para s implificar , adot amos os seguintes s Ímbolos: 

= T 
él~ / ax e 2 = T 

a~ l ay 

2. DESENVOLV lHENTO DO HÉTOOO 

A matriz de rigidez , fÓrmula 3 . 2 (R.) , e ~v aliada por um produto m~ 
T tricial. Se expressarmos esse produto , B D B, na forma de submatr izes ob-

t er emos uma simplifi cação cons i derável d~ c~m;utação~ 
Seja 

I}JT 

o 

e 

K " f BT D B dA 

A 

temos 

~uu = 

o Sim . 

.. 

Si m. ] dA 

Kvv 
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o 2 (a) 

2(b) 



~u = 

2(c) 

= Í T 
1)1 

Pelo expos to aci ma todas as subma trizcs sao s i milar es quanto aos 
T T T T 

produtos ma tri ci a i s ~ ~ , 2 2> ~ 2 e ~ ~ · Uma s ubma t riz pode ser ex-

pr essa como·a soma desses subprodutos, mul t ipl icados pelo element o corres

pondente na ma triz de el as t icidade . Em analogia coro 2(b) expr essamos a so 

ma como uma matri z " fa l sa" da forma 

2(d) 

onde d1 , d2 , d
3 

e d
4 

sao as combinaçÕes dos elemen t os da matriz de elas ti

ci dade . A se:ne l hanç a entre 2(b) c 2(d) junlo com a f o rma de B sug ere um 

algorí tmo , que torna a aval iação da matriz de rigide z uma simpl es ro tina . 

A posição de 

tada por um ve t or linha , 

~ e ~ em cada colun~ de B pode ser rcpr es en-

2(e) 

Es t e vetor fornece os subscritos de todos os elementos da D a 

serem usados na avaliação das submatrizes . O t ranspos t o da o subs cri t o da 
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linha e o prÓprio vetor o subscrito da coluna. 

Modificando 2(e) convenientemente podemos determinar a relação pa

ra qualquer forma de B. 

Assim, para o caso axissimetrico teremos, 

[ 2~ 4, 3, 4, 1 J 
e para o caso tridimensional 

. [ 1, 4, 5, 4, 2, 6, 5 , 6 , 3] 

As submatrizes são entao obtidas superpondo as contribuiçÕes dos 

termos em 2(d) . A forma de 2(d) modifica-se conforme o caso que se estã a

bordando . Para maior facilidade os produtos em 2(d) foram indicados por um 

vetor. 

Por exemplo , consideremos o produto tjJT tjl . A posiçao de ~T ~ 
2(d) e dada por dois subscritos 

na linha 1 de 2(d). 

I e J . ·~:T ~: Neste caso o termo ! ! 

em 

esta 

A iteração sobre a matriz de rigidez leva a outro par de subscri-

tos Il e Jl, para cada termo ~~ 2(b) . Ass im, ~uu e o termo na linha 

1 coluna 1 em 2(b). Esses coeficientes são tudo o que necessitamos para d~ 

t erminar os e l ement os da m.ltriz n. o subscrito da coluna ê o inteiro lo

calizado na posição LSC em 2(e) , sendo 

LSC = NC (Jl - 1) + J 

e NC definido como 

NC c 3 

NC = 2 

caso tridimensional c axissimÕtrico 

caso bidimcnsional. 

O subscrito da linha ê dado por LSR, sendo 

LSR -. NC (Il - 1) + I 

Então para o caso particular de ~T ~ e ~u temos, 

LSC = 1 e LSR = 1 
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o que nos da de acordo com 2(~) o coeficiente o
11 

da matriz de elastici

dade . Durante a iteração sobre !Suu• acrescentaríamos a contribuição de 

n11 ~T ! a ela . 

O número de repetiçÕes deste procedim~~ nto depende do número de 

pont os de integração. 

Pura o C.:lSO iso Lt·Ópi.co U!l cuo(ici.enl('H dn 111~\tri~ n que fo rem nu-
-los sao ignorados . 
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