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Resumo: Neste trabalho, uma solucdo em forma fechada é proposta para a equagdo mtegro diferencial
de transporte de fotons unidimensional. A dependéncia energética no problema & abordada de forma
discretizada. O problema resultante, com dependéncia angular e espacial, & resolvido pelo método
analitico de ordenadas discretas (ADQO), resultando em uma solugdo analitica em termos da variavel
espacial. Simulagoes numericas avaliam o chamado fator de buildup, usado como fator de corregdo em
procedimentos praticos associados ao calculo de doses em tratamentos de radioterapia.

Palavras-chave: Equagdo de transporte, niicleo de Klein-Nishina; radioterapia; metodo analitico de
ordenadas discretas.

1 Introducio

Uma das quantidades de interesse em tratamentos por radioterapia € a energia depositada, ou dose de
radiacdo. Para compreender como ocorre a interacdo da radiagdo com a matéria, € analisar a energia
depositada, fhz-se necessario um bom entendimento da distribuicdo do fluxo (intensidade) de radiacdo
num determinado meio [5], que pode ser obtido através da solucdo da equagdo mtegro diferencial de
transporte de particulas, particularmente de fotons [6]. Para o caso de baixas energias, a caracteristica
do chamado espalhamento Compton, predominante no processo [6, 9] , introduz uma dificuldade maior
no tratamento do termo integral da equagao. Resultados classicos sao conhecidos [9] para problemas
unidimensionas em meio infinito, utilizando método conhecido como o método dos momentos, que se
resume na solugdo de uma equacdo integral de Volterra por aproximacio numeérica. A solucdo do prob-
lema emme o finito, onde esta abordagem citada anteriormente nio se aplica, € sempre umdesafio e, em
geometrias complexas € em geral tratato por abordagens probabilisticas [4]. Uma dificuldade adicional
do problema, além da conhecida complexidade dos modelbs que ermvolvem a equagido de Bolizmann
linear; se encontra na dependéncia dos limites de integracao da equacio & variive lcomprimento de onda.

Neste trabalho, na se¢do 2, introduzimos a equagido de transporte para fotons com micleo de es-
palhamento de Klein-Nishina, que define o problema béasico a ser considerado. A seguir, na segio 3,
propomos um tratamento discretizado para a variavel energia e apresentamos o método ADO [1] para
tratamento da dependéncia angular da equagao, resultando em uma soligao em forma fechada para o
problenm, analitica em termos da var#ivelespacial Finalmente, nas secoes 4 € 5, apresentamos resulta-
dos num¥ricos ¢ consideragdes finais.
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2 Equacio de Transporte para Fétons

Consideremos a equagao de transporte para fotons escrita na forma [6],

1] T 2] +
p—AIx A ) ~a(M{x A p)=a ) =
hr —n  *
o) ~l
KN NP+ N = N800 Ha Ny dd'dN. (D)
maz{io.A—2} —1
onde /(.. \. ;1) é a mtensidade de radiagao, r & (0,1 ) representa a variavel espacial, ;1 ¢ [—1.1/ é 0

cosseno do angulo polar, A & [\, ~) é o comprimento de onda e \, o comprimento de onda associado
a energia do feixe ncidente de radiacao, no dominio. Além disto, o( \) representa o coeficiente de
atenuagao lnear. Considera-se, o micleo de Kkin-Nihina para espahamento Compton [2, 6, 7, 9],
K (A, \), presente na equagao (1), definido como sendo nulo, exceto se \' < A\ < \' + 2, sendo, neste
caso, dado por

KN A= 3X)NE+5-20-N)+(A=X)?] . 03)
Ainda, o _
o= @ =0 unnil‘{—{’ em™ Y, ©)

onde /1 é a massa atomica, ./ é o miamrero atormico, V', é o mimero de Avogadro, 7 € a segao de choque
de Thomson, e p é a densidade do meio.

Devido a caracteristica do espalhamento Compton, e conforme definicao domicleo de Km-Nishina,
o termo nitegral na equagao (1), de fato, tem limite infeérior iguala \( ou A — 2, o que for maior, conforme
ja foi observado por [2]. Neste trabalho. propoe-se uma solugao de carater analitico, para a aproximacao
em ordenadas discretas da equacao (1), considerando que a mtensidade de radiacao /(.. A, j1), seja con-
hecida nas fronteiras do dominio: placa plana de espessura .

3 Desenvolvimento

Considerando que o termo integral na equacdo (1) tem lintes dependentes da variavel comprimento
de onda )\, o que dificulta a proposido de um esquema de quadratura, propomos neste trabakho, um
esquema que assegure que o valor maxr{Ag, A — 2} seja um dos nés da quadratura, caso confrario o
problema discretizado levaria a um sistema com mumero maior de incognias do que de equagoes. As-
sim, primeiramente, fixa-se um valor maximo, denotado por \;., como aproximagao numérica do limite
superior (infinito) do intervalo de definicao da variivel de mteresse, \ © [y, ~). Posteriormente, o
espagamento uniforme entre os pontos, i = (A\p- — Ay)/n € definido baseado na escolha de um niimero
de intervalos 1 apropriado para que a propriedade acima mencionada se cumpra. Ainda, Ay = 0.511/ Ey
é umvalor conhecido. Assin, M/ = n — 1 sera o mimero de intervalos (grupos) de energia.

Fazendo \; = ), o primeiro valor discretizado, os demas valores para a discretizagao da varivel
energia sao calkculdos como, \; = A\, | +h, ¢ = 2.3,.... M, garantindo que maxr{Ai. N\ — 2}, @ =
1.2.... M esteja sempre entre os valores discretizados de \. Paracada \,, 7 = 1..... 1/, resolve-se entao
a equagao de transporte,

L

) SL 39
;r%.‘i,r.,\,.p} Lo (i) = @
o.r

9

Bylyr)
=0
oA 1
X KN NP+ N = NP0 e N pdpddN . (4
mar{ Ay -2} 1

A integralem \’ serd resolvida pel regra dos trapézios. Chamando,
494



ISSN 1984-820X @%e,0 @

e "t ¢« CNMACR2010

I \( = Ge: 0 @ XXXl CONGAESS0 NACIONAL
L) / @ ..‘c... DE MATEMATICA APLICADA
.... E COMPUTACIONAL

PUBLICACAO DA SBMAC

mazr{Xi. N\ — 2} = A € { A1 AL A (&)
temese,
) _ 241
p—I{e. Ao ) +ali ) {x A i) = a Pyl)
or 2
=0
o s |
X KN MNP+ N = X)) PO (e Ny’ d X, (6)
Ar 1
e usando a regra dos trapézios,
0 LR EN P
;FT:’(-?'-I\;-N-) + o (N (e Ap) = — P () (=) K Ay M) P L+ A = Ai) %
o P4 F

(=0
nl al

P e Mgy = KOG D P+ X — \) Pl e, iy (D], (D
1 1

onde )\, é umvalor fixo (para cada 7).
Chamando

K{\-. Ai) = K. (8)

Bl N ) = Tla i) 9

e denotando por C,. a matriz de ordem 1/ x A/ com coeficientes nao mulos definidos por.

(ANi — Ap) . .
SN2 R+ Ay = M), (10)

l:(-“[ 'ii_r =
pode-se escrever a equagao (7). utilizando a notagao matricial

I
] == o
;;E—) o) +Z 1 () = % (20 + 1) (1)Cy Py ey !yt (11)
i
=0 I

para & (0,) e e & [(—1,1], onde Z é a matriz diagonal com elementos o; = (N ), i = 1.2, ... M, e,
Ve, p) = (dy{ae ) Lol gy e, ;’_.1;(.1'.;.'”-;'. (12)
define o vetor A/ < 1 com componentes [ (x. \;. ).
No prob kma resultante o tratamento da variavel angular é feito pelo método analitico de ordenadas
discretas (ADO) [1].
3.1 Tratamento da variavel angular pelo método de ordenadas discretas

A equagao (11) em pode ser escrita em termos de ordenadas discretas,

I N
1 L8 o
in%l (2, 41) + Z1 (. i) = % 2+ 1)P(pi)C1 wilys(x). (13
= ~ =0 s=1
e
d e .8
pi=) (@ =) + E VN, —pe) = 5 (=1)'2l+ VP (p)C wyl (), (14
I ~ =0 s=1
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parai = 1,--- . N, eonde
iobe) = Bitin )i, an) + (=1l <. (15

Aqui denotamos por {1, } os pontos de quadratura e {«:, } os pesos da quadratura definidos no intervalo
0, 1. Buscando sohicoes da forma exponencial para as equagoes (13) e (14), escrevemos

Ha. i) = ®(v. £p5)e 7, (16)
substiuindo esta expressdo nas Eqs. (13) and (14) e ap6s algumas manipulagoes algébricas [8], podemos
escrever, para / = 1,--- . \/, osistera

I & . Y
(Z — ';’|‘|CD (12, 11;) = (20 + 1)05(1:)Cy w, Py (1), (17)
=0 s=1
oL N
(Z + —’| VD (v, —p) = = (D2 + DB ()C; T w,®y (v), (18)
“ =0 s=1
onde
@, = Pip)[®(w, prs) + (1) (1, — )], (19)
¢ | é a matriz identidade \/ x Al
Introduzindo os vetores de ordem MV,
& ()= [0 (). ST (v pin) e ®T (. i V1Y, (20)
e
O (v)= [T (v.—puy). O (. —pa). e ®T (0, — )Y 21

onde 7 denota a operacao transposta, as matrizes quadradas (/N <« M.V),

W = diag{....wil,...}. 2
M = diag{...pl...}. (23)
D = diag{...,Z...}, (24)
e as matrizes de ordem (NN =< A
My = [Pl B P T (25)

as Eqs. (17) e (18) podem ser escrias como,

L
D——M 1P ‘If}_; {‘2.-’—1_}|'|,=C;G,»iu}. (26)
= =0
¢
1 0 -i~
(D + ,_;M . (v) = = (—1)'(20 + 1)N,C,G(v), @7
=0
com 3
Giv)=N/We. (v)+(-1)® (v). (28)
Agora, chamando
U=® (1)+® (1) 29
V=0, (-0 (v (30)
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fazendo a soma e a diferenga das Egs. (26) e (27) obtemos

EX:%Y g ¥ =¥ (31
LA '
onde
(&} &
E=(D - (20 +1)N,Ci1+ (-1)'INJW )M 1, (32
“ =0
i L 2
H=(D-5" (2+1)A,Cf1— (-1)|NfW)M (33)
“ =0
X=MU. Y =MV, (34)

Utilizando as equagoes (31) obtém-se dot problemas de autovalores,

(HE)X = AX (35
(EH)Y =AY (36)
onde \ = 1 /i~
Os autova bores \; e autovetores correspondentes X (\;), j = 1.2..... M\ sao utilizados para escr-
ever i
®,(y) =M L + E)X(A)) (37
1 -
O (y) =M 11 = E)X(\)), (3%

para j = 1.2....(M + 1)N. A expressio | é a matriz identidade de ordem \/ N x M/ N.
Agora definindo N _
| (z)=[1" (x.p0q). 1 ! (i, pt2), il T, fN ) £, (39

| ()= 1T (o —p) N (e —pig)e e V(= N (40)

podemos escrever, em forma fechada, a solugao em ordenadas discretas, para o probkma homogeneo
dado pelas Eqs. (13) e (14) como

MN
i ()= s '_.1J.q; 2 “,j)(_. vy le.q;, “,I”., liep .r'i'__--yJ.. (41)
j=1
€
MN
I_{x)= [A4;®_(v;)e ™'V + B;® (vj)e Fo—F)NVi 42)
i=1

onde as constantes .1, e /3; sao determinadas impondo-se as condoes de contorno.

4 Resultados numéricos e aspectos computacionais
O célculo da dose de radiagcdo, uma das quantidades de mteresse que podem ser avaliadas a partir da
soligdo desenvolvida nas secoes anteriores, pode ser feita, segundo [2, 7], como
o _ 1
Dy (pox) = mec? P A D g, ,\JFH"\. (43)

An
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onde o fluxo & {1y \) & definido por,

1
D, ) = I(ppx. A, po)dpe, (44)
1

mec? = 0.511/E,, sendo I, igual a energia incidente, /i, o coeficiente de atenuacdo do meio, para
a energi incidente £, e 4, (A\) o coeficiente de absorcio, utilizado aqui como sendo o do ar. Para
avaliacdo numérica da equacdo (43), o mesnmo esquema de discretizagio e quadratura descrito na secdo
(3) € utilizado.
O fator de buildup, que ¢ normalmente usado como umparametro de corregao (para evitar a solugao
da equacdo que ervolve o termo integral de espalhamento) entre o fiuxo que inchii o espalhamento e o
fluxo devido aos fotons nio espalhados [3], € calculado como
o Dylper)

Blugw) Dy (pox) )
onde a expressdo no denominador € a dose devido 4 radiacdo priméria, ouseja, ao fiuxo de radiacio nio
colidido ti*{;n,.f:. Ao).

Para o problenm teste aquiabordado definimos, cormo condigdes de contorno,

(0, A\g,pp) =1, para u > 0, (46)
(0N, ) =0, para p=>0, i=12 ..M, 47
I{eg. Nop) =0 para p<0, i =12, .. M, (48)

e consideramos uma placa plana homogénea de 4dgua (espessura definida emtermos de i), comenergia
mcidente de 1 Mew, sendo, neste caso, j, = (.0706 o valor do coeficiente de atenuacdo. Usamos nove
grupos de energia para a discretizagdo da variavel comprimento de onda e N = 20 para o mgtodo ADO.
Determinamos o fator de buildup, e comparamos com resultados obtidos com outra abordagem que
considera a dependéncia espectral como continua, apresentada em [8],

Tabela 1: Comparagao do fator de buildup.
ftor  Este trabalho  Ref [§]
1 2.5281 21111
2.8933 2.8704
3.2588 3.5124
3.6569 4.0692
4.1116 4.5481
4.6399 49513

Oy h e L

Observamos uma concordancia minimamente satisfatoria entre as duas abordagens utilizadas. Al
gumas diferengas, do caso aqui apresentado e na abordagem continua, podem ser atribuidas a resolucdo
totalmente analitica utilizada no caso continuo (baseada em uma expansio espectral na variavel com
prinento de onda) comparada com a abordagem aqui utilizada através da regra dos trapézios para a
resolucdo das integrais. No entanto, a proposta aqui descrita pode ser considerada mais simples € pos-
sivelmente mais facilmente inserida no tratamento de problemas mas conplexos. De acordo com o
nosso conhecimento nao existem na literatura outros resultados muméricos para este problema aplicado
a placas planas.

Na tabel seguinte apresentamos uma descricdo de valores para diferentes ordens de aproximacao,
para esta abordagem, considerando o meio como 4gua, com energia incidente de 11 /er e nove grupos

de energia, em fungao do mimero de pontos de quadratura considerados para o método ADO,
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Tabela 2: Convergéncia numérica do método ADO.

N por=1
6 2.5291
10 2.5283
14 2.5282
20 2.5281
24  2.5281
28  2.5281

Como observa-se na tabela 2, com N = 2() obtém-se a concordancia de quatro digifos significativos,
o que indica uma rapida convergénc i numérica do método.

Os resultados numeéricos sao obtidos com baixo esforgo computacional e gerados utilizando a lin-
guagem FORTRAN ¢ executadas em um notebook Centrino 2 Duo 2GHz, em menos de 5 segundos.
O bom desempenho computacional, deve-se principalmente a utilizacao do método analitico de orde-
nadas discretas (ADO) que reduz o problema original ao cdkulo de um esquema de quadratura no
semiintervalo, que implica num ganho de precisao na discretizacao em relagao a esquemas classicos
de quadratura utilizados em problemas de transporte.

5 Comentarios Finais

Apresentou-se uma soligcao em forma féchada, analitica em termos da varidvelespacil para a equagao
de transporte de fotons com espalhamento Compton. Foiusada uma abordagem discreta da dependéncia
espectral, para obtencao de resultados numéricos, para o problema da placa plana submetida a condigoes
de contorno de radiacao incidente conhecidas nas extremidades. A abordagem de quadratura proposta
permitiu um tratamento satisfatorio ao problema de dependéncia dos limites de integragao em relgao a
variavel comprimento de onda.

Referéncias

[1] L.B. Barichello, C. E. Sewert, A Discrete-Ordinates Sohation for a Non-Grey Model With Com-
plete Frequency Red stribution, Quantitative Spectroscopy & Radiative Transfer,62 (1999), 665-
675.

[2] U. Fano, L. V. Spencer, M.J. Berger, “Encyclopedia of Physics™ - Volume XXXVIII/2, Neutrons
and Re lhted Gamma Ray Problems, Springer-Verlag, Berlin, 1959.

[3] H. Goldstein, ‘“Fundamental A spects of Reactor Shield ing™, A ddison-Wesley Publishing Company,
INC.,1959.

[4] H. Hirayama, K. Shin. Application of the EGS4 Monte Carlo Code to a Study of Multilayer
Gamma-Ray Exposure Buildup Factor ofup to 40 mfp, Journal of Nuclear Science and Technology,
35 (1998), 816-829.

[5] HEE. Johns, I.R. Cunninghan, ““The Physics ofRadiology’, Thomas Springfield Press, 1983.

[6] J. K. Shultis, R. E. Faw, ‘Radiation Shielding™, American Nuckar Society, Inc., 2000, La Grange
Park, Illinos, USA.

[7]1 7. J. Duderstadt, W. R. Martin, ““Transport Theory™, John Wiley & Sons, Inc., 1979.

[8] J.T. Reichert, “Abordagens Analiticas para Problemas de Transporte de Radiagao com Dependéncia
Espectral”, Tese de Doutorado, PROMEC-UFRGS, 2009.

[9] J. Wood, “Computational Methods m Reactor Shielding”, Oxford, Pergamon Press,1982.
499



