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Resumo

Neste trabalho um modelo é apresentado que permite-nosrayeantitativamente o es-
tado estacionario atingido por um plasma ndo-neutro deinamt processo de relaxacédo nao-
colisional. Como uma aplicacao especifica, a teoria é usadaptudar a relaxacéo de feixes
de particulas carregadas na qual, mostra-se que, um fetk@lnmente casado relaxa para a
distribuicdo de Lynden-Bell. No entanto, quando existe ustdsamento inicial, 0 mesmo
oscila e ressonancias paramétricas conduzem-no a umacaépale fases: caroco e halo. A
abordagem desenvolvida vale tanto para a densidade comna destribuicdo de velocidade no
estado final estacionario.

Palavras-chave: Plasmas nao-neutros, Relaxag¢ao nao-colisional, Estadssestacionarios.






Abstract

In this work a theoretical framework is presented whichvadlaus to quantitatively predict
the final stationary state achieved by a non-neutral plasuiagia process of collisionless
relaxation. As a specific application, the theory is usedudysrelaxation of charged-particle
beams. Itis shown that a fully matched beam relaxes to thdeuyiBell distribution. However,
when a mismaitch is present and the beam oscillates, parametonances lead to a core-

halo phase separation. The approach developed accouttstfothe density and the velocity
distributions in the final stationary state.

Keywords: Non-neutral plasmas, Collisionless relaxation, Quagiestary states.
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CapPiTuLo 1

Introducéao

A proposta deste trabalho é construir uma teoria estaisie descreva o estado final
atingido por um feixe de particulas carregadas, confinadasgmpo magnético, apds sofrer
um processo de relaxacado. Este trabalho foi publicado tememte [Levin et al., 2008] e neste
capitulo, apresentaremos em linhas gerais o problemagmeétddos tedricos foram utilizados
para tratar esses sistemas.

1.1 Motivacao

Um feixe consiste em um conjunto de particulas carregadagagando-se paralelo a uma
direcdoZz confinadas por um campo magnético exteBS¥. Esse campo externo, conhecido
como campo focalizador, tem 0 mesmo sentido de propagactiixed-ig. 1.1.

Figura 1.1 Feixe de Particulas carregadas propagando-se uniformemente addoeigoZe focaliza-
das por um campo magnético exteBf'. As oscilages resultam da competicdo entre as forgas elétrica
Fe e magnéticdg. O sinal+ é apenas ilustrativo no sentido de representar um sistema ndo neutro.

As aplicacdes de feixes de particulas carregadas aparenevdréos campos tais como
aceleradores nucleares para producdo de tritio, em madiciclear, e até mesmo para o tra-
tamento de lixo atdmico [Allen et al., 2002]. Nessas apbeas; € de fundamental importancia
gue o feixe se propague de maneira coesa sem formacao deunglee ao menos, haja alguma
forma de controlar tal producdo. Esse halo é constituidadécplas que se afastam muito do

1



2 CAPITULO 1 INTRODUGCAO

centro do feixe e constitui um problema do ponto de vistaix@atal, pois pode levar a perda
de particulas e a ativacdo das paredes em aceleradores.dgatigo, o0 conhecimento da fun-
cao de distribuicdo final das particulas no feixe é de fundéathenportancia, pois determina
todas as propriedades do feixe. Outras formas de contrdamacao desse halo tém sido
tema de pesquisa [Muggli et al., 2008].

As particulas no feixe interagem através do potencialategnético e sdo confinadas pelo
campo focalizador exterr®®. Esse campo, atuando nas cargas faz com que elas iniciem um
movimento giratério em torno do eixo de propagagaddCdomo a forgca magnéticley neste
caso é sempre perpendicular a velocidade, ela tende a loaliainaear a forca eletrostatica
Fe de modo que as particulas, como um todo, iniciam um movimestdatorio, Fig. 1.1.

A dinamica relevante nesse sistema passa a ser somentenaotialasversal uma vez que
na direcdo de propagacdo o movimento € uniforme e a variagfoténcial eletrostatico é
praticamente desprezivel.

Distribuicéo Inicial Distribuigdo Final

Figura 1.2 Visao frontal do Feixe: (a) distribui¢éo inicial; (b) distribuigcao final.

Em geral, partindo de uma distribuic&o inicial bem definmégixe tende a dividir-se em
dois subsistemas, uma distribuicdo central e um halo. Ess#@dicao central, doravante de-
nominada caroco, é pouco energética e contém a maior gadetae particulas do feixe. O
halo contém uma quantidade menor de particulas, porém b&wenexgéticas Fig. 1.2. A pro-
posta fundamental deste trabalho € construir uma teoatigigta preditiva para a distribuicao
final do feixe ao longo de sua secéo transversal. Na proxigé@daremos uma breve revisédo
dos métodos de Mecanica Estatistica (ME) que sao aplicawdratamento desses sistemas.



1.2 O PROBLEMA 3

1.2 O Problema

O feixe é um sistema onde seus constituintes interageméata®/um potencial de longo
alcance, ou seja, uma interaga() tal que,

b

lim [ V(r)dir — oo, (1.1)

b—o /g
sendod a dimensé&o do espaco do sistema. Para potenciais d¥ (ipe= 1/r%, a condi¢éo
dada pela eqg. (1.1) resume-se a< d. Como casos mais comuns temos: a interacao gravi-
tacional e a interagcdo Coulombiana. No caso coulombianoesepca de cargas positivas e
negativas é possivel que o potencial de longo alcance sgjadio (por efeito de blindagem)
e se reduza a um potencial de curto alcance, por exemplga@tMitkawa”. Esse comporta-
mento é comum em plasmas de duas componentes onde os méddésde equilibrio sdo
aplicaveis e descrevem perfeitamente esses sistemas [RO@2].

Os métodos da ME séao eficientes para tratar sistemas com uetmgrande de constituin-
tes, contudo, sua aplicabilidade depende fortemente dalépnteracdo a que essas particulas
estdo submetidas. Quando as interagdes sao de curto aloanbe longo alcance com blin-
dagem, o sistema evolui de uma condigé&o inicial arbitraaia @ equilibrio termodinamico.
Nessa condicdo de equilibrio, definindo-se ensembledst&tas, a ME de equilibrio é com-
pletamente determinada. Ja quando as interacfes sdo dedmagce, esses sistemas ndo
evoluem para uma forma de equilibrio termodinamico e ptwtandefinicdo de ensembles es-
tatisticos perde completamente o sentido, comprometentdod teoria [Gibbs, 1902]. Como
a ME de equilibrio mostra-se ineficiente para descrevesessgmas, a solucdo € analisa-lo
do ponto de vista dinamico. Nesse caso, sabe-se que a fotoralrde um sistema atingir o
equilibrio termodinamico é através das colisdes entre dgplias, relaxacao colisional, que
direcionam o sistema para a distribuicdo de equilibrio devil-Boltzmann (MB).

Sistemas com interacdo de longo alcance em que o potentritédo comportam-se, do
ponto de vista da ME, de forma muito distinta daqueles coaragéio de curto alcance. Entre
outras caracteristicas, apresentam distribui¢des fidaigaussianas [Chavanis, 2006], inequi-
valéncia de ensembles [Barré et al., 2001], etc. A relaxaghsianal conduz o sistema para
o equilibrio termodindmico somente em um tempo que diveoge @ niumero de particulas.
Dessa forma, no limite Termodinamidd (—~ o), esse equilibrio nunca é atingido uma vez que
a relaxacao é essencialmente nao-colisional.

Esse tipo de relaxacdo, por sua vez, conduz o sistema a sfaasi-estacionarios onde,
em geral, as condi¢des tipicas do equilibrio termodinam&wo se verificam [Klein, 1955]
invalidando assim o uso da Termodinamica e da ME de equilfaia tratar esses estados.
E importante salientar que, mesmo n&o estando em equitémaeodinamico, alguns siste-
mas mostram-se bastante regulares quanto ao seu compudamecroscopico. Por exem-
plo, aglomerados estelares, em que o tempo de relaxac¢&bonali ¢ maior que o tempo
de vida do universe= 1019 anos; apresentam uma grande regularidade quanto ao seu com-
portamento dinamico [Padmanabhan, 2002]. Nesses caseima encontra-se em estados

LE importante salientar que existem casos em que a distitaie equilibrio ndo € do tipo MB mesmo exis-
tindo equilibrio no sistema, como no caso dos Férmions er33so
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guasi-estacionarios que podem ter sido atingidos rapidemEssa forma de relaxacéao foi es-
tudada estatisticamente em [Lynden-Bell, 1967] que denauminde relaxacéo violenta, termo
inspirado no fato de que o tempo em que ocorre é muito menoo tgrapo colisional do sis-
tema. Em sistemas coulombianos, essa forma de relaxac@énaexiste e foi estudada por
[Kadomtsev and Pogutse, 1970].

Enfim, os métodos da ME de equilibrio ndo sao suficientes ga@elver sistemas com po-
tencial € de longo alcance e ilimitado. Sendo esse just@aossaso dos feixes constituidos por
particulas carregadas, somos, portanto, forcados a eodtaalisar a dindmica nesses sistemas
que é governada pela equagéo de Boltzmann néo colisional cowtiecida como equacao de
Vlasov [Braun and Hepp, 1977, Antoniazzi et al., 2007].



CAPiTULO 2

Modelagem do Problema

Neste capitulo, exporemos a modelagem do problema apaeslends métodos que serdo
utilizados na abordagem tanto analitica quanto numérigemamos mostrar todo o ferramen-
tal necessario para resolver o problema em questéao.

2.1 Tratamento Estatistico

Do ponto de vista dindmico, pode-se tratar um sistema hamalo constituido pdx par-
ticulas, através da hierarquia BBGKY [Isihara, 1971]. A dirdo sistema nessa hierarquia
€ definida em um espaco de dimens&lmdela funcéo de distribuicdo individu®d, mais as
funcdes de distribuicdo reduzidadas particulass(> 1) 1. Para um sistema de particulas in-
teragindo por um potencial’ e submetidas a um potencial extethpessa hierarquia é dada
por:

o 2 0 o 2oV (rn—r)| 0
{E+nzl RFT drnjLI:z1 arn dpn fs
I#£n
S d"//(r —Tr 1)df 1
= dirs 1d% n__stlZ st 2.1
n;/ s+10°Vsy g ar pn (2.1)

Nessa equacio, todos os termos entre colchetes tém dimeamgtmnpg ' de modo que
podemos estimar suas magnitudes relativas usando esealatodidades e de comprimento
tipicas.

1. Os termos proporcionais a

1 oUod v
o= 2 (2.2)
Iy odrdp L

estdo relacionados a variaces espaciais do potextiadsecsobre distancias macros-

copicad., sendov a velocidade tipica de uma particula no sistema.

2. Para termos proporcionais ao potentisiinsecodo sistema, pode-se extrair duas esca-
las de tempo, uma relacionada com a duracéo das colisdes

1 9v0 v
. drdp A’

1Sendad o nimero de graus de liberdade das particulas no sistema.

(2.3)

5
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e outra relacionada com a probabilidade de encontrar unti@ydarpor unidade de vo-
lume

1 g 0V D fen 1 s
5 /d e L (2.4)

A estarelacionado com o alcance da interagéé a densidade das particulas do sistema.

Podemos, nesse ponto, analisar as hierarquias em duassregitantes distintas do ponto
de vista dA 3. Para sistemas com interacéo de curto alcance< 1< 1. < 1y de modo que
as correlacdes mais significativas no sistema séo as nedatzie a pares de particulas (colisbes
binarias). Consequentemente, pode-se simplificar a higeaf2, 1) as duas primeiras equacoes
e a dindmica do sistema é governada pela equacao de Boltzmann,

0 0 U 37, [.q g 0V(1—r2)df

{dt+vlﬁr1 ary dpll fl_/d 2P ari dp1’ (2:5)
0 o odU 9 0 U d 9V(ri-rt2)[ d 0 B
[E+Vldrl ar10p1+vzar2 0_r2é?p2 al']_ (dpl (3p2)} fz—O, (2'6)

na qual assume-se que o potencial de interacdo entre asfz# simétrico. A solucao Unica
dessa equacéo € a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (2tjarg, 1987].

fu(r,p) = C n(r)e PPI-po)*/20% 2.7)

em queC é a constante de normalizacdo, o que comprova, a existémequilibrio termodi-
namico para sistemas com interagao de curto alcance.

Para sistemas com interacdes de longo alcance;> 1< 1. > Ty e a dinAmica ja ndo é
mais governada pela equacao de Boltzmann (2.5), mas simqedgao de Vlasov.

2.1.1 Extensividade

Antes de apresentar a equacéo de Vlasov, discutiremos #quis extensividade nos
sistemas com interacdo de longo alcance. Um dos problemasndo de vista estatistico em
tratar esses sistemas estéa relacionado com a néo-extianigivda energi& 0 N2, decorrente
do fato de uma particula do sistema interage com todas aasouRode-se contornar este
problema reescalando o potencial de interagéo entre aswast? (ri —rj) de modo que
E ON [Kac et al., 1963]. Esta escala garante a existéncia deelifgitmodinamico, porém nao
muda o carater ndo aditivo do sistema [Mukamel et al., 20B&tticularmente para os feixes
esta reescala € feita na carga das particulas do sistesmg/+/N assim,

N 2 1NN

H(r,p):. ﬁ‘FEZZ"V(I’i—I’j), (2.8)
- "

H DNV—2 2 N2 2.9

(r,p) > TN (2.9)

9* — o?/N, (2.10)

H(r,p) ON, (2.11)
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ondev é a velocidade caracteristicaj@ carga de uma particula. Assumiremos também, sem
perda de generalidade, que a massa individual das pastidolaistema é unitaria. Logo,
utilizaremos a velocidade ao invés do moment@ como variavel canénica conjugada do
sistema.

Voltando a hierarquia (2.1) percebemos que as fun¢des titibdigdo reduzida podem ser
reescritas como,

f1(r,v,t) Zéd (r—ri)dd(v—vp)) N/rlddr dvip(r,v,ra,Vo, ..., rn,VNGE), (2.12)

fa(ri,va,ro,vo,t) = N(N—1) /|_Ld rdivip(ri,vi,ra,va, ..., rN, VNS t), (2.13)

Nl
fs(r1,...,Vs,t) = No9 /|_| dridOvip(re,...,vn,t), (2.14)
i=s+1

ondep(ry,...,Vn,t) € adensidade de probabilidade de encontrar qualquer un\amiaticulas
nas posicdes com velocidade;. Neste limite em queA 2 > 1 pode-se assumir que a densi-
dadep dasN particulas € igual ao produto das densidades de uma parpgty, . .., vn,t) =
|‘|{\‘:1p1(ri,vi,t) gue consiste exatamente na aproximacao de campo média, rexdimite
Termodinamico [Braun and Hepp, 1977]. Desta forma obtemes qu

fsr1
=(N
fs (
Portanto, voltando a hierarquia BBGKY (2.1) temos,

U 0
99 )|
dt+z< "ar, drnﬁvn)] s

_S)pl(r5+1>VS+17t)' (215)

S 0V (rn—rsr1)0fsi1 & 0¥ (rn—r1p)
- dr g, 1d NSt =Sty 2.16
n; / SHE IS o, vy |:zl arn (2.16)
I#£n
S —
~ Z/ddryrlddvylay/(rn s+1) 0 [(N—8)fsp1(rsy1,Vsi1,t)] (2.17)
& orn oVn

dfs

> 7}
~ nZl N o {/ddrs+1ddvs+1P1(rs+1,vs+1,t)”V(rn_rsﬂ)} FIve

dUeff (9
0t+ Z ( "orn arn avn)] fs~0, (2.19)

(2.18)

onde,
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Uet =U(r)+N /ddr’ddv’“f/(r —r")pa(r' Vv, 1). (2.20)

Para passar de (2.16) para (2.17) usamos o fato de.getery e de (2.17) para (2.18) assumi-
mos queN > s. Assim, no limite Termodinamicd\| — ), todas as equacdes da hierarquia
BBGKY sao equivalentes a equacdo para a funcdo de distribdegéima particula e a equacao
(2.19) passa a ser exata

ou
(%w%— afﬁ %) fo(r,v,t) = 0. (2.21)

Note que nesse limite a interacéo de par perde sentido emidméo sistema é governada
por processos coletivos representados na interacdo deogadgtioUgs. 1SS0 significa que
um sistema de particulas com interagdes de longo alcanéeit® (N — o) pode ser tratado
como um fluido, onde uma particula, agora sendo um elemerftaide, sente um potencial
médio devido ao restante do sistema.

A eq. (2.21), conhecida como equacéao de Vlasov, descrev@nesate a dinamica de siste-
mas sujeitos a interacao de longo alcance [Antoniazzi,@0.7] embora tenha sido derivada
originalmente por Vlasov de uma forma diferente [Vlaso8]9 A evolucéo dinamica desta
equacao é similar a de um fluido incompressivel ohev,t) a fun¢éo de distribuigéo é si-
milar & densidade do fluido no espaco de fAse U é 0 potencial efetivo sentido por um
elemento de fluido localizado em Dentre outras caracteristicas, a equacao de Vlasov evolui
preservando um numero infinito de invariantes dinamicosuhmados integrais de Cassimir
ou simplesmente Cassin@ f) [Chavanis, 2006],

C(f) = / S(f)drddy, (2.22)

ondes(f) é uma funcao arbitraria da fungéo de distribuicdo. Alguresmgios com énfase
fisica sdo:

» 5(f) =1« C(f)= hipervolume no espaco de fase

* 5(f)="fIn f & C(f)= entropia de Boltzmann.

Dentre estes Cassimirs notamos que a entropia de Boltzmanmapece constante durante
a dinamica de Vlasov. De fato se tratamos um sistema finitomandca ndo € governada
exatamente pela equacao de Vlasov uma vez que permanecemodiordem AN na equa-
cao (2.18). Neste caso a equacao de Vlasov tem um compottasiarlar a de Boltzmann
onde as colisbes sdo completamente mapeadas em efetbéird® e, portanto, a entropia
de Boltzmann cresce com o tempo. Este efeito também € peocabide resolver numeri-
camente a equacao de Vlasov onde por efeito de grade vesdfioas crescimento de entro-
pia [Cheng and Knorr, 1976]. Contudo no limite TermodinAmi@n#&opia permanece cons-
tate ndo havendo portanto razdo para maximiza-la o quéigasdi inexisténcia de equilibrio
termodinamico nesses sistemas.

2Doravante referir-nos-emos simplesmente a funcéo de distribuicdondehtio portanto que trata-
se da funcao de distribuicdo de uma particula.
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O hipervolume no espaco de fase também é preservado, e g@vala funcdo de distri-
buicdo se da seguida de uma filamentacdo em uma escala cad@mnez como ilustrado na
Fig. 2.1.

€ t=0 =l

%%

€ t=6 t=large

Figura 2.1 Evolucdo, em termo das variavel de acdo-angulp)(da funcéo de distribuicdo na dinamica
de Vlasov: A funcéo de distribuicéo filamenta-se no espaco de fasaryaado o volume inicial (figura
retirada de [Lynden-Bell, 1967]).

Se inicialmente a fungdo de distribuicdg(r,v) for discretizada enp niveis nj, a di-
namica de Vlasov para esse sistetch@dimensional preserva o hipervolume de cada nivel
C(nj) = [[f(r,v,t) — nj]drd. Neste trabalho analisaremos somente distribui¢des inici
almente normalizadas de um nivel do tipo

fo(r,v) = nO(rp —r)O(vp — V), (2.23)

onde®(x) é a funcéo de Heavisidew e r,, representam os valores maximos de posicao e ve-
locidade que inicialmente uma particula do sistema podewiss) = 1/ (nzrgvg) representa
densidade normalizada no espaco de fase.

Observando a Fig. 2.1 em uma escala macroscopica (de grésoymercebe-se a funcéo
de distribuicdo parece deixar de evoluir no tempo chegando estado macroscopicamente
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estacionario. Rigorosamente esse estado é quasi-estazipoid, a funcéo de distribuicdo na
escala microscoépica (de gréo fino) continua evoluindo.

A idéia de observar sistemas nesta escala macroscopiddif@ido por Lynden-Bell(1967)
para tratar sistemas gravitacionais. Fisicamente, essall@cao implica que para o estado
quasi-estacionario, as flutuacdes sentidas na velocidpdgigiio de uma particula do sistema
nao sao relevantes para determinar o comportamento mépresalo sistema. Desta forma,
Lynden-Bell substituiu a fungéo de distribuicdo microscégi(r,v,t) por uma macroscopica
f(r,v,t), a qual é a média dé(r,v,t) sobre uma macrocélula de tamanfoddv (vide fi-
gura 2.2). Como o sistema relaxa para um estado estacioraténf(r,v,t) deve também
relaxar para uma funcéo de distribuicéo fifél,v).

Para sistemas gravitacionais, esse processo foi denoordeaelaxacao violenta pois acon-
tecia sobre uma escala de tempo muito menor que o tempo din@misistema. Lynden-Bell
assumiu que durante esse processo além da funcao de dSivilevoluir preservando os hi-
pervolumes de cada nivel, a mistura no espaco de fase se dineégarcompleta (ergddicd)
Portantof (r,v) pode ser determinada em uma escala macroscopica utilizemgwoocesso de
contagem similar ao micro-canénico na ME de equilibrio.

Para tal dividimos o espaco de fase &macrocélulas sendo essas, por sua vez, divididas
emv microcélulas de volumk?, conforme ilustrado na Fig. 2.2.

h : .
::)Macrocelula
f(r.v)

n

N

|| Microcélula
f(r.v)

dr

..........

&
Figura 2.2 Distribuic&o inicial, macroscopica e microscopica, para a funcdo de dig&thde um nivel
n comd=1.

Apoés o sistema evoluir no tempo, a funcao de distribuicdoigieealmente s6 ocupava
algumas macroceélulas, sofre um processo de mistura e tendepar outras macrocélulas
espalhando-se no espaco de fase conforme a Fig. 2.3.

Para & -ésima macrocélulg(r,v) = f(r,v)/n é definido como o numeng de microce-
lulas ocupadas pelo nivgldividido porv,

N
p(r,v) = o (2.24)

Devido a incompressibilidade na dinamica de Vlasov, olas®te as Figs. 2.2 e 2.3, fica

evidente que em cada macrocélélama condicdo a ser mantida é que cada microcélula tenha

3Como na ME de equilibrio essa premissa é assumijoldori sem nenhuma justificativa rigorosa.
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Macrocélula
f(r,v)

Microcélula
f(r,v)

dv.
Figura 2.3 Distribuicao final, macroscépica e microscépica, para a funcao de disfiibde um nivel
“n”comd=1.

no maximo um nivel, ou seja, a densidade
p(r,v) <1. (2.25)

Se a mistura no espaco de fase se d4 de maneira completasgpadstimir que o nivel
n da distribuicao tem igual probabilidade de ocupar todasiesonélulas do espaco de fase.
Desta forma podemos utilizar a anélise combinatoria pdmida entropia macroscopica deste
sistema, similarmente ao que fazemos no ensemble micinitanna ME de equilibrio. Exa-
minando uma dada macrocéluja contendov microcélulas das quaig estdo ocupadas, o
namero de formas distintas dessamicrocélulas serem ocupadas é dada por

vl

—_— 2.26
(v—ni)! (2.20)
sendo que o numero totill de microcélulas ocupadas permanece constante
N=73Sn. (2.27)
2

O numero de formas distintas desdasicrocélulas se dividirem sobre §smacrocélulas é

dado por
N!

) 2.28
! (2.28)
dessa forma, o nimero total de microestatlogue o sistema pode ter é dado por,
N! v!
W = : 2.29
i i Il_l (v—n)! ( )

A entropia macroscépica do sistema é dadage= —kgIn W(n;) ondekg € a constante de
Boltzmann [Chavanis, 2006]. No limite em gpér,v) varia infinitesimalmente na escala de
uma macrocélula a entropia assume a forma

dr-4d
= ke [ S (PN + - p(rv)] L= p(r )]}, (230
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e portantof (r,v) = n p(r,v) é completamente determinatia

A relaxacdo nao-colisional conduz o sistema para um estetdoienario no qual a densi-
dadep(r,v) & a mais provavel. Além da conservagéo do volume outros i&isdo impostos
pela dindmica: conservagao de energiamentune momentunangular. Particularmente neste
trabalho os vinculos relevantes a dindmica serdo: a catg\da energia e do volume no es-
paco de fase

/ E(r,v) f(r,v)d d% = &, (2.31)
/ f(r,v)ddrdd = 1. (2.32)

onde definimod (r,v) normalizada ao namero de particulas se#gla energia inicial do sis-
tema. Dessa forma maximizando a entropia macroscépicaadcesstacionario € completa-
mente determinado em termos da densida@ev),

5(Sp) +ad </ f_(r,v)ddrddv> +B5 (/E(r,v)f_(r,v)ddrddv> =0. (2.33)

A funcéo de distribuicdo para esse estado quasi-estamandada por,

fio(r.v) = F0V) = il (2.34)
sendof3 e u = a/B os multiplicadores de Lagrange que para sistemas em eguigibtdo
relacionados com o inverso da temperatura e potencial gofinA expresséo (2.34) é similar
a funcéo de distribuicdo de Férmions para sistemas em laduiililsso é natural haja visto
gue uma dada microcélula sé pode ser ocupada por ummjwetjue introduz um vinculo de
exclusdo no espaco de fase do sistema.

Enfim podemos determinar a distribuicdo final, para sistesnde ocorre relaxacéo vio-
lenta, sem necessariamente acompanhar a evolucdo da fisnd&iribuicdo no tempo gover-
nada pela equacédo de Vlasov. E importante salientar queia tisorelaxacéo violenta apre-
senta algumas falhas como o proprio Lynden-Bell notarajcpdatmente quando a mistura
se da de forma incompleta. Em nosso trabalho mostraremsdimhites um onde a teoria de
relaxacéo violenta funciona e outro onde ela falha drasecde. Adicionalmente para este ul-
timo caso, baseado no comportamento dinamico do sistenexas te particulas carregadas,
construiremos uma nova teoria [Levin et al., 2008].

2.2 Plasmas Nao-Neutros

Uma vez que ja apresentamos a teoria estatistica geralrptaadsses sistemas voltamos
ao nosso sistema em particular. Detalhadamente, o feixa@sterem particulas carregadas

“No caso em que dlstrlbuigéo inicial temp™niveis pode-se, equivalentemente mostrar que a entropia
d
€ dada poip = —kg | = e {301 pi(rv)In[o;(r,v)] +[1- 21 1Py (rV)]IN[1 =3P pj(r,v)]}
5As energiass (r,v) = v2/2+ W(r)+Kk;r?/2 eE(r,v) = Vv?/2+ (r)/2+ Kk, r?/2 séo distintas por
um fator 2 no termo do potencial. A diferenca existe porfuesta relacionada com a energia total do
feixe enquant@’ esta relacionada com a energia de uma particula.
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interagentes, confinados por um campo magnético ex@fi(r) = Bo2, propagando-se ao
longo de uma direcao axialcom velocidade de médulo constaMg O feixe tem um raio
caracteristicay, e é circundado por uma parede cilindrica condutora derggique introduz
uma condicao de contorno para o potencial elétrico de igdierantre as particulas do feixe

@3(r).
>

Figura 2.4 Feixe de particulas carregadas com raio caracteristismpagando-se ao longo da direcdo
longitudinal Z com velocidade constani§. As particulas sdo confinadas por um campo magnético
B®!= BypZ sendo o feixe isolado do meio externo através de uma parede cilindricstaenkbcalizada
emry,.

Supomos que o feixe tem simetria axial e 0 movimento ao loagtireécaaz’€ uniforme de
modo que a dinamica relevante acontece somente no plarsvéraal. A variavel temporal
pode ser substituida pela variavel de posicao longitudjraides = Vit eV, = Bpc sendoc a
velocidade da luz no vacuo, conforme ilustrado na Fig. 2.daya de uma particula do feixe
é dada poZ;e sendaz; o nimero atdmico da particulaea carga do elétroN, = [ ny(r,s)d?r
€ 0 numero de particulas por unidade de comprimento axidb3gjr,s) a densidade de par-
ticulas. Supomos ainda que a velocidade transversal ddsupas do feixe é, muito menor
que a velocidade na direcéo longitudinal e que a dindmicaragoldo plano transverso é nao
relativistica.

Os campos elétric&® e magnéticdB® de interacdo entre as particulas sao determinados
utilizando-se as equacdes de Maxwell [Davidson and Qin]R@D potencial elétrico € obtido
da equacéo de Poisson

02 @°= %% (r%) @%(r,s) = —4niZien, (2.35)
com a condic&o de contorfop(r,,) = 0. O potencial vetor é determinado supondo-se que a
corrente devido ao movimento das cargas no feiXgeg,V,h, sendo que a velocidade longitu-
dinal média do feixeY,(r, s), pode ser aproximada pu:

02 AS(r,s) = —4mZien,Bp. (2.36)

®A aproximagaol? ~ 02 é consistente pois no feixe a variagdo do potencial ao longo da direcéo
longitudinal é desprezivel frente as variacdes sobre o plano traasver
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Comparando as egs. (2.35) e (2.36), percebemos que os aseziéiricos e magnéticos estao

relacionados por
A = Bro®. (2.37)

Assim, resolvendo-se unicamente a eq. de Poisson (2.38hgsos que atuam sobre uma dada
particula sdo completamente determinados e dados por

E®= —0g(r,s), (2.38)
B = B®™'+ B,0¢%(r,s) x 2. (2.39)

Por uma questao de conveniéncia [Davidson et al., 1998jdastmos o sistema no referencial
de Larmor que gira com relacdo ao referencial do laborattin uma velocidade angular
Q| = —ZeBy/2p,mByc? ondefy, = Vb/c, b = (1 - B2)"1/? ema massa de uma particula no
sistema, vide Fig. 2.5.

Convenientemente o potencial é também redefinido parzs) = (Zie/yPmBz2c?) ¢3(r,s)
gue passa a ser uma grandeza adimensional. Nesse referefmtalizacao devido ao campo
magnéticoB®, tem somente componente radial.

Y M

Y’ N Referencial
de Larmor

_» Referencial
Local X'

rsT! feixe parede
i) A
d

(o)

Iy

Figura 2.5 Mudanca de referenciaisO" representa o referencial do laboratério enqua@g o refe-
rencial de Larmor.

/ A/mudan(;a para o referencial de Larmor é feita por uma mudaas;aoordenadds, ) —
(r',8") com

r'=r,
0=6-Qs (2.40)

conforme representado na Fig. 2.5. Com isso, a evolucao t@onsi® governada pelo sistema
de equacoes Vlasov-Poisson,



2.3 TRATAMENTO NUMERICO 15

oF  OFR (. ., 0Y\dR
as "V ar (KZ o) av =7 (2.41)
10 J 2nK
Diw - FW (I’/W) (.U — _N_b/deZV,7 (242)

2 2
sendor’ = /X2 +y2 V = \/<%) + (%) , ek, = Q7 0 parametro focalizador do campo
magnéticoK € a perveancia e esta associada com a intensidade do feamgdeem conta os
efeitos eletrostaticos e magnetostaticos de interac@e asparticulas do sistema,

2Nb22e2
Neste trabalho assumiremos, sem resolver a equacao der\asca forma assintotica da
fungado de distribui¢éby, no limite em ques — « é conhecida e dada pBg = f(r’,v') que no

fundo implica que o sistema atingiu o estado estacionasorde pela eq. (2.34). Portanto, o
problema reduz-se a resolver a equacéo de Poisson parancipbselimensionaly(r’)

K = (2.43)

D4 (r') :——/ (r' ,v)d?v, (2.44)

com os vinculos de conservacdo de energia e nimero de pastioypostos pela dinamica,
(2.31) e (2.32).

2.3 Tratamento Numeérico

Do ponto de vista numérico faremos uso de simulagfes de diadnolecular para evoluir
o feixe de uma distribuicéo inicial para uma final. Admitisue no referencial de Larmor o
sistema corresponde a um plasma bidimensional de pseudltufes de massa unitaria e carga
q= /K/Np interagindo por um potencial logaritmiggr) = —gIn(r /ry).

No tratamento tedrico também utilizaremos métodos numenxara resolver de forma
auto-consistente a equacéao de Poisson (2.44) com os $r@uki)-(2.32).

2.3.1 Dinamica Molecular

Na dinamica molecular, como o sistema equivale a um géas mdigmo bidimensional
onde as particulas interagem por um potencial de campo ma&diamiltoniana efetiva do
sistema é dada po#+(p,r)

< P p291' Ji
Hett(p,r) = Z 7 F—len(rj/rw)‘i"(z? (2.45)
=1 J
Np
Q= O(rj—ri), (2.46)
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ondeQ); € a carga total no interior da superficie gaussiana de faldbservando’z, s s perce-
bemos que a dinAmica molecular corresponde a de um conjeistsdas cilindricas carregadas
com cargag uma vez que o potencial de interacéo entre as particulas @ugocmédio’. A
justificativa para esta aproximacgao é que, conforme ja fodsto, sistemas com interacéo de
longo alcance relaxam para estados quasi-estacionaviod@eauséncia de colisdes. Portanto,
como queremos estudar esse estado quasi-estacionamuogmus evitar ao maximo a influén-
cia das colisdes no feixe. Poderiamos fazé-lo aproximangatencial de interacdo entre as
particulas posoft-coreporém, por uma questéo de rentabilidade computacionallvesaos
fazé-lo através da Lei de Gauss que é exata qubindoc.
A equacdo de movimento para uma dada partigdiasistema é obtida usando as equacdes
candnicas de Hamilton,
. Qj p%j
rj+Ker_T_r_.3:O’ (2.47)
! ]
a equacéao para a variavglé desnecessaria pois sendo esta uma coordenada ciclistetaesi
simplesmente implica quey;(t) = pe;(0) 8
As particulas séo distribuidas inicialmente de maneirfoume no espaco de fase usando
a eg. (2.23). Como a média de uma funcéo arbitrAfs é dada em termos da fungéo de
distribuicéo
Agy — JAE (V.9 d’rd?v
(A(s) = [ f(r,v,s) d?rd?v
podemos computar em todo instante as grandezas mediagetoasisUsando a distribuicéo
inicial fo temos condi¢des de calcular inicialmente as energias rtiegsgelétrica e cinética
do feixe.
A energia potencial magnética do feixe devido ao campo meateonfinante(Ug), é dada
em funcéo do raio quadréatico médio por:

(2.48)

K
(Ug) = §<r2> (2.49)

logo,
Kz [ fo(r,v) dPrdPv

Ug) = : 2.50
(Ue) 2 [fo(r,v) d?rd?v (2.50)
Substituindo (2.23) em (2.50) encontramos a energia magriétcial por particula
K
(Us) = i (2.51)
similarmente, a energia de interagéo eletromagnética estparticulas € dada por
_ 1 2 2
(Ug) = W/ E2 d?r, (2.52)

’Sem a aproximagédo de campo médio, o potencial de interagdo de paredastriporg(r) =
a?In(|ri —rj|/rw).

8Para integrar todas equacGes de movimento auto-consistentemente utilizaanoteb SODE (Li-
vermore Solver for Ordinary Differential Equations) que utiliza o métodAdiems para resolver equa-
¢cOes diferenciais ordinarias.
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ondeE = —0y € o campo eletromagnético [Davidson and Qin, 2001]. Lembseque o
termo eletromagnético é devido ao fato de que como a forcanétiag entre as particulas
tem a mesma direcao da forca eletrostatica, o catngm si inclui os efeitos dE® e B® através
da perveanci&.

Utilizando a lei de Gauss e admitindo que o campo tem simeddal, que constitui a
aproximacao de campo médio, obtemos da Eq. (2.42) o camiporasgnético inicial,

r parar<rp

o

E(r)=

Kr parap<r <ry

-

Logo, a energia eletromagnética € dada por,

K K, rw
A energia potencial total sera portanto
Kz o K K Iy
Ur) = (U Ug) = — —+ —In(—). 2.54
(Ur) = (Us) +{Ug) = 1o+ 5 + 3 n(rb) (2.54)
Por sua vez, a energia cinética inicial &
1
(Uk) = 5(v), (2.55)
1
(Uk) = % (2.56)

Admitiremos, que as particulas inicialmente tém momengukm. Contudo, como as parti-
culas sao distribuidas aleatoriamente no feixe, 0 momergolar total do sistema € nulo. A
energia total inicial do feixé&p é dada por:

in(™) + 22 (2.57)

o= —Ig+—
0 b+t o+ o Z

Kz » K K
47 8 2

Do ponto de vista fisico, quando o sistema nao evolui paraudiledgo termodinamico, a
distribuicdo do estado quasi-estacionario deve depeséen,da energia, das condi¢cdes iniciais
do feixery e v,. Esse fato ndo existe para sistemas que evoluem para doequiirmodina-
mico, quando a distribuicéo final s6 depende da energiaalnia sistema. Dessa forma, na
dindmica molecular fixamos um valor de energice variamos os valores dg e v, do feixe.
Se de fato o feixe ndo evolui para o equilibrio termodinamaalistribuicdo para o estado
guasi-estacionario deve dependekgery e V.

Assim, dado um valor de energfg particionamos esta em cinétidady ) e potenciakUr).
Como(Uk) depende essencialmentevges (Ut) der, podemos controlar as condi¢des iniciais
do feixe simplesmente controlando a energia potencialé&icaque o feixe tem inicialmente.
Dessa forma, admitimos um intervalo para a variagdo dorgao feixery € [Fpmin, F'bmax
quandor, — rmax (Ux) — O e a energia potencial tende ao valor maximo, quapaerpmin
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a energia cinética é maxima e a energia potencial minimamAssvalor derpmax determina
a energia total do feixép = (Ut)|r—r,,.., quanto maior for o interval@pmin, rbmay Maior &
a energia inicial do feixe, Fig. 2.6. Na dinamica moleculanudaremos distribuicées que
inicialmente tenham energia cinétid ) maior que a energia potencidlt) e vice-versa.

0 Tbmin b Mbrmax
f t t f ==

=i
—

<Ur >

<y =

E

Figura 2.6 Distribuicdo inicial da energidy, r, € Vp.

O valor derpmax€ arbitrario enquanto qugmin € definido, no caso de um feixe frio (energia
cinética inicial nula), como o valor para o qual o potenahitndo varia com o rain,

d |K
d_rb<UT> =0— rpmin= PR (2.58)

de fato, esta condicao esta associada a condicao viriastears de modo que qualquer outro
valor dery, faz o sistema iniciar um movimento oscilatorio. Co#ip= (Ut)|rr,,.,, @ outra
parcela de energia£ sera distribuida na energia cinética das particulas em que

A8 = <UT>r:rbmax_ <UT>r:rb’ (259)
DE = Kzzrﬁ(bz—l) —gln(b), (2.60)

senddd = rpmay/rp > 1.

Usando a eq. (2.56), sabemos a relacéo entre o médulo mazivedatidade das particulas
e a energia cinética do feixe. Fazerde ) = A&, determinamos o maior moédulo da velocidade
gue as particulas podem ter inicialmemg,

Vo = \/KarB(0? — 1) —2KIn(b) (2.61)

Desta forma, construimos o espaco de fase para um dado eatmedgiasy com distribuicdo
uniforme enr ev dada pela eq. (2.23).

Simulamos, computacionalmente, a evolu¢ao no tempo deseedté o estado estacionario
ser atingido. Para verificar quando o sistema atinge estd@sibservamos a evolugéo do raio
guadratico médi®ms = (rz), da velocidade quadratica mét¥g,s = (v2> e da emitanci&ms
do feixe definida como,

Ems(S) = 4[(rP) (V) = (r -v)?]. (2.62)
gue € um parametro associado a area no espaco de fase. Enoalg@jtmo utilizado para
simular dindmica consiste em
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1 - Definir os parametros de entradNy b, maxK,Kz);

2 - Distribuir as particulas no feixe seguntigr,v);

3 - Calcular a Energia inicial do feix&, emitanciagims, Rims, Vims,

4 - Integrar as equacoes de movimento;

5 - Calcular a Energia do feix&, emitanciagms, Rrms, Vims;

6 - Voltar ao passo 4,

sendo que simulagéo termina quargggs, Rims € Vims atingem um valor estacionario.

A dindmica sendo hamiltoniana preserva a energia assiizamtimos 7 f para computa-
la ao longo da dindmica molecular de modo a garantir um clentim processo de integracao
numérica. Da mesma forma, os valores médijps, Rms € Vims Serao calculados como média
aritmética desrms, Rrms € Vims Sobre todas as particulas do sistema.

2.3.2 Caélculo Numérico

Uma vez tendo os resultados da simulacao, verificamos seia éstatistica construida €
de fato suficiente para descrever esses sistemas. Confofoialjtp, teoricamente a funcéo
de distribui¢éof (r,v) pode ser obtida simplesmente resolvendo a equacao de Po®E$00S
vinculos impostos pela dindmica. Relembrando:

O3 () = —2nK [ 1(r,viBL )y (2.63)
/E(r,v)f(r,v;B,u)dzrdzv:(5"0, (2.64)
/ f(r,v;B,u)drd?v=1, (2.65)

onde omitimos a barra sobf¢r,v) e colocamos explicitamente em (2.63) os paramefiog)X
para lembrar que estes expressam o vinculo dindmico de aqueggiae o numero de particulas
deve ser conservado.

Substituindo nas egs. (2.63) e (2.65) a fungéo de dist@buitada pela eq. (2.34) e inte-
grando o lado direito da eq. (2.63) sobre sobre a velocidatsrms,

1 d dw<r) 4712Kr’ _B(Lp(r)“‘Kz r2/2_“) _
Fa(r dr )+ B '”[e +1| =0, (2.66)
nE(r,v) B
ar | 1+ et drvav—é =0, (2.67)
’7 J—
4n2/ 1 pery drvav-1=0, (2.68)

em que pela simetria do problema utilizamos as coordendadzdricas.
Resolver o problema consiste em encontrar as trés grandg@as 8, p) que resolvem as
equacoes (2.66-2.68) simultaneamente. Para isso usaragsiate algoritmo:
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 Discretizamos 0 espaco em
 Definimos um perfil de densidade tentatpwér );
» Encontramogl;(r) resolvendo a Equagéo de Poisson para a densfgade

* Encontramog; e y; resolvendo as egs. (2.67 e 2.68);

« Redefinimos a densidage.1 = (1—y) pi(r)+y Z"T” In [efﬁi(‘”(r)“z ?/2=#i) £ 1], com
yel01];

» Reencontramog)1(r) resolvendo a Equacéo de Poisson para a densplagde );

* Reencontramop; ;1 € 11 resolvendo as egs. (2.67 e 2.68);

Iteramos até o par@metro de convergéncia
2= (Ber—B)?/ B+ (Hivs — 1)/ (2.69)

satisfazer a condigap < 1012,



CAPITULO 3

Resultados

Na dinamica do feixe, analisando os resultados das simesagérificam-se dois compor-
tamentos bastante distintos em que, dependendo do valgy @léeixe desenvolvia ou ndo
oscilagoes, e consequentemente formava ou nao halos. Qodetke ndo desenvolve oscila-
¢cOes o feixe encontra-se na condicéo de feixe ndo-oscileagado).

18 (a) 18 (b)
1.2

0.6

00 + *+ £, OO MR
00 05 %.O 15 20 00 05 %.0 15 20

Figura 3.1 (a) Espaco de fase inicial para o feixe cogma condi¢céo de feixe casado; (b) Espago de
fase inicial do feixe comny, arbitrario; (c) Espaco de fase final para o feixe na condic&o de dasado;
(d) Espaco de fase final para o feixe cogparbitrario;

A relacéo entre a presenca de oscilacdes e a formacéo de éstiodada detalhadamente
em [Gluckstern, 1994]. O valor dg que determina este comportamento € obtido utilizando-se
a equacao de envelope do feixe [Davidson et al., 1998]

d?ry(s) K &%(s)

i@ +Kzrb(s)—m—% =0. (3.1)
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A equacdao de envelope determina como a envoltdria do feodeievo tempo, ou melhor ao
longo des conforme representado na Fig. 3.2.

Envoltéria

=

Figura 3.2 Evolucao da envoltéria de um feixe de particulas em fun¢éo do comprimegficudinals.

Para que o feixe ndo oscitg(s) = cte, como(r -v) = %dis(ﬂ) =0, temos que?«(S) =
4((r2)(v) — (r -v)) = 4(r?)(v?). Adicionalmente, usando (2.49 e 2.51) temos iue 2(r?) e
portanto,e2,s = 2r2(v?). Dessa forma, usando a eq. 3.1 temos

Kzrb—E—LVZ) =0, (3.2)

My My
Kl — (K*SUK» =0, (3.3)
Ka2(2—b?) +K(In(b?) —1) =0, (3.4)

onde utilizamos a eq.(2.60) para passar de (3.3) para (8gHm resolvendo a eq.(3.4) en-
contramos o valor no qual o feixe ndo desenvolve oscilactiescqrresponde exatamente a
condicéo virial do sistema.

Portanto se para um dado valor de energia a distribuicaialinic feixe for tal que, seja
raiz da eq. (3.4) diz-que o feixe esta na condicao de feixadoapeam matchede o sistema
nao desenvolve oscilacdes. Caso contrario, o sistema adgems oscilacdes e a dinamica é
completamente distinta do caso anterior. Dividiremos dissméos resultados em dois casos:
Feixes oscilantes (descasados) e Feixes ndo-oscilagad(s).

3.1 Feixes Nao-Oscilantes

Simulamos um feixe, constituido de 5000 particulas, thsitdias no espaco de fadd, (=
5000) obedecendo a eq.(2.23), cujo naié solucdo da eq. (3.4) ~ 1.48371,/K /K, € aguar-
damos o sistema ir para o estado quasi-estacionario FigO3h8merad\(r) das particulas com
posicdes entreer +dr e N(v) com velocidade entree v+ dvpodem ser obtidas construindo
0 histograma em posicao e velocidade do espaco de fase fisglimAamos que teoricamente
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@ Tl (b)

Figura 3.3 Espaco de fase inicial (a) e final (b) para um feixe casado k= 21/K/Kkz erp =

1.48371,/K /K,

a distribuicdo neste estado final seja simplesmente a pgeopek teoria de relaxagao violenta
eq.(2.34). Assim, resolvendo o sistema (2.63)-(2.65) pata distribuicdo determinamos o0s
pardmetrogu, B,e Y(r). Comparando com a simulagdo, encontramos uma boa concordan-
cia Fig. 3.4. Repetindo o mesmo procedimento pgra 2.16552, /K /k, verificamos que a

1.2 1.5 ‘ ‘ ‘
@) (b)
0.9 - 1
- .05 ]
= =
=09 1=
= =
0.5F ]
0.3 ]
0.0 ‘ 0.0" ‘ e
o 1 2 3 o 1 2 3
r \V4

Figura 3.4 Distribui¢&o em posi¢éo (a) e velocidade (b) para um feixe casadogcorh 48371, /K /K;
A linha cheia representa a previsdo tedrica dada pela teoria de relaxalgita eq.(2.34) e 0s pontos
representam o resultado da simulagéo de dinamica moleculaNgenb000.

distribuicao final é igualmente bem descrita, conformeasgntado na Fig. 3.5.
Em suma verificamos uma boa descri¢do do sistema com a tébriada. Ou seja, quando
o feixe é casado a teoria baseada na relaxacao violentafiznbem e descreve a distribuicdo
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Figura 3.5 Distribuicdo em posi¢éo (a) e velocidade (b) para um feixe casadocord 16552, /K /k;
A linha cheia representa a previsao teorica dada pela teoria de relaxalgita eq. (2.34) e os pontos
representam o resultado da simulag&o de dinamica moleculaNgenb000.

final do estado quasi-estacionario sem nenhum parametijaste.a

Isto € um ganho significativo contudo, a condicdo de feixada® muito especifica. Em
geral para um valar, arbitrario o feixe desenvolve oscilacées e nesse casoia falira dras-
ticamente, conforme veremos na proxima secao.

3.2 Feixes Oscilantes

Quando o feixe inicialmente tem um raigdiferente do valor de feixe casado, a dinamica
do sistema é bastante diferente do caso anterior. O feixegedesenvolver oscilacbes onde
algumas particulas do sistema tendem a entrar em ressar@mgio restante do feixe. Esse
comportamento ressonante pode ser entendido de uma fanpkesi Imaginemos uma bola
de massan caindo sobre uma superficie que por sua vez esta presa nulaaenconstante
elasticak que oscila com frequiéncia, Fig. (3.6). Admitindo que a colisdo seja perfeitamente
elastica entre a bola e a parede, dependendo do valgrede algum momento a bola entra em
ressonancia com a superficie e ganha um quantidade deaenmexigir que a sua energia inicial.

Em feixes o comportamento é similar e foi estudado por [Gterk, 1994], que deter-
minou o alcance maximo das particulas que vao para ess® megi& energetica devido as
oscilacdes do feixe; sendo esta regido mais energéticacinitearda halo do sistema. Como
a energia total do feixe deve permanecer constante, & mgdalparticulas sdo ejetadas por
ressonancia para o halo, as particulas que ficam no carogentea esfriar. Esse processo
repete-se até uma forma de equilibrio dinAmico ser atingido

Percebemos sem dificuldade que a primeira particula quedtada do caroco tende a
ir para a regido mais energética do espaco de fase, uma vedajiné sentir a oscilacao de
um caro¢co com um maximo de energia. Dizemos assim que etaitieli maior amplitude de
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Figura 3.6 Exemplo de interacdo ressonante entre uma bola de massama superficie oscilante.
Admitimos que o sistema ndo apresenta dissipacdo de energia e que a isuperfia & mola oscila
sempre com frequéncia.

oscilacdo para a interacao ressonante. Desta forma simsiamteracdo de uma particula teste
com um feixe oscilante e determinamos o0 alcance maximo gestirula no espaco de fase
guando esta entra em ressonancia com o feixe, conforme.FiggJdWangler et al., 1998].

(b)

Figura 3.7 (a) Secao de Poincaré de uma particula teste movendo-se em um potetiEate contro-
lado pela eq. de envelope (3.1). (b) Espaco de fase final resultaditeésaica molecular para o sistema
com oscilagao.

A partir da Fig.3.7(b), percebe-se que as particulas dotkaldem a distribuir-se unifor-
memente no espaco de fase até o alcance determinado peleamsa. A partir do alcance
maximo que uma particula atinge no espaco de fase, detenména valor maximasg da
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energia dessa particula
k= —KIn(rr/rw) + K3/2 (3.5)

onderr é o ponto de intersec¢do da trajetéria da particula resmoam o eixov = 0, halo
rangena Fig. 3.7(a).
Assim, simulamos um feixe com a energia total dada pelo patréamymax= 21/K/Kz,

K K K
&= " hmaxt g+ IN(fw/Toma) (3.6)
em que fazemos inicialmentg = 1.01,/K /k, de modo que o feixe esteja descasado. Distri-
buimos uniformemente 5000 particulas no espaco delfgse $000) obedecendo a eq.(2.23).
O sistema evolui e, ap0s atingir o estado estacionario tabdigdo das particulas no espacgo
de fase é diferente do caso sem oscilacoes, Fig. 3.8. Seasaray. (2.34) como fun¢éo de

@ (b)

Y,
.
s

+++f¢
g F
++
+

SN
-

Figura 3.8 Espaco de fase inicial (a) e final (b) para um feixe descasada = 2\/K/kzerp, =

1.01/K/K,.

distribuicdo para o estado final do sistema, ou seja, assiongue exista relaxagcao violenta
também nesse caso, verificamos que a teoria falha drastitem@mo mostrado na Fig.3.9.
Isso mostra que a teoria da relaxacéao violenta dada pela®4).€ bastante restrita e ndo des-
creve o sistema quando o feixe desenvolve oscilacdes. A estatistica disto esta no fato
de que quando esse comportamento oscilante esta presamngiyic no espaco de fase nao é
completa. Nesse caso, existem ondas de densidade que agatdumindo o sistema para um
outro estado quasi-estacionario. Precisamos entdo,rewngha teoria que de fato descreva
esse estado quasi-estacionario para um feixe descasanhaisadiversas condicdes iniciais.
Inicialmente notamos que o processo de ejetar particuleardgo tende a resfria-lo até um
minimo de energia ser atingido. Como o volume no espaco deé fasatido constante, devido
a incompressibilidade da dinamica de Vlasov, o sistema oée pongelar completamente, ou
seja, colapsar para o minimo de energia potencial. Tambéwswijue a forma assintotica da
funcéo de distribuicdo prevista pela relaxacao violentandas a uma distribuicdo de Fermi-
Dirac. Entéo, no limite em quetamperaturado caroco tende a zeflo— 0, este deve ir para
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Figura 3.9 Feixe descasado corpmax= 3v/K/kz er, = 2.9,/K/Kz A linha cheia representa a pre-
visdo tedrica dada pela teoria de relaxacédo violenta e os pontos répmnesenesultado da dinamica
molecular.

um estado de maxima ocupacao tendo uma energia de Berr@iuanto ao halo, percebemos
gue o mesmo tende a uniformizar-se até a eneéfgidBaseado nessa andlise, propomos que a
distribuicéo final para o feixe descasado seja dada por:

f(r,v) =nO[ég — &(r,v)| + XO[6r— &(r,V)|O[&(r,V) — &F]. (3.7)

Utilizando essa funcdo como a distribuicéo final do feixafgmente com as equagdes para a
conservacao do numero de particulas e de energia, detenosrde forma auto-consistente os
parametrost e x, similar ao que faziamos cofhe u na teoria de relaxacao violenta. Compa-
rando o resultado da dindmica molecular para um feixe dadoaom a previsdo tedrica dada
pela eq. (3.7), vemos que o estado quasi-estacionario ééseritd Fig. 3.10. A diferenca que
existe na regiao de interface entre o caroco e o halo apordagdato de que o sistema atinge
uma forma de equilibrio no qual o caroco ndo colapsa para texesle maxima ocupacéo
comT =01

A priori, ndo sabemos quando esse equilibrio dindmico € atingido peste estado estaci-
onario ndo existem parametros termodinamicos como na MEuiékgio. Contudo, empiri-
camente notamos que quantgTg ~ 1/40, ou sejafu ~ 40, esse equilibrio é estabelecido.
Assumimos desta forma, que a distribuicdo de equilibria pasistema com oscilacbes seja
dada simplesmente por

fon(1.V) = gz + XOlR— 60, V)) (3.8)

Na Fig. 3.11, mostramos o mesmo resultado de dinAmica mateque da Fig. 3.10, porém
agora utilizando a eq. (3.8) na previsao tedrica. Vemos guénta boa concordancia entre a

LE importante salientar que a temperatura a que se referatoat®o tem relagio alguma com a temperatura
usualmente conhecida e associada com a energia cinéti¢a daédoarticulas do sistema.
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Figura 3.10 Feixe descasado COmnax= 2rpmin€rp = 1.01,/K/Kz; Alinha cheia representa a previséo
tedrica dada pela eq.(3.7) e os pontos representam o resultado da diméni@calar.

’ CY (b)

(@) 1 2 3
r

Figura 3.11 Distribuic&o final para um feixe comymax= 2/K/k; e rp, = 1.01,/K/K; A linha cheia
representa a previsao tedrica assumindo que a distribuicao do estailonésta € dado pela eq.(3.8) e
0s pontos séo resultados da dindmica molecular.

previsao tedrica e o resultado da dinamica molecular satweha regido de interface entre o
caroco e o halo.

A distribuigcéo carogo-halo (3.8) descreve muito bem fecas oscilagéo, de modo que po-
demos, preditivamente, conhecendo a distribuicéo irdaidixe, determinar a sua distribuicao
final. Podemos agora tratar, estatisticamente, esse aisteterminando todos os parametros
finais do feixe tais como emitancia e raio rms, bem como deétama distribuicdo e o0 nimero
das particulas que escapam para o halo.
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Entendemos que a forma de equilibrio dindmico descrita e&) €universal na descri-
cao de feixes oscilantes. Para comprovar essa teoria simasléeixes com outras condicdes
iniciais. Os resultados sdo mostrados nas figuras (3.1283)(8 (3.14) e em todos 0s casos
verifica-se uma 6tima concordancia tanto para feixes poasoasados como para feixes com

grande descasamento conforme ilustrado nas figuras (3(33)4.

CY

(b)

Figura 3.12 Calculo numérico da eq.(3.8) e distribui¢éo final para um feixe ogra= 31/K/k; €

o = 1.75/K/Kz.

@) |

2
r

(b)

Figura 3.13 Calculo numérico da eq.(3.8) e distribui¢éo final para um feixe ogra= 21/K/k; e

= 1.98/K /K.
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Figura 3.14 Calculo numérico da eq.(3.8) e distribuicéo final para um feixe oggax= 3/K/K; €

rb — 2.9\/ K/KZ

3.2.1 Distribuicdo Semi-Gaussiana

Uma distribuicdo bastante utilizada no estudo do transutertfeixes é a distribuicdo semi-
gaussiana [Davidson et al., 1998]. Nela, a distribuicdospaeo de configuracdo é uniforme
até um certo raio, porém no espaco de velocidade ela é térmica, ou seja,

1 V2

foe(r,v) = ——==0(rp—r)e 202, 3.9
OG( ) ano_zrg ( b ) ( )
Essa distribuicdo € uma aproximacdao utilizada para descieixes intensos emitidos por ca-
todos quentes [Davidson et al., 1998]. Vamos aproximartahliscdo semi-gaussiana por uma
distribuicdo de um nivel exigindo que

fos(r,v) =n0O(rpy —r)0(vp — V). (3.10)

Esperamos que com essa condi¢do a distribuicdo para o epiadbestacionario seja bem
descrita baseando-se em distribuicées uniformes de urh Riaea tanto, exigimos que (3.9) e
(3.10) tenham a mesma, normalizacdo e energia média. Adsterminamos os parametros
n e vy para a distribuicdo de um nivej, = 1/41?0?r2 e v, = 20. Simulamos na dindmica
molecular um feixe com a distribuicdo inicial dada pela €2j9) e comparamos com a pre-
visdo tedrica da eq. (3.8). O resultado esta representaBi@n®.15 e mostra uma razoavel
aproximacao para a distribuicao final de um feixe inicialtaearmalizado.

Embora a espectativa inicial ndo fosse de uma boa concoadémmo no caso das distri-
buicdes uniformes, verificamos que mesmo neste caso ddigéd caro¢o-halo descreve bem
o sistema. A descricdo completa, provavelmente deve seladbtando-se em conta a possibi-
lidade de mais de um nivel na distribuicéo inicial do calasgtatistico. Tal desdobramento esta
além do escopo desse trabalho e possivelmente sera desgmvhlrante meu doutoramento.
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Figura 3.15 Feixe semi-gaussiano descasado e¢gmx= 21/K/k; erp, = 1.0,/K/Kz; A linha cheia
representa a previsao teorica, eq. (3.8), e os pontos representaaitado da dindmica molecular.
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Conclusao

Neste trabalho, mostramos que sistemas com interacdesgtedécance comportam-se de
maneira muito distinta dos com interacao de curto alcaneefai®, diferentemente de gases
com interacdo de curto alcance, plasmas ndo-neutros néeevpara o equilibrio termodina-
mico. No sistema que estudamos, plasmas confinados por caag@itico, especificamente
feixes de particulas carregadas, a relaxacdo nao-calstmmduz o sistema para um estado
estacionario no qual as condicdes tipicas do equilibrimdadimamico ndo se verificam. Em
feixes descasados, por exemploequilibrio dindmico € atingido; mesmo estando o caroco
e 0 halo ememperaturasompletamente distintas, diferente da condicao usual diilaip
termodindmico. Outra caracteristica notavel esta no fatgue esse estado estaciondrio ainda
apresenta memoria das condic¢des iniciais, fato que naoeseoem sistemas colisionais onde a
distribuicdo de Boltzmann é um atrator global. Enfim, usandpnedades dinamicas relacio-
nadas a equacao de Vlasov, encontramos um método esteddtiguado para descrever feixes
gue ndo desenvolvam um comportamento oscilante. Essa ohsjadproposta pelo Lynden-
Bell é bastante restrita e s6 descreve o feixe na condi¢ad. V@uando o feixe sai da condicdo
virial, o sistema como um todo desenvolve oscilagdes megpisas e a teoria do Lynden-Bell
falha drasticamente. Desta forma, baseado no conhecirdaritsica do sistema, construimos
uma teoria preditiva para a funcéo de distribuicdo do estaticionario [Levin et al., 2008].
Para tanto, levamos em conta ndo so os vinculos dinami@mokga equacao de Vlasov, mas
também a teoria das ressonancias paramétricas [Glucks894]. O estado final nestes casos
oscilantes € atingido quando o sistema alcanca uma formagudiébeio dindmico. A teoria
construida prevé, dada a distribuicéo inicial, qual aithisigdo final atingida por feixes homo-
géneos de particulas carregadas. A validade da teoria agstraida foi testada para diversas
condicdes iniciais e mesmo quando ndo homogeneidadesp@sEentes na distribuicdo das
velocidades, a teoria funciona de maneira bastante centstDesdobramentos futuros certa-
mente estardo relacionados a aplicacdo da teoria corsspaiid, de forma preditiva, determinar
parametros importantes na dinamica de feixes de particatasgadas em condicdes de inte-
resse tecnologico. Outro desdobramento esta tambémamdaim com a construcdo de uma
teoria mais geral que descreva completamente as disfidmiiipiciais ndo homogéneas nas
guais outros efeitos ndo considerados nessa teoria esgenpes [Rizzato et al., 2007].
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