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5.5.1.1 Número de Lyapunov transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.5.1.2 Espaço × tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6 MODELO METAPOPULACIONAL COM MOVIMENTAÇÃO
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(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

Figura 7.1 Densidade × tempo, modelo (7.4) com Conexão Convexa simples:
(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Figura 7.2 Densidade× tempo, modelo (7.4) com Conexão Convexa dinâmica:
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(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

Figura 7.7 Densidade × tempo, modelo (4.7) com Conexão Convexa simples:
(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Figura 7.8 Densidade× tempo, modelo (4.7) com Conexão Convexa dinâmica:
(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Figura 7.9 Densidade × tempo, modelo (4.9) com Conexão Convexa simples:
(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Figura 7.10 Densidade× tempo, modelo (4.9) com Conexão Convexa dinâmica:
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Tabela 7.3 Densidade máxima × Densidade mı́nima: r = 2, 5 e Rede Con-
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RESUMO

Neste trabalho abordamos três modelos metapopulacionais com aco-

plamento não linear. Os modelos proporcionam a escolha do śıtio de destino de

acordo com a densidade do śıtio de destino, diferença de densidade entre os śıtios

de destino e de origem ou diferença relativa de densidade entre os śıtios de destino e

de origem. Utilizamos taxa de migração independente da densidade e para a matriz

de conexão uma combinação convexa de uma matriz de conexão local como uma

matriz de conexão global. Apresentamos resultados de estabilidade assintótica do

atrator sincronizado associado aos modelos. Para cada modelo metapopulacional,

com diferentes funções de agregação e antiagregação avaliamos o comportamento

do número de Lyapunov transversal conforme a taxa de migração e a taxa de re-

produção intŕınseca da função de dinâmica local variam. Fazemos também uma

análise de como a órbita sincronizada se comporta com relação a pequenas per-

turbações. Por fim fizemos uma comparação entre todos os modelos desenvolvidos,

e com o que lhes deu origem.
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ABSTRACT

In this work we approach three metapopulational models with nonli-

near coupling. The models provide the choice of the destination site according to

the density of the destination site, density difference between the destination and

source sites, or relative density difference between the destination and source sites.

We use density independent migration rate and for the connection matrix a con-

vex combination of a local connection matrix as a global connection matrix. We

present results of asymptotic stability of the synchronized attractor associated to

the models. For each metapopulation model, with different aggregation and antiag-

gregation functions we evaluated the behavior of the transverse Lyapunov number

according to the migration rate and the intrinsic reproduction rate of the local dy-

namics function vary. We also perform an analysis of how the synchronized orbit

behaves in relation to small perturbations. Finally we made a comparison between

all the models developed, and with what gave them origin.
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1 INTRODUÇÃO

As pesquisas em dinâmica populacional têm crescido nas últimas déca-

das, principalmente aquelas que consideram que a população está dividida em peque-

nos fragmentos adequados para reprodução e sobrevivência da espécie, ditos śıtios

ou “patches”, e ao conjunto discreto deles denominado metapopulação, como pode

ser visto em [8, 22, 3, 32, 31, 13, 36, 23, 35].

O termo metapopulação foi utilizado pioneiramente por Levins [25],

para descrever uma população de populações. Uma metapopulação em que todos

os seus śıtios possuem a mesma dinâmica local (reprodução e sobrevivência) é dita

homogênea. Caso contrário, a metapopulação é dita heterogênea.

Hanski [15] em seu trabalho distingue três abordagens para a ecologia

espacial. A primeira é a de ecologistas teóricos que investigam modelos que descre-

vem indiv́ıduos em um espaço uniforme, sem qualquer heterogeneidade ambiental.

Por outro lado, os ecologistas de paisagem reproduzem descrições da estrutura f́ısica

muito complexa de ambientes reais e o movimento de indiv́ıduos e recursos neles.

Já os ecologistas de metapopulação tentam chegar a um meio termo. O espaço é

descrito como fragmentos de habitat nos quais as espécies vivem como populações

locais discretas conectadas pela migração.

Os śıtios estão cercados por um ambiente hostil e totalmente impróprio

para reprodução e sobrevivência. A conexão entre eles ocorre através de movimen-

tos migratórios que, vamos supor, ocorrem depois do processo de dinâmica local.

Segundo Hassell et al. [20], se esses processos não forem bem separados, poderão

ocorrer resultados improváveis do ponto de vista biológico. Neste trabalho, migração

e dispersão terão o mesmo significado, e serão utilizadas para descrever o movimento

dos indiv́ıduos de um śıtio para outro.
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Muitos trabalhos destacam a relevância da dispersão no acoplamento

de populações. Rohani, May e Hassell [29] mostraram analiticamente e por meio

de simulações numéricas que para os modelos gerais de competição de espécies, a

migração não tem efeito sobre as propriedades de estabilidade geral do equiĺıbrio

homogêneo.

Por outro lado Rohani e Ruxton [30], investigaram os efeitos da dis-

persão na estabilidade do equiĺıbrio das populações locais de uma metapopulação

de hospedeiros. Eles conclúıram que para um modelo hospedeiro-parasitoide, uma

grande assimetria nas taxas de dispersão de hospedeiros e parasitoides pode ser de-

sestabilizadora, do ponto de vista do equiĺıbrio da metapopulação. Essa conclusão

só é posśıvel se não ocorrerem refúgios para os hospedeiros, reprodução hospedeira

dependente da densidade ou outros mecanismos reguladores.

A dispersão também pode ter uma relação com a persistência de uma

população conforme mostram Hanski e Zhang [16] e Hassell, Comins e May [18].

Hanski e Zhang [16], conclúıram que uma taxa de migração muito alta pode ser tão

ruim para a persistência da metapopulação quanto a migração baixa. Além disso,

espécies com taxas intermediárias de migração respondem melhor à fragmentação de

habitat. Segundo Hassell, Comins e May [18], a dispersão em um ambiente irregular

pode ajudar populações hospedeiras e parasitoides que apresentam dinâmicas locais

instáveis a persistirem juntas.

Uma vez que existe dispersão, precisamos definir a topologia de rede.

Como queremos uma rede em que os os indiv́ıduos tenham uma movimentação por

vezes permitida para qualquer śıtio e outras vezes, mais restrita aos śıtios mais

próximos, motivados por Giordani e Silva [12], consideraremos um acoplamento não

linear, formado pela combinação convexa de anéis ćıclicos, um de conexão local e

outro de conexão global (veja a Figura 1.1). Essa combinação convexa será, num

primeiro momento, simples e num segundo momento, dinâmica.
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Figura 1.1: Vizinhança tipo anel ćıclico, conexão local (à esquerda) e conexão global

(à direita)

A movimentação entre os śıtios, pode provocar um outro processo muito

importante, denominado sincronização. Uma dinâmica sincronizada ocorre quando

todos os śıtios da metapopulação, com condições iniciais diferentes, passam a ter o

mesmo número de indiv́ıduos num determinado instante de tempo, a partir do qual

oscilam de maneira idêntica.

De acordo com Liebhold, Koenig e Bjornstad [26], a dispersão entre po-

pulações (reduzindo o tamanho de populações relativamente grandes e aumentando

as relativamente pequenas), fatores exógenos (como o efeito Moran (influência de va-

riações ambientais comuns)) e interações tróficas (com populações de outras espécies

que sejam elas próprias espacialmente śıncronas), são as três causas principais que

dão origem a sincronia.

Segundo Earn, Levin e Rohani [8], a sincronização está fortemente cor-

relacionada com a extinção da metapopulação. Os autores estabeleceram em seu

estudo uma correspondência positiva entre o grau de sincronia das populações e o

risco de extinção da metapopulação. Em contraponto, para minimizar os efeitos da

sincronização, Allen, Schaffer e Rosko [1] sugerem o uso de oscilações caóticas, pois

estas reduzem a viabilidade de sincronização, reduzindo assim a probabilidade de

extinção.
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Uma alternativa de diminuir a extinção em metapopulações bastante

utilizada é a criação de corredores. Para Haddad et al. [14], corredores são longas

e estreitas faixas de habitat que ligam fragmentos de habitat, antes isolados. De

acordo com Simberloff et al. [33], as funções atribúıdas aos corredores para mo-

vimento são: diminuir a taxa de extinção, diminuir a estocasticidade demográfica,

deter a depressão endogâmica e satisfazer uma necessidade inerente de movimento.

Já para Damschen [5], a função de corredor bem sucedida baseia-se no pressuposto

de que o movimento dos organismos aumenta entre os śıtios conectados, aumentando

a colonização e o fluxo de genes, com um benef́ıcio ĺıquido para a biodiversidade.

Entretanto, a criação de corredores é uma estratégia discut́ıvel para a

conservação de populações em habitats fragmentados (Falcy e Estades [11]). Para

Hess [21], muita atenção tem sido dada aos benef́ıcios potenciais dos corredores

com pouco destaque dado às consequências potencialmente adversas. Ele estudou,

o efeito dos corredores na sobrevivência de uma metapopulação na presença de uma

doença fatal, que é disseminada pelo contato direto entre indiv́ıduos suscet́ıveis e

infectados. Os resultados sugerem que os corredores podem aumentar drasticamente

a probabilidade de extinção da metapopulação. Isso ocorre quando a mortalidade

induzida pela doença é baixa o suficiente para permitir que os indiv́ıduos infectados

espalhem a doença, mas suficientemente alta para reduzir os ńıveis populacionais, a

ponto de eventos demográficos e ambientais aleatórios causarem extinções frequentes

da metapopulação. A topologia de rede que utilizamos neste trabalho inviabiliza a

criação de corredores.

Apresentamos aqui três modelos metapopulacionais com taxa de mi-

gração independente da densidade. Antes de entrarmos em detalhes sobre eles,

salientamos que quem é independente da densidade é a taxa de migração e não o

processo migratório.

Todos os modelos que aqui abordamos foram elaborados a partir do

modelo metapopulacional utilizado por Silva [31], através da inclusão de quocientes.
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O primeiro modelo que trabalhamos considera na contabilização dos indiv́ıduos que

chegam num śıtio, o quociente da densidade do śıtio de destino pela média ponderada

das densidades dos śıtios, com pesos iguais às frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio

de origem que chegam no respectivo śıtio vizinho. A inclusão da média ponderada é

importante, pois de acordo com Britton [4], a densidade de população média correta

a considerar é a média ponderada em relação ao tempo atual e ao posicionamento

dos indiv́ıduos. Obtemos assim, um modelo que permite a escolha do śıtio de destino

de acordo com a sua densidade.

O segundo modelo foi estruturado de tal forma que permite a escolha

do śıtio de destino de acordo com a diferença de densidade entre o śıtio de destino e o

śıtio de origem. Para isso, ele contém um quociente da diferença de densidade entre

o śıtio de destino e o śıtio de origem por uma média ponderada das diferenças de

densidades dos śıtios com o śıtio de origem, com pesos iguais às frações de indiv́ıduos

oriundos do śıtio de origem que chegam no respectivo śıtio vizinho.

Por sua vez, o terceiro modelo que aqui abordamos possibilita a escolha

do śıtio de destino de acordo com a diferença relativa de densidade entre o śıtio de

destino e o śıtio de origem. Ele é configurado com um quociente da diferença relativa

de densidade entre o śıtio de destino e o śıtio de origem por uma média ponderada

das diferenças relativas de densidades dos śıtios com o śıtio de origem, com pesos

iguais às frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio de origem que chegam no respectivo

śıtio vizinho.

Este trabalho é organizado como segue. No Caṕıtulo 2, listamos algu-

mas definições e resultados importantes que são utilizadas no decorrer deste estudo.

Já no terceiro caṕıtulo, apresentamos o primeiro modelo metapopulacional, a ma-

triz de conexão que utilizamos ao longo deste texto, o comportamento do respectivo

modelo em caso de sincronia e sua estabilidade neste estado e um resultado sobre

estabilidade do atrator sincronizado.
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É ainda abordado no Caṕıtulo 4 o primeiro modelo metapopulacional,

porém agora para diferentes funções de agregação e antiagregação. Avaliamos o

comportamento do número de Lyapunov transversal em relação à taxa de migração

e à taxa de reprodução intŕınseca da função de dinâmica local. Através de gráficos

espaço × tempo fazemos uma análise de como a órbita sincronizada se comporta

com relação a pequenas perturbações.

Da mesma forma, que nos Caṕıtulos 3 e 4, procedemos no Caṕıtulo

5 e no Caṕıtulo 6, para os modelos com movimentação dependente da diferença

de densidade e com movimentação dependente da diferença relativa de densidade,

respectivamente.

O Caṕıtulo 7, é destinado a uma comparação dos modelos metapopula-

cionais propostos (entre si) e com o modelo que lhes dá origem, através de gráficos

densidade × tempo para ver o comportamento da densidade dos śıtios ao longo do

tempo. Além disso, confrontamos todos os modelos metapopulacionais, conexões,

taxas de reprodução intŕınseca (da função de dinâmica local) e as taxas de migração

quanto à ocorrência da sincronização.

No último caṕıtulo, apresentamos as conclusões gerais do trabalho e

expomos algumas ideias com relação à continuidade do trabalho.
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2 CONCEITOS BÁSICOS

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados e conceitos importan-

tes utilizados no desenvolvimento deste trabalho, que se fazem necessários para uma

melhor leitura e compreensão do mesmo.

2.1 Sistemas Dinâmicos

2.1.1 Números de Lyapunov

Segundo Diaz e Jorge [7], quantidades importantes associadas a um

sistema dinâmico são seus números de Lyapunov. Eles medem a velocidade média

com que as órbitas se separam e são, portanto, um indicador de caoticidade de

um sistema dinâmico. Os resultados aqui apresentados, podem ser encontrados em

Alligood, Sauer e Yorke [2] e Diaz e Jorge [7].

Consideremos uma função f : R −→ R, de classe C1.

Definimos o número de Lyapunov da órbita {x0, x1, . . .} como

L(x0) = lim
t→∞

(
t−1∏
τ=0

|f ′(xτ )|

)1/t

, (2.1)

e o expoente de Lyapunov como

h(x0) = lim
t→∞

1

t

t−1∑
τ=0

ln |f ′(xτ )|, (2.2)

desde que ambos limites existam. Notemos que h(x0) existe se, e somente se, L(x0)

existe e ln(L(x0)) = h(x0).

Uma órbita {x0, x1, . . .} é denominada assintoticamente periódica se ela

converge para uma órbita periódica quando t→∞.
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Dizemos que a órbita {x0, x1, . . .} é caótica se ela não é assintoticamente

periódica e se L(x0) > 1 (ou h(x0) > 0).

2.1.2 Conjunto Atrator

Como estudadremos a estabilidade assintotica do atrator sincronizado,

precisamos de alguns conceitos importantes, que podem ser encontrados em Alli-

good, Sauer e Yorke [2] e Thunberg [34].

Consideremos uma função f : R −→ R, de classe C1.

Definimos o conjunto ω-limite da órbita {x0, x1, . . .} como o conjunto

ω(x0) =

{
x : ∃{nj}∞j=1 tal que x = lim

j→∞
fnj(x0)

}
.

Um conjunto atrator é um conjunto ω-limite que atrai um conjunto de

valores iniciais que tem medida diferente de zero.

Seja {x0, x1, . . .} uma órbita caótica. Se x0 ∈ ω(x0), então ω(x0) é

denominado um conjunto caótico. Um atrator caótico é um conjunto caótico que

também é um atrator.

Para as funções loǵıstica e exponencial loǵıstica (que veremos com maio-

res detalhes na Subseção 2.1.5) o conjunto atrator possui três comportamentos dis-

tintos:

(i) um ciclo periódico;

(ii) um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue nula;

(iii) uma união finita de intervalos.

Além disso, o caos somente é posśıvel quando temos um atrator que é um intervalo.
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2.1.3 Teorema de Birkhoff e Medida Natural

O teorema fundamental da Teoria Ergódica afirma que, para qualquer

subconjunto mensurável e para quase todo ponto, existe um tempo médio de per-

manência da órbita de um ponto nesse conjunto. Este resultado é devido a Birkhoff

(Oliveira [28]). Os resultados aqui abordados, podem ser encontrados em Diaz e

Jorge [7], Oliveira [28] e Thunberg [34].

Começamos lembrando de algumas definições envolvendo Teoria da Me-

dida e Integração. Dizemos que um espaço (X,A, ν) é de probabilidade se X é um

conjunto, A é uma σ-álgebra definida em X e ν uma medida definida em (X,A)

tal que ν(X) = 1. Uma transformação mensurável h : X −→ X, preserva a medida

ν ou ν é h-invariante, se para todo conjunto A ∈ A vale ν(h−1(A)) = ν(A). Cha-

mamos uma medida de ergódica para h se para qualquer subconjunto h-invariante

A ∈ A (ou seja, A = h−1(A)), se verifica ν(A) = 0 ou ν(A) = 1.

Agora, vamos analisar o que é tempo médio de permanência de uma

órbita num conjunto. Consideremos um espaço de probabilidade (X,A, ν), uma

transformação mensurável h : X −→ X e um ponto x ∈ X. A frequência com que

a órbita de x por h visita um conjunto mensurável A ∈ A é

ηt(x,A) =
1

t
#{0 ≤ j ≤ t− 1 : hj(x) ∈ A}.

Mas isto é o mesmo que

ηt(x,A) =
1

t

t−1∑
j=0

XA(hj(x)),

onde XA é a função caracteŕıstica do conjunto A. O tempo médio de permanência

da órbita de x em A é o limite

η(x,A) = lim
t→∞

ηt(x,A), (2.3)

quando este limite existir.
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Enunciamos agora o resultado devido a von Neumann (em sua forma

mais fraca) e provada na sua forma definitiva por Birkhoff.

Proposição 2.1 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Consideremos um espaço de pro-

babilidade (X,A, ν) e uma transformação mensurável h : X −→ X que preserva a

medida ν. Então, para toda função integrável ϕ, existe uma função integrável ϑ e

h-invariante que verifica as seguintes propriedades:

(i) para ν-quase todo x ∈ X se verifica

lim
t→∞

1

t

t−1∑
j=0

ϕ(hj(x)) = ϑ;

(ii)

∫
X

ϕ dν =

∫
X

ϑ dν;

(iii) Se a medida ν for ergódica (com respeito a h), então ϑ é constante

ν − q.t.p. Em particular, para ν-quase todo x ∈ X:

ϑ(x) =

∫
X

ϕ dν.

Uma primeira consequência do Teorema de Birkhoff é que a menos de

um conjunto de medida ν nula, o limite (2.3) existe e é uma função integrável,

verificando ∫
X

η(x,A) dν = ν(A).

Para a outra consequência, necessitamos de uma definição. Dizemos

que uma medida invariante ρ é uma medida natural para h se para qualquer x em

um conjunto de medida de Lebesgue positiva temos

ρ = lim
t→∞

1

t

t−1∑
j=0

δhj(x),

onde δx denota a função delta de Dirac em x.

Sendo assim, decorre do Teorema de Birkhoff que se ν é ergódica, então o limite

(2.3) existe e é igual a ν(A), para ν − q.t.p x ∈ X, isto é ν é a medida natural para

h.
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2.1.4 Teorema Multiplicativo de Oseledec

Enunciamos aqui um importante resultado que diz como as órbitas

se distribuem sobre atratores, no caso de mapeamentos multidimensionais. Para

maiores detalhes, consulte Eckmann e Ruelle [9].

Proposição 2.2 (Teorema Multiplicativo de Oseledec). Consideremos um espaço

M, ν uma medida de probabilidade neste espaço e h : M −→ M um mapa que

preserva a medida ergódica ν. Seja T um mapeamento mensurável de M no espaço

das matrizes de ordem m×m, tal que∫
ln+ ‖T (x)‖ ν(dx) <∞,

onde ln+ u = max{0, lnu}. Se T tx = T (ht−1(x)) . . . T (h(x))T (x) é uma matriz, então

para ν−quase todo x, existe o seguinte limite

lim
t→∞

(T t∗x T
t
x)

1
2t = Mx.

Aqui, T t∗x denota a matriz adjunta de T tx.

2.1.5 As funções loǵıstica e exponencial loǵıstica

Várias funções podem ser usadas como dinâmica local. Exemplos para

a função f podem ser encontrados em [17, 19, 10, 27]. Aqui vamos trabalhar com

duas funções clássicas, porém para objetivos diferentes. A função loǵıstica será

utilizada para determinar os coeficientes da combinação convexa (veja a Seção 3.2),

enquanto que a função exponencial loǵıstica será utilizada como a dinâmica local

nas simulações que serão feitas ao longo deste trabalho.

A função loǵıstica é definida como

f(x) = ax(1− x),

onde o parâmetro a é a taxa de reprodução intŕınseca da população.
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Figura 2.1: Gráfico da função loǵıstica para a = 1, a = 2, 5 e a = 4.

Consideremos a equação loǵıstica discreta: xt+1 = axt(1 − xt). Temos

alguns comportamentos distintos das soluções dela de acordo com a variação do

parâmetro a. Para a ∈ (0, 1] temos um ponto fixo trivial estável. Quando 1 < a < 3,

a solução apresenta um ponto fixo estável dado por a−1
a

. A partir de a = 3 a solução

passa a ter oscilações periódicas de peŕıodo 2, permanecendo assim até que essas

oscilações tornem-se instáveis, surgindo assim oscilações de peŕıodo 4. Esse processo,

de duplicação de peŕıodos, continua repetindo-se até que as oscilações ocorrem de

maneira aperiódica. Surge então, para a > 3, 57 um comportamento caótico. Para

a > 4 a função deixa o intervalo [0, 1]. Esses comportamentos podem ser observados

no diagrama de bifurcação (Figura 2.2). Na Figura 2.3, apresentamos os números

de Lyapunov para a equação loǵıstica discreta.
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Figura 2.2: Diagrama de Bifurcação das soluções da equação loǵıstica discreta. (a)

0 < a ≤ 4; (b) 3, 5 ≤ a ≤ 4.
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Figura 2.3: Números de Lyapunov da equação loǵıstica discreta.

A função exponencial loǵıstica ou função de Ricker é definida como

f(x) = xer(1−x),

onde o parâmetro r é a taxa de reprodução intŕınseca da população.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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1.5
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2.5

r=2.5

r=2.8

r=1

Figura 2.4: Gráfico da função exponencial loǵıstica para r = 1, r = 2, 5 e r = 2, 8.

Consideremos a equação de Ricker discreta: xt+1 = xte
r(1−xt). Obser-

vando o diagrama de bifurcação (Figura 2.5), notamos dinâmicas variadas, conforme

r varia. Quando r ∈ (0, 2), temos um ponto fixo estável. A partir de r = 2, as

soluções da equação de Ricker discreta passam a apresentar oscilações periódicas de
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peŕıodo 2, que conforme r aumenta, essas oscilações periódicas tornam-se de peŕıodo

4 e assim sucessivamente, até aproximadamente r = 2, 7, onde as bifurcações de

peŕıodo 2n, n ∈ N, não ocorrem mais. Surge áı, um comportamento caótico entre-

meado por janelas periódicas.

r
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x
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(a)

r
2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

x

0

1

2

3

4

5

6

(b)

Figura 2.5: Diagrama de Bifurcação das soluções da equação de Ricker discreta. (a)

0 < r ≤ 4; (b) 2, 8 ≤ r ≤ 4.

Na Figura 2.6 encontramos os números de Lyapunov para a equação de

Ricker discreta.
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Figura 2.6: Números de Lyapunov para a equação de Ricker discreta.

2.2 Matrizes Circulantes

Os resultados aqui descritos, podem ser encontrados em Davis [6] e

Lancaster e Tismenetsky [24].

Uma matriz é circulante se ela é da forma

a0 a1 · · · an−2 an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2
...

. . . . . . . . .
...

a2 · · · . . . . . . a1

a1 a2 · · · an−1 a0


= circ(a0, a1, . . . , an−1).

Podemos observar que a partir da segunda linha, cada linha avança um elemento

para a direita relativamente à linha precedente. Dessa forma, as matrizes circulantes

ficam completamente especificadas pelo vetor que forma a primeira linha.

Uma vez que se A e B são matrizes circulantes, então a soma A+B é

circulante e o produto AB é circulante com AB = BA, temos que o conjunto das

matrizes circulantes forma um anel comutativo.
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As matrizes circulantes são diagonalizáveis por uma matriz de Fourier,

isto é, se A é uma matriz circulante, então existe uma matriz F tal que

A = FDF−1,

onde F é a matriz de Fourier, definida por

F =
1√
n



1 1 1 · · · 1

1 κ κ2 · · · κn−1

1 κ2 κ4 · · · κ2(n−1)

...
...

...
. . .

...

1 κn−1 κ2(n−1) · · · κ(n−1)(n−1)


, (2.4)

com κ = e−
2π
n
i, e D = diag(λ0, λ1, . . . , λn−1), sendo λ0, λ1, . . . , λn−1, os autovalores

da matriz A.

Os autovalores λ0, λ1, . . . , λn−1, da matriz circulante A são dados por

λk =
n−1∑
j=0

ajξ
j
k, (2.5)

onde ξk = e
2πk
n
i, k = 0, . . . , n− 1.

Já os autovetores correspondentes a estes autovalores, são dados pelas colunas da

matriz de Fourier.
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3 O MODELO METAPOPULACIONAL

Neste caṕıtulo descreveremos o nosso primeiro modelo metapopulacio-

nal bem como a matriz de conexão que utilizaremos ao longo deste texto. Verifica-

remos também como o modelo metapopulacional se comporta em caso de sincronia,

assim como, a estabilidade do estado śıncrono para o caso geral.

3.1 O modelo

Consideremos uma metapopulação homogênea formada por n śıtios

enumerados de 1 até n. Em cada śıtio existe uma população de uma única espécie,

chamada população local ou subpopulação. Denotamos por xit ∈ R o número de

indiv́ıduos do śıtio i no instante de tempo t e vamos supor que uma função f , suave,

descreve o processo de dinâmica local. Então, na ausência de migração entre os

śıtios, a evolução de cada população é dada por

xit+1 = f(xit), i = 1, 2, . . . , n, t = 0, 1, 2, . . . . (3.1)

Exemplos para a função f podem ser encontrados em [17, 19, 10, 27].

Após o processo de dinâmica local em cada śıtio, ocorre o processo de

migração. A cada passo de tempo, uma fração µ de indiv́ıduos, µ ∈ [0, 1], deixa um

dado śıtio e migra para outros śıtios mais próximos. Dos indiv́ıduos que migram

dos śıtios vizinhos j, uma fração cij chegará ao śıtio i. Por se tratar de um processo

de curta duração, supomos que não há perdas durante essa movimentação, ou seja,∑n
i=1 cij = 1, j = 1, 2, . . . , n. Assumimos também que cii = 0. Os elementos cij

formam a matriz de conexão C = [cij], i, j = 1, 2, . . . , n.

A fim de formular um sistema de equações que descreve a dinâmica me-

tapopulacional, definimos três operadores. O primeiro deles é o operador dinâmica
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local:

F : Rn −→ Rn

(x1, x2, . . . , xn) 7→ (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)).

O segundo deles é o operador dispersão:

M : Rn −→ Rn

(x1, . . . , xn) 7→ (M1(x
1, . . . , xn), . . . ,Mn(x1, . . . , xn)),

onde

Mi(x
1, . . . , xn) = (1− µ)xi +

n∑
j=1

µcij
xi

n∑
k=1

ckjx
k

xj, i = 1, 2, . . . , n.

Podemos observar que o operador dispersão é composto de duas par-

tes. A primeira é a densidade de indiv́ıduos que permanece no śıtio i e a segunda

é uma soma, formada pelos imigrantes que chegam no śıtio i multiplicados pelo

quociente da densidade do śıtio i pela média ponderada do conjunto das densidades

{x1, x2, . . . , xn} com pesos {c1j, c2j, . . . , cnj}, respectivamente.

Por fim, definimos o operador

G : Rn −→ Rn

(M1, . . . ,Mn) 7→ (G(M1), . . . , G(Mn)),

onde

G(Mi) = (1− µ)xi +
n∑
j=1

µcij
g(xi)

n∑
k=1

ckjg(xk)

xj, i = 1, 2, . . . , n,

sendo g : (0,∞) −→ (0,∞) uma função apropriada.

Essa função g(x) pode representar agregação ou antiagregação. Se tiver-

mos uma função crescente, então para baixas densidades teremos poucos indiv́ıduos

chegando no śıtio i e para altas densidades muitos indiv́ıduos chegando neste śıtio,
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caracterizando assim uma agregação. No caso de uma função decrescente, para bai-

xas densidades teremos muitos indiv́ıduos chegando no śıtio i e para altas densidades

poucos indiv́ıduos chegando no respectivo śıtio, o que determina uma antiagregação.

Uma vez que o processo de dinâmica local antecede a dispersão, pode-

mos aplicar a composição H : Rn −→ Rn,H = G ◦M ◦ F , no vetor populacional,

Xt = (x1t , x
2
t , . . . , x

n
t ), para obtermos Xt+1, isto é, Xt+1 = H(Xt).

Dessa forma,

Xt+1 =



(1− µ)f(x1t ) +
n∑
j=1

µc1j
g(f(x1t ))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt ))

f(xjt)

(1− µ)f(x2t ) +
n∑
j=1

µc2j
g(f(x2t ))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt ))

f(xjt)

...

(1− µ)f(xnt ) +
n∑
j=1

µcnj
g(f(xnt ))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt ))

f(xjt)



,

que é equivalente a

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij
g(f(xit))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt ))

f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (3.2)

O primeiro termo no lado direito da equação (3.2) representa os in-

div́ıduos que permanecem no śıtio i no instante de tempo t, enquanto o segundo

termo descreve os indiv́ıduos que partem dos śıtios vizinhos e chegam no śıtio i,

levando em consideração a densidade do śıtio de destino e uma média ponderada

das densidades dos śıtios, com pesos iguais as frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio

de origem que chegam no respectivo śıtio vizinho.

O modelo que aqui apresentamos, inclui o quociente da densidade do

śıtio de destino pela média ponderada das densidades dos śıtios no modelo apresen-
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tado por Silva [31], a saber,

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcijf(xjt), i = 1, 2, . . . , n.

Esse modelo é o mesmo dos trabalhos de Barrionuevo e Silva [3] e Silva, Barrionuevo

e Giordani [32] considerando a taxa de migração constante.

3.2 Conectividade

Uma vez que existe a dispersão, precisamos definir a topologia da rede.

Consideramos uma matriz C gerada por uma combinação convexa de duas matrizes

circulantes, uma representando um anel ćıclico de conexão local e outra, represen-

tando um anel ćıclico de conexão global, definidas por

Cl =



0 1
2

0 · · · 0 1
2

1
2

0 1
2

0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 1
2

0 1
2

1
2

0 · · · 0 1
2

0


, (3.3)

e

Cg =



0 1
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1
1

n−1 0
. . .

...
...

. . . 0
. . .

...
...

. . . . . . 1
n−1

1
n−1

1
n−1 · · · 1

n−1 0


, (3.4)

respectivamente.
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Num primeiro momento, utilizaremos uma combinação convexa sim-

ples, isto é, dado α ∈ [0, 1] a matriz C será expressa por

C = (1− α)Cl + αCg. (3.5)

Num segundo momento, a topologia de rede será mais dinâmica, ou seja,

C = (1− αt)Cl + αtCg, (3.6)

onde αt é o coeficiente de combinação convexa, dado por αt+1 = v(αt), sendo v a

função loǵıstica e αo ∈ [0, 1].

Nas demonstrações usaremos apenas αt, mas o resultados valem para o

coeficiente α também. Nas simulações faremos referências separadas aos mesmos.

3.3 Sincronização

A sincronização do sistema (3.2) é obtida quando todos os śıtios apre-

sentam a mesma densidade populacional em cada passo de tempo t. Isto significa

que xit = xt, ∀i = 1, 2, . . . , n. Logo, substituindo isso em (3.2), obtemos

xit+1 = (1− µ)f(xt) + µ

g(f(xt))
n∑
j=1

cij

g(f(xt))
n∑
k=1

ckj

f(xt), i = 1, 2, . . . , n.

Já sabemos que
∑n

i=1 cij = 1, j = 1, 2, ..., n. Por sua vez, supondo que

n∑
j=1

cij = 1, i = 1, 2, . . . , n,

obtemos que a matriz C é duplamente estocástica, e por consequência a expressão

acima torna-se

xit+1 = f(xt), i = 1, 2, . . . , n,
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que é exatamente a dinâmica de um śıtio isolado dada em (3.1). Portanto, a dinâmica

de cada śıtio no estado sincronizado satisfaz a dinâmica de um śıtio isolado.

Consideremos a órbita sincronizada st = (xt, xt, ..., xt) ∈ Rn do sistema

(3.2). Seja Xt uma perturbação do estado sincronizado, isto é, Xt = st + ∆t, onde

∆t é uma pequena perturbação. Logo,

Xt+1 = H(Xt) = H(st + ∆t).

Expandindo em série de Taylor, segue que

H(st + ∆t) = H(st) + J(st)∆t +O(∆2
t ), (3.7)

sendo J(st) a matriz Jacobiana de H aplicada na órbita sincronizada, dada por

J(st) = f ′(xt)


(1− µ) + µg′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

(
1−

n∑
k=1

c2ik

)
, para i = j,

µ

[
g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

n∑
k=1

cik(−cjk) + cij

]
, para i 6= j.

(3.8)

Visto que H(st) = st+1 = Xt+1 −∆t+1, a equação (3.7) torna-se

Xt+1 = Xt+1 −∆t+1 + J(st)∆t +O(∆2
t ),

ou seja,

∆t+1 = J(st)∆t +O(∆2
t ).

Portanto, a linearização do sistema (3.2) em torno da órbita sincronizada é dada

por

∆t+1 = J(st)∆t, (3.9)

onde J(st) é dado por (3.8).

3.4 Estabilidade do Estado Śıncrono

Seja st = (xt, xt, ..., xt) ∈ Rn a órbita sincronizada do sistema (3.2).

Queremos determinar se as órbitas que iniciam próximas do estado sincronizado,
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serão atráıdas para este estado. Com este objetivo, linearizamos o sistema (3.2) em

torno da órbita sincronizada e obtemos de acordo com (3.9)

∆t+1 = J(st)∆t, (3.10)

sendo J(st) dado por

J(st) = Ωtf
′(xt), (3.11)

onde Ωt = In−µBt, In é a matriz identidade de ordem n e Bt = circ(bt0, b
t
1, . . . , b

t
n−1),

com bt3 = bt4 = · · · = btn−3, b
t
n−2 = bt2, b

t
n−1 = bt1,

bt0 = 1− g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

[
1− 2%2 − (n− 3)

(
αt

n− 1

)2
]
,

bt1 =
g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

[
2%t

αt
n− 1

+ (n− 4)

(
αt

n− 1

)2
]
− %t,

bt2 =
g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

[
%2t + 2%t

αt
n− 1

+ (n− 5)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

bt3 =
g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

[
4%t

αt
n− 1

+ (n− 6)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
·

Visto que a matriz Bt é circulante, existe uma matriz F que diagonaliza

a matriz Bt. Mais precisamente, Bt = FDtF
−1, onde F = [fij] é a matriz de Fourier,

definida em (2.4) eDt = diag(λ0, λ
t
1, . . . , λ

t
n−1), sendo λ0, λ

t
1, . . . , λ

t
n−1, os autovalores

da matriz Bt.

Uma vez que
∑n−1

j=0 b
t
j = 0, segue que λ0 = 0 é um autovalor simples da

matriz Bt associado ao autovetor v = (1, 1, . . . , 1)T , pois

Btv =

(
n−1∑
j=0

btj,

n−1∑
j=0

btj, . . . ,

n−1∑
j=0

btj

)T

= (0, 0, . . . , 0)T

= 0v.
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Portanto, a matriz Ωt toma a forma

Ωt = F


1 0 · · · 0

0
... In−1 − µDt

0

F
−1, (3.12)

onde Dt = diag(λt1, λ
t
2, . . . , λ

t
n−1).

Observemos que ζ = 1 é um autovalor simples de Ωt e seu correspon-

dente autoespaço é exatamente a diagonal do espaço de fase que é precisamente o

estado sincronizado. Isto significa, que as perturbações nesse espaço podem ocorrer

livremente. Já as perturbações no espaço gerado pelos autovalores de (In−1 − µDt)

são transversais ao estado sincronizado e deverão tender a zero para obtermos esta-

bilidade assintótica.

Como o objetivo é verificar o crescimento das perturbações transversais

à órbita sincronizada, basta considerar

J(st) = F [(In−1 − µDt)f
′(xt)]F

−1,

e analisar a evolução da equação de perturbação, dada por

∆t+1 = (In−1 − µDt)f
′(xt)∆t.

Escolhendo uma perturbação inicial ∆0 qualquer, obtemos

∆t = (In−1 − µDt−1)f
′(xt−1) · · · (In−1 − µD1)f

′(x1)(In−1 − µD0)f
′(x0)∆0.

Desta forma a perturbação tenderá a zero quando t→∞ se, e somente se,

lim
τ→∞

‖ Pτ−1 · · · P1P0 ‖
1
τ < 1, (3.13)

onde Pt = (In−1 − µDt)f
′(xt), com t = 0, 1, 2, . . ..
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Podemos escrever,

‖ Pτ−1 · · · P1P0 ‖= ‖(In−1 − µDτ−1) · · · (In−1 − µD0)‖
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|.

Portanto, temos que

L⊥(x0) = lim
τ→∞

‖ Pτ−1 · · · P1P0 ‖
1
τ = L(x0)Λ(x0), (3.14)

onde

L(x0) = lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|

)1/τ

, (3.15)

é o número de Lyapunov com órbita iniciando em x0, e

Λ(x0) = lim
τ→∞
‖(In−1 − µDτ−1) · · · (In−1 − µD0)‖1/τ . (3.16)

Denominaremos L⊥(x0) de número Lyapunov transversal, com órbita iniciando em

x0.

Supondo que a função f preserva a medida natural ρ, e também que

ln+ |f ′(x)| ∈ L1(ρ) segue pelo Teorema de Birkoff (Proposição 2.1) que (3.15) existe

para todo x0 (com relação à medida ρ), e é independente de x0.

Adicionalmente, assumindo que ln+ ‖(In−1−µDt)‖ ∈ L1(ρ), decorre do

Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec (Proposição 2.2) que o limite (3.16),

a menos de um conjunto de medida ρ nula, existe para todo x0, independe de x0 e

lim
τ→∞
‖(In−1− µDτ−1) · · · (In−1− µD0)‖1/τ = max

1≤i≤n−1
lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|1− µλti|

)1/τ

(3.17)

Através de (2.5) podemos encontrar uma forma para (3.17). Temos que

λtk = bt0 + bt1(ξk + ξn−1k ) + bt2(ξ
2
k + ξn−2k ) + bt3

n−3∑
j=3

ξjk, k = 1, 2, . . . , n− 1.
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Mas,

ξk + ξn−1k = 2 cos

(
2πk

n

)
,

ξ2k + ξn−2k = 4 cos2
(

2πk

n

)
− 2,

n−3∑
j=3

ξjk =

8 cos3
(

2πk

n

)
− 4 cos2

(
2πk

n

)
− 6 cos

(
2πk

n

)
+ 2

2− 2 cos

(
2πk

n

) ·

Logo,

λtk =
{

1− g′(f(xt))f(xt)
g(f(xt))

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

g′(f(xt))f(xt)
g(f(xt))

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
g′(f(xt))f(xt)

g(f(xt))

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

g′(f(xt))f(xt)
g(f(xt))

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(3.18)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Portanto, Λ(x0) representado por (3.17) tem λti dado por (3.18).

Baseado no exposto acima, podemos estabelecer um critério para a

estabilidade assintótica do atrator sincronizado.

Teorema 3.1. Consideremos o sistema (3.2), com a matriz C dada por (3.5) ou

(3.6), f uma função de classe C1 em [0,∞) invariante com relação a medida na-

tural ρ e g : (0,∞) −→ (0,∞) uma função de classe C1. Então o número de

Lyapunov transversal L⊥ do atrator sincronizado é dado pelo produto LΛ, onde L

é dado por (3.15) e Λ por (3.17). Além disso, se L⊥ < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estável.
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4 ESTABILIDADE DO ESTADO SÍNCRONO

No presente caṕıtulo, abordaremos o modelo metapopulacional (3.2)

para diferentes funções g(x). Estudaremos a estabilidade do estado śıncrono e

através de simulações numéricas observaremos o comportamento do número de Lya-

punov transversal conforme a taxa de migração e o parâmetro r variam. Ana-

lisaremos também a sensibilidade da órbita sincronizada com relação a pequenas

perturbações, através de gráficos espaço × tempo.

4.1 O caso em que g(x) = x

Consideremos a função de agregação g(x) = x no sistema (3.2). Obte-

mos assim o modelo metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij
f(xit)

n∑
k=1

ckjf(xkt )

f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (4.1)

Para esta escolha de função g(x), temos que (3.18) transforma-se em

λtk = λk =
{

2%2t + (n− 3)
(
αt
n−1

)2}
+{

2%t
αt
n−1 − %t + (n− 4)

(
αt
n−1

)2}
(2 cos θ) +{

%2t + 2ct
αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2 − αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

4%t
αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2 − αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(4.2)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Dessa forma,

28



lim
τ→∞
‖(In−1 − µDτ−1) · · · (In−1 − µD0)‖1/τ = max

1≤i≤n−1
lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|1− µλti|

)1/τ

= max
1≤i≤n−1

lim
τ→∞

((|1− µλi|)τ )1/τ

= max
1≤i≤n−1

{|1− µλi|}·

Sendo assim, segue que Λ é o raio espectral de (In−1 − µD), ou seja,

Λ = max
1≤i≤n−1

{|1− µλi|}, (4.3)

onde D = Dt = diag(λ1, . . . , λn−1).

Portanto, o número de Lyapunov transversal L⊥(x0) = L(x0)Λ tem número de

Lyapunov dado por (3.15) e o quantificador Λ dado por (4.3).

Na Figura 4.1, podemos observar o comportamento de Λ conforme µ

varia.

µ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Λ

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

Figura 4.1: Λ em função de µ, com α0 = 0, 5 e n = 30.

4.1.1 Simulações Numéricas

4.1.1.1 Número de Lyapunov transversal

Neste espaço estudaremos a variação do número de Lyapunov transver-

sal em função da taxa de migração µ e do parâmetro r. Como função responsável
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pela dinâmica local consideramos a função exponencial loǵıstica. Examinaremos

o comportamento de L⊥ para r = 2, 5 (quando f possui oscilações periódicas) e

r = 2, 8 (onde f comporta-se de forma caótica). Já a taxa de migração assumirá os

valores µ = 0, 1, µ = 0, 5 e µ = 0, 9, ou seja, uma taxa de migração baixa, uma inter-

mediária e uma alta, respectivamente. Apresentaremos os resultados para a matriz

de conexão C dada por (3.5) e (3.6). Para a combinação convexa simples usaremos

α = 0, 5 e para a combinação convexa dinâmica, para determinar αt, utilizaremos

a função loǵıstica num comportamento caótico, isto é, αt+1 = 4αt(1 − αt), com

α0 = 0, 5. Calculamos o número de Lyapunov transversal utilizando 1.000 iterações,

após descarte de 10.000 iterações transientes na órbita.

µ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L
⊥

0.95

1
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1.15

1.2

(a)

µ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L
⊥

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

(b)

Figura 4.2: L⊥× µ, com acoplamento convexo n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Analisando a Figura 4.2, vemos que quando r = 2, 5 vale L⊥ < 1 para

µ ∈ [0; 0, 2064) e L⊥ ≥ 1 para µ ≥ 0, 2064. No caso de r = 2, 8 temos L⊥ > 1 para

qualquer valor de µ. Portanto, a região de imposśıvel sincronia com relação a taxa de

migração µ é maior que a região de posśıvel sincronia com relação a taxa de migração

µ. Neste trabalho, quando falarmos sobre a região de posśıvel sincronia com relação

a taxa de migração µ, estamos nos referindo a região formada pelo intervalo ou

união de intervalos (com relação a taxa de migração µ) onde o número de Lyapunov
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transversal é menor que 1. Se falarmos sobre a região de imposśıvel sincronia com

relação a taxa de migração µ, queremos nos reportar a região formada pelo intervalo

ou união de intervalos (com relação a taxa de migração µ) onde L⊥ > 1.
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Figura 4.3: L⊥× r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5: (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

No caso da Figura 4.3, para a maioria dos valores de r o número de

Lyapunov transversal é superior a 1, ou seja, a região de imposśıvel sincronia com

relação ao parâmetro r é maior que a região de posśıvel sincronia com relação ao

parâmetro r. Neste trabalho, quando falarmos sobre a região de posśıvel sincronia

com relação ao parâmetro r, estamos nos referindo a região formada pelo intervalo
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ou união de intervalos (com relação ao parâmetro r) onde o número de Lyapunov

transversal é menor que 1. Se falarmos sobre a região de imposśıvel sincronia com

relação ao parâmetro r, queremos nos reportar a região formada pelo intervalo ou

união de intervalos (com relação ao parâmetro r) onde L⊥ > 1.

4.1.1.2 Espaço × tempo

Apresentaremos aqui gráficos do tipo espaço × tempo, com o intuito de

analisar a sensibilidade da órbita sincronizada com relação a pequenas perturbações.

Para dinâmica local utilizaremos a função exponencial loǵıstica. Já

sabemos que a dinâmica de cada śıtio no estado sincronizado satisfaz a dinâmica

de um śıtio isolado. Como estamos preocupados com a extinção da metapopulação,

que está relacionada com a sincronização de órbitas caóticas, e como queremos

saber como a migração interfere no comportamento da dinâmica local, utilizaremos

os valores r = 2, 5 e r = 2, 8.

Nos gráficos espaço × tempo colocaremos no eixo vertical os śıtios nu-

merados de 1 até 30 e no eixo horizontal os últimos 40 passos de tempo, após um

descarte de 9.960 transientes. Cada célula (t, i) representa a densidade de um śıtio

i no tempo t. As células serão pintadas em tons de branco, amarelo, vermelho e

preto conforme a densidade aumenta. As condições iniciais são tomadas próximo ao

estado sincronizado, isto é,

X0 = (x0 + ε1, x0 + ε2, . . . , x0 + εn),

sendo ε = (ε1, ε2, . . . , εn) uma pequena perturbação da órbita sincronizada, com

εi ∈ (0; 0, 01), i = 1, . . . , n, escolhidos aleatoriamente.

Para a combinação convexa simples usaremos α = 0, 5 e para a com-

binação convexa dinâmica, para determinar αt, utilizaremos a função loǵıstica num

comportamento caótico, isto é, αt+1 = 4αt(1− αt), com α0 = 0, 5.
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Analisamos agora o caso em que r = 2, 5. Nas Figuras 4.4 e 4.5, temos

para µ = 0, 1 sincronização. Para µ = 0, 5 e µ = 0, 9 não temos sincronização.

Para r = 2, 8, analisando as Figuras 4.6 e 4.7 percebemos que para

todas as conexões e valores da taxa de migração não ocorre sincronia.

Examinando os gráficos espaço × tempo, notamos que os valores da

taxa de reprodução intŕınseca e da taxa de migração para os quais mais ocorreu sin-

cronização foram, respectivamente, r = 2, 5 e µ = 0, 1. Ambas as redes apresentam

o mesmo número de sincronizações, não sendo posśıvel, assim, dizer qual que mais

favorece a ocorrência de sincronia.
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Figura 4.4: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.5: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.6: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.7: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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4.2 O caso em que g(x) = 1/x

Trabalharemos agora com a função de antiagregação g(x) = 1/x. Es-

colhemos esta função por ter um comportamento inverso ao da função de agregação

g(x) = x (trabalhada na seção anterior). Para esta escolha de função g(x), o sistema

(3.2), torna-se o modelo metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

1

f(xit)
n∑
k=1

ckj
1

f(xkt )

f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (4.4)

Para esta escolha de função g(x), temos que (3.18) converte-se em

λtk = λk =
{

2− 2%2t − (n− 3)
(
αt
n−1

)2}
+{

−2%t
αt
n−1 − %t − (n− 4)

(
αt
n−1

)2}
(2 cos θ) +{

−%2t − 2%t
αt
n−1 − (n− 5)

(
αt
n−1

)2 − αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

−4%t
αt
n−1 − (n− 6)

(
αt
n−1

)2 − αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(4.5)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Sendo assim,

lim
τ→∞
‖(In−1 − µDτ−1) · · · (In−1 − µD0)‖1/τ = max

1≤i≤n−1
lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|1− µλti|

)1/τ

= max
1≤i≤n−1

lim
τ→∞

((|1− µλi|)τ )1/τ

= max
1≤i≤n−1

{|1− µλi|}.

Logo, Λ é o raio espectral de (In−1 − µD), ou seja,

Λ = max
1≤i≤n−1

{|1− µλi|}, (4.6)

onde D = Dt = diag(λ1, . . . , λn−1).

Portanto, o número de Lyapunov transversal L⊥(x0) = L(x0)Λ tem número de

Lyapunov dado por (3.15) e o quantificador Λ dado por (4.6).
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Na Figura 4.8, podemos observar o comportamento de Λ conforme µ

varia.
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Figura 4.8: Λ em função de µ, com α0 = 0, 5 e n = 30.

4.2.1 Simulações Numéricas

4.2.1.1 Número de Lyapunov transversal

Nas mesmas condições da primeira parte da Subseção 4.1.1, aborda-

remos aqui a variação do número de Lyapunov transversal em função da taxa de

migração µ e do parâmetro r, utilizando a função exponencial loǵıstica, para a

dinâmica local e a matriz de conexão C dada por (3.5) e (3.6) com α e α0 inter-

mediários.
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Figura 4.9: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Analisando a Figura 4.9, temos que se r = 2, 5 então L⊥ < 1 para

µ ∈ [0; 0, 912) e L⊥ ≥ 1 se µ ≥ 0, 912. No caso de r = 2, 8 vale L⊥ < 1 para

µ ∈ (0, 162; 0, 79), mais os valores de µ = 0, 792, µ = 0, 794, µ = 0, 798 e µ = 0, 802.

Caso contrário, L⊥ ≥ 1 . Dessa forma, a região de posśıvel sincronia com relação a

taxa de migração µ é maior que a região de imposśıvel sincronia com relação a taxa

de migração µ.
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Figura 4.10: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5: (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Na Figura 4.10, para µ = 0, 1 e µ = 0, 9 temos que para a maioria dos

valores de r que L⊥ > 1. Entretanto, para µ = 0.5 temos que L⊥ < 1, para todo

valor de r ∈ [2, 5; 4]. Não conseguimos precisar, visualmente, qual das regiões é a

maior, se é a região de posśıvel sincronia com relação ao parâmetro r ou a região de

imposśıvel sincronia com relação ao parâmetro r.
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4.2.1.2 Espaço × tempo

Neste lugar faremos gráficos do tipo espaço × tempo com os mesmos

objetivos e condições apresentados na segunda ramificação da Subseção 4.1.1.

Podemos observar nas Figuras 4.11 e 4.12, onde r = 2, 5, que ocorre

sincronização somente para µ = 0, 1 em todas as conexões.

Para r = 2, 8, analisando as Figuras 4.13 e 4.14, percebemos que não

ocorre sincronização, para todas as conexões e valores da taxa de migração.

Ao analisar os gráficos espaço × tempo, percebemos que o valor de r

para o qual mais ocorre sincronização é r = 2, 5 e o valor da taxa de migração

é µ = 0, 1. Entretanto, todos os acoplamentos possuem a mesma ocorrência de

sincronia.
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Figura 4.11: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.12: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.13: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.14: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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4.3 O caso em que g(x) = 1
1+e5(1−x)

Utilizaremos agora a função de agregação g(x) =
1

1 + e5(1−x)
, retirada

do trabalho de Ylikarjula et al. [37]. O comportamento desta função g(x), conforme

x varia, pode ser observado na figura abaixo.
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Figura 4.15: Gráfico da função g(x) = 1
1+e5(1−x)

·

Para esta função g(x) o sistema (3.2) torna-se o modelo metapopulacio-

nal

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

(
1

1 + e5(1−f(x
i
t))

)
n∑
k=1

ckj

(
1

1 + e5(1−f(x
k
t ))

)f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (4.7)

Os autovalores, dados por (3.18), transformam-se em

λtk =
{

1− 5f(xt)e5(1−f(xt))

1+e5(1−f(xt))

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

5f(xt)e5(1−f(xt))

1+e5(1−f(xt))

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
5f(xt)e5(1−f(xt))

1+e5(1−f(xt))

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

5f(xt)e5(1−f(xt))

1+e5(1−f(xt))

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(4.8)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Logo, o quantificador Λ(x0) representado por (3.17) tem λti dado por (4.8).
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Na Figura 4.16 podemos observar o comportamento de Λ, conforme µ

varia, para diferentes valores de r.
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Figura 4.16: Λ×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

4.3.1 Simulações Numéricas

4.3.1.1 Número de Lyapunov transversal

Trabalharemos aqui a variação do número de Lyapunov transversal em

função da taxa de migração µ e do parâmetro r, nas mesmas hipóteses e objetivos

da primeira ramificação da Subseção 4.1.1.
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Figura 4.17: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Observando a Figura 4.17, vemos que o número de Lyapunov transversal

é menor que 1 para todo valor de µ se r = 2, 5. Quando r = 2, 8, L⊥ é sempre maior

que 1, para todo valor da taxa de migração. Ambas as regiões de posśıvel sincronia

com relação a taxa de migração µ e imposśıvel sincronia com relação a taxa de

migração µ tem o mesmo tamanho.
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Figura 4.18: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Examinando a Figura 4.18, notamos que existem menos valores de r

para os quais o número de Lyapunov transversal é menor do que 1. Constatamos,

que a região de impossibilidade de sincronização com relação ao parâmetro r é maior

que a região de posśıvel sincronia com relação ao parâmetro r.
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4.3.1.2 Espaço × tempo

Faremos aqui gráficos do tipo espaço × tempo com os mesmos objetivos

e condições apresentados na segunda parte da Subseção 4.1.1.

Começamos nosssa análise para o caso em que o parâmetro r = 2, 5. No

caso da conexão ser a convexa simples, como na Figura 4.19, ocorre sincronização

para todos os valores das taxas de migração considerados. Por sua vez para a rede

convexa dinâmica, que é o caso da Figura 4.20, ocorreu sincronização só para µ = 0, 1

e µ = 0, 5.

Para r = 2, 8 observamos nas Figuras 4.21 e 4.22 que se a rede for

convexa, não acontece sincronização para todos os valores de µ.

Observando os gráficos espaço × tempo, constatamos que o valor da

taxa de reprodução intŕınseca, para o qual mais acontece sincronização é r = 2, 5,

enquanto os valores da a taxa de migração são µ = 0, 1 e µ = 0, 5. A conexão para

a qual mais ocorreu sincronia foi a rede convexa simples.
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Figura 4.19: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.20: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.21: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.22: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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4.4 O caso em que g(x) = 1
1+e−5(1−x)

Buscando um comportamento contrário ao da função g(x) da seção

anterior, consideremos aqui a função de antiagregação g(x) =
1

1 + e−5(1−x)
, cujo

comportamento pode ser observado, na figura a seguir, conforme x varia.
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Figura 4.23: Gráfico da função g(x) = 1
1+e−5(1−x) ·

Para esta escolha da função g(x) o sistema (3.2) converte-se no modelo

metapopulacional

xit+1 = (1−µ)f(xit)+
n∑
j=1

µcij

(
1

1 + e−5(1−f(x
i
t))

)
n∑
k=1

ckj

(
1

1 + e−5(1−f(x
k
t ))

)f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (4.9)

Os autovalores, dados por (3.18), tomam a forma

λtk =
{

1− 5f(xt)e−5(1−f(xt))

1+e−5(1−f(xt))

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

5f(xt)e−5(1−f(xt))

1+e−5(1−f(xt))

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
5f(xt)e−5(1−f(xt))

1+e−5(1−f(xt))

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

5f(xt)e−5(1−f(xt))

1+e5(1−f(xt))

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(4.10)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Assim, o quantificador Λ(x0) descrito por (3.17) tem λti dado por (4.10).
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Na Figura 4.24 podemos observar o comportamento de Λ, conforme µ

varia, para diferentes valores de r.
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Figura 4.24: Λ×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

4.4.1 Simulações Numéricas

4.4.1.1 Número de Lyapunov transversal

Será trabalhado nesta parte o comportamento do número de Lyapunov

transversal quando a taxa de migração µ e o parâmetro r variam. As hipóteses e

objetivos são os mesmos da primeira ramificação da Subseção 4.1.1.
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Figura 4.25: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Examinando a Figura 4.25, temos quando r = 2, 5 que L⊥ < 1 para

µ < 0, 2721. Se µ ≥ 0, 2721, então L⊥ ≥ 1. Ao passo que para r = 2, 8 obtemos que

o número de Lyapunov transversal é menor que 1 no intervalo [0, 055; 0, 258] e para

µ = 0, 262, µ = 0, 264, µ = 0, 265 e µ = 0, 266. Caso contrário, L⊥ ≥ 1. A região

de imposśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ é maior que a região de

posśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ.
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Figura 4.26: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Explorando a Figura 4.26, notamos que existem mais valores de r para

os quais o número de Lyapunov transversal está acima de 1 do que abaixo de 1. A

maior região de posśıvel sincronia entre as taxas de migrações, conforme o parâmetro

r varia é µ = 0, 1. Visualmente, a região onde não há possibilidade de sincronia com

relação ao parâmetro r é maior que a região onde pode ocorrer sincronia com relação

ao parâmetro r.
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4.4.1.2 Espaço × tempo

Apresentaremos aqui nesta ramificação gráficos do tipo espaço× tempo.

Os objetivos e condições são os mesmos apresentados na segunda parte da Subseção

4.1.1.

Iniciamos nossa análise para o caso em que r = 2, 5. Quando a conexão

é convexa simples, Figura 4.27, acontece sincronização apenas para µ = 0, 1. Quanto

à sincronização, as mesmas conclusões em relação a rede convexa simples podem ser

aplicadas a rede convexa dinâmica (Figura 4.28).

Observamos agora o cenário em que r = 2, 8. Na Figura 4.29 (conexão

convexa simples), ocorre sincronização de órbita caótica apenas para µ = 0, 1. Não

existe sincronia para o acoplamento convexo dinâmico (Figura 4.30).

Verificando os gráficos espaço × tempo, identificamos que o valor de r

para o qual mais ocorre sincronização é r = 2, 5. O valor de µ para o qual mais

aconteceu sincronia foi µ = 0, 1 e a rede foi a rede convexa simples.
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Figura 4.27: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.28: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.29: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 4.30: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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5 MODELO METAPOPULACIONAL COM

MOVIMENTAÇÃO DEPENDENTE DA

DIFERENÇA DE DENSIDADE

Trabalharemos neste caṕıtulo o modelo metapopulacional com movi-

mentação dependente da diferença de densidade. Estudaremos como o modelo é

composto e a estabilidade do estado śıncrono. Através de simulações numéricas

observaremos o comportamento do número de Lyapunov transversal conforme a

taxa de migração e o parâmetro r variam e ainda analisaremos a sensibilidade da

órbita sincronizada com relação a pequenas perturbações através de gráficos espaço

× tempo.

5.1 O modelo

Consideremos uma metapopulação homogênea formada por n śıtios

enumerados de 1 até n, assim como na Seção 3.1. Seja xit ∈ R a densidade de

indiv́ıduos do śıtio i no instante de tempo t e f uma função, suave, que descreve

o processo de dinâmica local. Portanto, na ausência de migração entre os śıtios, a

dinâmica de um śıtio isolado é dada por

xit+1 = f(xit), i = 1, 2, . . . , n, t = 0, 1, 2, . . . . (5.1)

Quando se inicia o processo de migração, a cada instante de tempo, uma

fração µ de indiv́ıduos, µ ∈ [0, 1], deixa um dado śıtio j e migra para outros śıtios

mais próximos i e uma fração cij chegará ao śıtio i. Supomos que não existe perdas

durante essa movimentação, isto é,
∑n

i=1 cij = 1, j = 1, 2, . . . , n, e que cii = 0. Os

elementos cij formam a matriz de conexão C = [cij], i, j = 1, 2, . . . , n, dada num

primeiro momento, por uma combinação convexa simples (matriz (3.5)) e em um

segundo momento por uma matriz convexa dinâmica (matriz (3.6)).
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Com o intuito de montar um sistema de equações que descreve a dinâmica

metapopulacional, consideremos os operadores F e G (definidos na Seção 3.1) e de-

finimos o operador dispersão com diferença de densidade:

MD : Rn −→ Rn

(x1, . . . , xn) 7→ (MD1(x
1, . . . , xn), . . . ,MDn(x1, . . . , xn)),

onde

MDi(x
1, . . . , xn) = (1− µ)xi +

n∑
j=1

µcij
(xi − xj)

n∑
k=1

ckj(x
k − xj)

xj, i = 1, 2, . . . , n.

O operador dispersão com diferença de densidade é constitúıdo de duas

partes. A primeira é a densidade de indiv́ıduos que permanece no śıtio i e a segunda é

uma soma. Essa soma é formada pelos imigrantes que chegam no śıtio imultiplicados

pelo quociente da diferença de densidade entre os śıtios i e j pela média ponderada

do conjunto das diferenças de densidades {x1 − xj, x2 − xj, . . . , xn − xj} com pesos

{c1j, c2j, . . . , cnj}, respectivamente.

Como o processo de migração ocorre depois de terminado o processo de

dinâmica local, podemos aplicar a composição HD : Rn −→ Rn,HD = G ◦MD ◦ F ,

no vetor populacional, Xt = (x1t , x
2
t , . . . , x

n
t ), para encontrarmos o vetor Xt+1, ou

seja, Xt+1 = HD(Xt).
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Desse modo,

Xt+1 =



(1− µ)f(x1t ) +
n∑
j=1

µc1j
g(f(x1t )− f(xjt))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt )− f(xjt))

f(xjt)

(1− µ)f(x2t ) +
n∑
j=1

µc2j
g(f(x2t )− f(xjt))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt )− f(xjt))

f(xjt)

...

(1− µ)f(xnt ) +
n∑
j=1

µcnj
g(f(xnt )− f(xjt))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt )− f(xjt))

f(xjt)



,

que é equivalente a

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij
g(f(xit)− f(xjt))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt )− f(xjt))

f(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (5.2)

Na equação acima, o primeiro termo no lado direito representa os in-

div́ıduos que permanecem no śıtio i no instante de tempo t, enquanto o segundo

termo descreve os indiv́ıduos que partem dos śıtios vizinhos e chegam no śıtio i,

levando em consideração a diferença de densidade entre o śıtio de destino e o de

origem e uma média ponderada das diferenças de densidades dos śıtios com o śıtio

de origem, com pesos iguais as frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio de origem que

chegam no respectivo śıtio vizinho.

Assim como para o modelo metapopulacional (3.2), vale aqui que para

uma função g(x) crescente teremos uma função de agregação e para uma função g(x)

decrescente uma antiagregação. Este modelo metapopulacional apresenta restrições

quanto a escolha da função g(x), pois a função g aplicada na diferença de densidade

em (5.2) deve resultar em um valor positivo.
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5.2 Sincronização

Por definição a sincronização do sistema (5.2) acontece quando xit = xt,

para cada i = 1, 2, . . . , n. Sendo assim, utilizando essa condição em (5.2), obtemos

xit+1 = (1− µ)f(xt) + µ

g(0)
n∑
j=1

cij

g(0)
n∑
k=1

ckj

f(xt), i = 1, 2, . . . , n.

Por hipótese
∑n

i=1 cij = 1, j = 1, 2, ..., n. Acrescentando a essa hipótese a suposição

de que
n∑
j=1

cij = 1, i = 1, 2, . . . , n,

a matriz C torna-se duplamente estocástica, e assim

xit+1 = f(xt), i = 1, 2, . . . , n,

que é exatamente a dinâmica de um śıtio isolado. Portanto, a dinâmica de cada śıtio

no estado sincronizado satisfaz a dinâmica de um śıtio isolado.

Vamos agora linearizar o sistema (5.2) em torno de uma órbita sincro-

nizada zt = (xt, xt, ..., xt) desse sistema. Tomemos Xt uma perturbação do estado

sincronizado (Xt = zt + ∆t, onde ∆t é uma pequena perturbação). Logo,

Xt+1 = HD(Xt) = HD(zt + ∆t).

Expandindo em série de Taylor, segue que

HD(zt + ∆t) = HD(zt) + J(zt)∆t +O(∆2
t ), (5.3)

onde J(zt) é a matriz Jacobiana de HD aplicada na órbita sincronizada, dada por

J(zt) = f ′(xt)


(1− µ) + µg′(0)f(xt)

g(0)

(
1−

n∑
k=1

c2ik

)
, para i = j,

µ

[
g′(0)f(xt)

g(0)

n∑
k=1

cik(−cjk) + cij

]
, para i 6= j.

(5.4)
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Procedendo como na Seção 3.3, decorre que a linearização do sistema

(5.2) em torno da órbita sincronizada é dada por

∆t+1 = J(zt)∆t, (5.5)

onde J(zt) é dado por (5.4).

5.3 Estabilidade do Estado Śıncrono

Assim como no caṕıtulo anterior, queremos determinar se as órbitas

que iniciam próximas do estado sincronizado, serão atráıdas para este estado. Para

isso, linearizamos o sistema (5.2) em torno da órbita sincronizada zt e obtemos de

acordo com (5.5)

∆t+1 = J(zt)∆t, (5.6)

com J(zt) dado por

J(zt) = Φtf
′(xt), (5.7)

onde Φt = In−µMt, In é a matriz identidade de ordem n eMt = circ(mt
0,m

t
1, . . . ,m

t
n−1),

com mt
3 = mt

4 = · · · = mt
n−3, m

t
n−2 = mt

2, m
t
n−1 = mt

1,

mt
0 = 1− g′(0)f(xt)

g(0)

[
1− 2%2 − (n− 3)

(
αt

n− 1

)2
]
,

mt
1 =

g′(0)f(xt)

g(0)

[
2%t

αt
n− 1

+ (n− 4)

(
αt

n− 1

)2
]
− %t,

mt
2 =

g′(0)f(xt)

g(0)

[
%2t + 2%t

αt
n− 1

+ (n− 5)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

mt
3 =

g′(0)f(xt)

g(0)

[
4%t

αt
n− 1

+ (n− 6)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
·

Sendo a matriz Mt circulante, existe uma matriz F que diagonaliza a

matriz M , ou seja, M = FEF−1, onde F = [fij] é a matriz de Fourier, definida em
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(2.4) e Et = diag(β0, β
t
1, . . . , β

t
n−1), sendo β0, β

t
1, . . . , β

t
n−1, os autovalores da matriz

Mt.

Posto que
∑n−1

j=0 m
t
j = 0, resulta que β0 = 0 é um autovalor simples da

matriz Mt associado ao autovetor v = (1, 1, . . . , 1)T , pois

Mtv =

(
n−1∑
j=0

mt
j,

n−1∑
j=0

mt
j, . . . ,

n−1∑
j=0

mt
j

)T

= (0, 0, . . . , 0)T

= 0v.

Desta maneira, a matriz Φt toma a configuração

Φt = F


1 0 · · · 0

0
... In−1 − µEt

0

F
−1, (5.8)

onde Et = diag(βt1, β
t
2, . . . , β

t
n−1).

Observemos que φ = 1 é um autovalor simples de Φt e seu correspon-

dente autoespaço é exatamente a diagonal do espaço de fase. Esta, por sua vez, é

propriamente o estado sincronizado. Isto significa, que as perturbações nesse espaço

podem ocorrer livremente. Por outro lado, as perturbações no espaço gerado pelos

autovalores de (In−1−µEt) são transversais ao estado sincronizado e deverão tender

a zero para obtermos estabilidade assintótica. Logo, precisamos dedicar a nossa

atenção a elas. Assim, basta considerarmos

J(zt) = F [(In−1 − µEt)f
′(xt)]F

−1,

e analisar a evolução da equação de perturbação, dada por

∆t+1 = (In−1 − µEt)f
′(xt)∆t.
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Tomando uma perturbação inicial ∆0 qualquer, obtemos

∆t = (In−1 − µEt−1)f
′(xt−1) · · · (In−1 − µE1)f

′(x1)(In−1 − µE0)f
′(x0)∆0.

Sendo assim, a perturbação tenderá a zero quando t→∞ se, e somente se,

lim
τ→∞

‖ Oτ−1 · · · O1O0 ‖
1
τ < 1, (5.9)

onde Ot = (In−1 − µEt)f
′(xt), com t = 0, 1, 2, . . ..

Podemos escrever,

‖ Oτ−1 · · · O1O0 ‖= ‖(In−1 − µEt)
τ‖

τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|.

Sendo assim, temos que

L⊥(x0) = lim
τ→∞

‖ Oτ−1 · · · O1O0 ‖
1
τ = L(x0)Γ(x0), (5.10)

onde

L(x0) = lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|

)1/τ

, (5.11)

é o número de Lyapunov com órbita iniciando em x0 e

Γ(x0) = lim
τ→∞
‖(In−1 − µEτ−1) · · · (In−1 − µE0)‖1/τ . (5.12)

Do mesmo modo que no Caṕıtulo 3, denominaremos L⊥(x0) de número

de Lyapunov transversal, com órbita iniciando em x0.

Supondo que a função f preserva a medida natural ρ e também que

ln+ |f ′(x)| ∈ L1(ρ) pelo Teorema de Birkoff (Proposição 2.1) obtemos que (5.11)

existe para quase todo x0 e é independente de x0.

Se acrescentarmos a hipótese de que ln+ ‖(In−1 − µEt)‖ ∈ L1(ρ), segue

do Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledec (Proposição 2.2) que o limite (5.12),

a menos de um conjunto de medida ρ nula, existe para todo x0, independe de x0 e

lim
τ→∞
‖(In−1 − µEτ−1) · · · (In−1 − µE0)‖1/τ = max

1≤i≤n−1
lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|1− µβti |

)1/τ

(5.13)

71



Analogamente ao Caṕıtulo 3, através de (2.5) podemos encontrar uma

forma para (5.13):

βtk =
{

1− g′(0)f(xt)
g(0)

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

g′(0)f(xt)
g(0)

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
g′(0)f(xt)

g(0)

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

g′(0)f(xt)
g(0)

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(5.14)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Portanto, Γ(x0) representado por (5.13) tem βti dado por (5.14).

Baseado no exposto acima, podemos estabelecer um critério para a

estabilidade assintótica do atrator sincronizado.

Teorema 5.1. Consideremos o sistema (5.2), com a matriz C dada por (3.5) ou

(3.6) e f uma função de classe C1 em [0,∞) invariante com relação a medida

natural ρ e g : [0,∞) −→ (0,∞) uma função de classe C1. Então o número de

Lyapunov transversal L⊥ do atrator sincronizado é dado pelo produto LΓ, onde L

é dado por (5.11) e Γ por (5.13). Além disso, se L⊥ < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estável.

5.4 O caso em que g(x) = 1
1+e5(1−x)

Para esta função de agregação g(x), o sistema (5.2) torna-se o modelo

metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

(
1

1 + e5[1−(f(x
i
t)−f(x

j
t ))]

)
n∑
k=1

ckj

(
1

1 + e5[1−(f(x
k
t )−f(x

j
t ))]

)f(xjt), (5.15)

para i = 1, 2, . . . , n.
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Os autovalores, dados por (5.14), alteram-se para

βtk =
{

1− 5e5

1+e5
f(xt)

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

5e5

1+e5
f(xt)

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
5e5

1+e5
f(xt)

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

5e5

1+e5
f(xt)

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(5.16)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Logo, o quantificador Γ(x0) representado por (5.13) tem βti dado por (5.16).

O comportamento de Γ, conforme µ varia, para diferentes valores de r

pode ser visto na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Γ× µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

5.4.1 Simulações Numéricas

5.4.1.1 Número de Lyapunov transversal

Procederemos nesta ramificação análise do número de Lyapunov trans-

versal quando a taxa de migração µ e o parâmetro r variam. A função de dinâmica

local será a função exponencial loǵıstica e a matriz de conexão C será a matriz
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convexa simples (com α = 0, 5) e a matriz convexa dinâmica (com α0 = 0, 5).

As condições em que ocorrem as simulações são as mesmas da primeira parte da

Subseção 4.1.1.
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Figura 5.2: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Examinando a Figura 5.2, observamos que para r = 2, 5 o número

de Lyapunov transversal está abaixo de 1 somente se µ < 0, 0013. Caso contrário,

L⊥ ≥ 1. Quando r = 2, 8 o número de Lyapunov transversal é superior a 1 para

toda taxa de migração. Claramente a região de imposśıvel sincronia com relação a

taxa de migração µ é maior que a região de posśıvel sincronia com relação a taxa de

migração µ.
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Figura 5.3: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Verificamos através da Figura 5.3, que para a maioria dos valores de

r o número de Lyapunov transversal está acima de 1. A maior região de posśıvel

sincronia entre as taxas de migrações, conforme o parâmetro r varia é µ = 0, 1.

Além disso, a região de posśıvel sincronia com relação ao parâmetro r é menor que

a região de imposśıvel sincronia com relação ao parâmetro r.
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5.4.1.2 Espaço × tempo

A seguir apresentamos gráficos do tipo espaço × tempo, com os obje-

tivo de analisar a sensibilidade da órbita sincronizada com relação a pequenas per-

turbações. As condições são as mesmas apresentados na segunda parte da Subseção

4.1.1.

Observamos nas Figuras 5.4 e 5.5, onde r = 2, 5, que não ocorre sincro-

nização para nenhuma taxa de migração.

Novamente não existe sincronia para nenhum valor de µ nas Figuras

5.6 e 5.7, em que o parâmetro r é igual a 2, 8.

À medida que observamos os gráficos espaço × tempo, constatamos

que quanto ao valor da taxa de reprodução intŕınseca, ao valor da taxa de dispersão

e ao acoplamento, todos se comportaram igualmente em relação à ocorrência de

sincronização.
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Figura 5.4: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 5.5: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
78



Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.5

1

1.5

2

2.5

(a)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

(b)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

1

2

3

4

5

6

7

(c)

Figura 5.6: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 5.7: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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5.5 O caso em que g(x) = 1
1+e−5(1−x)

Considerando a função de antiagregação g(x) = 1
1+e−5(1−x) , o sistema

(5.2) transforma-se no modelo metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

(
1

1 + e−5[1−(f(x
i
t)−f(x

j
t ))]

)
n∑
k=1

ckj

(
1

1 + e−5[1−(f(x
k
t )−f(x

j
t ))]

)f(xjt), (5.17)

para i = 1, 2, . . . , n.

Os autovalores, dados por (5.14), modificam-se para

βtk =
{

1 + 5e−5

1+e−5f(xt)
[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

− 5e−5

1+e−5f(xt)
[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
− 5e−5

1+e−5f(xt)
[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

− 5e−5

1+e−5f(xt)
[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(5.18)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Portanto, o quantificador Γ(x0) representado por (5.13) tem βti dado por (5.18).

A variação de Γ em função de µ para alguns valores de r pode ser

visualizada na Figura 5.8.
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Figura 5.8: Γ× µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

5.5.1 Simulações Numéricas

5.5.1.1 Número de Lyapunov transversal

Examinaremos aqui o número de Lyapunov transversal, num primeiro

momento em função de µ e posteriormente em função do parâmetro r. As hipóteses

sobre as simulações são as mesmas descritas anteriormente.
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Figura 5.9: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Analisando a Figura 5.9, percebemos que o número de Lyapunov trans-

versal é inferior a 1 para todo valor da taxa de migração se r = 2, 5. Ele continua

menor que 1 se r = 2, 8 para µ ∈ (0, 404; 1] e para alguns outros valores de µ na

vizinhança de µ = 0, 38. Para os outros valores da taxa de migração L⊥ ≥ 1. Por-

tanto, a região de posśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ é maior que

a região de imposśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ.
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Figura 5.10: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Na Figura 5.10 para µ = 0, 1 e µ = 0, 5 notamos que a região de

imposśıvel sincronia com relação ao parâmetro r é maior que a de posśıvel sincronia

com relação ao parâmetro r. O contrário, ocorre quando µ = 0, 9 pois para todo

r ∈ [2, 5; 4] temos o número de Lyapunov transversal menor que 1. Quanto maior a

taxa de migração, maior a região de posśıvel sincronia com relação ao parâmetro r.

Logo, a taxa de migração que mais favorece a sincronização é µ = 0, 9.

84



5.5.1.2 Espaço × tempo

Nesta parte faremos gráficos do tipo espaço × tempo com os mesmos

objetivos e condições apresentados na segunda ramificação da Subseção 4.1.1.

Considerando r = 2, 5 como nas Figuras 5.11 e 5.12 acontece sincro-

nização para todas as conexões e valores da taxa de migração.

Com r = 2, 8, na Figura 5.13, conexão convexa simples, não há sincronia

se µ = 0, 1. Para as demais taxas de migração, ocorre sincronização de órbitas

caóticas. Não ocorre sincronização, para todos os valores de µ, na rede convexa

dinâmica (Figura 5.14).

Analisando os gráficos espaço × tempo, percebemos que o valor de r

para o qual mais ocorre sincronização é r = 2, 5, enquanto que os valores da taxa de

migração são µ = 0, 5 e µ = 0, 9. A conexão para a qual mais ocorreu sincronia foi

a rede convexa simples.
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Figura 5.11: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 5.12: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 5.13: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 5.14: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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6 MODELO METAPOPULACIONAL COM

MOVIMENTAÇÃO DEPENDENTE DA

DIFERENÇA RELATIVA DE DENSIDADE

Abordaremos neste caṕıtulo o modelo metapopulacional com movi-

mentação dependente da diferença relativa de densidade. Investigaremos como o

modelo é composto e a estabilidade do estado śıncrono. Por meio de simulações

numéricas analisaremos o comportamento do número de Lyapunov transversal con-

forme a taxa de dispersão e o parâmetro r variam e ainda através de gráficos espaço

× tempo, examinaremos a sensibilidade da órbita sincronizada com relação a pe-

quenas perturbações.

6.1 O modelo

Da mesma forma que nos Caṕıtulos 3 e 5 pressupomos uma metapo-

pulação homogênea formada por n śıtios enumerados de 1 até n. Sejam xit ∈ R a

densidade de indiv́ıduos do śıtio i no instante de tempo t e f uma função, suave,

que descreve o processo de dinâmica local. Logo, a dinâmica de um śıtio isolado é

dada por

xit+1 = f(xit), i = 1, 2, . . . , n, t = 0, 1, 2, . . . . (6.1)

Terminado o processo de dinâmica local, se inicia o processo de mi-

gração. A cada passo de tempo, uma fração µ de indiv́ıduos, µ ∈ [0, 1], deixa um

dado śıtio j e migra para outros śıtios mais próximos i. Desses, uma fração cij

chegará ao śıtio i. Além disso, suponhamos que cii = 0 e que não há perdas durante

essa movimentação, ou seja,
∑n

i=1 cij = 1, j = 1, 2, . . . , n. Os elementos cij formam

a matriz de conexão C = [cij], i, j = 1, 2, . . . , n, que num primeiro momento, será
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uma combinação convexa simples (matriz (3.5)) e depois considerada uma matriz

convexa dinâmica (matriz (3.6)).

Vamos agora elaborar um sistema de equações que descreve a dinâmica

da metapopulação. Para isso, consideremos os operadores F e G (definidos na Seção

3.1) e definimos o operador dispersão com diferença relativa de densidade:

MR : Rn −→ Rn

(x1, . . . , xn) 7→ (MR1(x
1, . . . , xn), . . . ,MRn(x1, . . . , xn)),

onde

MRi(x
1, . . . , xn) = (1− µ)xi +

n∑
j=1

µcij

(
xi − xj

xj

)
n∑
k=1

ckj

(
xk − xj

xj

)xj, i = 1, 2, . . . , n.

Notemos que o operador dispersão com diferença relativa de densidade é

formado de duas partes. A primeira parte é a densidade de indiv́ıduos que permanece

no śıtio i e a segunda parte é uma soma, formada pelos imigrantes que chegam

no śıtio i multiplicados pelo quociente da diferença relativa de densidade entre os

śıtios i e j pela média ponderada do conjunto das diferenças relativas de densidades{
x1 − xj

xj
,
x2 − xj

xj
, · · · , x

n − xj

xj

}
com pesos {c1j, c2j, . . . , cnj}, respectivamente.

Como o processo de dinâmica local ocorre antes da migração, podemos

aplicar a composição HR : Rn −→ Rn,HR = G ◦MR ◦ F , no vetor populacional,

Xt = (x1t , x
2
t , . . . , x

n
t ), para encontrarmos o vetor Xt+1, isto é, Xt+1 = HR(Xt).
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Desse modo,

Xt+1 =



(1− µ)f(x1t ) +
n∑
j=1

µc1j

g

(
f(x1t )− f(xjt)

f(xjt)

)
n∑
k=1

ckjg

(
f(xkt )− f(xjt)

f(xjt)

)f(xjt)

(1− µ)f(x2t ) +
n∑
j=1

µc2j

g

(
f(x2t )− f(xjt)

f(xjt)

)
n∑
k=1

ckjg

(
f(xkt )− f(xjt)

f(xjt)

)f(xjt)

...

(1− µ)f(xnt ) +
n∑
j=1

µcnj

g

(
f(xnt )− f(xjt)

f(xjt)

)
n∑
k=1

ckjg

(
f(xkt )− f(xjt)

f(xjt)

)f(xjt)



,

que é o mesmo que

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

g

(
f(xit)− f(xjt)

f(xjt)

)
n∑
k=1

ckjg

(
f(xkt )− f(xjt)

f(xjt)

)f(xjt), (6.2)

i = 1, 2, . . . , n.

Na equação anterior, o primeiro termo no lado direito representa os

indiv́ıduos que permanecem no śıtio i no instante de tempo t, enquanto o segundo

termo descreve os indiv́ıduos que partem dos śıtios vizinhos e chegam no śıtio i,

levando em consideração a diferença relativa de densidade entre o śıtio de destino

e o de origem e uma média ponderada das diferenças relativas de densidades dos

śıtios com o śıtio de origem, com pesos iguais as frações de indiv́ıduos oriundos do

śıtio de origem que chegam no respectivo śıtio vizinho.

Analogamente ao modelo metapopulacional (5.2), o modelo proposto

neste caṕıtulo, apresenta restrições quanto a escolha da função g(x), pois a função
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g aplicada na diferença relativa de densidade em (6.2) deve resultar em um valor

positivo. Além disso, uma função g(x) crescente representa uma função de agregação

e uma função g(x) decrescente representa uma função de antiagregação.

6.2 Sincronização

Quando xit = xt, para todo i = 1, 2, . . . , n, ocorre a sincronização do

sistema (6.2). Utilizando isso em (6.2), obtemos

xit+1 = (1− µ)f(xt) + µ

g(0)
n∑
j=1

cij

g(0)
n∑
k=1

ckj

f(xt), i = 1, 2, . . . , n.

Como não há perdas durante o processo de migração, já vale que
∑n

i=1 cij = 1, para

j = 1, 2, ..., n. Adicionalmente, se supormos que

n∑
j=1

cij = 1, i = 1, 2, . . . , n,

a matriz C transforma-se em duplamente estocástica, e então

xit+1 = f(xt), i = 1, 2, . . . , n.

Portanto a dinâmica de cada śıtio no estado sincronizado satisfaz a dinâmica de um

śıtio isolado.

Seja yt = (xt, xt, ..., xt) uma órbita sincronizada do sistema (6.2). Nosso

intuito é linearizar (6.2) em torno de yt. Consideremos ∆t uma pequena perturbação

e Xt = yt + ∆t uma perturbação do estado sincronizado. Logo,

Xt+1 = HR(Xt) = HR(yt + ∆t).

Expandindo em série de Taylor, segue que

HR(yt + ∆t) = HR(yt) + J(yt)∆t +O(∆2
t ), (6.3)
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onde J(yt) a matriz Jacobiana de HR aplicada na órbita sincronizada, dada por

J(yt) = f ′(xt)


(1− µ) + µg

′(0)
g(0)

(
1−

n∑
k=1

c2ik

)
, para i = j,

µ

[
g′(0)
g(0)

n∑
k=1

cik(−cjk) + cij

]
, para i 6= j.

(6.4)

Assim como nos caṕıtulos anteriores, obtemos que a linearização do

sistema (6.2) em torno da órbita sincronizada é

∆t+1 = J(yt)∆t, (6.5)

com J(yt) dado por (6.4).

6.3 Estabilidade do Estado Śıncrono

Queremos determinar agora se as órbitas que iniciam próximas do es-

tado sincronizado, serão atráıdas para este estado. Para isso, consideremos a equação

de perturbação

∆t+1 = J(yt)∆t, (6.6)

com J(yt) dado por

J(yt) = Ξf ′(xt), (6.7)

onde Ξ = In−µU , In é a matriz identidade de ordem n e U = circ(u0, u1, . . . , un−1),

com u3 = u4 = · · · = un−3, un−2 = u2, un−1 = u1,

u0 = 1− g′(0)

g(0)

[
1− 2%2 − (n− 3)

(
αt

n− 1

)2
]
,

u1 =
g′(0)

g(0)

[
2%t

αt
n− 1

+ (n− 4)

(
αt

n− 1

)2
]
− %t,
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u2 =
g′(0)

g(0)

[
%2t + 2%t

αt
n− 1

+ (n− 5)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

u3 =
g′(0)

g(0)

[
4%t

αt
n− 1

+ (n− 6)

(
αt

n− 1

)2
]
− αt
n− 1

,

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
·

Temos que U = FV F−1, pois U é uma matriz circulante, onde F é a

matriz de Fourier (veja (2.4)) e V = diag(υ0, υ1, . . . , υn−1), sendo υ0, υ1, . . . , υn−1,

os autovalores da matriz U .

A matriz circulante U tem um autovalor nulo υ0, associado ao autovetor

v = (1, 1, . . . , 1)T , visto que
∑n−1

j=0 uj = 0 e

Uv =

(
n−1∑
j=0

uj,
n−1∑
j=0

uj, . . . ,
n−1∑
j=0

uj

)T

= (0, 0, . . . , 0)T

= 0v.

Uma consequência imediata é que a matriz Ξ admite a forma

Ξ = F


1 0 · · · 0

0
... In−1 − µV

0

F
−1, (6.8)

onde V = diag(υ1, υ2, . . . , υn−1).

Visivelmente a matriz Ξ tem um autovalor simples ι = 1 com auto-

espaço associado igual a diagonal do espaço de fase. Mas este é exatamente o estado

sincronizado e dessa forma as perturbações nesse espaço podem ocorrer livremente.

Mas as perturbações no espaço gerado pelos autovalores de (In−1 − µV ) são trans-

versais ao estado sincronizado e deverão tender a zero para obtermos estabilidade
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assintótica. Como nosso objetivo é verificar o crescimento destas últimas, basta

considerar

J(yt) = F [(In−1 − µV )f ′(xt)]F
−1,

e analisar a evolução da equação de perturbação, dada por

∆t+1 = (In−1 − µV )f ′(xt)∆t.

Tomando uma perturbação inicial ∆0 qualquer, obtemos

∆t = (In−1 − µV )f ′(xt−1) · · · (In−1 − µV )f ′(x1)(In−1 − µV )f ′(x0)∆0.

Logo, a perturbação tenderá a zero quando t→∞ se, e somente se,

lim
τ→∞

‖ Wτ−1 · · · W1W0 ‖
1
τ < 1, (6.9)

onde Wt = (In−1 − µV )f ′(xt), com t = 0, 1, 2, . . ..

A norma ainda pode ser escrita como

‖ Wτ−1 · · · W1W0 ‖= ‖(In−1 − µV )τ‖
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|.

Obtemos assim que

L⊥(x0) = lim
τ→∞

‖ Wτ−1 · · · W1W0 ‖
1
τ = L(x0)Υ, (6.10)

onde

L(x0) = lim
τ→∞

(
τ−1∏
t=0

|f ′(xt)|

)1/τ

, (6.11)

é o número de Lyapunov com órbita iniciando em x0 e Υ é o raio espectral de

(In−1 − µV ), ou seja,

Υ = max
1≤i≤n−1

{|1− µυi|}· (6.12)

Do mesmo modo que nos Caṕıtulos 3 e 5, denominaremos L⊥(x0) de

número de Lyapunov transversal, com órbita iniciando em x0.
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Se a função f preserva a medida natural ρ, e ln+ |f ′(x)| ∈ L1(ρ) pelo

Teorema de Birkoff (Proposição 2.1) obtemos que (6.11) existe para quase todo x0,

e é independente de x0.

Similarmente aos Caṕıtulos 3 e 5, através de (2.5) podemos encontrar

uma forma para (6.12):

υk =
{

1− g′(0)
g(0)

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

g′(0)
g(0)

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
g′(0)
g(0)

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

g′(0)
g(0)

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(6.13)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Portanto, Υ representado por (6.12) tem υi dado por (6.13).

Podemos agora, estabelecer um critério para a estabilidade assintótica

do atrator sincronizado.

Teorema 6.1. Consideremos o sistema (6.2), com a matriz C dada por (3.5) ou

(3.6), f uma função de classe C1 em [0,∞) invariante com relação a medida na-

tural ρ e e g : [0,∞) −→ (0,∞) uma função diferenciável. Então o número de

Lyapunov transversal L⊥ do atrator sincronizado é dado pelo produto LΥ, onde L

é dado por (6.11) e Υ por (6.12). Além disso, se L⊥ < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estável.
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6.4 O caso em que g(x) = 1
1+e5(1−x)

Consideremos nesta seção a função de agregação g(x) = 1
1+e5(1−x)

. Dessa

forma o sistema (6.2) torna-se o modelo metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

 1

1 + e
5

[
1−

(
f(xit)−f(x

j
t )

f(x
j
t )

)]


n∑
k=1

ckj

 1

1 + e
5

[
1−

(
f(xkt )−f(x

j
t )

f(x
j
t )

)]

f(xjt), (6.14)

para i = 1, 2, . . . , n.

Os autovalores, dados por (6.13), alteram-se para

υk =
{

1− 5e5

1+e5

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

5e5

1+e5

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
5e5

1+e5

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

5e5

1+e5

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(6.15)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Sendo assim, o raio espectral Υ descrito por (6.12) tem υi dado por (6.15).

O comportamento de Υ, conforme a taxa de migração varia pode ser

apreciado na Figura 6.1.
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Figura 6.1: Υ× µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5.

6.4.1 Simulações Numéricas

6.4.1.1 Número de Lyapunov transversal

Faremos aqui um exame do número de Lyapunov transversal em função

da taxa de migração µ e do parâmetro r. As condições em que ocorrem as simulações

e os objetivos são os mesmos da primeira ramificação da Subseção 4.1.1.
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Figura 6.2: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.
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Verificando a Figura 6.2, quando r = 2, 5 vemos que o número de

Lyapunov transversal é menor que 1 somente para µ no intervalo [0; 0, 0128). Ao

passo que r = 2, 8 então L⊥ > 1 para todo valor da taxa de migração. Logo, a região

de imposśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ é maior que a região de

posśıvel sincronização com relação a taxa de migração µ.

r

2.5 3 3.5 4

L
⊥

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(a)

r

2.5 3 3.5 4

L
⊥

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

(b)

r

2.5 3 3.5 4

L
⊥

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(c)

Figura 6.3: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

Percebemos na Figura 6.3, um predomı́nio de valores de r nos quais o

número de Lyapunov transversal é superior a 1. A maior região de posśıvel sincronia

com relação ao parâmetro r entre as taxas de migrações é µ = 0, 1 e a medida que
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a taxa de migração aumenta, diminui a região de posśıvel sincronia com relação ao

parâmetro r.

6.4.1.2 Espaço × tempo

Queremos aqui, analisar a sensibilidade da órbita sincronizada com

relação a pequenas perturbações através de gráficos do tipo espaço × tempo. As

hipóteses são as mesmas da segunda ramificação da Subseção 4.1.1.

Analisando as Figuras 6.4 e 6.5, vemos que não existe sincronização

para quaisquer taxa de migração e conexão, quando r = 2, 5.

Quanto a sincronização, as mesmas conclusões do caso em que r = 2, 5

valem para r = 2, 8 (Figuras 6.6 e 6.7).

Como vimos nos gráficos espaço× tempo, não existe taxa de reprodução

intŕınseca, taxa de migração ou rede para os quais mais acontece sincronização.

101



Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

(a)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(b)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

(c)

Figura 6.4: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 6.5: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 6.6: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 6.7: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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6.5 O caso em que g(x) = 1
1+e−5(1−x)

Utilizamos nesta seção a função de antiagregação g(x) = 1
1+e−5(1−x) .

Com esta função, o sistema (6.2) transforma-se no modelo metapopulacional

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcij

 1

1 + e
−5

[
1−

(
f(xit)−f(x

j
t )

f(x
j
t )

)]


n∑
k=1

ckj

 1

1 + e
−5

[
1−

(
f(xkt )−f(x

j
t )

f(x
j
t )

)]

f(xjt), (6.16)

para i = 1, 2, . . . , n.

Os autovalores, descritos por (6.13), convertem-se para

υk =
{

1 + 5e−5

1+e−5

[
1− 2%2t − (n− 3)

(
αt
n−1

)2]}
+{

− 5e−5

1+e−5

[
2%t

αt
n−1 + (n− 4)

(
αt
n−1

)2]− %t} (2 cos θ) +{
− 5e−5

1+e−5

[
%2t + 2%t

αt
n−1 + (n− 5)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(4 cos2 θ − 2) +{

− 5e−5

1+e−5

[
4%t

αt
n−1 + (n− 6)

(
αt
n−1

)2]− αt
n−1

}
(8 cos3 θ−4 cos2 θ−6 cos θ+2)

(2−2 cos θ) ,

(6.17)

onde %t =
[
(1−αt)

2
+ αt

n−1

]
e θ =

(
2πk
n

)
·

Portanto, o raio espectral Υ representado por (6.12) tem υi dado por (6.17).

A variação de Υ em função de µ pode ser visualizada na Figura 6.8.
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Figura 6.8: Υ× µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5.
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6.5.1 Simulações Numéricas

6.5.1.1 Número de Lyapunov transversal

Analisaremos neste espaço o número de Lyapunov transversal, primei-

ramente em função da taxa de migração e posteriormente em função do parâmetro

r. As hipóteses sobre as simulações são as mesmas descritas anteriormente.
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Figura 6.9: L⊥×µ, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) r = 2, 5;

(b) r = 2, 8.

Na Figura 6.9, notamos que o número de Lyapunov transversal é inferior

a 1 para todo valor da taxa de migração se r = 2, 5. Ele continua menor que 1 se

r = 2, 8 para µ ∈ (0, 404; 1] e para alguns outros valores de µ na vizinhança de

µ = 0, 38. Para os outros valores da taxa de migração L⊥ ≥ 1. Logo, a região

de posśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ é maior que a região de

imposśıvel sincronia com relação a taxa de migração µ.
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Figura 6.10: L⊥×r, com acoplamento convexo, n = 30 e α = α0 = 0, 5 : (a) µ = 0, 1;

(b) µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.

No caso da Figura 6.10, temos que a região de imposśıvel sincronia com

relação ao parâmetro r é maior que a de posśıvel sincronia com relação ao parâmetro

r para µ = 0, 1 e µ = 0, 5. O oposto, ocorre com µ = 0, 9 pois para todo r ∈ [2, 5; 4]

temos o número de Lyapunov transversal menor que 1. A medida que aumenta a

taxa de migração, aumenta também a região de posśıvel sincronia com relação ao

parâmetro r. Logo, a taxa de migração que mais favorece a sincronização é µ = 0, 9.
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6.5.1.2 Espaço × tempo

Neste espaço faremos gráficos do tipo espaço × tempo com os mesmos

objetivos e condições apresentados na segunda ramificação da Subseção 4.1.1.

Ao passo que r = 2, 5 como nas Figuras 6.11 e 6.12 ocorre sincronização

para todas as conexões e valores da taxa de migração.

Analisamos agora o caso em que r = 2, 8. Na conexão convexa simples,

Figura 6.13, não existe sincronia se µ = 0, 1. Por outro lado, para µ = 0, 5 e µ = 0, 9

temos sincronização de órbitas caóticas. Não ocorre sincronização, para todos os

valores de µ, na rede convexa dinâmica (Figura 6.14).

Confrontando os gráficos espaço × tempo, percebemos que o valor de

r para o qual mais ocorre sincronia é r = 2, 5. Já os valores da taxa de migração

e a conexão que mais favorecem a sincronia são µ = 0, 5 e µ = 0, 9 e rede convexa

simples, respectivamente.
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Figura 6.11: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 6.12: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
111



Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

(a)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

(b)

Tempo

5 10 15 20 25 30 35 40

S
ít

io
s

5

10

15

20

25

30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

(c)

Figura 6.13: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 6.14: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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7 COMPARAÇÃO DE MODELOS

Neste caṕıtulo, faremos a comparação dos nossos modelos metapopu-

lacionais (entre si) e com outro modelo bastante utilizado na literatura, através de

gráficos densidade × tempo para ver o comportamento da densidade dos śıtios ao

longo do tempo. Também, confrontamos todos os modelos metapopulacionais, co-

nexões, taxas de reprodução intŕınseca e as taxas de migração quanto à ocorrência

da sincronização.

7.1 Evolução da densidade ao longo do tempo

Começamos esta seção reescrevendo os modelos metapopulacionais que

trabalhamos até agora. Podemos reformular o modelo metapopulacional (3.2) (Caṕı-

tulo 3) da seguinte forma

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcijQijf(xjt), i = 1, 2, . . . , n, (7.1)

onde

Qij =
g(f(xit))

n∑
k=1

ckjg(f(xkt ))

, i, j = 1, 2, . . . , n.

Da mesma forma, escrevemos o modelo metapopulacional com movimentação de-

pendente da diferença de densidade (Caṕıtulo 5) na forma

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcijQ
D
ijf(xjt), i = 1, 2, . . . , n, (7.2)

onde

QD
ij =

g(f(xit)− f(xjt))
n∑
k=1

ckjg(f(xkt )− f(xjt))

, i, j = 1, 2, . . . , n.
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Analogamente, reescrevemos o modelo metapopulacional com movimentação depen-

dente da diferença relativa de densidade (Caṕıtulo 6) como

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcijQ
R
ijf(xjt), i = 1, 2, . . . , n, (7.3)

com

QR
ij =

g

(
f(xit)− f(xjt)

f(xjt)

)
n∑
k=1

ckjg

(
f(xkt )− f(xjt)

f(xjt)

) , i, j = 1, 2, . . . , n.

Consideremos agora o modelo metapopulacional utilizado por Silva [31],

a saber,

xit+1 = (1− µ)f(xit) +
n∑
j=1

µcijf(xjt), i = 1, 2, . . . , n. (7.4)

Fica claro assim, que os modelos metapopulacionais (3.2), (5.2) e (6.2)

são o modelo metapopulacional (7.4) com a inclusão dos quocientes Qij, Q
D
ij e QR

ij,

respectivamente.

Vamos agora investigar a evolução da densidade ao longo do tempo,

com o objetivo de visualizar no que a inclusão dos quocientes no modelo metapopu-

lacional (7.4) interferem na evolução da densidade no tempo. Faremos isso, através

de simulações numéricas da evolução da densidade ao longo tempo de 30 śıtios nos

últimos 40 passos de tempo, após um descarte de 9.960 transientes. Nos gráficos

densidade × tempo, colocaremos no eixo vertical os śıtios numerados de 1 até 30

e no eixo horizontal os últimos 40 passos de tempo. Cada célula (t, i) representa a

densidade de um śıtio i no tempo t. As células serão pintadas em seis tons de cinza

que vão de branco até preto conforme a densidade aumenta. Para dinâmica local

utilizaremos a função exponencial loǵıstica, com r = 2, 5 e r = 2, 8. Para a com-

binação convexa simples usaremos α = 0, 5 e para a combinação convexa dinâmica,

para determinar o coeficiente αt, utilizaremos a função loǵıstica num comportamento

caótico, isto é, αt+1 = 4αt(1 − αt), com α0 = 0, 5. As condições iniciais são esco-
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lhidas aleatoriamente, mas são as mesmas para todos os modelos. Para a fração de

migração, consideraremos o valor µ = 0, 5.

Começamos nossa análise pelo caso em que r = 2, 5 e a conexão é a

convexa simples, como nas Figuras 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9, 7.11, 7.13, 7.15 e 7.17. O

modelo metapopulacional que apresentou o maior valor para a densidade máxima

foi o modelo (4.9), enquanto que o menor valor para a densidade máxima foi o do

modelo (4.4). O maior valor para a densidade mı́nima ocorreu para o modelo (4.4)

e a menor densidade mı́nima foi apresentado pelo modelo (5.15). Os modelos (4.7),

(5.17) e (6.16) apesar de terem um acréscimo de um quociente em relação ao modelo

(7.4), se comportaram da mesma forma que este último, com relação às densidades

máximas e mı́nimas. A Tabela 7.1, contém todas as informações de densidades

máximas e mı́nimas.

Tabela 7.1: Densidade máxima × Densidade mı́nima: r = 2, 5 e Rede Convexa

simples.

Modelo Densidade máxima Densidade mı́nima

(7.4) 1,7104 0,2896

(4.1) 2,1245 0,1024

(4.4) 1,6773 0,3985

(4.7) 1,7104 0,2896

(4.9) 5,3801 0,1413

(5.15) 4,0549 0,0014

(5.17) 1,7104 0,2896

(6.14) 3,1534 0,0117

(6.16) 1,7104 0,2896

Continuamos na rede convexa simples (Figuras 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9,

7.11, 7.13, 7.15 e 7.17), mas agora para r = 2, 8. O valor mais elevado da densidade

máxima ocorreu para o modelo (4.9), ao passo que o mais baixo valor da densidade
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máxima aconteceu para o modelo (4.4). O modelo (4.4) demonstrou o valor mais

elevado para a densidade mı́nima. Em contrapartida o valor mais baixo da densidade

mı́nima foi o modelo (5.15). Embora os modelos (5.17) e (6.16) apresentem um

quociente na sua configuração a mais que o modelo (7.4), as densidades ficaram

muito próximas umas das outras. Na Tabela 7.2 apresentamos todas as informações.

Tabela 7.2: Densidade máxima × Densidade mı́nima: r = 2, 8 e Rede Convexa

simples.

Modelo Densidade máxima Densidade mı́nima

(7.4) 2,1589 0,0841

(4.1) 2,7011 0,022

(4.4) 1,4545 0,6953

(4.7) 2,9899 0,0109

(4.9) 16,1763 0,068

(5.15) 4,9302 0,0004

(5.17) 2,16 0,0839

(6.14) 4,8783 0,0036

(6.16) 2,159 0,0841

Examinamos agora o acoplamento convexo dinâmico, que é o caso das

Figuras 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 7.10, 7.12, 7.14, 7.16 e 7.18. Quando r = 2, 5, a densidade

máxima mais elevada ocorre para o modelo (5.15) e a densidade máxima mais baixa

verifica-se para o modelos (7.4), (5.17) e (6.16). Sucede aos modelos (7.4), (5.17) e

(6.16) a densidade mı́nima mais elevada, equanto que a densidade mı́nima mais baixa

é a do modelo (5.15). Mais uma vez, os modelos (5.17) e (6.16), que apresentam

um quociente em sua formação, portaram-se de maneira igual ao modelo (7.4). As

demais informações, estão na Tabela 7.3.

117



Tabela 7.3: Densidade máxima × Densidade mı́nima: r = 2, 5 e Rede Convexa

dinâmica.

Modelo Densidade máxima Densidade mı́nima

(7.4) 1,7104 0,2896

(4.1) 2,0032 0,1334

(4.4) 1,7563 0,2658

(4.7) 2,1607 0,0952

(4.9) 2,1074 0,2039

(5.15) 2,6043 0,0267

(5.17) 1,7104 0,2896

(6.14) 2,5124 0,0287

(6.16) 1,7104 0,2896

Ainda na conexão convexa dinâmica (Figuras 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 7.10,

7.12, 7.14, 7.16 e 7.18), passamos para o caso em que r = 2, 8. As densidades

máximas mais alta e mais baixa, são, respectivamente, as dos modelos (5.15) e

(4.4). Quanto a densidade mı́nima, compete ao modelo (4.4), a mais elevada e, ao

modelo (6.14), a menos elevada. Outra vez, os modelos (5.17) e (6.16) (que possuem

um quociente em sua composição) tiveram um comportamento muito próximo do

modelo (7.4). Na Tabela 7.4, encontram-se o resto das informações.
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Tabela 7.4: Densidade máxima × Densidade mı́nima: r = 2, 8 e Rede Convexa

dinâmica.

Modelo Densidade máxima Densidade mı́nima

(7.4) 2,159 0,0841

(4.1) 2,6573 0,0167

(4.4) 2,0145 0,1512

(4.7) 2,9582 0,0076

(4.9) 2,4199 0,0905

(5.15) 3,2039 0,0052

(5.17) 2,1571 0,0847

(6.14) 3,0576 0,0048

(6.16) 2,1542 0,0897

De um modo geral, podemos afirmar que entre as densidades máximas

mais elevadas e as densidade mı́nimas mais baixas sempre está o modelo (5.15).

Um comportamento intermediário das densidades é apresentado pelo modelo (4.1).

Por sua vez, nas densidades mı́nimas mais altas e densidades máximas mais baixas

está o modelo (4.4). Também é uma constante o comportamento muito próximo

(e por vezes igual) dos modelos (5.17) e (6.16) (que possuem um quociente em sua

composição) com o modelo (7.4).

A seguir apresentamos os gráficos densidade × tempo dos modelos me-

tapopulacionais (7.4), (4.1), (4.4), (4.7), (4.9), (5.15), (5.17), (6.14) e (6.16), respec-

tivamente.
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Figura 7.1: Densidade × tempo, modelo (7.4) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.2: Densidade × tempo, modelo (7.4) com Conexão Convexa dinâmica: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.3: Densidade × tempo, modelo (4.1) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.4: Densidade × tempo, modelo (4.1) com Conexão Convexa dinâmica: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.5: Densidade × tempo, modelo (4.4) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.6: Densidade × tempo, modelo (4.4) com Conexão Convexa dinâmica: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.7: Densidade × tempo, modelo (4.7) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.8: Densidade × tempo, modelo (4.7) com Conexão Convexa dinâmica: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.9: Densidade × tempo, modelo (4.9) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.10: Densidade × tempo, modelo (4.9) com Conexão Convexa dinâmica:

(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.11: Densidade × tempo, modelo (5.15) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.12: Densidade × tempo, modelo (5.15) com Conexão Convexa dinâmica:

(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.13: Densidade × tempo, modelo (5.17) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.14: Densidade × tempo, modelo (5.17) com Conexão Convexa dinâmica:

(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.15: Densidade × tempo, modelo (6.14) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.16: Densidade × tempo, modelo (6.14) com Conexão Convexa dinâmica:

(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.17: Densidade × tempo, modelo (6.16) com Conexão Convexa simples: (a)

r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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Figura 7.18: Densidade × tempo, modelo (6.16) com Conexão Convexa dinâmica:

(a) r = 2, 5; (b) r = 2, 8.
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7.2 Sincronização

O objetivo desta seção é comparar todos os modelos metapopulacionais

aqui apresentados com relação a sincronização. Para isso, começamos exibindo os

gráficos espaço × tempo para o modelo (7.4), para ver como este se comporta com

relação a sincronização. As hipóteses são as mesmas da segunda parte da Subseção

4.1.1.

Explorando as Figuras 7.19 e 7.20, percebemos que existe sincronização

para quaisquer taxa de migração e conexão, quando r = 2, 5.

Por sua vez, para r = 2, 8, quando a conexão é convexa simples (Figura

7.21) ocorre sincronização somente para µ = 0, 5 e µ = 0, 9. Temos assim, a sincro-

nização de órbitas caóticas. Para a rede convexa dinâmica (Figura 7.22) não ocorre

sincronização.

Como vimos nos gráficos espaço× tempo, r = 2, 5, as taxas de migração

µ = 0, 5 e µ = 0, 9 e a rede convexa simples favorecem mais o acontecimento de

sincronização.
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Figura 7.19: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 7.20: Espaço × tempo, r = 2, 5 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 7.21: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa simples: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Figura 7.22: Espaço × tempo, r = 2, 8 e Rede Convexa dinâmica: (a) µ = 0, 1; (b)

µ = 0, 5; (c) µ = 0, 9.
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Passamos agora à análise da sincronização de todos os modelos meta-

populacionais aqui apresentados. O modelo (7.4) sincronizou, um total de 8 vezes

(das 12 posśıveis). Dos modelos propostos aqui neste trabalho, os modelos que mais

sincronizaram foram o (5.17) e (6.16), sincronizando um total de 8 vezes. Seguem

eles, o modelo (4.7) (sincronizou 5 vezes), o modelo (4.9) com 3 sincronizações e os

modelos (4.1) e (4.4) apresentando 2 sincronias. Já os modelos (5.15) e (6.14) não

sincronizaram nenhuma vez. Apesar da inclusão dos quocientes nos modelos (5.17)

e (6.16), eles se comportaram da mesma maneira que o modelo (7.4).

Quanto à sincronização de órbitas caóticas, que podem levar a extinção

da metapopulação, dos modelos propostos neste trabalho, os modelos (5.17) e (6.16)

apresentaram 2 sincronizações de órbitas caóticas. Após esses, o modelo (4.9) exi-

biu 1 sincronização de órbita caótica. Nos demais modelos, não ocorreu nenhuma

sincronização de órbitas caóticas. O modelo (7.4), apresentou 2 sincronizações de

órbitas caóticas.

Quando nos reportamos à conexão para a qual mais ocorreu sincro-

nização, das 54 posśıveis sincronizações, aconteceram na rede convexa simples 22

sincronizações, ao passo que a rede convexa dinâmica exibiu 14 sincronias.

As taxas de migração µ = 0, 5 e µ = 0, 9, se comportaram de forma

muito parecida. Das 36 posśıveis sincronizações, as taxas de migração µ = 0, 1,

µ = 0, 5 e µ = 0, 9 favoreceram a sincronia, respectivamente, em 15, 11 e 10 vezes.

Por fim, a taxa de reprodução intŕınseca que mais possibilitou a ocorrência

de sincronização foi r = 2, 5 com um total de 29 vezes (das 54 posśıveis). Já o valor

r = 2, 8, proporcionou o acontecimento de 7 sincronizações.
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8 CONCLUSÕES FINAIS E TRABALHOS

FUTUROS

Neste trabalho constrúımos três modelos metapopulacionais com taxa

de migração independente da densidade e acoplamento formado por uma rede con-

vexa simples e por uma rede convexa dinâmica. Todos os modelos foram elaborados

a partir do modelo metapopulacional utilizado por Silva [31] através da inclusão de

quocientes.

O primeiro modelo que aqui apresentamos inclui na sua formação o quo-

ciente entre a densidade do śıtio de destino e uma média ponderada das densidades

dos śıtios, com pesos iguais às frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio de origem que

chegam no respectivo śıtio vizinho. Com isso, obtemos um modelo que permite a

escolha do śıtio de destino de acordo com a sua densidade.

O segundo modelo foi estruturado com um quociente da diferença de

densidade entre o śıtio de destino e o de origem por uma média ponderada das

diferenças de densidades dos śıtios com o śıtio de origem, com pesos iguais as frações

de indiv́ıduos oriundos do śıtio de origem que chegam no respectivo śıtio vizinho.

Temos assim um modelo que permite a escolha do śıtio de destino de acordo com a

diferença de densidade entre o śıtio de destino e o śıtio de origem.

Já o terceiro modelo aqui trabalhado é sistematizado com um quociente

da diferença relativa de densidade entre o śıtio de destino e o de origem por uma

média ponderada das diferenças relativas de densidades dos śıtios com o śıtio de

origem, com pesos iguais as frações de indiv́ıduos oriundos do śıtio de origem que

chegam no respectivo śıtio vizinho. Este modelo permite a escolha do śıtio de destino

de acordo com a diferença relativa de densidade entre o śıtio de destino e o śıtio de

origem.
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Para todos os modelos obtemos analiticamente um resultado que ga-

rante a estabilidade assintótica do atrator sincronizado (Teoremas 3.1, 5.1 e 6.1). O

número de Lyapunov transversal L⊥ do atrator sincronizado é dado pelo produto

do número de Lyapunov da órbita por um quantificador que depende da taxa de

migração e dos autovalores de uma matriz oriunda da matriz de conexão. Além

disso, se L⊥ < 1 o atrator sincronizado é assintoticamente estável.

À medida que estudamos os modelos de uma forma geral, passamos

para uma análise particular de cada modelo considerando funções de agregação e

antiagregação. Por meio de simulações numéricas obtemos a variação do número

de Lyapunov transversal em relação à taxa de migração e a taxa de reprodução

intŕınseca da função que descreve a dinâmica local. Os modelos com funções de

antiagregação apresentaram maior região de posśıvel sincronia (com relação a taxa de

migração µ e com relação ao parâmetro r) que os modelos com funções de agregação.

Com as simulações numéricas da órbita sincronizada com relação a pe-

quenas perturbações (gráficos espaço × tempo) conclúımos que os modelos com

movimentação dependente da diferença de densidade e com movimentação depen-

dente da diferença relativa de densidade com funções de antiagregação sincronizaram

mais vezes que todos os modelos. Também a estes, coube o maior número de sin-

cronizações de órbitas caóticas.

Na comparação entre modelos feita no Caṕıtulo 7, constatamos que en-

tre as densidades máximas mais elevadas e as densidade mı́nimas mais baixas sempre

está o modelo com movimentação dependente da diferença de densidade com função

de agregação. Um comportamento intermediário das densidades é apresentado pelo

modelo com função de agregação dada pela função identidade. Por sua vez, nas

densidades mı́nimas mais altas e densidades máximas mais baixas está o modelo

com função de antiagregação igual ao inverso da identidade.
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Tanto quanto a evolução da densidade ao longo do tempo, quanto à

sincronização, os modelos com movimentação dependente da diferença de densidade

e com movimentação dependente da diferença relativa de densidade com funções de

antiagregação se comportaram da mesma forma que o modelo utilizado por Silva

[31].

Quando nos reportamos a conexão, taxa de migração e valor da taxa de

reprodução intŕınseca da função que descreve a dinâmica local que mais favorecem

a ocorrência de sincronização são a conexão convexa simples, µ = 0, 1 e r = 2, 5,

respectivamente.

Apresentamos agora a proposta de continuidade do presente trabalho.

Até aqui consideramos a matriz de conexão C como uma combinação convexa de

uma matriz de conexão local e uma matriz de conexão global. Uma proposta de

continuidade é considerar agora uma matriz de conexão qualquer. No presente

trabalho, consideramos os modelos com migração independente da densidade. Outra

proposta é considerar a migração dependente da densidade, isto é, 0 < µ(x) < 1,

para todo x.
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