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SINOPSE 

Este trabalho apresenta a otimizaçâo de pÕrtico s m~ltj 
plos pelo m~todo da combinaçâo dos mecanismos. O probl ema~ f or 
mulado como um caso de programaç âo linear. Sâo considerados pÕr 
ticos de um and a r com o n~mero de vâos variando de um a cinco. 
Dois tipos de carregamento sâo uti l izados : fixo e variãvel repe 
tido. O critério de resistência ã fle xâ o governa o projeto, des 
prezando-se os efeitos da flamb agem, de força normal, de força 
co r tante, etc . o objetivo fundamenta l e fazer uma co mparaçao 

entre os resultados obtidos considerando-se os dois tipos de ca~ 

regamento i ndependentemente. A funçâo objetivo ~ o peso da estr~ 

tura expresso como uma combinaç â o l i near dos mome ntos plâsticos 

das barras da estrutura . As variãveis de projeto sâo: A) O mo

me nto pl ãstico dos pi l ares e B) o momento plãstico das vigas . As 
soluções sâo obtidas atrav~s da sub-rotina simplex . 
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SYNOPSIS 

This work presents th e opt i mi zat i on of mult i-bay f r a 
mes us i ng the combination of mechanisms technique . The pr oblem 
i s f ormul ated as a l i nea r progra mmin g probl em . It dea l s wit h 
one story and one to five bays plane frames. Fixed and varia

bl e r e peated l oa din g are co nsi de red. The go ve rni ng c r ite ri on i s 

that of f l exural strength, neglecting the effects of buckling, 
nor ma l force , shear force , e t c . The ma i n object ive i s to comp~ 

re the r esults obtained by the two loadi ng type act i ng indepe~ 

dent l y . The objective function is the structural we i gth given 

as a linear comb inatio n of t he members ' plast i c mom en ts . The 
des i gn variables are: A) the plastic moment of the stanchions 

and B) th e pl ast i c mome nt of the beams . The s olu t ions are found 

making use of the simplex procedure . 



V I I 

LISTA DE STMBOLOS 

aki = coeficiente que define a contribuição de Mpi na k-ési 
ma co ndição de equi l 1brio . 

A =matriz dos aki 

-+ b = vetor que contém os traba l hos externos dos k mecanis -

mos possíveis 

ek = traba l ho externo realizado pe l as cargas de serviço no 
mecanismo k 

E = m6dulo de elasticidade longitudinal 

H = carga concentrada horizontal 

= indice referente ao numero de variãveis de projeto 

I. 
l 

=momento de inércia de barra , associado ã variãvel i 

j = índice referente as seçoes críticas 

k = índice referente ao numero de mecanismos possiveis 

~ = comprimento de barra 

m,M = numero de equações não triviais 

m. 
J 

= mome nt o res i dual na seção j 

m. 
J 

=momento residual estaticamente admissíve l na seçao j 

(t~ ) . 
y J 

= momento de escoamento na seçao j 

M. 
J 

= momento fletor na seçao j 

f\1. 
J 

= momento fletor elãstico na seçao j 

M~a: 
J 

,.,: 
J 

=valor mãximo de f\1. 
J 

~~i~~~= valor m1nimo de~. 
J J J 
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=momento plãstico na seçao j 

= momento plãstico das barras verticais 

=momento plãstico das barras horizontais 

= numero de incógnitas 

= numero de mecanismo possfveis 

= numero de mecanismos independentes 

= peso por unidade de comprimento 

=função peso a ser minimizada 

= peso par a carregamento fixo 

= pe so para carregamento variãvel repetido 

=grau de indeterminação estãtica 

= numero de rotulas plásticas possíveis 

= carga concentrada vertical 

= carga ultima especificada 

=carga de colapso plãstico 

= variâveis de projeto 

= vetor que contém as variâveis de projeto 

= modulo elâstico da seçao transversal 

=mod ul o plâstico da seçao transversal 

= deflexão 

= deformação 

= fator de carga para plasticidade alternada 

= fator de carga para carregamento estãtico 

= fator de carga para colapso incremental 
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= fator de carga para carregamento variãvel repetido 
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0 . 
J 

= rotação da rotula ex is tente na seçao j 

0 ~ = valor positivo de 0 
J j 

- valor negativo de 0 - = 0 . 
J J 

0 kj = rotação da rotula j no mecanismo k 

+ va lor positivo de 0 kJ 0 kj = 

-
0 kj = v a 1 o r ne gativo de 0 kj 

K = curvatura 

\) = f a to r de forma 

o o = te nsão de escoamento infe ri or 

o u = tensão de e scoamento superior 

o = te nsão admissível 
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1. Introdução 

l.l- Escopo dos métodos plãsticos 

No fim do século passado, baseados no trabalho pio-
neiro de Navier, alguns autores como Maxwell, Mohr, Castigliano 
e outros, desenvolveram os hoje chamados método clássicos da an~ 
lise e l ástica. Seguindo a lei de Hooke, estes métodos eram efi
cientes porque, inicialmente, sendo aplicados apenas a treliças 

de madeira, não apresentavam dificuldades adicionais. 

Porem, no in1c i o do presente século, se tornou comum o 

uso do concreto armado e do aço, materiais que usados em estru

t uras de barras, permitem ligações mais r1gidas entre mem bros , 

possibilitando a transmissão de momentos para toda a estrutura . 

Foram, então, desenvolvidas técnicas adequadas para a análise 

deste tipo de estrutura. Apesar dos esforços, os novos métodos 

nao eram eficientes para estruturas com grau de indeterminação 

estãtica elevada, proporcionando ao calculista trabalho demasia 
do. 

Em vista disso e das excessivas simplificações que são 

necessãrias para a aplicação dos processos elãsticos, fugindo ã 
realidade, desenvolveram-se os métodos plãsticos com o objetivo 

de estabelecer procedimentos mais econamicos e mais racionais 
para a anãlise estrutural. 

Por outro lado, alem dos motivos supra, a capacidade 
de carga de uma estrutura hiperestãtica, cuja solicitação pred~ 
minante seja a de flexão, raramente e esgotada quando a seçao 
mais solicitada entra em escoamento . Exclu1da a possibilidade de 
flambagem, o colapso da estrutura se darã quando vãrias seçoes 
se plastificarem simultâneamente, depe ndendo, e 5bvio, do n~me 

ro de redundantes . Este tipo de ru1na e chamado colapso plásti

co e cada seção ao se plastif i car dã origem a uma r5tula plãsti 

ca . A possibilidade de utilização de uma estrutura alem do seu 
limite elãstico estã ligada â ductilidade do material que a com 
poe. 

Estruturas constitu1das de material d~ctil geralmente 
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poss uem um a reserva de resist~n c ia ac im a da carga de escoamento , 

a qual não pode ser utili zada quando se adotam processos e l ãst i 
cos. 

Os cãlc ul os baseado s nos cr i tér i os de plasti ci dade sao 

mui to mais simp l es que os corres pondente s elãsticos para a anãl! 
s e da mesm a estrutur a . Esta simplicidade anal1tica e uma notã vel 
vantagem dos métodos plãsticos, pois implica que esses não neces 
sitam de tantas simplifi cações como nos métodos elãsticos . 

Mesmo com o a dv ento da era da comp utação , a van tage m 
dos métodos pl â sti cos não se diluiu; problemas de otimização na 
ã re a da plasticidade são abordados com mais frequê ncia e f ac ili 
dade, tornando mais amplo o dom1nio do s métodos plãsticos. Ainda 

com relação ao uso dos computadores, os métodos plãsticos 
atualmente abordados através da programação line a r, dando 
uma mostra da sua versatilidade. 

1 . 2 - Histõrico 

-sao 
mais 

Embora o comportamento de vigas car r egad as alem do reg! 

me elãstico tenha sido estudado muito mais cedo, aparentemen te , 
Baker 1 foi o primeiro a imaginar que a teoria plãstica simples 

ser i a uma maneira de simplificar e racionalizar o cãlculo das es 

truturas mais compl exas . Para tanto, apresentou em 1949 um meto

do par a calcul a r a carga cr1t ica em pÕrticos co m mais de um vão: 
o método das tentativas. 

Segundo Neal 27 as primeiras publi cações sobre a utiliza
ção da ductilidade dos metais foram devidas a Kaz inczy, na Hun 
gria em 191 4, notando o pesquisador que uma viga bi-engastada e~ 

trava em colapso apenas qua ndo tres seções tr ans versais haviam se 
pl astifica do, comportando-se como articulações. A partir de então 
houve um for te cresc imento de in te resse a resp e ito do s 

pl ãsti cos, sa lientando - se Maier-Leibnitz em 19 28 . Este 
mé todos 

notãvel 
pe sq uisador realiz ou tes te s e apresentou interpretações teóric as 
que colocaram, pela primeira vez, os métodos plãst i co s numa fir 
me ba se quantitativa . 

Ate ser pu blicado o método das tentativas de Baker l , t o 
da a base do cãlcu l o plãstico era t ida como in t uitiva. Faziam-se 
neces sã rios f unda mento s matemãti cos , s em os qua is nenhuma teoria 
se desenvolve. Surgiram, e nt ão, nomes como Gre e nberg e Prager l6 , 
Ho rn e3 , Mas so ne t 25 e out ros pa r a colocar os método s plãsticos so 
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near; as soluções foram obtidas através da s ub-ro t ina simplex . 

Alem dos mencionados, outros pesquisado r es~, 1 0 , ll, 1 7 , 

28 , 29 , muito cont ri buíram para o progresso da teoria plãstica 
no campo da otimização estr utural, porem, o mundo ainda se en

contra no limiar desta era que poderã revo lucionar todo o cãlcu 

lo es trut ural . 

\ 



2 . Hipóteses Bãsicas 

2 .1 - O co nceito de rótula plãstica 

o objet iv o fundamental dos métodos plãsticos e predi 
zer para que cargas uma determinada estrutura e ntrar ã em co la p

so . 

Sup ondo carregamento proporciona l, um a estru t ura com

porta-se e lasticamente até q ue a fibra extrema de sua seção mais 

solicitada entre em escoamento, não sendo mais vã li da, a pa rtir 

daí, a teoria elãstica . E, entretanto possível analisar o com

portame nto desta estrutura, suposta carregada alem do seu limi 

te elãstico, através da teoria plãstica, desde que certas idea 

li za ções sejam feitas. Em geral, nota-se que com o crescimento 

das cargas a seção mais s olicitada se pl astif i ca rapidamente, 

tra ns mitindo um momento fletor maior que o mo men to que ca us ou o 

primeiro escoamento . Ao se plastificar totalmente a seçao com

porta-se como uma rótula, so frendo apenas movimento de rotação, 

com o momento fletor mantendo-se constante . A r~tula em ques 

tão e chamada rót ul a plãstica e o momento fletor que ela trans 

mite e o mome nto plãst i co . Uma hipótes e fundame ntal da teoria 

plãstica e que uma rótula plãstica pode sofrer rota ções de qual 

quer magnitude desde que o momento fletor permaneça co ns tante 

no seu valor plãstico. 

Se a estrutura for uma viga de aço , bi- apoiad a , car re 

gada no centro, como mostra a figura. 2.l(a), a seção mais soll 
c i tada estã sob a carga; plastificada, esta seção dã lug arã uma 
rótula plãstica e a def l exão cresce indefinidamente sob carga 
constante, desde que seja desprezado o acréscimo de re sist~ncia 

do material, como mostra o di agrama ca rga-deslocamento da figu
ra 2 . 1 ( b) . 

O assumido aumento indefinido da deflexão sob ca rga 
constante é chamado de colapso plãstico e a carga q ue o causa e 
a ca r ga de colapso plãstico, Wc . 

O fato da rótula plãstica transmitir um momento fletor 
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(o)- VIga do oco bl-opolodCI ( b)- Olooromo corCJo-deflexõo 

FIG . 2 . 1 

constante e definido implica que o meca nismo de movimento some~ 

te aparece qua nd o a carga e tal que produza este momento na rõ

tula. 

Os métodos plâsticos devem ser usados somente quando o 

critério governante do projeto é o colapso plâst ico . Existem c~ 

sos cujo problema principal é o de evitar outros tipos de r up t~ 

r a; e implici tame nte assumido que nenhuma par t e da estrutura se 

r ompe r ã por flambagem an tes que a ca rga de colapso plâstico se

ja at in gida . 

Os problemas de flambagem foram amplamente abordados 
por Baker 3, que ap r ese ntou regras para que os mesmos nao ocor
r am antes que seja at in gida a ca rga de colapso plãs ti co . 

2. 2 . Relação tensão - deformação para aço doce 

A figura 2 . 2(a) mostra o di agr ama te ns ão -deforma ção de 
um corpo de prova de aço doce ate sua r upt ura, a través de um en 
saio simples de t r ação . 
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o L-------------------------~ 
E.... o &:> 

(o) - Ol ooromo ten s õo- (b l- Período de escoam en t o 

defor moçõo 

FIG. 2 . 2 - RELAÇAO TENSAO-DEFORMAÇAO PARA O AÇO. 

A relação é line a r no período elâstico até que seja al 
cançada, em a, a t e nsão de escoamento s uperior . A tensão então 

cai bruscame nte para a tensão de escoamento inferior e a defor
mação aumenta, a tens ã o permanecendo constante , até o ponto b , 
de maneira pur amente pl~stica. Além de b , são necess~rios incre 

mentos na tensão para prod uzi r nov as deformações, e o material 
exper ime nta o "encruamento". 

Even tualmente a tens ão m ~x ima é at ingida em c. Devido ã estric

çao no corpo de prova , a tensão decres ce a partir de c, até que 
ocorra a ruptura, em d . 

Do ponto de vista da pl astic id ade o período de escoa
mento oab é o de ma ior interess e . Na figura 2.2(b) vê - se o pe
ríodo de escoamento com a e s cala de deformações amp l iada , jâ 

que em b a deform açã o é ge r almente da o rde m de l %-2 %. Nesta fi
gura a lin ha oa r eprese nta o mõdulo de Young, E, e a inclinação 
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da porçao inicial que experimenta o encruamento ~ definida como 

Es, a partir de b. Se a tensão for reduzida depois do escoamen
to, uma relação tal qual ef e observada; a inclinação inicial e 
o mõdulo de Young, e o desvio da sua linearidade no descarrega

mento e devido ao efeito Bauschinger. 

Se a tensão for aumentada nov ame nte depois de reduzida 
desta forma, o escoamento se darã ao ser atingida a tensão de 
escoamento inferior, ao longo de eb. Isto mostra que o encrua
mento do aço de stroi a tensão de escoamento superior, a qual 

somente reaparece apos tratamento térmico. 

A teoria plãstica s im pl es negligencia o encruamento e 

o efeito Bauschinger, levando a uma relação te nsão-deformação 

como a da f igura 2.3(a). 

Alguns aços, chamados do grupo B, nao apresentam a te~ 

sao de escoamento superior pois são previamente trab alhados a 

frio; assim, desprezando esta tensão, chega-se ã relação rlãst~ 

ca ideal apresentada na figura 2.3(b). 

Os erros introduzido s com est as simplificações sao minimos nao 

afetando de maneira conside rável o val or do momento plãstico. 

2.3. - Flexão elasto-plãstica e momento plástico 

Para uma viga de determinada seção transversal, homog~ 

nea, a r e lação entre momento fletor e curvatura alem do limite 

elãstico pode ser derivada da r e lação tensão-deformação desde 
que as hipótese s usuai s da teoria da flexão sejam observadas: 

A flex ão se dã por pares situados nas extremidades da 
viga, de forma que não haja esforço de corte nem força axial. 

As de formações são pequenas, neg ligenciando-se outras 
tens õe s a não ser as longitudi nais . 

A relação entre a tensão longitudinal e a deformação e 
idêntica ao caso da tração simples . 

As seções planas permanecem planas apos a deformação. 

Ale~ disso serã assumido que a relação tensão-deforma
çao e do tipo plástico ideal mostrado na figura 2.3(b), sem te~ 

sao de escoamento superior, sendo a relação obedecida individual-



mente por cada fibra longitudinal da viga, suposta l ivre de 

quaisquer tensões residuais . A anãlise serã simplificada consi -

• 
E 

o [o 

(o)- Com tensa-o da escoa- 1 bl- Relo!<~O piÓsttca tdeal 
mont o supenor 

FIG . 2 . 3 

deravelmente se a seç~o transversal for sim~trica com respeito 

ao eixo contido no plano de flex~o . Isto acontece em muitos ca 
sos prãticos com o plano de flexão sendo vertical . 

Uma v i g a , inicialmente reta, suje i ta a momentos ex t re 
mos ~1 , se deforma num arco de c1rculo de raio R e diz - se que 
K= l/R - da viga . A ,~eta ngul ar desta viga -e a curvatura seçao e 
mostrada na figura 2 . 4(a) com M atuando em to r no do e i xo X. 

Sendo o0 a tensão de escoamento inferior , a f i gura 2 .4 
(b ) mostra a di stribuição de tensões qua ndo 00 e at ingida na fi 
bra ma i s afasta da . Na figura 2. 4(c) um i ncreme nto no moment o 
at uante ca usou a pl astificação de uma parte da seção modi fi can-
do a distribuiç~o de tensões, e nqua nto que na fig ura 2 . 4(d) -v e-
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se a distribuiç ão de tensões quando toda a seçao est iver p1a~ 

ti fi cada . 

O momento fl e tor correspondente ã distribuição de ten 

soes da fi gura 2 . 4(c) é : 

M= l - o bz 
2 o 

d - z 
2 

d 

2 
+ z = b 1 - z2 

3 

(2 . 3 .1 ) 

Com z = d a te nsão distribui- se e l ast i came nt e em to-
da a 

que a 

- 2 
seçao e M=My é o momento de escoamento, o maior momento 

seção pode s uportar ante s de escoar . 

Tem-se, substituído em (2 . 3 .1 ) 

l bd 2 o 
6 o 

= ou = Zo 
o 

(2 . 3.2) 
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onde Z ~ o conhecido m6dulo elâstico da seçao 

Com z = o a s eçao estarã totalmente pl astif i cada ;s ubs -
tituindo em (2 . 3 . 1 ) , vem: 

MP 
1 bd 2o = 4 o ou = ( 2 . 3 . 3) 

onde Zp ~ o mõdulo plistico da seçao e MP representa o momento 
pl ãstico . 

O momento plãstico pode ser obtido diretame nte . A fig~ 
ra 2 . 5 mostra uma seção transversal com um ~nico eixo de sime 

t ri a conti do no pl ano de flexão q ue~ ve r t i ca l. Como a re su lt an 

te das forças axiais deve ser nula, se a seção estiver totalme n 

te pl ast ifi cada, a linha neutra , nesta ocasião, de vera dividi
-la em duas ãreas i guais . 

Sendo A a ãrea total da seçao e y
1 

e y
2 

as distâncias 

dos centró i des das semi-ãreas ã linha neutra, o momento plãst i

co se r ã dado por: 

MP 
l A ( y 1 + Y 2) a = -z o 

(2 . 3 . 4) 

E o mõdulo plãstico por : 

zP 
l A(yl + :Y2 ) = -z (2 . 3.5) 

A razao e ntre o momento plãstico e o mome nto fl e to r de 
escoamento e definid a como fator de forma, v, tal que : 

v = = (2 . 3 .6 ) 

A base de todo o cãlculo plãstico esti s umarizado na 
f i gur a 2 . 6 , a qua l most r a a re l ação ent re mome nto f l e t or M e cur 
vatura K para uma viga de rigidez EI e momen t o pl ãstico MP. r a 
re l açã o mome nto fletor-cur vatura ideal . 
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Se um a estrutura estaticamente indeterminada for subme 
tida a um carregamento propo rc io na l, a formação da prime ir a rõ 

tul a plã st ica não causarã, ge r a lme nte, o colapso plãstico . No 

vos incrementos de carga poderão se r efet uados com rõtulas p l ã~ 

tic as formand o-se sucessivame nte at~ que, fina l mente, sejam su 
f i cientes pa r a permitir a formação do mecanismo de movimento. 
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Conhec ido o mecanismo de colapso tem - se condições de 

determinar dir e tament e a ca rg a de co l apso pl ás ti co da est rutura, 
tanto por um procedime nto estático como por um c inemáti co. 

2 .4 - O princípio do s tra bal hos vir t uai s 

O pri ncí pio dos t rab a lh os vir t ua i s para estr uturas en

volve sistemas de forças (cargas e momentos fletores), que sa
t isfaç am as con di ções de equi líbrio e sistemas de deslocamentos 
(d e flexõe s , curvaturas e rot aç õe s) , que sat i s f aça m as co ndi ções 

de compatibilidade, tomando a forma: 

E P ó = f M K ds + E M 0 (2 . 4 .1 ) 

Sat isfaz e ndo as co ndições de comp atib i l idade, ba s ta a 

aplicação da equação (2 . 4 . 1) para que as cond içõe s de equil í

brio sejam satisfeit as e vice-versa . Em outras palavras , pode 

mos eleger um s istema de deslocame ntos arb itrário p o r~m comp ati 

vel , e, com a aplicação da equação dos t ra ba lho s virtuais obter 

um s is tema de forças equilibrado e vice-versa . 

Como o presente tra ba lho não se preocupa com deflexões 

interessa ape nas a aplicação do princípio para des l ocame ntos vir 
t uais. 

Para a viga bi - engastada da figura 2 . 7(a) a 
(2 . 4 .1 ) pode ser escrita : 

L P o* = L M 0* 

As rõt ul as inseridas nao sa o pl ásticas, apenas 

equ açao 

( 2. 4 . 2) 

foram 
introduzidas pa r a permi tir peq uenos deslocame ntos que realmente 
existem , enquanto que os membros entre as r õtulas 
tos . Desta forma K e s em pre zero, figur a 2.7(b), 

termo do se gundo membro da (2 4 .1 ) desapare ce . 

permanecem r~ 

e o pr imeiro 

No que se segue, um a conve nção de si nai s sera usa da 
para momentos fletores, curvaturas e rotações . Momentos fleto
res positivo s trac i onam as fib r as adjacent es ã linha tracejada 
da figura 2 . 7, e nquanto que curvatura s e rotações positivas cor 
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respondem a deformações de traçâo na s mesmas fibras . 

L / 2 L/2 

(o)- Viga bi - engostodo ( b l- De sI o c o me n r os v i r I u o i s 

FIG . 2 . 7 

Para a viga em questâo tem - se aplicando a (2 . 4 . 2) : 

v = 

ca ncel a ndo 0 vem : 

Vt 
2 = 

(2 . 4 . 3) 

( 2 .4 . 4) 

Esta e a equaçao de equilíbrio que deve ser obedecida , não i m

porta ndo se o comportamento da viga for e l ãstico ou parcialmen
t e pl ást i co . A eq uação (2.4 . 3) e i ndependente das pr op ri edades 
do material. 

Supondo que a viga da figura 2 . 7 se plastifique nas s~ 

çoes 1, 2 e 3 transformando - se num mecanismo, os momentos M1 ,M 2 

e M3 seriam o momento pl ãst i co MP , e a (2 . 4 . 3) se ri a esc ri ta : 

Vt 
T = (2 . 4 . 5) 
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ou 

V9.. 4 M T = p (2.4.6) 

v seria, então , a carga de colapso plástico ~~c: 

M 
w = 8 _e. 

c 9.. 
(2 .4.7) 

Desta forma a equaçao dos t ra balhos virtuais po de ser 
utilizada para determinar a ca rga de colapso plástico de uma es 

trutura, al~m de determinar s ua anãlise estâtica comple t a. 



3. Teoremas Fundamentais 

3.1 - Introdu ção 

No ca pítulo anterior mostrou-se que conhecido o meca
nismo a carga de colapso plâstico pode ser calcu l ada facilmente; 
por~m , são poucas as estruturas que fornecem a poss i bilidade de 

um s6 mecanismo. Na maioria dos casos haverão vãrios mecanismos 

e dentre todos ~ preciso selecionar o mecanismo real. Alg uns 

teoremas auxiliarão na procura do mecanismo . 

Assume-se queM ~ uma co nstante def in ida para cada p 
membro não dependendo da força cortante nem da força axia l. 

3 .2 - Teoremas 

3 . 2.1 -Teorema estãtico 

Uma dis tribuição de momentos fletores ~ dita es 

tat i camente adm i ss1vel quando satisfaz todas as con diçõ es de e 

quilibrio estãtico em relação a um conjunto de cargas externas 

prescritas; se esta distrib ui ção de mome nto s fletores nao exce 

der o momento plãstico em ne nhum ponto, al~m de estaticamente 

admissível, sera segura. Para que uma estr utur a seja capa z de 

suportar um dado conjunto de cargas e cond i ção necessária a 

exist~ncia de ao menos uma distribuição de momentos fletores que 

seja segura, a qual deve ser estaticamente admissí vel . O teore 

ma estâtico assegura a sufici~ncia desta condição . 

Para a apresentação formal do teorema s upoe-se 

que um põrt i co plano esteja suje i to a cargas ÀP 1 , ÀP 2 , ... , ÀPn , 
cada carga sendo aplicada num dado ponto numa direção espec i fi 
cada. P1 , P2 , P3 , .•. , P são presumidas fixas e podem ser cha -

n 
madas de cargas caracter1sticas e À o fator de carga. As carga s 

são especificadas totalmente pelo valor de À, e podem ser refe 

ridas co le tivamente como o conjunto de cargas À . O fator de car 
ga que causa o colapso plãstico é o fator de carga crítico, Ãc . 

Teorema : Se existir qualquer distribuição de mo -
mentos flet ores atrav~s de um pÕrtico 

plano que seja segura e estaticamente a dmissível em relação á 
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um conjunto de cargas À, o valor de À deverã ser menor ou igual 

ao fator de carga c r1 tico, Àc . 

3 .2. 2. - Teorema cinemãtico 

Se o mecanismo de colapso de um põrtico plano 

sujeito a um conjunto de cargas À for conhecido, o fator de car 
ga critico poderã ser calculado equacionando-se o trabalho re~ 

lizado pelas cargas externas durante um pequeno movimento do 

mecanismo com o trabalho absorvido nas rõtulas plãsticas . Se o 

mecanismo nao for conheci do , uma equação semelhante pode rã ser 

escrita para qualquer mecanismo que existir; para cada mecanis 

mo s urge um valor de À. 

Teorema: Para um dado pÕrtico plano sujeito a 

um conjunto de cargas À, o valor de À 

correspondente a qualquer mecanismo assumido deverã ser maior 

ou igual ao fator de carga c ri t ico, Àc . 

Em outras palavras pode-se dizer que se os valores de À corres 

pendentes a todos os mecanismos de colapso poss1veis forem cal 

culados , o fator de carga critico sera o menor deles. 

3 . 2 .3 - Teorema da unicidad e 

Os dois teoremas anteriores podem ser combina

dos num so . Sabe - se do teorema estãtico que para qualquer va

lor de À acima de Àc não hã distribuição de momentos fleto re s 

que seja segura e estaticame nte admissivel; por outro lado, s~ 

be-se do teorema cinemãtico que não hã a formação do mecanismo 

para o qual o correspondente fator de carga seja menor do que 

Àc . 

Teorema: Para um dado pÕrtico plano e um con-
junto de carg as À, se existir ao me

nos uma distribuiç ão de momentos fletores que seja segura e es 
taticamente adm i ssivel na qual o mome nto plãstico ocorra num 

n~mero suficiente de se çõe s para produzir um mecanismo, o cor
respondente fator de carga serã o fator de carga crit i co, À . 

c 

Sintetizando os t r es teorem as apresentados tem-se: 

Condi ções estãtica s À < À c 
À = À 

c 
Condições cinemãticas À > À c (3 . 2 .3.1) 
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Onde as condições estãticas e c inem~ticas sao aquelas 

especificadas nos dois teoremas corresp ondentes. 

3 .3- Mecanismos e Deslocamentos Virtuais 

A figura 3 .l (a) mostra um p6rti co retangular simples. 

Seus membros s ão uni formes e pos s uem a me sma seção transversal, 
te ndo comprimen t os e sendo carregado conforme o esq uem a : 

2W 

2 3 4 3W 
~ --- -MP--- - - ~ 

I I 
I I 

L IMP MP : 
I I 
I I 5 

L L 

lo 1- Cargos e dlmens!)es !bl- Mecanis mo lateral 

(c l- Mecon1smo de viga (d ) - Me co nismo comb1no do 

FIG . 3 .1 

O mecanismo lateral mostrado na figu r a 3 . l( b) ~ compl! 
tamente de f inid o pe l a rotação horãria da coluna ã esquerda . A 

figura 3.l(c) mostra o mecanismo de vig a e a 3 .l(d) ~o resulta 

do da soma dos dois primeiros mecanismos, o mecanismo combinado. 

O mecanismo l ateral e o mecanismo de vi ga são os meca
ni smos independe ntes e se u n~mero depende da quantidade de pos
sívei s r6tulas e do grau de indeterminação estatica da estrutu-
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ra . 

Os mecanismos independentes fornecem equaçoes de equ! 
líbrio l inearmente independentes enquanto que as equaçoes for 

nec i das por mecanismos resultantes da combinação de mecanismos 

indepe ndentes são combinações lineares das mesmas . 

Para o mecanismo lateral, util i za ndo o pr in cípio dos 

trabalhos virtuais, pode-se escrever: 

(3.3 . 1) 

Pa r a o mecanismo da viga tem-se : 

(3 . 3 . 2) 

Para o mecanismo combi nado da figura 3 . l(d), soma m- se (3 . 3 .1 ) 

e (3 . 3 . 2) : 

(3.3 . 3) 

Se os mecanismos fossem analisados do ponto de vista 

plãstico , o teorema cinemãtico estabeleceria que o fator de car 

ga critico seria o menor dos fatores de carga forne cidos pelas 

(3 . 3 . 1), (3 . 3 . 2) e (3 . 3 . 3) . 

3 . 4 - O fator de carga 

Uma estrutura e sempre projeta da com alguma margem de 

segurança, isto~. as cargas de serviço são menores que as ca! 
gas que pr oduziriam o colapso. Esta segurança contra o co l apso 
e r epresentada pe l o fator de carga c r ít i co como fo i vi sto na 
seçao 3.2 . 

Alem de garantir a segurança da estrut ura sob as car
ga s de serviço, o fator de carga cobre erros de fabricação , i~ 

pre ci são nos va l ores e out r os defeitos . Com ta ntas variãveis e 
di f íc i l f i xar um valor para o fa t or de carga sob r e um a base teõ 
ri c a . 

Entretanto, se o cãlculo plãstico , que e mais r aci o-
nal, uti l izar o mesmo fator utilizado para o cãlculo elãstico, 
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a estrutura deverã estar em segurança . 

O cãlculo elãsti co de uma viga~ governado pe l a tensão 

co rres ponde nte ao ma i or mome nto fle t or existente ; 

Se a t e nsão admissível for o, então : 

a condição de 

s ubstituindo: 

ou 

M y = ãz 

cola pso e dada 

À c M y = M = p 

À = 
o z o p 

·óZ c 

o 
À 

o 
= -v 

c 
o 

por : 

o z 
o p 

(3.4 . 1) 

(3.4 . 2 ) 

(3 . 4 . 3) 

(3.4 . 4) 

Tomando o I o= 1,4 e admitindo que v = 1,15 (perfil I) , 
o 

tem-se uti l izando a (3 . 4 . 4) : 

= (1,4) (1,15) = 1 '6 1 

Esta aproximação ~ devid a a Baker e Heyman 2 

timativa do fato r de ca r ga crítico . 

3 . 5 - Cargas distribu1da s 

-e e ap enas uma es -

Quando um ou mais membros da estrutura estiver sujeito 
ã ca r gas di strib ufdas, a di s t r ib uição do s momentos fletores i 
pa rabÕl i ca , e o mãximo momento pode ocorr~ em qual que r pos i ção . 
Se o mecanismo de colapso e nv olver uma rõt ula pl ãst i c a na posi 
ção do momento fletor mãximo, sua locali zação deveri ser det e r

mi na da . Entretanto, este processo torna-se muito trabalhoso em 

cer t os c as os e apenas for nece um grau de precisão du vi doso . 





22 

Ne al 2 7 , Baker e Heyman 2 , mostraram que o erro cometido 

ao con s ide rar a rõtu l a em pontos definidos ~ mrnimo, nâo afetan 
do os resultados prãticos . 

Langendonck 2 ~ sugere qu e quando houver forças externas 

distriburdas, faz-se sua substituiçã o por forças concentradas! 
quival e ntes, i s to e, que exe r çam o mesmo t r aba l ho para a s upos
ta forma de ruTna da barra . 

As cargas equivalentes constam de tres forças aplica
das na s e xtrem idades da barra e no ponto que se pressupoe ser 

aquele em que se vai verifica r a rõtula plãst i ca. O erro cometi 
do e apenas na lo calização da rõtula no vao e para ca r ga unifor 

memente di s tribu1da ê em torno de 1%. 

A tabela 3.1 apresenta a l guns casos desenvolvidos po r 

Langendonck. 

3 . 6 - Tip os de Co l apso Plãstico 

Considere-se um põrt ico plano com r redundantes para o 

qual o mecanismo de co lap so te nh a somente um grau de liberdade 

co m (r+ 1) rõtulas plãsticas . No instante do cola pso os momen

tos fletores nas posições das r õt ul as plãsti cas serão co nh eci

dos, e hav e r ã uma equação de equilrbrio co rrespondente ao meca

nismo de colapso a qual fornecerão fator de carga. Restarão r 

equ açoes de equi lr brio das quais pod e rão ser obtidas as r redun 

dantes, de forma qu e a est ru t ur a e estaticamente dete rminada no 

ins t an te do colapso . Essa sit ua ção ê descrita como colapso com
pl eto. 

Se o colaps o nao for comp l eto poderã ser parcial ou 
mais-que- co mpleto. O colapso parcial ocorrerã quando o numero 
de rõtulas plãst i cas formadas no instante do colapso for insufi 

ciente pa ra tornar a es trutura estaticamente determinada. O co 
lapso serã mais-que-compl eto quando a dois ou mais me canismos 

corres ponde r o mesmo f ator de carga crrtico . Os mecanismos que 
originam um colapso mais-que-completo podem ser transformados 
num mecanismo ~nico com mais de um grau de liberdade. 



4 - Os Métodos do Cã lculo Plãstico 

4 .1 - Introdução 

Apesa r de se ter chegado a bons resultados de manejra 
quas e que intui ti va, tor nav a - se imp e ri osa cada vez mais a c ri ! 
ção de méto dos ma i s potentes para a anã l is e plãstica estrutura l. 

O método das tentativas de Baker 1 foi o pioneiro e,t a_!_ 

vez por i sso , muito limitado . Pode - se pe nsa r em usã-lo apenas 
quan do o mecanismo de colapso for con hec ido ou quand o a estru

t ur a for tal que possua poucos mecanismos posslveis . 

Horne 3 desenvolveu o método da distrib ui ção dos momen 

tos plãsticos, ass im chamado por ter semelhanças com o m~t o d o 

da distribui ção dos momentos da anãlise elãstica, o qual con 

sidera cada membro da est ru t ur a separadamen te, e , us a ndo um 

processo sistemãtico, estabe l ece o equillb ri o entre os membros. 

Pa ra pÕrticos peq uenos e retangulares oferece bo ns resultados 

tornando-se mu i to trabalhoso para estruturas maiores . 

Qu an do o mecan i smo de co lap so não for conhecido, isto 

é, quando a estrut ur a oferecer muita s poss i bilidades de colap

so , utiliza- se o método da comb inação dos mecanismos dev i do a 

Neal e Symonds 27 . O fundamental deste mé t odo e que, conhecidos 

a estrutura e o carregamento, todo mecanismo de co lapso possl

vel pode ser visto como a combinação de um ce rto n~mero de me 

canismos i ndependentes. 

Para cada mecanismo aplic a- se o princl pi o dos traba

lhos virtu a i s obtendo-se uma equação energética a qual fornece 
o correspo nd ente valor do fator de carga À . O verdadeiro meca
nismo de co la pso e di st into dos OutrOS pelo fato que a ele CO! 

r espo nde o menor valor de À , pe lo t eorema cinemãtico. Os meca

nismos independentes que fornecem fatore s de cargas baixos são 
exami na dos para ver se poderão ser combinados e ntr e si for man 

do outro mecanismo que produza um fa to r de ca rga menor a inda. 
r neces sã ri o somente examina r poucas das mais provãve is combi
nações para chegar ao mecanismo verdadeiro . Pode-se , a segu ir, 
realizar uma anã li se estãtica para verificar o re su ltado. 
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4 .2 - A T~c ni ca da comb in açâo dos mecanismos 

4 . 2. 1 - Bases do m~todo 

A figura 4 . 1 mostra um p5rtico retangular sim

ples , uniforme, e seus tres mecanismos virtuais possiveis . 

H 

h 

v 

2 3 
r-
I Mp 
I 
I 
IMp 
I 
I 

lh~ l/2 I L/2 

(o ) - Estruturas e 
dimensões 

2 9 

(cl-M econt smo de 
V IOO 

4 

i e 
I 
I 

Mp I 
I 
I 

~ ~ 
e 

( b l-Mecanis mo lo te rol 

( d l- Mecanismo combina do 

FIG . 4 . 1. 

Para o mecanismo combinado da 4.l(b) , aplicando 

a eq uação dos trabalhos virtuais, tem-se: 

Hh = - M 1 + Mz ~~l.j + Ms (4 . 2 . 1.1) 

Esta equaçao deve ser satisfeita independentemente do comporta
mento da estrutura ser p1âstico ou e1âstico. Sejam as seções nu 
meradas de um a cinco na figura 4 . 1(a) e se us respectivos momen 
tos f l etores M. , i = 1~5 . A equação (4 . 2 .1.1 ) relaciona estes 

1 
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momentos de uma determinada ma ne ira . Necessita -s e saber quantas 

equaçoes de eq uil1bri o deste t ipo existem para uma dada estrutu 

r a . 

As cinco se çoes numeradas na figura 4 .l (a) sao as se

çoes criti cas na s quais poderão se form a r rõtulas plãstica s so b 
o part icul ar sistema de cargas . Para o tipo de estrutura cons i
derado as seções criticas ocorrerão nos po nt os de carga e nos 
nõs , em virtude do diagrama de momen tos fletores ser constitui
do de linh as retas entre estas seçõe s . De maneira mai s geral, 

as cinco seções podem ser chamadas de se ções principais pois o 

conhecimento dos momentos fletores na s suas pos ições descreve o 

estado do põrtico em qualquer estãgio do carregame nto . 

O põrtico t em tres redundante s e, olhado desta forma, 

a distribuição dos mome ntos fletores se ri a comp letamente espec! 

ficada se os valores destas redundantes fossem conhecidos . 

Da eq ua ção (4 .2.1.1), por exemp l o , se os valores de 

M1 , M2 e M4 fossem conh e cidos , o valor de M5 poderia ser cal

culado imediatamente . Deverâ haver uma outra eq uação de equili

brio que pe rmita o cãlc ulo de M3 . Esta equaçao de equi li brio 

pode ser escrita, com vistas ao mecanismo da figura 4.l(c) atra 

ves da aplicação do pri ncipi o dos traba lhos virtuais: 

1 
"Z V R. = + - M4 (4.2.1.2) 

O terceiro mecanismo, fig ura 4 .l ( d), dã orige m ã se guinte equa
çao : 

H h + + Ms (4 .2.1. 3) 

Entretanto, a eq ua çao ( 4 . 2.1 . 3) não contém novas informações ; e 

simplesmente o res ul tado da soma de (4 .2.1.1) e (4 .2.1.2 ) .Some~ 

te duas equaçõe s são independentes . 

Deste r aciocinio pode ser de duzida a regra geral para 
o conhecimento do nu mero de eq uações de equilibrio num põrtico 
plano . 

Se uma estru t ura poss uirum numero N de seçoes criticas 
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e um numero R de redundantes, existirão (N - R) relações indepen 

dentes entre os momentos fletores que atuam na s seçõe s princi

pais . Todas as demai s equações que r e lacionam es te s mom e ntos 

fletores podem ser deduzi das das (N - R} equações de eq uilí bri o in 
dep end ent es . 

Agora, uma eq uaçao de eq uilíbrio ta l qual 
(4 . 2.1 . 1) pode ser escrita admit indo que os mecan i smos da f igu
ra 4 .1 não sejam vir t uais e s im mecanism~ de colapso pl ãstico , 

pos existe de fato um a correspond~n cia exata entre uma eq uaçao 

de equilíbrio e um mecanis mo de colapso . 

A s s i m , p a r a o m e c a n i s m o d a f i g u r a 4 . 1 ( b ) , t e m - s e: 

ou 

Par a o 

ou 

Hh 0 

me ca ni smo 

1 VR. 
7 

= M 

de 

= 

0 + p 

H h 

viga 

M o + p 

N 0 + p M p 

= 4Mp 

da 4 .l (c) , 

Para o me ca nis mo combinado : 

H h + = 

0 + 

vem: 

M 0 p 

M 0 p (4 . 2 .1. 4) 

(4 . 2 .1. 5) 

( 4 . 2 . 1 . 6 ) 

(4 .2.1. 7) 

(4 . 2 .1.8) 

A eq uaçao (4 . 2 .1. 8) f oi obt id a somando - se as equ~ 
çoes (4 . 2.1.5) e (4 . 2.1.7), com um ajustame nto: no se u lado di
reito hã uma r e du çã o de 2Mp em virtude do cance l amento da rót u
l a pla s tica na seçã o 2 quando os mecanismos fora m comb in ad os . 
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Deve ser notado que o cancelamento das rótulas 

pl âs ti ca s ~ a cha ve do m~todo da combinação dos mecan i smos . Se 

duas eq uações tais como (4 . 2 .1. 5) e (4 . 2 . 1 . 7) fo r em comb in adas 

sem qualquer redução no trabalho realizado pelas rõt ulas, o va

l o r de A res ultarâ i ntermed i ãr i o aos doi s valores originais . 

4 . 2.2 . - Rotações Nodais 

As seções críticas na s junções das barras da fi

gur a 4 .l (a) foram marcadas corretamente pois os membros poss uíam 
a mesma seção transversal, embora na prãt i ca a rõt ul a pudesse 

se formar ou na,viga ou na coluna . Entretanto, se a estrutura 

não for uniforme, a rót ul a se formar ã no membro menos ríg i do . 

P a r a r e f l e ti r e s ta c o n s i de raç ã o , duas seções c r i 
ticas deveriam ser tomadas em cada junção, como mostra a f i gura 
4 . 2 . 

3 5 
2 r- --- -4-------, s 

I 1 
1 1 
1 1 
I 1 
I I 
I I 

I 7 

Est r u turo e s uas 

se ç õe s c r I t 1 c os 

FTG. 4 . 2- SEÇDES CRITI CAS 

De sta forma, sob o carregamento mostrado o nGme
ro de seçoes c riti cas ~ sete . Como o nGmero de re dundantes per
manece tres, são nece ssãr ios quatro mecanismos in depe nd ent es P! 
ra descrever completamente o comportamento do pÕrtico . 

A f i gura 4 . 3 mostra os quatro mecanismos: 

Os mecan i smos das f i guras 4 . 3(a) e 4 . 3(b) sao os 



( o ) _ Me con i s mo 

lo terol 

3 

( c) -Rotoçõ o 2 - '3 

29 

{ b )- Mecon i smo de 

vrgo 

5 

( d )-Ro toçao 5-6 

FIG . 4 . 3 - MECANISMOS IN DEPENDENTES . 
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conhecidos lateral e de viga, enquanto que os out ro s dois sao 

exemplos de uma i mportante classe de mecanismos e l ementares, as 

rotações nodais . 

O sig nifi cado das ro tações noda i s ~ be m enten di

do a trav~s de uma aplicaçio do princTpio dos trabalhos virtuais. 

Supondo o mecanismo da figura 4 . 3(c) tem-se: 

( 4 . 2 . 2 . l ) 

ou 

= ( 4 . 2 . 2 . 2 ) 

A equa çao (4 . 2 . 2 . 2) apenas mostra qu e o mome nto fletor na jun 
çio 2-3 deve ser contTnuo . 
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A rotaçâo nodal serã realmente im po r tante q ua ndo 

a e stru t ura poss uir n6s onde con co rr am ma i s de duas ba rr as ,como 

na figur a 4 .4. 

2 3 5 6 8 9 _ ____. .. r------·-----, 
1 7 I 1 

I I I 
1 I 
I I 
I 
I 

lO 

FIG . 4 . 4 . - ROTAÇ~O NODAL DO NO CENTRAL 

DE UM PORTICO DE DOIS V~OS . 

A junçâo 5-6-7 apresenta uma rotaçâo nodal com a 

seguinte equaçao de equillbrio , de acordo co m a co nvenç âo de si 

nais adotada: 

(4.2 . 2 . 3) 

A equaçao (4.2 . 2 . 3) e de fa t o importante pois de 

l a dependem in~meros ca ncelamentos de r6tulas plãsticas po ssi b! 

litando alcançar fatores de carga menores . 

4 . 2 . 3 . Limitações do Método 

O cã l culo da carga de colapso plãstico para e s 

truturas com gra u de i ndeterminação estât i ca muito alto e um prE_ 

cess o muito t r abalhoso me smo com a possib ili dade da apli ca çâ o do 

método da combinaçâo dos meca nismo s . 
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A prin c ipal dificuldade e que pa r a uma estrutura 

com p me cani s mo s inde pe ndentes existem 

(4 . 2 . 3 . 1) 

mecanismo s a serem investigados, a menos que um seja préviamen

te identificado como o mecanismo de colapso pela ap l icação par! 
lela do teorema estãtico. 

Outra dificuldade é que para um proc e dim e nto au

tomãtico com o uso de computadores é necessãria uma anãlis e pr~ 

via da estrutura para informar â mãquina os me canismos indepen
dentes, isto, porém, levaria a um consumo exce s sivo de tempo 

comp utacional, vis to que o computador percorreria todos os meca 

ni smos possi vei s . 

Cohn e Grierson 7 desenvolveram um programa auto

mâtico (COMECH) que necessit a da in f ormação dos mecanismos ind~ 

pendentes, cuja maior limitação é o t e mpo de exec ução . Pa r a p=6 

são necessârios dez segundo s , aumentando, por~m, rapidame nt e com 

o grau de inde t ermina ção estâtic a da estrutura. 



5 . -Carregamento Vari~ve l Repetido 

5 .1 - Introdução 

As cargas sobre uma estrutura podem variar considera 
velme nte durante sua ex i stê nci a . Sem fa l ar no seu peso pr6prio, 
um a estrutura po de sofrer os efe i tos do vento, da neve e at~ 

de terremotos . A magnit ude des sas cargas não pode ser prevista 
num determinado instante, embora se us picos sejam co nh ecidos , 

visto que sua seqO~ncia ~ imprevisivel . Estes tipos de carrega 

mento dizem- se variâveis repetidos. 

E possivel que sob cargas variáveis r e pet idas uma es

trutura possa romper devido ao desenvolvimento de grandes defo~ 

maçoe s , mesmo que a maior carga possivel não seja suficientemen 

te grande para ca usar o colapso plãstico, se a plicada estatica
mente . 

Sejam À p I ' À p ? • . . . • \ P r ' . .. ' \ Pn 

um conj un to de cargas que atuam sobre u~ pôrtico num dado ponto 

direção especificada; Ã -e numa e um fator de carga comum a to das 

as cargas . O valor de qua l que r carga, .>.P , pode variar e ntre os . r 
ll· m,·tes ('Pmax Pm 1 n) · d d t t d · -A r A r , 1n epen en emen e as var1a ço es que 
possam ocorrer nos valores das outras cargas . Os limites (P~ax , 
pmi n) presumem-se conhecidos . 

r 

A ruptura pode dar-se de duas maneiras sob carregamen
to variãvel repetido: 

A plasticidade alternada ocorre se as cargas , ou se a 
seqüência de aplicação das mesmas, façam com que um ou mais mem 

br os da estr utura sejam fletidos repetidamente de forma que as 
fibras , al t ernadame nte tracionadas e comprim id as, entrem em es 
coamento . Haver~ um fator de carga para a plast i cida de al ter na
da , Aa, acima do qual sua ocorrência sera provãvel . 

O outro tipo de ruptura sob carregame nto vari ãvel r ep! 
tido se dã se combinações criticas das cargas seguem-se umas ãs 
outras em ciclos bem definidos. Se .>. ex ceder um certo valor .>. * , 
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haverão increme ntos nas rotações das r ótul as pl ãst i cas de cer

tas seções durante cada ciclo de carga, in c r emen tos esses no 
mesmo sentido. Se A, apesa r de ex ceder A* for menor que um va

lor c ritico mais a l to, A;, os incremen tos nas rotações se torn! 
rão progressivamente menore s ã medida que o nGmero de ciclos au 

me ntar . Alcança-se ass i m uma condiçã o na qual , a cada ciclo,não 

existem mai s variações nas rotações e as va ria ções dos momentos 
fletores são puramente elãsticas; diz- s e que a estrutura "amor

teceu11. Entretanto, se A exceder A .. não hã amortecime nto, e du-,, 
rante cada ciclo as rota ções serão finitas de tal forma que se 
ocorrer um nG me ro s ufi ciente de ciclos, as rotações nas rótulas 

serão inaceitãve i s provo ca ndo o co l apso incremental, com A. sen 
1 

do o fator de ca rg a pa r a o co lapso incremental. 

A obtenção de A
3 

e A;, jã se not ou, não ~ tão simples 

e indepen dente como a de Ac. Quando se considera carregamento 

variãvel repetido ~ necessãrio o conhecime nto da re spos t a elã~ 

tica da estrutura para ca da combinação de ca rgas, e, al~m disso, 

a envoltór i a dos momento s fl e tores elãsticos em cada ponto de 

posslvel formação de rót ula s plãsticas. 

5 . 2 - Definições 

A figura 5 . 1 mostra a re l ação momento flet or-curvatura 

que ~ usualmente as su mid a quando se considera carregamento va

riãvel repetido ( Shake-down analysis). A relação ~ apropriada 

para uma viga co ns t i tu1da de material e la s to-plãstico perfeito 

cuja seção t ra nsversal tenha dois eixos de simetria, sendo um 
dele s o de flexão . 

SejaM. o mom ento fletor numa se ça o c r1t i ca j . Se to-
J 

das as ca rg as forem removida s e a estr utur a s e comportar e lãsti 
came nte durante o des carreg amento, haverã um momento fle t or re
sidual nesta s eção, defini do por: 

m. = M. 
J J 

fv1. 
J 

onde~ . e o momento fletor que se ria pro duzido se a 
J 

inteira se comportasse elasticamente . 

(5 .2.1) 

estrutura 

E poss1 ve l que o processo de descarregamento nao sejá 
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M 

2My 

RELAÇÃO MOMENTO FLETOR - CURVATURA 
I 

PARA CARREGAMENTO VARIAVEL RE P ETIDO 

FIG . 5.1 

comp l etamente e l ãstico, mas mesmo ass im a (5.2.1) ~ vãlida . Qua! 
quer distribuição de moment os r es idua is assim definida serâ es

tãticamente admisslvel sem carregamento externo desde que ~j e 

M. sejam estaticamente admiss1veis com o carregamento real . 
J 

Se cada ca rga variar entre os limites {>.P~ax , >. P~in) ,o 

principio da superposição dos efeitos poderã ser usado para de -
terminar a envolt6ria dos mome ntos 
mâximos e minimos serão >.~~a x e 

elãsticos ~., cujos valores 
. J 

>.M~ 1 n. O câlculo é facilmen
J J 

te executado se cada carga >. Pr puder variar independentemente 
das outras . 

Para plasticidade alte rnada: >.s 

Par a c o 1 a p s o i n c r e me n ta 1 : 

= 

= À · 
1 
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5 . 3- Teoremas 

5 . 3 .1 -Teorema do limite inferior (Shake - down 
Theorem) 

Te ndo em co nta a rel ação da figura 5 .1, estabele 

Teorema : Se existir qualquer distribuição de mo 
mentos fletores r es idu ais, m, a qual s~ 

ja estaticamente admiss ível para a est ru tu r a sem ca rga externa 

e que sati sfaça as co ndiç ões 

m. + Ãf.'l ~a x < ( M ) . 
J J p J 

(5 . 3 .1.1 ) 

m. + À~~ in > - ( M ) . 
J J p J 

(5 . 3 .1. 2) 

À (t1n~a x IM'~ i n < 2 ( M ) . 
J J y J 

(5 . 3 . 1.3) 

-O valor de À sera menor ou igual ao fator de carga Às . 

As condições (5 . 3 . 1 . 1), (5 . 3. 1 . 2) e (5 . 3 .1 .3 )são 

condições estãticas; e evidente que não sendo sat i s feit a s nao 

have rã amorte c imento. Em outras pa l avras, estas sa o as con di

çoe s necessãrias para que ha ja amortecimento, e o teorema do li 

mite inferi or ass e gura s ua sufi ciência . 

Se À ul t r apassar o valor de À Serã impossível s 
encont rar qualquer co njun to de mome ntos residuais que satisfaça 

as condições de eq uil1bri o . 

Se À for ima ginado c re sce ndo uniformemente, se 
tornarã progressivamente ma i s di f1c il satisfazer as inequa ções 
(5 . 3. 1. 1) e (5 .3.1.2 ) . 

Uma possibilidade surge se a desig ua l dade (5 .3. 1 . 3) 
nao for satisfeita numa seção particular embora tenha excedi-

do a Às e as co ndi ções (5 . 3 .1.1 ) e (5.3 .1. 2) se ve rificassem. 
Neste caso o co l apso se dari a por pl ast icid ade alternada, com 
À = À s a · 

A outra possibilidade aparece se as co nd ições 

(5 . 3 . 1.3) e (5 . 3 . 1 . 2) não se verifica rem simultaneamente,apesar 
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de que cada (5 . 3 . 1 . 3) s e verif iq ue . A rup t ura neste caso seria 

por co l apso incrementa l, com "s = >. i . 

Uma outra des i guald ade pode ser de r iv ada pa r a c a 

da seçao j a partir das inequa ções (5 . 3 . 1.1) e ( 5 . 3.1 . 2): 

- ( M ) . >.M~i n < p J J -

ou 

>. ( tl ~a x 
J 

t1n~ in 
J 

m. < 
J -

< 2 ( M ) . - p J 

( M ) . p J 
>.t1~a x 

J 

(5 . 3 . 1 . 4) 

Comparando (5 . 3.1.3) com (5 . 3 . 1.4) nota-se que 

a ~l t ima ~menos restritiva e tornam-se i guais no cas o de bar -

r as com v = l, o que 

i neq uação (5 . 3 .1. 3) 

menta (Shake -do\'m ) , 

implica em M = M . Neste caso especial, a 
y p 

pode ser obtid a das co ndi ções de amorteci -

pois estã contida em (5 . 3 . 1.1) e (5 .3 . 1.2 ) . 

As co ndi ções (5 . 3 .1 .1 ) e (5 . 3 . 1.3) são aprop ria 

das somente quando os membros da estrutur a obedece r em âs co ndi 

ções estabelecidas anteriormente , que lev am ao diagrama (M, K) 
most r ado na fig ur a 5 . 1 . Se estas hipóteses não f orem obede cid as, 

as co ndi ções para o ocor r~ncia do amortecimento deverão ser es 

t abe l ec i das em t ermos das di s t ribuições de tensões em ca da se 

ção transver sal em vez dos momentos resultantes . 

5.3 . 2 - Teorema do li mite s uperior 

O teorema do l imite superior estã ligado a valo 
res de >. derivados de determi nados mecanismos e nv ol vend o pl ast i
c ida de a l ternada ou colapso incremental . A plast i cidade alterna 
da ocorre r á pr i meiram e nte na seção crftica c uja r e l ação (~max -
~mi n ) . . S f -•. , seJa ma1or . e esta or a seç ao k , o f ator de carga para 
o qu al ex i stira a plast i c i dade alternada serã : 

>. , (fvl ma x 
a k = (5 . 3 . 2 .1 ) 

O va l or de >. 'a ass i m calculado pode ser imaginado como o cor -
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re spo nden te a um mecanismo de plasticidade alternada consistindo 

de uma unica rótula pl ast i ca , l oca li za da na seção k . 

Assumindo um mecanismo de co la pso in cre me ntal, o 

correspondente valor À
1 i do fator de carga poderã ser calculado : 

Seja 0 j a rotaç ão da rótul a existe nte na seção j; 

sera 0~ ou 0 : de acordo com a convenção adotada anteriormen-
J J 

te. Sejam. o conjunto de momentos fletor es r es iduais no instan
J 

te do colapso ; seus valores podem ser calculados : 

À I . f.1 I~ a X ( M ) . todo + m. + = par a 0 . 
J 1 J p J J 

(5 .3 . 2.2) 

À I . ,.1 ~i n ( M ) . to do -m. + = - para 0 . 
J 1 J p J J 

(5 . 3 . 2 . 3) 

Como os m. s ão estaticamente admissfveis para a estrutura des 
J 

carrega da, aplicando o princTp i o dos traba l hos virtuai s ,tem- se : 

E m. 0 . =O 
J J 

( 5 . 3 . 2 . 4 ) 

com o somatório cobr in do todas as j r ótul as do mecanismo ass umi 
do. 

tem-se : 

ou 

Substit uind o (5.3.2 . 2) e (5.3 . 2 . 3) em (5 .3. 2.4) 

, ~ . r-l mJ. axl + + 
1\ 1 0 j 

+ 

r.l - (M ). p J 

= r. (M). 
p J 

À I i t-1~, i n I 0 j = O 

I ' 
1 0 · I 

J' 
( 5 . 3 . 2 . 5 ) 

Teorema: O valor de À corresponde nte a qualquer 

mecanismo escolhido , seja de pl ast i cid! 
de alternada ou colapso in cre mental, .\ ' ou .\ '., deverã se r a 1 
maior ou igu al ao fator de ca rg a de amortecimento , .\ . 

s 
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Qua l querv a lor de À ca lcul ado de sta forma sat i sf! 

rã as condições cinemãticas do teorema do limi te superio r. 

5 .3 . 3- Obser vações e teorema da unicidade 

A presença de momentos residuais devido a defei

tos no tamanho das barras ou movim ento dos apoio s não modifi ca 
as condições para a oco rr~ n cia do amortecime nto. Entretanto, a 
distribuição dos momentos f l etores elâsticos depende da rigidez 
dos n6s e do s apoios, e por isto A tamb~m de pe ndera. I sto con-s 
trast ra com o co la pso plâs t ico sob carreg amento estâtico, cujo 

fator de carga, Ac, ~i nde pe nde nt e da rigidez dos n6s e s upor

tes . 

O te ore ma do limi te inferior especifica condi-

çoes que, s e sat isfeitas , asseg ur am que a flu ~ n c i a pl ãst ica ce! 

sa ra, por~m nâo estabelece limites para as deflexões que possam 

se desenvolver numa est rutura sujeita a ca rre game nto variavel 
repetido . 

Varias te ntat ivas foram feitas para estabe l ecer 

tais limi tes mas at~ ago r a nenhuma obte ve s ucesso completo . 

Um teorema para um uni co va lor de Às pode ser 

form ulado comb inando- se os dois anteriores : 

Teo rema : Se as condições es tãticas do teo rema do 

li mite inferior e as co ndi ções cinemãt! 
cas do teor.e ma do li mi te superio r forem encontradas ,À deve rã ser 

igual ao fator de carga de amortecime nto, Às . 

5.4 - Mét odos de projetos e analise 

5 . 4 . 1 -O Mêto do da s tentativas 

Baseado no teorema da unicida de, ê limi tado a es 
t rutura com pouca s redundantes , tais como vigas co ntfnuas de 
dois ou t res vãos e p6rtico s simple s . Para estas est rutur as tan 
to a distribui ção dos momentos residuais como Às po dem ser de 
te rmin ados , por in speção , em um a ou duas te ntativa s . 

Sintetizando, o método das tentativas para carr~ 
game nto variavel repetido consiste em ass umir um mecani s mo 
co l apso increme nta l para o qua l um co r respo ndente val or de 

de 
À I • ") 

1 
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seja encon t rado. Pa r a isto se utilizam as eq uações (5.3.2.2) e 

(5.3.2. 3) inser i das nas equações de eq uilr br i o para a est rutur a 

s em carga externa . 

Se o meca ni smo ass umido for do tipo completo es
tas equaçoes se r ão tamb~m s uf i c i e ntes para dete rmi nar a distri
buição dos momentos residuais at rav~ s da estrutura. Os momentos 
fletores mâximos e minimos co rrespo ndentes ao valor de A'; cal
cu l ado se r ã o somado s aos moment os res id ua i s pa ra determinar os 

momentos f le tores ext remos que poderão atuar . Se ne nhum desses 

valores extremos exceder M , estarã encontrado o mecanismo cor-p 
reto, senão deverã ser tentado outro mecanismo . Se o mecanismo 

verdadeiro for do tipo parc ial o processo se torna muito demora 
do . 

Para a plasticidade a l ternada, A' ~ determinado a 
utilizando-se a (5 . 3 .2.1 ), a qua l, no caso de v=l, po de se res -
crita: 

À I = 
a 

IMmi n 
k 

(5.4 . 1.1) 

com k tendo o mesmo significado dado na seça o (5 . 3 . 2). 

Obtidos A'. e A' As sera o menor dos dois,isto _ 1 a ' 
e, se A' i for menor do que A'a, o colapso se darã pelo assumido 
mecanismo de colapso incrementa l, em caso co ntrãrio, pelo menos 

uma seçao k se plastificarã tota lmente quando As atingir A'a· 

5.4.2 - O m~todo da combinação dos mecanismos 

Este m~todo nã o apresenta as lim i tações do ante 
rior no caso de mecanismos do tipo parci a l. Para qualquer meca
nismo de colapso increme ntal um correspondente valor de A'. po-

- 1 
dera ser calculado atra v~s da aplicação do princrrio dos traba-
lhos virtuais, com o teorema do limite superior estabelece ndo 
que ao verdadeiro mecanismo de co la pso in c remental corresponde-
ra o menor dos A';, se forem ex aminados todos os 
possiveis. 

O m~to d o da combi nação dos meca nismos 

mecan is mos 

co nsi ste 
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simplesmente na derivação dos À
1

• correspondentes aos mecanis -
1 

mos indepe nd e nt es e s uas mai s prov ãveis combinações at~ que se 

ac he o menor deles. Se não forem todos examinados, o r esultado 
deverâ ser confirmado por uma comprovação estãt ica, dete rmin an

do a distribuição de momentos residuais correspo ndente e ve ri

fic ando qu e os mome ntos fle to res mãximo e mfnimo podem ser adi
cionados ao momento res idu al em cada seção sem exceder o momen
to plastico . 

A diferença entre a aplicação do m~todo da combi 

na ça o do s mecanismos para ca rga estãtica e carga repetida 

apenas em alguns detalhes mas a ess ê n cia~ a mesma , pois os 

ceitos que fundamentam o m~todo para ca rreg ame nto estât ico 

r am estendidospelos se us criadores para cobr i r os casos de 

lap so incremental; entretanto, ~ mais difTcil julgar quais 

as comb in ações mai s pro vâv e i s com vi stas ã obte nção de um 

me no r. 

está 

con 

f o-
co

sao 
À I • 

1 

A plastic i dade alte rn ada tamb~m deverã se r veri

f i cada . Para ca da seção ond e for f actTve l a f ormação de uma ro

tu l a pl ãstica a equaç ão (5 . 4 .1.1 ) deverã ser ap li cada e a co n

clusão , a partir daT, se apresentará como no parágrafo anterio~ 

5 . 5- Utili zação 

Como foi visto , se uma estrutura aportica da for sujei

ta a cargas va riãv e is repet ida s nã o oco rrerã amortecime nto se 

o fa tor de carga for tal que seja superior a À , o qual ~ men or s 
que Ac' sendo o ~l timo o fator de carga para car regame nto est á-

t i co sob a pior combinação de cargas . 

Is to lev anta uma duvida : a indef i nida f luência plásti
ca ca usad a pelo cola pso in creme ntal e pela plast icida de alterna 
da se ra um estado limi te ma i s relevante do que o co l apso estãti 
co para este co njun to de vi ga s? 

Horne 3 mostrou que uma estrutura projetada pelo m~todo 
plã s tico estatico terã uma peque na probabilidade de ruptura, a 
probabilid ade da ocorrê nci a da pl asticida de a lternada ou do co 
la pso incremental serã menor ai nda. I sto decorre devido ao 
carregamento repetido ser de nat ure za aleat6 ria, requerendo um 
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determinado numero de cic l os de combinações criticas das cargas. 

Por out ro lado, a ruptura por colapso incremental -e 

gradu al de maneira a permitir correções ev itando o prog r esso 
das defo rma ções que levariam â formação do mecanismo de co la pso 
incremental . 

A plasticidade alternada, se ocor r e r, nao causa gran
des deflexõe s . O unico risco envolvido é o de ruptura do materi 
a l por fadiga. V~ ri os investigadores mostraram que a vida de vi 
gas de aço doce sujeita s a ca rgas r e versas é da o rdem de 10 2 -

10 4 ciclos . 

Como conc lu são pode-se di ze r que a menos qu e o proj eto 

seja governado pela fadiga, uma estrutura projetada com um fa

tor de carga contra o co l apso estãtico ser~ muito menos provã

vel romper por co l apso incremental ou plasticidade alternada do 

que por colapso est~tico sob a pior combinação das cargas . 



6 - A Ot i mi zaçã o no Re gime Pl ãst i co 

6 . 1 - Introdução 

Pa r a l e lamente ao dese nv ol vi mento dos m~tod os plãst i 
cos, Fou l kes 1 2 f oi o primeiro a fo r mular o prob l em a da ot i mi za
ção de p6rticos no regime plâstico como um caso de programaçao 
lin ea r, assumi nd o que a fu nção peso var i asse li ne arme nte em fu~ 

ção das vari â ve is de pro jeto, e util izando o m~to d o c in emãt i co . 
Heyma n20 , 21 tamb~m desenvolveu um procedimento que propiciava 

l i mite s s uper i ores e i nferiores para projetos de peso min i mo . 

Os proces sos s ug e ri dos po r Hey man e Fo ul kes , f und alme nta lme nte 

de ten t at i vas, depend i am da ide nt i ficação do proj eto 6timo atr~ 

v~s do t eorema de Foulkes, por~m , com o aumento do n~mero de va 

r i ãve i s s e tor na vam mui to traba l hosos . 

A un i ci dade das sol uções 6timas foi estabe l ecida po r 

Chan 4 e mais tarde por Cohn, Parimi e Ghosh 9. 

A ot imi zação pa r a ca r gas alte rn at iv as foi inves t i gada 

por Pr?ger 28 , que mostrou sua aplicação para põrt i cos simples . 

Heyma n 1 8 foi quem pri me i ro estudo u a minimi zação do 
pes o de p6rticos no reg ime plâst i co sob car r ega me nt o va ri ãve l r e 

pet i do , e s uge riu um m~todo iterativo para inclu i r a variação 

da resposta elâ s tica da estrutura com a mudança das var i ã-
ve i s de pro je t o . 

Cohn e Parimi 6 estudaram o projeto 6timo de estrutu 

ras em geral , no regime plâstico, e apresentaram um apa nhado g~ 

r a l com sol uções obt i das atra v ~s do método s i mp l e x , l e vando em 
consideraçã o carregamento estãtico e variãvel repetido . 

Para que sej a feita a formulação matemãtica do proble 
ma da ot i mi zação no regime plãstico ~ necessãr i o adaptã -la a 
programação l inear, para maior alcance . 

6 . 2 - A programação l i near 

6 . 2 . 1 - Introdução 

A escolha de uma solução part i cula r pa r a um p r~ 

ESCOLA De ENGENHARIA 
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blema depende das condições apresentadas e do objetivo a q~e se 

quer chegar . A so l ução que satisfizer as condições e atingir o 
objet i vo serã dita so l ução 6t ima . 

Na programação linear o objetivo que go verna a 

escol ha da solução~ uma combinação linear das variâveis , chama

da f unção objetivo. Na maioria dos casos prâticos a f unção obj! 
tivo, na realidade, não seria linear, por~m , assumindo -a line
ar, al~m de conseguir 6timas aproximações, evita - se o uso da 
programação não - li near, simplif i ca ndo em muito o problema . A so 
lução encontrada otimizarã a função objetivo . 

Matematicamente a programação linear opera com 

so l uções não-negativas de sistemas de eq uações li neares i ndeter 

minados . 

Em geral, combinando as restrições lineares do 

prob l ema com a otimização da função objet i vo, tra nsforma-se o 

sistema de equações lineares, que~ indeterminado, admitindo va 

rias soluções, em um sistema que pode ser resolvido para uma 

Úni ca solução que otimiza a função objeti vo . 

Um problema de programação linear que descreve 

algo vâlido na prâtica, usualmente possui uma solução nao - nega 

t iv a com um correspondente va l or f i nito da f un ção objeti vo , em

bora na realidade existam tres possibilidades: 

- Não hã solução devido ã impossibilidade de 

encontrar va l o r es não- negati vo s para as va
riãveis. 

2 - Existe uma solução não-negativa,por~m, esta 

torna infinito o va lor da f un ção objet iv o . 

3 - Existe uma solução não-negativa que dã um 
valor finito ã função objetivo . 

6 . 2.2 - Formulação geral 

Em sua formulação geral, o problema da prog r am2_ 
çao l inear cons i ste em enco ntrar um vetor 

X= (xl,x 2 ,---,xj,---,xn), X.f~n que minimize a função linear 

+ C2 x2 +---+ C .x .+---+ C x 
J J n n 

( 6 . 2 . 2 . 1 ) 



Sujeito ãs restrições lineares : 

e 

X . > 0 
J -

j = 1,2, --- ,n 

a 1 .x .+---+ a 1 x 
J J n n 

a 2 2 x1 +---+ a
2 

.x .+---+ a
2 

x 
. J J n 11 

a. 1 x1 + a. 2 x2 +-- -+ a .. x .+--- + a. x 
1 1 . 1J J 1n n 

= 

= 

= 

= 

onde os aij, bi e cj sao constantes conhecidas e 

b. 
1 

m<n 

il3 

(6 . 2 . 2 . 2) 

( 6 . 2 . 2 . 3 ) 

As caracterís t icas mais importantes de um a so lu 

çao para o problema são apresentadas a seguir : 

Uma solução X = (x 1 , x1 , ---, xn) serã adm issív e l, 

se sat i sfizer as condições (6 . 2 . 2 . 2) e (6 . 2.2 . 3) . 

Uma solução b~sica para (6 . 2 . 2 . 3) i obtida to
mando-se ( n - m) vari~veis igua is a ze ro e resol vendo o sistema 

par a as m v a ri ~veis restan tes , desde que o determinante dos seus 

coeficientes seja diferente de zero . As m vari~veis são chamadas 
variáveis bãsica s. 

Uma sol ução b~sica admissíve l e um a so lu ção bãsi 
ca que satisfaz (6 . 2 . 2.2) . 

Uma sol ução mínima admissível i uma sol ução ad
missível que minimi za (6 . 2 . 2 .1 ) . 

Uma solução bãsica admissível não - degenerada e 
um a so lução bãs i ca admissivel com exatamente m xi posit ivos. 

6.2.3 - Conjuntos convexos 

Para que mai s detalhes a r espeito de sol uções se 



jam fornecidas, necessita-se de informações sobre 
convexos . 

Uma comb in ação convexa de n ponto s 
-X1 X2 --- X , , , n e um ponto 

onde 

a . > O 
1 

X = 

e 
n 
E 

i = l 
a . 

1 = 

44 

conj untos 

-Um co njunto de pontos e convexo se, para qual-
/ -t -t 

quer par de pon t os do conjunto, X1 e X2 , uma comb in ação conve 
xa destes pontos estã contida no conjunto . 

com 

e 
= 

o 

-4 
X2 
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A figura 6 . 1 mostra alguns conjuntos convexos 

e outros nao co nv exos . 

CONVEX OS 
NÃO-CO NVEXOS 

FIG . 6 . 1 

Um ponto de um co njunto co nv exo se r ã di to ex 

tremo se nao puder ser expresso como uma comb i nação co nvexa de 

quais quer outros do i s pontos do conjunto. 

Os vé r tices de um conjunto convexo sao pontos 

extremos do conj unto . 

Essas considerações são necessãria s po r que o 
conjunto de todas as soluções admiss1veis de um problema de 
prog r amação linear e um conjunto convexo. 

Seja K o conjunto convexo das so lu ções de um 
problema de prog ra mação linear . 

K e determinado pela intersecção do conjunto fi_ 
ni to das restriçõe s lineares (6 . 2.2 . 2) e (6 . 2 . 2 . 3); seu canto r 
no, se ele não for vazio, consistirã de seçoes de algun s do s 

correspondentes hiperplanos . K seri uma região de En e poderã 
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ser vazio, um po li edro convexo, ou uma região co nvexa que se ja 

ilimitada em algum a direção. 

Se K for vazio, o problema nao possui soluções; 

se fo r um poliedro convexo, ex i ste uma solução com um valor mi
nimo fin i to para a função objet ivo , se for ilimitado, o proble

ma te m um a so l ução, mas o mfnimo pode ser t amb~m il i mi ~a do . 

Para prop6sitoscomputacionais sempre se ass ume 
que K seja um poli edro convexo . Com isso pod e-se dizer que a 

fun ção ob jeti vo (6.2.2 . 1) ass ume seu n1fnimo em um ponto e xtremo 

do conjunto convexo gerado pelo conjunto de soluções adm is si

veis para o problema de programação linear . Se e la assumir seu 

mf ni mo em mais de um ponto ex tremo, tomarâ o mesmo va l or 

toda combinação conve xa destes mesmos pontos . 

para 

Se K for assumido ser um poliedro convexo, t e râ 
-um numero finito de po ntos extremos e , em duas dime nsões, pode 

ser visto como mostra a figura 6 .2 : 

Xz 

--+ 
X2 

~---------------------------~ X I 

FIG . 6 . 2 - Poli edro convexo em duas di mensões . 

Tres verdades podem ser es t abeleci das : 

1 - A função objetivo at inge seu min imo nu m po~ 
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to extremo de K. 

2 - Cada solução bãsica admissí ve l corresponde a 
um ponto extremo de K 

3 - Cada ponto extremo de K poss ui m vetore s 1 ~ 

nearmente independentes dos n aos qua is es 

tã associado . 

6 . 2 . 4 - Determinação da solução 6tima 

Como se viu anteriormente, deve - se procurar a 

solução Õtima entre as soluções adm i ssíveis ge rad as por m veto

res linearmente independentes . 

Com n incógnitas e m equações hav e rão (~ ) vérti
ces; como a solução de um problema de programação linear estã 

sempre num vértice, existirão no mãximo (~) conj unt os de m veto

res lin earmente independentes. 

Para n e m muito grandes, seria um a tarefa im

possivel calcular todas as soluções possíveis e selecionar aqu~ 

la que minimize a função objetivo . O que se necessita é um 

esquema computacional que selecione, de maneira orde nada, um p~ 

que no subconjunto das soluções poss íveis que convirja para a so 

lu ção mínima . A sub-rotina simplex e tal esquema . Esta sub -roti 

na encontra um ponto extremo e determina se ele é o mínimo; se 

na o e, o simplex vai para um ponto extremo vizinho, cujo corres 

pondente valor da função objetivo seja menor ou igual ao valor 
precedente . 

-Em um numero finito de passos semelhantes , u-
sualmente entrem e 2m, a so lu ção 6tim a é alcançada . Al ém disso, 
o método simplex possibilita saber se o problema não possui so 

l uções finitas ou admissíveis . 

As restrições (6 . 2 . 2 . 3) podem ser escritas da 
seg uinte forma: 

-+ -+ 

A X = b ( 6 . 2 . 4 . 1 ) 

onde A = la ij l e uma matriz m X n 
->- - ->-
b = { b - } e um v e to r m X 1 ; b~O 

1 
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e 

X
), 

= {X i } é um vetor nxl 

Computacionalmente, o simplex se inici arã some~ 
te se na matriz A estiver contida uma matriz unidade m x m, a 
chamada base admissi ve l. Se is to nâo aco ntecer deverã ser usada 

uma base artificial para dar partida ao método . 

Se a (6 .2. 4 .1) esti ver sujeita a restrições do 

tipo 

(6 .2.4.2) 

ou 

-+ -+ 
A X <b (6 . 2 . 4.3) 

tamb~m deverâo ser feitas modificações . 

Se as restrições forem do ti po (6.2 .4. 2), ao l a 

do esquerdo da desigualdade deverão ser subtra1das certas variã 

veis que a transformem num a igualdade; são as variãveis de fol-

ga, que para restrições do tipo (6 . 2.4.3) deverão ser somadas 

ao lado esq uerdo da desigualdade a fim de transformã - la numa 
i gua ldad e. 

No caso de restrições do tipo (6 . 2 . 4 . 3) as va
riãveis de folga, se necessãrias, evitam o uso de uma base arti 

ficial > no cas o (6 . 2.4.2) isto não e poss1vel > pois a base ad
missivel deve ser pos i t iv a . 

6 . 3 - Projeto Plãstico de peso ... . m1n1mo 

Supondo o pÕrtico retangular simples da f i gura 6 . 3~ue 

possui viga de momen to plãstico M8 e pilares de momento plãsti 
co MA, com cargas e comprimentos conforme o esquema . 

O projeto plãstico de peso m1nimo para uma estrutura 
deste tipo se reduz a: Dado o conjunto de cargas W, jã amplifi

cado pelo fator de carga, se determinam os MP que definem a se
ção dos elementos da estrutura segundo o critério do peso mini~ 
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mo. 

As variãveis de projeto se r ao o momento plãstico da 

viga (MB) e o dos pil ares (MA) . 

Se nd o Q o peso por uni dade de compri me nto, estabelece 

se uma rel ação linear entre Q e MP . 

Para uma barra, por hipõtese: 

Q = a + bMP 

Par a toda a estrutura : 

ou 

-

n 
= . r. O; i!. i 

1 = 1 

= a u . . + b í. 9. . M . 
1 1 p 1 

2W 

w 
Me 

3l 

2 L 2 L 

FIG . 6 . 3 . 

Como ail . e uma co nstante , a fun ção a minimi zar serã : 
1 

Q* = r. r . 
1 

~1 . 
pl 

(6 . 3 .1) 

( 6 . 3 . 2 ) 

(6 . 3 .3) 

(6 . 3 . 4) 
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Como as in c6g ni tas sao os valore s de MA e MB, nao se 

sabe qual dos dois ~ o maior , havendo, desta f orma , seis meca 

nismo s possfv eis , como mostra a figura 6 . 4 . 

M,}WL 

(I) 

2e 

2 MA i- 2 Ma~ 4 Wl 

(4) 

e 

2 MA +2 Ma~3WL 

(2) 

(o)_ MA> M• 

e 

4 MA~ 3WL 

( 5) 

I b) _ Me> MA 

FIG . 6 . 4 

e 

4MA+2M.~ 7WL 

(6) 

e 

Para que a estrut ur a nao entre em colapso , as desi 
gual dades apre se nta das com as f iguras ac im a devem ser verifi ca 
da s. 

Fazendo MA/W t = X1 e MB/W1 = X2 esta s inequações 
t ransform am - se respect iv amente em: 
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( 2) XI + 
3 

X:>2:_- trivial devido a ( 4) 
2 

( 3) 2 X 1 + 4X 22:_ 7 

( 4) X 1 + X22:. 2 

( 5) 4 X 1 ' 3 (6 . 3 . 5) 

( 6 ) 4 X 1 + 2X2 2:_ 7 

A. função a mi nimizar se torna: 

Q* = 6 q, ~1 A + 4 ll. MB 

ou 

= + 4X 2 (6 . 3 . 6) 

com 

= Q' tern-se: 

(6 . 3 . 7) 

Assim o problema estâ identificado como urn prob l ema 
de programação linear, a função objetivo e a equação (6 . 3 . 7) e 
as restri ções são as eq ua çõe s (6 . 3 . 5) . 

A resoluçã o do presente problema fornece X1 =X2 = 7/6 
e Q' = 35/3 que substituidos na s equações orig i nais dão: 

= = 
7 

6 
e Q* = 

Graficamente a solução pode ser obtida, como mostra 
a figura 6 . 5. 
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( 5} 

R E G I A O A OM ISS Í V E L 

2 

(I I 

o --1-1 

5 6 7 x, 

\ \ 
Xt : Xt : 716 o' = 35/3 

FIG . 6 . 5 -Soluç ão grãfica . 

6 . 4 - Formulação Geral do Projeto Plãstico de Peso Mi 
nimo. 

Tendo em vista o exposto no parãgrafo anter ior, chega 
se a uma formulação geral para o projeto plãstico de peso mini 
mo. O m~t o do utilizado para obtenção dos mecanismos~ o cinemã
tico, baseado no teorema correspondente, que permite maior li
be rd a de para a obtenção da soluçã o 6tima . 

6 . 4 . 1 -Ca rregamento estãt i co 

O caso de carregamento es t ãtico oco rre quando 
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todas as cargas atuam sob r e a estrutur a com pos iç õe s, g randezas 

e direções conhecida s . 

Cons i de re- se um pórtico plan o de configuração 

conhecida e composto de barras prismâticas perfeitamente plãst~ 
cos, o qu al deve resistir ãs cargas dadas e se r projetado de for 

ma que seu pes o total se ja um minimo. 

Õtimo ê: 

A f ormula ção cinemâti ca do pro bl ema de projeto 

Encontrar 

Tal que 

Suj e i to a 

e 

M . · (i = 1 2 --- n) pl' , ' , 

Q*= E 

M . >O pl 

~1 . Q, • = m r n p 1 1 
( 6 . 4 . 1 . 1 ) 

k = 1 , 2,--- , n p 

(6 . 4 . 1.2) 

(6 . 4 . 1.3) 

onde os Mpi sao as var i ãveis de projeto; Q. i os comprimentos das 

barras sobre as quais os Mpi são co nstantes; Q*o peso tota l da 

estrutura e aki o coefic i ente que de f ine a co ntri buição de Mpi 
na k-esima co ndi çã o de equilibrio . 

As desigualdades (6 . 4 .1. 2) rep resentam as condições 

de me c a n i s mo e e q ui 1 i b r i o do p r •) b 1 em a , e e s ta b e 1 e ce m q u e a e s -
trutura não de ve romper sob cargas men ores que as cargas ulti 
mas especificadas em qua lqu er dos np modos de co l aps o possfveis. 

6 . 4 . 2 - Car r egame nto variãvel repetido {Shak e 
down) . 

Considerando o ap resen tado no capitulo 5 , pod~ 

se es tend e r o problema da ot i mização para car reg ame nto variãve l 
re petido . 

O projeto de uma estrutura s ujeita a um co njun
to de cargas que dependem de um unico pa r âmetro e poss am vari ar 
arbitrariamente e ntre limites presc ri tos , de ve assegurar que a 
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pl as ti cidade alternada e o co lapso incremental nao ocorram para 

cargas aba i xo de AsW, onde Às seja um fato r de carga especific! 

do . 

A formulação cinemãtica do problema de projeto 

Õt i mo sob carregame nto var i ãve l r e pet i do e: 
Encontrar Mp; (i = 1, 2 ,- - -,n) 

n 
ta l qu e ~ Mpi ~ . = 

i = 1 
1 

min 

Sujeito a 

n s 
E aki M > As >: pi - j = 1 i = 1 

2 ~1 . > À ( f-1 ~ + f.1 ~ ) 
pl - s J J 

e 

M . >O p1 -

+ 
( 0 k j 

( 6 . 4 . 2 . 1 ) 

t1 ~ -
(M ~) k 1 , 2 , --- , np + 0kj = 

J J 

(6 . 4 . 2.2) 

= para j = 1 , 2 ,- -- ,5 1 

= 2 para j = sl + l, --- ,5 2 

i = n Para J. = S + 1 - -- S 
n- 1 ' ' 

(6 . 4 . 2.3) 

( 6 . 4 . 2 . 4 ) 

As desigu aldade s (6 . 4 . 2 . 2) asseguram que o co 
l aps o in cr eme ntal não ocorre para nenhum dos np modo possí veis . 

As desigualdades (6 . 4 . 2 . 3) asseg ur am que o co
l apso por pl asticidade alternada não ocorre em nenhuma das s se 
ções crit i cas . 

Com o problema da ot i miza ção no regime plãstico 

i de nti ficado da maneira apresentada, como um pro bl em a de prog r! 
mação linear, as solu ções pa ra ele são obtidas através da s ub
rot in a s im pl ex , necess i ta ndo ape nas da mo n tagem do s i stema de 
equações e da identifi cação da fun ção objetivo . Todas as i nfo r. 
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maçoes necessârias para a implementação em computador foram in
di cadas, restando apenas a montagem do programa automitico . 



7 - Elaboração do Programa Comp uta cio nal 

7 . 1 - In troduçâo 

O pr ograma automã tico foi elaborado com ba se nas for
mulações c in emãticas aprese ntadas nos parãgrafos ( 6 . 4 . 1) e 
(6.4 . 2), dependendo do carregamento ser estãt ico ou variãvel re 
petido. Na ma ior i a dos casos, a comparação e ntre os dois t i pos 
de carregamento se mostra interessan te, pe l o menos, para confir 

mar o resultado obtido, podendo tamb~m most r a r o caminho mais 

aproximado ã realidade. 

Por outro lado, para um certo numero de ca r gas inde 

pendentes atuando dentro de lim i tes prescritos, a probabi l id ade 

da ocorrência do colapso incremental ~ pequena se a estrutura 

em questâo tiver sido dimensionada contra o co l ap so estãtico; e 

s urge a pergunta : praticamente, nâo bastaria ape nas o dimensio

nam ento estãtico? A resposta pode ser delineada pela comparaçâ o 
dos dois casos . 

Em vista disto, o programa foi div idido em duas par

tes: a prime ira dete rmin a seções 6timas pa r a ca rregame nto estã
tico e a seg unda pa r a ca rr egame nto variãvel repetido . 

7 . 2 - Considerações bãsicas 
- ->- ->- ~ 

Na equaça o ~X ~b, o vetor X represe nta as variãveis 
de projeto que no presente programa são duas : MA e M

8
; res pectl 

vamente, o mome nto plãstico das colunas e das vigas . 
_,. 

O vetor b representa o trabalho realizado pelas car -
gas externas e a matriz A a contribuição de MA e/ou M

8 
para ca

da co ndi çâo de equil1brio . 

+ 
O prod u to~ X r ep r esenta o traba l ho in·terno para ca -

da mec ani s mo ass umid o, sendo que a m atr iz~ depende apen as da 
posi çâo das rõ t ulas pl ãst ic as ; logo, tanto pa ra ca rregame nto es 
tãtico como para carregamento variãv el repetido as i nc6g ni tas 
terão os mesmos coe fici e ntes va ri and o somente o traba l ho exter 
no. Esta diferença se deve ao fato de que pa r a car regamento va
ri ãvel repetido o trabalho exter no ~ funçâo da resposta e lãsti -
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ca da estrutura . 

Cada lin ha da matr i z~ . como na fig ur a 6 . 4(a ) e (b) , 

representa uma condição de equi librio (mecanismo) , e serão tan 
ta s linh as quantas condições ex i stirem mais duas , uma para a 

f unção objet i vo e outra para suprir as necessidades do métod o 

de resolução. O numero de co l unas de A serã função da qua n tid~ 
de de var i á veis de f ol ga e de va r iá ve i s arti fi cia i s a se r em in -

seridas . 

Em suma, sendo Mo nume r o de mecanismosnão triviais ,a 

mat ri z A s e r a: 

A = I ( M + 2) X (2M + 3) I (7 . 2 .1 ) 

Na Úl tima coluna de A 
-~ 

tem-se o vetor b . 

Como se nota, devem ser analisados todos os meca nis 

mos possfvei s pa r a in formar ao comp utador, que po r s i mes mo fa z 

a detecção dos mecanismos triviais . 

Para a confecção do programa automático foram utili za 

dos pÕ rti cos reta ngul a r es de um and a r com vãos va ri and o de um a 

c i nco, núme ro e s te que pode a qualq uer momento ser am pl i ado com 

al guns ade ndos ao programa . O carregamento consid e rado consi s
te de uma carga hor i zon t al apl ica da na ex tremid ade s upe rior do 

pri me iro montante e de cargas verticais no centro das vigas ; as 

vig as pode r ão e s tar ca rregadas ou nao . 

A tabe l a 2 ap r ese nt a os diversos meca nismos analis a

dos pa r a a elaboração do programa . 

As sol uções são obtidas através da sub - rotina simple~ 
a qu a l fo rn ece o valor mf nimo da f un ção obje tivo , no caso , o 
peso da estrutura, e os valores das variãveis de projeto , MA e 

M8 , que o proporcionam; também são fornecidas as res tr ições crf 
ticas . 

7 . 3 - Caso de car r egame nto estãt i co 

No caso de c arregamento estâtico, o trabal ho ex t er no 
-e i ndependente da s dimensoes da seção transversal das barras,ne 
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cessitando-se de poucas informações adicionais para a montagem 

da matriz A. Atrav~s de cartâo se informa o nGmero de vãos, 
sendo i mediato o dimens i onamento de~; a seguir, tamb~m de ca r 

tão, informa-se o carregamento e o comprimento das bar ras . A 
sub-rotina Mont faz a montagem de A e a sub-rotina simplex for 

nece a so lu ção e as rest r ições cr1ti cas . 

A figura 7.1 mostra o fluxo grama do procedimento des-

cri to . 

As restrições sao numeradas de acordo com a tabe l a 2; 

por exemplo, para pÕrticos de 1 vao a restrição numero 3 cor

responde ao mecanismo combinado com MA >M8 . 

7.4 - Caso de carregamento variavel repet ido 

Na solução aprese nt ada neste trabalho para carregame~ 

to variavel repetido, assumiu-se que a resposta elastica ~in

dependente das variaveis de projeto (momentos plasticos). Esta 

consideração não ~ sufic i entemente exata,embo ra conduza a erros 

desprez 1veis na pratica . 

Como as estruturas em estudo sao hiperestaticas, ~ ne 

cessaria o conhecimento pr~vio das propriedades de cada barra 

para determina r os mome ntos mãx i mo e mfn i mo nas seçoes c r1ti

cas a f i m de calcular o trabalho externo. Sendo IA e 18 os mo

mentos de in~rcia dos pilares e vigas, respectivamente, arbi

tram-se valores, normalmente IA= 18 , para inicia r o processo . 

ApÕs , obt~m-se MA e M8 com MA i M8 . 

Como estes momentos plasticos foram obtidos a partir 

de mo me ntos de in ~rcia f i ctfcios , poderia - se pe nsa r num pr ece! 
so i terativo fazendo uso da expressão: 

= (7 . 4 . 1) 

Seg undo Cohn e Parimi 8 , depois de seis ou se te iterações che
gar-se - ia ã solução exata; no entanto, o peso obtido na soluçro 

inicial difere meno s do que 1% do peso obtido na solução exa-
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ta e as variãveis de projeto diferem em torno de 3% nas duas 

sol uções citadas . 

No cãlculo da resposta elãstica da estr utura utilizou

s e o m~todo da rigide z ou das deformações . 

Para dimensionar a matr i z A info rm a-se o num e ro de 
vao s; apôs, as coordenadas dos nos, a conetivida de, as proprie
dad es , as restrições nodais e os carregamentos . Com a anãlise 
elãst ica obt~m-se os mome ntos f l etores nas seçoe s crlticas para 
os vãrios carregamentos in depen dentes . Ca l cula-se a en voltôri a 

-dos momentos fletores e a montagem da ma triz ~ e imediata, co~ 

siderando as restrições da plasticidade alternada e do colapso 

in crementa l . A sub -rot in a simplex fornece a so luçâo e as r es 

trições críticas . 

A figura 7 . 2 mostra o fluxograma para o caso em que s-
tão. 

A identifi cação das restrições cr1ticas é feita da 

me sma forma do caso ante ri or , com a ut ilizaç ão da tabela 2. 



INICIO 

LER , 
NuMERO 

VÃOS 

LER 

DADOS 

MO NT 

SIMPLEX 

F I M 

FIG_7.1_ FLUXOGRAMA DO PROGRAMA 

PARA CARREGA MEN TO ESTÁTICO 
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I N I C I O 

LER 
' 

NUMERO 

VÃOS 

LER 

DADOS 

A N A' L I SE 
I 

EL ASTICA 

M O NT 

SIMPLEX 

F I M 

Fl G-7 . 2 _ FLUXOGR AMA 
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DO PROGRAMA 

PARA CARREGA MENTO VARIÁVEL REPETIDO 

ESCOLA DE ENGENHARI" 
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Ma 

VAO 

I ) 4 Ma ~ 

2 ) 2M .. + 2 Me ~ 

3) 2MA +- 4Ma ~ 

5) 4M.. + 2Ms ~ 

TABELA 2 - (o)- PÓrt1c0 de um vóo 
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Ma Ma 

2 VÃOS 

I) 4 Me ;::: 

2) 4 MA + 2 Me ~ 

r ; ; 
3) 3M.< + 4 M e ~ 

r r 1 
4 ) 4 M,. +4 M11 ~ 

5) 3M,. +8M 0 :::= 

6 ) 3 MA+ 6 Ma ;::: 

7) MA+ 3 Me > ..... 

TABELA 2 - ( b ) - PÓrtiCO de doiS vãos 
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8) > 
/ 

I I I 

I o ) 6 MA + 3 Mt :=: 

TABELA 2_(b)_PÓrtico de d011 v<Jos (cont.} 
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·-: 

3 VAOS 

I) 4Ma ~ 

f I I 7 

5) 4M .. +8 Ma~ 

6) 5MA +6Ma ~ 

.. 

TABE.LA 2- (c)_ PÓrtico com t res vao s 
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f 0) M• +3M o ~ 

11) 8M A ~ 

I I I J 

TA B E LA - 2- (c )_ PÓr1 1co d e Ires vãos ( cont.l 
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13) 6MA+4Ma ~ 

, 4 J e MA + 3M. ~ 

15) 6 MA +7Ma ~ 

16) 7 M• +6Ma ?! 

17) 7MA+71VIe~ 

18) 61VIA+10MI ~ 

TABELA 2-(cJ-Po"rtlco óe tres vãos (cont) 
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4 VAOS 1· Mo J. Mo l M, J. M• l 
I) 4 Ma ~ 

~ li1ll 
l 1 M J 

2) 8 M. + 2Ma ~ 

/ I I I l 
3) 5MA +8Ma ~ 

l l r ,~ 1 

TABELA 2-(d)- PÓrtiCO de QUatro vãos . 



5) 

6) 

7) 

8) 

> 5 M• t lO Ma .,; 

7 MA +6 Me ~ 

5 M A +12 Me ~ 

69 

TABELA 2_(d)_ Pórt1 c o de quotros võos (cont) 
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9) 6MA +I0Me ~ 

l 

12) 5 MA+ 16 Me ~ 

TABELA 2 _(d )_ Po'rttco de quo tro vCJos (cont) 



7 l 

14) I 0 MA ~ 

I I I I J 
15) 

16 ) 

17) 10 MA +3M·> 
~ 

18) 

TABELA 2.(d) - PÓrtiCO de quatro v<fos (conf) 
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19) 9 M• + 6Me ~ 

20) 8 MA + 8Me ::> ...-

21) 9 MA+ 7 Mo ~ 

22) 7 MA + l i Me ~ 

2 4 ) a MA + I I Me ~ 

TA8ELA 2_(d)_Po'rti co de quotro v"l!os (cont) 



5 
VÃOS J. Mo } Mo } • Mo } ~ 1 Mo M] 

I) 4Me ~ 

~ 1 1 I l 1 ~1 I l l 
l J ~ J l 1 1 1 1~ 1 

1 1 1 1 1~ 
2) I 0 MA + 2 Me ~ 

f I I I l l 
3) 6M A +IOMe ~ 

l!l7. 17 
4) I OM A +4Me ~ 

r711/l 
T ABELA 2 _ (e)_ PÓr t1 co óe c1 nco vlios 

73 
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6 MA+ 12 Ma ~ 

i T T T 7 
-r rr r 1 ,_.,___ ......... ~ 

i 9 MA+ 6Ma ~ 

l!T17 l 

I 
~ . . 
. · .. 

;.· 

.. 
-~ . . :: ;. .. . 

-:·. -::~::! :· 

. ,: 

" I I T1 l f I I I T1 ': .. 
I 

7) 9MA +8Me ~ 

17 I 7 
. ;, . 
: ~ ... .. . . 

T ABELA 2 _ ( el- P Órt i co de c tnc o vão ( co nt) 
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8) 6 M• + 14 Ma ~ 

9) 8 M•+ I OMa ~ 

/ 
TAB E LA 2 .(e)_ Porttco de c1nco võos (cont) 
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·: 

16 Me 3 
: ... . 

~:.· ... . 

-

r ... 
·~ :: 

TABEL A 2 _(e) _ PÓrtrc o de cr n co vãos (cont) 

·! 

. · . . . : 

• o •••• 

\ 

·: 
. . ..... ·: : · . 

l 
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12) 7M.+I4Me ~ 

13) 7M .. + 16 Me> -

14) 6MA+I8Me~ 

TABELA 2 _(e )_PÓrtico de cinco vdos (conf) 
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15) 6 M" + 2 O Me ;:: 

16) M•+3Mo ~ 

n I I lll I I 1 ll 
17) 12 MA ~ 

J I l l 1 I 

l/1/l/ 
19) 11 M•+4 Me> -

IT1/JJIJT1/J 
I I I -

I 
TABELA 2 _(e)_ Portico de c1nco vóos Ccon t) 



20) 12 M • + 3Me ~ 

I 7 7 I ~ 
21) IO M .. + 7 Ma ~ 

I 

23) 10M• t8Me ~ 

TABELA 2 _ (e) _ P Órt1co de c1n co vãos (cont} 

79 I 
l 
l 
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2 4 I I I MA + 7 M. ~ 

2 51 9 M.. + li M D ~ 

n rJ 

26) IOMa + IOMa~ 

2 7 I 9 Ma+ 12 M• 
~ 

, 
TABELA 2 _(e)_ Porteco de cen co vd"os ( cont ) 
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28 ) 

29) 

30) 9 M•+ I4M• ~ 

3 1) 

32) 

I 

TABELA 2 _(e )_Po rtJcO de c1nco veios (cont) 

,...,.,_.,..,., A "'- r- \. Ir r- .. lt I A- I ... 



8- Aplicações 

Foram testados p6rtico s mGltip l os retangulares de di
mensoes e ca rr ega mento como, de manei ra geral, mostra a figura 
8 . l . 

H -...-...---.1-.---, 

H 

v v 

t 
Lo Lo L o 

H 

L'" 

Lo 

FIG . 8 .1. 
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No estudo feito, foi admitido que v= l, ou seja , o momento p l ã~ 

tico e o momento fletor que causa o escoamento da fibr a mais 

afastada da linha neutra , na seção mais so li cita da. 

O fator de carga ou co efi ciente de s egurança , se supoe 

esta r incluido nas c a rgas H e V. 

A relação H/V = l / 1, por exemp l o , sig ni f ica que H e V 
poss uem o mesmo va l or, seja W, com H=W e V=W para o caso de car 
regamento estãtico e H IO,W I e V IO, I-11 para o caso de car re ga
mento var iãvel repetido. Como os mome ntos pl ãst icos finais sao 
da dos em fun ção de W, admite-se que W eng l obe o fator de ca r ga . 

Foram tomadas duas r elações de vãos, ~A/ t 8 = 

! A/ 28 = l /2 co m H/V variando de 1/l a l/5 para ca da 

t A/ 9, 8 . 

2/3 e 

re la ção 

Os res ult ados sao aprese nt ados na Tabela 3 , que mostra 

alem dos mom entos pl âst icos Õtimos, o valor da f un ção objetivo e 

as restrições que governa r am o projeto; o meca nismo cor resp on

dente a cada r estrição cri tica e identificado na Tabela 2 para 

melhor vi s ualização . 

Convêm salientar que os efeitos da flambagem nas peças 

ver t icais não são levados em conta , devendo ser verificados no 

caso de ut ili zação prãt i ca . 

A esco lha de vãos iguais é justif i cada por s ua maior u 

tilização na prãti ca , embo r a o programa não seja limitado a i sto. 

Norm almente, para este tipo de es trutura, as ca rgas ver 

t i cais sao maio res, no minimo iguais, ã ca r ga horizontal . As re 

l ações H/V tomadas espelham os casos mais po ss iveis de ocorrer . 

Outro fato a se r notado, estã relaci onado com a invari 
ân cia da carga vertical de vão para vã o . Poderia - se pe nsar na 
sua variaç ão e ate que se an ula sse em alg um dos vã os , porem, pa
ra co nsid erar car r egamentos variãvel rep e tido esta precisão po

de ser du vidosa . Vale ressaltar que o prog r ama e la borado nao 
estã restri to a cargas verticais i guais . 

De ntro do esque ma adotado e te ndo em vi s ta os result a
dos da Tabela 3 , verificou - se a variaç ão da função objetivo,que 



neste caso representa o peso da estrutura , em relação ao 
de carregamento. 
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tipo 

A Tabe l a 4 mostra a razao Q* /Q * e pode-se pron-var fix 
tamente notar que esta r azão e sempre maior do que a unidade. 

Dos resultados e comp a raçõe s apresentados dive rs as co n 
cl usões podem se r extraídas, sempre no sentido de s im pl if ica r e 
racionalizar o proje t o est rutur al . 

As fig ur as 8 .1 a 8 . 7 most ram as tab e la s 3 e 4 em forma 

de grãfi co . 



R. A 
-- -+ 2/3 

9.. B 

H/ V 
FIX 

+ ~lA/l~t M8/W9.. Q*/W9..2 RC t·1 / l-1 9.. A 

3 
1 / 1 0 ,5833 0,5833 4,0833 0 ,5990 

5 

3 
1/2 0 ,8333 0 ,8333 5 ,8333 0 ,8646 

5 

2 
l /3 1 ,0000 1 ,2 500 7,7500 0 ,9308 

5 
2 

l /4 l ,0000 2,0000 10 ,0000 o ,9776 

5 

2 
1/5 1 ,0000 2, 7500 12 ,2500 1 ,0244 

5 

' 

VAR FI X 

M8/Wt Q* /~H 2 RC MA/v12. M
8

! vJ t 

3 
0 ,5990 4 '1 926 0 ,3333 0 ,3333 

5 

3 

0 ,8646 6,05 19 0 ,5000 0 ,5000 

5 

2 
1 ,5290 8 ,3100 0 ,5000 1 ,0000 

5 
2 

2,2322 10 , 6069 0 , 5000 1 ' 5000 
5 

2 
2 ,935 3 12 ,9037 0 , 5000 2,0000 

5 

TABELA 3(a) - 1 VAO 

1/2 

Q* ! vJ2 2 RC ~1A/Wt 

3 

1 ' 3333 0 ,3344 

5 

1 

2,0000 2 0 ,3948 3 
5 

2 

3 ,0000 o ,3981 

5 
2 

4 ,0000 1 ,0559 

5 

2 
5 ,0000 1 ) 3059 

5 

VAR 

MB /Wt Q* /W X-2 

0 ,3344 1 '3377 

0 , 7170 2 , 2236 

1,2137 3 ,2236 

1 ,05 59 4 ,2236 

1 ' 3059 5 ,22 36 

RC 

3 

5 

2 

5 

2 

5 
l 

2 

1 

2 

I 

00 
U'1 



i A 
--+ 

9..8 
2/3 

ri X VAR 
H/V 

-1-
MA/14 ~ M

8
/Wl Q*/W 9..2 RC MA/Wi M

8
/ Wi Q* / Wi 2 RC MA/l49.. 

9 1 

1 I 1 0,4000 0,5000 5 ,4000 0 ,5602 o ,4 777 6 ,22 75 0 ,2 727 

11 10 

9 7 
l/2 0,4000 l ,0000 8,4000 0,8573 0 , 8573 1 o' 3989 0 ,3333 

11 lO 

9 7 
1/3 0,4000 l ' 5000 11 ,4000 1 '1 379 1 '3070 14 ,6693 0 , 3333 

11 10 

9 7 
1/4 0 ,4000 2,0000 14,4000 1 ,41 84 1 '7382 18,9397 0 ,3333 

11 10 

9 7 
1 /5 0 ,4000 2,5000 17,4000 1 ,6990 2,1694 23,21 01 0,3333 

11 lO 

TABELA 3(b) - 2 V~OS 

l / 2 

FIX 

M
8

/W 9.. Q* /1~ 9..2 RC MA /Wi 

5 
0 ,2727 1 ,9091 0 , 3197 

11 

7 

0,5556 3,2222 0,4999 

11 

7 
o ,8889 4,5556 0,6792 

11 

7 
1 ,2222 5 , 8889 0, 8584 

11 

7 
1 ,5556 7,2 222 1 ,0377 

11 

VAR 

M8 /l~ i 
Q* /W 9..2 

0 ,3150 2 ,2190 

0 ,6018 3,9069 

0 ,8905 5,5994 

1 ' 1 791 7,2919 

1 ,46 78 8 ,9844 

RC 

1 

lO 

7 

10 

7 

10 

7 

1 o
1 

7 I 
I 
i 

101 
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lA 
-- -+ 

lB 
2/3 

FIX VAR 
H/V 

+ ~1A/\~ R. MB/\~R. Q* j~JR.2 RC MA/W R. MB/~Ji Q* j~JR.2 RC ~~A/Wi 

16 10 
l I 1 0,3235 0 ,4559 6 ,6912 0 ,4097 o ,5008 7,7849 o' 1765 

18 13 

10 10 
1/2 0 ,4000 o ,866 7 11 ,0000 0 ,6043 0 ,9662 13,5299 0,2000 

16 11 

10 10 

l /3 0,4000 1 '3667 15,5000 o' 8349 l '4195 19,4549 0 ,2000 

16 ll 

10 lO 

1/4 0 ,4000 1 ,866 7 20 ,0000 1 ,0655 1 ,8729 25,3799 0,2000 

16 ll 

lO 10 
1/5 0 ,4000 2 '366 7 24,5000 1 '2961 2 ,3262 31 ,3049 0,2000 

16 ll 

TABELA 3(c) - 3 V~OS 

l /2 

FIX 

M8/Wi Q* jt.J9.2 RC MA/Wt 

16 
0 ,2941 0 ,4706 o ,2812 

18 

lO 

0 ,6000 4 ,4000 o' 3731 
16 

1(; 

0 ,9333 6,4000 0,5317 

16 

lO 

l ,266 7 8,4000 0,6903 

16 

10 
l ,6000 10,4000 o ,8489 

16 

VAR 

~18 ;w~ Q* j\~R.2 

o' 3341 3,1294 

0,6597 5 ,4509 

0 ,9632 7,9058 

1 ,2666 10,3607 

1 ,5 700 12,8157 

RC 

10 

ll 

lO 

ll 

lO 

11 

10 

11 
I 

' 1 O' 
I 
! 

111 

00 
-...J 



i A 
2/3 --+ 

iB 

FIX VAR 
H/V 

.j. ~1A/I~ .t MB/Wt Q*/W.2 RC tvlA/Wi MB /l~t I Q* /W2 2 Rei MA/\~i 

19 I 1 31 
1 I 1 0,2619 0,4405 7,9048 23 0,3714 0 ,51 43 9,8852 1 0 ,1 429 

25 
I 14 

I 

13 
o ,9689 117,6586 

13 
1/2 0, 2857 0 ,9048 13 , 7143 0,6032 I o, 1429 

19 14 

13 131 
1/3 0 , 2857 1 ,4048 19,7143 o ,8351 1 ,4234 25 ,4318 o, 1429 

I 19 14 

13 13 
1/4 o ,2857 1 ,9048 25,7143 1,0669 1 , 8780 33 ,2051 o, 1429 

19 14 

13 13 
1 /5 0 ,2857 2,4048 31,7143 1 ,2987 2 , 3326 40 ,9 784 0 ,1429 

19 14_L. 
___ _1 . --

TABELA 3{ d) - 4 VAOS 

1/2 

FIX 

M
8

/ H.t Q*/\·l.t2 RC MA/\·1 ~ 

13 
o ,2857 3 ,0000 19 o ,2820 

23 
I 25 

13 
0, 6191 5,6667 o, 3793 

19 

13 
o ;9524 8 ,3333 0,5409 

19 

13 

1 ,285 7 11 ,0000 o, 7026 

19 

13 
1 ,6191 13,6667 o ,86 42 

19 

VAR 

1•1
8 
/\~ ~ 

0 ,3345 

0,6590 

0,9620 

1 ,2650 

1 , 5681 

Q*/ W.t: ~c 

13 
4 ,0855 

14 

13 
7, 1680 

i 

14 
-

13 
10,4006 

~4 

~3 

13,6332 

~4 

3 
16,8658 

14 

o:> 
o:> 



R- A 
2!3 -r-+ 

B 

FI X VAR 
H/V 

{- MA/I·!.~. t~8 /Wt Q*/l~ t2 RC MA/\~ i M8 /l~ i Q* ;~u.- ~c ~1A/~l i 

22 n6 
1 I 1 0 ,2200 o ,4 300 9 ,0900 26 0,3742 0,5141 12,2025 0 ,1111 30 n 7 

16 n6 
1/2 0,2222 0,9259 16 ,0556 0,6096 0 ,9686 21 , 8428 0 , 1111 

22 n7 
16 n6 

1/3 0 ,2222 1 ,4259 24 ,0556 o , 8448 1 ,4229 31 ,4829 0 ,1111 

22 n7 
16 n6 

1/4 0 ,2222 l ,9 259 31 ,5556 1 ,0802 1 ,8774 41,1231 0 ,1111 
22 h 7 
16 ~6 

1/5 0 ,2222 2 ,4259 39 ,0556 l , 3156 2 , 3318 50 , 76 3 ~ 0 ,1111 

22 1 7 

TABELA 3( e ) - 5 VAOS 

1!2 

FIX 

M
8

/vl i Q*/\~i2 RC MAl\~ i 

16 

0,2963 3,6296 o ,2820 
22 

16 

0 ,6296 6,9629 o, 3811 

22 

16 

0 ,9629 10 ,296: 0 , 5437 

22 

16 

1 ,2963 13 ,6296 0 ,7063 

~2 
16 

1 ,6 296 16 ,96 2S o , 8689 

~2 

VAR 

M8/W i Q*/1~2 2 

0,3345 5,0373 

0 ,6584 8,8717 

0,9613 12 ,8754 

l , 2641 16, 8791 

1 ,5669 20,8828 

RC 

16 

1 7 

16 

h 7 

16 

7 

6 

7 

6 

7 

o:> 
1.0 



--

1 AjQ' B 2 1 3 

-I-HI V 
N9 de Vãos 

1 2 3 4 

1 I 1 1 . 02676 1 ,1532 4 1 ,16345 1 , 25053 

1 I 2 1 , 0 37 4 7 1 ,23796 1 , 22999 1,28759 

1 I 3 1 , 07226 1 , 2867 8 1,2551 5 1 , 29002 

114 1 ,06069 1 , 31526 1 , 26899 l , 29131 

1 I 5 1 , 05336 1, 3339 1 1 ,27775 1 ,29 211 

QVARI QFIX 

1 I 2 

N9 de Vãos 

5 1 2 3 

1,34241 1 , 00329 1 , 16334 1 ,26664 

1 ,31936 1 ' 1 1 1 80 1 ,2124 8 1 . 23884 

1 ,30876 1 , 07453 1 ,22913 1 ,2352 8 

1,30320 1 ,05590 1 ,23825 1 , 23342 

1,29977 1 ,04472 1 , 2 4400 1 , 23228 

TABELA 4 

4 

1 ,36184 

1 ,2649 4 

1 , 2 4 80 7 

1 , 2393 8 

1 ,23 4 09 

5 

1 ,387 84 

1, 2 741 4 

1 ,25049 

1,23 8 42 

·-
1,23 108 

1..0 
C> 
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9 - Conclusões e Sugestões 

9.1 - Conc lus ões 
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Os resultados obtidos mostraram que apenas para põrt~ 
co de um vio a diferença entre o projeto Õt imo com carregamen 
to estãtico e o projeto Õtimo com carregamento variãvel repet~ 

do e minima. 

Verificou-se que com o aumento do numero de vaos , a 
relaçio Q* /Q* se mant~m em torno de 1 .3, levando a crer var fi x 
que o carregamento va riãvel repetido seja, invariavelmente, o 

crité rio de carga governante . Em outras pa lavras, o vetor b da 

equaçio (6.2.4.1), que representa o tra balho externo , terã va
lores maiores que os correspondentes para carregamento e s tãti 

co. 

Por~m, deve-se recordar, que o fator de carga foi con 

siderado o mesmo, independente do tipo de carregamento . 

À 
c 

= = 1 , 

o que nao espelha a realidade, pois o carrega mento va riãvel re 

petido e, usualmente, de natureza estocãst i ca, causa ndo o co
lapso apõs vãrios ciclos de carga se realizarem (Para o caso 

de carregamento estãtico, as cargas de serviço sao de natureza 

fixa e sabe-se de antemio os valores que e las vao assum ir ) . 

Desta forma, e mais lÕgi co utilizar uma relação Às/ Àc 
menor que a unidade para fazer uma comparaç ão entre os dois ti 
pos de carregamento . Vãrios pesquisad or es verificaram que , na 
prãti ca, e sta r e lação varia normalmente de 0 , 8 a 0,96, o que 
significa dizer que pode haver uma r e du çao no valor produzido 

por Q~ar/Q*fix· 

Pode-se deduzir, então, que os resultados apresenta 
dos fornecem limites i nferiores e s uper i ores para a função ob
jetivo, enquanto que valores intermediãrios podem se r ob tid os 
com a escolha de fatores de carga mais adequados para as car
gas. 
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co tenha ma i s de doi s vaos , as cargas que pro duzem as maiores 

variaç ões nas restri çõe s cr1ti ca s sob a carga horizontal e as 
cargas vertic ais local i zadas nas duas pr ime iras vigas a partir 

da esquerda, principalmente se uma das restrições for a de pla! 

t i cidade alte r nada . 

No caso de cargas fixas, o momento plâstico das vigas , 
M8 , cresce muito pouco com o aume nto do n~mero de va os ,enquanto 
que o momento plãstico dos pilares, MA' decresce de maneira 
a cent uada, co nsiderando-se a mesma r e l ação H/V ; por outro l ado, 
consi derando as varias r azões H/V para a mesma estr utura, nota
se que M8 aumenta numa proporção constante e que MA pe r manece 
invariâvel . Estes fatos são conseqUências das restrições críti

cas serem seme l ha ntes; o primeiro deles esta li gado ao nu me r o 

de r õt ul as plasticas formadas nas barras vert ic a i s de um dos me 

canismos criticas e o segundo depende diretamente de H/V, .-Ja 
que para uma mesma estrutura , verif i cou-se, as restrições cr1t i 

cas , ou os meca nismos críticos, sao sempre os mesmos, notadamen 

t e pa r a re l ações H/V menores do que a unidade . 

Sintetizando os fatos acima descritos , considerando os 

pórticos planos e os tipos de ca rregamento utilizados , pode - se 

co ncl ui r : 

a - Deve-se utilizar carregamento variâ vel r e peti do a

penas quando se t iver certeza de que as cargas va

riarão com uma freqüência adequada ; caso de cargas 
mõveis . 

b -As estruturas projeta das sob o cri t ér i o de 

fixa s ão ma i s sens1veis ã instab i l i dade . 

car ga 

c - Os valores obtidos para uma estrutura de do i s vaos, 

considerando carregamento variave l repet ido , pe rmi 
tem uma est i mativa quase exata para est ru t ur as co m 
mais vãos , desde que os vão s sejam do mesmo tama
nho e as cargas assumam variações semelhantes . 

d - Abaixo de um ce r to valor de À /À , a so lu ção Õtima s c 
sob carreg amento estãt i co também o e pa r a ca rre ga-
ment o variav el rep e tido; acima de um outro valo r 

de Às/ \ c ' a solução Õtima pa r a ca rregamento varia-
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vel repetido tamb~m o~ para cargas fixas . Para va 

lares intermediârios de Às/ Ac o projeto depe nd e 
dos dois tipos de carregamento . 

e - A fo rm ulação do proj eto estrutur al 6timo sob car r e 

gamento variãvel repetido como um problema de pro-
gram ação l i nea r, e uma téc nica ef i cien t e 
para estruturas ma is complexas . 

9 . 2 - Sugestões 

mesmo 

Baseando - se nas conc lu sões do parãgra f o ante ri or , pod! 
se unif i ca r dois programas exis tentes para a obtenção de resul

tados que dep endam dos dois tipos de ca rre game nto simultaneame~ 
te, são poucas as modific açõe s necessárias, jã que a matriz A 

da equação (6 . 2 . 4 . 1) não depende do t ip o de ca rga atuan t e , ape

nas da localização da carga . 

Pode-se pensar, também, na me di fi cação do tipo de es

trutura, considerando, por exemplo, que os p6rticos tenham as 

vigas inclinadas (pitched-roof frames) , necessita ndo , neste ca
so, de mudanças um pouco mais sign ifi cat ivas . 

O estudo da influ~ncia das forças axial e corta nte tam 

b~m seria de inte resse, pode ndo, talvez, in fluir rest rições de 
maneira substancial. 

Muitos tópicos foram abordados, e nao se fez me nçao a 

in clus ão de restr i ções para e vitar a ins tabili dade e prevenir 

as grandes deformações; é que a te o r i a p 1 ã s ti c a a i n da na o es tã 

suficientemente desenvolvida para in clu ir esses tipos de restri 
çoes em bora as verifi cações necessárias devam ser feitas. 

Assim,tudo o que vier reforça r, amp lia r e melhorar 
este trabalho serã de g r and e utilidade para todos e , além disso 

sera um reconh eci mento ao mag nifico esforço dos criadores e in
centivadores da teoria plástica pa r a estrut ur as . 

ESCOLA Di: ENGENHARI,... 
SlBL I OTECA 



REFERtNCIAS BIBL IOGRAFICAS 

1. BAKER, J.F. The design of stee 1 frames . Struc t ura1 
Enginee r, London, ~ : 39 7-431, 1949 

2. BAKER, J . F . & HEYMAN, J . P1astic design of frames . 
Ca mbrid ge University, T969, v.l. 

3. BAKER, J . F.; HORNE, M. R. ; HEYMAN, J . P1astic behaviour 
and desig n. In: BAKER, J . F . The steel skeleton. Cam-
bridge University, 1956 . v.2 . 

4 . CHAN, H. S.Y . On Fo ulkes mechanism in portal frame design 
for a1ternative 1oads. Journa1 of App1ied Mechanics, 
N e\" Y o r k , AS ~1 E , l§_ ( 1 ) : 7 3- 4 , ~~a r . 1 9 6 9 . 

5 . COHN, M. Z. Limit design of reinforced concrete frames : 

10 2 

Journa1 of Structura1 Division, New York, ASCE , 94(10): 
246 7- 83 , Oct . 196 8 . -

6 . COHN , M.Z.; GHOSH, S . K. ; PARIMI,S .R. A unified app r oach to 
theory of p1astic structures . Journal of Engineering 
Mec hanics Div ision, New York, ASCE, 98(5) : 1133 - 58, Oct . 
T972 . -

7 . COHN, M. Z. & GRIERSON , D. E. An automatic approach t o the 
analysis of p1astic frames under fixed and va ri able 
Loading . The Structural Engineer, London, 49(7) : 29 1-7 
J u1y 1971 . -

8 . C O H N , ~\. Z . & PAR H1I , S . R . O p ti ma 1 de si ~ n o f p 1 as ti c 
structures for fixed and shakedow n 1oadi ngs. Journal 
os Applied Mechanics, New York, ASME, 40(2); 595 - 9, June 
T973 . -

9. COHN, M.Z.; PARI MI, S . R.; GHOSH, S . K. On the uni que ness 
of plastic optimal design . Israel Journal of Technology, 
Jer usa1em , 2_(5) :489-93, 1971. 

10. DAVIES, J . M. Var i able repeated loading and the plastic 
design of structures . The Structura1 Eng in ee r, London, 
~(5);18 1- 94 , May 1970 . 

11. DORN, W. S . & GREENBERG, H. J . Linear programming and 
p1astic limit ana 1ysis of stru ct ur es . Qua r ter 1y of 
Applied ~1athematics, Providence, EUA, 15T2) :1 55-67, 
July 1957 . -

12 . FOULKES, J . Minimum weight design and the theo ry of p1astic 
co11apse . Quarter1y of App1ied Mathematics, Providencc 
EUA, 10:347-58 , Jan . 1953 

13. GASS , S .l. Linear programming; methods and applications . 
3.ed . New York, McGraw-Hi11, 196 9 . 

14 . GA YL ORD Jr. , E. H. & GA YL ORD, C. N. Design of stee1 structures . 
2 . ed . New York, McGraw-Hi1 1, 1972. 

15 . GE RE, J . M. & ~~EAVER Jr . , \L Ana1ysis of framed st ru ct ures . 
Toronto, Van Nostrand, 1~ 



103 

16. GREENB ERG , H.J . & PRAGER, W. Li mit desig n of beams and 
frames . Transactions of th e ASCE , New York , 117:4 47-58 , 
19 52 . 

17 . GR I ERSON, D. E. & GLA DW ELL , G.M.L . Co 11 apse l oa d ana1ysis 
usin g linear prog r amm in g . Journa1 of the St ru ctura1 
Divis i on., New York, AS CE, 97(5) :1 561- 73 , ~1ay 1971. 

18 . HEY MAN , J . Min i mum wei ght of fra mes und er shakedow n 
l oad in g. Jo ur na1 of Enginee r inÔ Mechanics Division, 
N e \-1 Y o r k , AS C E , 8~ ( 4) : 1 7 9 O- 2 5 , c t . 1 9 58 . 

19. . Plasti c design and li mit state desig n. The 
Struc tura1 Engineer, London , 51(4) :1 27 - 31, Ap r. T973 . 

2 O . P 1 a s ti c de s i g n o f b e a 111 s a n d p 1 a n e f r ame s f o r 
m1nim um material consumption . Quarter ly Ap pli ed 
t~athema t ics, Providence, EUA , ~(4) : 3 73- 8 1, Jan . 1951. 

21 . Plastic desi gn of plan e fram es f or minimum 
we1ght . The St ru ctura l Eng i neer, London, 31(5) :1 25-9 , 
May 1953 . --

22 . et a1ii. Shakedown analy s is . The Str uctura1 
Eng i neer, London, i§,(4) :97-106, Apr . 1968 . 

23 . HODGE Jr., P . G. Plasti c an a1ys is of structures. New 
York, MCG raw-Hl ll, 1959 . 

24 . LANGENDONCK, T. van . Inequações lineares. São Pa ulo, 
Associaç ão Brasileira de C1 men to Portla nd, 1959. 

25 . MASSONET, C. & SAVE, M. Calculo pl astico de las constru c
~one s. Barcelona , Montaner Y Simon, 1966 . 

26 . MENDELSON, A. Pl as tic ity ; Theory and applicatio n . New 
York, Mac Millan, 1968 . 

27 . NEAL, B. G. The plastic methods of st ru ct ur a l analysis . 
London, t'h apm an & Ha ll, 1956 . 

28 . PRAGER, W. Optimum plast ic design of a por tal frame fo r 
alternative l oads . Jour na1 of App li ed Mechanics, New 
York, AS ME, l_i(3) : 77"2'-3, Sep . 1967 . 

29 . RUB INSTEIN , M.F. & KARAGOZIAN, J . Building design using 
lin ea r progra mming. Jo urna l of t he Str uct ural Oivisi on, 
New Yo r k, ASCE, 2l(6) : 223-45, Dec . 1966 . 


	image2017-06-27-104030
	image2017-06-27-104333



