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INTRODUCAO

A Geometria Descritiva é a ciéncia de base matematica que estuda a representacao grafica dos elementos
do espaco projetados sobre dois ou mais planos. Deste modo permite a solucdo de problemas
tridimensionais com o auxilio da geometria plana, e possui aplica¢cdes na industria e nas artes. O estudo
da Geometria Descritiva tem como objetivo principal o desenvolvimento do raciocinio tridimensional e
consequente aprimoramento da percepcdo espacial’, indispensdveis a criatividade e a inteligéncia
necessdrias para a concepcdo de projetos. Este objetivo é alcancado quando existe uma total
compreensao do espaco tridimensional e de sua representacdo em um dominio bidimensional.

A Geometria Descritiva (GD) constitui uma das bases tedricas dos cursos de Engenharia, Arquitetura,
Desenho Industrial, além dos cursos de Matematica, Geologia e Artes Plasticas. Os conceitos de GD
adquiridos sao aplicados nas demais disciplinas destes cursos e, principalmente, no decorrer da atividade
profissional, pois essas profissdes exigem um alto grau de pensamento ldgico e a capacidade de pensar
em trés dimensdes.

E importante lembrar que o aprendizado da GD, por se tratar de um assunto totalmente novo para
o aluno, pois geralmente ndo faz parte do curriculo das disciplinas do ensino médio, exige paciéncia e
dedicagdo. A seguranga e o amadurecimento se adquirem com a pratica.

SINTESE HISTORICA

A Geometria Descritiva foi concebida por Gaspard Monge (Figura 1) quando este era professor na Ecole
Militaire de Méziéres na Franga, no periodo de 1765 a 1789 (STRUIK 1992, p.235). No principio, a
Geometria Descritiva foi utilizada para resolver problemas de projeto e na construgao de fortificagdes,
sendo considerada assunto de interesse da defesa nacional (BOYER 1974, p.346). Essa disciplina foi
ensinada por Monge na Ecole Polytechnique e mais tarde na Ecole Normale, ambas situadas na Franca. A
partir das licdes na Ecole Normale é que foi publicado o primeiro livro sobre o assunto, em 1795, com o
titulo Géométrie Descriptive: Lecons donnés aux écoles normales (BOYER 1974, p.350).

Figura 1: Imagem de Gaspard Monge, o criador da Geometria Descritiva.
Fonte: http://www.profcardy.com/geodina/descritiva.php

Segundo Deforge (1981 apud Ulbricht, S. 1998, p.19), a Geometria Descritiva obteve grande sucesso
na Europa continental, sendo publicado um livro de Sylvestre Francgois Lacroix, em Berlim no ano de 1806
e, posteriormente, nos Estados Unidos da América, em 1821, foi adaptada ao ensino. Na Inglaterra, o
método de Monge somente foi adotado em 1862.

1 Percepcio espacial considerada como o perfeito entendimento dos objetos e da situagéo visualizada.
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A Geometria Descritiva foi introduzida no Brasil a partir da criacdo da Academia Real Militar, na
cidade do Rio de Janeiro em 1810. Em Portugal, esta disciplina ndo era ensinada nas academias militares,
nem nas universidades, apesar de seu conhecimento desde 1795 (Miranda, 2001, p.26). Através da Carta
Régia de 4 de dezembro de 1810, o principe regente, D. Jodo VI, apresenta o curriculo, as referéncias,
prescricées dos programas e dos compéndios a serem elaborados pelos professores, além de citar os
autores que serviriam de base para a concep¢do do material didatico a ser produzido para posterior
utilizacdo na Academia Real Militar (Miranda, 2001, p.31).

Figura2: Foto de sala de aula de Geometria Descritiva (1896-1897).
Fonte: http://www.space.gatech.edu/danshiki/Tower/IntPhotos.html

Para a disciplina de Geometria Descritiva, o autor indicado foi Gaspard Monge. Alids, como salienta
Cunha (1986, p.138), a maioria dos autores indicados para compor os compéndios das disciplinas era de
origem francesa. A Geometria Descritiva era uma disciplina de segundo ano de todos os cursos de ciéncias
exatas (Matematica, Engenharia, Geografia e Topografia) e formacao de oficiais (Artilharia e Engenharia)
oferecidos pela Academia Real Militar, junto com resolugdes das equacdes (algebra superior), geometria
analitica, calculo diferencial e integral e desenho. Em 1811, foi designado o segundo tenente José Vitorino
dos Santos e Souza como professor para assumir a cadeira de Geometria Descritiva. Este professor
preparou seu compéndio a partir da traducdo da uUnica obra especifica sobre Geometria Descritiva
existente na época, que era Géométrie Descriptive de Gaspard Monge. Sua contribuicdo esta no prefacio
de seu livro, cujo titulo em portugués era Elementos de Geometria Descritiva: com aplica¢des as artes. No
qual apresenta a importancia e os objetivos da Geometria Descritiva, a quem o livro se destina e,
principalmente, a metodologia de ensino a ser utilizado na disciplina (MIRANDA, 2001).

Conforme a traducdo do professor José Vitorino, a importancia da Geometria Descritiva era
incentivar a industria francesa da época, que sofria com a hegemonia da industria inglesa no século XVIII
(MIRANDA, 2001).

Para Monge, os dois principais objetivos da Geometria Descritiva eram:

e representar através de desenhos bidimensionais os objetos tridimensionais que sdo susceptiveis
de definicdo rigorosa (linguagem para quem concebe o projeto, dirige a execugdo ou executa
diferentes partes do trabalho) ;

e inferir, a partir da descrigdo exata dos objetos, informagdes sobre a sua forma e posicao.
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METODOLOGIA

O ensino tradicional de Geometria Descritiva (GD) tem carater axiomatico e dedutivo, exigindo um nivel
de abstracdo inadequado aos iniciantes na “arte”, o que dificulta o aprendizado desta ciéncia. Este
trabalho utiliza uma metodologia inovadora para o ensino de GD, no sentido de vincular esta ciéncia ao
seu objetivo original: o Projeto. Desta forma, as técnicas de representacdo, projecdes e métodos
descritivos tém como enfoque principal a solu¢do de problemas de projeto. O uso da aprendizagem
baseada em projetos (Design-Based Learning) é uma tendéncia nas modernas escolas de Engenharia,
Design e Arquitetura que, além de proporcionar maior objetividade no processo de ensino-aprendizagem,
estimula o trabalho em equipe e a interdisciplinaridade.

A metodologia proposta estd apoiada em dois pilares fundamentais: um novo enfoque na
apresentacgao dos conteudos, baseado em objetos sélidos e situagdes concretas, e uma nova metodologia
de ensino, onde os alunos utilizam os conceitos de GD no desenvolvimento de projetos. Para reduzir o
grau de abstragdo e visualizar situagdes que, muitas vezes, podem ser muito abstratas para o estudante,
foi desenvolvido um software de apoio ao ensino-aprendizagem de GD, o HyperCAL®". Este software
permite a visualizagdo e manipulagdo de modelos tridimensionais no mesmo contexto da Geometria
Descritiva. Além disso, é possivel criar vistas auxiliares através de operagdes de Mudangas de Sistema de
Referéncia de forma idéntica a realizada em GD, com representagdes em 3D e em 2D (épura). A Figura 3
apresenta a tela do HyperCAL®®, onde se visualiza um modelo posicionado em relacdo ao Sistema de
Referéncia e aos Planos de Projecao.

O programa auxilia o professor, permitindo teste e a simulacdo de problemas e também nas aulas
expositivas, através de demonstracées em tempo real, auxilia o aluno através da visualiza¢do e simulacao
das solucdes dos problemas que lhe s3o apresentados. O aluno pode utilizar o HyperCAL®*® como uma
ferramenta de trabalho para aplicar os seus conhecimentos de GD em espaco tridimensional virtual. Desta
forma o aluno pode compreender a ldgica das operagdes realizadas em 3D e o seu resultado em épura,
que é gerado de forma automatica pelo programa.

\D HyperCAL 3D - [D:\Fabic' Onedrive\HyperCAL3DE.0\S8lidoExemplo1.H3D] — ]
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Figura3: Tela do HyperCAL3D, programa desenvolvido para o ensino de Geometria Descritiva.
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CONTEUDO PROGRAMATICO

Este livro aborda os conceitos basicos da Geometria Descritiva (Quadro 1), as principais operacdes
envolvidas e suas aplicacGes em problemas praticos de projeto geométrico de objetos. Primeiramente, é
apresentado o método de monge ou Sistema Mongeano de representacdo. Para a compreensdo deste
sistema de representacdo, sdo apresentados os sistemas projetivos, sistemas de coordenadas (sistemas
de referéncia) e planificagdo do sistema (épura). Em seguida, sdo apresentados os conceitos bdsicos da
representacdo em dupla projec¢do de objetos solidos facetados, tipos de projecao de planos (faces) e retas
(arestas), posicOes tipicas de faces e arestas e visibilidade dos objetos na representacao em épura.

Ap0ds estes conteudos basicos, que tém a fungdo de introduzir o sistema de representacdo da GD e
sua aplicacdo na representacdo de objetos tridimensionais, é introduzido o conceito de Mudanca de
Sistema de Referéncia (MSR) e Vistas Auxiliares (VA). Primeiramente, sdo abordadas as Vistas Auxiliares
Primarias (VAP), através de Mudancas de Sistema de Referéncia Primarias (MSRP). Numa segunda etapa,
sdo abordadas as Vistas Auxiliares Sucessivas (VAS), através de Mudangas de Sistema de Referéncia
Sucessivas (MSRS). Nesta etapa, ja é possivel resolver varios tipos de problemas de projeto que envolvam:
posicdo e verdadeira grandeza, angulos e distancias entre objetos, visualizacdo em perspectiva e vistas
principais.

A modelagem avangada de sélidos introduz os conceitos de extrusdo, corte e intersegdes. Estes
conceitos sdo aplicados no projeto de formas geométricas complexas dentro do contexto da GD. Nesta
etapa, os conceitos da GD sdo revisitados como ferramentas de projeto.

Finalmente, é apresentado o Método da Revoluc¢do, o qual pode ser utilizado como alternativa a MSR
e também para a solucdo de problemas de projeto que envolvem elementos que possuem movimentos
circulares ou de revolugao.

Quadro 1: Sumario dos contetidos abordados neste livro.

Sistemas Projetivos; Sistema Mongeano [Dupla Projegdo, Sistema de Referéncia): caracteristicas,

Sistema Mongeano nomenclatura, coordenadas, planificagdo do Sistema (épura).

Tipos de projecGes de faces e arestas: proje¢des acumuladas, reduzidas e em verdadeira grandeza;

Pertinéncia envolvendo retas (arestas); Posi¢cBes entre retas (concorrentes, paralelas e reversas.

Representagdo de planos (faces): Tipos de projecdes de planos; Pertinéncia envolvendo planos
Conceitos Basicos (faces)

Posi¢Bes particulares de arestas e faces em relagdo ao Sistema de Proje¢do Mongeano: Os sete

tipos de faces e sete tipos de arestas. Visibilidade de arestas e faces.

VAP através de Mudangas de Sistema de Referéncia Primdrias (MSRP): Principios da MSRP;
Vistas Auxiliares Primarias (VAP) Aplicagdes da MSRP para: obter VG de arestas obliquas, obter VG de faces acumuladas de sélidos.
Aplicagdes da MSRP para acumular arestas e acumular faces.

VAS através de Mudangas de Sistema de Referéncia Sucessivas (MSRS): Principios das MSRS;
Aplicagdes de MSRS para: obter VG das faces obliquas de um sélido; obter angulo entre arestas;
obter angulo entre faces.

Vistas Auxiliares Sucessivas (VAS
e Aplicagdes de MSRS para: Vista em perspectiva Axonométrica. Exercicios.
Aplicagdes de MSRS para: obter vistas principais de um sélido.

Perpendicularismo e Paralelismo de retas e planos no contexto dos sélidos. Distancia. Extrusdo.

Modelagem avangada de Sélidos Interseges e Cortes. Intersegdo reta/plano; Intersecdo plano/plano; Cortes de sélidos. Exercicios.

Método da Revolugdo Método da Revolugdo. AplicagGes no contexto de objetos sélidos
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SISTEMA DE REPRESENTACAO EM DUPLA PROJECAO
(METODO DE MONGE)

O chamado método de monge consiste na representacdo plana de objetos tridimensionais através de suas
projecOes ortograficas em pares de planos ortogonais. Este método revolucionou a forma de
representagao técnica no final do século XVIII e foi uma das bases da revolugdo industrial. Para
compreender este tipo de representagdo, é necessario conhecimento de sistemas projetivos e suas
principais caracteristicas.

SISTEMAS PROJETIVOS

Varios dispositivos naturais de representagcdo tém como principio de funcionamento a proje¢do de um
objeto tridimensional sobre um meio bidimensional. Um bom exemplo disso é o olho humano? (Figura
4a) que utiliza a projecdo de objetos do espaco em um dominio bidimensional, a retina. As sombras
projetadas também sdo exemplos naturais de projecao dos objetos sobre um plano horizontal, o chao.

(a) (b)

Figura4: Exemplos onde o processo de projegdo consiste no principio funcional de dispositivos: a) Corte de modelo 3D de um
olho humano. b) Projetor.

O homem apropriou-se do principio da proje¢dao no desenvolvimento de seus préprios dispositivos
para a representacdo bidimensional dos objetos do espacgo. Entre estes dispositivos, estdo as cameras
fotograficas e os projetores (Figura 4b) em geral. Antes destas invengdes, porém, o conceito de projecdo
ja era utilizado na elaboracdo de um sistema grafico de representacdo de objetos tridimensionais, sendo
gue os primeiros textos que mencionam este assunto datam de meados do século XV, durante o
Renascimento.

A compreensdo de um sistema projetivo é facilitada quando se adota um exemplo pratico, como o
conjunto formado por um projetor de slides e uma parede na qual seré projetada uma imagem. E possivel
afirmar que a imagem foi obtida através de um feixe de luz que parte da lampada interna do projetor de
slides e que passa através de cada um dos pontos do slide, e acaba por projetar-se como uma imagem na
parede. Neste exemplo, é possivel distinguir claramente os elementos que compdem o sistema projetivo:

e A lampada do projetor configura o centro de proje¢ao, ponto do qual parte o feixe de retas que
formam a imagem do objeto;

e O feixe de raios de luz é constituido por retas projetantes, que formam, neste caso, um cone de
projecao;

e Oslide® representa o objeto a ser projetado;

2 Outros animais possuem aparelhos visuais tdo ou mais complexos que o olho humano, independentemente da escala evolutiva.

3 Este exemplo foi escolhido pela sua facilidade didatica, mas é preciso levar em consideragdo a simplificagdo decorrente desta escolha. Nela, o
objeto a ser projetado também pode ser considerado bidimensional.
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e A parede, por sua vez, representa o plano onde sera projetada a imagem do objeto, denominado
plano de projecgao;

e Por fim, existe a prépria imagem vista na parede, a qual pode ser designada como proje¢do ou
imagem do objeto.

Estes cinco elementos (centro de projecdo, retas projetantes, objeto, plano de projecao e projecdo
ou imagem) sdo fundamentais para a compreensdo de um sistema projetivo e algumas de suas
caracteristicas sdo responsaveis pela diferenciagcdo entre pelo menos trés tipos de sistemas projetivos
distintos.

CLASSIFICACAO DOS SISTEMAS PROJETIVOS

A forma da projecdo depende das posicGes relativas dos trés elementos: Plano de Projecao, objeto e
Centro de Projecdo. Conforme o tipo de projecdo gerada e a posi¢do relativa entre os elementos, é
possivel classificar os sistemas projetivos em dois tipos basicos: Sistema de Proje¢do Central ou Conico e
Sistema de Projecdo Cilindrico.

Sistema de Projecao Central ou Conico

No Sistema de Projecdo Central (SPC), a distancia entre o Centro de Projecdo (CP) e o objeto é finita e
compativel com a ordem de grandeza das dimens&es do objeto (Figura 5a). Neste caso, existe um angulo
nao desprezivel entre as projetantes, o que causa distor¢des na projecdo. Além disso, a distancia entre o
CP e o Plano de Projecdo (PP) define o tamanho da imagem e a distancia entre o CP e o objeto define o
grau das distor¢Oes da imagem. Estas distor¢des sdo chamadas de efeito perspectivo. A visdo humana, as
cameras fotograficas e filmadoras, projetores e a luz projetada a partir de uma lampada sdo exemplos de
Sistemas Projetivos cOnicos ou centrais.

(a) (b)

Figura 5: a) Sistema de Projegdo Conico ou Central. b) Perspectiva conica.

O SPC é a base para todos os sistemas de projecdo, pois os conceitos envolvidos podem ser
generalizados ou particularizados de forma a gerar os trés tipos de SP conhecidos. Foi a partir dos SPC que
foram sistematizados todos os conceitos envolvendo projec¢des e a representacdo grafica.

Este tipo de sistema projetivo é a base tedrica para a construcao das chamadas perspectivas conicas.
A perspectiva conica é o desenho perspectivo mais proximo da visdao humana, dai a sua utilizacao
frequente em representagGes com objetivos realisticos em aplica¢gGes variadas como Design, Arquitetura,
Publicidade e Artes Plasticas.

As projegdes ou imagens geradas por este tipo de sistema projetivo ndo servem para aplicagdes onde
haja necessidade de precisdo, pois ha distor¢des na forma e nas medidas de angulos e comprimentos.
Estas distor¢Oes sdo chamadas de efeito perspectivo (Figura 5b), no qual elementos mais préoximos do
observador (Centro de Projecao) se projetam maiores do que elementos mais afastados, mesmo que suas
medidas reais sejam as mesmas.
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Sistema de Projecao Cilindrico

Um sistema projetivo é dito cilindrico quando a distancia entre o centro de projecdo e o objeto é tdo
grande em relacdo as dimensdes do objeto a ser projetado que pode ser considerada infinita. Desta forma,
as projetantes tornam-se paralelas. Uma caracteristica importante deste tipo de sistema projetivo esta
nas caracteristicas das distor¢des produzidas na imagem ou proje¢ao. Faces paralelas ao plano de
projecdo projetam-se em verdadeira grandeza, o que facilita as aplicagdes onde a precisdo é importante,
como em projeto. Nao ha distor¢do quanto a posicdo de arestas e planos, ou seja, retas paralelas,
projetam-se paralelas. Tal caracteristica é importante para a correta compreensdo das formas.

Os sistemas de projecao cilindricos podem ser classificados em dois tipos segundo a posicao relativa
de projetantes e plano de projecdo: Sistema de Projecdo Cilindrico Obliquo e Sistema de Projecdo
Cilindrico Ortogonal.

Sistema de Projecao Cilindrico Obliquo

Em um Sistema de Projecao Cilindrico Obliquo, as projetantes paralelas formam um angulo diferente de
90° com o plano de projegao (Figura 6a), isto faz com que a proje¢do dos objetos seja distorcida em relagao
ao objeto, isto é, a proje¢do pode ser maior, menor ou igual ao tamanho do objeto.

Neste tipo de Sistema Projetivo, as faces paralelas ao plano de projecdo sdo projetadas em
verdadeira grandeza (VG), o que amplia seu espectro de aplica¢Ges. No entanto, devido a distor¢des que
podem ser imprevisiveis nas demais dimensdes, seu uso fica restrito a desenhos perspectivos. Este tipo
de sistema projetivo estd associado as chamadas perspectivas obliquas como a perspectiva Cavaleira
(Figura 6b) e a perspectiva Cabinet, muito utilizadas em Engenharia e Arquitetura.

(a) (b)

Figura 6: a) Sistema de Projecdo Cilindrico Obliquo. b) Perspectiva cavaleira a 45°.

Sistema de Projecao Cilindrico Ortogonal

Em um Sistema de Projecdo Cilindrico Ortogonal as projetantes paralelas formam um angulo de 90° com
o plano de proje¢do (Figura 7a). Por se tratar de um sistema cilindrico, as faces paralelas ao plano
projetam-se em verdadeira grandeza e as distor¢des das faces obliquas dependem, Unica e
exclusivamente, da posicao das mesmas em relagdo ao Plano de Proje¢do, sendo proporcionais ao
cosseno do angulo com o mesmo. Uma proje¢do nunca é maior que o objeto e as redugbes sdo
proporcionais aos angulos dos elementos (retas e planos) em rela¢do ao plano de projec¢do. Assim, existe
uma relacdo biunivoca entre a projecdo e o objeto real definida por uma equacdo matematica. Por esta
razdo, o sistema cilindrico ortogonal é a base para toda a Geometria Descritiva e para o Desenho Técnico,
duas areas onde a precisdo e verdadeira grandeza sao elementos fundamentais.

Este tipo de Sistema Projetivo também é utilizado para a obtencdo das chamadas perspectivas
axonométricas, as quais possuem reducdes proporcionais aos angulos entre os eixos da peca e o do plano
de projecdo. Um exemplo é a perspectiva isométrica (Figura 7b), que apresenta redugdes idénticas nas
trés direcdes principais do objeto, pois os eixos da peca fazem o mesmo angulo com o plano de projecao.
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(a) (b)

Figura 7: a) Sistema de Projecdo Cilindrico Ortogonal. b) Perspectiva axonométrica.

O SISTEMA DE DuUPLA PROJECAO (METODO DE MONGE)

Com o uso de Sistemas de Projecdo Cilindricos Ortogonais, é possivel obter representacdes exatas de
objetos planos, desde que os mesmos estejam posicionados paralelos ao plano de projecdo. No entanto,
guando se desejam representar objetos tridimensionais, so sdo possiveis representagdes exatas de faces
paralelas ao plano de projecdo. A projecdo cilindrica ortogonal de um objeto sobre um plano é chamada
de Vista Ortografica (VO) do objeto. Uma Unica VO ndo contém todas as informacgées sobre forma de um
objeto. Considerando estas propriedades dos Sistemas de Proje¢do Ortogonal, Gaspar Monge propds um
sistema de dupla projecao, constituido por planos ortogonais entre si, sendo um plano horizontal e outro
frontal.

Y

(a) (b)

Figura 8: Exemplos de sélidos em um sistema de multiplas proje¢des.

A Figura 8 apresenta quatro exemplos de objetos sdlidos e suas representacdes em vistas ortograficas
nos dois planos ortogonais de projec¢do. O plano azul é o chamado Plano Horizontal de Projecdo e o plano
verde é o Plano Frontal de Projecdo. E possivel notar que os quatro objetos apresentam projecdes
idénticas no plano azul (Horizontal). Isto significa que os objetos sdo idénticos quando observados de
cima, que é a interpretagao da projecdo no plano horizontal, a qual é também chamada de vista superior.
Em vista frontal, no plano verde, eles se apresentam diferentes. A Unica exce¢do é o quarto objeto (Figura
8d), o qual possui projecao frontal idéntica ao primeiro (Figura 8a). Neste caso, os objetos se diferenciam
apenas numa terceira vista, em um plano de projecao auxiliar. Estes exemplos evidenciam a necessidade
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de dois ou mais planos de projecao para bem compreender a forma de um objeto. O método de Monge
permite a adicdo de tantos planos quantos necessarios, criando um sistema de projecdes multiplas.

No sistema de proje¢dao com dois ou mais planos de projecao como o mostrado na Figura 8, nota-se
a representacdo de eixos, 0s quais correspondem aos eixos de coordenadas cartesianos (x, y, z). O sistema
ainda apresenta uma configuracdo tridimensional, a qual sé pode ser compreendida em uma vista em
perspectiva, como as da Figura 8. No entanto, como o objetivo é representar objetos em um unico plano,
ha a necessidade de planificar todo o sistema e, assim, representar somente as projecdes dos objetos em
um Unico plano. Este processo de planificagdo é feito através do rebatimento dos planos considerando as
interse¢des entre os mesmos com os eixos de rotagdo. A Figura 9 mostra uma sequéncia de imagens que
ilustra como é feita a planificacdo do sistema de projecdo.

-

Figura 9: Planificacdo do sistema de projegdo mongeano - Epura.

A Figura 9g mostra o sistema de projecdo mongeano planificado com as projecdes do objeto
representadas e alinhadas, o que é uma caracteristica importante para o correto entendimento do objeto
e das relagdes entre as dimensdes e coordenadas das projecdes. O sistema de projecdo planificado
recebe, tradicionalmente, o nome de Epura e a sua representac3do convencional varia bastante, conforme
o autor. Neste trabalho, é proposta uma conven¢ao mais préxima da representac¢do usual dos Sistemas
de Referéncia cartesianos, com énfase nos eixos coordenados x, y e z.

Ainda na Figura 9g, é possivel observar que o eixo x (vermelho) esta orientado para a esquerda, o
que é o contrdrio da representacdo usual em geometria plana. Isto ocorre devido ao processo de
planificacdo, mas é uma representacdo coerente considerando um sistema de referéncia do tipo mao
direita. A Figura 10 apresenta os mesmos solidos da Figura 8 com suas configuracGes em 3D e as épuras
correspondentes. A ideia fundamental é que as vistas ortograficas dispostas nesta forma permitam a
compreensdo da forma e das dimensdes dos objetos representados. Assim, visualizando duas ou mais
vistas do mesmo objeto, o leitor deve formar uma imagem mental do objeto, sendo capaz de
compreender sua forma, dimensdes e posicdo com precisdao. Além disso, é possivel realizar operagdes
sobre as vistas para obter ou alterar dados do objeto. Este tipo de representacdo é a base do desenho
técnico e das representacdes de projetos geométricos nas diversas dreas de conhecimento.
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Figura 10: Sélidos no sistema de proje¢do em 3D e na sua representagdo em épura, apos a planificagdo do sistema.

REPRESENTAGAO EM EPURA

A épura é uma representacdo de um objeto com multiplas vistas (projecGes) dispostas em um Unico plano
e cuja configuracdo é o resultado da planificagdo do sistema mongeano de projecdo. A representagdao em
épura segue algumas convenc¢bes que devem ser observadas. A seguir, sdo descritos alguns elementos
gue sempre constam em uma representagdo em épura, os quais podem ser observados na Figura 11.

F Ex=H.
B2 CZ AZEDZ TZ
X
B, F, A=k, y
DlEHl

Figura 11: Representagdo em épura e os principais elementos: Linha de Terra, Eixos de referéncia e Linhas de chamada.

e Linha de Terra (LT) — é uma linha de espessura média que separa as duas vistas (superior, a baixo, e
frontal, a cima). A LT corresponde a interse¢do entre os planos Horizontal e Frontal de projecdo e é

coincidente com o eixo X do sistema de referéncia cartesiano.

Eixos x, y e z — Os eixos de coordenadas sdo representados na extremidade direita da LT, onde se

encontra a origem do sistema de coordenadas (0,0,0), sendo o eixo x coincidente com a LT e
orientado para a esquerda, o eixo y é perpendicular a LT e orientado para baixo e o eixo ztambém é

e

perpendicular a LT mas é orientado para cima. Nos nomes dos eixos também devem ser
representados com letras minudsculas.
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e Projec¢Oes de Pontos — Cada ponto tem duas proje¢Ges, uma em cada vista, as quais sdo conectadas
pela linha de chamada, as quais recebem nomes que correspondem aos nomes nos pontos seguidos
de um indice referente a cada tipo de projecdo. Pontos sdo sempre nomeados por letras romanas
maiusculas (ex: A, B,..., P). Os indices sdo 1, para projecdes horizontais, e 2, para projecdes frontais.
Assim, a projecao o horizontal de um ponto A é representada como A; e sua projec¢do frontal é A,.
Pontos com projecdes coincidentes recebem os nomes das duas projecdes separadas pelo simbolo
“=". Assim, a representacao A;=E; significa que a projec¢do horizontal do ponto A é coincidente com
a projecao horizontal do ponto E.

e Linhas de chamada — S3o linhas finas que conectam as duas projecdes de um ponto. As linhas de
chamada sdo sempre perpendiculares a LT e sempre conectam uma projec¢do de indice 1 de ponto e
a projecdo de indice 2 do mesmo ponto.

A representacdo das projecdes de um ponto é feita com pares de coordenadas, conforme o plano de
projecdo. Para representar uma projecao no plano horizontal, utilizam-se as coordenadas x e y. A projecdo
no plano frontal é feita com as coordenadas x e z. E possivel, ainda, construir uma proje¢do no plano
lateral a partir das coordenadas y e z. A representacdo de soélidos facetados é feita a partir das
representacdes de seus vértices, os quais sdo pontos. Os pontos sdo definidos pelos seus nomes (letras
romanas maiusculas) e pelas suas coordenadas. Assim, um ponto P(30,20,30) pode ser representado em
épura segundo a Figura 12. Desta forma, a partir das coordenadas cartesianas de um ponto, é possivel
representar as suas projecdes em épura.

3A P2
5 ﬂz
%\ 1
S
ly
2
P1

Figura 12: Representagdo das projecGes de um ponto em épura.

Como é possivel observar, as proje¢ées recebem o nome do ponto e um indice que identifica o tipo
de projecdo: 1 para projec¢do horizontal (PH), 2 para projec¢do frontal (PF). As projec¢des sdo ligadas por
linhas (Linhas de Chamada), as quais devem ser finas (0,3mm). Os pontos sdo representados por pequenas
cruzes de espessura média (0,5mm), assim como as linhas dos eixos.

A representacdo de um ponto em épura segue a sequéncia da Figura 12 e deve ser feita com base
nas coordenadas da seguinte forma:

a) Marcar a coordena x, também conhecida como abscissa sobre o eixo x ou linha de terra;
b) Nesta posicdo, tracar a linha de chamada perpendicular (1) a linha de terra com uma linha fina;

c) Marcar a coordenada y sobre a linha de chamada com uma cruz (2), considerando a origem no
cruzamento com a linha de terra e a dire¢do positiva para baixo, a mesma da seta y;

d) Marcar a coordenada z sobre a linha de chamada com uma cruz (3), considerando a origem no
cruzamento com a linha de terra e a dire¢do positiva para cima, a mesma da seta z;

e) Escrever os nomes das projec¢des colocando os indices: 1 paray e 2 para z.

A representagdo de pontos permite extrapolar para a representagdo de segmentos de reta a partir
da representacdo dos pontos das extremidades. A representacdo de um segmento de reta é feita
tracando, em cada plano de projecdo, segmentos de reta que unem as projecdes de mesmo indice dos
pontos da extremidade do segmento. Assim, a representacdo de um segmento de reta AB é feita
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representando as projecdes dos pontos A e B (A; e A; e B; e By) e, em seguida, sdo tracados segmentos de
reta que unem A; e B;, paraformar a projecdo horizontal do segmento, e A; e B,, formando a projecdo
frontal do segmento AB. A Figura 13 (a e b) apresenta um exemplo de onde é representado o segmento
AB, conhecendo-se as coordenadas dos pontos de extremidade: A(50,20,30) e B(20,50,50). Da mesma
forma, é possivel representar figuras planas, como poligonos, a partir dos seus lados, que sdo segmentos
de retas. Ainda na Figura 13 (c e d), é acrescentado um novo ponto na épura, C(30,10,20), de forma a
compor um triangulo com os pontos A e B. As proje¢des do tridangulo sdo desenhadas conectando as
projecoes de vértices de mesmo indice, formando a projecao horizontal, com os vértices de indice 1, e a
projecdo frontal, com os vértices de indice 2.

}
B2

/ >
Az
. X
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. : \
+ B B1
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B2 B2
Az A;
+ Co

b)
C
C1
d)

X

TC y y
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B1 B,
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Figura 13: Exemplo de representacdo de segmento de reta a partir das coordenadas dos pontos das suas extremidades e de um
poligono a partir dos vértices de seus lados. Neste caso, os pontos A, B e C, onde A(50,2030), B(20,50,50) e
C(30,10,20). a) Marcagdo das projecdes dos pontos; b) Marcagdo das proje¢des do segmento tragando segmentos
retos que unem as projecGes de mesmo indice; ¢) Marcagdo do ponto C e d) Marcagdo do tridngulo unindo por
segmentos retos as proje¢oes de mesmo indice.
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REPRESENTAGCAO DE RETAS E SEGMENTOS DE RETA

Arepresentacdo de retas e segmentos de reta envolve uma série de caracteristicas que devem ser levadas
em consideragdo para o correto entendimento da épura. Neste contexto, é importante destacar os tipos
de projecdo que podem ocorrer, a pertinéncia de ponto a reta e, ainda, a posi¢cdo entre duas retas.

Tipos de Projecao de Retas

E possivel observar que, conforme o plano de projecdo analisado, as faces e arestas do sélido apresentam-
se em diferentes posicdes e formas. Faces e arestas paralelas ao plano de projegao projetam-se em
verdadeira grandeza (VG). Faces e Arestas obliquas a um plano de projecao projetam-se reduzidas (PR).
Faces e arestas perpendiculares a um plano de proje¢ao projetam-se acumuladas (PA). A Figura 14 mostra
algumas ocorréncias de diferentes tipos de projecdes de arestas de um sélido. A Figura 14a destaca uma
aresta FH do sdlido, a qual se projeta reduzida no plano horizontal (PH) de projecdo e em verdadeira
grandeza no plano frontal (PF) de projecdo. A Figura 14b mostra duas arestas (EF e GH) com projec¢des
acumuladas no PF e proje¢cdes em VG no PH e, ainda, uma aresta correspondente a diagonal EH que se
projeta reduzida nos dois planos de projecao.

PA

PR VG

_— VG
~"PR

PA

VG VG

PR
(a) (b)

Figura 14: Tipos de proje¢Ges de arestas.

E importante compreender algumas relacdes importantes entre os tipos de projecdo para retas e
segmentos de reta, as quais estdo diretamente relacionadas com a posicdo destas no espaco e em relacdo
ao sistema de referéncia. As relagcdes mais comuns para as projecdes de uma reta sao:

e se uma projecdo é paralela a linha de terra, a projecdo no plano ortogonal é, necessariamente, uma
VG pois isto significa que a reta é paralela a este plano de projecdo e, neste caso, o angulo entre o a
reta e o plano de projecao ortogonal é o mesmo entre a VG e a linha de terra (Figura 14a);

e se uma projecdo é acumulada (PA), a projecdo no plano ortogonal, necessariamente, é uma VG e
perpendicular a linha de terra, por que uma PA indica que a reta é perpendicular ao plano em que
acumula, portanto é paralela a todo plano ortogonal a este, projetando-se em VG nos mesmos;

e seasduas projecdes ndo estdo acumuladas e nenhuma é paralela a linha de terra, significa que ambas
sdo reduzidas.
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Pertinéncia de Ponto a Reta

Em Geometria Descritiva (GD), o estudo da pertinéncia do ponto a reta tem como objetivo analisar a
posi¢do de um ponto através de suas proje¢Oes para compreender quais as condi¢des para que 0 mesmo
pertenca a uma reta. O conceito de pertinéncia de ponto a reta é um dos mais basicos e importantes da
GD, pois todas as operac¢des realizadas com retas e mesmo com planos depende da correta aplicagdo da
pertinéncia. Isto ocorre na construgao de vistas auxiliares, na marcagao de um segmento sobre uma reta,
na determinac¢do de distancias.

A condigdo para um ponto pertencer a uma reta um ponto esta contido ou pertence a uma reta se
as projecoes do ponto estdo contidas nas projecdes da reta. A condicao de pertinéncia pode ser utilizada
para verificar se um ponto pertence a uma reta e também para localizar pontos sobre uma reta em funcao
de uma determinada condigao.

Um exemplo de aplicacdo da condicdo de pertinéncia para a determinacdo de um ponto sobre uma
reta pode ser visualizado na Figura 15. Neste exemplo, é dado um segmento de reta AB onde deve ser
marcada um ponto P pertencente a AB e com coordenada z=40mm. A solucado deste problema consiste
em tragar uma linha a 40mm da linha de terra sobre o Plano Frontal de Projecdo (PF), determinando a
interse¢do desta linha com a projecdo do segmento no PF, a qual determina a projecdo frontal de P (P,).
Em seguida, uma linha de chamada é tracada a partir de P, até a proje¢do horizontal do segmento,
determinado sobre a mesma Pi, a projecdo horizontal do ponto procurado. Este processo para a
determinac¢do da posicdo de um ponto com uma coordenada Z especifica estd intimamente ligado ao
conceito de intersecdo, pois esta linha tragada com cota 40mm é, na verdade, um plano paralelo ao plano
horizontal e a interse¢do deste plano com a reta define o ponto procurado.

A maior parte dos conteldos a seguir depende do entendimento correto da pertinéncia de ponto a
reta, inclusive a pertinéncia de ponto a plano e de reta a plano que serao vistos em seguida.

B: B>
P2 P2
: / .
Az

Az

0=

A1 Al

B1

(a) (b)

Figura 15: Exemplo de determinagdo de um ponto contido em segmento de reta sabendo a sua coordenada Z. a) Tragar uma linha
paralela a linha de terra na projecdo frontal com uma distancia igual a cota do ponto procurado, determinando a
projecdo frontal do ponto na interse¢do da linha com a projecdo da reta. b) Tragar uma linha de chamada da projegdo
encontrada até a outra proje¢do da reta no plano de proje¢do ortogonal, determinando a projecao horizontal do
ponto procurado
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Posicoes Relativas entre duas Retas

Duas retas podem ser complanares ou ndo coplanares. Retas coplanares pertencem a um mesmo plano
e incluem as retas paralelas e as retas concorrentes. As retas concorrentes podem ser perpendiculares,
isto é, formando um angulo de 90°. Retas ndo coplanares, sdo retas que ndo podem pertencer a um
mesmo plano, também sao chamadas de retas reversas. A seguir, serdo descritas as principais posi¢des
relativas entre duas retas.

Retas Concorrentes

Retas concorrentes sdo retas coplanares que possuem um ponto em comum. Por serem coplanares, retas
concorrentes sdo usadas comumente para representar planos. Em épura, a representagdo de retas
concorrentes fica clara quando o ponto comum a ambas é representado em todas as vistas. Os lados
adjacentes de um poligono, faces de um sdlido facetado, sdo retas concorrentes. O dngulo entre duas
retas concorrentes sempre é diferente de 0° e de 180°, sendo as retas seriam paralelas ou coincidentes.
O angulo entre duas retas concorrentes sé se projeta em VG quando o plano que as contém esta em VG
também. A excegdo ocorre quando as sdo retas perpendiculares.

Para verificar se duas retas sdao concorrentes em épura, é necessario encontrar o ponto de intersecao
das mesmas. Isto é feito a partir da intersecdo de suas projecdes em um mesmo plano de projecdo e
verificando se ha coincidéncia desta intersegao nas demais vistas. Se as interse¢Ges das projecdes estdo
sobre a mesma linha de chamada em todas as vistas (Figura 16b), significa que estas sdo as proje¢es do
ponto de interse¢do entre as duas retas, portanto sao concorrentes. Caso nao haja uma coincidéncia das
linhas de chamada, tratam-se de retas reversas, ndo coplanares (Figura 19).

A Figura 16a apresenta um exemplo de segmentos de retas concorrentes isolados e a forma como os
mesmos se projetam em relacdo ao SR, com destaque para o ponto de concorréncia, comum aos dois
segmentos. A Figura 16b mostra a representacdo em épura das duas retas concorrentes, onde é possivel
perceber a existéncia do ponto comum a ambas, no caso, o ponto |. Ainda no exemplo da Figura 16b, é
possivel observar que nenhuma das retas estd em Verdadeira Grandeza (VG), portanto o dngulo entre as
mesmas nao se projeta em VG também.

x

A1

(a) (b)

Figura 16: Retas concorrentes em projecao.

Como as retas concorrentes sdo coplanares, é possivel representar de forma robusta um plano por
um par de retas concorrentes. Este paradigma é usual no ensino tradicional da Geometria Descritiva, mas
também é totalmente compativel com a abordagem de sélidos. Em um sélido de faces planas, os lados
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adjacentes das faces sempre sdo concorrentes, pois possuem um vértice em comum. A Figura 17 mostra
um exemplo de retas concorrentes nas faces de um sdlido. Neste caso, fica clara a relagdo entre a
definicdo de retas concorrentes e planos, pois os trés vértices que definem a face plana do sélido
pertencem as extremidades dos segmentos concorrentes. Numa face triangular como a da Figura 17, é
possivel trés combinagGes de segmentos de reta concorrentes com os lados: KL e GL, KG e LG, GK e LK,
sendo que todas definem o plano da face.

G2

K1

(a) (b)

Figura 17: Exemplo de retas concorrentes em face de sélido. Todas as faces apresentam segmentos de retas concorrentes
representados pelas arestas que sdo lados das faces poligonais.

Retas Paralelas

Retas paralelas sdo retas coplanares que possuem a mesma dire¢do. Em épura, a condicdo de paralelismo
entre retas é: retas paralelas sempre se projetam paralelas ou coincidentes (Figura 18a). Ainda, retas
acumuladas em um mesmo Plano de Projecdo (PP) sdo sempre paralelas (Figura 18b), pois sdo
perpendiculares ao plano, portanto possuem um &angulo zero entre si e, portanto, sdo paralelas. E
importante identificar corretamente situacdes de paralelismo entre retas, pois este conhecimento é

fundamental para o entendimento de planos e de diversas operacdes da GD.

Retas paralelas podem ser utilizadas para a representacdo de planos, para determinar de dois pontos
sdo coplanares, para o auxilio na construcdao de geometrias especificas onde a condicdo de paralelismo é
dominante. Um exemplo disto é a construcdo de planos paralelos, onde é necessario identificar retas de
um plano que sejam paralelas as retas do outro plano. Outro pardmetro associado as retas paralelas é a
distancia entre elas, a qual é constante em qualquer ponto das mesmas. Muitas vezes, durante um
projeto, a distancia entre retas paralelas deve ser determinada ou verificada.

A Figura 18 apresenta exemplos de ocorréncias de retas paralelas em faces de sélidos. A Figura 18a
apresenta duas retas com projecdes reduzidas e ndo coincidentes, onde as proje¢des de mesmo indice
sdo paralelas, portanto sdo projecGes de retas paralelas. A Figura 18b mostra retas paralelas com projec¢ado
acumulada.
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Figura 18: Retas paralelas.

Retas Reversas

Retas reversas ndo possuem a mesma direcdo e ndao possuem ponto em comum, portanto ndo sao
coplanares. Assim, considerando um par de retas reversas, qualquer plano que contém uma delas sera
concorrente ou paralelo a outra reta, mas nunca podera conté-la. A forma mais simples para identificar
quando duas retas sdo reversas, em épura, é através da verificacdo de concorréncia. Este processo
consiste em buscar um ponto comum a ambas a partir da intersecdo das projecBes. Caso este ponto ndo
exista, as retas sdo reversas. Caso contrario, as retas sdo concorrentes. Outra forma é através da
construcdo de vistas auxiliares, mas demandaria muito mais trabalho.

A Figura 19a apresenta um exemplo de retas reversas, as quais sdo arestas de um soélido. A Figura
19b mostra, em épura, a verificacdo de concorréncia entre as duas arestas, onde, no cruzamento das
projecdes no PF, é identificado um ponto a partir do qual é tracada uma linha de chamada para identificar
a sua projegao no PH. Neste exemplo, é possivel observar que a linha de chamada cruza as duas proje¢des
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horizontais das arestas em dois pontos, um em cada reta. Isto quer dizer que ndo existe um ponto comum
as duas retas. Portanto, tratam-se de retas reversas.

A distancia entre duas retas reversas pode ser medida acumulando uma das retas através de uma
vista auxiliar conveniente. A distancia entre as duas retas reversas é a distancia entre a projecdo
acumulada de uma das retas a projecdo da outra. Além disso, sempre existem dois planos paralelos que
contém um par de retas reversas e a distancia entre eles serd a distancia entre as retas. Esta caracteristica
especifica pode ser utilizada como parametro de projeto em determinadas situagdes.
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Figura 19: Retas reversas. a) Representacdo em 3D de retas reversas como arestas de um sélido. b) Verificagdo de concorréncia,
comprovando que ndo ha um ponto comum as duas retas, portanto sdo reversas.
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REPRESENTAGAO DE PLANOS

A representacdo de planos pode ser realizada de diversas formas: um conjunto de retas coplanares, um
conjunto de 3 pontos, um poligono. Cada forma tem aplicacGes especificas e podem ser utilizadas tanto
na representacdo de situacbes tridimensionais como para a solucdo de problemas. Além disso, é
importante conhecer os tipos de projecdo que podem ocorrer, a pertinéncia de ponto a plano e de reta a
plano e, ainda, a posi¢cdo entre duas retas.

Tipos de Projecoes de Planos

Nos planos, também hd relagGes importantes entre os tipos de projecdo e a posi¢cdo do plano no
espaco tridimensional. A Figura 20 mostra algumas ocorréncias de diferentes tipos de projecdo de faces
planas de um sélido. A Figura 20a mostra uma face perpendicular ao PF, onde se projeta acumulada, e
inclinada em relacdo ao PH, onde ela se projeta reduzida. A Figura 20b destaca uma face perpendicular
ao PH, onde se projeta acumulada e paralela a linha de terra, o que assegura que a face é paralela ao PF,
onde ser projeta em VG.

As principais relagGes para as projecées de planos, como as faces de um sdélido, sdo:

e se um projecdo de um plano é acumulada, significa que o plano é perpendicular a este plano de
projecdo e o angulo entre a PA e a linha de terra é o angulo entre o plano e o plano de projec¢ado
ortogonal;

e se uma projecdo de um plano é acumulada e paralela a linha de terra, a proje¢do no plano
ortogonal é VG, pois significa que o plano em questao é paralelo ao plano de projecao ortogonal
ao plano onde estd cumulado, portanto se projeta em VG;

e se o plano ndo tem projecdo acumulada, significa que ambas sdo projecdes reduzidas, pois
projecoes em VG de planos sé ocorrem em conjunto com PA paralelas a linha de terra.

VG

PR

PA

(a) (b)

Figura 20: Exemplos de ocorréncias de diferentes tipos de projecao de faces.
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Pertinéncia de Ponto a Plano e Reta a Plano

O conceito de pertinéncia de reta a plano depende do conceito de pertinéncia de ponto a plano e o
conceito de pertinéncia de ponto a plano depende do conceito de pertinéncia de reta a plano. Assim, é
possivel afirmar que:

e uma reta pertence a um plano quando possui dois de seus pontos sobre o plano;

e um ponto pertence a um plano quando estd sobre uma reta do plano.
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Figura 21: Pertinéncia de reta a plano.

Trata-se de uma relagdo circular, mas é facilmente entendida observando como exemplo um
poligono. A Figura 21 apresenta um tridangulo com vértices ABC e um ponto P de projegao P,. Como
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determinar a projecGo P; sabendo que P pertence ao plano do triGngulo ABC? A solucdo para este
problema de pertinéncia também estd diretamente relacionada ao conceito de interse¢do. Segundo o
conceito de pertinéncia de ponto a plano, se P pertence a ABC, é possivel tracar uma reta de ABC que
contém P. Assim, é tracada uma reta qualquer que passa sobre P, e cruza os lados de ABC (Figura 21a).
Deste modo, segundo o conceito de pertinéncia de reta a plano, se esta reta é uma projecdo de uma reta
do plano, os pontos (I, e J;) onde ela cruza as projecdes do plano sdo projecoes de pontos que pertencem
ao plano. Assim, tracando uma linha de chamada por |, até cruzar A;B;, é encontrada a Projecdo |; e
tracando uma linha de chamada por J; até cruzar B;C;, é encontrada a Projecdo J; (Figura 21b). O
segmento l1J; é a projecdo horizontal do segmento 1), pertencente ao plano. Portanto, se P pertence a
este segmento do plano, P; deve estar sobre 11J; na mesma linha de chamada de P, (Figura 21d).

A condicdo necessaria e suficiente para um ponto pertencer a um plano de proje¢do acumulada é
gue o ponto tenha a sua proje¢do de mesmo indice (na mesma vista) contida na proje¢do acumulada do
plano.

Representacao de Sdélidos

E possivel realizar a representacdo em épura de objetos sélidos. Para isto, é necessario conhecer as
coordenadas de seus vértices assim como as regras de conexdo de suas faces (conectividades), as quais
definem faces e arestas.

A representacdo das projecdes de um sdlido é feita a partir da lista de vértices com as suas
coordenadas e a lista de faces com suas conectividades. O sentido das conectividades deve ser, em geral,
aquele que produz vetores normais que apontem para o exterior do sdlido seguindo a regra da mao
direita. A seguir, é apresentado o Sélido Exemplo 1, um sélido facetado que deve ter suas projecdes em
épura representadas. A Figura 22a-b apresenta o sélido em perspectiva posicionado em relagdo ao SR. A
Figura 22c contém a lista de vértices e a Figura 22d mostra a tabela de conectividades.

(a) (b)
Pontos X Y z Faces 0 1 2 3 4
A 10 10 10 1 A B C D
B 10 40 10 2 A D E G |
C 60 40 10 3 | G H J
D 60 10 10 4 A | J B
E 60 10 30 5 H G E F
F 60 40 30 6 F E D C
G 40 10 50 7 J H F C B
H 40 40 50
| 10 10 50
J 10 40 50
(c) (d)

Figura 22: Lista de vértices e lista de faces de um sdlido facetado.
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Esta é a forma de representacdo utilizada no software HyperCAL®P, desenvolvido especialmente para
o ensino de Geometria Descritiva. As imagens desta figura e a maior parte das figuras deste trabalho
foram produzidas a partir da captura das telas do HyperCAL®P.

A representacdo em épura do sélido comeca pela representacdo dos vértices seus vértices nas duas
vistas. Em seguida, as faces sdo representadas unindo os vértices em cada vista, conforme a lista de
conectividades. A Figura 23a mostra a representacdo dos vértices em trés planos de projecdo. A Figura
23b apresenta o sélido completo representado nas duas vistas: superior (projecao horizontal) e anterior
(Projecao frontal).

FGo= t12=) t =
G2=H> 2=h G,=H, 1,=)2
FE=F2 Es=F,
A2=B; _
. D2=C; | z D2=C; A=B; |,
X X
L = b
Di=E: Fo: azy VY Di=E: [ Az Y
Ci=Fy Hi Bi=J1 Ci=F1 Hi Bi=d:
+ + +
(@) (b)

Figura 23: Representagdo de um sélido em épura: a) Representagdo dos vértices; b) Representacdo das faces a partir das
conectividades.

Visibilidade das Projecoes

Como um sélido possui multiplas faces, a sua representacdo em épura pode conter situacdes onde
determinadas faces e arestas podem ser ocultadas por faces mais préximas a cdmera. Linhas ocultas sdo
representadas como tracejadas em épura. O problema esta em reconhecer se uma linha é oculta ou visivel
em uma determinada vista. O contorno aparente do sélido em projecdo é o conjunto das projecdes das
arestas que delimitam aimagem do sélido em um determinado Plano de Projecdo. Estas linhas sdo sempre
visiveis, pois correspondem a silhueta da peca, que é sempre visivel. As linhas internas ao contorno
aparente podem ser visiveis ou invisiveis.

A visibilidade das proje¢des de um sélido simples segue trés regras bdsicas:

e aslinhas do contorno aparente sdao sempre visiveis;

e se duas linhas se cruzam, elas sdo reversas e uma é visivel e a outra é invisivel;

e se duas linhas internas ao contorno aparente se encontram, elas possuem a mesma visibilidade.

As linhas que se cruzam sdo projecGes de arestas reversas. Portanto, uma deve estar mais afastada
da camera e outra mais proxima. Nesta situacdo, a mais afastada é certamente invisivel. A mais préoxima
da cadmera pode ser visivel se ndo houver mais nenhuma face que a esteja obstruindo. A Figura 24
apresenta um exemplo de um sélido cujas proje¢Ges apresentam linhas visiveis (continuas) e invisiveis
(tracejadas).
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()

Figura 24: Visibilidade de um sélido em épura. a) Vista do sélido no SR em perspectiva. b) Sélido em épura com visibilidade. c)
Determinagdo da visibilidade da Proje¢do Frontal em 3D. d) Determinagdo da visibilidade da Projegdo Frontal em
épura.

Para definir a visibilidade da Projecdo Frontal do sélido, é escolhido um ponto de cruzamento de
arestas na Vista Frontal. Assim, a partir do cruzamento das projec¢des A,E; e B,C; (Figura 24d), é tracada
uma linha de chamada até o encontro das projecGes destas arestas no PH. A projecdo que tem maior



m Virtual Devsign 28

coordenada Y estd mais proxima do observador e, portanto, visivel no PF. Portanto, B,C, é visivel e A;E; é
invisivel. Na Figura 24c, é possivel visualizar este processo em 3D. Seguindo as regras da visibilidade, F,E
e E;H, sdo invisiveis, pois encontram A,E, dentro do contorno aparente. As proje¢des C,D; e C,G; sdo
visiveis pois encontram B,C; no interior do contorno aparente. As demais projecGes de arestas sdo visiveis,
pois pertencem ao contorno aparente do sélido no PF.

A visibilidade no PH é feita de forma similar ao PF. A partir de um cruzamento de linhas no PH, sdo
verificadas as coordenadas Z no PF. Aquela linha que tem maior Z é visivel e a outra, invisivel. No exemplo
(Figura 25d), é escolhido o cruzamento das projecées F1G; e C1D;. A partir deste ponto de cruzamento, é
tracada uma linha de chamada para verificar a coordenada Z de cada aresta neste ponto no PF. Como o
ponto em F,G; possui maior Z do que o ponto em C;D,, a projecdo F1G; é visivel e C1D; é invisivel. Seguindo
as regras da visibilidade, A;D; e D;H; sdo invisiveis, pois encontram C;D; dentro do contorno aparente. As
projecOes BiF; e E;F; sdo visiveis pois encontram Fi1G; no interior do contorno aparente. As demais
projecOes de arestas sdo visiveis, pois pertencem ao contorno aparente do sélido no PH. A Figura 25a
mostra este processo em 3D

(a) (b)

Figura 25: Visibilidade de um sélido em épura. a) Determinagdo da visibilidade da Projecdo Horizontal em 3D. d) Determinagdo
da visibilidade da Proje¢do Horizontal em épura.
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POSICOES DE RETAS E PLANOS

O entendimento das diversas posicdes que retas e planos podem ocupar em relacdo ao sistema de
referéncia (SR) permite compreender melhor a relagdo entre as projecGes e a posi¢do destes objetos no
espaco. Estas posicdes definem os tipos de retas e de planos e a nomenclatura utilizada permite o
aprimoramento da linguagem utilizada para descrever situagdes espaciais dos objetos. Mas a razdo mais
importante da sistematizacdo dos tipos de retas e planos esta relacionada a solucdo de problemas de
projeto geométrico envolvendo retas e planos. Conhecer todos os tipos de retas e planos é fundamental
para encontrar os caminhos de solu¢ao para problemas de forma e posicao.

TiIPOS DE RETAS (ARESTAS)

Em relacdo a um plano de projecdo, uma reta pode ocupar trés (3) posi¢Ges distintas: paralela,
(projetando-se em VG), inclinada (PR) e perpendicular (PA). Em um sistema de dupla projecdo, a
combinacdo das situagcbes possiveis resulta em sete (7) tipos de retas, cada uma com caracteristicas
especificas. A seguir, serdo mostrados os sete tipos como arestas que ocorrem no sélido Exemplo 2 (Figura

26).

(c)

(d)

(@ (b)
Pontos X Y A Faces 1 2 3 4 5
A 10 50 10 1 B A | L P
B 50 50 10 2 B J Q K F
C 50 10 10 3 Q J P
D 10 10 70 4 E F K G
E 35 10 70 5 E G H D
F 50 10 50 6 G L | H
G 35 25 70 7 G K L
H 10 25 70 8 K Q P L
| 10 50 50 9 C F E D M
J 50 50 30 10 A N M D H
K 50 25 50 11 N (0] M
L 25 50 50 12 B C ) N A
M 10 10 35
N 10 40 10
0 40 10 10
P 25 50 30
Q 50 25 30

Figura 26: Sélido Exemplo 2. a) Sélido em perspectiva; b) Sélido em Epura; c) Coordenadas dos vértices; d) Conectividades das

faces.
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Reta Horizontal

Reta horizontal é paralela ao plano horizontal e obliqua ao plano frontal de projec¢do. Portanto, este tipo
de reta possui verdadeira grandeza (VG) no plano horizontal e projecao reduzida e paralela ao eixo x no
plano frontal. Assim, suas cotas (z) sdo constantes e possui abscissas (x) e afastamentos (y) variaveis. O
angulo entre a projegao em VG e a linha de terra é o mesmo que a reta faz com o PF. O fato de uma reta
horizontal possuir projecdo frontal paralela a LT certifica que ela é paralela ao PH, pois todos os pontos
possuem a mesma coordenada z, que é a distancia até o PH. Assim, sempre que uma reta tem uma
projecdo paralela a LT, a projecdo adjacente é certamente uma VG. A projecao horizontal em VG de uma
reta horizontal revela também o angulo que a reta faz com o plano frontal, o qual corresponde ao angulo
entre a projecdo horizontal e a LT. Retas horizontais sdo importantes, pois exibem varias informacées em
sua geometria e suas caracteristicas permitem que sejam utilizadas como ferramentas na solugcao de
problemas de projeto geométrico.

K: L.
2 PR 2

(a) (b) ()
Figura 27: Exemplo de reta horizontal como uma das arestas do sélido. a) Reta horizontal no sélido. b) Reta horizontal isolada.

E possivel notar que a reta possui cota (z) constante e que, por isto, a projecdo horizontal é VG. c) Epura da reta
horizontal com projegdo frontal reduzida e paralela a LT e projegdo horizontal em VG.

A Figura 27 mostra uma reta horizontal em uma das arestas do sélido exemplo. E possivel observar
claramente que, por estar paralela ao plano horizontal de projecado, sua projecao frontal fica paralela a LT
(eixo x). Consequentemente, a projecdo no plano horizontal é VG. O sélido exemplo contém, ainda, outras
arestas horizontais, as quais podem ser observadas na Figura 28. Neste caso, sdo todas retas paralelas,
mas isto é devido somente a configuracdo geométrica do sélido. Retas horizontais podem ou ndo ser
paralelas. Em alguns tipos de planos que possuem retas horizontais, elas sdo obrigatoriamente paralelas.

Ko oo

- P

02 N> z

X
01

y
d
p Ki=Qu VG
/
VG N

1

L1=Py

(a) (b) (c)
Figura 28: Todas as arestas horizontais contidas no sélido exemplo. a) Retas horizontais do sélido. b) Retas horizontais isoladas. c) Epura
das trés arestas horizontais do sélido, sendo que duas delas possuem proje¢des horizontais coincidentes.
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Reta Frontal

Uma reta frontal é paralela ao plano frontal de projecao e obliqua ao plano horizontal de projecdo. Logo,
possui VG no plano frontal e projecao reduzida e paralela ao eixo x no plano horizontal. Assim como na
reta horizontal, a reta frontal apresenta uma projecdo, neste caso a horizontal, paralela a LT, o que
garante que a mesma é paralela ao plano frontal e, portanto, possui VG no mesmo. Assim, seus
afastamentos (coordenada y) sdo constantes e as cotas (coordenada z) e abscissas (coordenada x) sao
variaveis. O angulo entre a projecdao em VG e a linha de terra é o mesmo que a reta faz com o PH. A
projecao frontal em VG de uma reta frontal revela também o angulo que a reta faz com o plano horizontal,
o qual corresponde ao angulo entre a projecdo frontal e a LT. Retas frontais, assim como as retas
horizontais, contém informagdes em sua geometria que permitem que sejam utilizadas como ferramentas
na solucdo de problemas de projeto geométrico em conjunto com operacdes caracteristicas da GD.

A Figura 29(a, b e c) apresenta uma aresta frontal (GK), no sélido Exemplo 2. E possivel observar
claramente que a mesma possui a coordenada y constante, configurando assim o paralelismo em relagao
ao PF e, consequentemente uma proje¢dao em VG, enquanto a outra resulta paralela a linha de terra,
também em consequéncia do y constante. A mesma face que contém GK também contém a aresta EF que
também é frontal e paralela a GK, além da aresta MO, também uma aresta frontal do sélido 2 (Figura 29d
e Figura 29e).

A p : X
d
- Y
s /
/ e
v /
~ ~ Ki PR Gy
(a) (b) ()
E»=G>
VG
\ F2=K2
M2
/]

PR

(d) (e)

Figura 29: Exemplos de retas frontais no sélido 2. a) Aresta (GK) frontal no sélido. b) Aresta frontal isolada. E possivel notar que
a aresta possui afastamento (y) constante. Assim, a projecdo frontal é VG. c) Epura da reta frontal com projegéo horizontal
reduzida e paralela a LT e projecdo frontal em VG. d) As trés arestas frontais do sélido 2 em destaque: GK, EF e MO. e) Epura das
trés arestas frontais do sélido 2.
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Reta Fronto-Horizontal

Reta fronto-horizontal é paralela ao eixo x e, portanto, paralela aos dois planos de projecdo
simultaneamente. Assim, possui caracteristicas das retas frontais e horizontais, dai o seu nome. Possui
projecoes horizontal e frontal em VG e paralelas a linha de terra (x) e, por este motivo, possuem VG nos
dois planos, pois sempre que uma projecdo é paralela a LT, a proje¢do adjacente é uma VG. Assim, seus
afastamentos (y) e cotas (z) sdo constantes e as abscissas (x) variaveis. Como as duas projecdes estdo em
VG, estas apresentam o angulo com o plano ortogonal da projecao adjacente também em VG. Neste caso,
o angulo é zero nas duas projecdes, devido a este tipo de reta ser sempre paralela aos dois planos
principais de projecdo. Este tipo de reta tem especial importancia na solucdo de problemas que envolvem
determinados tipos de plano, permitindo a sua identificacdo e a realizacdo de operacées descritivas.

A Figura 30 destaca as arestas fronto-horizontais do sélido exemplo 2. As Figura 30a, b e c mostram
a aresta GH, com as duas projecdes paralelas a linha de terra e, portanto, ambas em VG. A Figura 30e a
Figura 30e mostram todas as seis arestas fronto-horizontais do sdlido.

VG

- ' Gs Ha
z
/ /
/
d X
%
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/ / 2
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/ / VG
vy S —
G1 Hi
(a) (b) ()
G2=Ex H2=D>
D
///H L L

Bz L1 A=l

(d) (e)

Figura 30: Exemplo des reta fronto-horizontais como arestas de um sélido.
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Reta de perfil

Uma reta de perfil é paralela a um plano ortogonal aos dois planos de proje¢ao, o chamado plano lateral,
e é obliqua aos dois planos de projecdo (horizontal e frontal). Logo, possui projecGes reduzidas e
perpendiculares ao eixo x nos planos horizontal e frontal de projecdo. A reta de perfil possui abscissas (x)
constantes, afastamentos (y) e cotas (z) varidveis. Como ndo possui VG em nenhuma das duas vistas
principais, trata-se de um tipo de reta onde é necessdrio algum tipo de operagao para a obtenc¢do da VG
e dos angulos com os planos de projegao.

A Figura 31a-b apresenta o sélido com a aresta de perfil destacada. E possivel observar claramente a
posicao perpendicular das duas projecdes em relacdo a linha de terra. Numa reta de perfil, a determinacao
da pertinéncia de um ponto torna-se invidvel de forma grafica utilizando apenas as proje¢des horizontal
e frontal. Assim, pode ser necessario obter vistas auxiliares para que seja possivel resolver problemas que
envolvem este tipo de reta. Além da pertinéncia, uma situacdo problema é o caso da posicdo relativa
entre duas retas de perfil. Na maioria dos casos sé é possivel dizer com certeza a posicdo relativa de duas
retas de perfil utilizando uma vista auxiliar em um plano lateral. Considerando apenas as duas vistas
principais, se duas retas de perfil sdo concorrentes, elas devem possuir a mesma coordenada x; por outro
lado, se duas retas de perfil sdo reversas, elas devem possuir coordenadas x diferentes. Todas as retas de
perfil possuem projecdes paralelas nos planos horizontal e frontal, o que ndo garante que elas sejam
paralelas no espaco. Para verificar se duas retas de perfil sio mesmo paralelas, é necessario obter uma
terceira projecdo, uma vista auxiliar, em um plano lateral de projecdo ou em qualquer outro plano nao
paralelo ao PH ou ao PF. A Figura 31c-d apresenta uma reta de perfil com uma vista auxiliar em uma plano
lateral, que corresponde a uma vista lateral esquerda. Nesta vista, a reta se projeta em VG
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Figura 31: Exemplo de reta de perfil como uma aresta do sélido.
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Reta Vertical

A reta vertical é perpendicular ao PH e paralela ao PF. Portanto, a reta vertical possui projecdo em VG e
perpendicular ao eixo x no PF e proje¢do acumulada no PH. Assim, possui abscissas (x) e afastamentos (y)
constantes e cotas (z) varidveis. A Figura 32 destaca uma aresta vertical (IA) do sélido exemplo 2. E possivel
observar que aresta acumula na proje¢do no PH porque os pontos possuem linha de chamada coincidente,
devido a posicao perpendicular em relagdo ao eixo x da projecao frontal, e a mesma coordenada v,
resultando em pontos sobrepostos (Ai1=l4).

VG

Az

PA A=l

(a) (b) ()

Figura 32: Exemplo de reta vertical como uma aresta do sélido. a) Aresta vertical selecionada no sélido. b) Aresta vertical isolada,
mostrando sua proje¢do acumulada no PH e VG no PF. c) Epura da aresta vertical selecionada.

Um ponto pertence a uma reta vertical quando sua projecao horizontal é coincidente com a projecao
acumulada da reta. Neste caso, qualquer que seja a outra projecao do ponto, esta condicdo garante que
o ponto pertence a reta. Os problemas de pertinéncia com reta vertical podem ter solucao determinada
ou indeterminada. Quando é conhecida a proje¢dao do ponto na sobre a Projecao Frontal, em VG, a
determinacao da Projecao Horizontal do ponto certamente resulta coincidente com a PA da reta. Quando
é conhecida a projecdo horizontal do ponto coincidente com a PA de uma reta Vertical, a projecao Frontal
da mesma poderia estar em qualquer posicao sobre a VG da reta, portanto em posicao indeterminada.
Neste caso, sdo necessdrias informacgdes adicionais para determinar a coordenada z e, assim, a posicdo
da projecdo do ponto sobre a VG da reta vertical.

K2=F2 L2
Q2=)2 P2
12
X
Fi=C1 | y
4 b KlEQl_\
o
.y Bl= + "P1=L1

Figura 33: Reta vertical e o angulo entre planos. A reta KQ é vertical e corresponde a interse¢do entre as duas faces. O ponto
onde se da a projegao acumulada no plano horizontal corresponde ao angulo entre os planos das duas faces.
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Este tipo de reta tem aplicagGes especiais em processos para a solugao de problemas com planos,
pois planos que possuem retas com projecdo acumulada também possuem projecdo acumulada. Assim,
guando ha necessidade de obter uma proje¢do acumulada de um plano, é possivel transformar uma reta
deste em vertical a partir de uma vista auxiliar apropriada. Quando dois planos se interceptam em uma
reta vertical, significa que os dois planos sao perpendiculares ao PH e, portanto, se projetam acumulados
no PH e o angulo entre os mesmos se projeta em VG. Assim, este tipo de reta também pode ser utilizado
para a obtencdo de angulos entre planos (Figura 33).

Reta de Topo

Reta de topo é perpendicular ao plano frontal de projecéo (PF), portanto paralela ao plano horizontal de
projecdo (PH). Assim, este tipo de reta tem proje¢do acumulada no PF e projecdo em VG no PH e
perpendicular a linha de terra. Assim como as retas verticais, este tipo de reta tem aplicacdo na solucdo
de problemas com planos onde ha necessidade de obter projecdao acumulada.
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Figura 34: Exemplo de reta de topo como uma aresta do sélido. a) Aresta de topo destacada no sélido. b) Aresta de topo isolada,
destacando sua projeg¢3o em VG no PH e acumulada no PF. c) Epura da aresta de topo selecionada.

A Figura 34 mostra uma aresta de topo (BC) do sélido exemplo 2. E possivel observar que aresta
acumula na projecao no PF porque os pontos possuem linha de chamada coincidente, devido a posicao
perpendicular em relagdo ao eixo x da projecdo horizontal em VG, e a mesma coordenada z, resultando
em pontos sobrepostos (B,=C;). O sélido da figura contém varias retas de topo, todas sdo necessariamente
paralelas. Todas as retas de topo sdo paralelas, pois sua direcdo é sempre perpendicular ao PF.
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Figura 35: Reta de topo e o adngulo entre planos. A reta EG é de topo e corresponde a intersecdo entre as duas faces
perpendiculares ao PF. O ponto onde se da a proje¢dao acumulada no plano frontal corresponde ao angulo entre os
planos das duas faces.
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Problemas de pertinéncia de ponto a retas de topo sdo resolvidos a partir de sua projecao frontal,
gue é acumulada. Assim, se um ponto pertence a uma reta de topo, sua projecdo frontal deve ser
coincidente com a projecao acumulada da reta. Assim, qualquer que seja a projec¢ao horizontal do ponto,
ele pertence a uma reta de topo se a sua projecdo frontal é coincidente com a PA da reta de topo.

A principal caracteristica da reta de topo, seu angulo de 90° em relacdo ao PF, determina outras
caracteristicas que sdo relevantes. A mais importante delas é que qualquer plano que contenha uma reta
de topo também é, necessariamente, perpendicular ao PF. Esta caracteristica permite, através de
operagOes descritivas (graficas) obter proje¢Ges acumuladas de planos transformando uma reta
horizontal do mesmo em topo. Da mesma forma que as retas verticais, as retas de topo podem ser
utilizadas em processos para determinar angulo entre dois planos. Neste caso, dois planos cuja interse¢do
é uma reta de topo tém projecdo acumulada na vista frontal, onde a reta também é acumulada,
permitindo a leitora do angulo entre as proje¢des acumuladas dos planos (Figura 35).

Reta Obliqua

Uma reta obliqua é obliqua aos dois planos de projec¢do. Portanto, possui projecdes reduzidas nos PH e
PF. As duas projec¢des sdo obliquas em relacdo ao eixo x. Possui abscissas (x), afastamentos (y) e cotas (2)
variaveis. Como as projecdes sdo reduzidas, ndo é possivel realizar medidas sobre as proje¢Ges. Os angulos
entre a reta e os planos também se projetam distorcidos.

Este tipo de reta consiste em um dos problemas classicos que podem ser resolvidos pela Geometria
Descritiva, a qual dispGe de técnicas que permitem transformar uma reta obliqua em outros dos sete
tipos, conforme a especificidade do problema. A Figura 36 mostra uma aresta obliqua (GL) do sdlido
exemplo 2. E possivel observar que as duas projecdes sdo reduzidas, pois nenhuma delas é paralela a linha
de terra ou acumulada, que sdo as condi¢Oes para que a outra projec¢do seja VG.

Para obter informages para o total entendimento geométrico de uma reta obliqua, como
comprimento e angulos com os planos de projecdo, é necessdrio realizar operagdes graficas ou descritivas,
como mudanga de sistema de referéncia ou rotagdo, que permitem obter a VG deste tipo de reta, além
dos angulos com os planos de projegao. Isto é feito transformando a reta obliqua em reta horizontal ou
em reta frontal através destas operagdes citadas.
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Figura 36: Exemplo de reta obliqua como uma aresta do sélido. a) Aresta obliqua destacada no sélido. b) Aresta obliqua isolada,
destacando suas projecdes reduzidas no PH e no PF. c) Epura da aresta obliqua selecionada.
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Retas Caracteristicas de um Plano

A representacdo de um plano e a compreensdo de suas caracteristicas geométricas e de posi¢do estdo
diretamente relacionadas as retas contidas no mesmo. Duas retas caracteristicas de um plano sdo a reta
de maximo declive e a reta de maxima inclinagdo. Estas retas podem ser utilizadas até mesmo para
representar um plano, pois carregam consigo caracteristicas esséncias do plano, como os angulos com os
planos de projecao horizontal e frontal.

Reta de Maximo Declive

Reta de maximo declive (RMD) é a designacdo de todas as retas do plano que sdo perpendiculares as retas
horizontais do mesmo plano. As retas de maximo declive sdo utilizadas amplamente em projetos
topograficos, pois através delas é possivel mapear as bacias hidrograficas em uma determinada regido a
partir da malha do terreno. Unindo as retas de maximo declive sobre a malha, sdo definidos os possiveis
caminhos de escoamento da dgua. Com isso, é possivel realizar projetos de drenagem urbana.

A representacdo geométrica da RMD define a dire¢do do plano com maior declividade, ou seja, com
maior angulo com o plano horizontal de projecdao. A VG da RMD coincide com a acumulag¢do do plano,
qguando esta é feita com uma Mudanca de Sistema de Referéncia (MSR) frontal. Isto é légico, pois se a
RMD é perpendicular as horizontais do plano, ela tera sempre projec¢ao horizontal paralela a linha de terra
perpendicular as horizontais do plano, utilizadas para acumular o plano. Portanto, terd VG neste tipo de
MSR, a qual é sempre coincidente com a proje¢ao acumulada do plano. Assim, é possivel representar um
plano por sua reta de maximo declive, pois a mesma define duas dire¢des de um plano: a sua prépria e a
direcdo das horizontais, o que é suficiente para a definicio de um plano. A Figura 37 mostra a
representagao de uma RMD de um plano obliquo em 3D (Figura 37a) e a sua representagdo em épura
(Figura 37b), onde é demonstrada a determina¢do da sua VG e a sua coincidéncia com a projec¢édo
acumulada do plano através de uma vista auxiliar frontal (VAF).

(a)

Figura 37: Representagdo da reta de maximo declive (RMD) de um plano. a) RMD representada no sobre plano perpendicular a
horizontal. b) Representagdo da RMD em épura, mostrando que a VG da mesma é coincidente com a projegdo
acumulada do plano em uma vista auxiliar frontal.

Reta de Maxima Inclinacao

A reta de maxima inclinacdo (RMI) determina uma relacdo com o plano frontal de projecdo (PFP)
equivalente a relacdo da RMD com o plano horizontal de projecdo. Assim, a RMI é a reta do plano
perpendicular as frontais do plano. A RMI apresenta propriedades semelhantes a RMD, porém todas com
relacdo ao PFP. A RMI define a direcdo do plano com maior angulo em relagdo ao PFP. O angulo da RMI
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com o PFP é o mesmo angulo do plano com o PFP. AVG da RMI realizada com uma vista auxiliar horizontal
(VAH) coincide com a acumulacdo do plano, assim como acontece com a RMD em uma VAF. Portanto,
também é possivel representar um plano por sua RMI, pois a mesma também fornece duas dire¢des do
plano: a sua proépria e a direcdo das frontais, perpendiculares a ela. A Figura 38 mostra o mesmo plano ja
apresentado na Figura 37 com a representacdo da sua reta de maxima inclinagdo em 3D (Figura 38a) e a
determinacdo da sua VG, evidenciando a sua coincidéncia com a projecdo acumulada do plano em uma
VAH.

(a) (b)

Figura 38: Representagdo da reta de maxima inclinagdo (RMI) do plano. a) RMI representada no sobre plano perpendicular a
frontal. b) Representagdo da RMI em épura, mostrando que a VG da mesma é coincidente com a proje¢do acumulada
do plano em uma VAP horizontal.

Conforme a posicdo do plano, suas retas caracteristicas podem ser dos mais variados tipos, mas
sempre relacionadas a posicdo especifica de cada plano. Assim, um plano paralelo ao PH tem como RMD
qualquer reta do plano, pois todas as duas retas possuem o mesmo angulo (0°) em relagdo ao PH. Este
mesmo plano possui como RMI retas de topo, pois estas sdo as que fazem o angulo de 90° que é o angulo
do plano com o PF.
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TiPos DE PLANOS (FACES)

Assim como as retas, ha sete tipos de planos, conforme a posicdo dos mesmos em relagao ao sistema de
referéncia e aos planos de projec¢do. Cada tipo tem uma caracteristica particular, que vao ter importancia
em processos de solucdo de problemas. Neste caso, é possivel realizar operagdes que transformam um
tipo de plano em outro para obter as informacgdes desejadas. Assim, é necessario conhecer quais sdo os
tipos de planos que podem ocorrer, de forma que seja possivel escolher a melhor forma de resolver um
determinado problema.

Neste sentido, uma das formas de compreender todos os aspectos de um determinado tipo de
plano é conhecer os tipos de reta que um determinado tipo de plano pode conter. Esta informacao
permite entender caracteristicas especificas de cada tipo de plano.

Plano Horizontal

E plano paralelo ao plano horizontal de proje¢do e, em consequéncia disto, possui VG no PH e é acumulado
e paralelo a linha de terra no PF. Por apresentar VG, o plano horizontal ndo se constitui em um problema.
Ao contrdrio, o plano horizontal é a solu¢dao de problemas envolvendo VG de planos, uma vez que planos
que nao possuem VG podem ser transformados em planos horizontais, através de operagdes chamadas
descritivas, de forma a se obter a VG dos mesmos.

Um plano horizontal pode conter trés tipos de retas: horizontal, de topo e fronto-horizontal. Como
o plano se projeta em VG no PH, todas as retas contidas no mesmo também se projetam em VG no PH. A
Figura 39 destaca uma face horizontal do sélido exemplo 2, onde é possivel verificar a sua PA e paralela a
linha de terra no PF, caracterizando o paralelismo da prépria face com o PH onde se projeta em VG. O
solido contém duas outras faces horizontais: DEGH, no topo, e NABCO, a face inferior. Na Figura 39c é
possivel identificar os tipos de retas que podem estar contidas no plano horizontal nas arestas: horizontal
(PQ), fronto-horizontal (JP) e topo (JQ).
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Figura 39: Plano horizontal. a) Face horizontal destacada no sélido. b) Face horizontal isolada, destacando suas projegées em VG
no PH e acumulada e paralela a linha de terra no PF. c) Epura da face horizontal selecionada.

A condigdo de pertinéncia de um ponto a um plano horizontal esta diretamente relacionada a este
possuir projecdo acumulada no PF. Assim, se um ponto pertence a um plano horizontal, sua projecao
frontal deve necessariamente estar contida na projecdo frontal e acumulada do plano.

Plano Frontal

Um plano frontal é paralelo ao plano frontal de projecdo (PF) e, em consequéncia disto, possui VG no PF
e é acumulado e paralelo a linha de terra no PH. Por apresentar VG, o plano frontal é a solucdo de
problemas envolvendo VG de planos, uma vez que planos que ndo possuem VG podem ser transformados
em planos frontais, através de operagGes descritivas, de forma a se obter a VG dos mesmos.
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Como o plano se projeta em VG no PF, todas as retas contidas no mesmo também se projetam em
VG no PF. Esta caracteristica determina dos trés tipos de retas que podem estar contidas neste tipo de
plano: reta frontal, reta vertical e reta fronto-horizontal. A Figura 40 destaca uma face frontal do sélido
exemplo 2, onde é possivel verificar a sua PA e paralela a linha de terra no PH, caracterizando o
paralelismo da prépria face com o PF, onde se projeta em VG. O sélido contém outra face frontal COMDEF,
que é a face posterior. Na Figura 40c é possivel identificar os tipos de retas que podem estar contidas no
plano frontal nas arestas: verticais (JB, LP e IA), fronto-horizontais (AB, JP e LI) e frontal (BP), que foi
tracada sobre a face.
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Figura 40: Plano frontal. a) Face frontal destacada no sélido. b) Face frontal isolada, destacando suas projecdes em VG no PF e
acumulada e paralela a linha de terra no PH. c) Epura da face frontal selecionada.

Plano de Topo

E um plano perpendicular ao plano frontal de projecdo e, portanto, possui projecio acumulada neste
plano de projecdo. No entanto, esta proje¢cdo acumulada forma um angulo diferente de zero em relagdo
a linha de terra, o qual corresponde exatamente ao angulo com o PH, onde o plano de topo se projeta
reduzido. Como é possivel perceber, este plano ndo possui projecdo em VG, mas a sua obtenc¢do pode ser
feita com uma Unica operacgao descritiva, uma vez que ja possui projecdo acumulada.
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Figura 41: Plano de topo. a) Face de topo destacada no sélido. b) Face de topo isolada, destacando sua proje¢do reduzida no PH
e sua projegdo acumulada e no PF. c) Epura da face de topo selecionada.
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O plano de topo pode conter trés tipos de retas: frontal, de topo e obliqua. A Figura 41 destaca uma
face de topo do sélido exemplo 2, onde é possivel verificar a sua PA obliqua a linha de terra no PF,
caracterizando o perpendicularismo com este plano e explicitando o dngulo com o PH, onde se projeta
reduzido. A Figura 41c apresenta a representagdo em épura da face de topo, onde aparecem duas retas
de topo (FK e EG), duas retas frontais (FE e KG) e uma reta obliqua (KE), a qual foi tracada por pertinéncia
sobre a face unido os pontos EK, correspondente a diagonal da face.

Plano Vertical

E um plano perpendicular ao plano horizontal de projecdo, resultando em projecdo acumulada neste
plano de projecdo. Esta projecdo acumulada forma um angulo diferente de zero em rela¢do a linha de
terra, o qual corresponde exatamente ao angulo com o PF, onde o plano vertical se projeta reduzido.
Assim como o plano de topo, o plano vertical ndo possui projecdo em VG, mas a sua obtencdo pode ser
feita com uma Unica operacgao descritiva, uma vez que ja possui projecao acumulada.

O plano vertical pode conter trés tipos de retas: horizontal, vertical e obliqua. A Figura 42 destaca
uma face vertical do sélido exemplo 2, onde é possivel verificar a sua PA obliqua a linha de terra no PH,
caracterizando o perpendicularismo com este plano e explicitando o angulo com o PF, onde se projeta
reduzido. A Figura 42c apresenta a representa¢do em épura da face vertical, onde aparecem duas retas
verticais (KQ e LP), duas retas horizontais (KL e KP) e uma reta obliqua (QL), a qual foi tracada por
pertinéncia sobre a face.
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Figura 42: Plano vertical. a) Face vertical destacada no sélido. b) Face vertical isolada, destacando sua projecdo reduzida no PF e
sua projegdo acumulada e no PH. c) Epura da face vertical selecionada.

Plano de Perfil

Um plano de perfil é perpendicular simultaneamente aos dois planos de projecao, PH e PF. Assim, possui
projecOes acumuladas nos dois planos de proje¢do, sendo ambas perpendiculares a linha de terra. Um
plano de perfil possui VG em um de projecdo lateral, se houver. Isto fica mais evidente se considerar que
as projecoes perpendiculares a linha de terra (eixo x) sdo paralelas ao eixo y e ao eixo z, os quais podem
constituir linhas de terra adicionais em um sistema de projecdo auxiliar, como um plano de projecao
lateral auxiliar.

O fato de o plano de perfil ter apenas projecées acumuladas exige o uso de vistas auxiliares para
realizar qualquer opera¢do com o mesmo. Até mesmo a determinacao das proje¢des de um ponto sobre
plano de perfil exige a realizacdo de operacdes em vistas auxiliares, o que, por si sé ja eleva a
complexidade do processo.

O plano de perfil pode conter trés tipos de retas: de topo, de perfil e vertical. A Figura 43 destaca
uma face de perfil do sélido exemplo 2, onde é possivel verificar as suas duas PA perpendiculares a linha
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de terra no PF e no PH, caracterizando o perpendicularismo com estes planos de projecao. A Figura 43c
apresenta a representacdo em épura da face de perfil, onde aparecem trés arestas de topo (FK, BC e JQ),
trés arestas verticais (FC, KQ e BJ). E possivel também identificar algumas possibilidades de retas de perfil
se alguns dos vértices fossem conectados por segmentos de reta: FQ, CQ, BQ, BF, entre outras.
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Figura 43: Plano de perfil. a) Face de perfil destacada no sélido. b) Face de perfil isolada, destacando suas proje¢des acumuladas
no PF e no PH. c) Epura da face de perfil selecionada.

Plano Obliquo

Este tipo de plano ndo possui verdadeira grandeza em nenhuma das duas proje¢des principais, o que fica
evidente por ndo ter nenhuma projecao acumulada. Por ndo apresentar projecdao em VG, o plano obliquo
por si ja se constitui em um problema, pois a grande maioria de suas propriedades so é possivel obter a
partir de operacdes graficas ou analiticas.
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Figura 44: Plano obliquo. a) Face obliqua selecionada no sélido; b) Face obliqua isolada e suas projecdes; c) Epura da face obliqua
com os quatro tipos de reta: horizontal (KL), frontal (KG), perfil (GU) e obliqua (GL).

Um plano obliquo pode conter até quatro (4) tipos de retas: obliqua, horizontal, frontal e de perfil. A
Figura 44 apresenta uma face obliqua no sdlido Exemplo 2, a face GKL, onde é possivel observar a
representacdo dos quatro tipos de reta que podem estar contidas em um plano obliquo: horizontal (KL),
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frontal (KG), perfil (GU) e obliqua (GL). A reta de perfil (GU) foi representada apds a representacdo da
épura da face obliqua GKL, utilizando o conceito de pertinéncia.
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Figura 45: Retas de um plano obliquo numa vista em 3D: a) Reta horizontal; b) Reta frontal; c) Reta de Perfil.

Uma propriedade importante das retas caracteristicas do plano obliquo é que as retas horizontais de
um plano obliquo sdo sempre paralelas entre si, fato que se repete entre as retas frontais e também entre
as retas de perfil. Esta propriedade permite a solugdo de problemas de projeto envolvendo planos
inclinados. Além disso, também é a base para o desenvolvimento de algoritmos para tragado de curvas
de nivel e curvas equipotenciais de maneira geral em computacgao grafica. A Figura 45 mostra a face GLK
em 3D com a representa¢do de uma reta horizontal (Figura 45a), uma reta frontal (Figura 45b) e duas
retas de perfil (Figura 45c), pois ndo nenhum dos lados da face era deste tipo. Estas retas foram
adicionadas a face existente, onde é possivel visualizar a propriedade de paralelismo mencionada.
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Figura 46: Tragado de retas sobre um plano obliquo. a) Tragado de uma proje¢do no PF de uma reta horizontal pertencente ao
plano da face GKL. b) Tragado da projecdo no PH da reta horizontal da face GKL por pertinéncia. c) Tragado de uma
reta frontal da face GKL.

A Figura 46 mostra o tracado em épura de duas retas, uma horizontal e outra frontal, sobre o plano
GKL. Para o tracado da reta horizontal, é tracada uma linha paralela a linha de terra sobre a projecao
frontal da face (Figura 46a-1), onde sdo determinadas as duas proje¢des de pontos sobre os lados da face:
Xz, sobre K,G, e Y3, sobre G,L,. Em seguida, sdo tracadas linhas de chamada a partir destas projecdes até
encontrar as projecdes horizontais correspondentes dos lados da face, determinando, assim, X; sobre
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K1G1 e Y; sobre G;L; (Figura 46a-2). Finalmente, é tragada uma linha reta conectando X; e Y; (Figura 46a-
3). Assim, a reta XY pertence ao plano, é horizontal e é possivel constatar que é paralela a KL outra
horizontal do plano. Da mesma forma, é possivel tracar uma nova reta frontal (WZ) a partir de uma
projecdo de uma reta paralela a linha de terra sobre a proje¢do horizontal do plano para obter a projecdo
frontal por pertinéncia (Figura 46b), onde é possivel comprovar que a mesma serd paralela a outra frontal
do plano (GK). Finalmente, a Figura 46¢c mostra o tracado de uma reta perfil sobre o plano GKL.

Plano de Rampa

Assim como o plano obliquo, o plano de rampa ndo possui verdadeira grandeza em nenhuma das duas
projecdes principais, pois também ndo tem nenhuma projecdo acumulada nestes planos de projecao.
Uma vez que ndo apresenta VG, o plano de rampa também se constitui em um problema, pois a grande
maioria de suas propriedades sé é possivel obter a partir de operacdes graficas ou analiticas.

Um plano de rampa pode conter até trés (3) tipos de retas: obliqua, fronto-horizontal e de perfil. A
Figura 47 apresenta uma face de rampa no sdélido Exemplo 2, a face GLIH, onde é possivel identificar a
representacdo dos trés tipos de reta que podem estar contidas em um plano de rampa: fronto-horizontal
(GH e LI), obliqua (GL) e perfil (HI). O plano de rampa pode ser confundido com o plano obliquo, por ndo
apresentar projecdo acumulada. Uma forma simples de verificar se um plano é obliquo ou de rampa é
tracar uma reta horizontal pertencente ao plano. Se for possivel, trata-se de um plano obliquo. Se o
resultado da tentativa for uma reta fronto-horizontal, significa que se trata de um plano de rampa.

Este é um exemplo tipico no qual é possivel diferenciar dois tipos de plano em fungao das retas que
podem estar contidas nos mesmos. Portanto, os tipos de retas de um plano constituem um conhecimento
fundamental para o entendimento correto dos tipos de plano, pois os tipos de reta permitem identificar
propriedades de forma e posicdo relacionadas ao plano que as contém.
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Figura 47: Plano de Rampa. a) Face de rampa selecionada no sélido; b) Face de rampa isolada e suas proje¢des; c) Epura da face
de rampa com os trés tipos de reta: fronto-horizontal (GH e LI), de perfil (Hl) e obliqua (GL).

As retas de perfil de um plano de rampa sdo sempre paralelas, como ocorre com o plano de obliquo.
No caso do plano de rampa, a sua reta de perfil corresponde a sua reta de maximo declive, a qual é
perpendicular as retas fronto-horizontais do plano. Planos de rampa se projetam acumulados em vista
lateral, a qual também revela o angulo que o mesmo faz com o plano horizontal e também com o plano
frontal de projecdo. Como a vista lateral é uma vista auxiliar, é necessario realizar uma operagdo descritiva
para obter a vista lateral em funcdo das projecdes frontal e horizontal do plano.
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Esta classificacdo de tipos de plano tém uma funcao diddatica e pratica. Em termos diddticos, permite
ao aprendiz relacionar as posi¢cdes ocupadas pelos objetos e os tipos de projecdes gerados e, ainda
estabelecer relagGes entre as ocorréncias de combinagdes de tipos de projecdo e as correspondentes
relagdes espaciais.
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SOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROJETO

Existem situagOes em que as projecdes de um objeto, em um dado Sistema de Proje¢ao, nao revelam
todas as informacgdes a respeito de sua geometria, de posi¢des relativas de elementos, das distancias
entre elementos, além de verdadeiras grandezas de arestas, faces e angulos. O conhecimento de todas
estas informacgdes é fundamental para que o designer tenha controle total do processo durante o
desenvolvimento do projeto geométrico de um objeto. Assim, a determinagdo destas informagdes estd
diretamente relacionada com a solu¢do de problemas de projeto.

A Geometria Descritiva (GD) é uma ferramenta de projeto e, como tal, possui métodos para a solugao
daqueles problemas de projeto que envolvem questdes de geometria, forma e posi¢do. A GD trabalha
somente com projegdes, que sao as vistas de um objeto. Portanto, qualquer nova informagao obtida deve
estar, de alguma forma, contida em alguma vista (projecdo) do objeto. Os métodos para a solucdo de
problemas geométricos estdo relacionados com a obtencdo de novas proje¢des do objeto, as quais sdo
denominadas de vistas auxiliares, a partir de projecGes existentes.

Para isto, é necessario realizar operacdes para criar Vistas Auxiliares a partir das vistas principais (ou
originais), as quais, se corretamente realizadas, fornecem as informagdes procuradas. Procedimentos
deste tipo sdo tradicionalmente denominados, em Geometria Descritiva, de Métodos Descritivos. Os
Métodos Descritivos sdo sequéncias de operacGes aplicadas aos objetos ou ao Sistema de Referéncia (SR)
de forma a obter dados da representacdo descritiva. Na pratica, os Métodos Descritivos (MD) permitem
obter vistas auxiliares porque a posicdo do observador (cdmera ou centro de projecdo) é sempre alterada
em relacdo ao objeto quando algum MD é aplicado, resultando em uma nova posicdo de observagao e,
consequentemente, em uma nova vista do objeto. O conceito de vista auxiliar € amplamente utilizado no
Desenho Técnico (DT) para designar as vistas construidas a partir das vistas principais ou originais, tendo
a funcdo de representar detalhes e medidas que ndao aparecem nestas.

Vistas Auxiliares podem ser obtidas, basicamente, por dois tipos de métodos descritivos: Mudanga
de Sistema de Referéncia e Rotacdo. No primeiro, o objeto permanece em sua posi¢do original e novos
Sistemas de Referéncia (SR) sdo criados para que novas vistas sejam criadas. No segundo, o objeto é
deslocado de sua posi¢do original para que ocupe novas posi¢cdes em relacdo ao SR original e, assim, novas
vistas sejam geradas.

VISTAS AUXILIARES POR MUDANGCA DE SISTEMA DE REFERENCIA

O Método Descritivo mais usual da Geometria Descritiva, a Mudanca de Plano de Projecdo (MPP), pode
ser considerado como uma Mudanga de Sistema de Referéncia (MSR). Este processo implica em
acrescentar um ou mais planos de projecdo a um sistema existente, criando-se um novo Sistema de
Referéncia (SR). Como resultado, uma MSR acrescenta uma nova posi¢do de cdmera, a qual, se adequada,
permite visualizar as caracteristicas desejadas.

As aplicaces da MSR n3o se restringem a obtencdo de grandezas geométricas incognitas. E possivel
utilizar MSR na obtencdo de perspectivas paralelas e até mesmo perspectivas cOnicas com grande
precisdo. Na verdade, sdao aplicagdes tipicas de computacdo grafica que tem a sua origem na Geometria
Descritiva.

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O processo de criacdo de um novo SR deve ser orientado pelo objetivo a ser alcangado. Por exemplo, se
0 objetivo é determinar a VG de uma face de um sélido, é necessario criar um novo SR que tenha um dos
planos de projecao paralelo a face em questao. Neste processo, apenas um plano é acrescentado a cada
MSR e o mesmo deve ser perpendicular a um dos planos de projecdo do SR corrente. Desta forma,
mantém-se a coeréncia do SR cartesiano onde os trés eixos sdo perpendiculares entre si. Ndo é possivel
acrescentar dois ou mais planos na mesma MSR, pois ndo haveria como garantir a coeréncia geométrica
do SR resultante. A projecdo sobre o novo plano é ortogonal, portanto as projetantes partem do objeto,
mantendo-se sempre perpendiculares ao novo plano projecao.
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A Figura 48 apresenta em 3D uma mudanca de SR para determinar a VG de uma face de topo de um
solido. Um novo plano de projecdo é acrescentado, de tal forma que fique paralelo a face de topo e
perpendicular ao plano frontal de projecdo. Assim, o novo plano, juntamente com o plano frontal de
projecdo, determina um novo SR onde, na nova projecdo do solido na vista auxiliar, a face em estudo é
projetada em verdadeira grandeza. Como pode ser observado, o novo plano é rebatido para se obter a
épura com a nova projecdo do sélido.

Ainda na Figura 48, é possivel observar que a nova linha de terra e o novo eixo x (em vermelho) estdo
paralelos a face em estudo. Isto acontece porque a linha de terra é a projecado do novo plano de projecdo
sobre o plano frontal de projecdo e, como este é paralelo a face do sélido, a sua proje¢ao também o é.

Figura 48: Mudanga de Sistema de Referéncia. Um novo plano de projecao é adicionado de forma perpendicular ao plano frontal
de projeg¢do criando um novo SR formado pelo plano frontal e pelo novo plano.

Outra caracteristica que pode ser observada na Figura 48, é o posicionamento dos eixos do SR. O eixo
Xx sempre estara coincidente com a linha de terra. Os demais eixos sdo perpendiculares ao x, mas a sua
posicdo ira depender se o novo plano acrescentado é perpendicular ao plano frontal ou ao plano
horizontal de proje¢do do sistema corrente. Na Figura 48, o plano é perpendicular ao plano frontal de
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projecdo. Portanto, este se mantém como um plano frontal de proje¢do (um plano xz) no novo SR. Assim,
o eixo sobre este plano deve ser o eixo z (em azul). Consequentemente, o eixo y (em verde) fica solidario
ao novo plano de projecdo e perpendicular ao plano frontal.

Na pratica, um novo SR sempre mantém um dos planos de projecdo do SR anterior. Assim, pela
nomenclatura tradicional, a MSR da Figura 48 corresponde a uma MPP horizontal, pois o plano frontal é
mantido e um novo plano horizontal (xy) é acrescentado para se obter uma nova projecao.

O PROCESSO EM EPURA

Uma MSR em épura deve seguir os mesmos principios observados em 3D. O processo deve ser motivado
pela necessidade de se obter determinadas informag&es ocultas, como verdadeiras grandezas, ou de se
colocar o objeto em uma posicdo particular em relacdo ao SR. E esta necessidade que ird determinar o
tipo de MSR e a posi¢do da nova linha de terra (eixo x).

A Figura 49 apresenta a épura da MSR realizada em 3D na Figura 48. Neste caso, a MSR é motivada
pela necessidade de se obter a VG da face de topo do sélido no SR original. A projecao a partir da qual é
criado o novo SR é chamada de Vista Base (VB) e é escolhida conforme uma necessidade especifica. No
exemplo da Figura 49, a vista frontal foi escolhida como VB em fun¢do desta conter uma proje¢ao
acumulada da face que se pretende obter a verdadeira grandeza.

Assim, a nova linha de terra (x’) é tracada paralela a proje¢do acumulada da face. Como a linha de
terra é a projecdao acumulada do novo plano de projecdo, isto garante que, se a mesma ¢é paralela a
projecdo acumulada da face, ambos sdo paralelos em 3D e, consequentemente, a projecao da face no
novo plano é necessariamente uma VG. A representacdo do novo SR, com seus trés eixos, é posicionada
de forma que se mantenha a coeréncia ortogonal e também da constituicdo dos planos (xy e xz). No
exemplo da Figura 49, é realizada uma MSR horizontal, onde é mantida como referéncia a projec¢ao frontal
(VB). Desta forma, o eixo z’ é posicionado apontado para o plano xz original, para manter o novo plano
x’z’ coincidente com o original, e o eixo y’ posicionado contraposto ao z’. O novo plano é x’y’, horizontal.
Portanto, para manter a notacdao convencional, o SR deve ficar posicionado de tal forma que a nova
projecao, que é horizontal, fique abaixo da linha de terra e o SR fique representado na extremidade direita
da linha de terra com x’ orientado para a esquerda. Na Figura 49, é possivel observar que, conforme a
posicao da linha de terra em relagcdo ao objeto, o SR pode ter a sua posicdao alterada para manter a
coeréncia e a notacdo original, a qual considera que o objeto esta sempre entre a cdmera (ou observador)
e o plano de projecao.

Assim, na Figura 49a, a o SR é posicionado a esquerda da nova linha de terra com x’ orientado para
a direita, com o z’ para baixo, apontando para o z original, e o y’ para cima, ambos perpendiculares a x”.
Quando a linha de terra é deslocada (Figura 49b), embora mantendo a dire¢do paralela a face de topo, o
SR é posicionado a direita com x’ orientado para a esquerda, z’ é orientado para cima orientado segundo
a posicdo do plano xz original e y’ fica orientado para baixo, definindo a nova posi¢do do plano xy.

O rebatimento do plano auxiliar é feito no sentido oposto a projecao remanescente do SR anterior.
Assim, a linha de terra fica sempre entre a projecdo base e a nova projecao. O sentido do rebatimento é
indicado pelas setas na Figura 49, as quais também indicam a direcdo e o sentido de observacdo ou a
posicdo da camera.

A construcdo da nova projecao é feita tracando linhas de chamada perpendiculares a nova linha de
terra a partir dos vértices da projecdo que estd sendo mantida (Frontal no caso da Figura 49). Sdo
transportadas as coordenadas que ndo foram alteradas pela MSR, no caso, as coordenadas y dos vértices
sdo transportadas para o novo sistema na dire¢do do eixo y’ sobre as linhas de chamada correspondentes.
Ligando de forma topologicamente coerente as novas projec¢des dos vértices, é obtida uma nova vista da
peca. E preciso levar em conta a visibilidade do sélido, uma vez que a posi¢do do novo SR resulta em uma
direcdo de observador a partir da posicao inferior do objeto, a face de topo mostra-se invisivel. Na Figura
49b, o SR é colocado em posicdo oposta ao SR da Figura 49a. Neste caso, a face de topo apresenta-se
visivel, pois a direcdo de observacdo é feita a partir da parte superior da peca. Nos dois sistemas de
referéncia, O’ e O”, a face EFHG estd em verdadeira grandeza. Por uma questao de rigor técnico, seria
melhor utilizar o sistema O, onde a face em estudo esta visivel.
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Figura 49: Mudanca de Sistema de Referéncia. a) SR posicionado paralelo a face de topo e acima da proje¢do do sélido. b) SR
posicionado paralelo a face de topo e abaixo da projegdo do sélido. c) MSR somente para a face em estudo.

Porém, se o uUnico objetivo é obter a verdadeira grandeza da face e ndo uma nova vista da peca,
poderia ser feita uma nova projecdo apenas da face com qualquer um dos novos SR, evitando a
necessidade de verificacdo de visibilidade. Isto poderia ser feito apenas por uma questdo de simplificacdo,
pois, obviamente, a face estando invisivel ndo invalida a verdadeira grandeza da mesma. A Figura 49c
apresenta o sistema de referéncia O” apenas com a face EFHG em verdadeira grandeza, sem problemas
de visibilidade, pois ndo ha nenhuma outra face encobrindo a linha de observacao.

As mudancas de sistemas de referéncia geram vistas auxiliares que podem ser primdrias, quando a
MSR é de primeira ordem, ou seja, qualquer MSR realizada em relagao ao SR original. Uma vista auxiliar
é secundaria quando gerada a partir de MRS de segunda ordem, ou seja, a partir de uma vista auxiliar
primaria.
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NOTAGCAO

A notacdo ndo se altera significativamente nas vistas auxiliares resultantes de mudancas de Sistema de
Referéncia (MSR). ProjecGes em planos xy continuam a ter indice 1 e proje¢Ges em planos xz continuam
a ter indice 2. Porém, SR auxiliares recebem um superindice “’ ” (linha) tanto no seu nome (O’ ), quanto
nos eixos (x’, y’ e z’) e nos nomes das projecdes (A}, B3, fi). Em uma mesma épura, cada SR acrescentado
recebe uma linha extra no seu nome. Assim, um segundo SR terd como nome O”, eixos x”, y” e z” e
projecdes com nomes do tipo A5, By, f,'. E claro que o tipo de MSR define o indice das novas projecdes,
mas um regra simples permite verificar a coeréncia do processo: se uma vista base possui indice 1, a vista
auxiliar terd indice 2 e se a vista base possui indice 2, a vista auxiliar terd indice 1, pois esta é a base do
sistema mongeano de representagao.

VISTAS AUXILIARES PRIMARIAS

Vistas auxiliares primarias sao resultantes de MSR de primeira ordem. Isto significa que sdo obtidas a
partir de projecdes do SR original. As vistas auxiliares primarias (VAP) sdo utilizadas tanto na obtencdo de
parametros ou grandezas ocultas, como em passos intermedidrios na construcdo de vistas auxiliares
secunddrias (VAS). A principal utilidade desta nomenclatura é distinguir a origem de cada vista. Portanto,
uma VAP é sempre o resultado de uma MSR a partir de uma das vistas principais.

Uma VAP pode ser utilizada quando uma MSR de primeira ordem ja resolve o problema proposto. O
exemplo da Figura 49 ilustra bem este caso, pois a Unica MSR realizada parte de uma vista principal (a
frontal) e determina a VG de uma face acumulada do sélido. Como esta, existem diversas outras situacées
semelhante em que uma VAP resolve o problema.

Obtencao de VG de uma reta obliqua

Um dos usos mais comuns das VAP é a determinacgao de proje¢Ges em verdadeira grandeza de retas. Isto
é importante no processo de projeto, pois permite a manipulagdo com precisdo de retas constituintes de
objetos mais complexos, como superficies e sélidos. Toda vez que é necessario medir um deslocamento
sobre uma projecao, hd a necessidade de que a mesma seja uma VG. Isto também é valido para a medicao
de angulos de incidéncia da reta sobre outros objetos.

Dos sete (7) tipos de retas, somente as retas obliquas ndo possuem VG em uma vista principal'. Em
retas obliquas, a determinacdo de VG e de angulos sé é possivel através de métodos descritivos como
MSR. A boa noticia é que uma VAP sempre resolve este tipo de problema. Assim, com uma Unica MSR, é
possivel obter a projecdo em VG de uma reta, permitindo a inscricdo de segmentos sobre a mesma e a
medida de angulos, atividades importantes no processo de projeto.
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Figura 50: Exemplos de retas em VG. As retas em VG possuem proje¢do oposta a VG paralelas a linha de terra. a) Reta horizontal
possui projecdo horizontal em VG e projecdo frontal paralela a linha de terra; b) Reta frontal possui projecdo frontal em VG e
projecao horizontal paralela a linha de terra.

1 As retas de perfil poderiam ser enquadradas em situagdo semelhante. No entanto, possuem VG nas vistas laterais, as quais também séo
consideradas vistas principais, embora, muitas vezes, sejam omitidas.
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A determinacdo de VG de uma reta obliqua define o tipo de MSR e o posicionamento da linha de
terra (eixo x’) do novo SR. Toda reta com projecdo em VG possui uma proje¢do oposta paralela a linha de
terra. Isto acontece porque uma reta sé se projeta em VG porque é paralela ao plano de projegao,
portanto, no plano de projecdo ortogonal projeta-se paralela a linha de terra, uma vez que este reflete as
distancias ao outro plano de projecdo. Este é o caso de uma reta horizontal, que é paralela ao plano
horizontal, portanto se projeta em VG no mesmo, e a distancia constante ao plano horizontal projeta-se
no plano frontal evidenciada pela posicdo paralela da proje¢do em relagdo a linha de terra. Com a reta
frontal, acontece uma situagdo semelhante, pois é paralela ao plano frontal e a distancia constante em
relacdo a este determina a projecdo paralela a linha de terra no plano horizontal de projecao.

Portanto, quando é necessario obter uma vista em VG de uma reta ou segmento de reta obliqua, é
feita a sua transformacgao (em um novo SR) em horizontal ou frontal. Em termos de VG, ndo ha diferenca
de um caso para outro. Mas, em termos de angulos, podera ser necessario um ou outro tipo de MSR ou
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Figura 51: Sequéncia de passos na determinagdo da verdadeira grandeza de uma reta obliqua a partir de uma MSR que a
transforma em horizontal.
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Para transformar uma reta obliqua em horizontal em uma VAP, é preciso garantir que a sua projecao
frontal (no plano xz) esteja paralela a linha de terra (eixo x). Assim, em uma vista auxiliar primaria, o eixo
x”do SR O’ é criado paralelo a projecao frontal do segmento obliquo. A distancia desta nova linha de terra
a projecdo frontal é irrelevante em termos de processo devido ao sistema de proje¢des ortogonal, sendo
limitada apenas pelo espago disponivel. A seguir, posiciona-se o sistema de referéncia de forma a manter
a coeréncia da nomenclatura com o eixo z’ apontado na direcdo da projecdo frontal e o eixo y’
contraposto. A partir das extremidades de um segmento, sao tragadas linhas de chamada perpendiculares
a nova linha de terra. Sdo tomados os afastamentos (coordenadas y) dos pontos, medidos sobre as linhas
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de chamada da projecdao horizontal original, e transportados para as novas linhas de chamada,
determinando as novas proje¢des dos pontos. Finalmente, os pontos sao ligados por uma linha reta que
define a nova projecdo, agora em VG, da reta. Neste SR O, a reta é horizontal. Além da VG, a
transformacdo em horizontal permite determinar o angulo de incidéncia da reta em relacdo ao plano
frontal de projec¢do. A Figura 51 apresenta este processo para um Unico segmento de reta, passo-a-passo.

>
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Figura 52: Sequéncia de passos na determinagdo da verdadeira grandeza de uma reta obliqua a partir de uma MSR que a
transforma em frontal.

A Figura 53 apresenta um sdélido com uma aresta obliqua, FH. A Figura 53a mostra a determinagao
da VG da aresta obliqua FH do sdlido. Neste caso, a aresta FH foi transformada em horizontal através de
uma VAP acrescentando um novo plano horizontal de projecao paralelo a aresta, o que foi feito tracando
uma nova linha de terra paralela a projecao frontal da reta e transportando a coordenada y de cada ponto
sobre a respectiva linha de chamada. Apds a MSR, é possivel medir o comprimento da aresta e o angulo
gue a mesma faz com o PH. Neste exemplo, foi realizada a MSR somente para a aresta, evitando o
transporte dos demais elementos do sélido, uma vez que o problema se resumia a uma de suas arestas.

Transformar um segmento obliquo em frontal também resulta na sua VG, mas o angulo de incidéncia
determinado é aquele com o plano horizontal de proje¢do. Neste caso, o novo SR é definido a partir de
uma nova linha de terra (eixo x’) paralela a proje¢do horizontal da reta. O posicionamento do sistema de
referéncia deve ser tal que o eixo y’ aponte para a proje¢do horizontal e o eixo z’ fique oposto a este.
Considerando que a projecao horizontal estd abaixo da linha de terra (primeiro diedro), a origem do SR
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deve estar a direita e o eixo x’ aponta para a esquerda. A seguir sdo tracadas linhas de chamada a partir
de dois pontos da reta (extremidades do segmento) perpendiculares a linha de terra. Sdo tomadas as
cotas (coordenadas z) da projecdo frontal de cada ponto e transportadas sobre as novas linhas de
chamadas dos pontos correspondentes, determinado as novas projecGes frontais dos pontos. A nova
projecdo frontal do segmento é determinada pelo tracado de uma linha reta unindo as proje¢ées dos
pontos. A reta é frontal no novo SR O’. A Figura 52 ilustra este processo para um Unico segmento de reta,
passo-a-passo.

Figura 53: Sequéncia de passos na determinagdo da verdadeira grandeza de uma reta obliqua a partir de uma MSR que a
transforma em horizontal.
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A Figura 53b mostra a determinacao da VG da aresta obliqua FH do sélido, transformando-a em uma
aresta frontal, através de uma VAP, acrescentando um novo plano frontal de projecao paralelo a aresta,
o que foi feito tracando uma nova linha de terra paralela a projecao horizontal da reta e transportando a
coordenada z de cada ponto sobre a linha de chamada correspondente. Apds a MSR, é possivel medir o
comprimento da aresta e o angulo que a mesma faz com o PF. Neste exemplo, também foi realizada a
MSR somente para a aresta, evitando o transporte dos demais elementos do sélido.

Obtencao de projecao acumulada de reta em VG

A acumulagao de uma reta, por si sd, ndo fornece nenhuma informagdo adicional sobre a reta. No entanto,
a acumulagdo de uma reta pode fornecer informacGes relativas a outros objetos relacionados a mesma.
Existem diversas situacGes onde ha necessidade de acumular retas, como passo intermedidrio para a
acumulacdo de planos e para a determinagao de distdncias entre pontos e retas, entre duas retas e entre
retas e planos.

Toda reta com projecdo acumulada tem a projecdo oposta a acumulada em verdadeira grandeza.
Portanto, com uma VAP sd é possivel acumular retas que ja possuem uma projecdo em VG. Retas
horizontais e retas frontais podem ser acumuladas por MSR que transformam horizontais em topo e
frontais em verticais. Retas obliquas s6 podem ser acumuladas através de vistas auxiliares secundarias
(VAS) obtidas por duplas mudangas de Sistema de Referéncia, onde a primeira determina uma projecado
em VG e a segunda determina a acumulagao.
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Figura 54: Sequéncia de passos na acumulagdo de uma reta horizontal em topo através de uma VAP.

Para acumular uma reta horizontal (Figura 54), é necessario realizar uma MSR frontal tragando uma
nova linha de terra de forma que seja perpendicular a proje¢ao horizontal em VG da reta. O sistema de
referéncia é posicionado com o eixo y’ apontado para a proje¢do horizontal original e o eixo z’ é
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representado na mesma linha em sentido oposto, ambos perpendiculares a nova linha de terra (eixo x’).
A partir de dois pontos da projecdo horizontal original, sdo tragadas linhas de chamada perpendiculares a
nova linha de terra e, como a proje¢do da reta também perpendicular a nova linha de terra, as linhas de
chamada sdo coincidentes. Finalmente, tomam-se as cotas dos pontos medidas na projecdo frontal
original, as quais sdo transportadas sobre as novas linhas de chamada, resultando em um Unico ponto.
Fica facil perceber porque a reta acumula: todos os pontos tém a mesma linha de chamada e as cotas
(coordenadas z) sdo as mesmas, pois a reta horizontal é paralela ao plano horizontal.

A Figura 55 mostra a acumulacdo da aresta horizontal KL do sdlido exemplo 2. Na Figura 55a, o
processo de MSR é mostrado em 3D, evidenciando a inser¢do de um novo plano de projecao ortogonal
ao PH e perpendicular a aresta horizontal KL. A Figura 55b mostra o processo da MSR em épura, onde
uma nova linha de terra é tragcada perpendicular a projecdao em VG da aresta KL, determinando as linhas
de chamada coincidentes dos dois pontos pela posi¢ao perpendicular. Em seguida, sdo transportadas as
cotas (z) dos dois pontos medidas na projecao frontal e marcadas sobre na a nova linha de chamada em
Z’, determinando as projeg¢des coincidentes K;' e L,’, evidenciando a acumulagao da projecdo da aresta.

L ‘K'2EL2

Kazly %

(a) (b)

Figura 55: Exemplo de acumulagdo de uma reta horizontal no sélido exemplo 2. a) MSR realizada em 3D, mostrando o plano de
projecdo ortogonal ao PH e perpendicular a aresta KL, horizontal. b) MSR realizada em épura, mostrando a linha de terra
perpendicular a proje¢do em VG da aresta KL e o transporte das coordenadas z dos pontos K e L.

A acumulagdo de uma reta frontal é feita a partir de uma MSR horizontal, transformando a reta
frontal em vertical (Figura 56). Primeiramente, é necessdrio tracar uma linha de terra (eixo x’)
perpendicular a projecao frontal original da reta. O eixo z’ é posicionado apontado para a projecao frontal
(base) original e o eixo y’ é posicionado no sentido oposto. Sdo tragadas linhas de chamadas a partir de
dois pontos distintos da reta perpendiculares a nova linha de terra e como esta é perpendicular a
projecdo frontal da reta, as linhas de chamada ficam coincidentes. Finalmente, é transportado o
afastamento da reta a partir da projecdo horizontal original e marcado sobre a linha de chamada unica,
resultando em um ponto, o qual corresponde a projecdo acumulada da reta, a qual é vertical no SR O’.
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Figura 56: Sequéncia de passos na acumulagdo de uma reta frontal em vertical através de uma VAP. a) Segmento de reta frontal

em épura. b) Tragcado de um novo SR com uma linha de terra perpendicular a projegdo frontal em VG do segmento. c) Transporte

e das coordenadas y dos dois pontos extremos do segmento. d) Configuragdo final da épura com segmento acumulado como
uma reta vertical no novo SR.

A Figura 57 mostra a acumulagdo da aresta frontal Kg do sélido exemplo 2. Na Figura 57a, o processo
de MSR é mostrado em 3D, evidenciando a inser¢do de um novo plano de projecdo ortogonal ao PF e
perpendicular a aresta horizontal KL. Nesta imagem, é possivel perceber que as projetantes dos dois
pontos ficam coincidentes, o mesmo acontece com as linhas de chamada, resultando na acumulac¢do da
aresta. Esta coincidéncia de projetantes so acontece devido a aresta KG ser paralela ao plano frontal de
projecdo (PF), sendo assim possivel tragar um novo plano de proje¢dao ao mesmo tempo ortogonal ao PF
e perpendicular a aresta.

A Figura 57b mostra o processo da MSR em épura, onde uma nova linha de terra é tracada
perpendicular a projecdo em VG da aresta KL no PF, determinando as linhas de chamada coincidentes dos
dois pontos pela posicdo perpendicular. Em seguida, sdo transportadas as cotas (z) dos dois pontos
medidas na projec¢do frontal e marcadas sobre na a nova linha de chamada em z’, as quais sao idénticas
devido a reta ser paralela ao PF, determinando as projecdes coincidentes Ky’ e L)', evidenciando a
acumulacdo da projecdo da aresta.

Tanto a acumulacdo da aresta horizontal KG quanto a da aresta frontal KL permitem criar uma
projecdo acumulada da face KGL, pois se uma reta é acumulada em um plano de projecao, qualquer plano
gue contenha esta reta também se projeta acumulado neste plano de projecao.
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Figura 57: Exemplo de acumulagdo de uma reta frontal no sélido exemplo 2. a) MSR realizada em 3D, mostrando o plano de
projecdo ortogonal ao PF e perpendicular 4 aresta KG, horizontal. b) MSR realizada em épura, mostrando a linha de terra
perpendicular a proje¢do em VG da aresta KG e o transporte das coordenadas y dos pontos K e G.

Obtencao de projecao acumulada de plano

A obtencdo de proje¢des acumuladas de planos é importante tanto para a obtencdao de angulos entre
faces como na determinacgdo de verdadeiras grandezas de figuras e faces planas, uma vez que uma face
so se projeta em VG se possui a projecdo oposta acumulada. No entanto a acumulacdo de planos esta
diretamente relacionada a acumulacgdo de retas. Esta relagdo se deve a seguinte constatacdo: se uma reta
se projeta acumulada, qualquer plano que a contenha também se projeta acumulado na mesma vista.
Esta constatacdo é muito simples de deduzir a partir dos conceitos de posi¢cGes relativas entre retas e
planos e entre planos.

Uma vez que a condigdo necessdria e suficiente para um plano « ser perpendicular a um plano fé
que «a contenha uma reta perpendicular a f. Portanto, se uma reta esta acumulada em um plano de
projecao, significa que é perpendicular a este plano. Logo, qualquer plano que a contenha também é
perpendicular ao plano de projecdo e projeta-se acumulado. Desta forma, para acumular um plano, basta
acumular alguma reta contida neste plano.

O processo de acumulacdao de um plano comeca pela escolha da reta que sera acumulada, a qual
deve estar em VG em alguma das vistas principais. A Figura 58a mostra um exemplo onde uma dos lados
da face triangular é uma aresta frontal (AB), portanto passivel de acumulagdo com uma VAP. Acumulando
o segmento AB, o qual se tornara vertical, o plano ABC ira acumular em um plano vertical. A acumulagao
do plano é iniciada por uma MSR horizontal utilizando como vista base a projecdo frontal do plano e
tracando uma nova linha de terra perpendicular a projecao A,B;. O eixo z’ aponta para a projecao frontal
(VB) e o eixo y’ aponta no sentido oposto, ambos perpendiculares a nova linha de terra. Sdo tracadas
linhas de chamada a partir das extremidades (A e B) do segmento perpendiculares a x’ e, como na VB a
projecdo do segmento é perpendicular a linha de terra, as linhas de chamada ficam coincidentes.
Transportando os afastamentos das projecdes horizontais A; e B; para a linha de chamada, a projegao
do segmento AB fica resumida a um Unico ponto (4] = Bj). Para completar a projeg¢do do tridngulo ABC,
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falta construir a proje¢ao do ponto C. Uma linha de chamada é tragada a partir da projecao de C, na vista
base e perpendicular a nova linha de terra. A proje¢do C; é obtida marcando o afastamento de C medido
na projec¢ao horizontal original. Finalmente, sdao tracados os segmentos retos que unem as projecdes
A’, B; e C{, mas como A e B estdo acumulados em um ponto, apenas um segmento é tragado, resultando
na acumulagao do plano.

Ce

B

z z

A2 T Az T
< o < o

c, l c 1
y y

A B AL By

(a) (b)

z

Az |
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c l
y

A1 Bl A1 Bl

(c) (d)
Figura 58: Mudanca de Sistema de Referéncia para acumular uma face plana. a) Identificada a aresta AB, que é frontal e pode ser
acumulada. b) E tracada uma nova linha de terra perpendicular a projecdo em VG A;B,. c) As coordenadas y dos pontos A, B e C

sdo transportadas para as linhas de chamada correspondentes, determinando as proje¢des dos pontos no novo SR. d) As
projecdes sao conectadas para representar a face que fica acumulada em uma segmento de reta.

A Figura 59 apresenta um exemplo de acumulag¢ao de uma face obliqua do sélido exemplo 2. A face
escolhida (KGL) ja apresenta duas arestas em VG: KG (frontal) e KL (horizontal). Qualquer uma das duas
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arestas se acumuladas, permitira a acumulacdo da face. No exemplo da figura, foi acumulada a aresta
frontal (KG). Para isto, foi realizada uma MSR horizontal, tragcando uma nova linha de terra perpendicular
a projecdo frontal da aresta KG, a qual estd em VG. Assim, os pontos K e G projetam-se coincidentes no
novo PH. O ponto restante da face (L) também é transportado para o novo SR, finalizando a VAP da face
com a conexdo dos pontos, resultando em um segmento reto que é a face acumulada. Neste caso, o
angulo da projecdo acumulada com a linha de terra é o angulo da face com o PF. Se fosse feita a
acumulagdo da face utilizando a aresta horizontal, o angulo obtido seria aquele com o PH.

\

Ll inmms

(a) (b)

Figura 59: Exemplo de acumulagdo de plano obliquo: a face KLG do sélido exemplo 2. Neste caso, foi utilizada a aresta frontal KG
para ser acumulada.

Um exemplo pratico da aplicacdao de acumulacdo de planos é a determinagao do angulo de uma face
com relagdo a outra de um sdlido, que é um problema fundamental para o estudo de uma peca
tridimensional. Para demonstrar esta aplica¢do, sera determinado o dngulo entre as faces KGL e EFKG do
solido exemplo 2.

A Figura 60 mostra este processo de acumulac¢do das duas faces para obter o angulo entre elas. Estas
duas faces possuem a aresta frontal KG em comum. Assim, se esta aresta for acumulada, as duas faces
também serdo acumuladas e o angulo entre elas aparecerd em VG. O processo € iniciado tracada uma
nova linha de terra perpendicular a VG da aresta KG no PF. Esta nova linha de terra determina um SR com
um novo PH. Neste caso, ndo é possivel escolher entre uma MSR horizontal ou vertical, pois os dados do
problema ja apontam para uma MSR horizontal devido a aresta frontal comum as duas faces. A seguir,
sdo tracadas as linhas de chamada dos vértices das duas faces a partir das projecdes de indice 2 e
perpendiculares a nova linha de terra. Em seguida, sdo transportadas as coordenadas y dos vértices das
faces e marcados sobre as linhas de chamada correspondentes, determinando as projecdes dos vértices
no novo plano de projecdo. Finalmente, as projecdes sdo conectadas por segmentos de reta conforme as
conectividades das duas faces. Como é possivel perceber, as duas faces ficam acumuladas em dois
segmentos de reta e o dngulo entre os mesmos é exatamente o angulo entre as duas faces.

Este procedimento pode ser executado tanto para medir um angulo em uma peca existente, como
também durante o processo de projeto do objeto. Assim, uma face poderia ser construida a partir de uma
aresta pré-determinada em um dado angulo. Uma forma complexa pode ser gerada a partir de cortes de
formas mais simples e, novamente, é possivel utilizar um procedimento semelhante para definir um plano



m Virtual Devsign 60

de corte, o qual sempre deve estar acumulado para que seja possivel definir os pontos de interse¢ao ou
corte?.

E2=G2

K2=F2 L2

<< X
F1 E1 &
y

L1
(a) (b)

Figura 60: Uso de Vista Auxiliar Primaria na determinac¢do do angulo entre duas faces, sendo uma delas obliqua. A MSR é feita
para acumular uma aresta e, consequentemente, as faces que a contem.

Obtencao de projecao em VG de plano acumulado

Obter a VG de um plano com projecdo acumulada é um processo simples, o qual pode ser resolvido com
uma Vista Auxiliar Primaria (VAP) apropriada. Todo plano que se projeta em VG tem a proje¢do oposta
acumulada e paralela a linha de terra. Portanto, se um plano tem uma projecao acumulada, basta fazer
uma MSR de tal forma que a proje¢do acumulada fique paralela a nova linha de terra. Isto garante que o
plano sera paralelo ao novo plano de projegdo e, consequentemente, tera sua proje¢cdo em VG.

Assim, a determinagdo de verdadeira grandeza de faces planas estd diretamente vinculada a
existéncia de uma projecao acumulada da mesma, de forma que esta sera a vista de base (VB) para a MSR.
A Figura 61 apresenta a sequéncia de procedimentos na construcdo de uma VAP para obter a VG de um
plano com projecdo acumulada. A face ABC desta figura é um plano de topo, com proje¢cdo acumulada no
plano Frontal de projecdo e projecao reduzida no plano Horizontal. Todo plano em VG possui uma
projecdo acumulada e paralela a linha de terra. Assim, utilizando a projecao frontal como VB, uma MSR
horizontal é feita criando uma nova linha de terra (x’) paralela a acumula¢do do plano de topo. O eixo 2’
aponta para a projecdo frontal (VB) e o eixo y’ aponta no sentido oposto, ambos perpendiculares a nova
linha de terra. Sdo tracadas linhas de chamada a partir das projecdes frontais dos pontos A, B e C
perpendiculares a nova linha de terra. Os afastamentos (coordenadas y) dos pontos A, B e C, tomados nas
projecdes horizontais, sdo transferidos para a nova vista sobre as linhas de chamada correspondentes,
determinando as posi¢des das projecdes A, B; e Cy, as quais constituem uma proje¢do em VG da face
ABC.

2 0 capitulo xx ird tratar exclusivamente de intersecdes e o capitulo xx ird tratar de modelagem por cortes.
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Figura 61: Procedimento para determinar a VG de uma face com proje¢do acumulada através de uma VAP. a) Identificada a vista
com projecdo acumulada. b) E tracada uma nova linha de terra paralela a projecdo acumulada da face. c) As coordenadas y dos
pontos A, B e C sdo transportadas para as linhas de chamada correspondentes, determinando as projecdes dos pontos no novo
SR. d) As projecGes sdo conectadas para representar a face que se projeta em VG neste novo SR.
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Exemplo de Aplicacao de Vistas Auxiliares Primarias

Para demonstrar algumas aplicages de Vistas Auxiliares primarias (VAP), é apresentado o Sélido Exemplo
3, o qual possui faces verticais, de topo, horizontais, frontais e obliquas. A Figura 62 apresenta o sélido
em perspectiva, em épura, além de apresentar a lista de pontos e as conectividades das faces.

Serdo apresentadas aplicacGes de VAP que permitem o melhor entendimento do sdlido, além
daquelas que podem auxiliar no projeto geométrico de eventuais modificagdes que se queiram realizar
sobre a geometria original. Uma aplicagdao fundamental é a determinac¢do das verdadeiras grandezas das
faces. Neste caso, ha uma face de topo (CDlJ) e duas faces verticais (BAHI e AGLNH), as quais possibilitam
a determinagdo de VGs com VAP, uma para cada face, pois nenhuma delas é paralela.

R — + —-_———
|
|
|
|
|
|
|
|
| Z
1
X
y
Q
(a) (b)
Pontos X Y YA
A 50 70 10
B 70 50 10
Faces 1 2 3 4 5 6
C 90 50 10
1 A B C D F
D 90 10 10 > c | ] b
F 30 10 10 3 C B |
G 10 30 10 & ! ! K
5 K | M
H 50 70 50
6 B A H [
| 70 50 50 7 | H N M
J 70 10 50 8 A G L N H
K 30 10 50 9 G F K L
. 10 F D J K
L 0 30 50 " . " v N
M 50 30 70
N 30 50 70
(c) (d)

Figura 62: Sélido Exemplo 3.
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Construir um furo passante de se¢do quadrada de lado 10mm centrado e perpendicular a
face de topo do Sélido Exemplo 3.

A construcdo de um furo sobre a face requer que a sua secdo seja desenhadas sobre a VG da face. Assim,
€ necessario realizara uma MSR de forma a obter a VG da face de topo DCIJ. Neste caso, um novo PH é
criado. A MSR é feita apenas para a face em questao (Figura 63a,b) .

(a) (b)
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y y
1 2
(c) (d)

Figura 63: Construgdo do furo sobre a face de topo.

Ap0ds a determinagdo da VG da face, é desenhado o quadrado centrado na face na projecdo em VG
(Figura 63a,b). Em seguida, sdo tragadas linhas de chamada a partir do quadrado retornando as vistas
originais (Figura 63c), em uma MSR inversa. As linhas de chamada sdo normais a face de topo e definem
a direcdo do furo que deve ser feito. Ao encontrarem o plano DClJ, acumulado na projecdo frontal, as
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linhas de chamada determinam a projecdo acumulada do quadrado, que pode ser considerada como o
inicio do furo (Figura 63c-1). Quando as linhas de chamada sdo prolongadas até o plano da base ABCDFG
horizontal, também acumulada na projecdo frontal, as linhas de chamada determinam o final do furo
sobre esta face (Figura 63c-2). A partir dos pontos determinados sobre as faces acumuladas, sdo tragadas
linhas de chamada para determinar as suas proje¢oes no PH (Figura 63d). A partir dos pontos na face de
topo, sdo tracadas duas linhas de chamada (Figura 63d-1) e, a partir da face horizontal da base, sdo
tracadas outras duas linhas de chamada (Figura 63d-2).

Em seguida, as coordenadas dos vértices do quadrado devem ser transportadas de y’ para oy no PH
(Figura 64a). Com isto, ficam definidos os quatro vértices do inicio, sobre a face de topo e do fim do furo,
sobre a face da base. Finalmente, as linhas tracejadas devem ser marcadas e as linhas cheias devem ser
reforgadas (Figura 64b).

: / /-

%t

Figura 64: Processo de projeto do furo no sélido.
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Este exemplo mostra que o processo de MSR pode ser realizado nos dois sentidos. Assim, um novo
SR é criado para estabelecer condi¢Ges de resolver um determinado problema. Apds a solugdo em SR
auxiliar, é possivel realizar o caminho inverso da MSR inicial, o que, tecnicamente, corresponde a outra
MSR realizada a partir do SR auxiliar. Portanto, a forma de transporte de coordenadas é exatamente a
mesma, mas agora considerando a vista auxiliar como vista de base. Este procedimento reforca a
versatilidade do uso da MSR como ferramenta para a solucdo de problemas de projeto geométrico.

O resultado final é um sdlido que foi modificado em relagdo ao original. Portanto, a Geometria
Descritiva, com o método de MSR, foi utilizada como uma ferramenta de projeto para alterar a geometria
do sélido.
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VISTAS AUXILIARES SECUNDARIAS

Existem varias situacdes onde as Vistas Auxiliares Primarias ndo sdo suficientes na solucdao de todos os
problemas de forma e posicdo de objetos geométricos. Problemas complexos podem exigir MSR
sucessivas, dependendo do que se quer obter, medir ou projetar. A grande maioria dos problemas pose
ser resolvida com MSR duplas, mas podem haver casos onde sdo necessarias MSR triplas.

Vistas auxiliares secundarias (VAS) sdo resultantes de duas mudancas de Sistema de Referéncia (MSR)
sucessivas, gerando um Sistema de Referéncia (SR) totalmente novo em relagdo ao SR original. As VAS sdo
necessarias quando uma unica MSR ndo é suficiente para posicionar o objeto em estudo em relagdo ao
SR de acordo com as necessidades especificas do problema. Um exemplo disto é a obtenc¢do de projec¢do
acumulada de reta obliqua (util para a determinacdo de distancias em relagdo a reta), uma vez que é
necessario haver uma projecao em VG da reta para que o processo possa ser iniciado. Outra aplicacdo
usual é a determinagdo de VG de uma face obliqua, pois é necessdrio, para isto, que uma das projecoes
da face esteja acumulada. Assim, nestas duas situagdes, a solugdo é realizar duas MSR consecutivas. A
primeira posiciona o objeto em relagdo ao SR de forma que, com mais uma MSR, seja possivel obter a
situagdo desejada, sendo a Vista de Base (VB) da segunda MSR correspondente a Vista Auxiliar (VA) gerada
na primeira MSR. A seguir, serdo apresentadas situagdes onde sdo necessarias vistas auxiliares sucessivas.

Obtencao de VG de Plano sem projecao acumulada

Planos sem proje¢do acumulada, obliquos e de rampa, exigem duas MSR sucessivas para a obtencdo de
suas VGs, sendo a primeira para acumular o plano e a segunda para achar a VG a partir da projecao
acumulada. Para demonstrar este processo, sera utilizado o exemplo da Figura 65, constituido de uma
face obliqua (ABC). Neste exemplo, os lados da figura plana sdo constituidos por duas retas obliquas e
uma reta frontal.

Az

Al B1

Figura 65: Exemplo de face obliqua da qual se pretende encontrar a VG por duas MSR sucessivas.

Como o segmento AB é frontal, a primeira MSR (Figura 66) é feita tracando uma nova Linha de Terra
(LT), eixo x’, perpendicular a projecdo em VG (AzB;). Portanto, a vista de base é a projecdo frontal da face.
Em seguida, sdo tragadas linhas de chamada a partir das proje¢des dos vértices da vista de base e
perpendiculares a x’. Como se trata de MSR Horizontal, as coordenadas y se mantém constante. Assim,
sdo transferidas as coordenadas y dos vértices no SR original para o no novo sistema em y’ sobre as linhas
de chamada. Assim, a face obliqua fica acumulada no SR O’ como um plano vertical. A Figura 66a
apresenta o processo de MSR em 3D, onde é possivel observar claramente que as coordenas y e y’ sdao
realmente coincidentes e, por isso, podem ser transferidas de um SR para outro SR’. A Figura 66b mostra
a MSR realizada em épura, com destaque para as coordenadas y que devem ser transferidas para o eixo
y’ durante o processo de montagem da nova projecdo que resulta na VAP com a face plana acumulada.
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(a)

A'1=B"1

A B;

Figura 66: VAP para determinar a proje¢do acumulada da face. a) MSR em 3D. b) MSR em épura.

A segunda MSR (Figura 67) é feita a partir da Vista Auxiliar Primaria (VAP) obtida com a primeira MSR,
a qual é tomada como VB da segunda MSR. Como o objetivo é obter a projecdo em VG da face, é tracada
uma nova LT (x”) paralela a proje¢do acumulada da face na VAP. Os eixos sdo representados seguindo os
mesmos procedimentos da primeira MSR, mantendo a coeréncia do sistema de representagdo. Desta
forma, como a vista de base é horizontal (plano xy’), o eixo y” é perpendicular a nova linha de terra e
aponta para o lado da VB. Portanto, e eixo z” é construido na mesma dire¢do e sentido oposto.

Em seguida, sdo tracadas linhas de chamada a partir dos vértices da face na VAP e perpendiculares a
nova linha de terra (x”’). Uma vez que 2’ e z”’ sdo os mesmos nesta MSR, as coordenadas z’ de cada vértice
sdo transferidas para as linhas de chamada correspondentes e marcadas a partir da nova linha de terra,
gerando as imagens na VAS dos trés vértices. Este € um procedimento que deve ser observado com
cuidado, pois é comum haver confusdo sobre quais coordenadas transferir. Como regra geral, as
coordenadas a serem transferidas em MSR sucessivas sdao aquelas de mesmo nome do SR anterior. Assim,
se estdo buscando as coordenadas z”’, devem ser transferidas as coordenadas z’. Da mesma forma que
para encontrar y’ foram transferidas as coordenadas y.

A Vista Auxiliar Secunddria (VAS) é finalizada com a conexao dos vértices segundo a topologia da face
em estudo. E possivel observar que, no SR O”, resultante da dupla MSR, a peca estd numa posicdo
totalmente distinta da original. A face, que era obliqua, agora é frontal no SR” e, portanto, se projeta em
VG na nova projecdo frontal. A Figura 67a mostra a construgao da VAS em 3D, onde é possivel constatar
a igualdade das coordenadas z’ e z”’, além de evidenciar a proje¢ao em VG da face. A Figura 67b mostra
todo o processo de MSR a partir da VAP, onde é detalhado o processo de transferéncia de coordenadas
para a construcdo das MSR sucessivas.
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(a)
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Figura 67: Mudanga de Sistema de Referéncia Dupla (MSRD) para a obtengdo de VG de face obliqua. a) MSR em 3D, onde é
evidenciada a repeticdo das

A seguir, € mostrado o processo de obteng¢do da VG de uma face obliqua do sélido Exemplo 2 em 3D,
Através de MSR sucessivas. A Figura 68a mostra o sélido com a face obliqua (GKL) em primeiro plano. Na
Figura 68b, é feita a primeira MSR para acumular a face obliqua, acrescentando um novo PFP
perpendicular a uma aresta horizontal da face, a qual torna-se de topo neste novo PFP. A Figura 68c
destaca a face em estudo e suas projecdes originais e a nova projecdo acumulada.

(a) (b) (c)

Figura 68: Determinac¢do de VG de face sem proje¢do acumulada: obtengdo da proje¢do acumulada da face.



w Virtual Design 69

A segunda MSR (Figura 69a) é realizada acrescentando um novo PHP perpendicular ao PFP
acrescentado na primeira MSR e paralelo a proje¢do acumulada da face. A Figura 69b apesenta os planos
sob outro ponto de vista, destacando a VAS. Este novo Plano de Projecdo resulta paralelo a face obliqua
e, portanto, nesta VAS, esta face agora se projeta em VG. A Figura 69c mostra a face em estudo em
destaque. A Figura 69d mostra a face isolada, destacando as coordenadas (Y), as quais se mantém
constantes na segunda MSR e devem ser transportadas da primeira para a segunda MSR, quando este
processo é realizado em épura.

(a) Segunda MSR com um plano paralelo a face acumulada, com um (b) O Sistema de projegdo resultante sob um outro ponto de vista,
novo PH de projegdo. onde é possivel ver a proje¢do final da pega com a VG da face.

(c) Face obliqua em destaque. (d) Face obliqua isoladas com as suas projegdes: PR, PA e VG.

Figura 69: Processo de dupla MSR para a determinagdo da VG da face obliqua do sélido.

A Figura 70 apresenta o mesmo processo de determinacdo da VG da face obliqua do sélido em épura.
Na primeira MSR (Figura 70a), a Projecdo Horizontal é a vista de base por conter a projecdo em VG da
aresta horizontal (KL) da face. Assim, é tracada uma linha de terra perpendicular a projecao em VG, de
forma que a mesma fique acumulada na nova projecao. Em seguida, sdo tragadas linhas de chamada
perpendiculares a nova LT a partir dos pontos da PH. Finalmente, sdo transportadas as coordenadas Z da
Projecdo Frontal original, pois o novo plano de proje¢do é um PF, composto pelos eixos X’ e Z', sendo que
as coordenadas Z e Z' s3o as mesmas. A projecao é completada pela conexdo das proje¢des dos vértices
segundo as conectividades das faces. A nova projeg¢do resulta na acumulagdo da face obliqua.

A segunda MSR (Figura 70b) é construida a partir da VAP. E tragada uma nova LT paralela a projecdo
acumulada da face. A seguir, sdo tragadas linhas de chamada a partir dos pontos da VAP perpendiculares
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a nova LT. Sdo transportadas as coordenadas que se mantém constantes da VAP (Y’) para as linhas de
chamada na VAS. A projec¢do se completa pela conexdo dos vértices segundo as conectividades das faces.
Nesta vista, a face obliqua se projeta em VG (Figura 70c). Resumindo o processo, a primeira MSR acumula
a face como topo e a segunda MSR transforma a face em horizontal, determinando a sua VG. E possivel
observar também que a projecdo do sdlido é uma perspectiva considerando o ponto de vista
perpendicular a referida face. A obtencdo de perspectivas também é uma aplicacdo das VAS.

N

(a) Primeira MSR para a acumulagdo da face obliqua em | (b) Segunda MSR, criando uma novo PH de projecdo paralelo a projegdo
um novo PF de projegdo. acumulada da face.

A

(b) Face obliqua isolada ap6s a MSRD. Pode-se observar que a face se torna horizontal no SR 0”.

Figura 70: Mudangca de Sistema de Referéncia Dupla (MSRD) para a obtenc¢do de VG de face obliqua.
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Aplicacao: Construcao de um Furo a Partir de uma Face Obliqua

O uso de vistas auxiliares secundarias (VAS) pode ser exemplificado no projeto de sélidos com faces
obliquas. Um exemplo disso é a constru¢ao de um furo com uma geometria especifica, em uma posi¢ao
determinada e de uma determinada profundidade em uma face obliqua de um sélido. Para mostrar um
exemplo de aplicagdo, serd utilizado o Sélido Exemplo 3, onde deve ser construido um furo de secdo
retangular de dimensdes 15x10 mm centrado na face obliqua e com eixo perpendicular ao mesmo com
profundidade de 20mm.

(a) (b) ()

Figura 71: Mudangas de Sistema de Referéncia para acumulagdo (b) e para a determinagdo da VG da face obliqua (c).

Para construir o furo na face obliqua, é necessario determinar a VG da face utilizando duas MSR. A
primeira MSR é realizada com vistas a acumular a face obliqua. Isto é feito tracando uma LT perpendicular
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as retas horizontais da face obliqua (Figura 71b), criando um novo PF de projecdo. A partir da vista em
que a face obliqua estd acumulada, é tracada uma nova LT paralela a projecdo acumulada da face, criando
um novo PH de projecdo (Figura 71c). Neste novo SR, a face obliqua se projeta em VG. Assim, é possivel
realizar intervencdes graficas na mesma, sem que haja distor¢des projetivas.

Na projecdo em VG da face, é desenhado o retangulo que representa o furo de medidas 10x20mm
centrado na face. Em seguida, sdo tracadas linhas de chamada, perpendiculares a LT dos SR O”,
conectando a projecdo em VG do furo a projecdo acumulada da face. Nesta projecdo, é medida a
profundidade do furo (20mm) que estd em VG na VAP, pois trata-se de uma distancia perpendicular a face
acumulada. A Figura 72ailustra este processo grafico, onde a vista auxiliar primaria permite definir a secdo
do furo e, na vista auxiliar secundaria, é definida a profundidade do furo.

\ p
L 0’
z /) z

(a) (b)

Figura 72: Etapas da construgdo de um furo retangular no Sélido Exemplo 3: a) Construgdo da se¢do do furo na face em VG e
transporte por linha de chamada para a vista com a face acumulada, onde é definida a profundidade do furo. b)
Transporte da projecdo do furo para a projegdo horizontal, tomando-se as coordenadas do SR O”.

Na etapa seguinte, é criada a proje¢do do furo no plano horizontal de projecado. Isto é feito tracando
linhas de chamada, perpendiculares a LT do SR O’, a partir dos pontos do furo na VAP. As coordenadas
(y’) sdo tomadas da VAS (y”) e marcadas sobre as linhas de chamada tracadas (Figura 72b). A proje¢ao
frontal do furo é criada a partir da projecao horizontal, por linhas de chamada perpendiculares a LT
original, sendo que as coordenadas z sdo obtidas do SR O’. Na vista frontal, a geometria do furo fica clara,
pois nesta projecdo o furo esta em perspectiva. A Figura 73a mostra esta etapa final, indicando a origem
e o destino das coordenadas. A Figura 73b mostra o resultado final da construcao do furo em épura, onde
é possivel verificar a visibilidade. Tanto na vista anterior (Projecdo Frontal) quanto na vista superior
(Projecao Horizontal) o furo é parcialmente visivel, devido a posicdo do mesmo em relacdo ao sdlido.
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(a) (b)

Figura 73: Etapas da construgdo de um furo retangular no Sélido Exemplo 3: a) Transporte da proje¢do do furo para a projecdo
frontal, tomando-se as coordenadas z° do SR O".

Neste exemplo de aplicagcdo das Vistas Auxiliares Secundarias (VAS), fica clara a importancia da
Mudancga de Sistema de Referéncia (MSR) como ferramenta de projeto. Seria impossivel determinar e
posicionar a secao do furo sem que a VG da face estivesse determinada, como foi feito na VAS. Da mesma
forma, seria impossivel estabelecer a profundidade do furo sem a vista onde a face se projeta acumulada,
determinada na Vista Auxiliar Primaria (VAP).
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APLICACOES DAS MUDANGAS DE SISTEMA DE REFERENCIA SUCESSIVAS

O uso de perspectivas para a representacdo durante o processo de projeto geométrico proporciona uma
compreensao efetiva da forma tridimensional dos objetos em estudo. A obtencdo de perspectivas em
Geometria Descritiva, a partir de mudangas de Sistemas de Referéncia sucessivas MSRS, é uma
abordagem que traz inovag¢des tanto para o estudo de geometria descritiva como para o estudo do
desenho perspectivo. Esta abordagem propdGe técnicas inéditas para a obtencdo de perspectivas com
grande precisao e com total controle da posicao de observacao em relacdo ao objeto a ser visualizado.
Além das perspectivas, é possivel aplicar MSRS para a obtencdo de vistas principais quando as proje¢Ges
disponiveis ndo estao alinhadas com o SR.

Perspectivas Axonométricas

Perspectivas axonométricas sdo perspectivas obtidas a partir de projecdes cilindricas ortogonais, de forma
gue os trés eixos principais do objeto se projetam ndo acumulados no plano de projecdo. Como o sistema
de projecdo cilindrico ortogonal é a base para o sistema Mongeano de representacdo, é possivel obter
uma vista em perspectiva axonométrica em projecdo Mongeana escolhendo-se uma direcdo de
observacgdo apropriada. Esta direcdo de observagao pode ser definida como um vetor de observagao (VO),
pois a orientacdo também é importante, definindo de onde e para onde se observa. Se a pega tem as
direcGes principais paralelas aos eixos coordenados, o vetor de observagdo deve ser obliquo para que a
vista seja uma perspectiva. A perspectiva serd gerada quando esta reta obliqua estiver acumulada,
indicando que o plano de projecdo estd em verdadeira grandeza. Neste plano de projecdo, a vista gerada
sera uma perspectiva axonométrica da pega segundo a dire¢do de observagao (Figura 74).

Inclinagdo

Rotagao 900

Figura 74: Convengdo para os angulos de perspectiva considerando-se rotagdo e inclinagdo.

O vetor de observagdo pode ser definido de varias maneiras. De uma maneira geral, é constituido
pela posicdao do observador (ponto) e o alvo (ponto). Outra forma usual também utiliza a posi¢dao do
observador, através de suas coordenadas, e dois angulos: um que define a rotacdo em relagdo ao eixo x
sobre o plano xy e outro que define a inclinagdo em relagdo ao plano xy. A Figura 74 apresenta a
convencdo utilizada neste livro para os angulos de rotacdo e inclinacdo na definicdo de vetores de
observacdo. Para cada vetor de observacdo distinto, serd gerada uma perspectiva axonométrica distinta.
O vetor, através da sua orientacdo, também indica o sentido de observacao, o que é importante para
determinar o posicionamento do novo sistema de referéncia, o qual deve ser colocado de forma que a
seta aponte para o eixo x do novo SR.

Considerando que o VO é um segmento de reta, o ponto de vista segundo este vetor é projecdo em
um plano perpendicular ao mesmo. O que significa que o mesmo deve estar acumulado neste plano de
projecdo. Portanto, uma projecdo em perspectiva é obtida quando o VO estd acumulado. Como,
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normalmente, o VO é uma reta obliqua, é necessario realizar uma dupla MSR para realizar esta
acumulacdo. Se o objeto observado for transportado para estas vistas auxiliares, o0 mesmo vai ser
projetado em perspectiva na vista auxiliar secundaria. A Figura 75 ilustra este processo, onde é mostrado
o vetor de observacdo obliquo em relacdo ao SR e uma dupla MSR, sendo a primeira frontal para
determinar a sua VG (paralela a projecdo horizontal do vetor) e a segunda horizontal (perpendicular a VG
do vetor de observacdo) que acumula o vetor. O sdlido é representado em todos os planos e resulta em
uma vista em perspectiva axonométrica.

(@

(b)

Figura 75: Processo de obtengdo de perspectiva axonométrica a partir de um vetor de visualizagdo.

Esta metodologia difere das técnicas tradicionais abordadas nos cursos de desenho técnico e vistas
ortograficas, presentes nos curriculos de cursos de graduacdo em Engenharia e Arquitetura, onde os
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alunos devem produzir perspectivas a partir de vistas ortograficas utilizando a imagina¢do e o raciocinio
espacial. A obtencao de perspectivas a partir de processos da geometria descritiva nao invalida a
abordagem tradicional, pelo contrério, apresenta-se como uma forma de validar os resultados obtidos
por estas técnicas.

Uma forma alternativa de definir o vetor de observacdo (VO) é utilizar angulos de rotacdo e inclinacdo
para definir a direcdo de observagdo. A rotacdo é medida na projecdo sobre o plano horizontal em relagdo
a linha de terra, considerando o angulo zero como a diregao correspondente a vista lateral esquerda. A
inclinagdo, que s6 é possivel de definir na VG do vetor, é medida em relacdo a direcdo vertical. A Figura
76 apresenta a definicdo do vetor a partir de um angulo de rotagdo e um angulo de inclinagdo.

O angulo de rotacdo é medido diretamente sobre a projecdo horizontal no sentido anti-horario.
Porém, para medir o angulo de inclinagdo é necessario realizar uma MSR frontal com uma linha de terra
paralela a projecao horizontal do vetor de observagdo. Assim, fica garantido que, qualquer que seja a
projecdo do vetor no novo SR, a mesma serd uma VG. Portanto, nesta vista, em que sélido também deve
ser representado, o angulo de inclinagdo é utilizado para definir a proje¢do frontal do VO na vista auxiliar.
Com isto, o VO fica totalmente definido. A Figura 76 mostra duas situa¢des onde o VO possui 0 mesmo
angulo de rotac3o do VO da Figura 75, porém com angulos de inclinagdo diferentes. E possivel observar
gue a variacdo do angulo de inclinacdo tornando-se mais vertical, resulta em perspectiva com foco mais
na parte superior da peca.

Apbs a definicdo do VO na VAP, o préximo passo é realizar uma MSR para criar uma VAS onde o VO
tem projecdo acumulada, o que resulta numa vista em perspectiva correspondente a direcdo de
visualizacdo do VO. O sentido da seta e a dire¢do da VG do VO também definem a posicdo danova LT e o
sentido do rebatimento do novo plano de proje¢do. Observando as épuras geradas nos exemplos (Figura
75, Figura 76a e b), nota-se a relacgdo direta entre a direcdo da VG do VO e a perspectiva gerada.

Inc

(a) (b)

Figura 76: Convencgao para os angulos de perspectiva considerando-se rotag¢do e inclinagdo.
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A Figura 77 apresenta um exemplo de como é possivel gerar uma vasta quantidade de vistas em
perspectiva alterando apenas o angulo de inclinacdo da camera. Na pratica, como a direcdo da camera
define a posicdo da LT da Vista Auxiliar, ao se posicionar a LT, esta se definindo a posi¢cdo de cdmera. Neste
exemplo, foram definidas sete posicGes distintas de cdmera que correspondem a sete posicoes de LT e
sete perspectivas geradas. Este exemplo demonstra a versatilidade do processo de obtencdo de
perspectivas axonomeétricas com as ferramentas da GD, especialmente a Mudanca de Sistema de
Referéncia.

Figura 77: Exemplo de geragao de multiplas perspectivas a partir de um angulo de rotagao e variando os angulos de inclinagao.
Neste exemplo, foram geradas 7 perspectivas distintas, apenas variando o angulo de inclinagdo da camera.

O resultado deste método é uma perspectiva axonométrica exata e com controle absoluto da posicao
de observacdo. A imagem gerada pode ou ndo representar as linhas invisiveis, dependendo do objetivo
de utilizacdo da mesma. A perspectiva pode ser transportada e ter sua escala e orientacdo alteradas
através de técnicas de transporte de poligonos e, desta forma, pode ser utilizada para a concepgao,
apresentagao e detalhamento do projeto.

Perspectivas Coénicas

As perspectivas cOnicas sdo as representacdes bidimensionais que estdo mais proximas da forma funciona
a visdo humana. Neste tipo de perspectiva, ha distor¢des angulares, onde retas paralelas se projetam
concorrentes, e distor¢des dimensionais, onde objetos mais proximos projetam-se maiores que os mais
distantes. As leis geométricas que regem o desenho perspectivo foram descobertas pelo Pintor, Arquiteto
e Engenheiro fiorentino Filippo Brunelleschi nas duas primeiras décadas dos anos 1400, revolucionando a
pintura e a arquitetura e inaugurando o periodo que veio ser conhecido como Renascenga e que marcou
o fim da Idade Média. A chamada redescoberta da perspectiva linear, pois considera-se que os gregos
antigos ja dominavam este conhecimento, é considerada o marco mais importante do pensamento
humano neste periodo, o qual iria influenciar as Artes, a Arquitetura, a Engenharia e até a Filosofia
(WALKER, 2007, pg. 60).

Antes da descoberta de Brunelleschi, havia tentativas de producdo de perspectivas, mas a maioria
apresentava resultados insatisfatorios e os préprios artistas tinham consciéncia disto (Figura 78a).
Brunelleschi realizou uma série de experimentos que culminaram com o dominio dos principios da
perspectiva (Figura 78b). Exemplos disto sdo as obras do proprio Brunelleschi e de Masaccio, seu aluno
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(Figura 78c), que demonstram total conhecimento da perspectiva, utilizada ndo somente para melhorar
a qualidade das imagens, mas também para proporcionar realismo nas obras (KUBOVY e TYLER, 1988).

Painting
with polished

Miszor silver sky

with *~_
sighting ~
ole

Sight line

(a) (b) (c)

Figura 78: a) Taddeo Gaddi, A Apresentagdo da Virgin (1332-3). Afresco. Obra com grandes erros de perspectiva. b) llustragdo
de um dos experimentos de Brunelleschi no estudo da perspectiva. c) Masaccio, Trindade (1425). Afresco. Perspectiva
correta.

A perspectiva cbnica considera o caminho dos raios luminosos percorrem até encontrarem o
observador da cena. As técnicas tradicionais utilizadas neste processo levam em conta os pontos de fuga?,
linha do horizonte e a vista superior. A maioria destas técnicas ndo trata da perspectiva exata, com 3
pontos de fuga, pois realizam simplificacGes para facilitar a construcdo das perspectivas. A construcdo de
perspectivas exatas por exige um grande espaco e o dominio de técnicas complexas.

Perspectivas cOnicas sdo fruto de proje¢des conicas e, justamente por isso, ndo é um tdpico abordado
nos curriculos dos cursos de Geometria Descritiva, a qual é fundamentada em projegbes cilindricas
ortogonais. No entanto, com o auxilio da GD, é possivel construir perspectivas exatas com grande
precisdo, utilizando os métodos conhecidos desta disciplina. Assim como as perspectivas axonométricas,
perspectivas cbnicas podem ser obtidas a partir das projecdes mongeanas, utilizando técnicas de
Geometria Descritiva e do método de projecdo central. Este processo possibilita a construcdo de
perspectivas conicas com um, dois ou trés pontos de fuga sem a necessidade de grandes construcdes
graficas, como nas técnicas tradicionais. O vetor de observacdo pode ser definido da mesma forma que
na perspectiva axonométrica. Portanto, a perspectiva é gerada com grande precisao e flexibilidade quanto
a posicao do observador.

Considera-se que o plano do quadro? é perpendicular a dire¢do de observac¢do. Logo, o plano do
guadro estara acumulado quando o vetor de observacao estiver em verdadeira grandeza. Neste caso,
tracam-se retas projetantes dos pontos da peca até o ponto de observacao. As interse¢des destas com o
plano do quadro determinam uma perspectiva cOnica da peca. A perspectiva pode ser visualizada quando
o vetor de observacdo é acumulado, gerando a verdadeira grandeza do quadro.

A determinacdo da perspectiva conica de uma peca utiliza as duas projec¢des principais da peca e o
vetor de observacdo (v). O vetor de observacao corresponde a linha de visada de um observador e a sua
base seria a posicdo do olho de observador, o que significa, tecnicamente, que este é o centro de projecdo
da perspectiva . A perspectiva é construida a partir da projecdo cOnica da peca sobre um plano
perpendicular ao vetor de observa¢do. Como o vetor é obliquo, o plano de projecdo para a perspectiva
também o é. Assim, ndo é possivel determinar a perspectiva sem mudancas de Sistema de Referéncia.
Sao necessarias duas mudancas de SR. A primeira mudanga de SR tem como objetivo determinar a VG do
vetor de observacdo, pois, com a dire¢cdo de observacdao em VG, é possivel definir o plano do Quadro

! ponto de fuga é um conceito importante na construgdo de perspectivas conicas e consiste na proje¢do do ponto impréprio de uma reta. Desta
forma, retas paralelas possuem o mesmo ponto de fuga. Este conceito facilita a construgéo rapida e simplificada de perspectivas tanto a mao
livre, como com instrumentos.

2 Plano de projecio onde a perspectiva é gerada. Este é um termo usual em perspectiva.
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perpendicular a mesma. A segunda mudanca de SR tem o objetivo de obtencdo da perspectiva final, o
que é feito com a acumulag¢do do vetor de observacao.

3

Vi

Figura 79: Vetor de observagdo posicionado em relagdo ao sélido nas duas projegdes. A seta indica o sentido de observagdo a

outra extremidade indica a posigdo do centro de proje¢do (olho do observador).

A seguir sdo descritos os principais passos para a obtencdo de uma perspectiva cOnica utilizando os
conceitos de GD:

O primeiro passo é definir o vetor de observagao (Figura 79) a partir da posi¢do do observador e
do alvo ou através dos angulos de rotagao e inclinagao, como ja foi mencionado (ver convengao
da Figura 74).

Encontrar a VG do vetor de observacdo (Figura 80) através de uma mudanca de SR, utilizando um
SR tal que o eixo x’ seja paralelo a v;, por exemplo. Desta forma, no SR O’ o vetor v sera frontal e
estara em VG, assim como o angulo de inclinagao.

O passo seguinte é a insercao do plano do quadro perpendicular ao vetor de observacdo na vista
(Figura 80) onde o mesmo esta em VG. Em geral, o quadro é colocado entre o observador e a
peca, mas o mesmo pode ser posicionado atrds da peca com o objetivo de ampliar a vista em
perspectiva, uma vez que a distancia do quadro ao centro de projecao é diretamente proporcional
ao tamanho da projecao.

A seguir, sdo tracadas as visuais (retas projetantes) a partir da posicdo do observador (base do
vetor de observacdo) até cada um dos vértices do solido nas duas projecbes do SR O’. As
intersecdes das projetantes com o plano do quadro devem ser marcadas nas duas vistas deste SR.
Pode-se observar (Figura 81a) que na vista onde o quadro tem projecdo reduzida, a unido dos
pontos encontrados segundo a topologia original do sdélido gera uma imagem reduzida da
perspectiva gerada.

O proximo passo consiste em fazer uma nova mudanga de SR (0”’) utilizando como base o préprio
plano do quadro. Neste caso, considera-se que o plano do quadro é o novo plano de projecdo, o
gual é rebatido na direcdo indicada pela seta do vetor de observacdo. A mudanca de SR é feita
somente para os pontos do quadro, desprezando-se o sélido, uma vez que o objetivo é a obtencdo
da perspectiva (Figura 81b). Assim, para cada ponto de intersec¢do das visuais com o quadro (traco
das visuais), toma-se o seu afastamento no Sistema de Referéncia O’ e leva-se para o Sistema de
Referéncia O”'.



w Virtval Devsign 80

e Finalmente, os pontos obtidos em O’ devem ser ligados segundo a topologia original do sdlido.
Nesta etapa, a visibilidade do sélido deve ser analisada em fungdo da posicdo do observador e do
sentido de visada, que é definida pela seta do vetor de observacgdo. As linhas invisiveis do ponto
de vista do observador podem ser representadas tracejadas ou, até mesmo, omitidas
dependendo do objetivo da aplicagdo que se deseja para a imagem gerada.

7
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Figura 80: Determinagdo da VG do vetor de observagao.

O plano do quadro é representado somente na vista onde o vetor de observacdo (v) esta em
verdadeira grandeza. A distancia do plano do quadro em relacdo ao ponto de observacdo define o
tamanho da perspectiva gerada. Quanto mais afastado o plano do quadro, maior sera a ampliagao da
perspectiva. O efeito de distor¢ao, também chamado de efeito perspectivo, é influenciado pela distancia
do ponto de observacdo em relagdo a peca observada. Em termos 6ticos, esta distancia corresponde a
distancia focal, como as das lentes das cameras. Quanto menor for a distancia, maior serd a distorcdo da
perspectiva.

Este processo para a obtengdo de perspectivas conicas utilizando as projecGes e as ferramentas da
Geometria Descritiva foi proposto pela primeira vez por Teixeira et al. (2006) e possui grande precisao,
pois obtém as perspectivas conicas de forma exata. Perspectivas com um ou dois pontos de fuga podem
ser geradas a partir de um posicionamento adequado do ponto e do vetor de observa¢do. N3o existem
outros processos graficos que sejam capazes de igualar a precisdo e a rapidez com que as perspectivas
cOnicas de objetos de qualquer geometria aqueles obtidos com o auxilio da Geometria Descritiva, nem
mesmo os processos desenvolvidos especificamente para o estudo de perspectiva encontrados na
literatura especializada internacional.

A Figura 82 mostra a perspectiva final gerada no exemplo das Figuras 71-73. E possivel observar a
precisdo do processo em uma perspectiva com os 3 pontos de fuga perfeitamente determinados pelo
prolongamento das arestas do sdlido. Neste caso, os pontos de fuga sdao subprodutos do processo, ndo
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constituindo, portanto, elementos essenciais para a determinacdao da perspectiva, como nos métodos
tradicionais.

Quadro

-
W

(a)

(b)

Figura 81: a) Intersegdo do plano do quadro com as projetantes visuais. b) Mudanga de SR para obter a perspectiva, o que
consiste em obter a VG do plano do quadro.
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Figura 82: Projegdo conica com 3 pontos de fuga do sdélido obtida com o auxilio da Geometria Descritiva.
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Obtencao de Vistas Principais

As vistas principais de um objeto sdao proje¢des alinhadas com os eixos do Sistema Referéncia e
posicionadas segundo determinados critérios recomendados pela literatura e pelas normas do Desenho
Técnico. As vistas principais sdao importantes, pois representam os objetos em vistas onde ha verdadeiras
grandezas de suas dimensGes, possibilitando a sua construcdo fisica e permitindo intervengdes ou
modificagdes da sua geometria. Assim as vistas principais estdo relacionadas diretamente ao projeto. A
vista principal, em geral, é a vista frontal, que caracteriza a posi¢do de utilizagdo ou que apresenta mais
detalhes e um numero menor de linhas invisiveis (NBR 10067, 1995, pg.4). As demais vistas sdo
determinadas em fungdo da vista principal.

Quando uma pega estd representada em proje¢Ges que ndo correspondem as suas vistas principais,
estas podem ser obtidas a partir de Mudangas de Sistema de Referéncia Sucessivas (MSRS), até que as
vistas principais da peca sejam obtidas. O processo de obtencdo de vistas principais por MSRS inicia pela
escolha das dire¢cOes que serdo definidas como principais da peca e qual posicdo deverdo ocupar em
relagdo ao SR. Esta escolha estd diretamente relacionada a escolha de vistas. Assim, ao definir como sera
a vista frontal (VF), é possivel entender em que posi¢do devem estar determinadas arestas e planos. No
exemplo da Figura 83a, apds escolhida a VF e VS, é possivel entender que a aresta BC, que é obliqua,
devera ficar posicionada como reta de topo apds o posicionamento das vistas. Além disso, a face ABCD
devera ficar horizontal quando as vistas escolhidas estiveram projetadas. A primeira MSR é realizada
visando tornar a aresta BC como horizontal. Isto é feito como uma etapa intermediaria para tornar BC em
topo, pois toda reta de topo também é paralela ao PH. Portanto, esta primeira MSR é feita criando um
novo plano horizontal paralelo a projecao frontal de BC, transformando esta aresta em horizontal no novo
SR (Figura 83b). O restante da projec¢do do sdlido é construido normalmente.

/VF

,

(a) (b)

Figura 83: a) Peca com projegdes obliquas. b) Primeira MSR buscando deixar a dire¢do escolhida paralela ao PH no novo SR.

A préxima MSR é realizada para transformar a reta BC, que ja esta como horizontal na Vista Auxiliar
Primaria, em topo. Isto ird garantir o posicionamento correto da peca em relagdo ao SR para que a VF
escolhida seja realmente reproduzida. Assim, uma nova linha de terra, correspondente a um novo PF, é
tracada perpendicular a projecdo em VG. Assim, a nova projecdo é criada de forma que a aresta BC se
projeta como uma reta de topo. Esta novo proje¢do, uma VAS, consiste na vista frontal escolhida (Figura
84). No entanto, esta é a Unica Vista Principal até o momento. Ainda é necessario obter a vista superior
da peca, para que a peca fique totalmente alinhada com o SR.
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A obtencgdo da vista superior (VS) é feita através de uma terceira MSR sucessiva, criando uma nova
Linha de Terra paralela a projecao acumulada da face ABCD da segunda vista auxiliar. Desta forma, esta
face se serd posicionada como horizontal neste terceiro SR, o que é compativel com a vista superior
escolhida. Assim, a terceira Vista Auxiliar corresponde a VS e a segunda corresponde a VF, as vistas
principais da peca (Figura 85). A partir destas vistas, é possivel reconhecer a forma e medir largura, altura
e profundidade da peca em verdadeira grandeza.

z

o

Figura 84: Vista Auxiliar Secundaria, gerando a vista frontal escolhida.

z

o

A partir das Vistas Principais geradas a partir das MSRS, outras vistas podem ser criadas para auxiliar
a visualizacdo e o projeto. Um exemplo disto seria a obtencdo de uma vista lateral esquerda. Neste caso,
a vista auxiliar é feita com base na 22 vista auxiliar sucessiva utilizando a dire¢do correspondente a vista

Figura 85: Terceira MSR sucessiva para obter a Vista Superior.
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lateral esquerda (VLE), gerando a quarta vista auxiliar da peca, que corresponde a VLE (Figura 86). Assim,
o quadro com trés vistas principais da peca foi obtido por uma série de vistas auxiliares.

T

AV,

Figura 86: Obtengdo da vista lateral esquerda da pega a partir da segunda vista auxiliar.

A obtencdo das vistas principais € mais um exemplo de aplicacdao da GD como ferramenta de projeto,
pois permite gerar as condi¢Oes de visualizagdo e eventuais intervengdes na geometria da peca com a
certeza de estar trabalhando com vistas ortograficas, onde as principais dimensdes e forma da pega estdo
disponiveis em verdadeira grandeza. Esta aplicagdo das MSRS pode ser feita para qualquer tipo de pega
com qualquer tipo de geometria. A Figura 87 apresenta um outro exemplo de obtengdo de vistas
principais a partir da escolha da vista frontal e da vista superior, com trés MSRS.

|
s A
N\

(0]

b "

Figura 87: Exemplo de obtencgdo de vistas principais.
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PERPENDICULARISMO OU ORTOGONALIDADE

O conhecimento do perpendicularismo (ou ortogonalidade) que é a formacdo de um angulo de 90° entre
objetos é importante para a compreensdo de uma série de conceitos estudados em Geometria Descritiva,
incluindo o prdprio sistema de projecdo ortogonal, o posicionamento de objetos e a determinacdo de
distancias entre objetos. Neste trabalho, serdo estudados o perpendicularismo entre retas, entre reta e
plano e entre planos.

Perpendicularismo entre Retas

Retas perpendiculares sdo retas ortogonais concorrentes que fazem um angulo de 90° entre si. Retas
perpendiculares sdao extremamente recorrentes em GD: as linhas de chamada sdo perpendiculares a linha
de terra. Diferentemente do que ocorre com outros angulos, o angulo de 90° se projeta em VG quando
pelo menos uma das retas se projeta em VG. Portanto, para verificar se duas retas sao perpendiculares
ndo é necessario achar a VG do plano que as contém. Basta encontrar a VG de uma das duas retas e
verificar o dngulo entre a proje¢do em VG e a projecdo reduzida da outra reta, o qual se for 90° garantira
gue as retas sao perpendiculares.

A Figura 88 apresenta dois segmentos de reta perpendiculares, sendo que um deles (BC) se projeta
em VG no PH de projec3o. E possivel perceber que nesta vista o angulo entre as projecdes se mantém em
90°. Quando nao hd nenhuma projegao, ndo ha como afirmar se duas retas sdo perpendiculares apenas
com as projecGes disponiveis. Neste caso, é necessdrio obter vistas auxiliares onde uma das retas se
projeta em VG para verificar se ha perpendicularismo.

E>

B2 G

E1

B1

VG

Ci
(a) (b)

Figura 88: Retas perpendiculares.

O conhecimento do comportamento das proje¢des das retas perpendiculares permite utilizar suas
caracteristicas no tracado em épura de segmentos com estas caracteristicas, o que pode ser utilizado
como uma ferramenta de projeto. Assim, é possivel tracar uma reta perpendicular a uma reta dada desde
que haja uma projecdo em VG.

O tragado de uma reta perpendicular a outra a partir de um ponto especifico sé é possivel se a reta
existente estd em VG. Caso contrdrio, é preciso realizar opera¢des para a determina¢do da VG da reta. A
Figura 89 apresenta um exemplo em que deve ser tragado um segmento de reta perpendicular ao
segmento AB a partir de um ponto P. E possivel notar que o segmento AB se projeta em Verdadeira
Grandeza no PH de projecdo. Assim, na vista horizontal, é tracada a partir de P; uma linha perpendicular
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a projecdo horizontal do segmento AB, determinando o ponto comum Q, de projecao Qi. Por pertinéncia,
tracando uma linha de chamada de P; até a projecdo frontal do segmento AB, é determinada a projec¢ado
Q, do ponto comum aos dois segmentos. Finalmente, tragando um segmento que une P; e Q,, é
determinada a projecdo frontal do segmento PQ que é perpendicular ao segmento AB.

P2

A; Q B2

VG
Qu

B1

(a) (b)

Figura 89: Tragado de um reta perpendicular a uma reta em VG.

Para tracar um segmento a partir de um ponto e perpendicular a uma reta sem VG, é necessario
realizar uma MSR para encontrar a VG da reta. Na Vista Auxiliar onde a reta se encontra em VG, é tracado
segmento a partir da projecdo do ponto e perpendicular a projecdo em VG da reta. O ponto onde se dd o
encontro das projecdes da reta e do segmento perpendicular é transportado para as demais vistas. A
Figura 90a apresenta um exemplo onde se pretende conectar o ponto P ao segmento AB por um segmento
perpendicular ao mesmo. No entanto, AB é um segmento obliqua, sem VG nas duas vistas principais. Para
resolver o problema, é tracada uma LT paralela a projecdo horizontal da reta, criando um SR auxiliar a
partir de um novo PHP. Apds tracgar as linhas de chamada perpendiculares a nova LT a partir das projecdes
de A; e By, e transportar as coordenadas Z correspondentes, a projec3o resultante (A,B’;) é VG. Da mesma
forma que a projec¢do da reta foi transportada para a nova vista, o mesmo deve ser feito com o ponto.

Na vista auxiliar, com a projecio em VG da reta (A,B) e a proje¢do do ponto (P’), é tragada a
projecdo do segmento perpendicular conectando a projecdo P’, do ponto a projecdo A,B’, do segmento
por uma linha reta a partir e perpendicular, determinando Q’, que é a projegdo do ponto Q, ponto onde
o segmento perpendicular encontra AB. O préximo passo consiste em encontrar as demais projec¢des de
Q nas outras vistas, com as quais é possivel determinar as demais proje¢des de PQ, que é o segmento
perpendicular a AB.

No exemplo (Figura 90b), a partir de Q’,, é tracada uma linha de chamada perpendicular a LT da VAP
até que esta encontre a proje¢do A;B; do segmento, determinando a proje¢do Qi no PH. Conectando P1
a Q1, é determinada a projecdo horizontal do segmento perpendicular. Tracando uma linha de chamada
a partir de Q1 até encontrar a projecao frontal A;B,, é determina a projecao Q..
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P2 + P2
Az Az
Q.
B> z B, z
X
B: B1
y y
1 Qu
! P, \ P 5 BZ'
VG
Q2
P’
Al
(a) (b)

Figura 90: Tragado de um segmento perpendicular a uma reta a partir de um ponto.

No entanto, é possivel tracar uma reta perpendicular a outra que ndo esteja em VG desde que as
condic¢Oes de perpendicularismo sejam garantidas. Neste caso, a prépria reta tracada deve estar em VG
no plano de projecdao onde as duas retas se projetam perpendiculares. Isto esta de acordo com
pressuposto de que se uma das projecdes estd em VG, o angulo de 90° se projeta em VG. A Figura 91
mostra um exemplo de como isto pode ser feito. Primeiramente, deve ser escolhida a vista ao onde a reta
a ser tracada estara em VG.

B> B>
VG VG
Q Q
A/ A/
z z
X X
Yy Yy
A1 A1
\/
Qu Qu
B: B1

Figura 91: Tragado de reta perpendicular a uma reta sem VG. Neste caso, a reta tragada deve estar em VG.

No exemplo, foi escolhida a vista frontal. Assim, é tracado um segmento perpendicular a projecdo da
reta dada. A partir do ponto onde as proje¢des cruzam (Q), é tragada uma linha de chamada até a outra
vista, determinado Qi sobre a reta dada. A partir de Q1, é tracada a projecdo horizontal da reta
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perpendicular que deve, obrigatoriamente ser paralela a linha de terra, pois isto garante que a mesma
esta em VG na projecdo frontal e, portanto, garante que as retas fazem 90° entre si.

Este mesmo processo pode ser utilizado para resolver problemas de projeto geométrico onde
envolvam linhas perpendiculares. Como exemplo, é apresentado o seguinte problema: como construir um
retdngulo sabendo que um lado é o segmento AB e outro mede 20mm? Este é um caso semelhante ao
anterior. O segmento AB ndo possui projecdo em VG. Portanto, a solucdo é tragar os dois lados
perpendiculares ao segmento AB em VG. Isto é garantido quando a outra projecdo é desenhada paralela
a Linha de Terra. A solugdo do problema é apresentada na Figura 92a. Numa primeira etapa, sdo tragadas
as projecGes perpendiculares a projecado horizontal do segmento AB, determinado as projec¢des C; e Da.
Para garantir que os segmentos AD e BC estejam em VG, sdo tracadas as projecdes frontais dos mesmos
paralelas a Linha de Terra, gerando as projec¢des D, e C; por linha de chamada. Conectando as projecbes
C.e D; e C; e Dy, 0 quarto lado do retangulo é determinado. Assim, o retangulo fica perfeitamente
determinado, pois os lados em VG possuem os 20mm, que era um dos requisitos, e os quatro angulos sdo
90°, pois as proje¢des em VG estdo perpendiculares as proje¢ées dos outros dois lados. O resultado final
pode ser visualizado na Figura 92b.

C B C B2
D> A D> Az
YA
4
X X
y y
Al Al
VG VG
Ds B D :
$
Q@
v
C G
(a) (b)

Figura 92: Representagdo de um retangulo a partir de uma reta obliqua dada.

Esta ndo é a Unica solugdo para este problema. Seria possivel uma abordagem idéntica considerando
gue a projecdao em VG estaria na vista frontal. Neste caso, as proje¢des paralelas a LT estariam na vista
horizontal. Mas o resultado final seria uma solucdo tdo correta quanto a anterior. Seria exatamente o
mesmo retangulo, com a diferenca de estar posicionado de outra forma em relagdo ao SR.

Perpendicularismo entre Reta e Plano

Um reta é perpendicular a um plano quando é ortogonal a duas retas de diferentes dire¢cdes contidas
neste plano. Esta é a condicdo basica. Mas é possivel tracar uma reta perpendicular a um plano quando o
mesmo estd em uma projecao acumulada, neste caso, a reta perpendicular fica em VG nesta projecao,
pois se o plano estd acumulado, ele é perpendicular ao plano de projecao, entdo uma reta perpendicular
ao plano acumulado é paralela ao plano de projecdo e portanto, se projeta em VG. Uma aplicacdo de reta
perpendicular a um plano é a determinagdo de distancias em relagdo ao plano o que é feito, em geral,
utilizando vistas auxiliares para acumular o plano.
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E possivel utilizar a condi¢do de perpendicularismo como um parametro ou requisito de projeto. Um
exemplo disto é mostrado na Figura 93, onde um sélido é construido em épura a partir de um poligono
(ABCD) de base. As arestas do sdlido sdo construidas paralelas a uma reta perpendicular a base (x),
construida a partir da condi¢cdo de perpendicularismo.

B>
+P2
1
C
’ Az z
B1
f1
C1
(a)

D>
A1 y

P1

D1

Figura 93: Exemplo de aplicagdo da condi¢do de perpendicularismo entre reta e plano.

Na Figura 93a, sdo tracadas duas retas em VG e de direcdes diferentes pertencentes ao poligono
dado, uma paralela ao PH e outra paralela ao PF (1,2). Na Figura 93b, é tracada a projecdo frontal (x;) de
uma reta (3) de perpendicular a proje¢do em VG da reta f (3). Assim, qualquer que seja a projecdo
horizontal de x, a mesma é ortogonal a f, pois esta esta em VG e as projecGes estdo a 90°. Em seguida (4),
é tracada a projecdo horizontal (x;) perpendicular a proje¢ado horizontal de h, que estd em VG. Isto garante
gue qualquer que seja x;, x é ortogonal a h. Portanto, x é ortogonal a duas retas de dire¢des diferentes do
plano da base e, consequentemente, é perpendicular a esta.

Conhecendo a direcao perpendicular a base, sdo tracadas arestas paralelas a esta dire¢ao a partir dos
pontos A e D nas duas proje¢des e com o mesmo comprimento arbitrario (Figura 93c), determinando os
pontos E e H. A partir do ponto E, é tracado um segmento paralelo ao segmento AB da base em um
comprimento arbitrario, determinado o ponto F. A partir de H, é tracada uma reta paralela ao segmento
CD da base. A partir do ponto F, é tracada uma reta paralela ao segmento AC da base, determinando o
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ponto G no encontro com a reta tracada a partir de H. Com estes procedimentos, foram determinados os
pontos do topo do sélido, os quais foram unidos por arestas aos pontos da base. A Figura 93d apresenta
o sélido final numa vista em perspectiva do SR, no HyperCAL®P.

O mesmo exemplo da Figura 93 pode ser resolvido com o uso de uma VAP para acumular o plano.
Nestas condigdes, a direcdo perpendicular ao plano se projeta perpendicular a sua projecdo acumulada e
em VG. Assim, para acumular o plano é necessario acumular um reta do plano. Se o plano ndo possui
nenhuma reta em VG, é possivel tracar uma reta em VG que pertenca ao plano e, assim, utilizar como
direcdo de acumulagdo em uma MSR. A alternativa é utilizar duas MSR para acumular uma reta obliqua.
A Figura 94a mostra o tragcado de uma reta frontal do plano a partir do ponto D. Com uma reta em VG,
basta tracar uma nova LT perpendicular a projecdo em VG, definindo um novo plano de projecdo e um
novo SR, onde a reta e o plano que a contém se projetam acumulados (Figura 94b). Com o plano
acumulado, a reta perpendicular é tragcada em duas etapas importantes. Na primeira etapa, é tragada uma
projecdo perpendicular a proje¢do acumulada do plano. Esta projecao é VG, portanto é possivel tragar a
projecdo com uma dimensdo especifica em fun¢do dos requisitos de projeto. A segunda etapa consiste
em representar a projecao da reta perpendicular ao plano na vista de base (Proje¢do Frontal). Como reta
€ VG na Vista Auxiliar, a proje¢do na vista de base deve ser paralela a LT da VA (Figura 94c). A Projegao
Horizontal da reta é tracada através do transporte das coordenadas obtidas emy’.

B2 B2

Az A

2
X A
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C
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D, D1
C1
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Figura 94: Determinacdo de reta perpendicular a um plano por acumulagao.
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Perpendicularismo entre Planos

A condicdo para que um plano seja perpendicular a outro plano é que contenha uma reta
perpendicular a este plano. Assim, se uma reta é perpendicular a um plano a, qualquer plano B que
contenha esta reta também é perpendicular ao plano a.. Portanto, o perpendicularismo entre planos recai
no perpendicularismo entre reta e plano.

E possivel utilizar a condigdo de perpendicularismo tanto para verificar se dois planos sdo
perpendiculares como para construir planos perpendiculares a outros. Um exemplo de construgdo de
planos perpendiculares é apresentado na Figura 95. Neste exemplo, devem ser criadas duas faces
perpendiculares a face base (ABCD), a mesma utilizada na Figura 93. Na Figura 95a, é construida uma reta
perpendicular (x) a face ABCD a partir de duas direcdes do plano, de tal forma que x seja ortogonal a estas
duas direcdes, o que é garantido pelo perpendicularismo das projecdes de x as VGs das retas da base. Na
Figura 95b, a direcdo da reta x é utilizada para construir uma aresta a partir A, definindo Q, de tal forma
que AQ é paralelo a x (2). Neste caso, o comprimento AQ foi definido de forma arbitraria. Em seguida, o
ponto Q foi conecta do a B (3) e a D (4), nas duas proje¢des, criando duas faces (AQB e AQD)
perpendiculares a base, pois AQ é perpendicular a base, satisfazendo a condicdo de perpendicularismo

entre planos.

Q
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g X2,
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D1

(c) (d)

Figura 95: Construgdo de duas faces perpendiculares a uma face (ABCD) dada. a) Determinagdo da reta x perpendicular ao plano.
b) Determinagdo de um vértice Q a partir do vértice A e de uma aresta paralela a x. Determinagdo das faces que contém a aresta
AQ, perpendicular a base. c) Resultado final com duas faces triangulares perpendiculares a base. d) Visualizagdo em 3D da
geometria final.

A Figura 95c mostra o resultado final em épura, incluindo a visibilidade que é alterada pelo acréscimo
de faces. Neste caso, a face AQB encobre parcialmente a projecao horizontal da aresta AD, que é
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representada na porgdo encoberta como tracejada. Na Figura 95c, é apresentado o modelo em 3D do
conjunto final, com face ABCD na base e as duas faces triangulares criadas.

B2 E»
C $
2 Q@ ]
A2 v z
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As E; y A E1 Yy
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Figura 96: Construgdo de um sélido com faces perpendiculares a uma base que se projeta acumulada. a) Construgdo de uma
primeira aresta perpendicular a base. b) Constru¢do das demais arestas perpendiculares a base.

No exemplo da Figura 96Erro! Fonte de referéncia ndao encontrada., a nova aresta perpendicular a
base foi criada com um comprimento arbitrario, pois a mesma ndo se encontra em VG. A condicao de
perpendicularismo entre planos permite mais possibilidades quando um dos planos estd acumulado em
algum dos planos de projecao. Neste tipo de situacao, uma reta perpendicular ao plano se projeta em VG
e perpendicular a projecdao acumulada do plano. Esta é uma caracteristica importante, pois permite
realizar projetos utilizando medidas em VG em épura sem a necessidade de vistas auxiliares. A Figura 96
apresenta uma face plana constituida por um poligono ABCD acumulado na vista frontal. A proposta aqui
é construir um solido facetado cujas faces laterais sejam perpendiculares a ABCD e tenham um altura de
20mm a partir da base.
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Figura 97: Construgdo de um sélido com faces perpendiculares a uma base que se projeta acumulada. a) Resultado final com as
quatro faces perpendiculares a base. b) Visualizagdo em 3D da geometria final.
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Numa primeira etapa (Figura 96a), é tracado um segmento perpendicular a projecdo acumulada da
face a partir de A,, com a medida de 20mm, determinado E,. O segmento A,E; é uma VG, pois se o plano
é perpendicular ao PF qualquer reta perpendicular a este plano é paralela ao PF, o que resulta em projecdo
em VG no PF. Portanto a projecdo no PH de AE deve ser paralela a LT. Na Figura 96b, o processo é repetido
para os vértices B, C e D, determinado os novos pontos F, G e H, de forma idéntica a determinacdo do
ponto E. Portanto, os segmentos AE, BF, CG e DH sao todos perpendiculares a base ABCD. Assim, se forem
formadas faces que contenham pelo menos um destes segmentos, as mesmas também serdo
perpendicular base. Assim, sdo criadas as faces laterais ABFE, BCGF, CDHG e DAEH e a face do topo do
solido (EFGH), finalizando a construgdo do sélido a partir da base como um plano acumulado. O resultado
em épura pode ser visualizado na Figura 97a, a qual mostra o sélido final com as faces conectadas e a
visibilidade das arestas. A Figura 97b mostra uma vista em 3D do sélido final junto ao SR, onde é possivel
compreender a forma final e a posi¢do do sélido em relagdo ao SR.

(a) (b)

Figura 98: Criagdo de uma VAP para acumular o plano e construir as retas perpendiculares ao plano.

Se o plano ndo possui projecdo acumulada, é possivel acumular o plano através de uma MSR
apropriada e entdo construir retas e faces perpendiculares ao plano. Neste caso, com o plano acumulado,
é possivel criar segmentos de retas perpendiculares ao mesmo com um comprimento especifico, pois os
mesmos se projetam em VG nestas condi¢bes. A Figura 98a Mostra a MSR para a criar a projecao
acumulada da face e a Figura 98b mostra a construcdo de segmentos de reta perpendiculares com 40mm
de comprimento, definindo as arestas de um sélido. Neste exemplo, foram tracadas 4 arestas, uma para
cada vértice e todas perpendiculares ao plano dado. Assim, novos vértices sao definidos pelas
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extremidades dos segmentos perpendiculares, definindo o sélido. A Figura 99a mostra o sélido em épura
ja com a visibilidade definida. A Figura 99b mostra o sdélido criado em 3D.

~

~
=
.

,4

(a) (b)

Figura 99: Finalizagdo da construgdo do sélido.
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PARALELISMO

O paralelismo entre objetos é outra caracteristica importante que deve ser corretamente identifica em
épura para que possa ser utilizada corretamente como uma ferramenta de andlise e projeto. Neste
trabalho, sdo estudados o paralelismo entre retas, entre reta e plano e entre planas. A capacidade de
identificar as situacGes onde ha paralelismo ou onde o mesmo pode ser utilizado como ferramenta para
a solucdo de problemas é fundamental no estudo de Geometria Descritiva.

Paralelismo entre Retas

Retas paralelas sdo retas coplanares que possuem a mesma direcdo e se diz que tém o mesmo ponto
improprio (P”), no infinito. Este conceito ¢ utilizado na teoria da perspectiva, onde a projecdo do ponto
improprio é o Ponto de Fuga. Na pratica, retas paralelas mantém uma distancia constante para qualquer
ponto analisado. Em épura, retas paralelas se projetam paralelas ou coincidentes. Por serem coplanares,
retas paralelas sdo utilizadas para representar o plano que as contém. Isto é usual no estudo de Geometria
Descritiva o que, muitas vezes, facilita a operagdo com planos em épura.
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Figura 100: Retas paralelas. a) Retas paralelas sem VG. b) Retas paralelas em VG o segmento distancia pode ser tragado, mas ndo
se apresenta em VG. E necessario uma vista auxiliar para encontrar a VG da distancia entre as retas.
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A Figura 100 apresenta dois exemplos de retas paralelas, arestas de sdlidos prismaticos. Nos dois
casos é possivel constatar que as projecOes das arestas paralelas sdo, realmente, paralelas. Na Figura
10043, as arestas paralelas ndo estdo em VG. Neste caso, ndo é possivel determinar a distancia nas vistas
originais, pois ndo ha como tracar um segmento perpendicular as duas retas sem que estejam em VG.

A Figura 100b mostra outras duas arestas paralelas, as quais possuem projecao em VG em PH. O
segmento distancia pode ser tracado diretamente perpendicular as projecdes em VG. A outra projecdo é
obtida por pertinéncia, tracando linhas de chamada até a projecdao no PF. Neste caso, o segmento
distancia ndo se apresenta em VG. Para obter a VG da distancia, é necessario criar uma vista auxiliar, o
que sera visto com detalhes mais adiante.

Retas acumuladas em uma mesma vista sempre sdo paralelas. Isto ocorre porque as retas
acumuladas em um plano sdo perpendiculares a este plano e, portanto, paralelas entre si. A Figura 101
mostra dois exemplos de retas paralelas acumuladas correspondentes as arestas de um sélido. Na Figura
101a, sdo mostradas arestas perpendiculares ao PF, onde estdo acumuladas. A Figura 101b mostra arestas
paralelas perpendiculares ao PH, onde se acumulam. Neste caso, estdo representadas trés arestas, sendo
que duas (ED e FC) se projetam de forma coincidente no PF.

G= H2
\«‘ & /vG
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. D2=C,
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‘ : (a)
X
D1 G: y
di
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C1 H:
b
E=F2
o D,=Cr=d> 1B z
: (b)
X
= . Di= E1 Y
di| VG
1L C=F L Bi=h

Figura 101: Retas paralelas acumuladas.

Quando as retas paralelas estdo acumuladas, as distancia entre elas se projeta em VG. Isto se verifica
facilmente pelo conceito de perpendicularismo e distancia. A distancia entre duas retas é um segmento
perpendicular a ambas. No caso das retas acumuladas, este segmento tera projecdo paralela a LT na vista
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onde as retas estdo em VG e, portanto, na outra vista, onde as projecées estdo acumuladas, o segmento
distancia, que se projeta como a linha que conecta as duas proje¢des acumuladas, deve obrigatoriamente
estar em VG. Na Figura 101a, o segmento distancia entre as duas arestas se projeta em VG no PF (d3), pois
sua projecdo no PH (d1) se projeta paralela a linha de terra.

No caso de retas acumuladas com projecao coincidente, como as arestas ED e FC, o segmento
distancia se projeta em VG, pois 0 mesmo resulta com uma proje¢do acumulada no PF. A Figura 101b
mostra os segmento acumulado no PF (d,), coincidindo com as proje¢des dos vértices (D2 e C;), e a sua
projecdo em VG (d1), perpendicular a LT. Ndo foram representadas as distancias entre as outras arestas
por questdes de clareza do desenho.

Paralelismo entre reta e Plano

Uma reta é paralela a um plano quando paralela a uma reta do plano. Portanto o caso de paralelismo
entre reata e plano recai no paralelismo entre retas. Da mesma forma, a distancia entre uma reta e um
plano paralelos sé sera projetada em VG quando a reta ou o plano estiverem acumulados. Caso contrario,
é necessario obter vistas auxiliares onde a reta ou o plano estejam acumulados.

Se uma reta acumulada em um plano de projecao é paralela a um plano, certamente o plano também
é acumulado no mesmo plano de projecdo, pois existe uma reta do plano paralela a reta acumula e,
portanto, também acumulada e quando uma reta de um plano estd acumulada em uma vista, o plano
também deve estar acumulado nesta mesma vista. A Figura 102 apresenta uma situacdo onde uma reta
é paralela a um pela que se projeta acumulado no PF. Neste caso, a distdncia entre a reta e o plano se
projeta em VG no PF, onde plano estd acumulado.

G2

G1

Figura 102: Reta paralela a um plano. a) Retas paralelas sem VG. b) Retas paralelas em VG o segmento distancia pode ser tragado,
mas n3o se apresenta em VG. E necessario uma vista auxiliar para encontrar a VG da distancia entre as retas.

Para verificar se uma reta é paralela a um plano, é possivel tentar tracar sobre o plano uma reta
paralela a reta em questdo. Se isto for possivel, a reta e o plano sdo paralelos. A Figura 103a apresenta
um exemplo deste procedimento. E dada uma figura plana (ABCD) e um segmento de reta (GE). Para
verificar se GE é paralelo ao plano ABCD, é tragado um segmento paralelo a GE sobre ABCD. Primeiro, é
tracado a partir de A; um segmento paralelo a E;G; até obter a projecdo P1 (1), pertencente a ABCD. Por
pertinéncia, é obtido P,, no PF (2). Como as duas projecGes do segmento AP sdo paralelas as projecées do
segmento GE, AP é paralelo a GE. Como AP pertence ao plano ABCD, o mesmo paralelo a GE.

Também é possivel tragcar uma reta paralela a um plano dado utilizando a mesma condi¢do basica do
paralelismo entre reta e plano. No exemplo da Figura 103b, é proposto tragcar uma reta paralela ao mesmo
plano ABCD e, ao mesmo tempo, paralela ao PH. Em primeiro lugar, é tracada uma linha a partir da
projecdo no PF de um vértice (C;) paralela a Linha de Terra, isto garante que a reta tracada é paralela ao
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PH. Onde a linha encontra outro lado da figura, é determinada a proje¢do de um ponto (Q2) pertencente
ao plano ABCD. Por pertinéncia, é encontrada a projecdo Q1 no PH. O Segmento CQ pertence ao plano e
é paralelo ao PH. Agora, basta tracar uma reta paralela a CQ nas duas vistas, o que é feito em 3 e 4,
determinado uma reta (h) paralela ao plano ABCD e paralela ao PH. Este procedimento pode ser visto
como um recurso de projeto, pois permite criar em épura segmentos paralelos a planos, o que pode ser
visto como um requisito de projeto.
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Figura 103: Retas paralela a um plano. a) Retas paralelas sem VG. b) Retas paralelas em VG o segmento distancia pode ser tragado,
mas n3o se apresenta em VG. E necessario uma vista auxiliar para encontrar a VG da distancia entre as retas.

Paralelismo entre Planos

Dois planos sdo paralelos quando um dos planos possui duas retas de dire¢des diferentes paralelas ao
outro plano. Esta é a condicdo necessaria e suficiente. Quando dois planos sdo paralelos, suas projecées
acumuladas se projetam paralelas e a distancia entre elas é distancia em VG entre os dois planos. A Figura
104 mostra um exemplo de dois planos paralelos acumulados no PF, onde é possivel verificar que as
projecOes acumuladas sdo paralelas. Na mesma figura, é representado o segmento distancia entre os dois
planos, o qual estd em VG no PF, onde os planos estdo acumulados.

e / G

Figura 104: Planos paralelos. As proje¢oes acumuladas de dois planos paralelos também sdo paralelas.
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Utilizando a condicdo de paralelismo entre planos como um requisito de projeto, é possivel construir
em épura um plano paralelo a um plano dado. A Figura 105 ilustra o procedimento para construir um
plano paralelo ao plano ABCD. Na Figura 105a, é tragado um segmento pertencente ao plano, no caso
paralelo ao PH (1,2). Em seguida, é tracada uma reta (h) paralela ao segmento do plano (3, 4). Na Figura
105b, é tracado um segundo segmento pertencente ao plano, desta vez paralelo ao PF (5,6). Em seguida,
é tracada uma segunda reta (f) paralela ao segundo segmento e concorrente a reta h, de forma que as
retas f e h sejam coplanares. Na Figura 105c, sdo definidos, de forma arbitraria, dois segmentos sobre as
retas f e h (XW e ZY), de forma a limitar a face. Estes segmentos serdo as diagonais de um quadrilatero,
que é finalizado na Figura 105d, onde os vértices X, Y, W e Z sdo conectados, definindo a figura plana
paralela ao quadrilatero ABCD. Neste exemplo, varios parametros foram definidos de forma arbitraria,
incluindo as retas de referéncia criadas sobre o plano e a posi¢cdo das retas h e f. Poderiam ter sido
utilizadas como retas de referéncia os proprios lados da figura ABCD, mas por razGes didaticas foram
criadas retas pertencentes ao plano de forma a resultar em uma figura totalmente diferente da forma da
figura de referéncia e, ainda assim, as mesmas sao paralelas pois atendem a condig¢do de paralelismo.
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Figura 105: Planos paralelos. As proje¢oes acumuladas de dois planos paralelos também sdo paralelas.
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MODELAGEM AVANCADA DE SOLIDOS

A criacdo de soélidos complexos pode ser realizada através de processos subtrativos e aditivos. Os
processos subtrativos removem material e os processos aditivos acrescentam material ao sélido. Dentre
0s processos subtrativos, esta o corte com base em planos secantes e também a extrusao subtrativa, a
gual remove por¢oes tridimensionais geradas a partir do deslocamento de formas planas. Estes processos
de modelagem sdo semelhantes aos processos utilizados em computacdo grafica na modelagem 3D de
solidos e também em processos industriais de fabricacdo de pecas e produtos. Para iniciar o processo de
modelagem avancada de sélidos, é necessario o conhecimento de dois conceitos basicos: interse¢do entre
planos e extrusao.

A intersecdo entre planos é importante, pois o corte de um sélido é gerado a partir das interse¢des
entre o plano de corte e os planos das faces do sélido. Ja o processo de extrusdo é importante para gerar
geometrias tridimensionais, aditivas ou subtrativas a partir do deslocamento de uma regidao plana. A
seguir, estes processos serao detalhados.

EXTRUSAO DE FACES

Extrusdo é um termo utilizado para designar um processo de conformagado mecanica para a fabricagdo de
pecas lineares com secdo constante. Este processo é utilizado com metais, pldsticos e até com alimentos.
Em computacgdo grafica, a extrusdao é uma forma de modelagem tridimensional para a criacdo de sélidos
ou superficies a partir se¢des planas. Neste trabalho, este mesmo conceito é aplicado na modelagem de
sélidos em GD.

O processo de modelagem grafica por extrusdo consiste em deslocar uma figura plana (face) segundo
uma determinada dire¢do, em uma determinada distancia, mantendo a posi¢do original. Um sdlido é
gerado de tal forma que a face original e a face deslocada resultam paralelas e compdem a base e o topo
do sdlido, respectivamente. Cada face lateral é constituida por um dos lados da face original e o lado
correspondente da face deslocada. Os outros dois lados paralelos sdo definidos pelo vetor deslocamento.
Uma extrusdo pode ser reta ou obliqua. A extrusao reta é realizada utilizando um vetor deslocamento
normal (perpendicular) a face geratriz. A extrusdo obliqua utiliza uma diregdo diferente da perpendicular
a face geratriz (Figura 106).

a) Extrusdo Reta % é: b) Extrusdo Obliqua %;

Figura 106: Tipos de extrusao.

A construcdo de sdlidos por extrusdo em épura, dependendo do tipo e da posi¢do da face, pode ser
realizada com ou sem MSR. Quando uma das restricGes ou requisitos é a distancia entre as faces (original
e deslocada), é necessario que a face possua proje¢cdo acumulada, de forma que a distancia se projeta em
VG. Neste tipo de situagdo, quando face ndo possui projecdo acumulada, é necessario acumular a face a
ser extrudada através de uma MSR apropriada. Por outro lado, se o vetor deslocamento é conhecido nas
projec¢des principais, ndo ha necessidade de MSR para realizar a extrusdo. A seguir, sdo descritas principais
formas de construir um sélido em épura por extrusao de face plana.

Extrusao reta de face acumulada

A extrusdo reta de faces acumuladas constituem o caso mais simples de extrusdo, pois o processo de
geracao da geometria depende somente das projecdes existentes. Assim, a partir da proje¢cdao acumulada
da face sdo tracadas linhas perpendiculares a mesma a partir dos vértices com o comprimento
especificado. Isto é possivel pelo fato da distancia se projetar em VG quando a face esta acumulada. Assim
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a nova face que é paralela a face de base também tera proje¢cdo acumulada e a distancia entre as mesmas
estara em VG.

A Figura 107 apresenta um exemplo de extrusdo de face acumulada, onde é realizada uma extrusao
reta de 20mm. Na primeira etapa, é definido o vetor deslocamento que resulta em uma reta frontal com
a VG de 20mm na vista frontal e a proje¢do horizontal (Figura 107a). Em seguida, sdo tragadas retas
paralelas ao vetor deslocamento a partir de todos os vértices da face de base, determinado novos vértices
em suas extremidades (Figura 107b). Os novos vértices sdo conectados entre si seguindo a topologia da
face de base e com os vértices correspondentes na face de base e, em seguida, sdo determinadas as
visibilidades das arestas nas duas vistas, finalizando a representacao do sélido (Figura 107c). O sdlido final
também pode ser visualizado em 3D posicionado em relagdo ao SR na Figura 107d.
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Figura 107: Exemplo de extrusdo reta de face acumulada com uma distdncia especifica. a) Determinagdo do vetor deslocamento.
b) Deslocamento dos vértices da face de base segundo o vetor deslocamento. c) Finaliza¢do da representagdo do sélido com a
visibilidade das arestas. D) Sélido gerado em 3D.
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Extrusao reta de face nao acumulada

Quando a face nao esta acumulada, a extrusao reta pode ser feita determinando a dire¢do perpendicular
a face, através da condi¢ao de perpendicularismo, ou acumulando a face através de MSR. No primeiro
caso, nao é possivel estabelecer uma distancia especifica de extrusao, pois se face é obliqua (sem projecao
acumulada), a distdncia ndo se projeta em VG. Para realizar uma extrusdo reta de uma face ndo acumulada
sem MSR, é necessdrio determinar a direcao perpendicular ao plano da face. Isto é feito utilizando a
condicdo de perpendicularismo entre reta e plano, a qual garante que uma reta é perpendicular a um
plano quando é ortogonal a duas dire¢des diferentes do plano. Com a diregdo perpendicular ao plano
definida, é possivel criar uma extrusdao de comprimento arbitrdrio tragando arestas paralelas a diregao
perpendicular encontrada a partir dos vértices da face base.

X |
B\ B ‘I
C\
(c) (d)

Figura 108: Exemplo de extrusdo reta em face ndo acumulada sem o uso de MSR. a) Determina¢do da diregdo perpendicular a
face. b) Construgdo das arestas segundo a dire¢do encontrada em um comprimento arbitrario. c) Sélido finalizado. d) Vista em
3D do sdlido de extrusdo gerado na épura.
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A Figura 108 apresenta um exemplo de extrusao reta de uma face ndo acumulada, na qual foi definida
a diregdo perpendicular a face utilizando a condicdo de perpendicularismo. Foram tracadas duas retas em
VG pertencentes a face e com dire¢des diferentes, uma horizontal e outra frontal. Em seguida, foi tracada
uma reta cujas projec¢oes sdo perpendiculares as projecdes em VG das retas do plano (Figura 108a). Isto
garante que a reta tracada é ortogonal as duas retas do plano e, portanto, perpendicular ao plano.
Conhecida a dire¢do perpendicular a face, foram tracadas em cada vista segmentos de reta paralelos a
direcdo perpendicular a partir dos vértices da face com um mesmo comprimento arbitrario, criando novos
vértices em suas extremidades (Figura 108b). Finalmente, os vértices criados foram conectados de forma
a criar uma nova face paralela a face base e a visibilidade do sdlido resultante foi definida em fungao das
projecOes resultantes (Figura 108c). A Figura 108d apresenta o soélido final em 3D, evidenciando a
geometria do solido de extrusdo gerado.

Quando a extrusdo deve ser feita segundo uma distancia especifica, é necessdrio acumular a face de
base, através de uma MSR, para que esta distancia se projeta em VG. Com a projec¢do da face acumulada,
a extrusdo é feita na vista onde a face esta acumulada com a distancia especifica e depois transportada
para as demais vistas. A Figura 109a apresenta a mesma face ndao acumulada do exemplo anterior, onde
uma reta horizontal é tragada para servir como dire¢do de acumulagdo e face é acumulada através de
uma MSR frontal. Em seguida, é sdo tracadas as arestas perpendiculares a face acumulada no
comprimento especificado, transportando para a projecdo horizontal por alinhamento e, considerando
que a distancia esta em VG na vista auxiliar, as projecdes no PH resultam paralelas a linha de terra (Figura
109b). Na vista frontal, as cotas (Z) devem ser tomadas da vista auxiliar.
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(a)

Figura 109: Processo de acumulagdo da face para realizar a extrus3o.
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Finalmente, as vistas do sdlido de extrusdo sdo completadas determinando a visibilidade das
projecOes de cada aresta (Figura 110a). O sélido resultante pode ser observado na Figura 110b, onde o
mesmo estd representado em 3D junto ao SR. Utilizando MSR para acumular o plano de extrusdo, é
possivel realizar a extrusdo de faces em qualquer posicdo no espaco, o que evidencia a MSR como uma
importante ferramenta para o processo de projeto geométrico.

Fs S b

Figura 110: a) Finalizagdo das vistas determinando a visibilidade das arestas. b) Representagdo do sdélido em 3D.

Extrusao com vetor deslocamento conhecido

Quando o vetor deslocamento é conhecido, a extrusdo de uma face pode ser realizada em cada vista
separadamente segundo a dire¢do e o comprimento do vetor deslocamento. O vetor deslocamento pode
ser definido por um segmento de reta (ou dois pontos). A projecdo do sélido resultante da extrusdo é
construida tracando arestas a partir de cada vértice da face de base segundo a direcdo e o comprimento
da projecdo do vetor deslocamento e, em seguida, conectando os vértices correspondentes, os quais
definem novas faces. Assim, cada vértice da face base da origem a uma aresta do sélido que comeca na
face original (base) e termina na face deslocada. Apds a construgdo das duas projecbes, é necessdrio
analisar a visibilidade do sélido para determinar a correta representagdo das arestas. Neste caso, a
distancia entre as faces de base e de topo sé pode ser determinada quando as mesmas estiverem
acumuladas.

A Figura 111 mostra um exemplo de extrusdo de uma face obliqua segundo um determinado vetor
deslocamento. Na Figura 111b, sdo tracadas as arestas cujas projecbes nas vistas sdo paralelas as
projecdes do vetor deslocamento. Em seguida, a face deslocada é completada, conectando as projecoes
dos novos pontos criados com a mesma topologia da face base e as visibilidades das arestas sdo definidas
(Figura 111c). O sélido resultante é apresentado em 3D junto ao SR na Figura 111d.
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Figura 111: Extrusdo com vetor deslocamento conhecido. a) Face de base com o vetor deslocamento representado. b) Geragdo
das arestas segundo o vetor deslocamento. c) Finalizagdo do sélido de extrusdo através da conexdo dos vértices e determinagdo
da visibilidade. d) Sélido de extrusdo gerado em sua representagdo 3D junto ao SR.

Neste tipo de extrusao, é possivel construir um sélido com uma altura determinada desde que seja
feita uma MSR para acumular a face base. Assim a extrusdao é completada na vista auxiliar de forma a
atingir a altura pré-determinada, ainda seguindo a direcdo do vetor deslocamento. Apds a determinagao
do sélido na vista auxiliar, os pontos determinados pela altura especifica sdo levados as demais vistas para
completar a épura do sélido.
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INTERSECOES E CORTES

O uso de cortes é fundamental como uma ferramenta de modelagem geométrica. A partir de geometrias
simples, é possivel criar geometrias complexas utilizando planos de cortes escolhidos segundo critérios
apropriados ao projeto. Um corte em um sélido é gerado a partir da intersecdo deste com um plano de
corte, o qual divide o sélido em duas partes que ficam localizadas em lados opostos do plano. Uma destas
partes é removida de acordo com os critérios de projeto. A interse¢do com o plano determina a face de
corte, que é composta pelas linhas resultantes da intersecdo entre o plano de corte e as faces do sélido.
Portanto, para utilizar o corte como ferramenta modelagem, é fundamental conhecer o processo de
determinacdo de interse¢Oes entre reta e plano e entre dois planos. Nos proximos tdpicos, serdo descritos
os principios e as técnicas para a determinacgdo de interse¢des e a sua aplicagcdao em cortes de sélidos.

INTERSECAO ENTRE PLANO E RETA

A intersecdo entre plano e reta é um conceito fundamental da Geometria Descritiva. O processo de
projecdo é totalmente dependente deste conceito, pois as proje¢des sdo definidas pelas interse¢es entre
projetantes (retas) e o plano de projecdo. A interse¢do entre planos também é determinada pela
interse¢do entre um dos planos com as retas do outro. Assim, é muito importante conhecer o processo
de determinacgado de interse¢do entre planos e retas.

A interse¢do entre uma reta e um plano é um ponto, também chamado de ponto de furo. O ponto
de intersegdo entre reta e plano é muito bem determinado quando o plano estd acumulado. Neste caso,
0 cruzamento entre a projecdo acumulada do plano e a projecdo da reta determinam o ponto de
interse¢do. A outra proje¢do é determinada tragando uma linha de chamada a partir do cruzamento das
projecdes até a outra projecao da reta.

(a) (b)

Figura 112: Interse¢do entre uma reta e um plano acumulado. a) Situagdo tridimensional de intersegdo entre reta e plano
acumulado. b) Determinagdo da intersegdo entre reta e plano acumulado e a definigdo da visibilidade através da comparagdo das
cotas dos pontos da reta e do plano.

Um aspecto importante na determinagao da interse¢do em épura é a definicdao da visibilidade da reta
antes e apds o ponto de intersecdao. A visibilidade em uma vista é determinada comparando as
coordenadas na vista oposta de plano e reta para uma mesma abscissa (coordenada x), sendo que aquele
gue tem maior coordenada é o elemento visivel, pois é o mais proximo da cdmera ou observador. A Figura
112b mostra o processo de determinacdo do ponto de intersecdo a partir do cruzamento da projecao
acumulada do plano com a projecao da reta e a determinacao da visibilidade de um trecho da reta, onde
sdo comparadas as coordenadas z da reta e do plano. Como a reta possui coordena z maior que o plano
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no ponto, significa que este trecho de reta é visivel. A partir do ponto de intersecdo, a visibilidade é
invertida, pois a reta penetra no plano e passa a ser invisivel. Esta inversdo acontece em qualquer situagdo
onde haja interpenetracao de objetos.

Aintersecdo entre uma reta e um plano ndo acumulado é uma situagdo em que ndo ha solugdo trivial.
Neste caso, ha duas solugGes possiveis. A mais intuitiva é realizar uma MSR para acumular o plano e,
entdo, resolver a intersecao diretamente na projecao acumulada e transferir o ponto de interse¢ao por
linha de chamada para as projegdes originais. Com uma Unica MSR, sempre é possivel resolver problemas
de intersecdao com planos, pois é o necessario para acumular qualquer plano.

(a) (b)

Figura 113: Determinagdo da intersegdo entre reta e plano ndo acumulado.

Outra forma de resolver a intersegao entre uma reta e um plano nao acumulado é utilizando um
plano auxiliar acumulado. Este procedimento recai no caso de interse¢ao entre plano acumulado e plano
nao acumulado. Este processo, que envolve o uso de intersegao entre planos para determinar a interse¢ao
entre reta e plano, sera descrito no préximo item.

INTERSEGAO DE PLANOS

Intersecdo entre dois objetos é a porcdo comum entre eles. A intersecdo entre dois planos é uma reta. De
forma analitica, a intersecao entre dois planos é determinada igualando-se as suas equacdes, desta forma
é possivel obter a equacdo da reta de intersecdo. A determinacdo grafica da intersecdo entre dois planos
sO é possivel de forma direta quando, pelo menos, um dos planos se projeta acumulado. Neste caso, a
intersecdo é determinada pela interse¢cdo da acumulacdo do plano com, pelo menos, duas retas do outro
plano, gerando dois pontos, que é o minimo para se definir uma reta, no caso, a reta de intersecao.
Quando nenhum dos planos esta acumulado, é necessario acumular um dos planos pro MSR.
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Intersecao com Planos Acumulados

Quando os dois planos se projetam acumulados no mesmo plano de projecdo, a interse¢do é ainda mais
simples de ser determinada, pois a reta de interse¢ao também resulta com proje¢do acumulada, definida
pela intersecdo das duas proje¢des acumuladas dos planos. O segmento de intersecdo é definido na vista
onde os planos estdo reduzidos e deve contemplar somente a porgdo que pertence as projecées dos dois
planos simultaneamente. A Figura 114 apresenta o processo de determinagdo de interse¢dao entre dois
planos acumulados. Neste caso, como os dois planos sao de topo, a reta de interse¢ao também é de topo.

A Figura 115 apresenta o processo de determinagao de intersegdo entre um plano obliquo e um plano
de topo. Neste caso, também o processo é imediato, pois um dos planos estd acumulado. Primeiramente,
a reta de interse¢do é determinada a partir da interse¢ao da proje¢do acumulada do plano, na projegao
frontal, com as retas do plano ndo acumulado. Por linha de chamada, sdo determinadas as demais
projecdes dos pontos de intersecdao na projecdo horizontal. Os dois pontos levados até a projecao
horizontal definem a reta de intersecdo, que é infinita, assim como os planos. No entanto, deve ser
determinado o segmento de intersecdo, correspondente as duas faces triangulares, que é somente a
porcdo interna as duas projecdes simultaneamente.

(a) (b)

Figura 114: Intersecdo entre dois planos acumulados (dois planos de topo).

A visibilidade das faces planas é importante para o correto entendimento da posicdo relativa das
mesmas e da situacao tridimensional. Para tanto, as faces planas sdao consideradas como opacas. A
visibilidade é definida considerando-se a posicdo de observagao. Assim, a visibilidade em uma vista
superior (projecdo no plano horizontal) é analisada em func¢do da coordenada z (cota) dos elementos.
Neste caso, linhas com maior cota estdo mais préximas da cdmera (observador) e, portanto, sdo visiveis.
Esta situacdo pode ser bem entendida quando s3ao analisados pontos de cruzamento de projec¢des,
guando entdo se analisa a situa¢do na outra projecdo (vista frontal — plano xz) para verificar qual objeto
esta mais alto. Situacdo similar ocorre para a vista frontal. Neste caso, objetos com maior coordenada y
estdo mais préximos do observador, o que pode ser medido na vista superior (plano xy).

Nos dois exemplos apresentados, com dois planos acumulados ou com apenas um deles acumulado,
o processo de determinacgado da visibilidade é realizado da mesma forma. Sdo tomados os cruzamentos de
projecdes na vista onde se busca definir a visibilidade. Quando ha cruzamento de linhas em projecgao, é
possivel verificar a visibilidade das mesmas descobrindo qual delas esta mais proxima da camera. Assim,
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um ponto de cruzamento de linhas é escolhido na vista em questdo. Em seguida, sdo determinadas as
projecdes deste ponto na vista oposta por linhas de chamada, resultando em duas proje¢des, uma em
cada plano. Aquele ponto, cuja projecdo no plano de proje¢do adjacente é mais distante da linha de terra,
determina que o plano correspondente é visivel na vista em questdo nesta posicdo.

A determinacao da visibilidade em um ponto da projecdao permite determinar a visibilidade de toda
a projecgao. Isto acontece porque a linha de interse¢ao define uma mudancga de visibilidade nos dois planos
que se interceptam e se transpassam. Assim, se um ponto de um plano é visivel em um dos lados da
intersec¢do, todo o plano é visivel neste lado da interse¢dao. Da mesma forma, se um ponto é invisivel de
um lado da intersec¢do, todo o plano é invisivel deste lado da intersecdo. E, finalmente, se um plano é
visivel de um lado da intersecdo, passa a ser invisivel do outro lado da interse¢do. O contrario também é
valido: se um plano é invisivel de um lado da intersecdo, passa a ser visivel do outro lado da intersegdo.

Na Figura 114, foi escolhido um ponto de cruzamento das duas proje¢des na proje¢do horizontal.
Quando os pontos sdo transferidos para a vista frontal, em suas proje¢des acumuladas, é possivel verificar
que o plano ABC estd acima do plano DEF a direita da reta interse¢do. Portanto, o plano ABC é visivel a
direita da interse¢do e o plano DEF é invisivel. A esquerda da intersec3o, a situacdo se inverte. O plano
DEF, passa a ser visivel e plano ABC, invisivel. E importante ficar claro que, quando se diz que o plano é
invisivel a esquerda da intersecdao, somente a porcao efetivamente coberta pelo outro plano é que fica
invisivel. As por¢des nao cobertas continuam visiveis, que é o que acontece com os vértices Ce F.

Na Figura 115, foi escolhido o ponto de cruzamento das projecdes dos lados AC e DF, um de cada
plano, na projecao horizontal. Ao ser transportado para a vista frontal, é possivel constatar que o plano
ABC, que esta acumulado, estd mais alto que o plano DEF no ponto selecionado. Assim, o plano ABC é
visivel deste lado da intersec¢do, na projec¢do horizontal. Portanto o plano DEF é invisivel no mesmo lado
da intersecdo. A visibilidade se inverte do outro lado da interse¢do. Da mesma maneira que ocorreu no
exemplo da Figura 114, neste exemplo da Figura 115, algumas porg¢des sao representadas com linha cheia,
mesmo em um lado que o plano é invisivel, devido a ndo estarem cobertas pelo outro plano.

(a) (b)

Figura 115: Interse¢do com um dos planos acumulados. a) Determinagdo da reta intersegdo em 3D. b) Determinagdo da
visibilidade do segmento de interse¢do e da visibilidade em fungdo das cotas dos pontos.
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Intersecao de Planos Nao Acumulados

Quando nenhum dos planos esta acumulado, é necessdrio acumular um dos planos para que seja possivel
a determinacgdo da intersecdo de forma direta. Assim, uma MSR deve ser realizada para tornar, um dos
planos que se interceptam, vertical ou topo- A Figura 116 apresenta a determinac¢do da intersecdo entre
dois planos obliquos através da MSR para acumular um dos planos. Neste caso, foi utilizada uma reta
horizontal existente em um dos planos, a qual foi transformada em topo no novo SR. Desta forma o plano
também passou a ser do tipo topo no Sistema de Referéncia O’. Os pontos onde o plano acumulado corta
as retas do plano ndo acumulado sdo transportados por linhas de chamada para o SR original, em suas
duas projegdes, onde também é analisada a visibilidade da pega em cada uma das vistas. A visibilidade
pode ser determinada analisando o cruzamento de proje¢Ges e comparando as coordenadas na proje¢ao
oposta.

p
N

<=

VN

/-

(a) (b)

Figura 116: Interse¢do entre planos sem plano acumulado (a), obrigando a realizagdo de uma mudanga de Sistema
de Referéncia para acumular o plano (b).

A visibilidade também pode ser analisada a partir da vista auxiliar considerando a dire¢ido de
observacdo em relacgdo as projecdes originais. Analisando na dire¢ao do eixo z”(seta azul), é possivel
determinar a visibilidade na projecdao horizontal, onde sdo identificadas as por¢des do plano ndo
acumulado em relacdo ao plano acumulado. Observando segundo a dire¢io x’, é possivel determinar
a visibilidade da vista frontal original. Este processo é interessante, pois ajuda no entendimento da
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posicdo espacial dos objetos. O método tradicional, de comparar os cruzamentos de projecdes, é mais
abstrato e menos direto. E importante que as duas formas sejam entendidas para ter um
entendimento completo do problema espacial envolvido.
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CORTE DE SOLIDOS

O corte de um sdlido é baseado na interse¢do de um plano de corte (ou secante) com as faces do sélido.
Quando se faz um corte de um sélido, o mesmo é dividido em duas partes, uma das quais é removida e
uma nova face é gerada na porc¢do cortada, definida pela linha de intersecdo. A diferenca entre intersecdo
e corte é justamente a remocdo de uma das partes. Realizando varios cortes de forma coordenada, é
possivel modelar geometrias complexas a partir de formas simples. Assim, o corte deve ser tratado como
uma ferramenta de projeto.

Corte de Sélido por Plano com Projecao Acumulada

Da mesma forma que o processo de interse¢do com planos, a intersecao com sdlidos é obtida de forma
direta quando o plano secante estd acumulado ou quando as faces estdo acumuladas. Assim, quando o
plano de corte ndo estd acumulado, é necessario realizar uma MSR para que o plano seja acumulado. O
processo de corte inicia com a determinacdo da intersecdo do plano como o sdlido, a qual é determinada
pela interse¢do do plano com todas as faces do sdlido. O poligono de intersec¢do é definido pelos multiplos
segmentos de intersecdo conectados pelos pontos de interse¢do das arestas comuns a duas faces
adjacentes. Neste caso, a interse¢do com cada face é determinada pela intersecdo com as arestas
pertencentes as faces. Assim, a interse¢do com cada aresta do sélido determina um ponto de interse¢do
pertencente a duas faces.

.

(c) (d)

Figura 117: Exemplo de interse¢do de sélido com plano acumulado. a) Sélido exemplo 1 com plano acumulado. b) Linha de
intersegdo representada. c) Plano secante removido, destacando a linha de interse¢do. d) Sélido cortado, onde a linha de
intersegdo passa a definir uma nova face.
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A Figura 117 mostra um exemplo de intersecdo de um plano vertical com o Sélido Exemplo 1. Na
Figura 117a, ha uma visivel interferéncia entre o plano e o sélido, mas ainda ndo esta representada a linha
de intersecdo. Na Figura 117b, a linha de intersecdo ja esta representada, onde é possivel observar que a
interse¢do é composta por segmentos cujas extremidades sdo determinadas pela a interse¢do do plano
com as arestas. Na Figura 117c, o plano é retirado e a linha de intersec¢do fica evidente. A Figura 118
mostra o processo de interse¢do do plano vertical com o sélido em épura, que é determinada pela
interse¢do da projecao acumulada do plano com as proje¢Ges das arestas do sélido. Cada cruzamento da
projecdo acumulada com a proje¢des de uma aresta determina um ponto da linha de interse¢do. Assim,
como ha arestas com projecdes sobrepostas, alguns pontos gerados também sdo sobrepostos. Isto ocorre
sempre que ha faces também acumuladas. Neste caso, os segmentos de interse¢do sao verticais, frutos
da intersecdo do plano vertical com faces frontais, ambas acumuladas da projecdo horizontal.

(d) (e)

Figura 118: a) Determinagdo da interse¢do de sélido com plano acumulado a partir do cruzamento da proje¢do acumulada do
plano com as projecBes da aresta. b) Intersecdo com a visibilidade da linha definida. c) Epura do sélido cortado. d) Sélido cortado
e determinagdo da VG da face de corte em 3D. e) Determinagdo da VG da face de corte em épura.
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O corte de sdlido é feito removendo uma das porg¢des resultantes da divisdo com o plano de corte.
A porcdo retirada depende dos objetivos da modelagem geométrica. A Figura 117d mostra o sélido
cortado com a retirada da porcdo entre o plano secante e a cdmera (observador). A Figura 118c apresenta
a épura do sélido cortado, mostrando a face de corte, que é vertical, pois pertence ao plano de corte,
também vertical.

Como o corte é uma ferramenta de projeto geométrico, é necessaria a determinagdo da Verdadeira
Grandeza (VG) da face de corte para que a geometria do sdlido resultante fique totalmente definida. Isto
é feito com uma MSR apropriada. Na Figura 118d-e, é mostrada a MSR para a determinacgao da VG da face
de corte.

Corte de Soélido por Plano Sem Projecao Acumulada

O corte de um sélido por um plano sem projecdo acumulada é realizado com o auxilio de uma MSR para
acumular o plano. Assim, na vista auxiliar, é determinada a intersecdo do plano secante com o sdlido, a
qual é transferida para as vistas originais por alcamento. Em seguida, uma das partes do sélido é removida
para uma representacdo efetiva do sélido resultante em todas as suas projecoes.

© " (d)

Figura 119: Corte de um sélido com um plano secante obliquo. a) MSR para acumulagdo do plano. b) Determinagdo dos pontos
de intersecdo pelo cruzamento da PA do plano com as arestas do sélido. c) Representagdo em épura do processo de corte. d)
Sélido cortado representado em épura.
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O plano de corte o plano secante pode ser definido de vdrias formas: por um poligono, por trés
pontos, por duas retas coplanares (paralelas, concorrentes). Qualquer que seja a forma de representacdo
do plano secante, geralmente ele é considerado infinito. Assim, caso a projecdo acumulada ndo trespasse
totalmente a projecdo do sélido, a mesma deve ser prolongada até que a projecdo do sélido seja
totalmente trespassada pela projecdo acumulada do plano, para que o sélido seja totalmente cortado. E
isto que acontece no exemplo da Figura 119a, onde o plano secante, definido por um triangulo, apresenta
uma projecao acumulada que ndo trespassa totalmente a projecdo do sélido na vista auxiliar. Na Figura
119b, a projecdo acumulada é estendida até cruzar totalmente a projecdo do sdélido. Em seguida, os
pontos onde a PA do plano secante cruzam as projecdes das arestas do sélido, sdo determinados os
pontos correspondentes aos vértices do poligono de interse¢do. Na Figura 119c, este processo é mostrado
em épura, onde é possivel verificar a correspondéncia dos pontos determinados na vista auxiliar com as
demais vistas. O sélido cortado é mostrado em épura na Figura 119d, tendo sido retirada a porgdo
superior em relagdo ao plano secante.

A Figura 120a mostra o sélido final em 3D, evidenciando a face de corte. A Figura 120b apresenta a
determina¢do da VG da face de corte, o que importante para o total conhecimento da geometria dos
solido resultante, através de uma dupla MSR. A vista auxiliar secundaria (VAS) pode ser feita em sequéncia
a vista auxiliar primaria (VAP) utilizada para a acumulagdo do plano secante, uma vez que a face de corte
pertence a este plano. Como a face de corte ja estd acumulada na VAP, basta fazer uma segunda MSR
com uma linha de terra paralela a projecdao acumulada da face, gerando a projecdao em VG da face de
corte.

(a) (b)

Figura 120: a) Sélido resultante apds o corte. b) Determinagdo da VG da face de corte através de uma dupla MSR.

Este exemplo demonstra o potencial do processo de corte como ferramenta de modelagem
geométrica para a geracdo de geometrias complexas a partir de geometrias primitivas. No entanto, para
que este potencial possa ser utilizado de forma efetiva, é necessario ter um controle efetivo do
posicionamento dos planos de corte. Isto é importante para que o projetista tenha precisao nas a¢bes de
corte para seguir de forma adequada o projeto geométrico da peca.
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Definicao do Plano Secante

O controle no posicionamento do plano secante pode ser obtido com uma representacdo adequada do
mesmo. Uma forma simples e clara para a definicdo de um plano é através da representagao de algumas
de suas retas caracteristicas.

Uma destas retas é a chamada reta de maximo declive do plano (RMD). Esta designac¢do define todas
as retas do plano que sdo perpendiculares as retas horizontais do mesmo plano. As retas de maximo
declive sdo utilizadas amplamente em projetos topograficos, pois através delas é possivel mapear as
bacias hidrograficas em uma determinada regido a partir da malha do terreno. Unindo as retas de maximo
declive sobre a malha, sao definidos os possiveis caminhos de escoamento da dgua. Com isso, é possivel
realizar projetos de drenagem urbana.

A representacao geométrica da RMD define a dire¢do do plano com maior declividade, ou seja, com
maior angulo com o plano horizontal de projecdo. A VG da RMD coincide com a acumula¢do do plano,
guando esta é feita com uma MSR frontal. Isto é légico, pois se a RMD é perpendicular as horizontais do
plano, ela terd sempre projec¢do horizontal paralela a linha de terra perpendicular as horizontais do plano,
utilizadas para acumular o plano. Portanto, terd VG neste tipo de MSR, a qual é sempre coincidente com
a projecdo acumulada do plano. Assim, é possivel representar um plano por sua reta de maximo declive,
pois a mesma define duas dire¢ées de um plano: a sua prépria e a dire¢do das horizontais, o que é
suficiente para a definicdo de um plano. A Figura 121 mostra a representacao de uma RMD de um plano
obliquo em 3D (a) e a sua representacdo em épura (Figura 121b), onde é demonstrada a determinagéo da
sua VG e a sua coincidéncia com a acumulacdo do plano.

(a)

Figura 121: Representac¢do da reta de maximo declive (RMD) de um plano. a) RMD representada no sobre plano perpendicular a
horizontal. b) Representacdo da RMD em épura, mostrando que a VG da mesma é coincidente com a proje¢do acumulada do
plano em uma VAP frontal.

Com uma relagdo com o plano frontal de proje¢do (PFP) equivalente a relagdo da RMD com o plano
horizontal de projecdo, ha a reta de maxima inclinacdo (RMI), que é aquela reta do plano perpendicular
as frontais do plano. A RMI apresenta propriedades semelhantes a RMD, porém todas com relacdo ao
PFP. A RMI define a direcdo do plano com maior angulo em relagdo ao PFP. Assim, o angulo da RMI com
o PFP é o mesmo do plano com este plano de projecdo. A VG da RMI realizada com uma MSR horizontal
coincide com a acumulagdo do plano, assim como acontece com a RMD em uma MSR frontal. Portanto,
também é possivel representar um plano por sua RMI, pois a mesma também fornece duas dire¢des do
plano: a sua prépria e a direcdo das frontais, perpendiculares a ela. A Figura 122 mostra o mesmo plano
ja apresentado na Figura 121 com a representagdo da sua reta de maxima inclinagdo em 3D (Figura 122a)
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e a determinacdo da sua VG, evidenciando a sua coincidéncia com a projecdo acumulada do plano em
uma MSR horizontal.

(a) (b)

Figura 122: Representacdo da reta de maxima inclinagdo (RMI) do plano. a) RMI representada no sobre plano perpendicular a
frontal. b) Representagdo da RMI em épura, mostrando que a VG da mesma é coincidente com a proje¢do acumulada do plano
em uma VAP horizontal.

A utilizacdo destas retas caracteristicas para definir um plano secante permite uma grande
flexibilidade no posicionamento dos mesmos sem a necessidade de conhecer coordenadas especificas de
vértices do plano, como é o caso da representagdo através de uma face plana. Através de uma RMD, é
possivel definir um plano secante fornecendo um ponto de referéncia (contido na mesma), a dire¢do na
projecdo horizontal e o angulo em relagao ao plano horizontal. Da mesma forma, é possivel definir um
plano secante através de sua RMI, fornecendo a sua diregao na proje¢ao frontal, um ponto de referéncia
e o angulo com o plano frontal.

Esta flexibilidade pode ser ainda maior. Tanto na utilizacdo da RMD quanto da RMI, obviamente que
a LT criada para a determinacdo da sua VG apresenta a mesma direcdo da projecdo da reta (na vista
frontal, para RMI, e na vista horizontal, para a RMD). Esta caracteristica, apesar de obvia, permite que o
posicionamento do plano secante seja feito diretamente pela posicdo da LT para a acumulacado do préprio
plano. No caso da RMD, definindo a posicao da LT, estara sendo definida a direcao da projecao horizontal
da mesma. Apds a construgao da vista auxiliar, a projecdao acumulada do plano pode ser posicionada
segunda a inclinagdo desejada ou especificada pelo projeto.

Esta abordagem permite total controle do posicionamento de um plano de corte. Desta forma, é
possivel realizar uma modelagem totalmente planejada, definindo criteriosamente o posicionamento dos
planos de corte, até a forma final ser obtida. Por outro lado, também é possivel trabalhar de forma
exploratéria, fazendo cortes experimentais a fim de testar determinados posicionamentos para os planos
de corte para obter geometrias ndo planejadas previamente. Estas duas maneiras de trabalho sdo tipicas
do processo de projeto geométrico. Determinadas situacGes, que incluem restricGes e requisitos de
projeto, permitem um planejamento prévio. Em outros momentos, pode ser necessario testar geometrias
onde ndo ha restrigdes que limitem em uma Unica alternativa. Neste caso, o projetista pode testar varias
posicdes para o plano de corte e escolher aquela mais adequada a situagao de projeto especifica.
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Exemplo de Modelagem por Corte

Para demonstrar a aplicagdo desta técnica, é apresentado a seguir um exemplo de corte de um sélido a
partir de um plano definido por sua RMD. O sélido da Figura 123, de geometria prismatica em formato de
L, serd cortado por um plano cuja RMD é obliqua, contém o ponto J, tem projecao horizontal que faz 60°
no sentido anti-horario com a linha de terra e faz 60° com o plano horizontal. Neste exemplo, o projeto
do corte ja estd totalmente definido, bastando seguir as prescri¢des definidas.

Pontos X Y z Faces 1 2 3 4 5 6
A 10 10 10 1 A F E D C B
B 60 10 10 2 G H | J K L
© 60 30 10 3 A B H G
D 30 30 10 4 B C | H
E 30 60 10 5 C D J |
F 10 60 10 6 D E K J
G 10 10 70 7 E F L K
H 60 10 70 8 F A G L

| 60 30 70
J 30 30 70
K 30 60 70
L 10 60 70

Figura 123: Sélido exemplo a ser utilizado em operagdo de modelagem por corte.

Apds a montagem da épura do sdlido, é necessario marcar a projecdo horizontal da RMD do plano
de corte. Neste caso, a projecdo horizontal da RMD deve passar pelo ponto J e fazer 60° anti-horario em
relacdo a LT. Esta mesma direcdo é utilizada para orientar a criacdo da linha de terra para achar VG da
RMD e a projecao cumulada do plano. A Figura 124a mostra o posicionamento da projecdo horizontal da
RMD a partir da direcdo pré-definida. A mesma figura mostra o tracado da LT paralela a projecao
horizontal da RMD para a realizacdao de MSR que ird acumular o plano secante, sobre o a projecao do
solido. Nesta imagem, ainda ndo é mostrado o plano secante acumulado, pois 0 mesmo sera definido
nesta vista.

A Figura 124b ilustra o tracado da projecao acumulada do plano a partir dos parametros fornecidos
previamente: passa pelo ponto J e faz 60° com o plano horizontal. Apenas neste momento plano secante
esta efetivamente representado. O proximo passo é determinar os pontos de interse¢do entre a projecao
acumulada do plano de corte e as projecdes das arestas do sélido. A Figura 124c mostra os pontos de



w Virtual Design 120

intersecdo ja determinados e a representacdo da linha de interse¢do em todas as projecdes do sélido.
Apds a determinacdo da linha de interse¢do, o corte é realizado removendo uma determinada parte
delimitada pela linha de intersec¢do. A Figura 124d mostra o sélido ja cortado, sem a porg¢do superior, que
foi removida. Esta mesma figura mostra uma MSR para encontrar a VG da face de corte. Esta vista auxiliar
secunddria completa do sélido resultante, além de mostrar a VG da face de corte, evidencia a geometria
final do sélido, pois resultou em uma vista em perspectiva.

Figura 124: Processo de corte de um sélido a partir da definigdo da RMD do plano secante.
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Este exemplo de aplicacdo do corte através de um plano secante definido por sua RMD demonstra o
potencial para a modelagem sistematica de geometrias tridimensionais complexas a partir de geometrias
mais simples. A Figura 125 mostra o sdlido final numa vista em perspectiva e também a épura do sélido
final. Nesta figura, esta incluido um plano de projecdo auxiliar, que mostra a vista lateral esquerda do
solido final, detalhando a geometria resultante do corte.

~ -O >
§
)
A
-—o
vy
(a) (b)

Figura 125: Sélido final. a) Vista em 3D sdlido final. b) Epura do sdlido resultante, incluindo uma vista auxiliar (vista lateral
esquerda) para evidenciar a geometria final do sélido.
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METODO DA ROTACAO

O Método da Rotagdo (MR) é um método descritivo alternativo a MSR, no qual o objeto de estudo tem a
sua posicao alterada em relacdao ao SR através de um movimento de rotacdao em relacdo a um eixo. Neste
caso, o eixo e o angulo de varredura da rotacdo sdo determinados em func¢do da posicdo que o objeto
deverd ocupar em relacdo ao SR para atender aos requisitos do problema. O método da rotacdo pode ser
utilizado nas mesmas situagdes problema onde a MSR é utilizada. A escolha por um ou pelo outro depende
das especificidades da situacdo, podendo haver vantagens para o MR em situacdes de menor
complexidade, como é o caso de operagdes com segmentos de retas.

Para compreender o MR, é necessario entender o processo de rotacdo em duas e em trés dimensdes
de forma que seja possivel relacionar o processo no espacgo e nas projecées. Além disso, é necessario
entender a rotacdo de um Unico ponto, de segmentos de reta, de figuras planas e mesmo de sélidos em
torno de um eixo arbitrario.

ROTACAO

E possivel definir Rotacdo como o movimento do espaco em que apenas um ponto se mantém estatico.
Em termos praticos, Rotacdo é o movimento circular de um objeto em torno de um ponto, o qual é
denominado de centro de rota¢do. Neste caso, cada ponto do objeto descreve um movimento cuja
trajetdria é um arco de circunferéncia e o raio é a distancia do ponto ao centro de rotagdo. Todos os
pontos do objeto sdo deslocados do mesmo angulo. A Figura 126 ilustra este processo considerando um
espacgo bidimensional, mostrando um objeto que sofre uma rotagdo em torno de um ponto arbitrario,
onde é possivel observar que o raio da trajetdria de um ponto é a distancia do mesmo ao centro de rotagao
e que o angulo de rotagdo é o mesmo para qualquer ponto do objeto.

Angulo de
Rotagdo

Raio
de P

N

Centro de
Rotacdo

Figura 126: Rotacdo de um objeto em relagdo a um ponto.

No espaco tridimensional, a rotacdo de um objeto se da em torno de um eixo de rotacdo, que é uma
reta. Neste caso, o raio da trajetdria de cada ponto corresponde a distancia do ponto ao eixo de rotacgdo.
Como a distancia é perpendicular ao eixo e a trajetdria € uma circunferéncia, que é uma curva plana, cada
ponto do objeto determina um plano de rotagdo que é sempre perpendicular ao eixo. A Figura 127 mostra
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um esquema da rotacdo de um objeto no espaco tridimensional, onde é possivel ver que cada ponto tem
a sua trajetoria, raio e plano de rotagdo. O ponto A, mais afastado do eixo, possui uma trajetéria com um
raio maior do que B, que estd mais préximo do eixo. Também é possivel observar que os pontos, apesar
de descreverem trajetdrias circunferenciais de raios diferentes, descrevem o mesmo angulo durante a
rotacdo em torno do eixo. Isto é uma caracteristica de todo o movimento de corpo rigido, pois se houve
diferenca de nos angulos, haveria deformacées na figura.

Eixo de
Plano de — N
n Rotagdo
Rotagdo de A
Raio da

Trajetéria de A

Raio da \

Trajetoria de B Plano de
Rotagdo de B

Figura 127: Rotagdo no espaco tridimensional.

Além de servir como ferramenta de solugdo de problemas de projeto, a rotagdo tridimensional
também é utilizada na geracdo de formas geométricas de superficies. Este é caso das superficies de
revolucdo, que tém suas geometrias definidas pela revolu¢do de uma linha em torno de um eixo. O
movimento de revolugdo é definido por uma rotacdo completa em torno do eixo (360°). A Figura 128
mostra exemplos de superficies de revolugdo. O estudo das superficies de revolugdo é um tépico
especifico da GD, onde sdo estudados os varios tipos de superficies, sua geracdo, representacao e
problemas de projeto, envolvendo cortes e intersecées.

Figura 128: Exemplos de superficies de revolugdo.
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ROTAGAO DO PONTO

Compreender o processo de rotacdo de um ponto é fundamental para entender os processos de rotacao
de linhas e de figuras planas, uma vez a que a rotacdo destes objetos é sempre realizada a partir da rotacdo
de seus pontos.

Ao sofrer uma rotacdo, um ponto realiza uma trajetodria circunferencial, a qual possui caracteristicas
especificas relacionadas a sua posicdo em relagdo ao eixo de rotacdo e ao SR. A seguir, sdo descritas as
principais caracteristicas que sdo determinantes para o entendimento da revolug¢do de um ponto:

e Atrajetdria do ponto é uma circunferéncia de raio igual a distdncia entre o ponto e o eixo;
e Acircunferéncia é uma curva plana e o seu plano é perpendicular ao eixo de rotagao;

e Devido ao plano da circunferéncia ser perpendicular ao eixo, a mesma se projeta em VG quando
o0 eixo se projeta acumulado, pois se o eixo é perpendicular ao PP, a circunferéncia é paralela ao
PP;

e Navista onde o eixo se projeta em VG, a circunferéncia se projeta acumulada e perpendicular a
VG do eixo.

A Figura 130 apresenta uma situacdo onde ha um ponto (P) e um eixo vertical (e) posicionado em
relacdo ao sistema de projecdo da GD em 3D e em épura. E possivel observar que na projecdo frontal, o
eixo se projeta em VG e perpendicular a LT e o angulo de 90° entre o segmento distancia e o eixo se
projeta em VG. Por isso a projecdo frontal do segmento distancia resulta paralela a LT, determinando que
a projecdo horizontal do mesmo é VG.

€3

=
/ PZ Z
Distancia— | \/ X °

€4
Projecioda —

Distancia (VG) P

r(VG)

(a) (b)

Figura 129: Revolugdo de um ponto. a) Elementos necessarios para realizar a rotagdo de um ponto considerando o sistema de
proje¢do em 3D. b) Esq

Se o eixo estd acumulado, significa que este é perpendicular ao plano de projec¢do. Portanto, qualquer
ponto que sofra uma rotagdo em torno deste eixo tera o plano de rotagao paralelo ao plano de projecao,
resultando na projecao em VG da circunferéncia descrita pelo ponto. Neste caso, é possivel o seu tracado
com um compasso. Em uma situacdo onde o eixo ndo estd acumulado, a circunferéncia se projeta
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reduzida, como uma elipse. O que inviabiliza o seu tracado com um compasso, tornando o processo
praticamente inviavel.

Portanto, s é possivel realizar a rotacdo de um ponto quando o eixo estd acumulado. Nestas
condicGes, na vista onde a projecdo do eixo é acumulada, a rotacdo se reduz a situacdo bidimensional,
onde o centro de rotacdo é PA do eixo. A Figura 130 ilustra o processo de rotagdo de um ponto em torno
de um eixo vertical, 0o mesmo exemplo da Figura 130. Na vista horizontal, onde o eixo esta acumulado, é
tracada uma circunferéncia de centro na PA do eixo (e1) e raio igual a distancia da PA do eixo a projec¢do
do ponto (e;P1). Esta circunferéncia é a proje¢do em VG da trajetdria do ponto que descreve uma rotagao
completa em torno do eixo. Na vista adjacente (plano frontal), a circunferéncia fica acumulada como uma
reta perpendicular a projecdo em VG do eixo, resultando paralela a LT. Para tragar corretamente a
projecdo acumulada da circunferéncia, é necessario tracar, a partir da projecao frontal do ponto (P;), uma
linha perpendicular a projegao em VG do eixo. Em seguida, a partir dos limites a esquerda (E;) e a direita
(D1) da circunferéncia em VG na projecao horizontal, determinados pelo didametro principal paralelo a LT,
sdo tracadas linhas de chamada até linha tragcada anteriormente na proje¢do frontal, determinando o
segmento que corresponde a circunferéncia acumulada.

A Figura 130 mostra uma rotagdo com uma volta completa do ponto em torno do eixo, o que
corresponde ao movimento de revolucdo. Na solucdo de problemas, dificilmente serd feita uma rotacao
completa de um ponto. Normalmente, as situacdes onde o método da rotacdo é aplicado envolvem
objetos mais complexos com mais de um ponto. Nestes casos, a geometria do objeto e a sua posicdao em
relacdo do SR é que irdo determinar o angulo de rotacdo para que a posicao desejada seja obtida.
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Figura 130: Rotagdo completa de um ponto em torno de um eixo vertical.

Ao realizar a rotagdo de um ponto em torno de um eixo em épura, qualquer ponto da trajetdria pode
ser determinado pelo angulo de varredura medido na projecdo em VG da circunferéncia. A projec¢do
correspondente na vista adjacente é determinada por pertinéncia ao plano de rotagao, tracando uma
linha de chamada a partir da projecdo do ponto sobre a circunferéncia em VG até a projecdo acumulada
do plano de rotag¢do, determinada pela circunferéncia acumulada (Figura 130).
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ROTAGAO DE UMA RETA

A rotacdo de uma reta pode ser realizada para determinar a sua VG ou, ainda, para acumular a reta, da
mesma forma que a MSR. A revolugdo de um segmento de reta é feita a partir da revolucdo de pontos
especificos. Conforme a posicdo do eixo de rotacdo em relagdo ao segmento de reta, pode ser necessadria
a rotacdo de um, dois ou até trés pontos. Se o eixo estad posicionado sobre uma das extremidades do
segmento de reta, basta girar a outra extremidade até que a projecao fique na posicdo desejada. Se o eixo
é posicionado concorrente ao segmento e entre as duas extremidades ou externo ao segmento, é
necessario girar os dois pontos das extremidades no mesmo sentido e no mesmo angulo de giro. Neste
caso, cada ponto tem o seu plano de giro. Caso o eixo seja posicionado de forma reversa a reta, é
necessario girar trés pontos: as duas extremidades e o ponto de menor distancia do segmento ao eixo. A
trajetdria deste ponto é fundamental para orientar o posicionamento da projecdo do segmento
rotacionado.

Rotacao de Reta para Obter Projecdao em VG

Para determinar a VG de um segmento de reta por revolucdo, é necessario posicionar uma das projecoes
do segmento de forma paralela a linha de terra, resultando a projecdo oposta em VG. Considerando um
segmento de reta obliquo AB (Figura 131), para obter a sua VG, é possivel realizar uma revolugdo para
torna-lo frontal ou horizontal. Da mesma forma que ocorre com a MSR, ao determinar a VG de uma reta
de uma reta em um plano de projec¢do, também o angulo entre a reta e o plano de projecdo adjacente é
determinado em VG.

Para tornar AB em frontal, é necessario utilizar um eixo vertical para girar a proje¢do horizontal.
Considerando que o eixo deve ser posicionado sobre uma das extremidades do segmento, é possivel
posicionar o eixo vertical sobre o ponto A e, em seguida, basta girar o ponto B até que a projec¢do
horizontal do segmento fique paralela a LT, determinando sua nova projeg¢do (B;). Na vista frontal, a
projecdo A, permanece no mesmo lugar, pois A esta sobre o eixo. A proje¢do B; €é determinada sobre
o plano de rotacdo de B e na mesma linha de chamada de B;. A VG do segmento AB ¢é a proje¢do A,B,
uma vez que a projecdo oposta resultou paralela a LT (Figura 131).
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Figura 131: Rotagdo de uma reta por um eixo que contém uma das extremidades.

Considerando o eixo posicionado entre as duas extremidades (ponto C), é tracada uma linha guia por
C;, paralela a linha de terra. Em seguida, sdo giradas as projegdes A; e By, no mesmo sentido, até que
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sua trajetdria encontre a linha guia, determinando as novas proje¢des, A} e Bj . Na vista frontal, cada
extremidade tem seu plano de giro e as proje¢des A, e B, sdo determinadas sobre os respectivos planos
e alinhadas com suas projec¢des horizontais, A7 e B; . Da mesma forma que o caso anterior, a VG é
determinada pela nova projecdo frontal do segmento, A% B3, pois a proje¢do horizontal é paralela a linha
de terra (Figura 132).
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Figura 132: Revolugdo de uma reta por um eixo posicionado entre as extremidades.

Se o eixo for posicionado fora da reta, é definido um terceiro ponto (D) que corresponde ao ponto
de menor distancia do segmento ao eixo. A projecao horizontal deste ponto é girada até que o segmento
distancia fique posicionado perpendicular a LT, o que garante que a projec¢do horizontal fique posicionada
paralela a LT. Nesta nova posicdo, representada por Dj, é tragada uma linha guia paralela a LT, a qual ja
corresponde a projecdo da reta suporte do segmento AB. As duas projecdes das extremidades sdo giradas,
no mesmo sentido, até encontrarem a linha guia, determinando as novas proje¢des horizontais dos
pontos das extremidades, A; e Bj . As projecdes frontais sdo determinadas como nos casos anteriores,
sobre os planos de giro de cada ponto no alinhamento das proje¢des horizontais correspondentes (Figura
133).

Considerando as trés situagOes apresentadas, a primeira, onde o eixo contém uma das extremidades
do segmento, é a mais rapida de ser realizada, pois exige o tracado de um nimero menor de linhas que
as demais. Além disso, a primeira situa¢do se torna mais precisa, pois a minimiza¢do do tracado manual
implica em menos erros propagados ao longo do processo de desenho. Por estes motivos, essa deve ser
sempre a primeira opcdo quando o método da rotacao for utilizado para opera¢des com retas. As demais
situacOes podem ser utilizadas em casos especificos onde o esforco extra seja justificado.

Para tornar o segmento de reta AB horizontal, basta utilizar um eixo de topo. Neste caso, as mesmas
situacOes ja demostradas para transformar a reta em frontal podem ser aplicadas, posicionando o eixo
sobre uma extremidade, fora das extremidades e fora da reta. Em todos os casos, a reta serd posicionada
como horizontal, serd determinada a sua VG e o angulo com o plano frontal. Mas o resultado mais rapido
e preciso é alcangado quando o eixo é posicionado sobre uma das extremidades.



\D : : 128
Virtual Dersign

B1
(a) (b)

Figura 133: Revolugdo de uma reta por um eixo posicionado reverso reta.

Rotacao de Reta para Obter Projecao Acumulada

A obtencao de projec¢do acumulada de uma reta depende da existéncia de uma proje¢dao em VG que deve
ser posicionada perpendicular a LT. Neste caso, o tipo da reta que sera acumulada determina o tipo de
eixo que deve ser utilizado. O eixo deve possuir projecdo acumulada na vista onde a reta estd em VG.
Portanto, para acumular um segmento de reta frontal, que possui VG no PFP, é necessario utilizar um eixo
de topo, que possui PA no PFP, de forma que a projec¢do frontal em VG do segmento seja girada até ficar
perpendicular a LT. Como as duas extremidades do segmento possuem o mesmo plano de rotacdo na
projecdo horizontal e, na nova projecdo frontal, as extremidades resultam com a mesma linha de
chamada, o resultado é a acumulagdo da projec¢do horizontal do segmento, tornando a reta em vertical.
Isto pode ser observado na Figura 134, onde um segmento de reta Frontal é sofre uma rotagdo por um
eixo de topo até se tornar vertical.

Para acumular uma reta horizontal, que possui VG no PHP, é utilizado um eixo vertical, que possui
PA no PHP, que é utilizado para girar a projecdao em VG até que a mesma resulte perpendicular a LT,
fazendo com que as linhas de chamada das extremidades fiquem coincidentes. Na vista frontal, os pontos
com o mesmo plano de giro sdo posicionados sobre a linha de chamada unica, resultando na acumulagdo
da reta na vista frontal, tornando a reta em topo.

Quando uma reta ndo possui projecdo em VG, para obter uma vista com projecdo acumulada da
mesma por rotacdo, é necessario obter a VG da mesma em uma primeira etapa. Neste caso, pode ser feita
um MSR apropriada e, em sequéncia, uma rotacado. Outra possibilidade é a obtencao da VG por rotacao
e, em seguida, obtendo a projecdo acumulada com uma segunda rotacdo. As duas maneiras
correspondem a vistas auxiliares sucessivas e apresentam resultados idénticos. No entanto, o processo
de dupla rotacdo pode ser mais trabalhoso e complexo, principalmente quando o trabalho envolve
objetos mais complexos como as faces de um sdlido.
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Figura 134: Rotagdo de uma reta em VG para obter a sua proje¢ao acumulada.

ROTACAO DE UM PLANO

A rotagdo de um plano segue as mesmas regras da MSR. Para obter a VG de um plano por rotacdo, é
preciso girar a projecdo acumulada do plano até que mesma fique paralela a LT. Da mesma forma, para
acumular um plano por rotagdo, é necessario acumular uma reta do plano. De forma similar ao que
acontece com as retas, a escolha entre o Método da Rotacdo e a Mudanca de Sistema de Referéncia para
a solugao de problemas com planos depende de cada situagao, com vantagem para um ou para outro
conforme a complexidade da geometria e do problema.

Rotacao para determinar VG de Plano Acumulado

O uso do MR para a determinac¢do da VG de um plano acumulado é semelhante a determina¢ao do seu
uso para a determinacdo da VG de uma reta. O eixo de rotagao pode ser posicionado de forma que
pertenga ao plano, passando ou ndo em um vértice ou, ainda, ndo contido no plano. Em épura, o eixo é
posicionado de forma que a sua projecdo acumulada deve estar na mesma vista onde o plano também
tem projecao acumulada. Assim, planos com proje¢ao acumulada no PH pedem eixos verticais e planos
com PA no PF pedem eixos de topo para realizar uma rotagao para a determinacao da sua VG.

Considerando uma face triangular ABC (Figura 135a e Figura 135b), de topo, sdo apresentadas a
seguir as formas de obter a VG pelo MR. Posicionando um eixo de topo de forma que contenha um dos
vértices das extremidades da proje¢ao acumulada, o nimero de linhas construidas para realizar a rotagao
€ minimo. No exemplo da Figura 135, posicionando o eixo sobre o vértice A, de forma que sua projecao
frontal coincida com A4,, sobram os dois vértices B e C para serem girados em torno do eixo. E tragada
uma linha guia por A, e paralela a LT e as projeg¢des B, e C, sdo giradas em torno de A,, que é coincidente
com a projecdo acumulada do eixo, até encontrarem a linha guia, determinando a nova projecao
acumulada da face plana. Neste processo, sdo tracados dois arcos de circunferéncia concéntricos, um para
B, e outro para C, (Figura 135c e Figura 135d). A proje¢do horizontal é determinada pela nova posi¢do
dos vértices apds a rotacao, as quais sdo determinadas pelo alinhamento das projecdes do plano frontal
e dos planos de giro no plano horizontal. Esta proje¢do A, B;C; esta em VG.

Outras posicoes diferentes das extremidades podem ser escolhidas para o posicionamento do eixo
de revolucdo. O eixo pode ser posicionado sobre a PA do plano entre as extremidades e pode conter ou
ndo algum dos vértices. Quando nenhum dos vértices esta contido no eixo, é necessario fazer a rotacao
de todos os vértices, aumentando o numero de linhas que devem ser construidas para a solucdo do
problema, o que ndo se constitui na melhor escolha. Quando o eixo esta entre as extremidades, deve ser
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dada uma atencdo especial ao sentido de giro, que deve ser o mesmo para todos os vértices. Para alguns
isto pode ser confuso, pois em certas situacdes um ponto deve ser girado para cima e outro para baixo,
mas o sentido do giro é o mesmo (horario ou anti-horario) (Figura 136).
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Figura 135: Rotagdo de uma face plana por um eixo posicionado em um vértice da extremidade da proje¢do acumulada.

A rotacao do plano é chamada de rebatimento quando o plano apds o giro passa a coincidir com
outro plano. Neste caso, o eixo deve ser a reta intersecdo entre os dois planos. Quando um plano é
rebatido sobre um plano de projecdo, a projecao resultante é sempre uma VG e o eixo é o traco do plano
no referido plano de projecao. Na pratica, isto pode ser feito através do posicionamento do eixo sobre o
encontro do prolongamento da projecdo acumulada do plano com a LT (Figura 136c). Isto é possivel pois,
teoricamente, um plano é infinito, permitindo que se prolongue a sua projecdo acumulada sempre que
seja necessario. Esta opgdo pode ser especialmente Gtil quando se deseja evitar sobreposi¢cdo de vistas,
pois o resultado da rotacdo pode ser convenientemente posicionado afastado das demais projecdes.
Outras situacGes em que o eixo de rotagdo pertence ao plano e o mesmo é girado até ficar paralelo a um
plano de proje¢do também sdo chamadas de rebatimento, nestes casos o plano é rebatido sobre um plano
paralelo a um plano de projegao (Figura 136d).

Finalmente, é possivel posicionar o eixo fora da proje¢do acumulada do plano. Esta é uma situacdo
semelhante a revolugdo da reta com eixo reverso. Neste caso, é necessario girar, além dos vértices da
face, o ponto correspondente a menor distancia do eixo ao plano. Este ponto é girado de tal forma que o
segmento distancia é posicionado perpendicular ao plano horizontal de projecdo, garantindo que, nesta
situacdo, o plano é posicionado paralelo ao plano horizontal. Uma linha guia paralela a LT é tracada a
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partir do ponto que define a distancia na projecao frontal ja rotacionado. Os demais pontos sao girados
no mesmo sentido até encontrarem a linha guia. As proje¢Ges horizontais sdo determinadas pelos

alinhamentos e pelos planos de rotacao correspondentes (Figura 136d).

() (d)

Figura 136: Rotac¢do de face plana com proje¢do acumulada para a obten¢do de VG. a) Vista em 3D com um eixo posicionado em
um vértice intermediario da proje¢do acumulada. b) Epura da rotagdo com eixo posicionado em posicdo intermedidria da
projecdo acumulada da face. c) Epura da rotagdo com eixo posicionado em prolongamento da projecdo acumulada da face
(Rebatimento). d) Epura da rotagdo com eixo posicionado fora do plano.

Rotacao para Acumular Plano

O MR pode ser utilizado para obter projecdo acumulada (PA) de um plano obliquo para determinar o
angulo com um PP ou como um passo intermediario para determinar a VG do plano, da mesma forma
gue a MSR. Este processo para obtencdo de PA de um plano por rotacdao segue o mesmo principio da
obtencdo de PA por MSR. Basta posicionar uma reta com projecao em VG do plano de forma que esta
projecao fique perpendicular a LT. Assim, a reta resulta em projecdo acumulada e também o plano que a
contém. Portanto, o ideal é que o plano que deve ser acumulado ja contenha uma reta em VG. Caso
contrario, é necessario tracar uma reta em VG do plano e so depois realizar o procedimento de rotacao.

Se a acumulacgdo for para determinar o angulo com um dos planos de projecdo, é necessario que uma
reta do plano tenha projecdo em VG no plano de projecdo adjacente. Portanto, este é procedimento que
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deve ser feito com planejamento e método para que se obtenham os resultados almejados.

A Figura 137a apresenta uma face obliqua da qual se pretende obter uma proje¢do acumulada. A
face contém uma reta horizontal (AB). Portanto, se a projecdo horizontal de AB estiver posicionada
perpendicular a LT a face deve apresentar projecdo acumulada na projecdo frontal. Como é necessario
girar a projec¢do horizontal do plano, o eixo deve ter proje¢do acumulada também neste plano, portanto
deve ser do tipo vertical. E possivel posicionar a acumula¢do do eixo sobre A; ou B;. Em termos de
correcao as duas opgdes sdo vidveis. Porém, quando o eixo coincide com a projecdo Aj, o resultado da
rotacdo se sobrepde as proje¢bes originais (Figura 137d).

(a)

c2

A2 B2«AR2=BR2 1

(c) (d)

Figura 137: Rotagdo de face plana para obter projecdo acumulada. a) Face em 3D. b) Vista em 3D da Rotagdo com eixo posicionado
no vértice B. c) Epura da rotagdo com eixo posicionado no vértice B. d) Epura da rotacdo com eixo posicionado no vértice A,
resultando em sobreposicGes das projegdes.

Quando o eixo é posicionado em B;, é possivel obter a rotacdo sem qualquer sobreposicao,
proporcionando muito mais clareza no resultado final (Figura 137b e c). Este tipo de situagdo sempre
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dever ser levado em consideracao no MR. A escolha da posicdo do eixo pode significar precisdo e clareza
durante o processo de execucdo e no resultado final, quando adequada, ou pode gerar dificuldades na
execucdo pela falta de clareza dos elementos em fungdo da sobreposi¢cdo, quando inadequada.

A maior dificuldade na determinacgdo da proje¢do acumulada de um plano através do MR é que todos
os vértices devem ser rotacionado do mesmo angulo e partir de angulos iniciais distintos. Na pratica, isto
feito girando a aresta cuja direcdo é a determinante para a solu¢do do problema. Para obter a projecdo
acumulada, é girada uma aresta em VG até que a mesma fique perpendicular ao plano de projecdo. Os
demais vértices da face tém suas trajetdrias circunferenciais tracadas na vista onde o eixo esta acumulado.
As posicoes finais dos vértices ap6és o giro sdo determinadas pela distancia destes aos vértices da primeira
aresta que foi girada. No exemplo da Figura 137a, é girada projecdo A;B; com centro em B;, obtendo a
nova projec¢do A’;, enquanto B; permaneceu imével, pois estava sobre o eixo. A proje¢do C’; que completa
a face foi obtida medindo sobre a trajetdria circunferencial a distancia A;C;, a qual se mantém durante o
processo de rotacdo. As projecGes dos vértices girados na vista onde o eixo estd em VG sdo obtidas pelos
encontros dos planos de rotagdo de cada vértice, tragcados perpendiculares a VG do eixo, com os
alinhamentos das respectivas proje¢des giradas na outra vista.

Rotacao para determinar VG de Plano sem projecao acumulada

Para se determinar a VG de uma face plana sem projecdo acumulada pelo MR, é necessario obter uma
projecdo acumulada de alguma forma em um primeiro momento, uma vez que um plano sé se projeta
em VG se a projecao adjacente é acumulada e paralela a LT. Da mesma forma que a MSR, ndo é possivel
obter em uma Unica operagdo descritiva a VG de uma face sem uma proje¢ao acumulada, seja obliqua ou
de rampa. Assim, é necessario realizara uma operagdo para obter uma proje¢do acumulada e outra
operagdo para, a partir da vista acumulada, obter a VG do plano.

E possivel obter a proje¢do acumulada pelo Método da Rotac¢do e, em seguida, realizar uma segunda
rotacdo para obter a VG. Mas também é possivel realizar a uma MSR para acumular o plano e, na
sequéncia uma rotacdo para obter a VG, misturando os dois tipos de operac¢do descritiva no processo.

Quando somente o Método da Rotacdo é utilizado no processo de determina¢ao da VG de um plano
ndo acumulado, o conjunto de operag¢des descritivas é denominado de dupla rotacdo, onde a primeira
acumula o plano, a partir de uma reta em VG que é girada até ficar acumulada (Figura 138a). A segunda
rotacdao consiste em um rebatimento, onde um eixo pertencente ou paralelo ao plano é utilizado para
girar o plano até o mesmo ficar paralelo ao plano de projec¢do (Figura 138b).

(a) (b)

Figura 138: Dupla rotagdo para determinar a VG de uma face plana ndo acumulada. a) Rotagdo para acumular o plano com um
eixo vertical que contém a extremidade de uma reta horizontal do plano. b) Rebatimento da face apds a acumulagdo com um
eixo de topo coincidente com a reta acumulada na primeira rotagao.
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A Figura 139 apresenta as épuras das duas rotacdes apresentadas em 3D na Figura 138. A primeira
rotacdo (Figura 139a) ndo apresenta novidade em relagdo ao que ja foi visto para obter projecdo
acumulada de um plano, a qual utiliza um eixo vertical que contém o ponto B. A segunda rotacdo (Figura
139b) consiste em um rebatimento e utiliza um eixo de topo coincidente com a aresta AB da face apods a
primeira rotacdo. Neste caso, os dois eixos utilizados estdo no mesmo alinhamento, mas isto ndo é apenas
uma coincidéncia. As posi¢cdes dos eixos dependem Unica e exclusivamente da configuracdo geométrica
do problema.
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Figura 139: Dupla rotagdo para determinar a VG de uma face plana ndo acumulada. a) Rotagdo para acumular o plano com um
eixo vertical que contém a extremidade de uma reta horizontal do plano. b) Rebatimento da face apds a acumulagdo com um
eixo de topo coincidente com a reta acumulada na primeira rotagao.

O mesmo problema poderia ter sido resolvido com eixos em posi¢es diferentes, o que resultaria em
rotacdes diferentes. A decisdo sobre qual posicdo adotar depende da conveniéncia no momento da
solucdo. E necessario pensar no niimero de pontos que s3o deslocados, pois isto afeta o tempo necessario
para realizar a tarefa manualmente e a precisao do resultado. Além disso, é conveniente evitar a
sobreposicao de projecdes, pois isto afeta a precisdo e a clareza da solugdo. Ao utilizar um eixo coincidente
com a aresta para realizar o rebatimento da face triangular, bastou girar um ponto da face, pois os demais
estavam sobre o eixo e permaneceram imdveis.

A Figura 140a apresenta o mesmo exemplo de dupla rotacdo para determinar VG de uma face
triangular ndo acumulada. A diferenca para o exemplo da Figura 139 é que o eixo do rebatimento, que
corresponde a segunda rotacdo, foi posicionado no vértice CR (C apds a primeira rotacdo). Desta forma,
este foi o Unico vértice que permaneceu imovel no Rebatimento. Foi necessario girar os pontos AR e BR
para obter a VG da face. Na Figura 140b, foi utilizado o mesmo eixo, mas o sentido do rebatimento foi
inverso aquele utilizado na Figura 140a. Neste caso, a solugcdo foi encontrada, mas houve uma
sobreposicao desta com a projecdo da face da primeira rotagdo. Esta ndo é a situacgdo ideal, pois, além de
nao ficar elegante, pode gerar confusdo durante a construcdo e também apds, na interpretacdao dos
resultados. Nao se trata de uma forma errada de resolver o problema. A posi¢ao do eixo e o sentido de
rotacdo devem ser escolhidos de acordo com a conveniéncia de cada situa¢do especifica, observando o
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espaco disponivel e o grau de complexidade das geometrias dos objetos envolvidos. Quanto mais
complexos os objetos, maior sera a dificuldade de entendimento das projecdes no caso de haver
sobreposicoes.
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Figura 140: Dupla rotagdo para determinar a VG de uma face plana ndo acumulada com eixo do rebatimento contendo um Unico
vértice. a) Rebatimento no sentido horario. b) Rebatimento no sentido anti-horario.

A rotacdo de objetos complexos é mais complicada, na maioria dos casos, do que a Mudanca de
Sistema de Referéncia. Assim, é muito comum utilizar uma combina¢cdo de métodos descritivos para
determinar a VG de faces ndo acumulados. O mais usual é determinar a projecdo acumulada da face por
MSR, pois ndo ha necessidade de medir angulos ou distancias entre vértices, como é o caso da rotacdo. A
VG da face pode ser facilmente determinada por rebatimento, que acaba sendo mais simples que a MSR,
pois girar a projecdo acumulada do plano é um processo muito simples, mesmo em faces com geometrias
complexas. Assim, os métodos sdo combinados e cada um é utilizado na situagao onde é o mais adequado.
Isto otimiza o trabalho grafico.



w Virtual Design 136

O Unico complicador de utilizar a combinacdao dos dois métodos descritivos esta no fato de que o
rebatimento utiliza como vista de referéncia a vista auxiliar utilizada na MSR. Portanto, o eixo devera estar
acumulado na vista auxiliar e perpendicular a LT da vista auxiliar na vista adjacente. Um exemplo do uso
dos métodos combinados pode ser visto na Figura 141, onde o mesmo exemplo das figuras 129-132 é
resolvido com MSR+MR. Na Figura 141a, a face é acumulada em uma vista auxiliar a partir de uma MSR
frontal com um plano perpendicular a aresta AB que é horizontal. Assim, AB acumula e a face também.
Para determinar a VG por rebatimento, um eixo coincidente com a reta AB é adicionado, o qual fica
acumulado na vista auxiliar, onde se dara a rotagdo propriamente dita (Figura 141b). Assim, a projec¢do
acumulada é girada, através do ponto C, até ficar paralela a LT da vista auxiliar. No plano horizontal, a
projecdo de C é obtida pelo tracado do plano de rotagdo perpendicular ao eixo e pelo alinhamento da
projecdo do mesmo girada na vista auxiliar.
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Figura 141: Mudanga de Sistema de Referéncia + Rebatimento. a) MSR para determinar a projecdo acumulada da face plana. b)
Rebatimento com base na vista auxiliar onde a face ficou acumulada.

Por este exemplo simples, é possivel notar que obter a projecdao acumulada de uma face plana,
mesmo uma face triangular, é muito mais simples por MSR do que pelo MR. Mas neste exemplo também
fica evidente que obter a VG por rebatimento é muito mais simples do que por MSR. Assim, a combinacdo
dos métodos pode ser uma boa escolha para aumentar a velocidade e a precisdo da solucgdo.



	Cap1
	Introdução
	Síntese Histórica
	Metodologia
	Conteúdo Programático

	Sistema de representação em dupla projeção (Método de Monge)
	Sistemas Projetivos
	Classificação dos Sistemas Projetivos
	Sistema de Projeção Central ou Cônico
	Sistema de Projeção Cilíndrico
	Sistema de Projeção Cilíndrico Oblíquo
	Sistema de Projeção Cilíndrico Ortogonal

	O Sistema de Dupla Projeção (Método de Monge)
	Representação em Épura
	Representação de Retas e Segmentos de Reta
	Tipos de Projeção de Retas
	Pertinência de Ponto à Reta
	Posições Relativas entre duas Retas
	Retas Concorrentes
	Retas Paralelas
	Retas Reversas


	Representação de Planos
	Tipos de Projeções de Planos
	Pertinência de Ponto a Plano e Reta a Plano
	Representação de Sólidos
	Visibilidade das Projeções



	Posições de retas e planos
	Tipos de Retas (Arestas)
	Reta Horizontal
	Reta Frontal
	Reta Fronto-Horizontal
	Reta de perfil
	Reta Vertical
	Reta de Topo
	Reta Oblíqua
	Retas Características de um Plano
	Reta de Máximo Declive
	Reta de Máxima Inclinação


	Tipos de Planos (Faces)
	Plano Horizontal
	Plano Frontal
	Plano de Topo
	Plano Vertical
	Plano de Perfil
	Plano Oblíquo
	Plano de Rampa



	Cap2
	Solução de Problemas de Projeto
	Vistas AUXILIARES POR Mudança de sistema de referência
	Conceitos Fundamentais
	O Processo em Épura
	Notação
	Vistas Auxiliares Primárias
	Obtenção de VG de uma reta oblíqua
	Obtenção de projeção acumulada de reta em VG
	Obtenção de projeção acumulada de plano
	Obtenção de projeção em VG de plano acumulado
	Exemplo de Aplicação de Vistas Auxiliares Primárias
	Construir um furo passante de seção quadrada de lado 10mm centrado e perpendicular à face de topo do Sólido Exemplo 3.




	Cap3
	Vistas Auxiliares Secundárias
	Obtenção de VG de Plano sem projeção acumulada
	Aplicação: Construção de um Furo a Partir de uma Face Oblíqua

	Aplicações das Mudanças de Sistema de Referência Sucessivas
	Perspectivas Axonométricas
	Perspectivas Cônicas
	Obtenção de Vistas Principais


	Cap4
	Perpendicularismo ou Ortogonalidade
	Perpendicularismo entre Retas
	Perpendicularismo entre Reta e Plano
	Perpendicularismo entre Planos

	Paralelismo
	Paralelismo entre Retas
	Paralelismo entre reta e Plano
	Paralelismo entre Planos


	Cap5
	Modelagem Avançada de Sólidos
	Extrusão de Faces
	Extrusão reta de face acumulada
	Extrusão reta de face não acumulada
	Extrusão com vetor deslocamento conhecido

	Interseções e Cortes
	Interseção entre Plano e Reta
	Interseção de Planos
	Interseção com Planos Acumulados
	Interseção de Planos Não Acumulados

	Corte de Sólidos
	Corte de Sólido por Plano com Projeção Acumulada
	Corte de Sólido por Plano Sem Projeção Acumulada
	Definição do Plano Secante
	Exemplo de Modelagem por Corte


	Método da Rotação
	Rotação
	Rotação do Ponto
	Rotação de uma Reta
	Rotação de Reta para Obter Projeção em VG
	Rotação de Reta para Obter Projeção Acumulada

	Rotação de um plano
	Rotação para determinar VG de Plano Acumulado
	Rotação para Acumular Plano
	Rotação para determinar VG de Plano sem projeção acumulada




