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RESUMO

Neste trabalho, estuda-se a equacao da onda imagem e sua utilizacao
para o problema de remigracao na profundidade através de métodos numéricos.
O problema consiste na reconstrucao de uma imagem das camadas geologicas do
subsolo a partir de uma imagem previamente migrada com um modelo de velocidade.
O principal objetivo desta dissertacao ¢ a investigagao de métodos numéricos para a
solucao da equacao da onda imagem, e para isso realizou-se a investigacao tedrica e
a analise numérica. Assim, elaborou-se esquemas numeéricos consistentes e estaveis,
e a viabilidade dos algoritmos desenvolvidos foi testada numericamente. Os testes
numéricos mostram que o método de diferengas finitas com aproximagoes centradas
é o mais eficiente. Além disso, as implementacoes mostram a similaridade, tanto
do aspecto fisico como analitico, com a equacao da onda classica. Esta semelhanca
é util, pois podemos considerar métodos ja conhecidos e extensivamente estudados
para a equacao da onda classica, e aplica-los a investigacoes da equacao da onda

imagem para o problema de remigracao na profundidade.



ABSTRACT

In this work, we study the image wave equation and its use for the depth
remigration problem through numerical methods. The problem is to reconstruct an
image of the underground geological layers from an initial image migrated with
a velocity model. The main objective of this dissertation is the investigation of
possible numerical methods for the solution of the image wave equation and, for that,
a theoretical investigation and a numerical analysis were performed. In this way,
consistent and stable numerical schemes were elaborated, and the viability of the
developed algorithms was numerically tested. Numerical tests show that the finite
difference method with centered approximations is the most efficient. In addition,
the implementations show a physical and analytical similarity to the classical wave
equation. Such similarity is useful because we can consider known and extensively
studied methods for the classical wave equation, and apply them to investigations

of the wave image equation for in-depth remigration problems.
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1 INTRODUCAO

No campo da Geofisica, objetiva-se obter bases das propriedades fisicas
da Terra e de que maneira elas se organizam e se difundem na subsuperficie. A
interpretacao de dados sismicos tem sido muito importante na exploragao e carac-
terizacao de reservas de petroleo e, mais ainda, na situacao atual de escassez dos
recursos naturais, como do proprio petroleo e da agua potavel. A quantidade de
reservatorios estda diminuindo rapidamente enquanto a necessidade por Oleo e gés

estd aumentando [17].

No inicio do século XX, o interesse na exploragao de petréleo era loca-
lizar estruturas geolégicas adequadas para acumulagao de hidrocarbonetos. Porém,
a localizacao exata dessas estruturas sé era possivel apds perfuragoes no subsolo,
procedimento que possui riscos e custos operacionais altissimos. Quanto maior a
profundidade, menor é a resolugao que levantamentos gravitacionais ou magnéticos
podem fornecer. Sob estas condi¢oes, métodos de reflexao sismica tornam-se tteis e

desempenham papel proeminente na busca por estruturas geologicas adequadas [1].

Atualmente, a migragao sismica é o método mais utilizado para de-
terminar a estrutura e as propriedades da subsuperficie na exploracao sismica de
hidrocarbonetos [26]. As imagens sismicas, além de outras informagoes sao usadas
para gerar perspectivas de perfuracao de petroleo e gés. Desta forma, determina-se
o mapeamento das estruturas geologicas e, em consequéncia, obtém-se o reservatorio
da massa rochosa para a exploragao [21|. Contudo, busca-se desenvolver métodos
para estimar propriedades em subsuperficie e delinear estruturas geolégicas em maior

escala, de forma mais rapida, acessivel e menos invasiva.

Assim, faz-se necessario nao apenas conhecer as estruturas geologicas,

mas também estudar suas propriedades, objetivando quantificar e minimizar riscos,



e desta forma diminuir custos. Entre os diversos métodos geofisicos desenvolvidos
para tais propoésitos, destaca-se o método sismico de reflexao, utilizado amplamente

na prospecgao de hidrocarbonetos e outros recursos minerais [5].

A reflex@o sismica é um processo baseado na reflexao de ondas sismicas,
logo a analise de dados sismicos envolve a criagao de ondas e imagens sismicas que
sao usadas para delinear estruturas geologicas abaixo da superficie. A migragao
de dados sismicos é um processo que objetiva construir uma imagem do interior
da Terra a partir de dados de campo gravados, reposicionando estes dados em sua
“real” posicao geologica, usando varias aproximagoes numéricas dadas pela teoria
de ondas ou teoria de raios que descrevem a propagacao de ondas no subsolo [19].
Assim, o processo de migracao pode ser entendido como uma previsao de mudangas

no campo sismico quando fontes e receptores sao movidos dentro da Terra [39].

Encontra-se na literatura ampla variedade de métodos para anélise de

dados sismicos. Entre as principais técnicas de migracao, destaca-se:

e A migragao em conjunto de angulos [12, 29|, onde sado determinadas
imagens sismicas para diferentes angulos de reflexao. Considera-se ser
esta uma alternativa aos algoritmos convencionais de geracao de ima-
gens no dominio do tempo, pois o conjunto de angulos determinados
contém informagoes suficientes sobre o tempo de transito para estima-
tiva de velocidade e caracterizacao das estruturas geologicas subterra-

neas. [20[;

e A migragao no dominio de frequéncia, fundamentada na equagao da
onda, incluindo efeitos de difracao. Também é referenciada como migra-
¢ao de frequéncia em nimero de ondas ou migragao por transformacao

de Fourier [20];



e A remigracao no dominio da profundidade. Processo usado para cons-
truir uma imagem sismica de uma profundidade a partir de outra ja
disponivel de uma migragao prévia, para um modelo de velocidade di-
ferente [33, 18|. Esta técnica é preferida, pois evita multiplas migragoes,

reduzindo tempo e custo operacional [36, 25];

e O processamento no dominio do tempo é uma poderosa ferramenta re-
conhecidamente utilizada. Entre as vantagens apontadas, a técnica de
migracao possibilita a constru¢ao do modelo de velocidade da subsuper-
ficie no tempo, podendo ser posteriormente expresso nas coordenadas
cartesianas de profundidade, através de uma subsequente conversao do

tempo para profundidade [38|.

Considerando a técnica de migracao sismica, define-se um refletor como
uma fronteira entre camadas geologicas. E a imagem de um refletor em um dominio,
como pulsos de um corpo de ondas elementar, em uma imagem capturada. Aqui
o pulso representa uma onda correspondente a uma perturbacao simples. Esta
propagacao de imagens é referenciada como onda imagem [18], onde podemos tomar

como variavel de propagacao qualquer parametro envolvido na migragao sismica.

Desta forma, a migracao é o processo de reconstruir uma imagem das
camadas geologicas a partir da imagem obtida no tempo. Esta imagem é obtida pela
geragao de ondas no subsolo e o registro do movimento resultante das particulas da
superficie da Terra. Para isso é necessario conhecer o modelo das velocidades de

propagacao das ondas no subsolo em consideragao, chamada velocidade de migragao

[6].

Um bom modelo de velocidade é necessario para muitas técnicas habitu-
ais de imagem sismica [20]. Contudo, quando se utilizam dados reais, praticamente

nunca se conhece a velocidade correta na subsuperficie [12]. Portanto, é importante



entender os efeitos da velocidade nas técnicas de migragao. A continuacao da velo-
cidade descreve como uma imagem sismica ¢ alterada, devido a uma mudanca na
velocidade de migracao. Essa descricao é um processo de propagacao de ondas, no

qual as imagens mudam ao longo do eixo de velocidade [4].

A propagacao de uma imagem em fungao da velocidade de migragao é
muito desejavel na sismica, uma vez que a velocidade de migracao correta geralmente
nao é conhecida e migracoes com varias velocidades se tornam necessarias. Para

evitar multiplas migragoes é conveniente a utiliza¢do da onda imagem [36].

Neste trabalho, usa-se a velocidade de migragao como variével de pro-
pagacao, e nao o tempo como acontece para ondas fisicas. Analogamente & equagao
da onda conhecida, podemos obter equacgoes diferenciais parciais que descrevem a
propagacao de ondas-imagem como func¢ao de um problema especifico da variavel
de propagacao. Neste caso, as equagoes sao chamadas de equagao onda imagem e

equagao iconal da onda imagem [18].

A vista disso, além da revisdo da literatura e a analise dos diferentes
métodos utilizados na solucao da equagao da onda imagem, o principal objetivo
desta dissertacao ¢ a elaboracao de um esquema numérico consistente e estavel, tal
que sua implementagao possibilite determinar imagens do subsolo correspondentes a
diferentes velocidades de migracao. Consequetemente, visa-se obter solugoes apro-
ximadas para o problema proposto, aprimorando um modelo de velocidade para

técnica de migragao em profundidade.

Desta forma, este trabalho divide-se em cinco capitulos: No capitulo
2, explica-se brevemente o processamento de dados sismicos, abordando a técnica
de migragao utilizada no campo da geofisica. Mostra-se a dedugao da equagao da
onda imagem e sua equacao iconal associada; estas equagoes foram demonstradas

e aplicadas para meios isotropicos, apresentando também suas respectivas solugoes



analiticas. No capitulo 3, apresenta-se uma revisao dos principais métodos utili-
zados na literatura, o método numérico desenvolvido: esquema com aproximagoes
por diferencas finitas com implementacao explicita no programa Fortran95 e sua
analise tedrica quanto a consisténcia, estabilidade e convergéncia. No capitulo 4,
apresenta-se os resultados obtidos, e no capitulo final a analise numérica, conclusoes

e possibilidades futuras.



2 TEORIA SISMICA E EQUACAO DA ONDA
IMAGEM

Neste capitulo serd apresentado um breve resumo sobre o processa-
mento de dados sismicos e a técnica de migracao utilizados no campo da geofisica.
A seguir mostra-se a dedugdao da equagao da onda imagem e sua equagao iconal
associada, conforme detalhada em [18], para meios isotropicos. Por fim apresenta-se

suas respectivas solugoes analiticas.

2.1 Introducgao ao processamento sismico

O processamento de dados sismicos envolve a aplicacao sequencial de
varios algoritmos e, através desses processos os registros de campo sao convertidos
em imagens sismicas que revelam a estratigrafia da subsuperficie [8]. Considera-
se uma fonte que se propaga pela subsuperficie, um artificio mecanico ou quimico
que gera uma onda sismica, e um receptor mecanico ou elétrico que registra as
amplitudes das ondas sfsmicas. O registro de um tnico receptor é chamado traco
sismico que sao amostras das amplitudes em funcao do tempo. A colecao de varios
tragos sismicos é denominada secao sismica e, por fim, o conjunto de vérias secoes
sismicas formam os dados sismicos. A sua aquisicao dé-se o nome de levantamento

sismico, que é feito de maneira ordenada.

Entao, a metodologia de um levantamento sismico consiste em registrar
na superficie o tempo de transito e amplitude da onda refletida nas interfaces de
camadas em subsuperficie. A duracao deste registro, ou seja, do trago sismico, é da
ordem de 4-10 segundos, do momento da detonagao de uma fonte de energia sismica
controlada, até atingir o receptor geralmente localizado na superficie. As ondas

sao afetadas pelo constraste das caracteristicas fisicas da subsuperficie e carregam



informagoes do meio que podem ser recuperadas por algum processo de inversao.

Assim, estima-se a estrutura que gerou a reflexao [5].

Fonte de Geofone
energia Superficie [

Sinal refletido

Refletor

' TT 177

Figura 2.1: Exemplo de reflexao simples com apenas uma camada

Desta forma, a fonte gera uma frente de onda na superficie que se
propaga nas camadas inferiores; ao encontrar uma interface parte da onda reflete e
parte refrata (veja a figura 2.1). A onda refletida retorna a superficie e os receptores
capturam sua chegada, a seguir o conjunto fonte-receptores é transladado sobre
uma curva, e entao o experimento ¢ realizado novamente nesta nova posi¢ao. De
posse dos dados obtidos no levantamento sismico, sao efetuadas varias etapas de
processamento de sinais, com a finalidade de adquirir elementos da refletividade e

referéncias qualitativa e quantitativa a respeito de outras propriedades.

No processamento sismico, busca-se obter uma imagem estrutural e atri-
butos que descrevem a subsuperficie de interesse. A finalidade é obter uma imagem
para interpretacao das estruturas geologicas [5]. Nas se¢oes sismicas essas estrutu-
ras formam padroes, e através da analise destes padroes pode-se obter informagoes

sobre essas estruturas geoldgicas. Para se obter esta imagem em profundidade, é
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necessario realizar o procedimento conhecido como migracao sismica, que estima
a distribuicao de refletividades em que hé contraste de impedéancia, ou seja, dife-
renca no produto da velocidade do meio e densidade da rocha, entre camadas de
subsuperficie. Os atributos de entrada para tal sao o dado sismico e modelos de
parametros precisos estimados durante o processamento sismico. Esses parametros
sao as quantidades fisicas que governam a propagacao da onda sismica na Terra,

tals como modelo de velocidade.

Uma das etapas mais importantes do processamento ¢é a analise da velo-
cidade que permitira produzir um modelo do campo de velocidade para a propagacgao
de ondas, sendo este modelo utilizado para as etapas posteriores do processamento.
A velocidade de propagagao das ondas nas rochas pode variar de acordo com a
densidade e as constantes elasticas do meio, que por sua vez sao dadas em funcgao
de caracteristicas intrinsecas da rocha, tais como porosidade, temperatura, pressao,
entre outros|[5]. A anélise de velocidade é uma ferramenta importante usada para
determinar as velocidades sismicas das camadas geologicas em subsuperficie. O pro-
blema da remigragao provém do processamento sismico e seu objetivo é a construgao
de uma nova imagem do subsolo a partir de uma imagem obtida anteriormente pelo
processo de migragao, utilizando uma outra velocidade de migragao [36]. Quando é
feita a migragao, geralmente o modelo de velocidade correto nao é conhecido, logo
ter a possibilidade de mudar a velocidade de migracao e construir uma nova imagem

migrada correspondente é de extrema importancia.

2.2 Equacgao da onda imagem

A equacao da onda imagem deduzida para meios homogéneos e isotro-

picos é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem semelhante & equagao da



onda acustica, usada para o problema de remigracao de imagens na profundidade,

dada por[18, 10]:

v

onde x e z sao as variaveis espaciais e v a velocidade de migragao, que no caso das
ondas imagens é a variavel de propagagao. Os subscritos x, z e v denotam a derivada

parcial de p(z, z,v) em relagdo a correspondente variavel.

A condigao inicial é dada por p(z, z,v9) = po(z,2), que é uma secao
(frente de onda imagem) migrada com velocidade incorreta vy. A equagao (2.1)
descreve o deslocamento das reflexdes em funcao da velocidade de migragao na

profundidade. Associada a equagdo (2.1) temos a equagao iconal da onda imagem

[36]:

Vi V72— gvz =0 (2.2)

A equagdo (2.2) descreve a posigao da onda imagem, estabelecendo
uma relagao entre a parte cinematica da propagacgao da onda imagem e a correspon-
dente equagao diferencial parcial, cuja solugao tem a forma p(x, z,v) = po(z, 2) fl[v—

V(z, z)] para o problema de remigragao [36].

Aqui v = V(z,2) representa a imagem de um refletor em fungéo da
velocidade de migracao, e um campo de onda migrado na profundidade é descrito
por p(z, z,v), onde a aparéncia explicita de v no argumento indica a dependéncia da
imagem migrada pela velocidade de migragao utilizada. Ou seja, a equagao iconal
(2.2) descreve como a propagagao de qualquer segdo dada depende da variacao da

velocidade de migragao.



A seguir, apresenta-se a fundamentacao conceitual necessaria para deri-
vagao das equagoes diferenciais (2.1) e (2.2) relativas aos problemas de imageamento
de reflexao sismica, em particular para o problema de remigracao na profundidade.
A deducao da equacao da onda imagem foi demonstrada pelos autores Peter Hu-
bral, integrante do Instituto de Geofisica da Universidade de Karlsruhe-Alemanha, e
Martin Tygel e Jorg Schleicher, membros do departamento de Matematica Aplicada
da Universidade Estadual de Campinas em 1995.

Em seu trabalho, Hubral et al. [18| introduziram e usaram o conceito de
uma onda imagem sismica relacionado-o com os conceitos classicos e conectando-os
com a conhecida equagao da onda actstica. Utilizaram uma abordagem geometri-
camente atraente, baseada no principio de ondas de Huygens e, assim, forneceram
uma estratégia rigorosa de forma natural e sistemética. No ano seguinte, os mes-
mos autores juntamente com German Hocht e Frank Liptow, também membros
do Instituto de Geofisica da Universidade de Karlsruhe, apresentaram outro trata-
mento para derivacao da equagao onda imagem. Em seu estudo, Schleicher et al.
[33] apresentaram uma interpretagdo cinematica para a nogao de ondas imagem,
deduzindo suas propriedades cinematicas e sua correspondente equacao diferencial
para remigracao na profundidade. Para tal, fizeram uso da ideia de Circulo de Ta-
les, proporcionando um entendimento geométrico adicional e relevante do processo,

especificamente quando a velocidade de migracao é constante.

A seguir, detalha-se a demonstracao da equacao da onda imagem con-
forme apresentado em [18]; esta dedugao foi preferida visto que providencia uma
solucao para o problema geral. Além disso, as relacoes familiares da equacgao da
onda actstica sao utilizadas de maneira intuitiva e, assim, facilita o entendimento.

A demonstragao alternativa também é detalhada no apéndice A.

Deducgao das equagoes diferenciais para onda imagem

10



Na deducao das equacoes da onda imagem faz-se uma anologia entre
ondas imagens e ondas fisicas, e para isso sao utilizadas algumas propriedade das
ondas fisicas. Especificamente, trata-se da propagacao de ondas volumétricas em
meio elastico. A onda fisica é uma perturbacao propagada pelo tempo e espaco,
na maioria das vezes com transferéncia de energia. Ja a onda mecéanica se propaga
ou perpassa o meio; isto se deve as forcas de restauracao que produz a deformagao.
Assim, para descrever a propagacao desta energia em tal meio, usa-se a equagao da
onda, uma equacao diferencial parcial de segunda ordem representando o campo de
pressao p(z, z,t), onde (x, z) s@o as coordenadas espaciais e t o tempo de propagagao
[9]. Considerando a onda sismica como uma onda mecanica que se propaga dentro
da Terra, pode-se interpretar sua propagagao como o problema da energia que é

transportada de um lugar para outro em determinado instante de tempo [8].

As imagens de um refletor sismico podem ocorrer no dominio da pro-
fundidade ou no dominio do tempo; estas imagens se comportam como pulsos de
um corpo de ondas elementares. A esta propagacio de imagens denomina-se ondas
imagem, contudo a variavel de propagagao nao é o tempo como nas ondas fisicas.
Para o problema prosposto, a variavel de propagacao ¢ a velocidade de migracao v.
Assim, uma onda imagem nao ¢ uma onda fisica mas se comporta de modo ana-
logo [18]. A fim de enfatizar a correspondéncia entre a propagacao da onda fisica e
da onda imagem, inicia-se com a andlise da equagao da onda até a solugao de sua

equacao iconal.

Para ajudar no entendimento desta ideia, considera-se a situacao co-
nhecida da propagacgao de ondas fisicas, tal que a frente de uma onda elementar
é propagada em instantes diferentes de tempo. Desta forma, podemos comparar o
cenario em que uma imagem de uma frente de onda é propagada para diferentes

"instantes da velocidade de migracao". Quando a velociade de migragao é variada
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continuamente, a imagem do refletor migrada propaga-se de maneira similar a um

corpo de onda elementar.

As defini¢oes de frente de onda e onda de Huygens, equivalentemente
frente de onda tmagem e onda imagem de Huygens, sao dois conceitos importantes
para formulacao da equagao da onda imagem. O principio de Huygens, descreve as
frentes de onda, de tal forma que cada ponto de uma frente de onda se comporta
como uma nova fonte de ondas elementares, que se propagam para além da regiao ja
atingida pela onda original e com a mesma frequéncia. A onda imagem de Huygens
é definida como a fonte pontual elementar hipotética da onda imagem, a qual é
excitada em cada ponto da propagacao da frente de onda imagem; esta propagagao

¢ descrita pela equagao iconal da onda imagem [§].

Para dado instante, cada ponto da frente de onda-imagem comporta-se
como uma fonte das ondas-imagem elementares de Huygens. A partir deste principio,
conclui-se que, em um meio homogéneo e com as mesmas caracteristicas fisicas em
toda sua extensao, a frente de onda se desloca mantendo sua forma, desde que nao
existam obstaculos [18]. Fontes sismicas proximas a superficie, geram campos de
onda elasticas que se propagam no interior da Terra e sua propagagao pode ser
modelada pela solugao da equacao da onda. Em aproximagao escalar, a propagagao
de ondas pode ser descrita pela equagao da onda actustica em meios com densidade
constante [8]. A propagagao fisica de um corpo de onda actstica é descrita pela

equacao diferencial parcial homogénea:

1
Paz + D2z — ﬁptt =0 (23)

Neste caso, a equacao (2.3) desvreve a propagagdo de um campo de
onda de pressao actstica p(z, z,t) em um meio com velocidade v, assumida como

constante. Um subscrito x, z ou t denota a derivada parcial de p(z, z,t) em relagao
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a correspondente variavel. A propagacao das frentes de ondas sao descritas pela

equacao iconal:

1
ﬁ+ﬁ=ﬁ (2.4)

A equagao (2.4) é uma equagao diferencial parcial ndo-linear de primeira

ordem, obtida de (2.3), apos substituicao de uma solugao candidata da forma:

p(z, z,t) = po(x, 2) f[t — T'(x, 2)] (2.5)

Aqui f(t) é um pulso de alta-frequéncia que pode mudar lentamente sua
forma ao longo da frente de onda t = T'(z, z). Sua solugdo para um meio homogéneo

e velociade v, é dada por:

tzT@&%:m+%¢@—w@LHz—%P (2.6)

Note que a equagao (2.6) é a descrigdo cinematica de uma onda de
Huygens cléssica elementar. No espaco (z, z), representa um circulo de raio v(t—t),

centrado em (xg, zp). Quando z = 0, isto é, no espago (z,t), ¢ uma hipérbole.

Seja um conjunto continuo de ondas de Huygens que originam todos
os pontos ao longo de uma frente de onda ty = T'(x, z), entdo de acordo com o
principio de Huygens, cada frente de onda ¢t = T'(z, z) para um valor constante de
t > to ¢ o envelope de todas as ondas de Huygens elementares dadas por (2.6),
aplicadas na frente de onda ty = T'(z, z). Esta ordem no procedimento descreve os
passos cléassicos para derivar (2.6) de (2.3), contudo o proposito agora é deduzir (2.3)
apartir de (2.6). Para tal fim, primeiramente encontra-se a equagao iconal (2.4) da

equagao (2.6), substituindo as derivadas parciais da iconal T'(z, z) em (2.6):
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T, = (z — 20) . T, = (2 — ) (2.7)

v/ (x — 10)2 + (2 — 20)2 v/ (x — 30)2 + (2 — 20)2

Logo, a equagao iconal é derivada da onda de Huygens. A seguir, obte-
mos a equacao da onda (2.3) da equagao iconal (2.4), tal que a equacao diferencial

parcial tem a forma:

1
Pax +pzz - Fptt + F(pampzaptapvxa Zat) =0 (28)

Esta equagao determina a mesma equagao iconal (2.4), como resultado
da solugao (2.5), independentemente da forma particular da fungao F', que depende
apenas dos argumentos listados [14]. Portanto, todas as equagoes da onda da forma
(2.8) compartilham o mesmo comportamento cineméatico da propagacao ondulato-
ria. Escolhendo-se F' = 0, obtém-se uma equacao que propaga cinematicamente
uma ou varias ondas elementares do tipo (2.5), e isto fornece a dire¢do inicial da
propagacao de todas as ondas [18]. Entao, o problema de propagacao dado p(x, z,t),
incorporando um conjunto de corpo de ondas elementares (2.5) no espago (z, z), do
instante de tempo ty para o instante de tempo t > 0, pode ser expresso como o

problema de valor inicial:

p(z, z,t0) = p(x, 2,t) (2.9)

Consequentemente, o principal objetivo é mostrar como as equacgoes
(2.3) e (2.4) podem ser definidas para o problema de remigragao na profundidade.

Neste sentido, um problema de valor inicial semelhante a (2.9) pode ser formulado.

Remigracao na profundidade
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O processo de imagem necessario para construir se¢oes sismicas migra-
das na profundidade, dadas de uma se¢ao migrada anterior, incluindo um conjunto
arbitrario de subsuperficies de imagens refletidas resultantes da aplicacao continua
de velocidades de migracao (constantes) ¢ denominado como migragao na profun-
didade [18]|. Considerando o dominio (z,z), sendo v a variavel de propagacao, a
localizagao da imagem do refletor de uma subsuperficie procurada ¢ dada implicita-
mente pelas fungoes da forma v = V(x, 2), para diferentes valores de v. Os sinais
relacionados a localizagao do refletor migrado v = V' (x, z), podem ser interpretados
como uma onda imagem sismica elementar particular, ou seja, como a imagem de

um refletor migrada na profundidade, descrita por:

p(z, z,v) = po(z, 2) flv — V(z, 2)] (2.10)

Em comparagao com (2.5), a fun¢ao v = V/(z, z) pode ser considerada
como uma onda imagem iconal. Logo, cada onda imagem elementar p = (x, z,v)
em (2.10) se propaga quando se muda continuamente a velocidade de migragao v,
da mesma forma em que cada onda fisica elementar p = (x, z,t) em (2.5) se propaga
quando se varia o tempo t. Portanto, curvas instantdneas da onda imagem (2.10)
no dominio (z, z) em diferentes instantes da velociade de migracao v, descrevem a
imagem do refletor migrado na profundidade selecionada para o respectivo valor de
v. O problema de transformar a imagem capturada do campo de onda imagem total
p(z, z,v9), envolvendo varias imagens do refletor individuais do tipo (2.10), para a
imagem capturada do campo de onda imagem total p(z, z,v), pode ser representado

analogamente ao problema (2.9) por:

p(z, z,v0) = p(x, z,v) (2.11)

onde vy é uma constante inicial arbitraria para velocidade de migracao.
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A dedugao da equagao (2.1) pode ser feita da imagem remigrada de
um ponto refletor, porque todo refletor pode ser entendido como uma sequéncia de
pontos refletores. Assim, sua demonstracao se divide em duas etapas: deduzir a
posicao da imagem remigrada de um ponto refletor e encontrar uma equagao dife-
rencial parcial que descreva a variagao desta posigao com a velocidade de migragao

18].

Considera-se uma subsuperficie continua de um refletor em um instante
da velociade de migracao vy. De cada ponto da imagem do refletor, uma onda
imagem de Huygens surge, que sera tracada no instante da velocidade de migragao
v > vg. Estas ondas imagens de Huygens nao mais se assemelham as ondas de
Huygens classicas, pois nao se encontram em torno de suas origens; contudo fornecem
a imagem da subsuperficie do refletor, ou seja, a imagem da frente de onda propagada

no instante de v, como sendo seu envelope comum.

Sob estas condigoes, seja um ponto refletor Py(xg, o) localizado no sub-
solo. O tempo t de propagacao da onda emitida pela fonte, situada na superficie em
(a,0), até ser captada pelo receptor, situado no mesmo ponto e com velociade vy, é

expresso em funcao de a, por:

t(a)? = (a ;?0%)2 + (?)2 (2.12)

onde vy € a velocidade de propagacao no subsolo, supostamente homogéneo, ou seja,

vy € constante [36]. Assim a equagdo (2.12) determina um conjunto de hipérboles
de difragao, também chamadas curvas de Huygens, no dominio (z,t). De fato,
estas curvas tem o mesmo comportamento das ondas de Hyugens classicas, que se
afastam de uma frente de onda fixa ty = T'(z,z) e formam uma frente de onda
avangada t = T'(x, z) como seu envelope para t > t5. Note que para um dado ponto

(a,0), temos um conjunto de pontos que satisfaz a equagao (2.12) para a mesma
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velocidade vgy; entao temos um mesmo tempo de propagacao t correspondente a este
par fonte-receptor para todos os pontos P(z, z). Sejam xy = z e zy = z, substituindo

em (2.12) para o mesmo instante t e velocidade vy, temos:

L \/(“7“)2 —(z—a) (2.13)

wot

3 denominada

Esta equacao descreve uma semi-circunferéncia de raio
1socrona tal que todos os pontos nesta curva possuem o mesmo tempo de propaga-
¢ao. Em outras palavras, uma isdcrona é o lugar geométrico dos pontos que possuem
mesmo tempo de transito, tal que o envelope das is6cronas é o refletor [43]. Assim,
cada valor de a define um ponto (a,0) com seu respectivo t(a) que gera uma nova
is6crona. Logo, todas essas isdcronas passam por P, e esta construcao é implicita-
mente realizada por uma migracao com velocidade vy. Porém, se a velocidade de
migragao correta nao for vy, as isécronas do ponto (a,0) sdo descritas pela equagao
(2.13) substituindo vy por v. Entao a sua intersecgao nao sera o ponto Py(zo, 29), pois

o raio da is6crona é proporcional a velocidade. O conjunto das is6cronas representa

a nova imagem do ponto refletor para a nova velocidade v.

Para cada v # vy, temos um novo envelope. Desta forma, temos a
ideia de propagagao de uma onda imagem [36]. Portanto a equagdo que descreve a
posi¢cao da onda imagem é a equagao que descreve estes envelopes. Sua formulagao

é derivada da onda imagem de Huygens [18].

Lembrando que temos um mesmo tempo de propagacao t correspon-
dente ao par fonte-receptor para todos os pontos P(z, z), que satisfazem a equagao

(2.12), mas v # vy, logo:

17



2 2
— (900—@)24'2(2):; (x —a)? + 22
0

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade encontramos o con-

junto das isocronas parametrizado por a:

F(z,2,0) = (x — a)? + 2% — (010)2 [(zo — @)% + 2> = 0 (2.14)

O envelope deste conjunto é a onda imagem de Huygens no instante em

que a velocidade de migragao é v. A condi¢ao para a curva do envelope é %—F =0
a

[18], que determina o valor estacionério de a:

Z—Z——z(x—a)Jrz(ﬁ)Q(xo—a)?—o

Vo

T ) () - (2.15)
= (%)

Substituindo a equagao (2.15) em (2.14), temos:

2 2 2 2

_ [ 2 _ [z
v (”0> o 2 v v (”0> o 2
_— + 2z = — Tog— | —————— =0
Vo

2 + 2
1= (%)

Reduzindo a equagao ao mesmo denominador e isolando z, temos:

o
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= (3> M 422 (2.16)

Assim, encontramos a equacao da onda imagem de Huygens que des-

creve o envelope, ou seja, descreve a posicao da onda imagem.

Calculando esta posicao para varios valores de v # vy, obtemos a pro-
pagacao desta imagem. A proxima etapa é estabelecer a relagao entre esta parte
cinematica da propagacao da onda imagem e a correspondente equacao diferencial
parcial. A equacao iconal da onda é definida como a equagao que descreve a cinema-
tica da propagacao de ondas acusticas e a equagao da onda [3], correspondentemente

a equagao iconal da onda imagem descreve a sua cinematica [18].

A equagao iconal da onda imagem é deduzida substituindo a velocidade
de migracao v da equagao (2.16) por um iconal da onda imagem, v = V(z, z), e entao
calculando as derivadas parciais desta equagao modificada em relacao a = e z [18].

en . v
Por conveniéncia fazemos W (x, z) = %

, € encontramos:

o= W, { g o)t W sy [zg+wf} )

s [ ]
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temos:

1—W?2 1—Ww?

1:WZ{{ZS+M]%+M[23+M};} (2.18)

(1—W2)?

Substituindo essas derivadas parciais novamente em (2.16), temos:

W

(:1:—3:0)2% 2
{Zg+1—w2 B

Das derivadas parciais (2.17) e (2.18), simplifica-se:

T — To z Wy

1—-W2  W2W,

Substituindo a express@o acima em (2.18) e eliminando xgy, zy e v,

W
Wa? + Wz — —W.=0 (2.19)

Voltando a Wz, z) = %ﬂ’z), obtemos a equagao iconal da onda imagem

(2.2) desejada:

v§+vf—gvzzo

Analogamente & dedugao da equagao da onda actstica (2.3), a mesma

equagao iconal da onda imagem resulta da equagao da onda imagem (2.1) quando

aplicada uma solugao da forma (2.10). Com auxilio desta equagao, o problema de

valor inicial (2.11) pode ser resolvido. O valor inicial p(z, z,v9) é obtido por uma

migragao na profundidade para velocidade de migragao vy [18].
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2.3 Solucao analitica da equacao da onda imagem

A equacao da onda imagem para o problema de remigragao na profun-
didade em um meio homogéneo e isotréopico é uma equacao diferencial parcial de

segunda ordem semelhante a equacao da onda actstica.

Devido a estas semelhancas, suas solu¢oes analiticas podem ser determi-
nadas de forma similar as equacoes convencionais da onda actustica. A fim de facilitar
a interpretacao fisica do fendmeno que ocorre no problema proposto, decidiu-se re-
solver analiticamente a equagao da onda imagem reduzindo uma dimensao. Usando
esta estratégia pretende-se conhecer o comportamento da solucao. Sendo assim,

considere a equagao:

v

Os subscritos =,z ou v denotam a derivada parcial de p(z,z,v) em
relacao & correspondente variavel. Aqui encontra-se a primeira dificuldade, pois a
equagao possui coeficiente variavel para derivada mista. Na tentativa de contornar

essa limitagao, faz-se uma mudanca de variaveis. Sejam:

i 1
T=—, e u=Inv
e n

Utilizando a regra de cadeia, calculamos as derivadas de 7 em relagao

a z e de u em relagdo a v, e entao reescrevemos a derivada mista da equagao (2.20):

O _ Py orou _ P
owdz  0TOudzov  Ordpwv

Desse modo, transformamos a equagao (2.20) na seguinte equacao dife-

rencial parcial de segunda ordem linear com coeficientes constantes:
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Para resolver a equacao (2.21), optou-se pelo método de separagao de

variaveis. Assim supoe-se que a solugao da equagao (2.21) é uma funcdo da forma:

p(x, 7, 1) = R(x)T(Tp)

Calculando as derivadas da fungao candidata, de segunda ordem em
relagdo a z e a derivada mista em relagao a 7 e y, substituindo em (2.21) determina-

se a constante de separacao —A? e o par de equacoes:

Ryr + A’R =0
T, — AT =0

Nessa etapa, precisa-se fazer novamente uma mudanca de variavel para
eliminar a derivada mista da segunda equacao. Seja 7 = A%7u. Dai reescrevemos
o sistema, de forma a resolver um problema de autovalores e autofunc¢oes para as

equacoes diferenciais:

Ryp + A’R =0
NIy + T, — N°T =0

A solugao do sistema é:

R(xz) = Kysin Az + kycos Az =0
T(Tp) = clo(2A\/ A7) + dKo(2A/A%7 1)

onde Iy e Ky sao as fungoes de Bessel modificadas de ordem zero e Ky, Ky, ¢, d sao

constantes a serem determinadas com condigoes iniciais. Além disso, o autovalor A
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da equagao para R pode ser determinado com condi¢oes de contorno aplicadas na

autofuncao R.
Solugao da equagao iconal
A equagao iconal (2.2)
Va? 4+ V22— gv =0, (2.22)

descreve cinematicamente a propagacao da onda imagem para qualquer conjunto
arbitrario de condicoes iniciais. Na secao anterior, mostrou-se a deducao da equacao
iconal, e baseando-se na mesma estratégia para obter a solucao da equacao da onda

imagem, reduzimos a ordem desta equacao:

V2 — sz = 0. (2.23)
z

Dai, aplica-se novamente o método de separagao de variaveis com uma

funcao candidata da forma:

V(x,z) = R(x)S(z)

De forma analoga chegamos ao sistema:
R2+A’R?*=0
S, +A%25=0

cuja solucao é

R(z) = ¢y sin Ax + icy cos Ax

—A2;2

S(z) =cze” 2
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onde c1,cy € c3 sao constantes a serem determinadas com a condi¢ao inicial. O
autovalor A da equagao para R pode ser derterminado com condi¢bes de contorno

na autofuncao R.

Usando solugoes analiticas, as imagens modificadas para atualizar os
valores do modelo podem ser determinadas diretamente de uma imagem original,
que tenha sido obtida com estimativas anteriores do modelo. Tal imagem original

faz o papel de condigao inicial para as solugoes das equagoes da onda iamgem |[2].

Uma expressao explicita para V(x, z) pode ser encontrada resolvendo a

equagao (2.16) para v:

Apos algumas manipulagoes algébricas chega-se a:

v = vo\/( (r—a) +2* (2.24)

(z0 — a)? + z5)

Como mostrado na se¢ao anterior, a equagao (2.16) descreve a posi-
¢ao da onda imagem de Huygens para remigracao na profundidade excitada com
as condigoes iniciais (g, 29, v9). Além disso, demonstrou-se que a equagao iconal
para onda imagem ¢ encontrada substituindo v por V(z, z) em (2.16), tomando as
derivadas em relacao a x e z da expressao resultante para eliminar as constantes

To, 20 € Vg.

Logo, a fungao (2.24) é solucao da equagao iconal da onda imagem para
as condigdes iniciais (g, 29, v0). Portanto, a equagao iconal da onda imagem des-
creve as propriedades cineméaticas da propagacao das ondas imagem para qualquer

conjunto arbitrario de condigoes iniciais em fungao da velocidade de migracao [30].
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3 PROCEDIMENTO NUMERICO E ANALISE
DE ESTABILIDADE

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao dos principais métodos utili-
zados na literatura, o método numérico desenvolvido e sua analise tedrica quanto a

consisténcia, estabilidade e convergéncia.

3.1 Revisao dos métodos aplicados na migracao sismica

Entre as principais técnicas de migragao, usadas para problemas de

reflexao-imagem na analise sismica, destaca-se na literatura:

e A migragao em conjunto de angulos [12, 29|, onde sdo determinadas

imagens sismicas para diferentes angulos de reflexao.

e A migragao no dominio de frequéncia, fundamentada na equagao da
onda, incluindo efeitos de difracao. Esta também é referenciada como
migragao de frequéncia em nimero de ondas ou migragao por transfor-

magao de Fourier [20];

e A remigracdao no dominio da profundidade. Processo para construir
uma imagem sismica de uma profundidade a partir de outra ja dispo-
nivel de uma migragao prévia, para um modelo de velocidade diferente

[33, 18].
Embora o processamento no dominio do tempo seja utilizado ampla-

mente, a remigracao no dominio da profundidade é preferida, pois evita multiplas

migragoes, reduzindo tempo e custo operacional 36, 25].
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Os principais métodos numéricos para o problema da remigracao na

profundidade encontrados na literatura resumem-se a:

e Aproximagoes por diferengas finitas [32, 15, 25, 24];

Método de volumes finitos [25];

Método de tragamento de raios [8, 45];

Técnicas espectrais |18, 11, 10];

Técnicas Integrais [18, 28|.

Notou-se que ha preferéncia pelo método em diferencas finitas, devido
a facilidade na aproximacao das equagoes diferenciais parciais, como na equacao
da onda imagem, pela grande variedade de esquemas que podem ser usados para
aproximar as equagoes. Constatou-se em Munerato et al. [25] que o método de
volumes finitos aplicado para o problema de remigragao na profundidade para a
equacao da onda imagem, apesar da convergéncia, apresenta dispersao maior do que

os esquemas em diferengas finitas, e acréscimo no tempo computacional.

Também neste mesmo estudo [25|, foram comparadas diferentes for-
mas de implementacao para esquemas em diferencas finitas explicitos e implicitos.
Contudo os autores concluiram que os esquemas implicitos possuem o mesmo com-
portamento de dipersao que os esquemas explicitos. Em relagdo aos tempos compu-

tacionais o esquema explicito foi o mais eficiente.

3.2 Desenvolvimento do método numeérico

Apos anélise dos principais métodos utilizados para o problema de re-

migracao em profundidade encontrados na literatura, optou-se pelo método de apro-
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ximagoes por diferencas finitas. A escolha deste método foi feita por permitir im-
plementagoes praticas [11], apresentando custo computacional menor que o método

de elementos finitos [25].

O esquema desenvolvido foi formulado levando em consideragao a inter-
pretacao do fenémeno fisico determinado no problema da remigragao em profundi-
dade. No caso de migracao em profundidade a imagem refletida migrada é propagada
no dominio de profundidade, ou seja, o espago (z, z) e a variavel de propagacao ¢é a

velocidade de migracao v e ndo o tempo como na onda fisica [18].

Sob estas condicoes, para as variaveis espaciais x e z foi utilizado um es-
quema centrado com erro de truncamento local de segunda ordem e de quarta ordem
para as derivadas segundas, de acordo com [40]|. Implementou-se o c6digo computa-
cional usando ordens diferentes com o objetivo de verificar o resultado apresentado
em [34], onde a aproximagao de quarta ordem foi preferida por fornecer resultados

mais precisos em experimentos numéricos do que a de segunda ordem [34].

Para a derivada mista, primeiramente utilizou-se uma aproximagao
também centrada com erro de truncamento local de ordem 2, que parece descre-
ver melhor o carater eliptico da propagacao de ondas. Além disso, nao encontrou-se
na literatura resultados com aproximagoes centradas para dervida mista. Para fins
de comparagao foram elaborados mais dois esquemas, ambos centrados com erro
de truncamento local de segunda e quarta ordem para as derivadas segundas como
anteriormente, porém para a derivada mista foram utilizados um esquema atrasado
em v e centrado em z com erro de truncamento local de primeira ordem e outro
esquema foi elaborado usando uma aproximacao avancada em v e z, também com
erro de truncamento local de primeira ordem, como em [36]. Além de averiguar a
convergéncia dos esquemas formulados, objetiva-se comparar os resultados obtidos

com as conclusoes apresentados em [36, 25, 24|.

27



Assim, todos os esquemas foram elaborados utilizando aproximacgoes
centradas para as derivadas espaciais nas varidveis x e z. Para a derivada mista, as

aproximacoes diferem da seguinte forma:

e Esquema com aproximagoes centradas;
e Esquema com aproximacoes avancadas;

e Esquema com aproximagao atrasada para varidvel v e centrada para

variavel z.

Fez-se também uma anéalise com a equacao da onda cléssica, visando
comparar as equacoes. Para isso, foi elaborado um esquema com aproximacgoes cen-
tradas com erro de truncamento local de segunda e quarta ordens para a equacao da
onda classica. Tal comparativo foi feito considerando: primeiramente, do ponto de
vista fisico, o problema da remigracao em profundidade possui cardter hiperbdlico,
semelhante & propagacao de um campo de ondas, porém para tempo suficientemente
grande tem-se um cenario eliptico. Sob o ponto de vista matemético, foi demons-
trado no capitulo dois que a dedugao da equagao da onda imagem pode ser realizada

de maneira analoga a dedugao da equacao da onda.

Levando em consideragao que cada onda fisica elementar p(z, z,t) se
propaga quando se varia o tempo ¢, cada onda imagem p(z,z,v) se propaga em

diferentes instantes de tempo da velociade de migragao v.

Primeiramente, definimos uma malha de pontos (z, z, v):

e Sejam Ax, Az e Av ntmeros positivos;

e A malha conterda os pontos (%, zn,v;) = (z; + mAz, z; + nAz,v; +
[Av) para quaisquer numeros inteiros m,n, [, tal que (m = 1..M,n =

1..N,l=1..L);
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e (x;,2;) representa o ponto inicial da malha.

Zn41

Zn=1

Tm-1 T Tmt1

Figura 3.1: Dominio (z, 2)

Considere as aproximagoes para derivada segunda usando diferenca cen-

tral com erro de truncamento local de quarta ordem para as variaveis x e z, respec-

tivamente:
<p )l _ _pinJrZ,n - p£nf2,n + 16<plm+l,n + pinfl,n) - 3Op£n,n _ (5Iftp)£n,n (31)
weimon 12(Ax)? 12(Ax)?
<p )l — _pgm,n—l—Q - pgm,n—2 + 16(p§m,n+1 +pgrn,n—l) - 30pfn,n _ (dzzp)in,n (32)
Fman 12(Az)? 12(Az)?

As aproximacgoes para derivada segunda usando diferenca central com
erro de truncamento local de segunda ordem para as variéveis x e z, respectivamente,

Sa0:
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l l l l
l o pm+l,n - 2pm,n _'_pmfl,n o (5:Jca:p>m,n

(p )l _ p?m,n—i-l - 2p?rn,n +p£n,n—1 _ (522’p)?m,n
s (Az)? (Az)?

(3.4)

Da aproximagao para derivada mista usando diferenca centrada para

variavel v e z, tem-se:

1 B B
(P20l = M(pﬁiﬂ = P — P ) (3.5)

A aproximacao para derivada mista usando diferenca atrasada para

variédvel v e centrada em z é:

1 _ _
(pzv)fn,n = IA2Av (pin,n—i-l - pin,n—l + pfn,}z-l—l - pin,iz—l) (36)

A aproximagao para derivada mista usando diferenca avancada para

varidvel v e z é:

1
(P0)im = m(piﬁﬂ — = Pt + D) (3.7)

Substituindo as aproximagoes (3.1), (3.2) e (3.5) na equagdo (2.1), te-

mos:

<5zmp)£n,n (6zzp)lm,n E 1 (pl+1 n pl—l B pl—l B pl+1 ) 0
12(Az)? " 12(A2)? T z4AAzAp Tt T Bmanet T Bt T Bmn—l

1 l
pH—l n pl—l B pl—l B pH—l __ 4zAzAv (5acmp)m,n (5zzp>m,n
m,n+1 m,n—1 m,n+1 m,n—1 v 12(A3;)2 12(AZ)2
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I+1

mna1s €1icontramos o primeiro esquema em diferencas

Isolando o termo p

finitas desejado:

4ZAZA’U (51’a:p)l (5zzp)l
1+1 — -1 I+1 -1 . m,n m,n 3.8
pm,n+1 pm,n+1 +pm,n—1 pm,n—l v < 12(A$)2 12(AZ>2 ( )

Substituindo as aproximagoes (3.1), (3.2) e (3.6) na equagao (2.1), te-

mos:

<5€E5Ep)lm n (5zzp)lm n v 1 } ; 1 .
) s v _ B -~ _ _ 0
12(Az)? * 12(Az)? * z 20z Av (pm’"ﬂ Pmn—1 = Pmn+1 +pm,n—1)

pfn,n+2 + men—z - 16(p§n,n+1 + pin,n—l) + 3Op§n,n
12(Az)?

(&mcp)in,n v I ! -1 1
12(A1’)2 2-AzAv (pm,n—i-l _pm,n—l _pm,n+1 +pm7n_1)

Isolando o termo p! 42, encontramos o segundo esquema em diferengas

finitas:
(5mp)£n n
plm,n+2 = (AZ)Q(A—m)Q’ — plm,n_z + (16 + P)pin,nﬂ (3.9)
+(16 = p)ph 1 — 30 + (Dt 1 = Poni)
onde p = %.

Para o proximo esquema, usamos as mesmas aproximacgoes para as deri-
vadas segundas espaciais, porém a aproximagcao para a derivada mista seré diferente,

usando diferenga avangada para variavel v e z. Substituindo as aproximagoes (3.1),
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(3.2) e (3.7) na equagdo (2.1), e isolando o termo pi;} ., temos o wltimo esquema

para equacao da onda imagem a ser implementado:

2AzAv (6x;tp)lm,n (dz’zp)lm,n
v 12(Azx)?2 0 12(Az)?

I+1 _ I+ ! 1
pm,n-{—l = Pmn +pm,n+1 —Pmn —

(3.10)

Para a equagdo da onda classica (2.3) foi elaborado um esquema em
diferengas finitas com aproximagoes centradas de segunda ordem para as derivadas

espaciais e para a variavel ¢. Substituindo as aproximagoes (3.14), (3.4) na equagao

(2.3), e isolando o termo pfi}wl, temos:
OreP)mn (022D,
+1 _ 9 l A S 2At ( rTL”/m,n 2/ m,n 3.11

3.3 Analise de estabilidade e consisténcia

Nesta secao, apresenta-se a analise dos esquemas elaborados e a dis-
cussao sobre suas implementagoes. O objetivo é verificar sua convergéncia e sua
utilizacao para simulagoes numéricas da propagagao da onda imagem. Um esquema
de diferencas finitas pode ser usado para a determinacao de uma solugao aproxi-
mada de uma equacao diferencial parcial, se a sua solug¢ao converge para a solugao
exata. Pelo Teorema de FEquivaléncia de Lax [41], um esquema é convergente se for
consistente com a equacgao diferencial e estavel. A seguir, analisa-se a consisténcia e

estabelidade dos esquemas propostos.

3.3.1 Consisténcia

Um esquema de diferengas finitas é consistente com a correspondente

equagao diferencial parcial, se para qualquer fungao suave ¢(zx,z,v), a diferenga
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entre o operador diferencial, D, e o operador discretizado em um ponto (z,, z,, v;),
aplicados a esta func¢ao ¢ tende a zero quando Az, Az, e Av tendem a zero [41], ou

seja:

D¢ — D?¢ — 0, quando Ax, Az, Av—0 (3.12)

onde D2¢ = D2 ¢ + D% ¢ + D2 ¢ representa o operador discretizado do operador:

0 o v 0

0x? + 022 + 2 0200

Aplicando este conceito a equagao (2.1) para o esquema (3.8), obtém-se:

D¢_DA¢: ¢xx+¢zz+ (g) ¢vz

U

— | Gze + O(AZ) + ¢, + O(AZY) + < ) (o> + O(AZ?) + O(AU2)):|

n

com v; = v; + lAv e 2, = z; + nAz. Assim:

D¢ — D?¢ = O(Az*) + O(Az) + O(Av)

Logo, D¢ — D?¢ — 0, quando Az, Az, Av — 0. Portanto, concluimos
que o esquema (3.8) é incondicionalmente consistente com a equagao diferencial

(2.1). De maneira semelhante, verifica-se o mesmo resultado para os esquemas (3.9)

e (3.10).
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3.3.2 Estabilidade

Baseado no critério de estabilidade de Von Neumann [40, 16|, para
verificar a estabilidade dos esquemas (3.8), (3.9) e (3.10), substituimos nas equagoes

discretizadas (3.8), (3.9) e (3.10) a expressao:

pin,n — é-lezmkmAa:eznszz (313>
onde k, e k, sao os numeros de onda, ou seja, as freqliéncias espaciais em z e z,
respectivamente, e £ é chamado de fator de amplificagdo. A seguir verificamos se a

condicao

§l<1 (3.14)

é satisfeita. Se esta desigualdade for verdadeira dizemos que o esquema de diferengas
finitas é estdvel. Quando este critério é satisfeito sob certas condigoes, o esquema de
diferencas finitas é dito condicionalmente estdvel. Para o caso da condicao nao ser
satisfeita sob hipotese alguma, o esquema de diferenagas finitas é instdvel. Entao,
aplicando o critério de estabilidade, substituimos a expressao (3.13) nas equagoes
discretizadas (3.8), (3.9) e (3.10), e assim, as dividimos por (3.13). Para conveniéncia
da analise, comegamos pelo esquema (3.10), e usamos as seguintes identidades e
relagoes trigonométricas como em [25]:

ezz+€—zz .

76_2.1 -
S ecosr = —F—;

. ei:r:

o sinw = “—
1

° Cosezl—Zsian;

° sinQ:QSingCOSg;

e sin’f :4Sin25 —4sin4g = 4sin2§ (1 — sin? g)
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Desta forma, encontramos:

- 1 162AvAz |, k,Ax 3 4 gin? k,Ax
T (e —1) | 120(A0)2 T 2 o
16zAvAz . 5 k,Az . o k.Az
+12U(Az)2 sin 5 34sin® ——| +1

Fazendo X igual a expressao entre chaves, simplifica-se a expressao an-

terior conforme:

\— {42AUAZ o ke Az . kxA[L} 42AvAz 2 k,Az [3 + sin? kZAz} }

3
3u(Ar)2 2 {Hm > | T a2t 2

Assim, reduzimos a expressao para £ a forma:

A A )\ cos k=82
=2 41=(1-2)—i| === 1
= oy 1= (173) Z(?sin—"z“) o

Verifica-se que || < 1, assim:

1

N|l————| =2 <0 3.16
[4sin2kZTAZ] ( )

Como o coeficiente que multiplica A\? é sempre maior que zero, conclui-se

que:

k,A
0 <\ < 4sin® i

(3.17)

Logo,
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AvA Ax? A AvA A A
0 {z vAz k., Az o ks x} 2AvAz |, kK, Z[3+sin2kz z}}

i 3
Su(Az) 2 {Hm > | T3t 2

Para uma malha uniforme Az = Az e k, = k., tal que vy, € a velo-

cidade minima de propagacao da onda imagem e 2., a profundidade maxima do

2 % = sin? szAZ # (. Dividindo a expressao acima por este

dominio, temos que sen
termo, obtém-se a seguinte condigdo para que o esquema (3.10) seja estavel para

todos os valores de v e z envolvidos:

4 maxA 4 maXA 3 min
0 < w20 | Dm0 Ay < SminA, (3.18)

vain 3Umin Zmax

ondev:gparakm%kzev:%paral@(k’z.

A condigao (3.18) mostra que o passo sera restrito e positivo, logo o
incremento devera estar dentro deste intervalo de estabilidade. Nota-se que, da

equagao (3.15), quando sin kZTAZ tende a zero, o limite de £ tende a um, ou seja:

lim €= (3.19)

Portanto, a condigao (3.18) vale para todos os valores numéricos de
k,Az, uma vez que nao é possivel fazer k,Az assumir o valor de um multiplo exato

de 7 [36].

Observa-se que esta condi¢ao de estabilidade dificilmente seré satisfeita
para um dado migrado com numero de ondas arbitrario [24]. Para k,Az < 1, o
niamero de onda ¢é baixo na diregao vertical, entao a restri¢ao (3.17) é muito rigo-

rosa, porque o intervalo para valores permitidos de A fica muito pequeno. Contudo,
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dados realistas tém nimero de onda limitado, permitindo assim que a condicao de

estabilidade (3.17) seja satisfeita [24].

Nota-se que a condicao k, < k, € realista em meios com camadas
predominantemente horizontais, situacao geolégica comum. Por outro lado, para
k. ~ k., pode se ter camadas com inclinacoes em torno de 45°. Observa-se ainda
que em meios com camadas predominantemente verticais, onde k, > k., a condigao
de estabilidade (3.17) dificilmente sera satisfeita, uma vez que o lado esquerdo se

aproxima de zero, porém esta situagao ¢ considerada geologicamente rara |25, 24].

Aplicando o critério de estabilidade na equagao discretizada do esquema

(3.9), analogamente ao esquema anterior || < 1, obtém-se:

A <;> > 0. (3.20)

sin® k, Az

Note que esta condicao é satisfeita para qualquer valor de A. Portanto,
este esquema é incondicionalmente estavel, permitindo flexibilidade na escolha do
passo para a velocidade de migragao. De maneira andloga, calcula-se o critério de

estabilidade para o esquema de aproximagoes centradas (3.8).

Apobs analise quanto a estabilidade, verificou-se que:

e O esquema (3.10) em que a aproximagao para derivada mista é avan-

cada, é condicionalmente estavel sob Av < ;’;’ﬂAz para k, ~ k, e
max

v = 2“& para k, < k;
Zmax

e O esquema (3.9), em que a aproximagao para derivada mista é atra-
sada na variavel velocidade e centrada na variavel z, juntamente com o
esquema (3.8), com aproximagoes centradas para ambas variaveis, sao

incondicionalmente estaveis.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresenta-se os resultados obtidos com os esquemas ela-
borados para aproximacao da equagao da onda imagem e para aproximagao da equa-
¢ao da onda classica, juntamente com as implementacoes desenvolvidas. Pretende-se
verificar a convergéncia dos esquemas formulados e comparar os resultados obtidos

em (36, 25, 24].

Os esquemas desenvolvidos para aproximagao da equacao da onda ima-
gem foram implementados usando aproximagcoes centradas de segunda e quarta
ordens para as variaveis espaciais x e z e para a derivada mista uma aproxima-
¢ao centrada com erro de truncamento local de ordem 2. A fim de comparacao,
implementou-se o esquema como em [36], onde para a derivada mista utiliza-se uma
aproximacao avancada em v e z, com erro de truncamento local de primeira or-
dem. Objetivando analisar o comportamento das equagoes da onda imagem e da
onda classica também implementou-se um esquema com aproximagcoes centradas de

segunda e quarta ordens para equagao da onda cléassica.

Em relagao ao ambiente computacional, os esquemas foram implemen-
tados em Fortran 95 com compilador gfortran no sistema operacional linux mint

19.3, e a maquina nao executou outras rotinas simultaneamente.

4.1 Implementagoes

Na fase de implementacao surgiram as primeiras limitagoes, pois o pro-
blema a ser aproximado depende de trés variaveis p(z, z,v). Escrevemos a aproxi-
macao da variavel mista em funcao do diferencial dz e o indexador de v em fungao

do indexador de z.
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As condigoes de contorno foram tomadas nulas como em [36]. As condi-
¢oOes iniciais para o problema de remigracao sao os dados obtidos de um processo de
migracao inicial para p(z, 2o, Vo), onde a velocidade inicial vy é geralmente incorreta.

Portanto, o objetivo principal é corrigir tal velocidade usando a remigracao.

Neste trabalho, as implementacoes foram realizadas considerando a ve-
locidade vy = 2000m/s como em [36, 32, 25| e velocidade inicial zero. Em ambas

situagoes foi utilizada a mesma fonte inicial, f(z, z) = 100000.

Em relagdo ao coeficiente que multiplica a derivada mista, ¥, onde
v(x, z) € uma fungao que depende das coordenadas espaciais x e z, a convergéncia foi
obtida isolando o termo p,,, para o esquema de aproximagoes centradas (3.8). Para
as aproximagoes avancadas (3.10), o coeficiente foi calculado separadamente para
o laplaciano e a derivada mista. Dessa forma, os esquemas foram implementados

isolando o termo p! | e ainda considerando:

Velocidade inicial zero e 2000m/s;

e Espacamentos de 10m nas dire¢oes z e z, pois sao os menores utilizados

na prética em problemas sismicos [36];

e Passo de velocidade de 2m/s, 8m/s e 0.04m/s, que estdao de acordo com

as condigoes de estabilidade obtidas;

e Espagamentos 1/199 na diregao = e 1/99 na diregao z para os testes de

refinamento da malha;

e Aplicagao de mesma fonte no mesmo ponto da superficie.

Os esquemas implementados foram:

e Para equacao da onda imagem:
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— Esquema 1 com aproximagoes centradas para derivada mista (3.8);

— Esquema 2 com aproximagoes avangadas para derivada mista (3.10).
e Para equacao da onda:
— Esquema com aproximagoes centradas (3.11).
Para simular a propagac¢ao de ondas no subsolo, foi elaborado um mo-
delo simples com trés camadas, representando meio nao-homogéneo e suas respecti-

vas velocidades de migracao. Considerando a importancia na exploracao e caracte-

rizagao de reservas de petroleo e agua, optou-se por:
e Iniciar com velocidade de migragao constante igual a 1500 m/s, carac-
terizando a primeira subsuperficie com agua;

e Colocar uma segunda camada com velocidade de migragao constante

igual a 4100 m/s para arenito;

e Colocar uma tultima camada com velocidade de migracao constante

igual a 1350 m/s para petroleo.
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Subsolo para trés meios
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Figura 4.1: Subsolo para trés camadas e respectivas velocidades de migracao.

A fim de ilustrar a propagacao de ondas na profundidade, mostra-se a
simulagao da propagacao de um campo de ondas no subsolo realizada com o esquema

(3.11), elaborado com aproximagoes centradas para equagao da onda classica.
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Propagagao em trés meios
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Figura 4.2: Propagacao da onda para trés camadas e velocidades de migragao:

1500m/s, 4100m/s e 1350m/s.

Na figura 4.2 mostra-se a propagacao da onda classica apos 1,2s, im-
plementada com aproximacoes centradas de ordem 4, e as velocidades de migragao
1500m/s, 4100m/s e 1350m/s, caracterizando camadas geologicas com agua, arenito

e petroleo, respectivamente.

A seguir, apresenta-se os resultados obtidos dos testes numéricos reali-
zados para meio homogéneo. O modelo foi simplificado para uma camada, iniciando
com velocidade zero até atingir a velocidade de migracao da respectiva profundidade
escolhida. Para estas simulagoes, optou-se por 1600m para a profundidade méxima,

conforme os esquemas numeéricos desenvolvidos no capitulo 3.
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Primeiramente, foi feita uma analise do comportamento das equacgoes

da onda classica e da onda imagem, em que compara-se a propagacao gerada por

aproximagcoes centradas e avancadas.

4.2 Equacao da Onda Classica e Equagao da Onda Imagem

Profundidade

100 —

90 4

80 o

70 4

&0 -

50 4

40

20 4

20 4

10 4

Onda Classica + Onda Imagem _

et05
2.27e+05

T I 1 1 17 17 ™1 7717 771 "™
0O 710 TF20  F30 T40 SO O TFe0  YFO O FBO Y90 8OO B10 820 B30 8240

Distancia

Figura 4.3: Propagacao da onda para aproximacoes centradas de ordem 2

Na figura 4.3 mostra-se a propagac¢ao da onda classica apés 0,6s e da

onda imagem, implementadas com aproximagao de ordem 2, com espacamentos de

10m nas direcoes = e z. Neste teste as equagoes foram iniciadas com velocidade

zero. Nota-se a semelhanga no inicio do registro das propagacoes, porém a medida

que a velocidade aumenta, a propagacao se desloca com inclinacao diferente. Ao
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iniciar com velocidade zero, ambas as equacoes se reduzem ao laplaciano em duas
dimensoes espaciais. Considerando que a varidvel de propagacao na equacao da
onda classica é o tempo e na equagao da onda imagem é a velocidade, percebe-se
certa equivaléncia entre os passos escolhidos, 0.001 segundos para o tempo e 2m/s

para velocidade.

Onda Classica: + Onda Imagem: _

100 —

20 4

20 +

3. 73e+05
2e+05
70 -
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30 1 l . - o AEEad
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Profundidade

30 -

20 4

10 4

T T T T T L L B s E B e S S S e ]
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Figura 4.4: Propagacao da onda para aproximacoes centradas e avangadas

Na figura 4.4 compara-se a propagacao da onda cléssica apos 0,6s e
da onda imagem, implementada com aproximacao avancada para derivada mista.
Nota-se a semelhanca com a figura 4.3, indicando haver forte similaridade entre as

aproximacoes centrada e avancada para derivada mista.
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A seguir, apresenta-se a comparacao entre os esquemas elaborados com
aproximagoes centradas (Esquema 1) e avangadas (Esquema 2), para a derivada

mista da equacao da onda imagem.

4.3 Equacao da Onda Imagem: Esquemas Centrado e

Avancgado para derivada mista

Onda Imagem: Centrada + Avancada _

100 —

20 4
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Figura 4.5: Solu¢ao da equagao da onda imagem com aproximagao de ordem 2 e

incremento de velocidade 2m/s

Na figura 4.5 mostra-se propagacao da onda obtida com esquema em
aproximacao centrada e avancada para derivada mista da onda imagem, implementa-

das com aproximacao de ordem 2, e com mesmos espacamentos de 10m nas direcoes
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x e z. Ambos esquemas foram iniciados com velocidade zero e mesmo passo de

2m/s.

A escolha do incremento de velocidade foi determinada pela condicao de
estabilidade obtida para o esquema 2 (aproximacao avangada para derivada mista),
que satisfaz as condi¢oes para nimeros de onda verticais e horizontais proximos:
4.6875m/s. Este valor satifaz também as situagoes geoldgicas mais comuns, em que
as camadas sao predominantemente horizontais [24]: 9.37bm/s. Verifica-se, que o

resultado numérico esta de acordo com a previsao teédrica, como mostra a figura 4.5.

Derivada Mista: Centrada + Avancada _
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Figura 4.6: Solucao da equagao da onda imagem para aproximagao de ordem 2 com

incremento de velocidade 8m/s

A figura 4.6 mostra a propagacao dos esquemas centrado e avangado

para derivada mista da onda imagem, implementadas com aproximacao de ordem
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2, iniciando com velocidade zero e incremento de velocidade % = 8m/s. O aumento
no incremento de velocidade nao apresentou mudanca significativa na propagagao

do campo de ondas para ambos esquemas.

Ao comparar os esquemas, verifica-se a semelhanca na propagacao do
campo de ondas. Contudo, o esquema avancado apresenta maior oscilacao entre as

ondas.

A seguir mostra-se comparativo entre incrementos de velocidade e o
esquema centrado. Objetiva-se analisar se as escolhas determinadas pelas condigoes

de estabilidade também se verificam para o esquema em aproximagoes centradas.
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4.4 Comparativo entre aproximacoes centradas e

incrementos de velocidade

Onda Imagem: Passo 8m/s + Passo 2m/s _
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Figura 4.7: Solugao da equagao da onda imagem com incremento de velocidade 2m /s

e 8m/s

A figura 4.7 apresenta o comparativo entre os incrementos de veloci-
dade escolhidos a partir das condigoes de estabilidade determinadas, iniciando com
velocidade zero e incrementos de velocidade em 2m/s e 8m/s, respectivamente. O

aumento do incremento da velocidade nao altera a propagacao das ondas.
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Onda Imagem: Passo 2m/s + Passo 0.04m/s _

100 —
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Figura 4.8: Solucao da equagao da onda imagem com incremento de velocidade 2m /s

e 0.04m/s

Na figura 4.8 tem-se velocidade inicial zero e incrementos de velocidade
de 2m/s e 0.04m/s, respectivamente. Como previsto da andlise tedrica, o aumento
ou reducao do incremento de velocidade nao provoca alteragoes no campo de ondas
para o esquema com aproximagoes centradas, estando de acordo com a expectativa

tedrica ja que o esquema é incondicionalmente estéavel.

Para comparar tempos de execucao, realizou-se uma simulacao para
propagacao da onda classica e da onda imagem em 6 segundos, com mesma malha,
condigoes iniciais, e mesmo incremento para variavel de propagagao: At = 0.001s

para equagao da onda classica e Av = 0.001m/s para equagao da onde imagem.
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e O esquema em aproximagoes centradas para equacao da onda classica

executou 6000 iteracoes em 36,453 segundos;

e Os esquemas para equagao da onda imagem apresentaram tempo com-

putacional menor para as mesmas condigoes:

— Aproximagoes centradas: 14,227 segundos com reducao de 59, 47%;

— Aproximagoes avangadas: 16, 626 segundos com redugao de 54, 39%.

4.5 Andlise dos resultados

Na medida em que os esquemas foram sendo implementados, notou-se
que a interpretagao fisica do fenomeno (ondas) é relevante, uma vez que cada classe
de equagoes esta associada a uma categoria diferente de fendmenos fisicos. Tendo
em vista que o problema modelado pela equagao da onda evolui com o tempo, ou
seja, € transiente, pois a amplitude de sua propagacao varia em funcao do tempo e
da posi¢ao, a primeira ideia foi utilizar uma aproximacao avancada de acordo com
[36], j& que a equagao da onda imagem é uma equagao diferencial parcial semelhante

a equacao da onda.

Porém, a partir de certo intervalo de tempo o fendémeno fisico pode ser
interpretado como um processo estacionério [13]. Logo, optou-se também, por usar
aproximacoes centradas levando em conta o caréter eliptico da propagagao de ondas
observado, com a finalidade de comparar o comportamento da equagao da onda

classica com a equagao da onda imagem.

Dessa forma, foi usado o esquema (3.8) com aproximagoes centradas
para a equacao da onda imagem e o esquema (3.11) em diferencas centradas para
equacao da onda classica. Também foi formulado o esquema (3.10) com aproxima-

coes centradas para as derivadas segundas e aproximacao avancada para derivada
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mista, a fim de constrastar com os resultados apresentados na literatura [36, 25, 24|,
trabalhos em que foram utilizados o mesmo esquema porém com implementagao

diferente.

Considerando a andlise teorica, os esquemas (3.8), (3.9) e (3.10) sao
incondicionalmente consistentes com a equagao da onda imagem. Em relagao as
condigoes de estabilidade, o esquema (3.10), cuja derivada mista é avangada, é con-
dicionalmente estavel sob Av < 22 Az com v = % para k, ~ k., caso em que as
camadas da subsuperficie podem apresentar inclinacoes de até 45 graus. E v = %
para k, < k. onde as camadas da subsuperficie sao predominantemente horizontais

[24].

Os esquemas (3.8) e (3.9) em que a aproximagcao para a derivada mista
é centrada primeiramente, e depois atrasada na variavel velocidade e centrada na
variavel z, é incondicionalmente estavel, permitindo flexibilidade na escolha do in-

cremento para a velocidade de migracao.

Dessa forma, conforme os resultados apresentados, constata-se que os
testes numéricos confirmam as previsoes quanto a consisténcia e estabilidade obtidas,
verificando-se assim a convergéncia dos métodos elaborados para a equacao da onda
imagem. Além disso, estao de acordo com as conclusdes apontadas na literatura

36, 25, 24].

Considerando o coeficiente Z, que multiplica a derivada mista, foi ob-

servado que este pode ser um fator de divergéncia dependendo do refinamento da

malha, especialmente na direcao z. Testes utilizando espagamento T;g na direcao x
1

€ gg ha diregao z revelaram divergéncia em poucas iteragoes, principalmente para

0 esquema com aproximacoes avancadas para a derivada mista. Este fato coincide

com os resultados obtidos em [24]|. Deste estudo, os autores concluiram que a ob-

servacao dos critérios de estabilidade na escolha da malha é crucial para equacao da
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onda imagem, apontando que a estabilidade piora quando se diminui o tamanho dos
incrementos. Acredita-se que uma possivel causa da divergéncia deve-se a discreti-
zagao do coeficiente, onde a velocidade nao é constante como na equagao da onda

classica e sim uma funcao que depende de = e z.

Em relacao aos métodos numeéricos, o esquema formulado em diferen-
¢as centrais tanto para derivadas segundas como para derivada mista, utilizado na
aproximacao da solucao para a equacao da onda imagem, mostrou-se mais eficiente
com tempo computacional de execucao menor. O esquema em aproximacoes avan-
cadas apresentou certa instabilidade, tanto na variacao da velocidade inicial, como
no refinamento da malha. Esse fato comprova a expectativa da interpretacao do
fenomeno fisico para escolha do método, a qual levou em consideragao um cenario
eliptico. Além disso, sob o ponto de vista numérico, a preferéncia pelas aproxima-
¢Oes centrais no contexto eliptico estd em conformidade com [44][37], onde mostra-se

que o erro no uso de aproximagoes em diferencas centrais é menor.

No que diz respeito a implementagao, diferentemente dos procedimentos
adotados em testes numéricos no campo da geofisica, os quais utilizam pacotes e
programas especificos para métodos de migragao e remigracao sismica [15, 31, 35, 27|,
os esquemas foram implementados em Fortran 95, e mesmo para uma malha bem
refinada, onde se fez necessario grande niimero de iteragoes, o programa se mostrou
eficiente com execucao veloz. Isto facilitou a verificagao dos critérios de estabilidade,
modificacoes na malha, mudancgas de implementacao do coeficiente da derivada mista

e na averiguagao da convergéncia dos esquemas utilizados.
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5 CONCLUSOES

Neste capitulo, apresenta-se as conclusoes e possibilidades futuras.

Em consequéncia dos resultados obtidos e apresentados no capitulo an-
terior, conclui-se que os testes numéricos confirmam as previsdes quanto a consis-
tencia e estabilidade, estando de acordo com o Teorema de Fquivaléncia de Lax
[41]. Assim, confirma-se tedrica e numericamente, que os esquemas utilizados para
a equacao da onda imagem sao convergentes. Além disso, estao de acordo com as

conclusdes apontadas na literatura [36, 25, 24].

Em relacao aos métodos numeéricos, o esquema formulado em diferen-
cas centrais tanto para derivadas segundas como para derivada mista, utilizado na
aproximagao da solucao para a equacao da onda imagem, mostrou-se mais eficiente
com tempo computacional de execucao menor. O esquema em aproximacoes avan-
cadas apresentou certa instabilidade, tanto na variagao da velocidade inicial, como
no refinamento da malha. Esse fato comprova a expectativa da interpretacao do
fenomeno fisico para escolha do método, a qual levou em consideragao um cenario

eliptico.

As implementagoes elaboradas e os testes numéricos executados foram
capazes de alcancar os objetivos previstos para solugao numérica da equacao da
onda imagem, ainda que os mesmos tenham sido gerados sem auxilio de rotinas ou

algoritmos tipicos da sismica.

A equagao da onda imagem se comporta, até certo ponto, como um
conjunto de corpo de ondas, porém com inclinacao diferente. O resultado observado
sugere que o deslocamento depende da velocidade de migracao e da profundidade.
Ela difere da equagao da onda classica pela termo da derivada mista, que varia de

acordo com a velocidade v e a profundidade z.
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Para que o método de remigracao tenha significado prético, deve ser
executavel mais rapido do que uma migracao repetida [25|. Portanto, a otimizagao
de um modelo é relevante no processo de remigracao sismica. Desta forma, podemos
considerar que o objetivo principal desta dissertacao foi atingido. Buscou-se analisar
os diferentes métodos utilizados na solucao da equagao da onda imagem; foram
elaborados esquemas numéricos consistentes e estaveis. Entre eles, o método de

aproximagoes em diferencas finitas centradas foi o mais eficiente.

Os resultados obtidos mostraram-se em conformidade com os apontados
na literatura. Além disso, os esquemas para equacao da onda imagem apresentaram
tempo computacional menor que o esquema para equacao da onda cléassica. Ainda,
verificou-se a similaridade, tanto do aspecto fisico como analitico, com a equacao da

onda cléssica.

Enquanto a equagao da onda classica descreve a propagacao de um
corpo de ondas fisicas em diferentes instantes de tempo, a equacao da onda imagem
descreve a propagacao das ondas imagens em funcao da velocidade de migracao na

profundidade, em diferentes instantes de velocidade de migracgao.

Esse comportamento semelhante é bastante ttil tanto para o trato fisico,
analitico e numérico pois podemos considerar caracteristicas e métodos particulares
da equacgao da onda ja conhecidos e extensivamente estudados, e aplica-los a investi-
gacoes da equacao da onda imagem para o problema de remigracao na profundidade.
Assim, contribuiu-se para facilitar o processo de anéalise de velocidade para posterior

anélise do subsolo.

5.1 Possibilidade futuras

Entre as possibilidades futuras, destaca-se a proxima etapa do pro-

cesso de remigracao, na qual usando modelos de velocidade para a equacao da onda
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imagem ¢é possivel determinar imagens do subsolo correspondentes a diferentes velo-
cidades de migragao e sua extensao a geometrias de subsolo mais complexas. Como
descrever precisamente modelos geoldgicos ondulares é muito relevante na resolugao

das propagagoes de ondas sismicas [45].

Pretende-se verificar e estender as derivacoes para meios anisotropi-
cos. Anisostropia sismica é a variacao da velocidade em funcao da diregao. Este
fenémeno pode afetar as conversoes tempo-profundidade de dados sismicos que, em
contrapartida, irao resultar em imagens incorretas das estruturas do subsolo. Esta
representacao erronea pode alterar seriamente a localizacao dos alvos de exploracao
[22]. Logo, a analise em meios anisotropicos é de extrema relevancia, pois podemos

otimizar o acesso a esses alvos, reduzindo os riscos e custos envolvidos.

Técnicas de exploragao sismica estao sendo cada vez mais aprimoradas
na industria petrolifera para determinacao de estruturas geoldgicas em subsuperfi-
cies mais complexas, com presenca de meios com altos contrastes de propriedades,
tal como acontece no pré-sal [5]. Desta forma, métodos para aplicagoes em escala
industrial e desenvolvimentos tecnologicos em computagao e aquisicao sismica estao
sendo realizados considerando também o meio anisotrépico. Contudo, existem limi-
tagoes quando sao considerados graus de liberdade adicionais, pois a ambiguidade

entre diferentes parametros aumenta a nao-linearidade do problema [5].

Assim, uma técnica de migracao que seja capaz de estimar outros pa-
rametros, além da velocidade, é necesséaria para determinar imagens destas regioes
de geometria mais complexa caracterizadas pelas propriedades anisotropicas. Sob
este aspecto, é importante considerar tanto parametros elasticos, como velocidade
cisalhante e densidade, quanto parametros tipicos de anisotropia, em especial os
parametros de Thomsen, ¢ e ¢, onde § é uma combinacao de parametros elésticos

totalmente independente da velocidade horizontal exercendo maior influéncia na po-
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sicao vertical, enquanto o parametro e exerce maior influéncia no posicionamento

lateral [42].

Além destes, relacionam-se o angulo de fase das frentes de onda, definido
como angulo entre a frente de onda normal e o eixo vertical, e por tltimo o coeficiente
de elipticidade determinado pela razao das velocidades vertical e horizontal [30].
A estimativa destes parametros é fundamental para determinar caracteristicas da
rocha, como porosidade, densidade e velocidade sismica. Sob estas condigoes, outra
possibilidade é o desenvolvimento de um modelo de velocidade efetivo para estimar
velocidades que possam gerar imagens com maior resolucao, aplicando uma técnica

de migracao derivada para meio anisotropico.
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Apéndice A EQUACAO DA ONDA IMAGEM -
DEDUCAO ALTERNATIVA

Neste apéndice, apresenta-se uma deducao alternativa para a equacao
da onda imagem conforme mostrada em [33], onde usa-se uma abordagem geométrica
distinta da utilizada no capitulo 2, que teve como base ondas de Huygens. Aqui,

empregam-se principios da teoria de raios e circulos de Tales.

A deducao da equagao da onda imagem esta estruturada em duas eta-

pas:

e Derivacao das propriedades cineméticas de uma onda imagem e sua

relagao com circulo de Tales;

e Derivacao da equacao diferencial parcial correspondente a esta onda

imagem, em particular para remigragao na profundidade.

A.1 Propriedades cineméaticas da Onda Imagem

Como mostrado no capitulo 2, a sequéncia das ondas imagem dadas por
v =V(x, z), sdo determinadas pela equagao diferencial chamada Equa¢io da Onda

Imagem [33]:

Ugy + Uyy + Euvz =0 (A1>
z

Mostrou-se, que a equagao da onda imagem (A.1) pode ser associada
com a sua correspondente Equagao Iconal da Onda Imagem, e que esta equagao
iconal descreve como a propagacao de qualquer frente de onda imagem depende da

variagao da velocidade de migracao:
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Vi + V2~ gvz =0 (A.2)

Em analogia com a propagagao de ondas fisicas, também existem pseudo-

raios associados com a propagacgao da onda imagem. Estes Raios de Onda Imagem
sao definidos pelo conjunto de todas as possiveis posi¢oes migradas de um ponto de
curva de uma reflexao sfsmica no tempo. Os raios de onda imagem sao as caracte-
risticas da equacgao iconal (A.2), ou seja, sdo as curvas que propagam as informagoes

cineméticas da onda imagem.

A seguir, detalha-se as consideracoes geométricas reconhecidas inde-
pendentemente de 7] e [23]. A estratégia ¢ baseada no fato de que as curvas que
representam as propriedades cinematicas da onda imagem sao circulos para remi-

gragao na profundidade.

Assim, utiliza-se uma abordagem geométrica para mostrar a dependén-
cia de um ponto de reflexao migrado na profundidade pela velocidade de migragao.
Mostra-se como os raios de onda imagem podem ser usados para uma remigragao
na profundidade ponto-a-ponto. Consequentemente, pretende-se derivar a equagao

(A.1) de maneira mais simples.
Migracao Cinemaéatica

Considerando o comportamento cinemético, apresenta-se um exemplo
da técnica de migracao em profundidade. Primeiramente, representa-se a migragao
para um ponto refletido de uma reflexao linear em fun¢ao do tempo dado. Apos,

verifica-se que o resultado também se aplica a qualquer curva de reflexao.

Seja um ponto P com coordenadas (zp,tp) de uma curva de reflexdo

escolhida e identificada com afastamento nulo (h = 0), tal que I'g(¢) = 7g(z), onde
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t é a coordenada tempo e x é a distancia lateral. Em P, constroi-se a tangente T

a I'g, assim Tk tem a mesma inclinagao p, que I'g em P, tal que:

= tan « (A.3)

Observa-se na figura A.1 a seguir, que o ponto P define dois pontos no
eixo-x; assim, determina-se:
e «: angulo que Tg faz com o eixo-z;

e O ponto B com coordenadas (xp,0), onde o raio normal emerge, defi-

nindo a reflexao em P;

e O ponto A com coordenadas (x4, 0), onde Tx corta o eixo-z.

720
620

520

Tempo de reflexao
420

320
220

120

-120

-220

-320

-420{ z

Figura A.1: Geometria da migracao na profundidade de um ponto P e seu respectivo

ponto imagem migrado R
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Usando relagoes trigonométricas, tem-se:

JIA:J]p—tPCOtOé (A4)

e, da observagao (A.3):
Tp— T = tp (A.5)
p

A construcao de uma imagem migrada na profundidade Mg, de uma

curva Tg, para uma dada velocidade de migragao v, é feita da seguinte forma:

Para cada ponto P em Ty, traga-se um raio normal ao ponto B tal que

seu angulo de emergéncia [ é determinado pela Lei de Snell [33]:

sinf3
=

p (A.6)

onde p é o angulo de Tk dado pela equagao (A.3). O ponto imagem R migrado na
profundidade com coordenadas (x, z) do ponto P, encontra-se quando o comprimento

[n do raio normal é igual a tpv.

Note que tp é o tempo de ida e volta de B para R, entao a velocidade
de migragao correta v ¢ igual a metade da velocidade média, tal que v = == A

imagem do refletor Mg corta o eixo-r em A sob o angulo § definido pela equagao

(A.6).

Um refletor é considerado uma fronteira entre camadas geologicas [39].
Para especificar analiticamente onde o ponto P na curva Tg é migrado para qualquer
velocidade v, introduz-se o ponto () com coordenadas (z,0), ou seja, a proje¢ao de

R no eixo-z.

Observando as relagoes determinadas pelos triangulos BQR ¢ ARB,

temos:
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(xp —2)* + 22 = 1% (A7)

onde [y = BR é o comprimento do raio normal BR.

(x—22)? +22=1% (A.8)

e lp = AR é a distancia de A até R ao longo da imagem do refletor Mp. Como o

raio normal BR é perpendicular & Mg, observa-se do tridngulo ARB que:

lR = lN COtﬁ (Ag)

Inserindo a equagao (A.9) em (A.8), garante-se as hipoteses para usar

1 — p*0?
(x—za)?+22 =13 e (A.10)
t2
= p_]; — tho?

onde usa-se o comprimento do raio normal conhecido [y = tpv. Para encontrar as
expressoes para as coordenadas x e z de R, dada uma velocidade de migracao v,
resolve-se as equagoes (A.7) e (A.10) para x e z. Para tanto, reesecrevemos (A.10)

CO1mo:

2
(J]—.ZUP—FZIfP—ZEA)Q—f—ZQ:p—I;—t%UQ (A.11)

ou
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t2
(xp —24)° 4+ (x —2p)*> +2(x —xp)(xp —14) + 22 = p—g — 1302 (A.12)

Os primeiros termos de ambos os lados da equagao (A.12) cancelam-se

devido a (A.5). Subtraindo de (A.7), vem:

t?
2(x — xp)L = —2%0° (A.13)
p

Aqui, usou-se novamente (A.5). Logo, chega-se em:

x=xp—tppv’ (A.14)

Substituindo (A.14) em (A.7), resulta em:

z =tpvy/1 — p*v? (A.15)

A inclinagao ¢ da imagem do refletor migrada na profundidade em Mg

¢ obtida da relagao entre os angulos a e 5 dados por (A.3) e (A.4):

pv

Das trés dltimas equagoes, determinam-se:

=tanf = (A.16)

e As coordenadas (,z) da imagem R do ponto P migrada na profundi-

dade;

e O angulo do refletor ¢ em R, dados como fungoes das coordenadas

(xp,tp) do ponto P;
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e A inclinagao g da curva de reflexao no tempo em P, com dependéncia

da velocidade de migracao v, que faz o papel de um parametro livre.

Assim, mostra-se a dependéncia de um ponto de reflexao migrado na

profundidade pela velocidade de migragao, conforme desejado.
Raios de onda imagem

Nesta etapa, objetiva-se encontrar a equacao que determina a localiza-
¢ao de todas as possiveis imagens de um ponto de reflexao para qualquer velocidade
de migracao v. A equagao é deduzida determinando as expressoes para os raios de
onda imagem. Mostra-se a relagao com a equagao do Clirculo de Tales, e como esta
equacao também pode ser utilizada no processo de remigracgao, ou seja, para deter-
minar uma nova imagem do refletor, dada por uma nova velocidade v. Por tltimo,

apresenta-se as expressoes andlogas para a remigracao cinemética.

Observa-se da construgao geométrica apresentada, que todas as imagens
migradas R do ponto P para todas as velocidades de migracao v de zero a vy, = Il),

recaem em um semi-circulo inferior através de A e B com diametro AB = xp — x 4.

Esta conclusao se deve ao fato da observacao do filosofo grego Tales,
quem primeiro reconheceu que quaisquer duas retas perpendiculares passando pelos
pontos A e B tem que interseptar o circulo acima descrito. Por essa razao, refere-se

como Circulo de Tales [23].

Estendendo a ideia do Circulo de Tales ao problema particular de mi-
gracao, nota-se que as retas perpendiculares sao as imagens de T e seu raio normal

correspondente.

Assim, encontrar a expressao para o circulo de Tales, significa encontrar
uma equagao para a localizacao de todas as possiveis imagens R de ponto P para

todas as velocidades v. Com esse proposito, formula-se uma equacao independente
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para velocidade e as coordenadas (z,z) de R. Para isso, elimina-se v das equagoes

(A.14), (A.15) e adiciona-se as equagoes (A.7) e (A.10), resultando em:

t2
(xp—x)2+(:c—xA)2+22:p—1; (A.17)

(zptz4)?

5, como a coordenada do ponto médio entre os

Toma-se z; =

pontos A e B. Divide-se por 2 e insere-se a equagao (A.5), e por fim chega-se a :

th 1
2 .2 P 2
rT—T 2= ——=—(rp—2x A18
( M)+ 12 Jap —2a) (A.18)
A equagao (A.18) é exatamente o circulo de Tales descrito anteriomente.
O ponto R sobre o circulo de Tales refletido do ponto P, correspondente a uma

velocidade de migracao v, que é determinado a partir da construgao da isécrona em

torno do ponto B é:

(x —xp)? + 22 = tH0? (A.19)

Desta forma, temos o circulo com seu ponto médio em B e raio r = tpv,
onde tp é o tempo de ida e volta do ponto P. O ponto refletor R do ponto P dado,
encontra-se no ponto onde a is6crona corta o circulo de Tales, passando pelos pontos

Ae B.

Assim, mostra-se que pontos de reflexdo na profundidade se deslocam
ao longo do respectivo circulo de Tales, quando se varia a velocidade de migragao.
Conclui-se, que o circulo de Tales determina a trajetoria espacial dos pontos de

reflexao para todas as imagens do refletor migradas na profundidade.

Remigracao cinematica
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Por fim, verifica-se a relagao do circulo de Tales com o processo de

remigragao, de forma semelhante a construcao apresentada para técnica de migragao.

Deseja-se construir uma nova imagem do refletor com velocidade de mi-
gragao aperfeicoada v, de uma imagem anterior obtida com velocidade de migragao
vo. Para isso, constroi-se a is6crona para o ponto B, dada pela equagao (A.19), isto
é, o circulo de raio r = Iy = %do, onde dy é a distancia de Ry a B. O ponto onde
a isocrona corta o circulo de Tales define a nova reflexao, o ponto R. Para escrever
essas observagoes, usa-se consideragoes similares as equagoes (14), para velocidade

de remigracao vy:

Ty = Tp — tppus (A.20)

20 = tpugy/ 1 — p?vd (A.21)

Pt (A.22)

QOZ—m

Resolvendo-se as equacoes acima para xp,tp e p, tem-se:

Trp =Ty + 2040 <A23)

tp =23 /1+ ¢ (A.24)
Yo

Do (A.25)

pzﬂo\/1+qg
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Fazendo-se uso das equagoes (19), reconstroi-se o ponto P da imagem
do ponto Ry dado. Logo, pode-se demigrar Ry, inserindo as equagoes (19) nas

equagoes (14). Desta forma, obtém-se diretamente as equagdes para remigragao:

2
T =20+ (1 - %) 2040 (A.26)

0

v V2
=z20—14 /1 21— —= A.27

qzq@vﬁo <\/1+q8 <1— Z—;)) (A.28)

Estas equagoes mostram como uma imagem de um refletor no ponto

Ry = (x0, z9) com inclina¢ao ¢o se move quando a velocidade de migragdo é modi-
ficada de vy para v. Portanto, as consideracoes acima aplicam-se nao apenas para
uma reta mas também para qualquer curva de relfexao no tempo, podendo ser vistas

como o envelope de um conjunto de retas [33].
Equacao onda imagem

Dadas as interpretacoes e construgoes geométricas apresentadas até
aqui, pode-se deduzir a equacao da onda imagem. Para isso, considera-se toda
a secao sismica, e nao apenas um ponto de reflexao. Desta forma, nao é necessario

identificar, ou construir as imagens refletidas individualmente.

Como mostrado anteriormente, a propagacao das imagens de um refle-
tor, migradas na profundidade se comportam como uma frente de onda ao longo do
circulo de Tales, em funcao da velocidade de migracao v. Desse modo, os circulos

de Tales podem ser entendidos como os raios associados a uma equagao diferencial
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parcial particular, semelhante a equagao da onda, a qual define-se como equacao de

remigracao da onda tamgem.

Assim, captura-se uma imagem da propagacao das ondas, para dado
modelo de velocidade no dominio da profundidade (x, z) e velocidade de migragao
v. Representa-se a inclinacao da imagem de um refletor, para uma curva de reflexao

no tempo dada, pela funcao:

(A.29)

u(x, z,t) = f (t— (m_xO)SiH5+zcosﬂ>

v
Aqui, a direcao de propagacao da onda é dada pelo vetor unitario n =
(sin 8, cos B), onde 5 é o angulo da imagem do refletor e a fun¢ao f(¢) um pulso

arbitrario.

Quando z = 0, pode-se simular e observar as reflexoes ao longo da curva
t = w A inclinacao da imagem do refletor ¢ entao representada por uma

imagem capturada desta onda no instante de tempo t = 0.

Mais precisamente, a fungao wu(z,z,t = 0) descreve a imagem do re-
fletor. Entao, reescreve-se u como u(z, z,v), pois u(z, z,t = 0) ndo depende de t
ou v. Dessa maneira, diferentes velocidades de migragao v, mudam wu(z,z = 0,1)
dado em diferentes imagens do refletor. Logo, o parametro v, em analogia com o
parametro ¢ na propagacao das ondas fisicas, pode ser interpretado como a variavel

de propagacao.

Assim, a direcao de propagacao da onda imagem considerada, dada
pelo angulo 3, nao é constante mas depende da variacao da velocidade de migragao
v. Esta dependéncia em funcao da inclinagao p e velocidade de migracao v, esta de

acordo com (A.6). Sob estas condigdes, substitui-se em (A.29), as relagoes (A.6) e

cos B = /1 —sen 32. Logo, obtém-se:
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u(z,z,v) = f (—(x — ZTo)p — 2\/1 — p202> (A.30)

Nota-se que a dependéncia de u(zx, z,v) por v é agora explicita. Calcu-

lando as derivadas parciais de u(x, z,v) em relagao a x, z e v, tem-se:
Upe = [P (A.31)

" 1
Uy, = f ﬁ(l — p*?) (A.32)

1 Z z P2
o= —f" 21— | 1 —p2+ £ A
u VA (UQ P+~ 1_p2v2> (A.33)

onde f” denota a segunda derivada da funcao f. As derivadas de primeira ordem
foram negligenciadas pois o interesse é somente pela propagacao cinematica da onda
imagem, o que é garantido pelas derivadas de segunda ordem [33|. Portanto, reali-

zando as multiplicagoes necessarias em (A.33), escreve-se:

1! z //Z
Uy, = —f F(l — p2v2) —f ;p2 (A.34)

Substituindo as equagoes (A.31) e (A.32) em u,, € u,., obtém-se:

Uy, = —Euzz — Eum (A.35)
v v

E, por fim, chega-se a equagao da onda imagem desejada dada por (2.1):

v
Pze + P2z + ;pvz =0
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