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RESUMO 

 

 Neste trabalho apresentamos os Modelos de Mistura de Distribuições 

Independente. Estimação dos parâmetros pelo método da máxima verossimilhança 

e do algoritmo Expectation Maximization (EM). Além disso, realizamos estudos de 

Simulações de Monte Carlo utilizando as distribuições Poisson, Normal e Gama. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 

ABSTRACT 

 

This paper presents the Independent Mixture Models Distributions. Estimate 

the parameters of these models from the maximum likelihood and the Expectation 

Maximization (EM) algorithm method. Furthermore, studies conducted Monte Carlo 

simulations using the Poisson, Normal and Gamma distributions. 
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Capítulo 1 

Introdução 
 

O conceito de Modelo de Mistura de Distribuições Independente surge como 

uma alternativa de solucionar o problema da grande disparidade que pode ocorrer, 

em muitos casos, entre a variância amostral e a variância do modelo (variância 

teórica) quando adequamos um modelo estatístico a um conjunto de dados 

amostrais partindo do pressuposto de que tal sequência seja proveniente de uma 

única distribuição. Esse problema pode ser solucionado partindo da hipótese de que 

existam subpopulações dentro de uma população geral, conseguindo assim, diminuir 

consideravelmente a superdispersão. Neste trabalho abordaremos o caso finito, ou 

seja, cada uma dessas subpopulações é representada por uma quantidade finita de 

distribuições componentes. A independência do modelo vem da independência das 

variáveis aleatórias em relação às distribuições componentes as quais estão 

associadas, essa relação pode ser indicada pela função de autocorrelação amostral. 

Caso as variáveis aleatórias forem consideradas dependentes entre si, então 

teríamos um caso de Modelo de Mistura de Distribuições Dependentes, porém neste 

trabalho abordaremos somente os casos de modelos independentes, 

especificamente as distribuições componentes do tipo Poisson, Normal e Gama. 

Neste trabalho, abordaremos os Modelos de Mistura de Distribuições no caso 

finito, ou seja, aqueles que consistem em uma finita combinação linear de funções 

densidades (ou massa) de probabilidade, onde, para cada uma dessas funções, há 

um parâmetro a ser estimado. A estimação dos parâmetros das distribuições e das 

probabilidades de mistura será feita neste trabalho através do método de máxima 

verossimilhança e do algoritmo EM utilizando o software R. 

Para as propriedades de um estimador de máxima verossimilhança para um 

Modelo de Mistura podemos dizer que ele é fortemente consistente se o estimador 

do parâmetro existe como um maximizador global da verossimilhança para uma 

distribuição de mistura. Para a estimação feita pelo método de máxima 

verossimilhança, utilizamos as distribuições Poisson e Normal. 

O algoritmo EM surge como opção quando precisamos lidar com a falta de 

dados ou com problemas de densidades de misturas. Ele estima parâmetros que 
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sejam os mais consistentes com os dados da amostra no sentido de maximizar a 

função de verossimilhança. Essa estimação será aplicada nesse trabalho utilizando 

as distribuições Normal e Gama. 

As misturas de distribuições são extremamente eficazes na análise de dados 

por permitirem uma série de combinações de achatamento, assimetria e 

multimodalidade. 

Silva (2013) comenta que alguns autores realizaram aplicações de modelos 

de distribuições independentes normais como modelos para outliers, estudam a 

decomposição dos modelos utilizando o método do momentos e aplicam os modelos 

de mistura em dados de economia, pesca, medicina, botânica, entre outros. O 

próprio autor utiliza os modelos de mistura para estudar a velocidade de ventos e a 

vazão do curso d’água dos rios de Piracicaba/SP. 

Felgueiras (2009) descreve em seu trabalho, um exemplo no uso do modelo 

de mistura para o processamento de imagem. Podemos também citar a aplicação do 

modelo de misturas na modelagem do tráfego na internet e na previsão dos seus 

picos e falhas, nesse caso normalmente com misturas de distribuições exponenciais 

Recentemente, autores aplicam os modelos de mistura de distribuição 

independentes nas mais diversas áreas, como medicina, economia, informática, etc. 

Isso porque o avanço tecnológico permite um interesse maior para questões de 

estimação. 

No Capítulo 2, apresentaremos inicialmente o estudo sobre os Modelos de 

Mistura de Distribuições Independentes, mostrando suas definições e notações. A 

maior parte da primeira seção do Capítulo 2 tem como base teórica referências de 

Vargas (2011) para as definições.  

No Capítulo 3 apresentaremos dois métodos de estimação para o Modelo de 

Mistura de Distribuições Independente: o método da máxima verossimilhança e o 

algoritmo EM.  

Já no Capítulo 4, realizaremos um estudo com simulações para obter as 

estimativas dos parâmetros pelos dois métodos anteriormente vistos, sendo que 

utilizamos a distribuição Poisson para o método da máxima verossimilhança, a 

distribuição Normal para ambos os métodos e a distribuição Gama para o método do 

algoritmo EM. Para a obtenção das estimativas utilizamos o ambiente R. 
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Capítulo 2 

Modelo de Mistura de Distribuições Independente 

 

 A motivação para o uso dos Modelos de Mistura ocorre na pressuposição da 

existência de subpopulações dentro de uma população geral, pois assim, 

minimizamos a disparidade que ocorre, em muitos casos, entre a variância teórica 

(calculada a partir do modelo) e a variância amostral (calculada a partir da sequência 

amostral) quando se supõe que um conjunto de dados amostrais é proveniente de 

uma única população. Portanto, por ser um método de fácil modelagem, os Modelos 

de Mistura se tornaram úteis nos casos de heterogeneidade populacional. 

Em McLachlan e Peel (2000) tem-se que a história dos Modelos de Mistura 

vem desde 1894, quando Pearson baseou-se seus estudos em misturas de duas 

distribuições normais multivariadas.  

Vargas (2011) comenta que a primeira referência à mistura de populações 

baseava-se na variação dos preços de determinados produtos ou serviços durante o 

ano, em que eram considerados discriminadamente os gastos médios de uma 

população em determinados produtos ou serviços. 

Falkner (1892) baseava-se no cálculo separado, a partir da 

variação de preços de produtos ou serviços, de diversas 

médias (média entre o maior e menor valor, média de 

preços diários, média dos preços na abertura de cada 

trimestre,...) porém, não considerava a diferença entre o 

poder aquisitivo de cada indivíduo. Holmes (1892), 

considerou que a simples comparação entre média de preço 

de produtos ou serviços era inadequada, uma vez que 

deveria ser considerada a disparidade de riqueza entre as 

pessoas, introduzindo assim o Conceito de Mistura de 

Populações. (VARGAS, 2011, p.23 – 24) 

 Atualmente, os Modelos de Mistura podem ser encontrados aplicados em 

diversas áreas da estatística, como, por exemplo, na área de multivariada, em 

métodos não-paramétricos, dados categóricos, entre outras. 
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 Para Bergot (2006), os Modelos de Mistura vem recebendo cada vez mais 

atenção por se tratar de um método extremamente flexível de modelagem, sendo 

muito útil tanto do ponto de vista prático como teórico. 

 Neste capítulo, serão introduzidas algumas definições dos Modelos de 

Mistura. Em seguida, os modelos serão tratados sob o ponto de vista de sua 

identificabilidade e serão apresentados alguns exemplos de misturas de densidades, 

entre elas, Normal, Poisson e Gama, que serão estudadas nesse trabalho. 

  

2.1 Definições e Notações 
 

Zuchini e Macdonald (2009), define o Modelo de Mistura de Distribuições 

Independente como uma composição de   distribuições componentes, sendo 

     um número finito, em que, para cada uma dessas distribuições associamos 

uma probabilidade de mistura, denotada aqui por   , onde                   e 

∑      
 . A seguir, serão apresentadas algumas definições e proposições formais 

dos modelos de mistura de distribuição independente. As proposições estão 

demonstradas em Vargas (2011). 

 

Definição 2.1. A variável aleatória    satisfaz o Modelo de Mistura de Distribuições 

Independente se a sua função densidade (ou massa) de probabilidade satisfaz a 

equação 

 

                                                       ( )   ∑    ( )      

 

   

                                                    (   )          

 

 

onde   ( )     ( )  são as funções densidade (ou massa) de probabilidade,    suas 

respectivas probabilidades de mistura,                    e   é o números de 

distribuições envolvidas no modelo. 

 

A Proposição 2.1 a seguir, mostra que a função   ( ), dada pela equação 

(2.1) satisfaz as condições para uma função de densidade (ou massa) de 

probabilidade. 
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Proposição 2.1. O Modelo de Mistura de Distribuições Independente, ver Definição 

2.1, satisfaz as condições de função de densidade (ou massa) de probabilidade. 

 

A Proposição 2.2 a seguir apresenta o valor esperado da variável aleatória   

com função densidade (ou massa) de probabilidade dada na equação (   )  

 

Proposição 2.2. O valor esperado da variável aleatória  , que segue um Modelo de 

Mistura de Distribuições Independente, ver Definição 2.1, é dado por 

 

                                                             ( )   ∑   (  ) 

 

   

                                                            (   ) 

 

onde         são variáveis aleatórias independentes, todas contínuas (ou discretas) 

definidas no mesmo espaço de probabilidade (     ). 

 

A Proposição 2.3 a seguir apresenta o  -ésimo momento da variável aleatória 

  com função densidade (ou massa) de probabilidade dada na equação (2.1). 

 

Proposição 2.3. Considere uma variável aleatória   satisfazendo as condições de 

um modelo de mistura de distribuições independentes (Ver Definição 2.1). Considere 

também que  |  
 |   , onde      fixo, sendo             . Portanto o  -ésimo 

momento da variável aleatória  , denotado por  (  ), é dado por 

 

                                                           (  )   ∑   (  
 ) 

 

   

                                                        (   ) 

 

A Proposição     a seguir apresenta a variância da variável aleatória   com 

função densidade (ou massa) de probabilidade dada na equação (   )  
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Proposição 2.4. A variância da variável aleatória  , que segue o Modelo de Mistura 

de Distribuições Independente, ver Definição 2.1, é dada por 

 

                        ( )   ∑     (  )   ∑ ∑     

 

     

(        )
  

   

   

 

   

                             (   ) 

 

onde      finito. 

 

  Na Seção 2.2 a seguir, apresentamos as condições de identificabilidade para 

os Modelos de Mistura de Distribuições Independentes. 

 

2.2 Identificabilidade 
 

A identificabilidade do modelo serve para garantir que seus parâmetros sejam 

estimados de maneira única, ou seja, garante que teremos apenas um conjunto de 

estimativas para uma amostra selecionada. Se o vetor   (       ) conter valores 

distintos que determinam valores também distintos para uma família paramétrica    

cuja função densidade (ou massa) de probabilidade é dada por  (   ) , então o 

modelo satisfaz as condições de identificabilidade. 

 

Definição 2.2. Seja uma família paramétrica   tal que     (    )        
  . 

  (       )  é identificável se para diferentes valores de  , as funções de 

densidades (ou massas) de probabilidade  (   ) também forem distintas. 

  

Basso (2009) traz um exemplo de uma mistura de duas densidades normais e 

de variâncias unitárias, que, por ser uma família de misturas finitas de densidades, 

exige uma definição mais específica. Assim temos que 

 

 (    )   
  

√  
   [

  

 
(     )

 ]  
  

√  
   [

  

 
(      )

 ]                      (   ) 

 

será identificável e, nesse caso também permutável, se, fixando os parâmetros da 

equação (2.6), houver permutabilidade nos índices   (     )     (     )   
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        e a sua função densidade (ou massa) de probabilidade  (   ) permanecer 

com os mesmos valores para cada         

 Neste trabalho estudaremos componentes de misturas pertencentes à mesma 

família e, nesse caso, as densidades das famílias serão constantes para as    

permutações dos índices em   . Algumas dificuldades podem aparecer, pois nesse 

caso, se os índices   forem permutados em   (       ), os valores da densidade 

de mistura serão os mesmos. Isto é, o vetor   não será identificável, mesmo que a 

mistura seja.  

 

2.3 Alguns Exemplos de Misturas Finitas 
 

 Nesta seção serão apresentados os exemplos de Mistura de Distribuições 

Finitas para densidades Nomal, Poisson e Gama, extraídos do trabalho de Silva 

(2013). Ao longo deste trabalho, essas misturas de distribuições serão aprofundadas 

com estudos de simulações de Monte Carlo. 

 

2.3.1 Mistura de Densidades Normais 
 

 Sejam              tal que  

 

   

{
 

 

   (        )   
 

√    
 

   [ 
 

 
(
    

  
)
 

]

}
 

 

  

 

onde                  para todo            

 

A Figura 1.1 apresenta um exemplo da função densidade de probabilidade de 

um modelo de distribuição de mistura independente quando as componentes 

possuem distribuição Normal. 

Segundo Silva (2013), Pearson (1894) foi um dos pioneiros no estudo 

direcionado a um modelo de misturas de normais, onde usou o método de 

momentos para estimar os parâmetros para uma mistura finita de normais com duas 

componentes normais na mistura (   ) e variâncias desiguais. 
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Figura 2.3.1: Modelo de Mistura de Distribuições Independentes: (a)    ,   ( )  é a função 

densidade de uma  (   ),   ( ) é a função densidade de uma  (       ),       ,       ; (b) 

   ,   ( ) é a função densidade de uma  (   ),   ( ) é a função densidade de uma  (        

  ),   ( ) é a função densidade de uma  (     )        ,        ;        . 

Fonte: Silva, 2013. 

 

2.3.2 Mistura de Densidades Gama  
 

Sejam              tal que  

 

   {   (        )  
 

 (  )  

  
         [ 

 

  
]}, 

 

onde                     para todo            

 

 Nesse modelo, para      e      , temos a densidade exponencial e para 

    
 

 
         e     , temos a densidade qui-quadrado com n graus de 

liberdade. 

A Figura 1.3 apresenta um exemplo da função densidade de probabilidade de 

um modelo de distribuição de mistura independente quando as componentes 

possuem distribuição Gama. 
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Figura 2.3.2: Modelo de Mistura de Distribuições Independentes: (a)    ,   ( )  é a função 

densidade de uma  (       ),   ( ) é a função densidade de uma  (       ),       ,       ; 

(b)    ,   ( ) é a função densidade de uma  (          ),   ( ) é a função densidade de uma 

 (     ),   ( ) é a função densidade de uma  (      )        ,         ;         . 

Fonte: Silva, 2013. 

 

2.3.3 Mistura de Distribuições Poisson 
 

 Sejam              tal que  

 

   {   (    )   
  
     

  
}, 

 

onde               para todo            

   

Um exemplo de mistura entre distribuições Poisson é encontrado em Zucchini 

e MacDonald (2009), onde é analisada uma amostra de tremores de terra onde o 

modelo de distribuição de misturas independente é formado por   componentes, isto 

é,      
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Capítulo 3 

Estimação para Modelos de Mistura de Distribuições 

Independentes 

 

Segundo McLachlan e Peel (2000), várias abordagens têm sido utilizadas ao 

longo dos anos para estimar os parâmetros dos modelos de mistura de distribuições 

independentes. Entre elas, métodos gráficos, método dos momentos, método da 

distância mínima, máxima verossimilhança e abordagens Bayesianas.  

Durante as últimas duas décadas, o método da máxima verossimilhança 

tornou-se o método mais utilizado para o problema de estimação dos parâmetros 

dos modelos de mistura de distribuições independentes. Neste capítulo, 

primeiramente, abordaremos a estimativa de máxima verossimilhança e, em 

seguida, o algoritmo EM, procedimento iterativo para aproximar numericamente as 

estimativas de máxima verossimilhança para os problemas de densidade de 

misturas. 

 

3.1 Estimadores de Máxima Verossimilhança  

 

 O método da máxima verossimilhança é utilizado para estimar os parâmetros 

de um modelo estatístico. Para Felgueiras (2009), talvez esse seja o método mais 

popular de estimação de parâmetros. Dada uma amostra observada  , a estimação 

por método da máxima verossimilhança visa encontrar um vetor de parâmetros 

  que maximiza a probabilidade dos dados da amostra. Ou seja, o objetivo do 

estimador de máxima verossimilhança é determinar uma estimativa para cada 

  (       ) de modo que seja definido um vetor de parâmetros da equação cuja 

verossimilhança seja consistente e assintoticamente eficiente.  

A seguir, definimos a função de verossimilhança dos Modelos de Mistura de 

Distribuições Independente. 
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Definição 3.1. Seja   uma variável aleatória que segue o Modelo de Mistura de 

Distribuições Independente, ver Definição 2.1, e seja   o tamanho de uma amostra 

aleatória observada dada por   (       ). Então a função de verossimilhança 

correspondente a amostra aleatória observada é dada por 

 

                                                   (     )   ∏∑    (     ) 

 

   

 

   

                                               (   ) 

 

onde    , em que   é o espaço paramétrico,   é o vetor de parâmetros das 

distribuições componentes e   é o vetor das probabilidade de mistura.  

 

A seguir definimos os estimadores de máxima verossimilhança para os 

Modelos de Mistura de Mistura de Distribuições Independentes apresentados na 

Definição    . 

 

Definição 3.2. O estimador de máxima verossimilhança para os parâmetros dos 

modelos de distribuição independentes (ver Definição 2.1) e com função de 

verossimilhança dada pela Definição 2.2 é dada por 

 

 (     )     
   

   ( (     ))   
   

, 

 

onde   (   )       (     )     ( (     ))  é o logaritmo da função de 

verossimilhança. Denotamos por  ̂  ( ̂  ̂) o valor estimado do vetor   (   ) pelo 

método da máxima verossimilhança. 

 

A seguir são apresentados dois exemplos da função de verossimilhança do 

Modelo de Misturas de Distribuições Independente, ver Definição    , no qual as 

variáveis aleatórias possuem distribuições Poisson e Normal, respectivamente. A 

estimação dos parâmetros destas distribuições será estudada no Capítulo 4, via 

Simulação de Monte Carlo, utilizando estimação via método da máxima 

verossimilhança e algoritmo EM. 
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Exemplo 3.1. Seja   , para               variáveis aleatórias independentes com 

distribuição Poisson com parâmetros     onde               com   sendo o 

número de distribuições envolvidas. A função de verossimilhança da variável 

aleatória  , que segue o Modelo de Mistura de Distribuições Independente, é dada 

por 

 

 (     )  ∏∑  

 
 

      

   
 

 

   

 

   

 

 

 Considerando    , ou seja, apenas uma distribuição Poisson envolvida, 

temos então que a probabilidade de mistura é       e que   ( )  
  
     

  
. Então 

temos: 

 

 (    )  ∏
  
      

   

 

   

  

 

 Considerando agora duas distribuições Poisson envolvidas, isto é,    , 

temos então que a probabilidade de mistura da segunda distribuição é dada por 

       , e as funções massa de probabilidades dadas por   ( )  
  
     

  
 e 

  ( )  
  
     

  
. Temos então que a função de verossimilhança do Modelo de Mistura 

de Distribuições independentes, para duas distribuições Poisson, é dada por 

 

 (          )  ∏(  

  
      

   
 (    )

  
      

   
)

 

   

  

 

Exemplo 3.2. Seja           variáveis aleatórias independentes, em que    possui 

distribuição Normal com parâmetros      , para cada          . A função de 

verossimilhança de uma variável aleatória    que segue o Modelo de Mistura de 

Distribuições Independentes, é dado por 
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 (        )  ∏∑  

 

√    

   ( 
 

   
 (     )

 
)  

 

   

 

   

 

 

 Considerando    , temos que      e   ( )  
 

√    
   ( 

 

   
 (    )

 ) . 

Sendo assim: 

 

 (    
   )  ∏

 

√    

   ( 
 

   
 
(     )

 )

 

   

  

 

 Considerando    , temos        ,   ( )  
 

√    
   ( 

 

   
 (    )

 ), e 

  ( )  
 

√    
   ( 

 

   
 (    )

 ). Neste caso, a função de verossimilhança é dada 

por 

 

 (        
    

      )   

                              

 ∏(  

 

√    

   ( 
 

   
 
(     )

 )

 

   

 (    )
 

√    

   ( 
 

   
 
(     )

 ))   

 

 

O princípio da verossimilhança exige que para a estimação dos parâmetros 

de interesse do modelo, sejam levados todos os dados em consideração, inclusive 

os que podem fornecer informações incompletas. Por isso, algumas vezes a função 

de verossimilhança pode ser muito difícil de ser calculada, pois obter as estimativas 

de máxima verossimilhança e quantificar a incerteza associada pode se tornar muito 

complicado. Outros fatores que podem dificultar no processo de estimação pelo 

método da máxima verossimilhança são: função de verossimilhança complexa, com 

um número grande de parâmetros ou uma forma funcional computacionalmente 

intratável; maximização pode ser extremamente lenta; não existência de um máximo 
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único, ou máximo localizado no extremo do espaço dos parâmetros (caso dos 

modelos de misturas finitas). 

 

3.1.1. Matriz de Informação  
 

Seja   uma observação com função densidade (ou massa) de probabilidade 

dada por  (   ), temos então que a matriz de informação de Fisher é dada por  

 

 (   )     [ 
      (   )

   
]  

 

 

Se tivermos um vetor de parâmetros   (       ) para a função densidade 

(ou massa) de probabilidade  (   ), temos então que a matriz de informação de 

Fisher esperada sobre o vetor de parâmetros   (       )  é definida como 

 

 (   )    [ 
      (   )

     
]  

 

A matriz de informação observada é definida como  ( ̂  ). 

3.1.2. Matriz de Covariância Assintótica dos Estimadores de Máxima 

Verossimilhança 

 

Segundo McLachlan e Peel (2000), a matriz de variância-covariância 

assintótica do estimador de máxima verossimilhança  ̂  ( ̂     ̂ )   da função 

densidade (ou massa) de probabilidade  (   )  é igual ao inverso da matriz de 

informações esperadas  (   ) . Então, a matriz de variância-covariância assintótica 

do estimador de máxima verossimilhança é dada por 

  

   ( ̂)  

(

  
 

 

   (   )
 

 

   (   )

   
 

   (   )
 

 

   (   ))
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3.2 Algoritmo EM (Expectation Maximization)  

 

Segundo Luna (2004), o nome Algoritmo Expectation Maximization (EM) foi 

apresentado por Demspter et al. (1977). Esse algoritmo tem como objetivo estimar 

os parâmetros que sejam mais consistentes com os dados da amostra, maximizando 

a função de verossimilhança. Em outras palavras, o algoritmo EM busca a existência 

de um ponto ótimo, ou seja, um ponto que melhor ajusta o modelo. A partir daí não 

se faz necessário tentar buscar outro modelo, com outros parâmetros e, assim, as 

iterações terminam. Faria (2011), ressalta que esse algoritmo é mais utilizado para 

casos de dados incompletos ou quando a maximização da função de 

verossimilhança se torna complicada. 

O algoritmo EM se tornou popular por lidar melhor com dados faltantes e com 

problemas de misturas de densidades. Esse algoritmo é basicamente definido em 

dois passos. 

Passo E: encontram-se os valores esperados das 

estatísticas suficientes para os dados completos  , dado os 

dados incompletos   e as estimativas atuais dos 

parâmetros. 

Passo M: utilizam-se essas estatísticas suficientes para 

fazer uma estimativa de máxima verossimilhança como é 

usual. (LUNA, 2004, pg.49) 

Ou seja, o passo E do algoritmo calcula o valor esperado do logaritmo da 

verossimilhança, e o passo M encontra seu máximo. 

    

3.2.1 O Algoritmo EM para Modelos de Mistura 
  

 Como descrito na seção anterior, o algoritmo EM pode ser utilizado para 

problemas de densidade de mistura. Nesta seção discutimos brevemente como 

funciona o algoritmo EM para esses modelos.  

 Para os casos de modelo de misturas de densidades finitas, primeiramente o 

algoritmo EM busca incluir os dados que não foram observados ao problema através 

dos dados observados. Então, para isso, é calculada a esperança da log-

verossimilhança completa dos dados, dado os dados observados. Definimos aqui 



 

16 
 

como     sendo os dados faltantes e   os dados observados. Assim, segundo Basso 

(2009), temos 

 

 (   ( ))   ∑∑ ̂  [      
      (     

( )
)] 

 

   

 

   

 

 

em que  ( ) é o valor de   estimado na  -ésima iteração do algoritmo. 

 Após essa etapa, o algoritmo EM busca a maximização de  (   ( ))  em 

função de  . Então, é calculada a estimativa de    na (   )-ésima iteração do 

algoritmo dada por 

 

  
(   )

 
 

 
∑ ̂             (       ) 

 

   

 

 

Basso (2009) refere-se a essa estimativa como uma estimativa que contém 

uma contribuição de cada observação de dados    igual a sua probabilidade a 

posteriori de pertencer a  -ésima componente de mistura do modelo. 
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Capítulo 4 

Um Estudo via Simulações de Monte Carlo 

  

 Neste trabalho realizamos um estudo sobre Modelos de Misturas de 

Distribuições Independente através de Simulações de Monte Carlo utilizando as 

distribuições Poisson, Normal e Gama. As simulações foram realizadas via 

Estimador de Máxima Verossimilhança (Poisson e Normal) e Algoritmo EM (Normal 

e Gama).   

 Em todas as simulações foram utilizadas um tamanho amostral de 

                           componentes.  Também utilizamos probabilidade de 

mistura de       e         replicações. 

 

4.1 Simulações via Estimador de Máxima Verossimilhança para Distribuição 

Poisson 

 

Na simulação via Estimador de Máxima Verossimilhança, utilizamos 

primeiramente a distribuição Poisson, isto é,     (  )  e     (  ) , com      e 

              . Analisamos o vício, o erro quadrático médio e a variância do estimador 

de máxima verossimilhança para cada um dos parâmetros estimados em cada caso. 

Os gráficos seguintes mostram os resultados obtidos. 
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Figura 4.1.1: Gráfico da média, variância, vício e erro médio quadrático para o parâmetro    via 

Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com distribuições     (  ) e     (  )  sendo 

                                                         replicações.  

 

 

Figura 4.1.2: Gráfico da média, variância, vício e erro médio quadrático para o parâmetro    via 

Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com distribuições     (  ) e     (  )  sendo 

                                                         replicações.  
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Figura 4.1.3: Gráfico da média, variância, vício e erro médio quadrático para o parâmetro        via 

Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com distribuições     (  ) e     (  )  sendo 

                                                         replicações.  

 

 

Figura 4.1.4: Gráfico da média, variância, vício e erro médio quadrático para o parâmetro        via 

Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com distribuições     (  ) e     (  )  sendo 

                                                         replicações.  
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Nas Figuras 4.1.1 a 4.1.4, observamos que quando    e    são próximos, o 

vício, o erro quadrático médio e a variância são maiores na estimação de todos os 

parâmetros. Conforme se distanciam, ambas as características analisadas diminuem 

sua magnitude. Esta característica ocorre para todos os tamanhos amostrais. Além 

disso, observamos que, quando aumentamos o tamanho da amostra, o vício tende a 

diminuir na maioria dos casos. O erro quadrático médio e a variância possuem 

comportamentos parecidos e, assim, como o vício, tendem a diminuir quando 

aumentamos o tamanho da amostra, com exceção quando o parâmetro    é igual ou 

bem próximo ao parâmetro   . 

  

4.2 Simulações via Estimador de Máxima Verossimilhança para Distribuição 

Poisson 

 

 Para a simulação Normal via estimador de máxima verossimilhança, 

utilizamos     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 

para      . Abaixo se encontram os resultados das estimações para as médias e 

variâncias dos parâmetros estudados. 

 

 

Figura 4.2.1: Gráfico da média de    via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.2.2: Gráfico da média de    via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.2.3: Gráfico da média de   
  via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

 

Figura 4.2.4: Gráfico da média de   
  via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.2.5: Gráfico da média de        via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas 

com distribuições     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para  

     .,                                      replicações. 

 

 

Figura 4.2.6: Gráfico da média de        via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas 

com distribuições     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para  

     .,                                      replicações. 

 

 

Figura 4.2.7: Gráfico da variância de   via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
          para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.2.8: Gráfico da variância de   via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
              para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.2.9: Gráfico da variância de   
 via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas com 

distribuições     (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
               para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.2.10: Gráfico da variância de   
 via Estimador de Máxima Verossimilhança para misturas 

com distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
            para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.2.11: Gráfico das variâncias de        e        via Estimador de Máxima 

Verossimilhança para misturas com distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                   

e   
            para       .,                                      replicações. 

  

Analisando as simulações de Monte Carlo realizadas (ver Figuras de 4.2.1 a 

4.2.11) para a distribuição Normal via método da máxima verossimilhança, podemos 

observar que as médias das variâncias em quase todos os casos de mistura 

convergem para seu verdadeiro valor conforme o tamanho da amostra aumenta. O 

caso da mistura das distribuições     (   )  com     (   )  foi o único que 

apresentou valores bem mais elevados para as médias de   
  e   

  em relação aos 

seus verdadeiros valores   
    e   

   . Pela estimação da máxima 

verossimilhança, é possível notar uma grande variabilidade dos parâmetros quando 

o tamanho da amostra é menor que 300 (Figuras 4.2.7 a 4.2.10). As estimações das 

variâncias dos parâmetros de probabilidades (Figura 4.2.11) variaram de maneiras 

diferentes conforme o tamanho da amostra, não apresentando resultados 

conclusivos. 

 

4.3 Simulações via Algoritmo EM para Distribuição Normal 

 

 Nas simulações para misturas de distribuições Normal também utilizamos 

    (     
 )  e     (     

 )  com                     e   
                 para   

   . Nesse caso, analisamos o vício e Erro Quadrático Médio dos parâmetros, além 

da probabilidade de      . 
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Figura 4.3.1: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) 

e     (     
 )  com                      e   

                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.2: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) 

e     (     
 )  com                      e   

                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.3: Gráfico da média de   
  via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     

 ) 

e     (     
 )  com                      e   

                 para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.3.4: Gráfico da média de   
  via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     

 ) 

e     (     
 )  com                      e   

                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.5: Gráfico da média de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações 

 

 

Figura 4.3.6: Gráfico da média de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.3.7: Gráfico da variância de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.8: Gráfico da variância de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.9: Gráfico da variância de   
  via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.3.10: Gráfico da variância de   
  via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.3.11: Gráfico das variâncias de        e        via Algoritmo EM para misturas com 

distribuições     (     
 ) e     (     

 ) com                      e   
                 para       , 

                                     replicações. 

 

Em linhas gerais, observando as Figuras de 4.3.2 até 4.3.11, podemos dizer 

que o método de estimação via algoritmo EM para mistura de distribuição Normal foi 

mais preciso que o método da máxima verossimilhança, pois nesse caso, as 

estimações de todos os parâmetros indicaram uma normalidade do modelo. Como já 

sabido, quando temos uma amostra grande conseguimos uma maior precisão nos 

resultados, e, pela estimação via algoritmo EM, percebemos que conforme a 

amostra aumenta, as estimativas das médias (Figuras 4.3.1 a 4.3.6) de todos os 

parâmetros tendem ao seu verdadeiro valor e as estimativas das variâncias (Figuras 

4.3.7 a 4.3.11) para os parâmetros se encontram em intervalos pequenos, tendendo 
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a 0, o que indica o fato de haver menor variabilidade dos parâmetros entre as 

misturas conforme a amostra aumenta. 

4.4 Simulações via Algoritmo EM para Distribuição Gama 

 

 Para as simulações de distribuições Gama via algoritmo EM, 

utilizamos    (     
 ) e     (     

 ) com                  e   
                 para 

     . e probabilidade de 0.3. Em seguida, encontram-se alguns dos resultados 

obtidos. 

 

 

Figura 4.4.1: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

 

Figura 4.4.2: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 
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Figura 4.4.3: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

 

Figura 4.4.4: Gráfico da média de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

 

Figura 4.4.5: Gráfico da média de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                   e                   para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.4.6: Gráfico da média de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                   e                   para       , 

                                     replicações. 

 

 

Figura 4.4.7: Gráfico do vício de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

        

Figura 4.4.8: Gráfico do vício de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 



 

32 
 

 

Figura 4.4.9: Gráfico do vício de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

 

Figura 4.4.10: Gráfico do vício de    via Algoritmo EM para misturas com distribuições     (     
 ) e 

    (     
 )  com                   e                   para       ,                          

            replicações. 

 

 

Figura 4.4.11: Gráfico do vício de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                   e                   para       , 

                                     replicações. 
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Figura 4.4.12: Gráfico do vício de        via Algoritmo EM para misturas com distribuições 

    (     
 )  e     (     

 )  com                   e                   para       , 

                                     replicações. 

 

Os resultados para os parâmetros    (ver Figuras 4.4.1 e 4.4.7) indicam que 

todas as misturas se encontram dentro da normalidade, as estimativas das médias 

se encontram próximas aos parâmetros e os vícios tendem a 0 conforme a amostra 

aumenta. Já para os parâmetros de   , representados nas Figuras 4.4.2 e 4.4.8, 

notamos que na mistura de     (   ) com     (   ) para uma amostra de tamanho 

pequena, a estimativa da sua média fica distante do verdadeiro parâmetro, o que 

ocasiona um vício grande nas amostras de tamanhos 100 e 300. Porém há um 

declínio grande quando a amostra passa de 300, convergindo rapidamente para seu 

verdadeiro valor.  

Para os parâmetros de   , as misturas     (   ) e     (    ),     (   ) e 

    (     ) apresentam vício com valores distantes de 0, diferentemente das outras 

misturas. Como podemos observar na Figura 4.4.3 das estimativas das médias de 

  , as retas dessas misturas não se encontram próximas aos valores dos 

parâmetros em ambas as misturas. Talvez isso ocorra porque os valores dos 

parâmetros      e       são maiores entre si em relação aos parâmetros das 

outras misturas. Portanto aqui, podemos concluir que quanto maior a diferença entre 

   e    nas misturas de distribuição Gama com duas componentes, maior será seu 

vício. 

Nas Figuras 4.4.5 e 4.4.6, temos as estimativas das médias para os 

parâmetros de probabilidades                . Em todos os casos, essa 

estimativa converge para seus valores de probabilidade conforme a amostra 
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aumenta. A estimativa do vício para esses parâmetros, ver Figuras 4.4.11 e 4.4.12, 

se encontra em um intervalo muito pequeno próximo de 0, o que nos indica que 

temos uma boa estimação para os parâmetros de probabilidades. 
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Capítulo 5 

Conclusões 

 

No Capítulo 2 introduzimos o conceito de Modelo de Mistura de Distribuições 

Independente. Provamos que a expressão que define o modelo de mistura satisfaz 

as propriedades de uma função densidade (ou massa) de probabilidade. 

Apresentamos exemplos da função de verossimilhança do Modelo de Misturas de 

Distribuições Independente no qual as variáveis aleatórias possuíam distribuições 

Poisson e Normal. Também apresentamos as condições de identificabilidade para o 

modelo e alguns exemplos de Modelos de Mistura de Distribuições Independentes. 

 No Capítulo 3 apresentamos as estimações para os Modelos de Mistura pelo 

método da máxima verossimilhança e pelo método do algoritmo EM. 

 No Capítulo 4 apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo 

realizadas com Modelos de Mistura de Distribuições Poisson, Normal e Gama pelos 

métodos descritos no Capítulo 3. Esses resultados mostraram que ambos os 

métodos de simulação, na maioria dos casos, são precisos quando o tamanho da 

amostra é grande, porém no método da máxima verossimilhança ocorre uma grande 

variabilidade inicial quando trabalhamos com modelos de mistura de distribuições 

Normal.  

 Podemos dizer que a estimação de todos os parâmetros do modelo de 

mistura da distribuição Poisson via método da máxima verossimilhança e Normal via 

algoritmo EM foram precisos em todas as amostras observadas, enquanto que a 

estimação das médias e das variâncias dos parâmetros        e        do 

modelo de mistura da distribuição Normal via método da máxima verossimilhança 

não ocorreu de maneira adequada, além da estimativa das variâncias de todos os 

outros parâmetros serem muito elevadas inicialmente.  

Já na estimativa do vício para o parâmetro    para o modelo de mistura das 

distribuições     (   ) e     (   ) via algoritmo EM ficou bem elevado, isso devido 

à falta de precisão na estimativa da média desse parâmetro. 

A estimativa por método da máxima verossimilhança se adequou bem para o 

modelo de mistura de distribuições Poisson, porém, para o modelo de mistura de 
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distribuições Normal não houve essa mesma característica, sendo o método do 

algoritmo EM mais adequado para a estimação dos parâmetros. Porém, o método 

via algoritmo EM também não foi muito preciso na estimação de alguns parâmetros 

do modelo de mistura de distribuições Gama, como dito anteriormente.  

Contudo, não existe um estimador mais “correto” para o uso em modelos de 

mistura, pois o que estima melhor os parâmetros de uma mistura de distribuições, 

não necessariamente será o melhor método de estimação para outras misturas de 

distribuições. 
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Apêndice A 
 

  

Neste apêndice iremos apresentar os quadros com os valores dos parâmetros 

obtidos das estimações feitas pelas Simulações de Monte Carlo para modelos de 

mistura de distribuição Poisson, Normal e Gama pelo método da máxima 

verossimilhança e pelo algoritmo EM apresentadas no decorrer do trabalho. 

 

A.1 Estimação dos Parâmetros dos Modelos de 

Mistura da Distribuição Poisson pelo Método da 

Máxima Verossimilhança 

 
 Nesta seção serão apresentadas as estimativas dos parâmetros para o 

modelo de mistura com distribuição Poisson pelo método da máxima 

verossimilhança apresentadas na Seção 4.1. 
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Tabela A.1: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     ( ) e 

    ( )                    ,                        e           replicações. 

 
 
Tabela A.2: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     ( ) e 

    ( )                    ,                        e           replicações. 
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Tabela A.3: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     ( ) e 

    ( )                    ,                        e           replicações. 

 

Tabela A.4: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     ( ) e 

    ( )                    ,                        e           replicações. 
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A.2 Estimação dos Parâmetros dos Modelos de 

Mistura da Distribuição Normal pelo Método da 

Máxima Verossimilhança 

 

Nesta seção serão apresentados os valores das estimativas dos parâmetros 

para o modelo de mistura de distribuição Normal pelo método da máxima 

verossimilhança apresentadas na Seção 4.2. 

 

 

Tabela A.5: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 
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Tabela A.6: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 

 
 

Tabela A.7: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 
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Tabela A.8: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 

 

 
Tabela A.9: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 
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Tabela A.10: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 

 

 

Tabela A.11: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                    ,                        e           replicações. 
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Tabela A.12: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura de Distribuições Independente com distribuição     (   ) 

e     (   )                      .                        e           replicações. 

 

Tabela A.13: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (   ) e     (    )           

           .                        e           replicações. 
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Tabela A.14: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (   ) e     (    )           

           .                        e           replicações. 

 

Tabela A.15: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (   ) e     (    )           

           .                        e           replicações. 
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Tabela A.16: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (   ) e     (     )           

           .                        e           replicações. 

 

Tabela A.17: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (    )  e     (   )          

           .                        e           replicações. 
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Tabela A.18: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via método da máxima 

verossimilhança para o Modelo de Mistura com distribuição     (    )  e     (   )          

           .                        e           replicações. 
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A.3 Estimação dos Parâmetros dos Modelos de 

Mistura da Distribuição Normal pelo Método do 

Algoritmo EM 

 

Nesta seção serão apresentados os valores das estimativas dos parâmetros 

para o modelo de mistura de distribuição Normal pelo método do algoritmo EM 

apresentadas na Seção 4.3. 

 

 

Tabela A.19: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.20: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 

 
 
Tabela A.21: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.22: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 

 

 
 

Tabela A.23: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.24: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 

 

 
 

Tabela A.25: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.26: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 

 
 

Tabela A.27: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.28: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 

 
 

Tabela A.29: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.30: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (     )                     .     

                   e           replicações. 

 
 

Tabela A.31: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (    )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.32: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (    )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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A.4 Estimação dos Parâmetros do Modelo de 

Mistura da Distribuição Gama pelo Método do 

Algoritmo EM 

Nesta seção serão apresentados os valores das estimativas dos parâmetros 

para o modelo de mistura de distribuição Gama pelo método do algoritmo EM 

apresentadas na Seção 4.4. 

Tabela A.33: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do 

Modelo de Mistura com distribuição     (   )  e     (   )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.34: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 

 

 
Tabela A.35: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 
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Tabela A.36: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 

 
 
Tabela A.37: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 
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Tabela A.38: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 

 
 

Tabela A.39: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 
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Tabela A.40: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   ) e     (   )                     .                        

e           replicações. 

 
 

Tabela A.41: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.42: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 

 
 

Tabela A.43: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (    )                     .     

                   e           replicações. 
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Tabela A.44: Estimação dos parâmetros por Simulações de Monte Carlo via algoritmo EM do Modelo 

de Mistura com distribuição     (   )  e     (     )                     .     

                   e           replicações. 

 

 


