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SINOPSE 

Partindo do fato de que em um grande numero de sis 
temas hiperbElicos a solução pode ser obtida de uma maneira 

simples através do método das características, o presente tra
balho concentra-se na sua aplicação a problemas de propagaçao 
vertical de ondas de corte em est ratos de solo e em edifícios. 

Inicia l mente, apresentam-s e as equ ações de Rarroerg
Osgood, utilizadas na representação do compor t amento físico nao
l ine ar do s solos e de edifícios de concreto armado . Apõs se 
rem estabele ci dos os fundame ntos matemãticos do mé todo das ca 
racterísticas, passa-se a s ua aplica ção a um modelo unidimen
sional representativo do comportamento de mantos flexíveis de 
solo exc itados dinamicamente pela propagação ver t ical de onda s 
de corte . 

Discute-se a aplicabilidade de modelos baseados na 

hipõtese de propagação ver tical de ondas de co r te em depos i tas 
flexíveis de solo, em relação ao proble ma de determinação de 
espe ctros de resposta sísmica vãlidos para a superfície do es
trato. Mostr a-se que o modelo não é confiãvel se o mó du lo de 
corte do s olo e a espessura total do estrato excedem 
1 i mites dados. 

valores 

Empregando um modelo simplifica do, se realizou um 
estudo para o caso de uma area densamente edificada assentada 

sobre um depósito de 21,5 m de espessura de solo granular. Os 
efeitos da interação solo - estrutura foram perceptíveis para u
ma altura media dos edifí cios de 9 m e significativos para u
ma altura média de 18m. 

Finalmente , através da aplicação do metodo das ca 
racterísticas a um mod elo co ntínuo, represen t ati vo do comport~ 

me nto de edifícios con vencionais de concreto armado, chega-s e 
ã obtenção da resposta de um edifício submetido a uma excita 
ção sísmica. A partir da aplicação do mo delo formulam- se , en 
tão, conclusões sobre sua utili zação. 
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SYNOPSIS 

Cons idering the fact that the solution of many 

sistems of hyperbolic equations may be obtai ned in a simple 
manner by the method of characteristics , this work concentrates 
on the aplication of the method to problems of vertica l 
propagation of shear stress waves in s oil stratum and in 
buildings. 

The equations of Ramberg -Os good used in the 
representation of the physical nonlinear behaviour of soils 
and of reinforced concrete buildings , are prese nted first. 
After establishing the mathematical fo undation s of the method 
of cha racteristi cs it is applied to a one - di mensiona l model 
representing the behaviour of fl ex ib le layers of soi l 
dynami ca lly exci ted by the verti ca 1 propaga ti on o f shear s t ress 
\'laves. 

Th e range of appl icability of models based on the 
hipothesis of vertical shear wave propagation through soft soil 
deposits is discussed in connection with the determination of 
surface seismic response spectra. lt is shown that the model 
is not reliable if the soil stiffness or the ove rall thickness 
of the deposits exceed given limitin g values. By means of a 
simplified model , case studies were condu cted for a den sely, 
uniformly built area located on top of a 21,5 m thick sand 
layer. Soil-str ucture in te raction effects became perceptible 
for three and sign ifi ca nt fo r si x-sto ry high buildings . 

Finally by the application of the method of 
characteristics to a continuous model , representing the 
behaviour of co nventional reinforced concrete buildings, the 
response of a building submitted to a sei smic excitation is 
obtained. Conclusions on the practical application of the 
model used on the tests are drawn. 
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CAPITULO 1 

INTRODUÇAO 

Os problemas de propagaçao de ondas em sistemas con 
tinuos são descritos por 
bÕlicas ou hiperbÕlicas. 
solução satisfatória pode 

equações diferenciais parciais para 

No caso de sistemas parabó li cos uma 
ser obtida pelo metodo das diferen-

ças finitas. Entretanto, a utilização desse metodo em siste
mas hiperbólicos e bastante delicada, havendo casos em que a 
solução pode se deteriorar in clusive quando se emprega uma ma
lha refinada. 

Por outro lado, a solução de um grande numero de 
sistemas hiperbÕlicos pode ser obtida de uma maneira simples e 
eficaz através do metodo das caracterist i cas . Por exemplo, vi 
rios problemas de hidrodinâmica foram resolvidos por Streeter 
e Wyli~4utilizando esse metodo, e Newmark e Rosenblueth~descr! 
veram o seu em prego em problemas de propag ação unidimensional 
de ondas em solos e em reservatõrios . 

A utilização do metodo das caracteristicas na ob
tenção da resposta de problemas de propagação de ondas sismi 
cas em solo s possui vãrias vantagens, entre as quais destaca 

riam-se as seguintes: a) a versatilidade do metodo , ou seja, 
a flexibilidade que ele possui de r e s olver diferentes proble
mas de propagação mediante modifi ca ções simples do procedimen

to bãsico; b) a facilidade de pro gr amação; c) o baixo custo 
de computaç ão; d) a possibilidade de se considerar o s olo co
mo um meio elãstico, viscoelãsti co ou não-linear. 

Neste trabalho o metodo das caracteristicas e apll 
cado a probl e mas de propagação ver t ical de ondas de corte em 
(a) estratos de solo e (b) em edi fic ios,atra ves de um modelo 
s implificado do sistema de pÕrticos constituintes do mesmo . O 
trabalho foi dividido em quatro capitulas, os quais são comen
tados a seguir. 
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No Capitulo 2 sao apresentadas as equaçoes propos

tas por Ramberg - Osgood~(l943). Essas expressões são sufic i en 

temente gerais e podem ser utilizadas para aproximar de uma ma 

neira relativamente simples e precisa as relações constituti
vas de modelos unidimensionais que estejam compreendidas entre 
os limites linear e elastoplãstico ideal, inclusive para carre 

gamentos reversíveis. As equações de Ramberg - Osgood são utili 
zadas, neste trabalho, para representar o comporta me nto não-li 
near dos solos e de edifícios de concreto armado . 

O t e rceiro capitulo apresenta inicialmente os fu n
damentos mat emãticos do metodo das características , passando 
em seguida a s ua aplicação a um mo delo unidimensional represe~ 

tativo do comportamento de man t os flexíveis de solo excitados 
dinamicamente pela propagação vertical de ondas de corte. O 
procedimento obtido da aplicação do me todo das caracterís t icas 
e automat izado, sendo utilizado poste riormente em um estudo de 
casos, do qual são tiradas conclusõe s com respeito ã influên

cia de camadas de solo na obtenç ão da resposta sísmica. Dis 
cute-se tambem, neste capitulo, a aplicabilidade do modelo uni 

dimensional utilizado. 

No quarto capitulo e proposto um mode lo simples b~ 
seado no metod o das caracte rís t ic as com o objetivo de se ava
liar a influência que uma grande concentração de edificações 
exerce na resposta sísmic a de est r atos flexíveis de solo . O mo 

delo propo s to é, tambem, u t ilizado em um estudo de casos, do 
qual são obtidas, posteriormente , conclusões a respeito da in
flu ê ncia das edifi cações na resposta sísmi ca. 

At ravés da utilizaç ão de um modelo continuo basea 
do no metodo das características e obt i da, no quinto capitulo, 
a respost a de um edi f ício e xcitado dinamicamente pela propaga
ção vertical de ondas de corte. O procedimento ob t ido do em
prego desse modelo é sistematizado em um programa de computa
ção , no qual é incluída a pos si bi l idade de se considerar o co~ 
portamento de edifícios como linear, viscoelãstico ou não-li

near. São apr esentados, a seg uir, al guns e xemplos de aplica
ção, através do s quais sao formuladas conclusões a resp e ito da 
utilização do modelo. 
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Cabe ainda comen tar que os progr amas f oram esc ri

to s na 1 i ngu agem ALGOL para serem uti 1 i zados no si stema Burroughs 

B6700 do Centro de Processamento de Dados da Un iversidade Fede 
ral do Rio Grande do Sul . 



CAPITULO 2 

EQUAÇOES CONSTITUTIVAS 

A determinação da resposta de um estrato de 
excitado pela propagação vertical de ondas de corte pode 
encarada como um problema unidimension a l. Par tindo dessa 
tese tem-se que a propagação da onda no estrato depende 
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so lo 
ser 

hip.§_ 

das 
condições de contorno , da relação entre tensão e deformação 
das diversas camadas de solo e das prop ri edades fis i cas e geo
métricas dessas camadas . 

As relações entre tensão e deformação de corte pa
ra os solos são não - lineares e do tipo suave* , logo, para que 
a determinação da resposta de um sistema unidimensional s uje i
to a te nsõ es e deformações de corte seja sat is fató ria, essas 

relações deverão ser aproximadas por expressões anal1ticas que 

levem em conta o comportamento não-linear do s solos . 

Hardin e Drnevic~ l demonstraram que as cur vas ten 

são -deformação dos solos podem ser representadas de maneira r~ 

zoâvel por uma hip~rbole, sendo essas equações entretanto nao 
facilmente adaptãveis para representar carregamentos reversi
ve i s . 

As e q u a ç o e s p r o p o s t a s p o r · R a m b e r 9 - O s g o o d28 ( 1 9 4 3 ) , p ~ 
lo contrario, são expressões s ufi cientemente gerais e podem ser 
ut ilizadas satisfatoriamente para aprox ima r r e l ações const i t u
tivas do tipo s uave variando entre os limites linear e elasto
plãstico, incl usive para carregamentos reversTveis. 

Essas relações têm sido utilizadas por diversos a~ 
tores na resolução de problemas estruturais e de solos. Wilso~9 

(1960) a uti lizou para aproximar a cu rva e ntre momento e c urva 
tura de perfis de aço, na analise estatica de pÕrticos com com 
portamento não-linear . Jennings 16(1964) e Be r 92 (1965) a co nsi-

* "strain-so ftening" na literatura de lingua inglesa. 
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de raram na rel aç ão entre forç~ e deflexão de uma estrutura su

jei ta a e xcita çã o dinâ mic a . St r ee t er, Wylie e Ri chart35( 1974) ~ 

proximaram a s c ur vas de tens ão-de formação de corte de um es 
tra t o de solo pe las eq uaç ões a ci ma referid as, na determinação 
da r esp osta a uma excita ção dinâmic a . 

Vis lo que parte deste t rabal ho JH0ooe ver ifi car a in-
fluênc i a de mantos fl exi"vei s de solo na obtenção da resposta si"sr.'ica, 
e qu e as expressoes de Ramberg-Osgood aproximam de maneira re

lativamente si mples e pre c isa o comportamento não-l ine ar e hi~ 
ter 6tico dos solos em mo de l os unidimens i onais, discute-se a se 

0u i r essas expressões, pri meiro numa fo r ma 9eral e em seguida em re 
l ação ao caso de solos. 

2.1 - Modelo de Rambe rg-O sgood 

O modelo de Ramberg-Osgood e de f inido ba sicamente 
por duas equaçoes , uma para a curva - esqueleto do modelo e ou 
tra para os r amos de descarga e recarga . 

Chama- se de curva-esqueleto a relação força-defle 
xã o* ob t ida aumen t ando-se a par t ir de zero o valor absoluto da 
carga q ue atua na es t rutura. 

A equaç ã o de Ramberg-Osgood para a curva - esq uel eto 
e uma cur va ge r a l do tipo suave, simétrica com relação ã ori
gem , co nside rada line a r para pequena s deflexões, e definida co 
mo: 

p 
= p + Ct 

y 
( 2. 1 ) 

onde X representa o des 1 ocaiT!en to da es trutUl~a , XY um des 1 ocamente caracte
rist i co, P uma força res tituti va, PY uma força caracter1sti ca, a uma cons
tante positiva e R u~ n~mero inteiro e i"mpar. 

A fig . 2 .1 apresenta vãrios exemplos de curvas -e s-

*As relaç ões s ão apres en tadas genericamente em termos de for
ça-deflexão podendo no entanto r epresentar outras relações cons 
titu t iva s , ta is como tens ão-deformaç ã o ou momento - curvatura. -
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Fig. 2 . 1 Curvas-esqu e letos de 

vãrios tipos (Ref.l 6 ) 
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Fig. 2 . 2 - Variaç ão da s c urvas-

esqueletos com a e R (Ref.l6) 
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queletos , sendo que todas e la s , com ex ceça o da curva B, perte~ 

cem a mesm a c l assificaçio da eq . (2 .1 ) . 

Muitas vez es e ne cessãrio,ao aprox imar uma curva

esquele to genérica, escolher como valores de R números reais e 
que portanto não pertenc em ao co njunto definido acima. Neste 
caso utili za-se uma expre ssão mais geral definida como 

X 
x; 

R-1 
= p ( 1 + a 1;... 1 ) 

py y 
( 2 . 2) 

As cu rv as - esquele t os de s critas pela eq .(2.1) ou(2.2) 
pode m var iar ~r.tre os limites correspo ndentes a um material li 
nea r e elasto plãstico idea l através dos parâmetros a e R, como 

se obs erva na fig . 2.2- em vista da simetria apenas a parte 
posi ti va e desenhada. 

Atr a vés da fig. 2. 2 e da eq . (2. 1) ou (2 . 2), com 

prova-se qu e o limite elãstico é obtido quando a =O, e que p~ 

ra a f O a l cança -s e o elastoplãstico ã medid a que R tende ao 
infi nito . 

O problema de s e aproximar uma curva suave pela e
quaç ao de Ramberg - Osgood consiste na escolha de valores apro
priado s dos parâmetros a e R. Ramberg-Osgood sugerem um proc~ 
dimen to simples para aproxim ar curvas obtidas através de en

s a i os estãt i co s q ue é indicado a s eguir. 

Em um sis te ma cartes iano co ns tró i- s e um grãfico 1~ 
garitmi co da variação d - diferença entre o des l ocamento medi 
do e o deslocamento elãstico linear - cont ra a força aplicada. Para 

a curva dada pela eq . ( 2. 1) a variaç ão d e expressa por: 

X p 
d = r - p = a 

y y 

ou 

log d = log a + R log (P/PY) 

ou se ja , o gráfico logaritmico pode ser representado por uma 
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reta. A fig. 2 . 3 mostra a cu rva a ser aproximada e um par or

denado (di, Pi/Py), genérico, que sera utilizado na construção 
do grafico aci111a referido e indi cado na fig . 2. 4 . /\tra ves dessa figura 
verifica-se que os parâmetros a e R são, respecti vame nte, o in 
tercepto e a inc linação da reta que melhor aproxima os pontos 
desse grãf i co logaritmico. 

d 

p 

X,/Xy 

Fig . 2. 3 - Curv a a ser aproximada 

pela eq. (2 . 1) 

v 
I I ~ R 

L_ 
í-1--

I I I 1 

v v 
f" I 

I 

~d;,P/F )I I 
O( 

y : I 
I 

I I I 
P/ p 

y 

Fig . 2 . 4 - Obtenção dos parâmetros a e R 

Pode-se interpretar a co mo um parâmetro que ajusta 
a posiç ão da curva ao longo do eixo da deflexão, e R o expoen
te que control a a curvatura (ver fi g. 2.2). Assim, para cada 
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valor de a , a f amil i a de curvas obti das varia ndo o expoente R 
irã passar pelos pontos P =O , X = O e P = Py, X= Xy (1 +a). 

Quando uma estrutura e ca rregada fora do limite e
l ãst ic o e então descarregada, a rela ção entre força e defle
xão não mais obedece ao comportamento de uma curva - esqueleto . 

A curva associada a um carregamento ciclico reversivel dã - se o 
nome de la ço de histeres e, sendo sua ãrea igual ã energia dis
sipada nesse ciclo. 

A fig . 2 . 5 mostr a vãrios exemplos de laços de his

terese bem como suas respectivas cu rvas - esqueletos. 

f· f · 
A. I.IH(AR EI.ASTIC O. NONI.IN(AR EI.ASTIC 

(A:<Y PATH) (ANY I'A'oHl 

-!-· ~· 
C. HAR ;)(NING SPR IHG • O SOF TENIIIG SPRIHO 

~· ~· 
( . EI.A STO - PlASTIC 1'. 811.1Ht4R t1YS TERETIC 

Fig. 2. 5 - Laço s de histe res e de 
vãrios tipos (Ref.16) 

Fig. 2.6 - Mo de lo histeretico de 
Ramberg -Osgoo d {Ref . 16) 

As equaçoes de Ramberg-Osgood para os ramos do laço histereti
co são dadas por: 
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Fig. 2 . 7- Laços de histerese para 
R co nstante e a variãvel ( Ref. 16) 

l !. • , !. ., 

Fi g . 2 . 8 - Laços de histerese para 
a co nstante e R variãvel (Ref. 16) 
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Fig. 2 . 9 - Variação do laço de histerese com 
a ampl itud e , R=7, a=O, l O (Ref. 16) 
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X - X. 
1 = 

P - Pi P - Pi R 
2P y + a ( 2P y ) 

para R i nteiro e Tmpar, e como 

X - X. , 
= 

p- P. p - p 
----.,.~-, (1 + a I 2Py i I R-1) 

2Py 

l l 

( 2. 3) 

( 2. 4) 

para R real, onde o par orde nado (X., P.) representa o último , 1 

ponto a partir do qual a direção do carregamento e reversa . Os 
ramos de descarga e recarga sao obtidos dependendo do sinal, positivo ou 

negativo, do par ordenado . 

Um laço de histerese genérico obtido com a eq . (2.3) 
ou (2.4) e s ua curva - esqueleto (eq. (2.1) ou (2 . 2)) são apre
sentados pela fig. 2.6. As figs. 2.7e2 .8 mostram a variação do 
laço de his terese e sua cu rva-esqueleto com os parâmetros a e 
R. Na fig. 2 .7 a forma do laço de histerese e função do parâ

metro a sendo R constante , enquanto que na fig . 2.8 temos o 

contrãr i o. A fig. 2.9 mostra que para uma dada estr utura a for 
ma do laço de histerese bem como sua ãrea dependem da amplitu

de da deflexão. 

Seria interessante, uma vez que as equações jã fo-
ram apresentadas, observar algumas propriedades do laço de 
histerese. 

a) Os pontos-limites do laço de histerese, (\, P;) 
e (-X;, -Pi), se encontram sobre a curva-esqueleto. Fazendo o 

p a r ( X i , P i ) i g u a 1 a ( X 0 , P 0 ) , v e r i f i ca-se a traves da eq. ( 2. 3) 
que o ponto-limite superior do ramo de descarga sa tisfaz iden
ticamente (2.3 ) , enquanto que o inferior sõ satisfaz se o pon
to estiver sobre a curva-esqueleto. Se for cons iderado o ramo 
de descarga, chega - se ã conclusão que o ponto superior deverã 

também estar sobre a curva-esqueleto como afirmado no i nTc io. 

b ) A inclinação inicial dos ramos de descarga e r~ 

ca rga e paralela ã parte ini cia l linear da curva-esqueleto . 
Isso pode ser ve rificado obtendo - se a derivada de P em relação 

a X prõxima ao ponto inicial dos ramos. 
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c) Os ramo s asce ndentes e descendentes do laço de 

histerese sao nos seus pontos finais tangentes ã curva-esque 

leto. Is so pode ser verificado através das derivadas de P em 
relação a X nesses pontos, e através da propriedade a. 

d) O laço de histerese, da mesma forma que a curva
esqueleto, apresenta como limites uma linha re ta e o laço elas 

t oplãstico. A medida que a ~ O o laço de histerese tende a se 
t ornar uma linha reta (ve r fig . 2.7). Quando a f O e R~ oo tere 
mos o limite elastoplâst i co (ver fig . 2.8). 

Como ja foi enfa tizado no inicio deste capitulo , 
o modelo de Ramberg-Osgood serã utilizado para representar as 
r e 1 a ç õ e s e n t r e te n s ã o e d e f o r ma ç ã o de c o r te em s o 1 os , 1 o g o, to r 
na-se conveniente modificar a notação das equações apresenta 
das para uma outra empregada mais freqUentemente nesse caso , 

bem como definir algumas propriedades adicionais do modelo, de 
particular interesse no estudo de solos. 

Serão utilizadas para representar as relações con~ 
titutivas de corte em solos apenas as expressões mais gerais de 
Ramberg-Osgood, ou seja, aq uelas que consideram o expoente R 
como um numero real . Sendo assim, obtem-se: 

( 2 . 5) 

para a curva-esqueleto, onde t = tensão de corte, y = deforma
ção de corte , t y = tensão de corte caracteristica , Yy = defor
mação de corte caracter i st ica ; e 

y - y . 
1 = 

t - l · 
1 

1' - 1' · R-1 
(1 + a I 2t 11 ) 

y 
( 2. 6) 

para os ramos de descarga e recarga, onde (y., 1' ·) representa 
1 1 

o ul t imo ponto a partir do qual a direção da tensão e reversa . 

A tensão caracteristica de corte, Ty, pode ser co~ 
siderada uma fração da tensão mãxima de corte do solo, ou se
ja, t y = c.1 Tmax' onde O < c1 s 1. Da mesma maneira conside
ra-se Yy = c1 yr ' onde Yr = T /G 0 ; sendo G0 o mõdulo de cor-

max 
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te para pequenas deformaç ões , ou m6dulo de corte tangente na o 
rigem (ver fig. 2 .10). 

Sub st itui-se agora essas relações nas eqs. (2 . 5) e 
( 2 . 6) obtendo-se: 

R-1 
y = T ( 1 + (l I_'!__ I ) 

G0 TY 
( 2 . 7) 

para a curva - esqueleto, e 

T - Ti 
Y - 1 i = G

0 

T - T . R- 1 
(l+a l 

1
1 ) 2Ty 

( 2. 8) 

para os ramos de descarga e recarga. As eqs. (2.7) e (2.8) são 
as formas das equações de Ramberg-Osgood habitualmente empre 
ga das para repr es entar as re l ações entre tensão e deformação 
de co rte dos solos. 

1 

I 
/, 

I 
I 

I 

L---------~--------~----~ y 
Yr 

Fig . 2 .1 0 - Definição do m6dulo 
de corte tangente 

Quando um elemento de solo e submetido a tensões 
de corte alternan tes entre dois extremos, ele descreverã laços 

de histerese que serão fechados, anãlogos ao de uma estrutura 
que aprese nt a e scoa~e n to plãstico , se observadas as duas 
condições de existência descritas por Dobry~ 

1) Que a tensão total de corte seja apenas uma fra 
çao da resis tê ncia de co rte do so l o . 

2) Que esse elemento de so lo jã tenha experimenta-
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do um numero suficiente de ciclos com um carregame nto de mesma 
magnitude ou maior. 

Sendo as duas condições sat i sfeitas , os l aços de 
histerese serão fechados e não se terã deformaç ões de corte a
cumulativas, assim sendo, podemos definir cada laço de hister! 
se por dois parâmetros : a) a inclinação da linha que passa pe 
los seus pontos extremos, ou seja, o módulo de corte equivale~ 
te ou secante, Gs e b) a razão de amortecimento, O = AL/4,rAT , 

s endo AL a ãrea do laço de histerese a Ar a ãrea do triângulo 
indicado na fig. 2 . 11. 

T 

y 

Fig . 2 .11 - Definição do módulo 
de corte secante e do amortecimento 

Atravês do modelo de Ramberg - Osgood ê poss1vel ob 
ter exp ressõe s anal1ticas para esses dois parâmetros ; sen do 

= ( 2. 9) 

1 + Ct 

obtido pela eq. (2.7) e 

( 2 . 10) 
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obti do em funç ão da eq . ( 2.9) . 

Uma ve z que no Capi t ul o 3 serã uti 1 i zada, na deter 

mina ção da r esposta de um estra tu de solo excit ado dinamicamen 
te, uma anali se não - l inear , e indisp en sãvel que em cad a passo 
do algoritmo empregado se determine o mõ dulo de corte em fun 

çao da nova de formação calcul a da. Neste caso e pratico utili 
zar o mõdulo de corte tangente , G, definido em cada ponto da 
cu r va tensã o- deforma ção como send o a derivada da tensão em re-

1 aç ão a de f o r maç ã o , ou seja , G = a 1 I a y ( v e r f i g . 1 O) . 

Para o modelo de Ramberg-Osgood e fãcil obter uma 
expressao para G. Se de rivarmos a eq. (2.7 ) implicitamente em 
relação a y te remos: 

R- 1 R- 2 
= 1 {-ª..!. + o. aT 1_!_ 1 +O. (R- 1) T 1...!._ 1 ll} 

GO ay ay Ty Ty Ty ay 

Se o sinal de T/ TY for ne gativo, o da sua derivada em relação 
a T ta mbem O s era, l ogo , e pOSSlVel COlocar a e xpressão acima 

em uma form a mais compa c ta igual a 

que a pos s e r multipl icad a em amb os os lados por G0 e os termos 

comuns agru pados resulta : 

mas G = oT / ay , logo, 

G = (2. 11) 

para a c ur va-esqueleto. De modo anãlogo obtem-se: 



G = R- 1 
T - T · 

1 + CL R I 1 I 2T y 

para os ramos de descarga e r ecar ga . 

• f .. 
0> 

> 
.1. 011 YO. 
y, -,.,. 

f 1• C,•. , ,, .. c,,, 

Fig. 2.1 2 - Comparação das curvas de 
R-0 com as de H-D (Ref . 29) 
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(2 .1 2) 

E importante verificar agora como as ex pressoes de 
Ramberg-Osgood (R-0) podem ser ajustadas para represen t ar as 
curv as de te ns ã o-deformaç ão obtida s atra vés das propriedades 
dos sol os ou de experimentos. 

A fig . 2 . 12 mostra as cu rvas de Hardin-Drnevich{H-D) 
para areias e argi las sa t uradas com N = 1.000, sendo N o nume 

ro de repetiçõ es do ciclo de t ensão, em linha cheia, e as de 
R- O a p r e s e n ta d a s p o r R i c h a r t ( 1 9 7 5 ) , d u a s p a r a c a d a um a das c u r 
vas de H- D, em linhas pontilh adas. Para a c urva de H-0 r epre 
sentativa das are ias, o pa râmetro c1 foi escolhido como 0,8 

(i . e . TY = 0, 8 Tmax). Deste modo , para a = 1, a familia de 
curv as de R-0 pass a pelos pon tos T/ T = O, y/ y r = O, e ma x 
T/T ma x = 0,8 , y/y r = 0,8 (1 + a ) = 1,6. Na fig ura estão re p r~ 

sentadas as curvas para R = 3 e R = 5. A curva para R = 3 pr! 
ticarnente coincide com a de H-0 para va lores menores que y/y r ; 2 , 0, 

sendo que a curva R-0 para R = 5 aproxima bem a de H- D para va 
la r es ac ima de y/y r = 1,6 . 

No ca so de argilas o mesmo exame pode se r f e i to , 
sendo que uma boa aproximação e conseguida usando c1 = 0,5 , 
a = 1,8 e R = 2,5 . Estã represe ntada , tambem, na figura a cur 
va de R-0 de parâmet ros c1 = 0,4 , a = 1 ,O e R = 3. 
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Concluindo, as equações de Ramberg-Osgood sao su

ficientemente gera is e podem ser utilizadas satisfatoriamente 

para aprox imar relações constitutivas, quer no caso de estrutu
ras, quer no caso de solos. 

Em um grande numero de estruturas o modelo de R- 0 

e mais realistico qu e o elastoplãstico ou o bilinear porque a 

partida da linearidade e continua e suave, mais de acordo com 
o comportamento da maioria dos materiais. 

Em contrapartida, em virtude da deflexão ser dada 
em função da força nas equações de R-0, não e possivel obter ~ 
ma expressão explicita da força em função da deflexão, o que 
pode cau sar inconvenientes na apresentação e interpretação dos 
resultados . 
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CAPITULO 3 

MfT ODO DAS CARA CTERfSTI CAS 

Es te capitulo examina o método das caracteristicas 

e s ua aplicação a um estrato de solo sub metido a excitação si~ 
mica . Apresenta -s e o fluxograma de um pr og r ama de computaçã~ 

r esul ta do da aplicação do rr~eto do desc ri to a um mo delo unidimen

si onal ) c uj a ao li cabilidade e ooster iormente dis cutida. Em se
C! uida , efetua - s e um estudo de ca sos, a partir do qua l 
enca mi nham - s e conclus ões com resp ei t o ã in f lu ~ n c ia do estrato 
de sol o na d ete r~inaç ã o da resposta sísmica . 

3.1 - Antecedentes 

O método das caracteristicas tem sido amp l a~en t e ~ 

ti l izado na resolução de problemas de hidro e aerodi nâmica , s en
do que ate a metade deste século era empregada princi palmente 
sua forma grâfica. 

J . Mas s a u 19 ( 1 9 O O ) de s c r e v eu as v a n ta g e n s do u s o de s -
te método através de um tratamento gr âfi co, ou seja , desc r eveu 

a integ r ação gráfi ca de equações a de r ivadas pa r ciais . Weste r 
gaardn (l933 ) prop6s sua utilização gráfica na determinação das 
t e nsõe s de cor t e horizo ntais desenvolvi das em edifi cios , i dea
lizados como vigas de corte com distintos segmentos ao longo 
da sua altura, através de movimentos horizontais da sua base. 
o método e Ütil para a l gun s edificios desde que o mo vi me nto do 
so lo s e ja sufi c ientemente simples. 

Newmark e Rosenblueth22(1971) descreve r am o mé t odo 
das caracteristicas apli cad o a propagaçao unidimensional 

de ondas em solos e em reserva tórios. 

A aplicação da forma analít i ca do método das car ac 
teristicas a pro blemas de hidrodinâmica foi proposta por Streeter 
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e Wylie3'•(1 967) , e desd e então esse proced im ento tem sido bas -

tante empregado . Por ou tro lado, co ube a Streeter, Wyli e e 

R i cha r t 3 ~1974) a utilização da forma analitica do método das 
caracte risti cas a problemds de propagaçao de ondas em solos, 

inclusive para relações te nsão-deformação não -lineares . Esse 

me to d o p o d e s e r u t i 1 i z a d o na o b t e n ç ã o d a r e s p o s ta d e vã r i o s p r_Q 
bl emas de propagação de ond as em solos através de mod ifi cações 
relativamente si mples do procedimento bãsico. 

Entre os problemas de propagação de ondas em solos 
que podem ser resolvidos pelo metodo das caracteristic as a 
ba i xo custo de computação e a traves de modificações simples do 
pro cedimento bãs ico -, podemos citar : a) propagação unid imen 
sional de ondas de corte em um estrato horizontal não satura 
do; b) propagação unidimensional de ondas de corte em um es 
trato horizontal saturado ; c) propagação unidimens i onal de o~ 

das de compressão em um estrato horizontal. Poder- se - ia, ain 
da , resolver pelo método das cara cte risticas problemas de pro
pagação bidimensional de ondas em um estrato de solo horizon 

tal, sendo e nt re tanto nesse caso as relações entre tensão e de 
formação admit ida s lineares- não se t em ainda uma relação ex 
plicita entre tensão e deformação apl i cãvel a estados bidimen
sionais. 

Esse trabalho se preocupa com o caso a) indi cado aci
ma , sendo que a propagação da onda de corte se dã no sentido 
ver tical -como jã foi referido no Capit ul o 2. Pas sa - se, en 
tão, ã descri ção do método propriamente dito. 

3.2- Fundamentos teórico s 

Nesta seção exami na - se o método das ca racte risti 
cas para sis temas de eq uações diferenciais hiperbólicas linea 
res e quase - lineares, de primeira ordem e com duas variãveis 

independen tes . Aplica-se, então, o procedimento obtido a um 
sistema de equações diferenciais representativo da propa gaçao 

unidimensional de ondas de corte em mantos flexiveis de so lo 
sob e xci tação s ismica. 

Um sistema de equaçoes diferenciais parciais de 
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primeira ordem, com p variãveis independentes x1 , x2, . .. , Xp , 

para n funções u1 , u2, ... , un proc uradas, pode ser escrito na 
f o r ma : 

-+ 
-+ -+ au 

F; (x, u, "'ã"X' 
1 

... , (3.2.1) 

= l, 2, ... , m 

-+T -+ T l 2 n t onde x = (x 1, x2 , ... , xp), e u = (u , u , .. . , u ) . solu 
-+ -+ ção do sistema (3 . 2.1) todo vetor de funções u = <P (x), sempre 

diferenciãvel em relação a todas as variãveis de x, e que sa 
tisfaça o sistema de equações diferenciais identicamente. Cha 
ma- s e (3.2.1) de "sistema definido", sem= n, de "sistema su 
per definido", sem > n, e de "sistema subdefinido" sem< n. 

Discutem- se aqui somente os "sistemas definidos", 
limitando-se ainda o desenvolvimento a sistemas lineares e qu~ 
se-lineares. No caso de m = n pode-se representar o 
de equações diferenciais na forma : 

sistema 

L [uJ _ t A au - ti = o 
v=l -v axv 

(3 . 2.2) 

+ -onde A sao matrizes nxn e b e um vetor de n compo nentes. Cha -v 
ma-s e (3 . 2. 2) de: 

a) Sistema linear, se os elementos de ~v forem fun 
çoes de x, e se n tiver a forma ~(x) u + c(x); 

zes ~v e as 
mfnimo uma 
mo uma das 

b) Sistema semilinear, 
+ componentes de b forem 

+ componente de b dependa 
l n grandezas u , ... , u ; 

se os elementos das matri
funções de x, sendo que no 
não-linearmente de no m1ni -

c) Sistema quase-linear, se os elementos a~~) das 
matrizes 

+ lJ ~ 
~v e as componentes do vetor b forem funções de x e 

-+ u. 

Nes t e ponto abre-se um parêntesis para a apresent~ 
çao do conceito de diferenciação "interna ou interior" de uma 
função n-dimensional err. uma superf1cie (n-1)-dimensional. 
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No domTn i o, n- dimensional , das variãveis x1, x2, ... , xn 

cons idera-s e uma função u( x1 , x2 , ... , xn) com der ivadas con 

tinuas . Em um po nto P, perte ncente a esse espaço n-di me nsio

nal, com coordenadas x1 , x2 , . . . , xn, os numeros a 1 , a 2, . . . , an 
-+ represen tam um ve tor a, se ndo qu e 

Através do po nto P, co nst rõi-se uma linha reta cujos pontos são 
dados em termos de um parâmetro s pelas expressões 

Deste modo 

au 
as = 

n 
r 

i = 1 

au a . 
1 ax. 

1 

é de f i n i do c o mo s e n do a de r i v a da da f u n ç ã o u em r e 1 ação a s, o u 
como a deriva da de u na "direçã o" da da pelo vetor â . De uma 
mane ira geral a ex pre ssao 

a 
as 

representa , em cada ponto, uma diferenciação na di re ção do ve
tor ã. Se as quan tidad es a . sao f unções de posição, 

1 

ai= ai( x1 , x2 , ... , xn} , continuamente diferenciãveis, as di-
reções def in idas por a 1 em cada po nto do espaço formam um cam
po de direções cujas trajetórias são unicamente definidas pelo 
sistema de equações difere nci a is ordinãrias 

dx. 
1 as = ai 

(i = 1, 2 , ... , n ) 

Admite -s e,ag ora, a existênc ia de uma s uperf1cie (n-1)- dimensio
na l B : ~ (x 1 , x2 , ... , xn) = O em c uj a vizinhança as derivadas 
da função u(x 1 , x2, . . . , xn) são conti nuas , e que em um ponto 

.)t.~~~l. 
:5-0~ê.Ct\ 

1.~ 



P pertencente a B 

n 
l: 

i = 1 
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sendo ainda â f Oum vetor arbitrãrio. Considera-se , então , a 
~ 

derivada de u em B na direção dada por a como sendo 

au n au 
ãS = r a . (3 . 2.3) 

i = 1 1 ax . 
1 

Se - vã lida igualdade e a 

a. = À~ 
1 ax. 

1 

( i = 1 ' 2 ' .. . ' n) 

o vetor â terã a mesma direção do gradiente de B no ponto P, 
sendo a eq . (3 . 2.3 ) chamada de derivada na "direção normal". Se 
por outro lado o vetor â e tang ente a B no ponto P, e deste mo 

-do perpendic ul ar a normal, tem-se que: 

(3.2.4) 

n 
e q ue au;as = r a. au; ax. e chamada de derivada "tangencial" 

o 1 1 1 
ou derivada "i~ térna " em B. Utilizando -se as eqs . (3.2.3) e 
(3 .2.4) veri f ica-se, por exempl o , que as expressoes 

para cada par de Tndices i f k representam derivadas internas 
a superfic i e B. 

No caso bidimensional -de interesse neste traba -
1 h o , c o m x 1 = z , x 2 = t , u = u ( z , t ) , B : <P ( z , t ) = O - , tem- s e que 
a exp ressão 
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(3.2.5) 

e uma der ivada interna de u na curva ~ (z,t) = O. 

O conceito de derivada interna, aqui apresentado, 
sera utilizado no des e nvo lvimento do mitodo das caracteristi 
cas descrito a seg uir. 

No caso de 2 variãveis independentes, p = 2, x1 = z, 
x2 = t, o sistema (3 .2.2) toma a fo rma : 

L[rrJ a~ A a~ - g = - ~l ãZ + -2 TI 0 (3 . 2 . 6) 

sendo que uma solução qualquer ~(z,t), de (3 . 2.6) , deverã ser 
substituida em ~ 1 , ~2 e b no caso de sistemas quase - lineares. 
Al~m di ss o, adm ite - se qu e pelo meno s uma das matrizes , por e
xemplo ~l , não sej a singular em um de termi na do ponto (z0 , t 0 ). 

Ass i m sendo a eq. (3.2 . 6) poderã ser escrita como 

+ + 

L[J]:: I~+ A-1 _A2 au -az -1 at A- 1 +b o 
- 1 = (3 . 2.7) 

Consi dera-se agora uma c urva B : ~ (z,t) =O com 
(a ~ ; a z) 2 + ( a~ ;at) 2 f O- e.g. a~;at f o - na qual se conhece 
o va l or inicial do vetor Ú(z,t). Procura-se então determinar 
em B as primeiras deri va das ·1 u/ 1z e ,)u/ <J t de modo que Ll-úJ =O seja sa 
tisfeito na s ua vizinhança. 

Imagina - se que em B a der i vada inte rna 

+ au a<P 
TiãZ 

e conhecida. Conseq Uente mente , pode-se determinar, com 
- + + 

Ã = -( a~;a z)/(a ~ ;a t), a rel aça o entre au; az e au; a t como 

au 
ãZ + . . .. 
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onde os pontos s ig nifi ca m quantidad es con hecidas em B. Substi

tu indo-se essa relação na eq. (3.2.7) resulta 

L ru 1 -1 au 
- (~ 1 ~2 - À_u ar + · · · = 0 

Deste modo, uma condição necessãria e suficiente para que to 
da s a s p r i m c i r a s de r i v a da s te n h a m s o 1 u ç ã o ú n i c a a o 1 o n ~o de B é 

- 1 o = I ~ 1 ~2 - \!.I "f o 

com Q denominado determinante caracteris t ico da eq . (3 .2 . 7) . 

S e Q "f O a o 1 o n g o das cu r v a s 4> = c o n s ta n te , e n tão e s s as cu r v as 
são chamadas de curvas livres . Se, ao contrãrio, Ã(z , t) é a SE_ 

lu ção real da equação algébrica Q =O de ordem n em À, então 
as curvas B, definidas pelas equaçoes diferenciais ordinãrias 

dt dt dz = À , ou Q(z , t, crz ) = o 

sao chamadas de cu rv as carac teristi cas . 

Classifica- se agora o sistema (3. 2.6) ou (3 . 2 . 7) como : 

a) hipe r bóli co , se Q( À) = O tiver exatamente n 
raizes r eais; 

b) pa ra bólico , se Q( À) = O ti ver k , < k < n- 1 , 
.,. 

ra1zes reais; 

c ) e liptico, se Q( À) =O nao tiver rai zes rea i s . 

No cas o de sistemas hiperbólicos, de interesse a -
- 1 qui, a matriz ~l ~2 possui n valor es próprios reais e difere_!! 

tes, logo, existirão também n autov e tores linearme nte i ndepe n
dentes sendo, porta nto , a matriz ~ll ~2 di agon i zãvel. s:~a~-l 
uma matriz nxn cuj as colunas sejam os autovetores de ~l ~2 . 

Deste modo assegura-se a relação 

- 1 - 1 
~1 ~2 A 



25 

sendo C uma mat riz diagonal formada pelos auto valores À; 

( i= l, 2, ... , n) . Põs multipl icando a expressão acima por~, 

tem-se 

- 1 
.8.2 

- 1 c A (3.2.8) ~1 = A 

Com (3 .2. 8) , e admitind o que A A-l 
- -1 

i) = d, a eq. (3 . 2.7 ) pode 

ser escri t a na forma norma 1 

-+ au A ~+ c A d o (3 . 2.9) TI - = az 

com A = (a .. ); C= ( o .. >. .) ; 
1 J 1 J 1 

-+ T d = (d1,d2, ... , dn); i,j=l,2, .. . n, 

send o ó .. = delta de Kronecker . 
1 J -ra: 

n auj 
E a .. (-a- + À · 

j = 1 1 J z 1 

Se mat riz ~2 
-a na o 

A for~a nor~a l em notação watricial se 

auj 
at) - d. = o (3 . 2.10) 

1 

i = 1 , 2, ... ' n 

for si ng u 1 a r pode - se , então, es 
c r e v e r o sistema (3 . 2 . 7) na forma no r ma 1 correspondente: 

(3 . 2.1 1) 

Como foi verif i ca do, sistemas hiperbÕ1icos sempre poderão ser 
substitui dos por ou t r os , normalizados) nos quais ca da equaçao 
contenha diferenciação em apenas uma direç ão caracteristica. 

No caso de sistemas l i neares ou semi - lineares, se n 
do ~ s empr e di f e r e n c i ã v e 1 , o s is tema ( 3 . 2. 6) ou ( 3 . 2 . 7) pode rã se r 
esc ri to em uma fo rma norma l a inda mais simplificada , se o ve

to r ué substitu1do por w sendo w =A u . Introduzindo no sistema 
(3.2 . 9) as expresso es 

-+ 
A au 

az 

-+ 
= aw _ ~ -+ 

az az u, 

e c o n si de r ando 

ali c A at = 
aw 

c at C 
a~ -+ 

- a t u 



( a.B. + c a~) -+ -1- d u = g -az - at 

obtem-se a forma no r ma 1 

aw c aw -1- o a-z + n- g = 

O sistema (3.2. 12) pod erã ser escr ito em uma forma 
como : 

aw i aw; 
az + À i aT - 9 i = 0 

26 

(3.2.12) 

extendida 

(3.2.13) 

Deve-se, ainda, observar que os sistemas hiperbólicos podem ser 

caracterizados de uma man e ira mais geral do que através da elas-
- 1 sificação dada acima, como segue: sempre que a matriz ~l ~ 2 

possuir n valores próprio s reais não necessariamente diferen
tes e exatamente n autovetores lin earmente independentes o si~ 
tema serã hiperbólico. Ne sse caso também e posslvel atingir 

a form a normal (3 . 2 . 9) ou (3.2.11) . 

Uma vez determinadas as propriedades dos sistemas 
hiperbólicos passa-se, agora, ao exame do problema do valor i
ni cial, de significado especial, pelo fato de que a soluç ão de 
qualquer sistema de eq uações diferenciais hiperbólicas com dua s 
var iãveis independentes parte dele . 

Seja um sistema de equações diferenciais hiperbó 
licas de pri meira ordem, com duas variãveis independentes, da
do pela forma normal (3 . 2.10) 

i = l, 2, ... , n 

c o m ui ( z , <t> ( z) ) = f i ( z) , a $ z :s 8 , onde k : t = <t> ( z) não e uma 
curva caracteristica . ConseqUentemente, pelo fato da curva k 

nao se r tangenciada por nenhuma caracteristica, tem- se que 

laij l f O. 
-Examinando as eqs . (3.2.14) ve-se que as expres-

soes entre parêntes i s são as derivadas totais da incõgni ta uj 
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em relação a z , ou seja 

(3.2.15) 

em apenas uma direção caracter1stica À; = dt/dz - como jã foi 
enfatizado anteriormente. Logo, e possivel substituir as deri 
vadas totais duj/dz por quocientes de diferenças finitas, fato 
que discute- se a seguir. 

Cons idera-se primeiramente a eq. (3.2. 14) como se
mi linear, e com n = 2. Faz - se, entã o, a divisáo da parcela da 
curva k em um numero finito de curvas parciais N, sendo os po~ 

tos d i v i s õ r i os de s s a s c u r v as p a r c i a i s chama dos de P v, v =O, l , . .. N , 

e a distância mãxima entre dois pontos divisõrios h. Determi
nam-se, agora, as caracter1sticas t = wiv)(z), t = tjJ~v)(z), que 
passam pe lo s pontos Pv , v=O ,l , ... ,N, por integraçao direta das 
duas equações diferenciais ordinãrias 

dt az = Àl (z,t), dt 
Cíz = Àz (z,t) (3.2.16) 

Se isso nao for poss 1vel de ma nei ra satisfatõria, a solução das 

eqs . (3 .L.l 6) se darã através de metodos numéricos (Runge-Kutta , 
por exemplo). 

t 

Cl (3 z 

Fig . 3 .2.1- Rede de caracteristicas 
para sistemas semilinea res 

As caracteristicas assim ca l culadas formam uma rede que tem 
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forma semelhante ã representada na fig . 3.2.1. A regi ão na 

qual se procura a s olução ê limitada pelas caracteristicas ex
ternas que passam pelos pontos P0 e Pn, sendo a solução nessa 
região Única (veja teorema 1)* e dependente exclusivamente dos 

valores ini ciais em uj em k . 

Seja, agora, Sv o ponto de intersecção das duas ca 
racteristicas t = l}J ~v)(z) e t = w ~v)(z). Substitui-se, então~ 
as derivadas totais da eq. (3 . 2. 14) por quocientes de diferen
ças finitas, resultando 

2 uj ( Sv) - uj (Pv) 
j:l alj ( Sv) z (Sv) - z {Pv) - dl (Sv) = O 

(3.2.17) 

Os valores uj (Pv) e uj (Pv+l) sobre k são conhecidos, sendo a 
eq . (3.2.17) um sistema de equações lineares não-homogê~eo. De~ 

se modo e poss1vel dete rminar todos os valores de UJ (Sv), 
v= O, 1, ... , N-1. Como esses valores podem ser utilizados 
como novos valores iniciais, o cilculo poderâ ser levado adian 
te atê que todos os pontos da região limitada pelas caracteris 
ticas exte rna s sejam determinados. 

Discute- se, agora, o problema do valor inicial em 
sistemas quase-linea res gerais dados pelas eqs. (3.2.14). Nes 
te caso a rede caracteristica não e inicialmente conhecida, pois 
ela também depende da solução uj, devendo por isso ser substi
tu1da por uma aproximação . 

Nos pontos Pv e Pv+l da curva k os valores das di 
reções caracte risticas À., i = 1, 2, ... , n, são conhecidos , e 

1 -

xisti ndo uma direção entre as direções À.( P ) que forma o me-, v 
nor ângulo com a curva k (medido no sentido anti -horârio) . Cor 
respondentemente, hã uma direção entre as direções À; (Pv+l) 
que forma o maior ângulo com k (vide fig . 3.2.2.) . Seja Sv o 

* A unicidade da solução 
k 1 a. ·I ; o. 

1 J 

tambêm -e dada pe l o fato de que em 
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ponto de intersecção das retas definidas por essas duas dire 

ções extremas Àn (Pv) e Àl (Pv+l). Essa numeraçao das direções 
caracter1sticas e possiv e l, s e e feit a uma reenumeração das e
quaçoes do si stema (3 . 2.14) . 

p 
v+ 1 

Fig. 3.2 . 2 - Cãlculo de caracte r1st i cas para 
sistemas quase - lineares ( n=3) 

Substitui - se, então, as caracteristicas resta ntes que pa ssem 

por Sv, pelas retas com direção 1/2 ( Àj (Pv) + Àj (Pv+l)), 
j = 2, 3, . .. , n-1, que tambêm passem po r Sv, e cortem a par -

cela de curva k nos po ntos Pvj' j = 2, 3, . . . , n-1 . 

Fazendo : 

pv = pvl' pv+l = pvn 

l · n 
a i j ( P v 1 ) = a i j ( z ( P v 1 ) ' t ( P v 1 ) ' u ( P vl ) ' · · · ' u ( P v 1 ) ) 

e ainda com a definição correspondente de di (Pv l ), substitu i
se a eq. (3.2. 14) pelo sistema de equações correspondentes de 
diferenças finitas, resultando: 

n uj ( s v) - uj ( p . ) 
L ( p v 1 ) 

Vl d. ( p v 1 ) o (3.2. 18) a . . z ( s ) z ( p v i ) 
- = 

j = 1 , J - 1 v 
i = 1 , 2 , . . . n 

Sendo os valores uj (Pvi) sobre k conhecidos , a eq. (3 . 2. 18) 
representa também um sistema de equações lineares não - homo g~ 

neo para as incognitas uj ( Sv), j = 1, 2, .. . , n , as quais po-
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derã o ser calculadas diretamente, e de maneira Única, 

la .. (P 1 ) 1 f O. 
1 J v 

porque 

Neste m~todo s e det ermina primeiramente todos os 

pontos Sv, pela intersec ção das retas de ~oeficiente angular 
c o n h e c i d o s , e l o g o a p õ s a s a p r o x i m a ç õ e s u J ( S v ) , v =0 , 1 , . . . , N- 1 , 

j=l, 2, .. . , n, atrav~s do si s tema de equações (3. 2. 18) . Da mes 

ma forma que no caso anterior, es s es valores podem ser vistos 
como novos va lores iniciais, e o cãlculo de caracte r1sti cas PQ 

derã ser levado adiante. 

Se ria interessante ver i fi car, agora, em que condi

çoes um problema de va l ores iniciais terã solução Única. Para 
i sso reproduzen1-Se abaixo tr ês t eoremasS otravês dos quais pode-se 
de du zir- para uma gr a nde mai ori a de cas os-, qu e sistema s 
(3 . 2 .14) t e r ã o solução Únic a . Para facilidade de visualização admi 
te -se n == 2. 

Fig. 3.2.3- Teorema 

a ) No primeiro caso mostra do pela fig. 3.2.3, PQ 
e uma c urva não-caracter1st i ca de curvatura cont1nua , na qual 
os valores de u1 e u2 são conhecidos, sendo u1 e u2 funções co.!!_ 
ti nuamente dife r enciãve i s em PQ . A solução da eq. (3 .2 . 14) S! 

rã, e ntão, Ünica na região PQS, contornada pela curva AB e pe

las caracter1sticas t == ~ l (z) e t = ~ 2 (z) que passam por P 
e Q, respecti vamente. 

b) No segundo caso, fig. 3.2.4, PE e PF sao duas 
c urv as cara c ter1sticas que pa s sam por P. Tem-se , então, unici 
dade da solução na região PESF, aonde ES e FS são caracter1sti 
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E 

p 

Fig . 3 . 2.4 - Teorema 2 

cas, quando u1 e u2 são conhecidos em P, sendo ainda os valo 

res de u1 ou u2, continuame nte diferenciãveis, predeterminados 
ao longo dos arcos PE e PF. 

p 

Fig . 3.2. 5 - Teorema 3 

c) No terceiro caso, fig. 3.2.5, PE ê uma curva 



não - caracteristica de curva t ura consta nte. A sol ução e 

na regi ão PESF, on de ES e FS são caracte risticas, quando 

u2 são conh ecidos em P, se nd o ainda os valor es de u1 ou 
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unica 

u1 e 
2 u ) 

con tinuamente difere nc iãve is, predeterminados ao longo dos ar
cos PE e PF. 

A co nvergência do metodo das caracte risticas e po~ 
co conhecida, sendo uma das razões para isso a irregularidade 
das grades ca racteristica s utilizadas. Entretanto, sua conve.!: 
gê nc ia pode ser verificad a no caso de duas variãveis indepen 
dentes. 

Quando a determina çã o das curvas caracteristi cas 
nao f or o objeto do interesse , pode-se determinar a solução de 
si stemas hi pe rbólicos atraves do chamado 11 mêtodo de diferenças 
em grades retan gulares 11

• 

Passa-se, então, ao exame desse metodo utilizando 
para isso a f orma normal (3.2.11). O problema de valor ini
cial poderã deste modo ser es c rito, apõs alg umas transforma

çoes conve ni entes das variãveis independen tes , como : 

[ -+] ( -+) au + C ( -+) A ( -+) au = -+b ( -+ ) ( 3 2 1 9) F u :: A z,t ,u at z, t,u z,t, u az z,t,u .. 

u (z ,O) = 1 (z) , 

Seja~= (Bij) uma matriz mxn , m, n ~ 1, qualquer- podendo B 
ser um ve tor li nha ou coluna . Def ine -s e, então, a norma de B 
como 

n 
ll~ l l oo = Max E 

i j = 1 
I B. · I 

1 J 
(3.2.20) 

Alêm di ss o, seja P uma quantidade de pontos quaisquer, e B (p) 
uma f unção matricial referente a ela 
t ão 

p E P. Coloca-se, e n-

(3 . 2.21) 

Defi ne-s e , ainda, uma regi ão em forma de trapêzio 

G (T,o) = {(z, t) la. + Tt s z ~ B - Tt; o ~ t ~ ô ; T, õ >O} 
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e finalmente uma regi ão de n+2 dimensões- (u1 , u2, ... ,un, z, t) : 

~ ~ ~ 

Gn ( T , ô ) = {(z,t,v)/(z,t) E G (T, ô ), llv- ro l loo ~ n} 

onde foi colocado 10 = f (a 2 8 ) , 

çao . 

~ 

v representa o vetor solu-

Supõe -se, sobre o problema de valor inicial (3.2.19), 
que : 

a) Em Gn ( 10 , o0 ) os elementos de~. C 
-~ 

nentes de b sao sempre p vezes diferenciãveis, p ? 
çao a todas as n + 2 variãv eis 1 2 z,t,u , u , ... , 
disso, tem-se que 1 ~ 1 ~ a > O, e ll f. l l: n ( -r o, oo) ~ 

e as compo-
2, em rela -

un. Alem 

T 1 . 
-+ 

b) No percurso inicial as componentes de f(z) sao 
sempre p vezes diferenciãveis. 

Tem -se , então, em uma reg1ao G = G (-r 1 , 61), o 1 ~ o 0 , 

a soluç ão direta u (z,t) do problema de valor inicial (3.2 .19), 
sempre p ve zes diferenciãv e l . 

A região, em forma de trapezio, na qual sera ap re
sentada a solução serã preenchida com uma grade retangular de 
malhas ó t =h , óz = h/ n , com n constante , sendo a quantidade 

de pontos na grade chamada de Gh (fig. 3.2 .6). 

t 

k 

h 

a z 

Fig. 3.2. 6 - Grades retangulares 

Seja Sh ( r h) a quantidade de pontos sobre as retas t = 9h. 

As aproxi ma ções de diferenças mais simples, para o 
problema de valor inicial (3.2. 19), poderão ser escritas na 
forma: 



[ -+ ] ( -+ -~ 
h Fh _uk , P, = ~ zk,t 9.. ,uk , J!) uk, 9.+l -

p- r 
E 

lJ =- r 
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(3 . 2. 22) 

-+ 
Ond e zk = a + kh /n, t ~ = ~ h, k , ~ =O, l, ... , uk, ~ e o vetor 
de aproximação procu ra do pa ra a solução no ponto (zk, t ~ ) da 
grade, e as S , p =-r, -r+l, .. . , p-r sao matrizes diagonais. 

-)J 

Deseja-s e que o s istema de equações de diferenças 
(3.2.2 2) seja aproximado na gra de Gh ao sistema de equações dl 
feren ciais (3 . 2. 19) , sendo vãlida para cada solução u (z,t) de 
(3 . 2 . 19 ), no mini mo duas vezes di ferenciãvel , a condi ção de co n 
sistênci a 

Fh [u (z , t)] = t> (z,t,u (z ,t)) +o ( h) (3.2. 23) 

h -+ O, ( z ,t ) e: Gh 

Para isso, como pode ser vi sto, e suficiente que : 

p- r 
a ) E ~ u (z , t ,u) = .!. ( matriz identida de ) 

u=- r 
(3.2.24) 

b) 
p- r -~ 

1 )J ~)J ( z , t , u ) 
lJ= - r 

-+ 
= - n C (z,t,u) 

Como as condi çõ es (3 . 2. 24) sao vãl id as unicamente para as ma 
trizes diag ona is S , serã fãcil elaborar uma aproximação de di 

- IJ 

ferenças (3. 2. 22) . Supõe-se que os valores ~k 0 sejam dados 

no percurso inicial , como uk , O = u (zk,O) + ~ (zk,O) , com nor

ma sufi ci e nt eme nte pequena de I 1t (zk,O) I loo < e: . 

Al em disso, para cada h, O 5 h ~ h0 , existirã uma 

grad e parcial Bh c Gh onde , para todo par (zk ,t ~) e: Bh' sera 
assegurada a inequação ll uk, ~ - t 0 11 oo < n, sendo, portanto , 

I ~ ( z k ' t ~ ' u K ' g) I f o . L o g o ' e p os s 1 v e 1 a s o 1 u ç ã o d i r e ta da eq . 
(3 . 2. 22) para os valor es u k, ~+ l' ~ =O, 1, ... , ficand o , as
s i m, ap r esentado o método de difer e nças em gra des retangulares 
pa ra a so lu çã o numéri ca do pr ob l ema de valor inicial (3.2.19). 
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No caso de cãlculos convergentes pode-se verificar 
a existênci a de Bh. Mais exa tamente e xistirã , então, uma re

gi ão constan te BC G, sendo Bh = B n Gh vãlida para todos os h, 

O < h ~ h0 . No cãlcul o prãti co , po r ém , a de terminação de B s~ 
rã muito compl e xa. Via de regra, no entanto, o cãlculo poderã 

ser levado adiante enquanto I ~ (zk,t ~ ,uk , ~) l não for muito p~ 
queno. 

Apres enta - se, agora, dois métodos simples, ma s sa
tisfatoriamente provados de forma explicita, para as aproxima 
ções de dife renças dadas por (3 . 2.22). 

Seja a matriz diagonal C escrita como a soma de 
d · c+ c uas matr1zes e 

+ -Onde f contem apenas os el ementos positivos de C e C apenas 
os e lemen to s negativos. Colocando-se, então, 

s + 
~o I nc+ nf ~1 -nf s o = ll f , = - + = -- -1 lJ 

l.l f -1 , 0 , 1 

determina-se que : 

1 1 
E s .!_, E ~ p 

+ 
nf - nc = IJ = - nC = 

p=-1 - IJ p=-1 

Se ndo, portanto, as condições de consistência (3.2.24) satis -
-+ 

fe itas. Se f or esc ri to re s umidamente ~k. ~ em vez de ~(zk , t~ ,uk , ~ ), 

de f i ni ndo correspondentemente f+k . ~ ' f-k. ~ ' b k. ~ ' o si s tema 
(3 .2.22) , em forma j ã resol vida , sera: 

-+ -1 + -+ 

u k, ~+ 1 = n ~k, ~ f k, ~ ~k , ~ u k- 1 , ~ + 

-1 - -+ - 1 
- n ~k. ~ f k, ~ ~k.~ uk+l . ~ + h ~k. ~ bk, ~ (3.2.25) 
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Po de -se, tambem, ch egar ãs eqs. (3.2.25) su bs ti-
t uind o diretamente au;at e au; az por quocientes de diferenças 

c o r r e s p o n d e n t e s . E m n o t a ç ã o n ã o - m a t r i c i a 1 o s i s te ma ( 3 . 2 . 1 9 ) t e m 
a forma : 

i = 1, 2, .. . , n 

Nas equaçoes acima substitui - se: 

au j (zk,t n) uj - uj 
;r. k,9_+l k, 9_ 

a t por 

e 

Uj - uj 
k, 9. k- 1 , 9-

h/ n 

por 

resu l tan do, então, o sis tema ( 3 . 2 . 25 ). 

Determina-se o segundo metodo para as ap~oximações 
de diferenças em grades retangulares fazendo: 

1 
~- 1 = 2 (l + ni); 

1 
~ 1 = 2 (l s - o 

-IJ 
IJ j;-1 , 1 

Como po de-s e ver, as condições de consistência (3.2.24) estão, 
tambem ,sati sfeitas neste caso . As equações diferenciais (3.2.22) 
serao , então: 

- >- 1 { I - 1 
Ik , ~ ~k, t J 

-+ 
uk ,t+l = 2 + n ~k ' ~ uk-1 , t + 

(3.2 . 26) 

1 {I - 1 
~k. ~} 

-+ - 1 -+ + 2 - n ~k ' ~ Ik, ~ uk+l, ~ + h ~ k, 9. ok, R. 

Pode -se ch egar , também, a essas equaçoes substituindo- se dire -
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tame nte as de ri va da s por qu oc ien t es de diferen ças corresponde~ 
t es , co mo segue: 

Se todas as matrizes diagonais S , 11 = -r, ... , p-r, sõ possu_i 
- }J 

rem elementos positivos, então (3.2.22) e chamado de "aproxi-
mação de diferenças do tipo positivo". Pode-se verificar que 
sempre se conseguirã cãlculos convergentes por essas aproxima
ções de diferenças . Mais exatamente vale o principio*: se a a 
proximação de diferenças (3.2.22) for do tipo positivo, e se 
as co ndições de consistência ( 3.2.24) são satisfeitas, então,~ 
xistirã uma região constanteDCG na qual e vãlida, para todos 

os pares (zk' t t ) € De para todos os h, O < h ~ h
0

, a inequa
çao 

onde k e uma constante inde pendente de h. 

Ver ifica - se dai que quando h ~ O a convergencia -e 

assegur ada . 

A re gi ão D de finid a no principio acima pode, em al 
guns c aso s, se r muito pequen a . No entanto , se os elementos de 

~ ~ 

~. ~e os com pon en tes de b e f do problema de valor inicial 
(3.2. 22) for em s empre dif e r enc iãveis , no minimo três vezes, em 
r e lação a t odas as variãv e is, pod e-se verificar que D sõ e mi
nimamen te menor que a regi ã o B referida acima. 

As aproximaçõ e s (3.2.25) e (3.2.26) serao do 

positivo para nll C l i ::: 1. G - oo 

11 ~ 1 L., [ ( To, co) 5 Tl, vê-se 
Como s e tinha suposto 

qu e ess as aproximações se r ão 

ra men te conv e rgentes para: 

* Par a a prova do principio veja ref. 31. 

tipo 
que 

segu-
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n = 6 t < 
6 Z - Tl 

(3.2.27) 

Muitas vezes e conveniente não manter a relação 
n = 6t/ 6 z constante por todo o cãlculo, mas sim escolhê - la de 

acordo com cada camada de grade . Alem disso, sõ e possivel 

estimar, a priori, o mãximo valor de ll f ll oo sobre toda a grade 
em casos raros. Ja e su f iciente para a convergênc i a- por e
xemplo do método dado por (3.2.25) ou (3.2 .26) -se o método 
for do tipo positivo em cada pass o de cãlculo . Por isso e su

ficiente para o cãlculo dos valores sobre a linha t = ( ~ +l)h, 

~ = O, 1, ... , es colher a razão n de modo que: 

Obtem-se,então, uma grade retangular com espaços de malhas va
riãveis na direção t. 

Para todos os cãlculos (3.2 . 22) do tipo positivo 
qu e satisfaçam ( 3.2.24) serã vãlida a relação (3 . 2 . 23) . Então , 
cada so lu ção duas vezes sempr e diferenci ã vel de (3.2.19) sati! 

faz a equação de diferenças (3.2.22) com um erro da ordem de 
h. 

Uma vez apresentados alguns procedimentos do meto 

do das caracteristicas* para a solução de equações diferen
ciais hiperbÕl i cas de primeira ordem com duas variãveis inde-
pendentes pass a-se, agora, a sua aplicação em um sistema de 

duas equações diferenciais quase- li neares, representativo do 
comportamen t o de mantos flexiveis de solo excitados dinamica
ment e pela propagação vertical de ondas de corte . 

Neste caso o problema poderã ser considerado unidi 
mensional, sendo que as t ensões de corte no estrato de solo 
s ão mantidas a travé s de movimentos horizonta i s impostos na ba
se do estrato. 

Na fi g . 3.2 . 7 estã representada a deformação no 
plano x ,z, que sofre um elemento de solo quando excitado por 
ondas de cor te definidas ac ima . Na dir eção z os deslocamentos 

* Para um es t udo mais completo consultar refs . 4, 5, 31. 
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-w sao cons i derados nul os, de mo do que so teremos deslocamentos 

u na direção X. Então a deformação de corte y e igual a au; az 

e a ve locid ade v e dada por au; a t . 

2 
CD 

\ 

® G - __ _( 

) 

® 

z 
T -

3 

\ I 
I \ 

\ I 

' ~X 
\ \ 
\ \ 

I --~ 

CD 
\ base 

- -+--t-éh au 
T + ãZ dz ãZ dz 

4 

5 

movimento 

Fig. 3 . 2 . 7 - Mo delo unidi me nsional de 
propagação de ondas de corte 

Sob essa s condiç ões a equaçao de equilibrio se rã: 

a1 av 
= az - P TI = 0 (3.2.28) 

onde p e a densida de de massa do so lo . 

A relação din âm i ca e ntr e tensão e defo r mação para 
um material viscoelãstico pode ser expressa porl7 

na qual ~ ~ o coe ficiente de viscosidade. 
são (3 . 2. 29) em re l ação ao tempo pod e-se 
da velocidade v como 

a1 a2u 
TI = G a z a t + 11 

(3 . 2 . 29) 

Derivando a expres
colocã - la em termos 

(3 . 2 . 30) 

onde o mÕdu l o de co r te tangen t e G, para deformações estãticas 
e baixa freqU~ncia e definido com o dT / ay , s endo obtido, pa~ O 
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mod el o de Ramberg-Osgood, pelas eqs. (2 . 11) ou (2 .1 2). 

O segundo termo da eq . (3.2.29) contém o termo vis 

coelãstico , p , que na maioria dos casos é pequeno e pode ser 

desprezado . Se no entanto deseja - se considerar o solo como um 

modelo viscoelãstico , esse termo poderã ser representado por ~ 

ma aproximação em diferenças finitas como 

(l.Y.) ( av) 
a 2 v l. az - li t - n t 

)J () z () t = jl 6 } 

onde se omitiu o sub - indice t do primeiro termo . 

(3.2.31) em (3 . 2. 30 ) obtem-se: 

(3.2.31) 

Substituindo 

(3 .2. 32) 

Tem-se, e ntão, um sistema de 2 equaçoes diferen-
ciais (3 .2.28) e (3.2 . 32), no qual aplica - se, agora, o método 
das caracteristicas. 

Colocando as equaçoes acima na forma (3 . 2. 6) resul 
ta : 

-7 -7 au au + 
~ 1 a z + ~2 TI - b = 0 

na q ua 1 

l o o - p T 

~1 ~2 
+ = = 

l 
u = 

)J o -(G+-) o v ll t 

Como ! ~ 2 11 O, o sistema acima poderã ser co l ocado na fo r ma nor 
mal (3 . 2. 11) , se ele fo r hiperbólico. Pr ocura - se, então, os 

- -1 valores proprios de ~2 ~l, sendo esses valores determinados 
pela equação algébrica em À , 

\.1 - À - (G+-) 
I - 1 ll t 

(§. \.1 
Q ( À) = ~2 ~ 1 - \ .!. I = = À 2 - + Mt) = o p 

-1/ p - À 
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como 

À =dz = +/§.+ 11 = 
(ff p p6 t (3.2.33) 

onde vs representa a velocidade de propagaçao da onda de co rte 

no so l o. O fato de À poss uir doi s valores reais distintos 
indica o carãter hiperbólico das eqs . (3.2.28) e {3 . 2. 32), se~ 
do, assim, posslvel a forma normal (3.2.11) reescrita abaixo : 

au ali A +CA- - d = O a t a z 

->; -1 + -1 - -1 na q u a 1 a = ~ ~ 2 b , e A e f o r ma d a p e 1 o s a u to v e to r e s de ~2 ~ 1 . 
ConseqUentemente tem-se que: 

l/ 2 1/2 

A = 

- P V s 
ç_: 

o 

o 

O sistema de equaçoes diferenciais acima poderã ser resolvido 
de forma satisfatõria, e mais cômoda, se o mesmo for aproxima
do a um sistema de equaçoes de diferenças em uma grade retang~ 
lar. Considera-se , portanto, a fig. 3.2 .8. 

Aplica-se, então, ao s is t ema de equações na forma 
normal (3.2.11) o método do tipo pos i t ivo descrito por (3.2.26), 

ma s o b t i d o d e um a ma n e i r a d i f e r e n te , v i s ta a s e g u i r . O s i s te ma 
(3.2. 11) posto na sua forma extendida se rã escrito como 

( ~ tl + À 1 aé) I ) - p V S ( ~ Vt + À 1 ~ V ) + AIJt ( ~ V ) t A t = o ( 3 • 2 • 34) 
o z o o Z u o Z - u 

( élT ar ) (~ + À ~ ) + 11 (a v) 0 ãt + À2 ãZ + pvs a t 2 az 6 t ãZ t-6 t = ( 3 . 2. 35) 



~ 
t2 t3 ta 

J l 
z 

õz, 

2 

õt õz2 p 
3 c 

õz3 

Fig . 3 . 2 .8 - Grade retangular para 
quatro camadas de solo 
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onde as expressões entre parêntesis são as derivadas totais em 
apenas uma direção caracteristica, ou seja, tem-se que , na eq. 
(3.2.34) por exemplo : 

= d1 ( a v + , ~) = ~ 
df ' e TI " 1 az dt 

d . - ~ . dz L na 1reçao caracter1st1ca d1 = Àl. ogo, as eqs. 
(3.2 . 35) são tra nsfo rmadas em quatro equaçoes 
ordinãrias escr itas abaixo como : 

( À+). E.! dv )J a v o - (> v s dt + 6t (az) t-6 t = , d t 

dz 
TI = vs 

( À - d1 dv Jl a v o ); TI + p v s TI + 6 t (az)t-6t = 

dz 
d1 = -v s 

(3 . 2. 34) e 
diferenciais 

(3 . 2.36) 

(3 . 2.37) 

(3.2.38) 

(3.2.39) 
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A eq . (3 . 2 . 36) ê vãlid a a penas qu ando a eq. ( 3. 2 . 37) ê s atis

fe i t a, o mesmo acont ece ndo co m as eqs. (3.2.38) e (3.2 . 39). 

A so luç ão para as equa çoes À+ e À- pode ser obti 

da apõs el as ha verem sido a proximadas por diferenças finitas . 

Es colhendo um intervalo de t empo fi t conveniente, e observando 
a fig. 3 . 2 . 8 , as aproximações em diferenças finitas se reduzem 

a 

o ( 3. 2.40) 

e 

sendo os valores das variãveis nos pontos R, S, determinados 
por interpolação linear , como sera visto adiante. 

A convergência do mêtod o ·se darã se a eq. (3.2 . 27) 
for sati s feita, ou seja, se fi t/ fi z ::; l/ T1 . Sendo no caso 
Tl = vs , a condição de convergência se reduz a fiz > vs fit. max - max 
Como pa ra os s olos a rela ção entre tensão e deformação de co~ 

te ê do tipo suave podendo ser r epresentada pelas eqs. (2.7) 

e (2 . 8 ) t em- se que a mãxima velocidade de propagação da 
onda de corte, v , se darã no inicio do movimento qua ndo smax 
G = G0 . Assim sendo , apõs a escolha de um intervalo de tempo 

adequad o, a divis ã o do estrato de solo em camadas serã dada por 

(fi z ) ; > 
\.l i 

+ n . fit ) fi t 
1 

(3.2.42) 
i = 1 , 2 , • •. N 

onde N representa o numero de camadas. Essa condição assegu
ra que os pontos R e S (por exemplo ) das linhas caracteristi 

cas que passam por P (vide fig. 3.2. 8) estão localizados den
t r o do interva lo de A a B. 

Embo r a G0 vari e com a a ltu r a , ele ê considerado 

constante dentro de cada camada i, s endo us ado o valor de G0 
no meio da camada. Ge r almente, uma ou mais camadas, fi z, ocor
rem em um dado estrato, e para estratos com diferentes valores 

de G0 , p e \.l as camadas irão varia r de acordo com a eq. (3 . 2.42). 
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A so lução pode ser acompanhada pelo diagrama da fig. 

3.2. 8 . As tensões de corte e as velocidades no instante ini 
cial t =O são ndr1 itidas conhecidas e através desses va lores pode 

- se determinar as tensões e velocidades no instante t = ót, p~ 

las eqs . (3.2. 40) e (3 . 2 . 41)- a sol ução neste caso serã úni ca 

(veja teorema 1). Se a solução ê deseja da, por exemplo, no 
ponto f (ver f i g . 3.2. 8), dev e-s e calcular G, na camada ~ z 2 , 

através das eqs . (2 . 11) ou (2 . 12) se ho uver descarga, ba -

seado no va lor medi o da tensão de corte, 0,5(TA + Te) . Então , 
(vs) 2 e determinado pela eq. (3.2.33) . De maneira a nãloga de 
t ermin a-se a ve locidade (vs) 3 para a camada óz3 . Após os val~ 

res de vs terem sido determ inad os para as dua s camadas, cal e~ 

lam-se os valores de vR, v5 , TR, Ts pelas fÕrmulas de interpo
lação l inear dadas abaixo: 

ó t 
(v s) 2 (v c v A) VR = vc - óz 2 

- ( 3 .2.43) 

ó t 
(v s) 2 ( Te - TA) TR = Te - óz 2 

(3 . 2 . 44) 

ó t 
(v s) 3 (v c - vB) vs = vc - óz3 

(3 . 2.45 ) 

ó t 
(v s) 3 (Te - TB) Ts = Te -

l'. z3 
(3.2 . 46} 

Introd uzindo esses valores nas eqs. (3 . 2 .40} e (3.2.41) deter
mina-se a solução para Tp e vp. 

Na superf1cie do solo TP é zero e a velocidade vp 

e Obtida pela eq . (3 . 2. 41) apÕS (VS)l , TS e VS terem SidO de
terminados . 

Na ba se do estrato a velo c idade vp e igual ã velo 
cidade da excitação , sendo TP obti do pela eq. (3.2.40) apos te 

rem sido determinados (vs)n, TR e vR. 

O procedimento des crito acim a foi progra mado na lin 
guagem ALGOL, sendo seu diagrama de blocos dado a seguir . 
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3 . 3 - Programa de computação 

Descreve-se, aqui, o funcionamento geral do progr~ 

ma INFLUSOLO~ composto de um programa principal e de tris pro
cedures, utilizado para determinar quantitativamente a i nfluin 
cia de mantos flex iveis no espectro de resposta sismica. 

O prog rama principal, alem de comandar as procedu
res ESPECTRO e CARACTERISTICA, tem ainda a função de: a) ler e 
imprimir as variãveis globais- como, por exemplo , intervalo 
de tempo, duração da exc ita ção, numero de camadas de solo,etc, 
ut ilizando-as no dimensionamento dos arranjos globais; b) ler 
e calcular a excitação dependendo da variãvel inteira EXC . As 
procedures ESPECTRO e CARACTERISTICA são executadas após os i
tens a) e b) terem sido determinados. A chamada da procedure 
ESPEC TRO e ainda função do numero de espectros a determinar, 
sendo que cada espectro depende de uma raz ão de amortecimento. 
O procedimento resumido acima pode ser observado pelo diagrama 
de blocos da fig. 3.3.2, sendo a convenção dos blocos diagra
mas da da pela fig. 3.3.1. 

A proced ure ESPECTRO determina o espectro de res

posta sismica com bas e em um dado registro de acelerações , cal 
culando numer icamente a integral de convol ução para vários pe
riodos natu rai s e para cada razão de amortecimento dada pelo 
programa principal- a procedure ESPECTRO e executada uma vez 
para cada razão de amortecimento (veja fig. 3.3.2) . Os espec
tros de deslocamentos relativos, velocidade e pseudovelocidade 
relativa, aceleração absoluta e pseudo-aceleração absoluta cal
culados são listados para periodos naturais variando de 0,0125 
seg undo s a 2,0 seg undos. O programa também imprime, se for do 
interesse, as respectivas histõrias do movimento para um dado 

periodo natural e razão de amortecimento durante toda a dura

ção da excitação. A fig . 3.3.3 mostra o diagrama de blocos da 
procedure apresentada acima. 

A procedure CARACTERISTICA e uma aplicação do meto 
do das caracteristicas para calc ular o comportamento un idimen
sional de estratos de solo excitados dinamicamente pela propa -

*Para maiores detalhes, consultar o programa INFLUSOL0 1 5 . 
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Indi ca a exec uçao de um comando 

Indi ca entrada ou saida de informação 

Indica um teste de decisão a ser realizado 

Ind ica uma iteração 

Ind ica chamada de procedures 

(~_) Indi ca in1cio ou fim 

o Indica comando ca se 

Fig. 3 .3 . 1 - Con ven ção dos blocos diagrama 



EXCITAÇAO 
SENO I DAL 

EXCITAÇAO ALEA
TORIA, TR IAN GU

LAR, ETC 

LOOP SOl:RE O 

NQ DE ESPECTRO 

FI M 

Figura 3.3. 2 - Di agrama de blocos do 
programa principal 
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ESPECTRO 

• LOOP SOBRE O 
N9 DE PONTOS 
DO ESPECTRO 

VARIAVEIS INDEPENDENTES 
QO TEMPO 

V. l.T · ' f(WR, SR) 

LOOP SOBRE OS 
-- PONTOS DE IN-

TEGRAÇAO 

• DETERMINAÇAO DA HISTORIA 
DOS OESLOC .RELATIVOS, HOR, 
DAS VEL .RELATIVAS , HVR, E 
PAS ACE LER.ABSOLUTAS , HAA 

+f( V. I .T., UK) 

FAZER D,V,AC= RESPECTIVA-
MENTE , AO MAXIMO VALOR AB-
SOLUTO DOS EL EMENTOS o r 

HOR, HVR, HAA 

, 
ARW\ZENAR O, V, AC, RESPEC 

TI VAMENTE EM OR, VR, AA 

' 

I IMPRIMIR I RESUL TAOOS 

c FI~ ) 

Fi g. 3 . 3 . 3 - Di ag r am a de blo cos 

da proced ure ESP ECTRO 
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CARACTER!STI CA 

PROPRIEDADES 
DOS SOLOS 

LOOP SOBRE O 
.------t~ N9 DE PONTOS 

DE INTEGRAÇJ'\0 

LOOP SOBRE O 
.---.t NOMERO DE CA

MADAS N 

VELOCI DAQE DE 
PROPAGAÇAO DA 
ON DA DE CORTE 

TC - Tensão de corte 

V - Velocidade 
VESC - Vel. de escorregamento 

U - Deslocamento 
UESC - Desl . de escorregamento 

LOOP SOBRE O 
NÜMERO DE PON 
TOS N + 1 -

TC, v~ f( 3 . 2. 40 
e/ou 3.2 .41) 

V = VESC 

I TC I=! TMAX I 
>----e-t V+ f( 3 . 2. 41 ) 

U+f( V) 

UESC+f(VESC) 

VESC+f(3 .2.40) 

Fig. 3 . 3 .4- Diagrama de blocos da 
procedure CARACTERISTICA 
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T 

curva esqueleto 

curva de descarga 

curva de recarga 

Fig. 3 . 3 . 5 - Laço de histerese genérico 

RAr-13 ERG 

NAO 

CALCULO DE G 
PELA EQUAÇAO 

2.12 

FIM 

SIM CJI;LCULO DE G 
PELA EQUAÇAO 

2.11 

Fi g . 3 . 3.6 - Diagrama de blocos da procedure RAMBERG 

50 
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gaçao vertical de ondas de corte. Após a leitura e impressão 

das propriedades das camadas de solo, como , por exemplo, densi 

dade, viscosidade, altura das camadas, etc., a procedure CARA~ 
TERISTICA determina a velo c idade e a tensão de corte nas N + 1 

interfaces entre camadas contiguas através das eqs. (3.2.40) 

e/ou (3.2 . 41). Os valores da aceleração e deslocamento nesses 

pontos são determinados, respectivamente, pela derivação e in 
tegração numérica da velocidade . o comportame nto do solo e 1~ 
vado em conta na procedure RAMBERG, a qual é comandada pela C~ 
RACTERISTICA. No caso da tensão de corte em qualquer um des
ses N + 1 pontos ultrapassar, respectivamente, a tensão mãxima 
de corte ness es pontos, escorregamentos plãsticos podem ser 
considerados. O diagrama de blocos da fig. 3.3.4 ilustra ore 
sumo do procedimento aqui apresentado. 

A procedure RAMBERG calcula o valor do módulo de 
corte , G, atr a vés das eqs. (2.11) ou (2.12), se o ponto (y,T) 

em consideração estiver, respectivamente, sobre a curva-esque 
leto ou sobre a s curvas de descarga ou recarga- ver fig. 3.3.5. 
A fig. 3.3. 6 mostra o macrodiagrama de blocos da procedure RAM 
BERG. 

3 .4- Aplicabilidade do ~o del o 

Nesta s eção e discutida a aplicabilidade em anãli-
se sismica de modelos unidimensionais baseados na 
vert ical de ondas de corte. 

propagaçao 

Segundo Dobry 1 et al 1 7
, e usualmente peq ueno o ang~ 

lo, <t> 1 (ver fig. 3 . 4.1), que a onda de corte incidente formacom 
a normal ã interface solo-rocha, devido ãs propriedades de re

fração das camadas da crosta terrestre. Mesmo sendo <t> 1 gran 
de, o ângulo de propagação <t> 2 no estrato de solo sera pequeno , 
na ma ioria do s casos, dada a menor velocidade de propagaçao da 
onda neste. Este fato pode ser vísualizado pela fig. 3.4. 1 e 

comprovado pel a equação de Snell dada abaixo. 

sen <t> 1 
v rocha 

= 
sen <t> 2 
v solo 

(3.4.1) 



~2 
solo 

rocha 

Fig. 3.4.1 - Refração da onda na 
interface solo-rocha 
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O fato da propagaçao da onda de corte nao se dar 
no sentido vertical acarreta um aumento na freqUência natural 

do estrato, fazendo os picos do espectro de resposta se deslo 
carem na direção das altas freqUências. Sendo, entretanto, o 

ângulo de propagação ~ 2 pequeno, esse efeito e desprezivel pa
ra propósitos prãticos. O ângulo ~ 2 poderã ser grande caso 
não haja uma interface solo-rocha real. 

Por outro lado, conforme Trifunac3~ hã cada vez 
mais evidência que a maioria da energia em terremotos destrut~ 

vos e transmi tida por ondas de superficie. Esse fato foi uti 

lizado em argumentação contra modelos que levam em conta a in
flu~ncia do so l o através da propagação vertical de ondas de 
corte . Ent re tanto , se o estrato e relativamente fino e a hipQ 
tese que ele não influencia o movimento da rocha e sustentãvel, 
então não interessa por quais mecanismos são transmitidas as 
ondas sis~icas na rocha, desde que se satisfaça uma importante 
restriç ão . 

Considerando, por exemplo, que a propagaçao de on 
das na rocha se dã através de ondas superficiais (ver fig. 3.4 . 2), 

tem-s e que a inclinação da frente de ondas é dada por: 

(3.4.2) 
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sendo que B deverã s er peq uen o pa ra que a suposição de propag~ 

ção vertical da onda seja vãlid a . Dado que não se conhece ne 

nhum estudo parametrico que conduza a um cr iterio para a esco 

lha de um val or admisslvel de B, considera-se, intuitivamente , 
que o ângulo B deverã ser da ordem de 10° para que os erros in 
troduzidos sejam desprezlveis. Neste caso tem-se que: 

vsolo < 0 · 17 vrocha (3.4.3) 

ou 

Gsolo < 0 · 025 Gro cha (3.4 .4) 

Se as inequações (3.4.3) ou (3.4.4) são satisfei 
tas, o ângulo de propa gação ~ 2 - supondo a propagação na rocha 
atrav~s de ondas de corte- tamb~m serã pequeno , o que pode 

ser comprovado pela eq.(3.4.l). Logo, admitindo que o mõdulo 

de corte Grocha para a rocha seja da ordem de 200.000 kgf/cm 2 

tem-se, de acordo com a eq. (3.4 . 4), que quando Gsolo>5.000 kgf/cm2 

os resultados obtidos da aplicação do m~todo podem ser duvido

sos. 

velocidade de propagaçao da onda: vsolo 

superficie do solo 

frente de ondas 

:/~~ 
Rocha 

velocidade de propagaçao da onda: vrocha 

Fig. 3.4.2 - Representação esq uemãtica 
da frente de ondas no solo 

H 
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Ha, alem disso, outra restrição que deveria ser ob
servada, ou seja, a altura H do estrato não deve ultrapassar~ 

ma fração do comprimento médio da onda sismica na rocha. Po

de-se dizer qu e a altura total do estrato para levar em conta 
essa restrição, bem como a hip6tese de que sua presença não in 
fluencia o movimento da rocha, não deverã exceder cerca de SOm. 

A discussão acima concorda com o comentãrio de Seed 
'et al' 33,s egundo o qual "recentes estudos r ealizados na univer 
sidade da Calif6rnia, em Berkeley, parecem indicar que a ampll 
ficação da resposta em estratos de so lo devido a ondas superfl 
ciais e realmente similar ãquelas obtidas através da propaga
ção vertical de ondas de corte, especialmente em casos onde u
ma interface solo -ro cha bem definida existe a pouca profundid~ 
de , aproximadamente a 60 m da superficie". 

As restrições aqui apresentadas deveriam ser obede 
cidas em qualquer modelo unidimensional que se baseie na prop~ 

gaçao vertical de ondas de corte, entretanto, nem sempre isso 
acontece nos estudos de casos apresentados na lit eratura. 

3 . 5 - Estudo de casos 

Apresentam-se, aqui, alguns exemplos de 
do prog r ama de computação apresentado na seção 3 .3 . 

aplicação 
A relevân 

cia de vãrios fatores, tais como distância epicentral, magnit~ 

de do sismo, forma do movimento na rocha, tipo de solo, amort! 
cimento, possibilidade de escorregamento , bem como um exemp l o 
da convergênci a do método, são discutidos nesta apresentação . 
A partir dos resultados obtidos são tiradas co nclus ões com re s 
peito ã influência das camadas de solo na determinação da res
posta sismica. 

A fig. 3 . 5.1 mostra as propriedades de um perfil 
hipotético de 21 ,5 m para dois tipos de solo , utilizado no es

t udo de casos acima referido. A divisão desse estrato em cama 

das, também indica das na fi 9ura , foi feita obedecendo a eq . 
(3.2 . 42). A resposta na superf1cie desse perfil foi determina 
da par a os seguintes movimentos da base: 

a) acelerograma de Puerto Hueneme de 18 de março de 
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1957, componente EW (ver fi9 . 3.5 . 2), conside rad o representatl 

vo de movimentos de magnitude moderada, hipocentro prõximo a 

superficie e de pequena distância epicentral 22; 

b) acelerograma de Taft de 21 de julho de 1952, com 

ponente N21E (ver fi~. 3.5.4), representativo, por outro lado, 
de movimentos de grande mag nitud e , M = 7 , 5, e distância epi c e~ 

tral moderada, O = 40 km . 

A sensibilidade do espectro de resposta na superfi 
cie com relação ã forma exata do movimento da rocha foi verifl 
cada através da utilização de dois pulsos triangulares de pe
r1odo semelhante ao registro de Puerto Hueneme (ver fig. 3.5. 3) . 

Foram considerados, alem disso, mo vimentos ampli
ficados da base com o intuito de se avaliar a influência de e
feitos não-l in ea res. Tais movimentos, bem como os jã anterio! 
mente descritos, são indicados na Tabe la 3.5. 1. As propried~ 

des dos dois tipos de solo, relativas ao emprego das equações 
de Ramberg-Osgood, acham- se re presentada s na Tab~la 3. 5.2. 

Designação Descrição 

Puerto Hueneme Puerto Hueneme, l 8 de março de 1957, 
componente HJ 

Puerto Hueneme am- Idem, acelerações amp lif ica das 5 v e 
plificado -zes 
Pulsos triangulares Pulsos triangu lares, fig. 3 . 5. 3 
Pulsos triangulares Acelerações amplificadas 4 vezes 
amplificados 

Ta ft Kern Co u n ty CalifÕrnia, 21 de jul h c 
de l 9 52, compo nent e N 21 E 

TABELA 3 . 5. l - Caracteristicas do movimento da base 

Mediante o emprego do estrato de solo da fig. 3.5.la 
e do acelerograma de Puerto Hueneme, determinaram-se os espe c
tros na superficie para dife rentes i nte rvalos de tempo e , con

seqUentemente, diferentes n~meros de camadas de solo, a fim de 
se verif1car a convergência do método. 

As figs. 3 .5. 6a-c mostram esses espectros juntame~ 
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te com os r espect ivos in te rvalos de tempo, numero de camadas 

N e tempo de processamento gasto. Como se pode observar, os 

espectros são praticamente iguais se ndo mais significativa a 

dif erença em correspondência aos picos mãximos. 

Designação Caracter1sticas 

c, = 0,8, Ct = 1 ' R = 5 

Areia Ty = c, 1 max 

1 max = Ys z tg 30° 

c, = o' 4' Ct = 1 ' R = 3 

Ty = c 1 1 max Argila 
1 max = c + Ys z tg 12° 

c = 1 kgf/cm 2 

Tabela 3 . 5.2 - Propriedades do so l o 

A fig. 3.5.5 mostra a variação da aceleração mãxi 

ma do espectro com o intervalo de tempo õt . Visto que a varia 
ção dos espectros com o interva l o de tempo ót- dent r o do inte r 
valo de vari açã o apresentado- e pequena para propósitos pra 
ticos , e levando-se em conta a economia de tempo de processa
mento adotou-se o intervalo de t empo õt = 0,01 seg.* em to dos os 
exemplos apresentados daqui em diante. 

O acelerograma de Taft apresentado na f i g . 3 . 5.4 é 
o resultado da aplicação de um procedimento de correçao stan 
dard, EERL, ao acelerograma re gistrado pelo sismógrafo. Nesse 
procedimento a velocidade v0 , o deslocamento d0 e a aceleração 
a0 no inlcio do movimento são estimados através de um crité r io 
emplrico . No entanto , segu ndo Pecknold e Riddell ~6 podem apar! 
cer, para baixas freqUências, certa s distorções ou anomalias, 

quan do acelerogramas com condições iniciais não nulas são usa -

* A d ivisão das camadas da fig. 3.5. 1 foi fe ita utilizando-se 
esse intervalo de tempo. 
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dos na determinação da respo s ta sismica , sendo esses efeitos 

merecedores de maio r aten ção em problemas não -lineares. Os au 

tores acima referidos sugerem, então, um procedimento para e 

liminar essas anomalias que consiste em pr efixar um pequeno pul 

so de acelerações ao acelerog rama, permanecendo o seu restante 
inalterado. Esse pulso inicia de zero e al cança os valores es 

timados a0 , v0 , d0 no seu final. 

As figs . 3 . 5 . 12 e 3.5. 13 mostram os espectros na 
superf1cie para o acelerograma de Taft , respectivamente sem e 
com um pulso de 2,5 seg prefixado. Co ntrariamente a o que se 
esperava, houve diferença entre os espectros somente na faixa 
de a ltas freqUências - periodo < 0,0 8 seg- região esta muito 
ins tãvel. As possTveis di s torções que ocorreriam a baixas fr~ 
qUências caem, por outro l ado , fora da faixa de freqUências de 
interesse . Entreta nto, visto que a utilização de acelerogramas 
sem condições iniciais ~ mais real, o procedimento aci ma refe
rido foi utilizado no acelerograma de Taft na determinação dos 
espec t ros de aceleração. 

Pa rtindo do mõdulo de corte inicial e assumindo o 
comportamento das camadas de solo como vigas de corte, Idriss 

e Bolton Seed 14 determinaram a seguinte expressao para o cãlc u
lo das freqU ê ncias dos primeiros modos de vibração: 

(3.5 . 1) 

na qual: 

Bl = 1,7510 

B2 = 4,87 85 

B3 = 8 ,0166 

B4 = 11,157 0 

A eq . (3.5 . 1) s ome n te~ apl ic ãvel no caso de so
los granulares, ou seja, solos nos quais o mõdulo de corte ini 
cial varia com a profundidad e de acordo com a seguinte equaçao: 

H- z l / 3 
G = GU ( -H- ) (3.5.2) 
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onde G0 e o mÕdulo de corte inicial na inte r face solo-rocha, G 

o mÕdulo de corte ini c ial em camadas superiores, H a altura do 

estrato e z é a distância ã base (interface solo-rocha). 

Mediante o emprego da eq. (3.5. 1), uma vez sat is

feita a eq. (3.5.2), foram calculados os seguintes periodos dos 
três primeiros modos de vibração dos estratos da fig . 3.5.1: 

r 1 = o,270 s 

T2 = 0,097 s 

T3 = 0,059 s 

São apresentados nas figs. 3.5.7 a 3.5 . 22 os espe~ 
tros de acelerações na rocha e na superficie para os inputs in 
dicados na tabela 3.5. 1 e fi gs. 3.5.2 - 4 e para os dois estratos 
de solo da fig. 3.5 . 1. 

Em todos os casos nos quais o pico mãximo da a 
celeração na rocha e menor que 2 m;s 2, hã a existência de dis 
tintos picos no espectro de respos ta na su perficie - principal 
mente para os movimentos da ro cha de curta duração- em co rres 
pondência aos três primeiros periodos naturais. No entan 

to , como se pode observar, a forma dos espectros na superficie 
para os mo vi me ntos de curta duração dados e diferente da 
forma dos espectros para a aceleração de Taft, nos quais a am

plif icação tende a se conce ntrar em to rno do primeiro per1odo 
natural. Por outro ladc, os espectros na superficie para as a 
celerações de Puerto Hueneme e Pulsos TrianQulares possuem a mes

ma forma. Porem , os fatores de amplificação- def inid os como 
a razão entr e as ordenadas dos espectros de resposta na super
ficie e na rocha- resultam diferentes nesses dois casos . A Ta 
bela 3.5 . 3 mostra esses fatores de ampli f icação e os periodos 
correspondentes a cada pico. 

As figs . 3.5. 13 e 3. 5 .15 mostram os espectros de ~ 

celeração na supe rf1ci e para o ace l e rograma de Taft e , respec
tivamente, para os estratos de areia e argila . Verifica-se, ~ 
t ra ve s dessas figuras, e também da Tabela 3.5.3, que o pico do 
espectro na superficie para o estrato de argila correspondente 
ao primeiro per1odo natural estã ligeiramente deslocado para a 
direita e foi subs tancialmente reduzido. Isto era esperado uma 
vez que estratos mais flex1veis de solo são inaptos para trans 
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mitir grandes picos de aceleraç ão â superflcie, devido ao fato 
deles experimentarem importantes deformações suprimindo deste 

modo o desenvolvimento de movimentos de grande intensidade. 

r, F a T2 F a T3 F a 

Puerto Hueneme I 
o , 27 1 o , 1 o, 1 o 5) 5 0,05 4,0 

Areia ~ = o 
Pulso Triangular I 

A r e i a o 
o ,28 6 ,5 o' lo 2,6 0,05 l '9 

~ = 

Puerto Hueneme 
Argila = o 

0,28 4 '7 o' lo 2,6 0,05 3,0 
~ I 

Taft I 

0,28 7 '8 I o' 1 o 4,3 0,06 3,6 
Areia ~ = o I 

Taft 
0,36 o '1 2 3 ,4 0,08 3,8 

Argila o 
3 '9 

~ = 

Tabela 3 .5.3 

t oportuno comentar agora que o amortecimento his 

teretico não parece ser adequado para levar em conta o compor
tamento observado na faixa das altas freqOências. Isto coinci 
de com os resultados discutidos por Huang ' et al ' 13, em recente 
trabalho, que mencionaram que a adição de uma quantidade de a
mortecimento viscoso e necessãrio ao modelo. As figs . 3.5 . 8, 

3.5. 10, 3.5. 14 e 3.5. 16 mostram os espect ros na superf1cie com 
amortecimento viscoso, isto e, com w f o na eq . (3.2 . 29). o v~ 
lor de ~ foi calculado para se obter uma r azão de amortecimen
to igual a 1% do amortecimento c ritico em uma camada de solo 

homogêneo equivalente- com a mesma altura total e proprieda
des do perfil da fig. 3 . 5 . 1 vibrando no primeiro modo . A re 
lação entre viscos i dade, ~ . e a raz ão de amo r tecimento, ç , 
dada pela seguinte expressao: 

-e 

(3.5.3) 

onde w1 corresponde a freqOência do primeiro modo de vibração ." 
Como pode ser visto nas figuras indicadas acima , hã uma consi -
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derãvel redução dos pico s dos es pectros para periodos menores 
que 0,2 seg , co nforme indica a maioria dos registros obtidos so 

bre estratos flexiveis. 

No caso de movime nto amplificado da rocha , a forma 

do espectro na superfície se assemelha mais com a do espect ro na 
rocha, se ndo os fatores de amplificação consideravelmente meno 

re s . Os picos que aparecem para períodos correspondentes aos 
três períodos naturais calculados anteriormente são pouco acen 
tuados observando- se uma tendência da amplificação se concen
trar em torno de um unico período. Isto coincide com a afirma 
ção de Faccioli e Ramir ezB , segundo a qual "uma forma sistemi 
tica da res posta não-linear de estratos flexíveis de solo con
siste na redução do pico amplificado e da correspondente fre
qUência com o aumento da intensid ade da excitação, sendo que a 
resposta amp lificada tende a se concentrar em um unico 'modo'de 
vibraç ão 11

• 

Convêm observar ainda que os espectros de resposta 
na superfície para movimentos amrlificados na rocha obtidos com 
a adição de amortecimento viscoso também estão mais de acordo 

com o compo r ta mento observado de mantos flexiveis de so lo . 

São apresentadas nas figs. 3 . 5 .23 e 3.5.24 curvas 
medias do s espect ros do fator de amplificação , juntamente com 
a indi cação das respectivas componentes. A utilização de cur
vas desse tipo e importante no caso de grandes ãreas a serem 
construídas - como por exemplo uma central nuclear- em que as 
propriedades e a profundidade do pe rfil geológico variem de um 
ponto a outro . Nesses casos a determinação de uma primeira es 

ti mativa do espectro de res pos ta na superfície seria obtida mul 
tipli ca ndo-se, respectivamente, as ordenadas do espectro na rQ 
cha pelas ordenadas do espectro do fator de amplificação médio. 

A f o r ma da s c u r v as m ê d i a s r e f e r i das a c i ma s e rã n•a i s 
suave semelhantes ãs ob ti das por James H. Gates 9 quanto 

-maior for o numero de componentes , ou seja, quanto maior for a 

vari ação do perfil e das propriedades do solo na ãrea em ques
tão. 

A permissão de escorregamento entre camadas nao mo 
dificou o espectro de resposta na surerfície de uma maneira si.9. 
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nificativa em qualquer dos casos considerados. Entretanto, as 

sumindo-se a existência de uma lâmina de argila mole (T max=0, 5kgf/cn?) 

entre as camadas de solo nQ 4 & 5 (ver fig. 3.5.la), obtem-se o 
espectro de resposta na superf1ci e apresentado na fig . 3.5.25. 

O efeito da presen ça dessa camada no espectro na 
su~erf1cie mostra a importância de uma boa determinação das 
propriedades do solo do estrato, o que nem sempre e uma tarefa 
fãcil, principalmente em solos muito heterogêneos. Alem dis
so, sempre que haja estratos moles entre camadas mais r1gidas 
e recomendãvel a utilização de métodos com a capacidade de per 
mitir escorregamento entre camadas . 

Finalmente, seria interessante comentar que no ca
s o de estratos flex1veis de solo , para os quais a amplificação 
da resposta e grande , deve-se evitar a construção de edifica
çoes com per1odos naturais prõximos ao per1odo predominante de 
vibraç ão do estra to . A razão deste c uidado estã em prevenir 
poss1veis danos ã estrutura causados pelos efeitos de intera 
ção da resposta, ou seja, o desenvolvimento de uma condição de 
pseudo-ressonância. 

3.6 - Influência do solo : conclusões e recomendações 

A aplicação do método das caracter1sticas para a 
determinação de espectros de resposta s1smica na superf1cie de 
estratos flexiveis de solo foi descrita no decorrer deste capf 
tulo. A aplicabilidade em anãlise s1smica de modelos unidimen 
sionais baseados na propagação vertical de ondas de corte foi 

discutida na seção 3.4 e algumas restrições foram sugeridas. Na 

seção 3.5 ana liso u- se atravês de um estudo de casos a influência 
de camadas de solo no espectro de resposta s1smica na superf1-
cie , para terremotos de magnitude moderada e de grande magnit~ 

de. As conclusões mais significantes obtidas das seções ante 
riores são as seguintes: 

a) para picos de aceleração mãxima na rocha menor 
que 2 m;s 2, contrãrio ao que era esperado para movimentos de 
curta duração, amplificações significantes do espectro na ro

cha aparecem em correspondência aos três primeiros periodos na 
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tura is de vibraç il o do solo; 

b) para grandes amplitudes de aceleração maxima na 

rocha, o pico do espectro na superf1c ie não mais coincide com 
o per1odo fundamental das camadas de solo, as amplif icações sao 
muito menores e tendem a se concentrar em torno de um único p~ 

r1odo. A forma do espectro na s upe rf1cie assemelha - se â do es 
pectro na rocha; 

c) na presença de camadas moles entre material mais 
d u r o , um a a n ã l i s e c a p a z de c o n s i d e r a r e s c o r r e g a me n to e d a ma i o r 
importância; 

d) ê n e c e s sã r i a uma p esqui s a a di c i o na l no que di z 

respeito ao comportamento não-linear em solos e ã natureza do amortec i
mento ; 

e) esta pesquisa deveria ser esten dida a modelos 
bi e tridimensiona is, desde que no caso de movimentos de gran 
de amplit ud e a coex i stênc ia de tensões devidas a outros tipos 
de onda- por exemplo, aquelas responsãveis por movimento ver

tical -podem invalidar completamente as relações entre tensão 

e deformação não-1 i neares aqui cons ideradas; 

f) são necessários estudos no âmbito da aplicabili 
dade de modelos baseados na propagação vertical de ondas de 
corte . Seus resulta dos ajudariam a esclarecer o quadro em es 
tudos de interação solo-estrutura, nos quais o efeito da prop~ 

gaçao da onda na rocha ê raramente explicado de forma satisfa
tõ r i a. 
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CAP1TULO 4 

CONSI DERAÇ OES SOBRE A INTERAÇAO SOLO- ESTR UTURA 

Discute-se brevemente na seçao 4.1, parcialmente 
baseada na referência 38, o problema da interação solo-estru
tura . Propõe-se, então, o emprego de um modelo simples basea 
do no método das caracter1sticas com o intuito de se verificar 
a influência de uma grande concentração de edificações no es
pectro de resposta s1smica. A determinação quantitativa dessa 

influência e obtida através de um estudo de casos e do modelo 

proposto para, em seguida, serem encaminhadas conclusões com 
respeito ao efeito em estudo. 

4.1 - Introdução ao problema 

A i nte ração solo-estrutura e caracterizada pela dl 
ferença existente entre o movimento u1 da fundação da estrutu
ra e o movimento u0 da superf1cie do solo em um ponto suficie~ 
temente dist ante da estrutura (ver fig. 4.1.1) . A flexibilida 
de do solo e responsãvel pela existência desse fenômeno, logo, 

e de se esperar que uma estrutura- sujeita a uma mesma excit~ 

ção- tenha resposta dinâmica diferente quando apoiada em ro
cha f i rme e quando apoiada em estratos flex1veis de solo. O mo 
vimento relativo que caracteriza a interação solo - estrutura p~ 

de possuir componentes em ambas as direções, vertical e hori 
z o n ta 1 , p o d e n d o ta m bem c o n te r g i r o e m r e l a ç ã o a q u a 1 q u e r um d os 
eixos horizontais e em relação ao eixo vertical. 

O fenômeno da interação s olo - estrutura caracteriza 

do acima recebeu considerãvel ate nç ão -nesses últimos dez a
nos , existindo uma grande quantidade de publicações sobre esse 
tema . Os primeiros trabalhos nessa ãrea utilizavam diferentes 
modelos aproximados, nos quais a flexibilidade do solo era si
mulada através de molas colocadas sob a fundação e dispostas 
no se nt ido dos movime ntos permitidos. Em alguns modelos era 
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adicionada uma massa extra para repr esenta r a contribuição do 

s olo na ine r cia da funda çã o. 

uo f ul 

///////// /Q// 

Fi g . 4 . 1.1 -Representa ção esquemãtica 
da interação solo-estrutura 

Os modelos discretos referidos acima eram geral -
mente utilizados para estudar casos particulares de interação 
solo-estrutura . Um dos primeiros trabalhos realizados com o 

objetivo de obter conclusões gerais sobre o fenômeno da intera 

çã o solo-es t rutura e devido a Parmelee25 (1967). Nesse traba
lho a estrutura foi substituida por um sistema de um grau de 
liberdade fixo a uma base cilindrica representando a fundação, 

enquanto o solo foi considerado um semi-esp a ço elãstico homog~ 
neo, sendo utilizadas as funções de Bycroft3 para representar a 
sua flexibilidade. · 

Essas funções relacionam f orças e momentos que a
tuam na fundaç ão da estrutura com os movimentos relativos en 
tre a fundaç ão e o solo em um ponto suficientemente distante 
da estrutura . As funções de Bycroft foram então utilizadas, 

juntame nte com as equações de movi mento da estrutura, para ana 
lisar o compor t amento do sistema solo-estrutura. 

As funções de admitância complexa da fundação- ta~ 

to as de Bycroft como as desenvolvidas mais tarde- são depen 

dentes da freqUência da excitação, impedindo assim que a anãli 
se do modelo seja realizada no dom1nio do tempo . Em virtude 
dessa dificuldade, para propósitos prãticos as funções de admi 

tância complexa da fundação são subs t ituidas por molas, amort e 
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cedores e massas equivalentes, sendo os resultados obtidos de~ 

sa aproximação satisfat6rios pa ra a maioria dos casos- confor 

me mostram os trabalhos de Nieto 'et al' 23 (1965), Lysmer e 
Richart l8 (1966), HalP 0 (1967), Perelman •et al' 27 (1968), 

Sarrazin 'et al• 30 (1970) . 

A substituição das funções de admitância complexa, 
conforme comentado acima, e basta nte utilizada em problemas de 
interação solo-estrutura pois, através dela, é possivel ana 
lisar diferentes modelos no dominio do tempo empregando meto 
dos tais como o de superposição modal e de integração passo a 
passo . 

Com o desenvolvimento da técnica dos elementos fi
nitos e o aparecimento de programas baseados em elementos bi e 
tridimensionais e possivel atualmente analisar problemas mais 

complexos de interação solo-estrutura . Nos programas de ele
mentos finitos o input e estimado na rocha ou em um ponto na 
superficie livre, sendo a anã lise do sistema solo-estrutura e
fetuada diretamente. Desta maneira o efeito na resposta sismi 

ca que o movimento de uma estrutura tem sobre a outra, bem co
mo o de estruturas embutidas no solo, pode ser determinado de 
maneira satisfat6ria. 

Os métodos de anãlise comentados acima investigam 
o fen6meno da interação solo-estrutura soh um determinado pon
to de vista, ou seja, dado o movimento em um ponto na superfi 
cie livre- ou na rocha- determina-se a resposta da estrutura 
levando em conta o efeito da interação. 

Por outro lado, a determinação da influência que~ 
ma grande concentração de edificações- assentadas sobre estra 
tos flexiveis de solo- possa ter sobre o espectro de resposta 
sismica na superfic ie tem sido pouco estudada até hoje . Este 
problema e relevante em estudos de microrregionalização onde~ 
ma boa estimativa do movimento na superficie é da maior impor 
t â n c i a . t , porta n to , o b j e ti v o do presente c a p i tu 1 o ver i f i c a r o 
efe i to da interação solo-estrutura sob esse ponto de vista bem 
como mostrar a utilização do método das caracteristicas como u 
ma poss ivel fe rramenta de anãlise desse tipo de problema. 
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4 .2 - Apl icaç ão do método das carac t er1sticas a um modelo sim
ples 

Com o objetivo de se verificar a influência que as 

edificações possam ter no espectro de resposta s1smica na su
per f icie de um estrato flexivel de solo, e apresentado nesta 

seçao um enfoque simples baseado no método das caracter1sticas. 
As hipõteses assumidas anteriormente quanto ao comportamento 
de um estrato flexivel de so l o excitado dinamicame nte pela pr~ 

pagaçao vertical de ondas de corte continuam vãlidas neste ca 
pitul o. 

Na fig . 4 . 2.1 estão re pre sentados : a) o prob l ema 
real a ser examinado, ou seja, a de t erminação do movimento na 
superficie do estrato de so l o devido a uma excitação na rocha; 

e b) o modelo proposto . 

roc ~ 

v .conh eci da 
(a) 

Fig . 4 .2. l - Represen tação esquemãtica : 
a) do problema r eal; 

e b) do mod e lo proposto 

-v .conheci da 
(b) 

Med iante o emprego do mé to do das caracteristicas e 
do mode lo proposto e então possive l determinar o movimento 
na superficie do solo levando em conta a presença das edifica 
çoes. 

As propriedades da camada equivalente sao determi 
nadas a partir das propriedades de um edif1cio repres entat i vo 

da media da s edificações . Na fig . 4 . 2 .2 estã repres entado o e 
dificio acima de f ini do . 
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Fig . 4 . 2.2- Edi f icio representati vo 
da media das edificações 
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A densidade da camada equiva l e nt e, Peq' e dada p~ 
la expressao : 

on de q e a carga do pav i mento por m2, 

dificio e g a aceleração da gravidade. 

(4 . 2.1) 

H e a altura total do e-

Admi ti ndo - se que o me io e elãstico , isotropico e 
l inea r, tem-se que a ve l ocidade de propagação da onda de co rt e 
vem dada por ll• : 

(4 . 2.2) 

sendo o periodo fundamenta l da cama da igual a : 

(4.2 . 3) 

No caso de edificios conve ncion ai s de concreto ar
ma do , uma bo a ap r ox ima ção do periodo natura l de vibração e con 

segui da at r avés da expressao empirica dad a abaixo: 

r
1 

= o,os + o,o 12 H (4.2.4) 

se ndo H da do em metros e o periodo em s egundos. 
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Substit ui ndo a eq . (4.2 . 3) na eq. (4.2 .2) obtem-se 

a seguinte expressao para Ge
9

: 

= 1 6 p eq H 
2 

T2 
1 

onde T1 e determinado pela eq . (4.2 . 4) . 

(4.2.5) 

Uma vez determinados Peq e Geq a obtenção do movi 
mento na superfície do solo passa a depender unicamente da uti 
lização do programa de computação apresentado na seção 3.3. 

O modelo acima apresentado, embora reprod uza a si 
tuação real de uma maneira aproximada, ê útil para efetuar uma 
primeira avaliação da influ~ncia das ed ificações na resposta 

sísmica , e como tal deve ser visto . 

A uti lização do modelo proposto e a avalia ção da 
influ~ncia na resposta s1smica serão, agora, mostradas através 
de um estudo de casos. 

4.3 - Estudo de casos 

A fig. 4 . 3.1 mostra as propriedades de dois per
fis de solos- compostos do estrato de areia da fig. 3.5.la mais 
as camadas equi valentes utili zados no estudo de casos 

desta seção. A altura das camadas eq uivalentes dos perfis~ e 
Q correspondem ã altura de edifícios de 3 e 6 pavimentos, res
pectivamente, sendo a carga do pavimento, q , de 1,2 t;m 2 . A di 
visão dos perfis em camadas- indicadas na figura obedece u 

ã expressão 3.2 . 42, sendo o intervalo de tempo ó t = 0,01 seg . 

para o perfil~ e ót = 0 ,0095 seg. para o perfil b. 

As propriedades do solo, relativas ao emprego das 

equaçoes de Ramberg-Osgood, estão representadas na Tabela 4.3.1. 

As tensões Ültimas nas camadas equivalentes, indi 
cadas na figura 4 . 3 .1, foram calculadas para um valor da defor 
maçao plãstica, yp, de 0,5 %. 

As respostas dos perfis da fig . 4.3.1 foram deter-

minadas para as excitações da base dadas pelos acelero9ramas 
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de Puerto Hueneme e Taft apresentados na seçao 3.5 . 

Designação Caracteris ti ca 

Camada L i ne a r 

Equivalente ' ma x = Geq Yp 

c, = 0 , 8 , Ct = l , o , R = 5 

A r e i a 'y = c, ' ma x 
' max = {y z + (y eq - Y s) H} tg 30° s 

Tabe la 4.3.1 -Propri edades do solo 

Os espectros de acelerações na superfic i e do es -
trato de areia para o input de Puerto Hueneme e para os dois 
perfis da fig. 4 . 3.1 são apresentados nas figs. 4.3.2 e 4.3.3. 

A fim de se avaliar a influ~ncia das edificações na resposta! 

cham- se, tambem , represen ta dos nessas figuras os espectros de 
ace lerações para o estrato de areia da fig . 3 . 5. la. Da mesma 

maneira tem-se nas figs. 4.3 . 4 e 4.3.5 os espectros de a cele 

raçoes para o input de Taft . 

No que diz respeito ã resposta para o registro de 
Puerto Hueneme nota-se que a presença das edificações tende a 

suavizar os espectros de acelerações. Para o perfil! a forma 
do e s p e c t r o a i n da s e a s s e me l h a ã do e s p e c t r o s e m a p r e s e n ç a das 
edificações. Entretanto, os picos que anteriormente apareciam 
em correspondência ao seg undo e terceiro periodos naturais são 
pouco acentuados, sendo observados, ainda, um ligeiro desloc! 
mento para a direita e um decréscimo do seu pico mâximo. Jâ P! 
ra o perfil E_ verifica - se que as formas dos espectros nao mais 
se assemelham, os picos correspo nd entes ao seg undo e terce iro 

periodos naturais não mais existem, have ndo pratica men te um P! 
tamar para periodos menores que 0,25 s . O espectro, nesse ca
so, foi substancialmente suavizado, sendo que os maiores fato

r es de amplificação se concentram em torno de um único perio
do. 

Por outro lado, para o registro de Taft os espec -
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tros de acelerações não sofreram a influência da presença das 

edificações de uma maneira t ão drãstica quanto os do caso an 

terior. O espectro de aceleração para o perfi l ~possui ames 
ma forma que o espectro obtido sem a presença das edificações. 
Alem disso, verifica - se que esse espectro nã o foi suavizado mas 
sim deslocado ligeiramente para a direita- excetuando- se, e 

claro, as diferenças observada s nos picos secundários. Para o 
perfil ~verifica -se que não hã mais semelhança e ntre as for 

mas dos espectros . Entretanto , nesse caso pode ser novamente 
observada a i nfluênci a das edificações na moderação do espec
tro de ace l eração. 

Embora seja outro o fenômeno e interessante repro
duzir o comentãr io de Whitman~a respeito da tendência das fun 
dações, que possuam dimensões maiores ou iguais ao comprimento 
de onda horizontal do input , de suavizar a resposta sismica: 
"A fundação serve para suavizar o i nput e, conseqUe ntemente , 

o seu movimento te nde a ser menor qi..le o movimento do sol o". Co 
mo se observa, as conseqUências da presença de fundações ext en 

sas sao anãlogas ãs da presenç a de edificações. 

E oportuno comentar que a influência das edifica
ções na moderação da resposta sismica foi superestimada pelos 

exemplos apresentados em virtude do modelo de anãlise conside
rar que ent r e as ed ifi cações não existe espaço vaz io, o que r~ 

sulta em valores de densidade equivalente provavelmente maio
res que os reais . Não obstante- como jã foi dito anteriorme~ 
te- esses resultados servem como uma primeira avaliação da in 
fluência das edificações na resposta sismi ca . 

Finalizan do, visto que para edificações a partir 
de três pavimentos jã se observa uma influência das mes mas no 
espect ro correspondente ã superficie do solo , estudos de mi 
crorregionalização para areas com alta den s idade de edifica

ções não devem ser feitos sem levar em conta o seu efeito . 

4 . 4 - Concl usões e recomendações 

Foi disc uti do no decorrer deste capitul o o probl~ 

ma da interação solo - estrutura . Propôs-se, por outro lado, um 
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modelo simples baseado no metodo das caracterTsticas, com o 
qual se verificou a influência das edi f icações no espectro de 
resposta slsmica atraves de um estudo de casos. Obtiveram- se, 

deste modo, as seguintes conc lusões ma i s significat i vas: 

a) hã uma tend ê ncia das edificações de suavizar o 
espectro de resposta sTsmica em mantos f l exTveis de solo, pri~ 

cipalmente para movimentos na base de curta duração; 

b) estudos de microrregiona l ização para ãre as com 
alta densidade de edificações devem levar em conta a influên
cia das mesmas na obtenção do espectro na superfTcie do solo; 

c) são necessãrias novas pesq uisas em relação ao 
comportamento de mantos flexTveis de solo sob a influência de 
edif i cações; 

d) a ti tu 1 o de r e c o me n dação , se r i a i n te r essa n te rea 
lizar um estudo paramétrica que correlacionasse a altura das 
edificações com a velocidade de propagação da onda no solo, com 

o objetivo de se determinar li mi t es de aplicabi l idade do mode

lo da seção 4 . 2 fora dos qu a is a influência das edifica ções se 
ria desprezTvel. 
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CAPITULO 5 

APLICAÇAO A EDIFICIOS DE 
CONCRETO ARMADO ATf A RUPTURA 

89 

Descrevem- se brevemente neste capitu lo alguns pro 
gramas de computação utilizados atua lmente na anâl is e de estru 
turas sujeita s a carregamentos estâticos e dinâmicos . Aprese~ 

ta-se a seguir um modelo continuo baseado no método das carac 
teristicas a fim de se determinar a resposta de edificios exci 

tados dinamicamente pela propagação vertical de ondas de cor
te . Mediante o emprego desse modelo e desenvolvido um progra
ma de computação empregado na anâlise de alguns exemplos de a

plicação a partir dos quais são formuladas conclusões a respei 
to da utilização do modelo em estudo . 

5.1 - Introdução: considerações sobre alguns métodos disponiveis 

Existem atualmente vãrios programas de computação 
disponiveis para a anâlise de sistema s estru t urais. Muitos des 
ses programas são bastante gerais, podendo ser utilizados para 
realizar um a anâlise linear ou não-linear para regimes de car 
regamento estãtico e dinâmico . Entretanto, a utilização de 

programas orie ntados gerais não e sempre vantajosa , havendo ca 
sos em que seu emprego pode se to rnar dificil ou pouco eficie~ 

te . Uma discussão detalhada dessas dificuldades e encontrada 
na referência 41. 

Por outro lado, sistemas e s truturais particulares 
podem ser satisfatoriamente resolvidos mediante o emprego de 
programas de computação especificas, lineares ou não - lineares. 

Não se tem por obje t i vo nesta seção fazer um rele 

vamento dos métodos existentes para a anãlise de sistemas es 

trut urais, ma s simplesmente apre s entar alguns deles com o in 
tuito de fornecer uma vi s ualização geral dos mais recentemente 

utilizados na anâlise de edifici os . 
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O programa TAB~ 1 permit e efetuar a anãlise linear 

de ediflcios de concreto armado. Esse programa realiza uma a 

nãlise tridimensional de es tru t uras de pórticos e paredes su
jeitas a carregamentos estãtic o e dinâmico. o ediflcio e idea 
lizado po r um sistema de pórticos planos independentes e pare

des de corte interconectados em cada pavimento por uma laje h~ 
rizontal que e perfeitamente rlgida em seu plano. A altura dos 
pavimentos em cada pórtico precisa ser a mesma e este e consi
derado pa ra resistir esforços apenas em seu próprio plano . Os 
pórticos podem ser compostos de colunas, vigas, paredes e pai
nei s (elementos divisórios). Para as colunas e paredes são co~ 
sideradas deformações por flexão, por corte e axiais. As vi 
gas podem ser não - prismãticas, sendo incluldas as deformações 
por flexão e por corte. Nos paineis são admitidas somente de
formações por corte. 

O programa permite analisar ediflcios não-simétri

cos que possuam pórticos e paredes de corte colocados arbitra
riamente em planta. Três tipos de carregamentos estãticos ver 
ticais e dois tipos de carregamentos estãticos horizontais in
dependentes podem ser considerados. O carregamento estãtico 
pode ser combinado com o input dinâmico que é especificado co
mo um acelerograma ou como um espectro de aceleração na base 
do edif1c io. Como resultado obtêm-se os modos e as freqUên 
cias naturais de vibra ção tridimensionais do edificio, bem co

mo as respostas devido aos carregamentos estãtico e dinâmico. 

Quando a hipótese de que as lajes são perfeitamen
te rlgidas no seu plano não ê aceitãvel, o custo da anãlise a~ 
menta consideravel mente pois dev e-se recorrer a programas ge
rais tais como SAP~0 NASTRAN2% u ASKA ~ 2 No entanto , estes casos 
são muito pouco freqUente s . 

O programa SAKE2~ode ser utilizado para a anãlise 
não-linear de estruturas de concreto armado sujeitas a um car
regamento slsmico. SAKE~ê um programa de computação especifi

co para estruturas compostas de pórticos planos de concreto a~ 
mado com comportamento in e lãstico, sujeitas a uma intensa exci 
tação slsmica em uma direção hori zontal. A estrutura de con
creto armado pode ser constitu1da de mais de um pórtico plano 
com um número arbitrãrio de pav i mentos e vãos. A altura dos 
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pavimentos e considerada a mesma em qualquer dos pórticos cons 

tituintes da estrutura. As deformações axiais das colunas e 

das vigas não são consideradas. A resposta da estrutura é ob

tida em termos de deslocamentos e das acelerações mãximas dos 
pavimentos, bem como em termos dos mo mentos e das rotações ma 

ximas nos extremos dos elementos dos pórticos . 

Para uma anâlise tridimensional não-linear pode ser 
utilizado o programa ANSR - 1~ Nesse programa a estrutura e i
dealizada como um conjunto de eleme ntos finitos distintos co 
nectados nos nos e suj e ita a carregamento estãtico e/ou dinâ
mico. 

Embora existam programas de anâlise ta i s como TAB~! 

SAFMe ANSR - 1~ referidos acima, ressalte - se que uma anâlise trj_ 

dimensional, embora bastante precisa, e requerida apenas para 
um numero limitado de edif1cios , não j ustificando portanto o 
gasto excessivo em tempo de computação decorrente da sua apli 
caçao em edif1cios convencionais. 

Por outro lado, modelos mais simplificados (por e 

xemplo, SAKE~ )que permi t am a determinação, de uma maneira sa
tisfatoria e a meno r custo de computação, do comportamento de 
edifTcios convencionais de concreto armado sujeitos a uma excj_ 
tação s1smica apresentam muitas vantagens . Entre elas estaria 

a realização de estudos paramétricas com um custo razoãvel, o 
que em geral não e possivel com programas gerais . 

Levando em conta essa consideração e que se desen 
volve neste cap1tulo um modelo cont1nuo unidimensional baseado 
no método das caracter1sticas, com o objetivo de se determinar 
a resposta de edifTcios convencionais excitados dinami camente 

pela propagação vertical de ondas de corte. Paralelamente , a 

exemplo do ca p1tulo anterior, pretende - se mostrar a utilização 
do método das caracter1sticas a esse tipo de problema. 

5.2 - Fundamentos 

Com o objetivo de se determinar a resposta s1smic a 
de edif1cios convencionais de concreto armado, a presenta-se ne~ 
ta seção um modelo cont1nuo bas eado no método das caracter1sti 
cas que permite considerar o co mportamento de ediflcios corno li 
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near, viscoelãstico ou não-linear. As hipóteses assumidas nes 

te capitulo qu an to ã performance de estruturas de concreto ar

mado são as seguintes : 

a) considera - se a estrutura de concreto armado com 
posta de um conjunto de pórt icos planos regulares, sendo a ana 
lise limitad a ã direção paralela a esses pórticos planos; 

b) os pórticos planos são con s iderados engastados 
na fundação e esta e apoiada em um meio perfeitamente rigido; 

c) somente sao consideradas deformações devidas 
ã flexão, tanto para as vigas como para as colunas; 

d) os nós da estrutura, ou seja , os pontos de in
ters ecção entre vigas e colu nas, são considerados perfeitamen

te r1g idos; 

e) assume-se que os pontos de inflexão das vigas 
e col una s oco rram respectivamen te na metade do vão e na metade 

da al tura destas . 

O efeito das deformações axiais das colunas geral
mente pa s sam a ser importantes para edificios que possuam a r! 
zão entre a sua altura e largura maior que aproximadamente qu! 
tro . Para valores menores que esse a hipótese c), acima, pode 

ser considerada satisfatória. Nesse caso os pórticos planos 
comportam-se essencialmente como componentes de corte, sendo 
sua rigidez dependente da rigidez dos el eme ntos (vigas e colu
nas), da forma do pórtico e da rigidez dos nos. 

Com base nas hipóteses d) e e) - as mesmas de que 

parte HeidebrechV2para chegar ãs expressões 5.2.1 e 5.2.2- PQ 
de-se determinar a rigidez de corte de cada andar como sendo 
a força latera l at uan te no meio do andar requer ida para se ob
ter uma deformação de corte, y , unitãria sobre a altura, h, do 

andar. A fig . 5 . 2.1 mostra um segmento de um andar tipico de 
um pórtico , no qual são vãl idas as hipõteses d) e e). Nessa fi 

gura Gt e o mód ulo de corte total do andar e A a ãrea transver 
sal do edificio. 

A fig . 5.2.2 mostra o sistema uma vez hiperestãti
co , na sua posição deformada , par~ uma coluna inte r na da fig. 

5.2 . 1. A relação e nt re força e deflexão para essa coluna e da 
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da por: 

1 2 E Ih 6 p = 
h3 

{l 
h 

} + I 1b2 h ( b 1 + -) bl b2 

(5.2.1) 

na qual P = f o r ç a 1 a ter a 1; E = rnõdulo de elasticidade; h = altura do 

andar; b1 , b2 = comprimento dos vãos da s vigas adjacentes; Ibl' Ib2 = mo

mento de inêrcia das vigas correspondentes ; Ih = momento de inêrcia da c~ 

luna; 6 = deslocamento l a teral da c oluna de altura h. A 

eq. 5.2.1 tambêm ê aplicãvel ãs colunas externas se o momento 

de inércia de uma das vigas adjacentes ê considerado nulo. 

Fig. 5.2.1- Segmento de um andar 
t1pico de um põrtico 

h 

Fig. 5.2 . 2- Deformaç ã o horizontal · de uma 
coluna do pÕrtico 
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Fazendo t. /h = l na eq. 5.2.1 obtem-se a rigidez de 
corte de cada coluna como: 

GA = (5 . 2 . 2) 

{ 1 + h } 

sendo a rigidez de corte total do andar, GtA , a soma ari tméti
ca da rigidez GA de cada coluna do andar. 

Uma vez determinado o módulo de corte total , Gt' 
em cada andar, e possive l determinar a resposta sismica do edi 
f1cio de concreto armado através de um modelo continuo baseado 
no método das caracteristicas. Considera-se para isso a fig . 
5.2 . 3 onde estão representados a) o problema real a ser exami 
nado, ou seja, a determinação da resposta sismica do edificio 

de concreto armado devido a uma excitação na base ; e b) o mode 
lo continuo. 

·Rtlcna 
~ 

rrovimento 
(a) 

2 

N 

2 
am~das-3-
qul va -__ _ 

l entes o 

Fig . 5.2.3 - Representação esquemãtica : 
a) do problema real; e b) do modelo continuo . 

O mõdulo de corte equivalente, Geq ' de cada camada 
do modelo cont1nuo e igual ao módulo de corte total, Gt' de ca 
da andar do edif1cio de concreto armado , sendo a dens idade de 
cada camada dada pela seguinte expressão: 
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(5 . 2.3) 

onde qi e a carga total do pavimento i do edificio por metro 
quadrado, h a altura do andar e g a aceleração da gravidade . 

Na fig. 5.2.4 estã representada a deformação no pl~ 

no x, z, que sofre um elemento do modelo quando excitado pela 
propagaçao vertical de ondas de corte. Na direção z os deslo 

camentos w são nulos pois não f oram consideradas deformações 
axiais nas colunas do edificio, de modo que o e lemento experi
menta somente deslocamento u na direção x. Desta maneira, a 
deformação de corte y ê dada por au/ az, sendo a velocidade do 
elemento dada por au; at. 

( 

dz 

T 

~ dz az 

Fig . 5.2.4 - Deformação caracteristica 
de um elemento do modelo continuo 

Nessas condições a equaçao de movimento sera: 

a T a v 0 az - Peq. a t = 
1 

(5.2.4) 

Considerando-se o mate rial do modelo como viscoe
lãstico, a relação dinâmica en t r e t e nsão e deformação pode ser 
expressa por 

T = G ay = 
eq . Y + IJ i TI 

1 

(5.2.5) 
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sendo ~ i o coeficiente de visc osidade da camada i. 

Derivando a eq. (5.2 . 5) em relação ao tempo pode-se 

coloca-la em termos da velocidade v como: 

dT 
Geq. 

a2u a3u G a v + a2v (5.2.6) = azãt + ~ -

azat 2 = ~- azat at 1 eq. az 1 
1 1 

As eqs. (5.2 . 4) e (5.2 . 6) são similares ãs eqs . 
(3 . 2.28) e (3.2 . 30) da seção 3.2, portanto, a obtenção da solu 
ção neste caso se darã da mesma forma que no Cap1tulo 3 . 

Por sua vez o comportamento não - linear de edifícios 

pode ser levado em conta nesse modelo através das equações de 
Ramberg - Osgood, utilizadas para aproximar o comportamento do 
esforço cortante total dos andares com o deslocamento lateral 6. 

Concluindo, o modelo cont1nuo aqui apresentado po~ 
s ui a vantagem de se r de fã c i 1 u ti 1 i z ação na anã 1 i s e s1smica 

de edif1cios convencionais de concreto armado, inclusive em c~ 

sos de comportamento não-linear, sendo a resposta s1smica obti 
da de uma maneira satisfatória e a baixo custo de computação. 

Por outro lado , em virtude do modelo efetuar a analise do edi
f1cio como um todo, o comportamento espec1fico dos elementos 
(vigas e colunas) torna-se dif1cil de ser determinado. 

O procedimento obtido da aplicação do modelo aci-
ma apresentado foi automatizado em um programa de 
sendo seu diagrama de blocos dado a seguir . 

5 . 3- Programa de computação 

computação 

Apresenta-se, nesta seção, uma descrição do funci~ 

namento geral do programa AUECAR - apresentado na ref. 1 

composto de um programa principal e de quatro procedures, uti 
lizado na obtenção da resposta de edif1cios convencionais de 

concreto armado excitados dinamicamente por um movimento unidi 
recional da base . 

O programa principal possui as funções de comãndar 
as procedures ESPECTRO, RIGIDEZ e CARACTERISTICA, sendo ainda 
responsãvel por : a) ler e imprimir as variãveis globais co 
mo, por exemplo, intervalo de tempo, duração da excitação, nu -
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mero de camadas do modelo cont1nuo, etc. utilizando-as no 

dimensionamento dos arranjos globais; b) ler e calcular a exci 

tação dependendo da variãvel inteira EXC. As procedures ESPEf 

TRO, RIGIDEZ e CARACTERISTICA são executadas apÕs os itens a) 

e b) terem sido determinados. A procedure ESPECTRO somente e 
executada se a variãvel inteira CE for igual a 1, sendo ainda 
sua chamada f un ção do numero de espectros a determinar- por 
sua vez cada espectro depende de uma razão de amortecimento. 
O procedimento resumido acima pode ser observado pelo 
de blocos da fig. 5.3.1, sendo a convenção dos blocos 
mas a mesma da fig. 3 . 3 . 1. 

diagrama 
diagra-

A procedure RIGIDEZ e uma aplicação do procedimen
to apresentado por Heidebrechtl2(1973) para determinar a rigi
dez de corte total dos andares de um edifício convencional. A-
pÕs a leitura e impressão das proprieda des do edifício , como 
por exemplo, numero de colunas, numero de vigas, mõdulo de e
lasticidade, ãrea e momento de inércia dos elementos (vigas e 
colunas), etc., a procedure RIGIDEZ determina a rigidez de co~ 

te de cada coluna através da eq. (5.2.2), calculando posterio~ 

mente a rigidez de corte total, GtA, de cada andar do edifí 
cio, através da soma aritmética da rigidez GA de cada coluna do 
andar. O diagrama de blocos da fig. 5 . 3. 2 ilustra o resumo do 
procedimento aqui apresentado. 

As procedures ESPECTRO e RAMBERG sao identicas ãs 
apresentadas na seção 3.3; jã a proced ur e CARACTERISTICA, ape
sar de apresentar neste programa mudanças no que diz respeito 
ã leitura dos dados e no fato de não considerar escorregamento 
plãstico entre camadas, e basicamente a mesma. Os diagramas 

de blocos das procedures acima referidas podem ser vistos na 
seçao 3.3. 

5.4 - Exemplos de aplicação 

Nesta seçao apresenta-se a apl i cação do modelo con 
tínuo descrito na seçao anterior a um edifício s uj eito a uma 
excitação sísmica. 

Embora considere-se de maior interesse e importâ~ 
cia a sua ap li cação a edificios com comportamento não-linear,d~ 



EXC I TAÇAO 

SENOIDP.L 

EXCITAÇAO A
LEATORIA, TRI 
ANGULA R, ETC-:-

FIM 

Fig. 5.3. 1 - Diagr ama de blocos do 
programa principal 
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R I G I DEZ 

CALCULO DAS AR EAS E 
DOS MOMENTOS DE I
NERCI A DAS VIGAS E 
DAS COLUNAS 

IMPRIMI R PROPRIE
DADES DAS VIGAS, 
COLUNAS E DO POR 
TI CO 

LOO P SOBRE 
.-------- - -.! N 0 ME R O O E A N 

DARES -

CA LCULO DA RIGIDEZ 
DE CORTE DE CAOJl CO
LUNA PELA eq . ( 5. 2 . 2) 

CALCULO DA RIGIDEZ 
DE CORTE TOTAL DOS 

ANDARES 

H1PRIMIR 
RESUL TJl.DOS 

F Jr.1 

Fi g . 5 . 3 . 2 - Diag ra ma de blocos da 
procedure RIGIDEZ 
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vido ao objetivo mais geral deste capitulo- ou seja, mos trar 

a utilização do método das caracteristicas na obtenção da res 

posta sismica de edificios -, apresentam-se exemplos somente p~ 
ra edificios com comportamento linear. 

A fig . 5 . 4. 1 mostra as dimensões de um põrtico pl~ 
no , tipico do edif icio de concreto armado da fig . 5 . 4.2, utili 
zado no estudo de casos desta seção. São também apresentadas 
nessa figura as cargas dos pavimentos do edi fiei o por metro qua 

drado, sendo as dimensões dos elementos (vigas e col una s) da
das na Tabela 5 . 4. 1, abaixo. 

elementos tipo de seçao dimens ões (em) 

vl-v48 retangular 20x37,5 

v49-v5 1 
11 25x40 

cl - c2o 11 30x30 

c21-c36 
11 40x40 

c37 - c52 
11 50x50 

Cs3-c68 11 60x60 

Tabela 5.4. 1 - Dimensões dos elementos 

A determinação das camadas equivalentes do modelo 
continuo obedeceu ã eq. (3 . 2.42), sendo obtidas, dessa manei 
ra, duas camadas equivalentes por andar para o intervalodo tem 
po 6t = 0,01 seg . 

As respostas do edificio da fig. 5 . 4 . 2 foram dete! 
minadas para a excitação da base dada pelo acelerograma de Puer 

t o Huenem e apresentado na seção 3.5 . 

Para efeito de comparação, a resposta foi também 

determinada através do espectro de resposta, sendo as cinco pri 

meiras freqU~ncias e os cinco primeiros modos de vibração na 
t urai s obtidos através da utilização do sistema LORANEDINA. Na 
Tabela 5 . 4.2 são apresentadas as tr~s primeiras freqU~ncias na 
turais utilizadas, sendo os tr~s primeiros modos de vibração da 
dos abaixo. 



-+ 
x,= 

n9 da freq. f(hz) w(rd/s) T ( s) 

1 0,505 3, 1 71 1 , 9 81 

2 1 ) 37 2 8 ,620 o) 7 29 

3 2 ) 4 2 7 15,252 o, 41 2 

Tabela 5. 4.2 - FreqUências e per1odos na 
turais de vibração 

1 '000 1 , 000 -0,750 
0 , 985 0,894 -0,520 

0,950 o, 6 51 -0,049 

0,901 0,338 0,458 

0,841 -0,00 4 0 , 845 

0 ,771 - 0 , 342 1 ' 000 
o, 71 5 - 0,557 0 , 916 

0 , 653 -+ -o) 7 36 -+ 0 , 671 X2= > X3= 
0 , 583 - 0 , 863 o' 301 
o, 511 -0,9 26 -0,116 

0,442 - 0,922 -0,450 

0 ,37 0 -0, 868 - 0 ,69 7 

0 , 295 -0,759 -0,814 

0 , 219 -0,604 -0,775 

o' 1 4 9 - 0,430 -0,616 

0 ,085 -0,253 -0,393 

0 , 032 - 0,099 -0,154 

A obtenç ão do vetor de des locamen to relativo, 

1 o 1 

-+ 
d . , 

1 

correspondente ao modo de vibração i se dã como: 

onde Sd(w;) 
freqUência 

dado por: 

-+ -+ 
d. =C. Sd( w· } X. 

1 1 1 1 
(5.4 . 1) 

e a ordenada do espectro de deslocamentos para 

W · e C. e 0 COeficiente de partiCipaçãO dO mOdO 
1 1 

a 

i 

N 
L X .. m. 

j=l 1 J J 
c. = (5.4.2) 

1 N 2 
L X .. m. 

j=l 1 J J 
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sendo mj a massa do pavimento j e N o numero de pavimentos . 

Uma vez determinados os vetores de des loc amentos re 
-+ 

lati vos, di, o deslocamento relativo mãximo de cada pavimento 
foi obtido para uma razão de amo rt ec imento, ç , de O e 1% atr.aves 

das duas expressoes seguintes: 

a) d j ma x = /~ 2 d .. 
i = 1 

, J 

(5 . 4 . 3) 
N 

b) d j ma x = E I di j I 
i = 1 

As figs . 5.4 . 4 e 5.4 . 5 apresentam as respostas ob 

ti da s através do espectro resposta acima ind ica do e pelo mode
lo continuo- programa AUECAR. Na fig. 5.4.4 a resposta pelo 
programa AUECAR foi determinada para ~ = O, ou sej a , não foi 
considerado amortecimento, sendo que na resposta da fig. 5.4 . 5 
o valor de ~ foi calculado para se obter uma razão de amortec i 
mento igual a 1% do amortecimento critico- ç = 0,01. 

Como se observa através dessas figu r as , os desloca 
mentos relativos mãximos obtidos pelo modelo continuo se com 
portam razoavelmente bem para os dois casos cons id erados. Pa

ra ~ I O e apenas entre as coordenadas* 5 e 7 ê que a r es posta 
obtida pelo programa AUECAR sai fora da faixa determinada pe 
las respostas espectrais (5.4.3~ - b). Na Ta bela 5.4 . 3 são apr~ 
sentados os deslocamentos relativos mãximos de algumas coorde

nadas da fig. 5.4.5, para o modelo co ntinuo e para o método es 
pectral, bem como a razao entre essas respostas. 

Através da ~ltima coluna da Tabela 5.4 . 3 -c/d, ou 

seja, razao entre a resposta espectral media e a respos ta con 
tin ua - pode - se verificar que as respostas obti da s através do 
espectro de resposta e pelo programa AUECAR estão em boa con

cordânc ia. 

Cabe come ntar que a resp osta obtida pelo programa 

AUECAR para ~ 1 O foi , provavelmente , sobreamortecida, em vir
tude do coeficiente de viscosidade ~ ser calculado com base na 

*A indicação das coordenadas e apresentada na fig. 5.4 . 1. 
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freqUência do primeiro modo de vibração - ver eq. (3 .5.3). Em 
geral - conforme Huan 'et al' l 3 - considera-se que a viscosid~ 

de ~ varia com a freqUência da excitação. Entretanto , a proc~ 

dure CARACTERISTICA admite somente um coeficiente de viscosida 
de ~ em cada camada , que ã usualmente calculado com base na pri 

meira freqUência natural w1 . Por outro lado, o edificio utili 
zado no exemplo estudado e extremamente flex'ivel , estando o seu 
per'iodo natural de vibração (T 1 = 1,98 seg) praticamente fora 
da faixa de freqUênc ia observada no terremoto considerado. Po~ 

tanto, e de se esperar que a resposta para ~ f o seja sobrea
mortecida conforme dito acima . 

eq. eq. ( a+b )/ 2 Programa 
coorde nadas (5.4.3a) (5 .4.3b) AUECAR a/d 

(a) (b) (c) 
~ #O 
( d} 

l 0,0372 0 ,050 8 0,0440 0,0456 0,816 

3 0,0328 0,0418 0,0373 0,0403 0,814 

6 0 , 0273 0 , 0350 0 , 0292 0,0263 l , o 3 3 

9 0 , 0233 0,0329 0,0281 0,0251 o, 9 31 

l 2 0 , 0175 0,0271 0,0223 o, o 20 2 0,866 

1 5 0 ,0081 0,0133 0,0107 0 , 0111 0,730 

1 7 0,0018 0,0031 0,0025 0,0040 0 ,459 

Tabela 5.4.3 - Comparação entre as respostas 
e s p e c trai s e as do fT'O de 1 o c o n t 1 nu o par a JJ # O 

c/d 

0,965 

0,925 

1 , l lo 

l , 1 2 2 

1 , 1 o 3 

0,963 

0 ,614 

A fig . 5 . 4.3 apresenta a variação do esforço cor 
tante, Q, na base do edificio com o tempo, obtida pe lo progra
ma AUECAR. Estã indicado também nessa figura o cortante mãxi

mo , o qual estã de acordo com o valor esperado. 

Nas figs . 5 .4 . 6 e 5 . 4 . 7 são apresentados os espec 
tros de acelerações no ultimo pavimento do edificio- coorde 
nada 1 -para os dois casos considerados. A fim de se aval iar 
a amplificação dos espectros estão, também, representados nes

sas figuras o espect ro de ace lerações na base do edificio . 

Os fatores de amplificação para essas duas figuras 
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nao diferem sign ifi cati vamente , sendo os maiores fa tores obti 

dos para periodos prÕximos ao periodo natural de vibração do e 

di fi cio . 

A utilização desses espectros e proveitosa no caso 
da existência de estruturas se cundárias no topo do ed i fic i o , 

tais como, ante na , caixa d 1 ãgua, etc., onde uma boa avaliação 

da aceleração mãx ima e importante. 

5 . 5 - Conclusões e re comendações 

A ap lica ção do método das caracteristicas a um mo
delo continuo representativo do comportamento de edificios de 
concreto armado foi o tema central da discussão ao longo deste 
capitulo. Atra vés de um programa de com putação baseado nesse 

mod e lo foram, então , obtidas as respostas de um edificio suje! 
to a uma excitação sismica. As conclusões mais significativas 
obtidas desses exemplos bem como das seções anter i ores foram 

as seguintes : 

a) para edificios com comporta mento linear a res

posta obtida através da aplicação do modelo continuo ê sat is fa 
t~ria e estã em boa concordância com a obtida atravé s do espef 
tro de resposta ; 

b) ser ia interessante obter uma estimat iva do erro 
cometido devido a utili zação da express ão de Heidebrecht. Essa 

es t imativa poderia ser obtida mediante o uso de modelos mais elaborados 
para a obtenção da rigidez das colunas ; 

c) são ne cessãrios estud os complementares sobre o 

modelo continuo empregado, principalme nt e no que diz respeito a 
sua aplicação a edificios com comportamento não-linear. 
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q, 485 

Q s : 485 

Q8 =540 

Q. =540 

Q11 : 620 

UNIOAOU 1 OIIIIENSÕU ( • ) i 

C AI'OA I ( KQf I • 2 ) i 

Fig. 5 . 4. 1 Re pres entaçã o esqu emãtica de um 
pórt i co pl ano do edific i o da f ig. 5 . 4 .2 
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Fig. 5.4 3 - Variação do esforço cortante com o tempo 
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Fig. 5.4.4 - Comparação entre os deslocamentos 
relativos maximos obtidos através do espectro 
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eq. ( 5. 4 . 3a ) 

eq.(5 . 4.3b ) 
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CAPIT UL O 6 

CONSIDERAÇOES FINAIS 

Visto que no decorrer deste trabalho foram sendo ob 
tidas concl usões e recomendações referentes aos assuntos em es 
tudo, no que se segue pretende-se t ão-somente fazer um resumo 
do caminho percorrido e algumas sugestões no âmbito dos probl~ 
mas tratados. 

Foram discutidas no Capitulo 2 as equaçoes de Ram 
berg-Osgood, inicialmente de uma maneira geral, e em seguida 
em uma forma mais adequada a sua aplicação a estratos de solo . 

O procedimento de Ramberg-Osgood f oi programado na sub-rotina 
RAMBERG, estando esta presente nos programas INFLUSOLO e AUECAR
embora não tenha sido apresenta do no Ca pitulo 5 nenhum exemplo 

não - linear. A utilização do modelo de Ramberg-Osgood possui a 

vanta gem de ser bastante versãtil, re querendo para representa r 
o comportamen t o de diferentes problemas unidime ns ionais mudan 
ças minimas na sub -rotina programada . 

Parti c ular atenção foi concedida a apresentação do 
método da s caracte r ist i cas, cuj a aplicação a sistemas não- l i 
neares se deu ao longo de todo o trabalho , sendo, desta manei-
ra, considerada como o s e u objetivo geral . A utili zaç ã o 

deste método em s i stema s hiperb6li cos , com o jã f oi 
vist a , e bastante flexivel podendo ser resolv id os através dele 

diferentes problemas de propagação de ondas sismicas em solos
citados na se ção 3.1 - , bem como o de propagação de ondas sis -

. micas em edifi cios - visto no decorre r do Capitulo 5. A faci 
lidade de pro gramação , o baixo custo de comp uta ção e a possib~ 
lidade de se cons iderar es t ruturas com diferentes tipos de co~ 

portamento sem implicar em uma maior demanda do tempo de pro 
cess amento, são outras vantagens qu e tornam atrativo o uso do 
mé tod o . 
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A aplicação do método das caracteristicas a es tra

tos flexiveis de solo teve inicio no Capitulo 3 com a resolu 

çao de vãrios exemplos, nos quais se considerou o comportamen
to histerético do solo . A importância de se permitir escorre
gamento plãstico entre camadas foi, também, ilustrada através 

de um exemplo. 

No Capitulo seguinte foi estudada a influência que 
uma grande concentração de edificações exerce na resposta sis 
mica de estratos de solo . Embora o modelo utilizado seja sim
ples, os resultado s obtidos da sua aplicação dão uma primeira 
avaliação da influência das edifi cações, bem como mostram afle 
xibilidade do método empregado. 

A representação de edificios convencionais de con 
creto armado através de um modelo continuo - Capitulo 5- cons 

titui um dos problemas bastante interessantes da aplicação do 
método das caracteristicas , principalmente no que diz respeito 
ao comportamento não-linear . 

Como sugestão ã aplicação do método das caracteris 
ticas a estratos de so los, poderia ser desenvolvida uma s ub-ro 
tina que determinasse automaticamente, através de um processo 
iterativo, o intervalo de tempo õt, bem como a divisão do es 

trato em camadas . 

Quanto a sua aplicação na obtenção da resposta sis 
mica de edificios, poderiam ser de senvolvidas s ub-rotinas ba 
seadas em modelos mais elaborados que o utilizado por Heidebrecht , 

para a obtenção da rigidez das colunas . 
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