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Trigonometria Capitulo 3

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
Elisabete Zardo Birigo

Iniciamos revendo a Trigonometria no triangulo retangulo. Nesse primeiro momento,
estaremos tratando entao, necessariamente, com angulos agudos. Mais tarde, tratare-
mos de funcoes trigonométricas definidas em toda reta real.

3.1 - AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Consideremos um angulo agudo AOB = 0, com 0 < 6 < 90° e, a partir dos pontos
Ay, Ay, Az, ... na semirreta OA, tracemos perpendiculares A1 By, AsBo, A3Bs3,... a
semirreta OB.

A

As
Ay

0 B, B, Bs B

Cada um desses triangulos OA1B1, OAsBsy, OA3Bs, ... tem um angulo reto, um
angulo igual a 6 e um terceiro angulo igual a 180° — (90° + 6). Portanto, os triangulos
OA1B1, OA3By, OA3Bs,. .. sdo todos semelhantes, pois tém os trés angulos iguais, e

segue que
A1 B . Ay By . A3 B3 .

OA, OA; OA3

AB
Conclusao: A razao 0A depende apenas do angulo 6 e nao dos comprimentos que

forem considerados. Em outras palavras, essa razao é uma fun¢do do angulo 6.

Dados um angulo agudo AOB = f, com 0 < 6 < 90°, e um ponto A; na semirreta
OA, tracemos a perpendicular A1 By a semirreta OB. O seno de 6§ é definido como
sendo a razao

AlBl
OA; -~

senf =



Essa definicao faz sentido, pois vimos que a razao nao depende do particular ponto A;
que for escolhido para construir a razao. Da mesma forma, sao definidas as funcoes
cosseno e tangente de um angulo agudo, por

OB1 " . AlBl

g = —— = .
Cos 04, e tg OB,

Segue dessas consideragoes que, num triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos
b e ¢, respectivamente adjacente e oposto ao angulo 6, como o da figura dada, valem as
seguintes relacoes trigonométricas.

A
a
c
O 4
b B
sen f = g, ou seja, c=a-send (3.1)
b .
cos = —, ouseja, b=a-cosb (3.2)
a
c
cos? 0 +sen? = 1 (3.4)
sen 6
tgf = p—" (3.5)

As propriedades (3.1), (3.2) e (3.3) s@o a prépria definigdo das fungdes seno, cosseno
e tangente. Para justificar a propriedade (3.4), basta aplicar o Teorema de Pitagoras
ao triangulo retangulo OB A, como segue.
V¥ B B+ a?

2 2
cos“f+sen” 0= — + — =
a?  a? a? a?

Quanto a afirmacao (3.5), podemos prova-la utilizando (3.1), (3.2) e (3.3), como

segue.

‘ 9_5_ asenf B sen 0
gv= b  acosh cosf’
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Proposigao 3.1. Se dois dngulos a e 3 sdo complementares, isto €, se o+ 5 = 90°,

entao A
sen a = cos 3, 3
cosa=send e a c
¢ 1
ga=—.
tg 8 o .
(0] b B

Demonstracao. A justificativa para a validade dessa proposicao usa o fato que a soma
dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°. No caso de um triangulo retangulo,
como um dos angulos mede 90°, a soma dos outros dois tem que valer 90°, ou seja, os
dois angulos agudos de um triangulo retangulo sdo complementares. Sejam « e (3 dois
angulos agudos complementares e consideremos um triangulo retangulo OBA cujos
angulos agudos sejam precisamente « e 3. Entao, por exemplo, o seno de « é a razao
entre o cateto oposto e a hipotenusa. Mas é evidente a partir da figura que o cateto que
é oposto a « é adjacente a 3. Por essa razao sen a = cos 3. O mesmo tipo de argumento
se aplica as outras duas propriedades. O

Por causa desse ultimo resultado, é suficiente que se tenha uma tabela de senos e
cossenos para arcos entre 0 e 45 graus. Por exemplo, se quisermos saber o valor de
cos 72°, consideramos o arco complementar 90 — 72 = 18 e cos 72° = sen 18°.

Vamos, agora, calcular as fungoes trigonomé- A
tricas de alguns angulos bem comuns. Comegando
por 45°, consideremos um triangulo retangulo OBA
com o angulo AOB = 45°. Como o tridngulo tem B
um angulo reto e a soma dos trés angulos deve ser
igual a 180°, concluimos que o angulo 8 = BAO =
45°. Portanto, nosso triangulo OB A ¢ isdsceles, ou 45°
seja, tem dois lados iguais, OB = BA. Aplicando o 0
Teorema de Pitégoras,

OA? = OB* + BA? = BA® + BA* =2 BA”.
Segue que OA = BA -+/2 e, entéo,

., BA BA 1 V2
sen4s’ = — = ——— = — = —.
OA BA-vV2 V2 2

Também,
., OB BA ERV)
COS45—m—m—Sen45—7.
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Decorre dessas duas ultimas relagoes que

sen 45° _

tg45° =
& cos 45°

Nosso préximo passo serd calcular as funcées trigonométricas do angulo de 30°.

Usaremos o truque engenhoso de justapor
dois triangulos retangulos congruentes OBA e

OCB, de angulos iguais a 30° — 60° — 90°, como A
na figura ao lado (note que esse triangulo existe, 3
pois 30 + 60 + 90 = 180). Entao, o triangulo
OCA tem os trés angulos iguais a 60°, sendo,
portanto, equilatero. Segue dai que 30° O
10) S B
g AC _ oA 30
=5 =5

Portanto, v

e _AB_ 04 1 ¢

sen = 0A-"04 — 3

Para obter o valor de cos 30°, utilizamos a relagao fundamental (3.4), ou seja, cos? 30° +
sen? 30° = 1, portanto,

12
cos? 30° + (5) =1 ou,ainda, cos?30° = Z,

de modo que

cos 30° = ﬁ .
2
Levando em conta que 30° e 60° sdo complementares, pois 30° + 60° = 90°, e utilizando

a Proposicao 3.1, temos

V3

cos 60° = sen 30° = % e sen 60° = cos 30° = -

3.2 - SENO E COSSENO DO ARCO DUPLO E ARCO METADE

A fim de construirmos uma tabela um pouco mais completa de senos e cossenos, ne-
cessitamos conhecer mais algumas propriedades das funcoes trigonométricas.

Suponha que conhecamos cos @ e senf e vejamos como se pode a partir dai obter
cos(26) e sen(26). Um erro muito comum é o aluno ingenuamente pensar que sen(26) =
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2 - senf. Mas se isso fosse verdade, o seno de 60°, por exemplo, seria o dobro do seno

3
de 6 = 30°. Isso nao ocorre, pois sen(260) = sen60° = g, enquanto que 2 - senf =
1
2-sen30° =2 5= 1. Logo, em geral, sen(26) # 2 - sen 6.
Os resultados que seguem apresentam algumas férmulas, inicialmente com a res-

tricao que 0° < 6 < 45°, mas que, como veremos mais adiante, valem para qualquer
angulo 6.

Proposigao 3.2. Se 0° < 6 < 45°, entdo

sen(260) =2 -senf - cosf. (3.6)
Demonstra¢do. Considere a figura ao lado. Os triangulos retangulos OBA e OCB sao
congruentes e tém um angulo igual a €, sendo o lado OA = 1.

Tragamos a perpendicular AD ao lado OC.
Entao, sen(26) = AD. Note que o dobro da érea A
do tridngulo OAC é igual a OC' - AD, mas essa
area também é igual a OB - AC. Logo, 1

OC-AD =0B- AC.

Q
CN

wul

™

Levando em conta que

ocC =1, AD =sen(20),

OB =cosf) e AC=2-AB=2-senb,
obtemos

1-sen(26) =cosf-2-senf,

o que demonstra a proposicao. O

Proposigao 3.3. Se 0° < 6 < 45°, entdo

cos(26) = cos>f — sen’ 6. (3.7)

Demonstracao. Na figura acima, vemos que « e 6 sao complementares, logo senf =
cosa. Também AC = 2 -sen @ e, portanto,

CD CD

—senf = = — 7
COS (v Sen AC 2-Sen97

g « TRIGONOMETRIA -« 103



resultando
2.sen’f =2-senf-cosa = CD.

Assim,
cos(20) =0OD =1—-CD =1—2-sen” = cos®>f + sen?H — 2 - sen’4,

ou seja,
cos(260) = cos? — sen? 4,

demonstrando a proposicao. O

Proposigao 3.4. Se 0° < 6§ < 90°, entdo

0 1+ cosf

cos 3= ”T (3.8)
0 1—cosf

sen§ = ”T . (3.9)

Demonstragao. Somando (3.4) com (3.7), obtemos

cos? 6 +sen’f = 1

cos? § —sen?# = cos(26)

2cos?0 =1+ cos(26).

Segue que
1+ cos(26)

0 =
COS )

0
Substituindo 6 por 5 nessa ultima equacao, resulta (3.8).

Subtraindo (3.7) de (3.4), obtemos

cos?f +sen’f = 1

—cos? 6 +sen?f = — cos(26)

2sen?f =1 — cos(26).

Segue que
1—
send — 1 L= cos(26)
2
. 0 . .
Substituindo 8 por 3 nessa iltima equagao, resulta (3.9). O
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Observe que (3.6) e (3.7) poderiam ter sido deduzidas das equagoes (3.10) e (3.11)
a seguir, fazendo 8 = a.

Proposigao 3.5. Sejam o, 8 > 0 tais que 0° < a4+ 8 < 90°. Entdo,

sen(a+ 3) = sen«a - cos 3 + cos a - sen 3 (3.10)

cos(aw+ ) = cosa - cos B —sena - sen 3. (3.11)

Na préxima secao estudaremos senos e cossenos de angulos nao necessariamente
positivos, quando veremos que

cos(—x) = cosx e sen(—z) = —senx
Entao, substituindo § por —3 em (3.10) e (3.11), teremos também

sen(a — 3) = sen« - cos f — cos« - sen 3 (3.12)

cos(aw — ) = cosa - cos B +sena - sen 3. (3.13)

Como exemplo, vamos agora mostrar como se pode construir uma tabela de valores
de funcoes trigonométricas, a partir dos resultados que obtivemos até aqui. Histori-
camente, foi assim que foram construidas as tabelas trigonométricas. Hoje em dia, é
claro, quando necessitamos de tabelas mais completas, é mais comodo utilizar uma
calculadora cientifica.

Exemplo 3.1. Determinemos as funcgoes trigonométricas dos angulos de 18° e 36°.

Considere um triangulo ABC, como na fi-

C gura ao lado, cujos angulos internos medem 36°—
72°0-72°. K importante notar que isso é possivel,
pois 36 + 72+ 72 = 180. Esse triangulo tem dois
angulos iguais, portanto tem dois lados iguais,
ou seja, é isésceles, AC = BC. Note que o
angulo CAB mede 72° e que a metade de 72
é 36. Considere o segmento AD que divide o
angulo CAB ao meio, portanto, em duas par-
tes de 36°. Como o angulo ABC mede 72°, o
! triangulo ABD tem um angulo de 36° e outro

i de 72°. Portanto o terceiro angulo de triangulo

: ABD mede 180 — (364 72) = 72 graus. Logo, os

A E B tridngulos ABC e ABD sao semelhantes, pois

tém os angulos iguais.

Podemos supor que AC = BC = 1. Chamemos AB de x. Como ABD ¢ isésceles,
entdao AD = x. Mas o triangulo ADC também é isésceles, pois tem dois angulos iguais
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a 36°, os angulos BCA e CAB. Logo CD = AD = AB = z. Da semelhanca dos
triangulos ABC e ABD decorre que
AC  AB 1 x

AB ~ BD UV T i

2 ou seja, 22 4+ x — 1 = 0. Resolvendo essa equacio do segundo grau,

encontramos as raizes

Assim, 1 —x ==z

_ 145 -1-V5

I 5 (§ o = 5

NG
B

Somente a raiz positiva serve, pois x = AB > 0. Portanto, AB =

Tragando a perpendicular C'E ao lado AB, temos que ela divide o angulo BCA em
duas partes iguais de 18°. Considerando o triangulo AEC, temos

AFE AB =z
18 =—=AF=—=—.
e AC 2 2
Assim,
-1
sen 18° = \/54 (3.14)
Utilizando a relagao fundamental (3.4), segue que
—1\2
cos?18° =1 —sen® 18° =1 — <\/34 1)
1 5-2v5+1  10+2V5
B 16 16
e, extraindo a raiz quadrada, resulta
10+ 25
cos 18° = +\/_ . (3.15)

Pergunta: De onde saiu essa ideia de considerar um tridngulo de dngulos 36°-72°-72°7

Considere um pentagono regular inscrito em um circulo, como C
na figura ao lado. Entéo, o triangulo ABC mostrado na figura tem
angulos de 36°-72°-72°. Vocé consegue provar essa afirmacao?
Os poligonos regulares com um nimero pequeno de lados, sempre

foram muito estudados, desde a antiguidade. A B

Portanto, o tridngulo com angulos de 36°-72°-72° era bem conhecido.
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Exemplo 3.2. Determinemos as fungoes trigonométricas dos angulos de 15° e 3°

Utilizando as relagdes (3.8) e (3.9) e os valores ja encontrados do seno e cosseno de

o /1 30° [ 143
30°, temos cos 15° = cos 30 +cos 1+ =1/ 2+ , ou seja,

2 3
cos 15° = i

(3.16)

0 /11— 30° [1-3
Analogamente, sen 15° = sen (38 ) = C;)S /L = =/ 2_4\/3 , Ou seja,

2—-+3
sen 15° = % . (3.17)

Agora, tendo obtido (3.14), (3.15), (3.16)

e (3.17), podemos obter os valores do seno
e cosseno de 3°. Escrevendo 3° = 18°

— 15° e aplicando (3.12) e (3.13), temos

cos 3° = cos(18° — 15°) = cos 18° - cos 15° + sen 18° - sen 15°

V1I0+2v5 V2+v3 V-1 V2-3
T T

sen 3° = sen(18° — 15°) = sen 18° - cos 15° — cos 18° - sen 15°

VE—1 V2+v3 V10+2V5 V2-3
-4 2 4 2

A partir dai, utilizando as Proposicoes 3.2, 3.3 e 3.5, podemos calcular, sucessiva-
mente, o seno e o cosseno de 6°, 9°, 12°,

Construimos, assim, uma tabela contendo todos os senos e cossenos dos arcos de 3
em 3 graus. Utilizando as mesmas idéias, podemos construir tabelas mais completas

3.3 - LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS

Teorema 3.6 (Lei dos Cossenos). Num triangulo de lados
a,b e c qualquer, temos

a> =0+ —2-b-c-cosa, (3.18)

onde o denota o angulo no vértice oposto ao lado a
c
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Esse teorema vale mesmo se o angulo « for obtuso (entre 90° e 180°). Nesse
caso, 0 seu cosseno serd negativo, conforme Secdo 3.4. A Lei dos Cossenos é muito
empregada em Trigonometria. Ela é usada, por exemplo, quando conhecemos os lados
de um triangulo e queremos determinar os angulos (mais precisamente, os cossenos dos
angulos).

A Lei dos Cossenos também é usada se forem conhecidos dois lados de um
tridngulo e o angulo por eles formado.

Exemplo 3.3. Calculemos o comprimento de AB sabendo que, no triangulo ABC,
valem BC' =8, AC =7e = ABC = 60°.

Utilizando a Lei dos Cossenos na forma

C
AC? = AB?>+ BC?—-2-AB-BC -cos 3,
resulta 72 = AB? + 82 —2- AB - 8 - cos 60°. Obtemos, 8
assim, a equagao do segundo grau 7 7
AB%? —8AB + 15 =0, 60°
Aq Ag B

que tem duas raizes, AB =3 e AB = 5.

Cabe a pergunta: por que encontramos duas respostas? Como em muitos proble-
mas, se uma das raizes fosse negativa, ela seria descartada, pois o comprimento AB deve
ser positivo. Mas na presente situagao encontramos duas raizes positivas. O problema
considerado nesse exemplo realmente tem duas solugoes diferentes, representadas na
figura acima. Temos duas possibilidades para esse triangulo, que tanto pode ser A; BC,
com A1 B =5, ou entdo A3 BC, com AyB = 3.

Teorema 3.7 (Lei dos Senos). Num triingulo qualquer, temos

a b c

= = 3.19
sena  senf3 senvy’ (3.19)

onde a, B ey denotam os angulos dos vértices opostos aos lados de comprimentos a,b
e ¢, respectivamente.

Esse teorema afirma que, num triangulo qualquer, cada lado é proporcional ao seno
do angulo oposto.

Exemplo 3.4. Calculemos as medidas dos lados e dos angulos do mesmo triangulo
ABC do Exemplo 3.3, em que BC =8, AC =T7e = ABC = 60°.

Aplicando a Lei dos Senos ao triangulo ABC do Exemplo 3.3 e a = CAB , obtemos
7 8

sen60° sena
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Assim,

sena = @ = (0,9897.
Usando uma calculadora cientifica, encontramos que o = 81,8°, aproximadamente.
Estendendo a defini¢ao do seno para angulos obtusos (ver Segao 3.4), vemos que existe
um arco no segundo quadrante que tem o mesmo seno, a saber, aproximadamente
sen(180° —81,87) = sen 98,2°. Assim, temos as duas solugdes, CAIB =818 eCAB
98,2°. Como a + 3+ v = 180°, onde vy = BCA encontramos para C' também duas
solucoes, BCA1 >~ 38,2°e BCAQ = 21,8°. Utilizando novamente a Lei dos Senos, temos

AB 7 14 - sen~y

seny  sen60°’ 080 V3

Utilizando uma calculadora cientifica obtemos
sen 38,2° 20,6184 e sen 21,8° = 0,3713.
A partir dai, resultam
A1 B = 49984 e A B =2 3,0011,

que sdo os mesmos valores encontrados anteriormente, com uma boa aproximagao.
Note que ao resolver o problema dessa segunda forma, é preciso ter cuidado para nao
esquecer de considerar a possibilidade de que o angulo em questao seja obtuso.

Observe que, num triangulo em que conhecemos dois angulos, mas somente um
lado, ndo podemos aplicar a Lei dos Cossenos e necessariamente devemos usar a Lei
dos Senos.

Para finalizar, é bom assinalar que as unicas férmulas que o aluno necessita memori-
zar sao as sete que seguem abaixo, pois todas as outras podem ser facilmente deduzidas
dessas.

cos?fh +sen?d =1

sen(a + ) = sen acos f 4 cos asen 3

cos(a + ) = cos avcos f — sen asen 3

COS(g)_ 1+ cosa sen(g>— 1 —cosa
2) 2 2) 2

a b c
2=0’+c2—-2-b-c-cosa = =
sena  sen  senwy

Um bom exercicio é deduzir todas as outras férmulas apresentadas neste capitulo,
pois é bom ter firmeza quanto a isso.
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3.4 — RADIANOS E A EXTENSAO DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Quando medimos um angulo em graus, tomamos como referéncia a divisao de um
circulo em 360 partes iguais. Esse numero de partes, 360, é uma convencao.

Uma outra unidade de medida de angulos, o radiano, pode ser adotada quando
tomamos o angulo como angulo central de um circulo. Sabemos que a razao entre o
comprimento de uma circunferéncia qualquer e seu diametro é constante. Essa razao,
que denominamos 7, é conhecida através de aproximacoes: por exemplo, sabemos que
3,14 <7 < 3,15.

A razio entre o comprimento s do arco e o comprimento C' da circunferéncia é igual

- . . . .S 0
a razao entre a medida 6 do dngulo em graus e 360, isto é, C = 360" Como C = 27,
, S 27 .S .
podemos escrever também — = 360 0. A razao —, que expressa “quantos raios cabem
r r

no arco”, é a medida do angulo em radianos. Essa razao serd 7/2 quando o angulo for
reto, 7/3 quando o angulo medir 60°, e assim por diante.

. . , . . . S , .
Mais ainda: se tomarmos um circulo de raio unitario, a razao — serd igual a s

r
e, portanto, a medida de um angulo em radianos também pode ser definida como o
comprimento do arco determinado por esse angulo, quando esse for o angulo central de
um circulo de raio unitdrio.

Podemos, portanto, medir um angulo em graus ou em radianos, conforme a situacao
em que estivermos trabalhando. Se o é a medida de um angulo em radianos e 6 é a
medida do angulo em graus, entao
27 s

= 350" = 120”

Partindo do fato de que a medida de um angulo em ra-
< dianos é igual ao comprimento do arco determinado por esse
angulo num circulo unitario, podemos estender a definicao
das funcoes trigonométricas, tomando como referéncia arcos
de circulo.

Daqui em diante, por conveniéncia, estaremos sempre nos referindo ao circulo unitdrio.

Observe que, se um arco tem comprimento menor que 7/2, as fungoes trigonomé-
tricas do angulo central correspondente jé foram definidas na Secao 3.1, pois trata-se
de um angulo agudo.

Se inserirmos um sistema de eixos perpendiculares cuja origem O coincida com o
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centro do circulo e de modo que uma extremidade A desse arco esteja sobre o eixo
horizontal, entao teremos que o seno do angulo « é dado por

BM _BM .
OB 1

onde B é a outra extremidade do arco e M ¢é a
projecao de B sobre o eixo horizontal. A medida do
segmento BM é o médulo da ordenada de B. Para
que o valor do seno de « coincida com a ordenada
de B, definimos uma orientacdo no circulo: o arco
sera considerado positivo quando for percorrido no

sentido anti-horéario.

sen o —=

B

Se x é um nimero real positivo menor que 7/2, podemos agora definir o seno de
x como sendo a ordenada de B, para um arco AB de comprimento x percorrido no
sentido anti-hordrio (num circulo unitério, onde a origem dos eixos coincide com o
centro do circulo, com a extremidade A do arco sobre o eixo horizontal).

Essa defini¢ao pode ser facilmente estendida para valores de x maiores que /2.

B

N 1

sen

Para qualquer valor de z no intervalo [0,27] podemos definir seno de x como a
ordenada de B, para um arco AB de comprimento x percorrido no sentido anti-hordrio.

A anti-horario.
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A definicao pode ser, novamente, estendida
para valores de x maiores do que 27. Tomamos
B como o ponto de chegada de um percurso de
comprimento z realizado a partir de A no sentido

Podemos também estender a definicao de seno
de x para valores negativos de x. Basta tomar agora
a extremidade B como ponto de chegada de um
percurso de comprimento |z | percorrido a partir
de A no sentido hordrio.



A cada ntumero real r associamos um ponto do circulo. E como se a reta que
corresponde aos numeros reais estivesse “enrolada” no circulo, com a origem sobre o
ponto A e o sentido positivo sendo o anti-horério.

Entretanto, nao h&a mais uma correspondéncia
biunivoca entre pontos e nimeros reais, como ha-
via na reta: quando somamos 27 a um nimero real
x, completamos uma volta no circulo e recaimos no
mesmo ponto de onde haviamos partido. O mesmo
ocorre quando diminuimos 27, e a volta é percor-
rida no sentido horario.

Como podemos percorrer infinitas voltas tanto
num como noutro sentido, a cada ponto do circulo
correspondem infinitos niimeros reais.

T \\x + 27

Se um ponto do circulo corresponde ao numero real x, corresponde a todos os
numeros reais dados por x + k2w, para valores inteiros de k.

As demais fungoes trigonométricas podem ser estendidas do mesmo modo. Vejamos
o caso da funcdo tangente.

T

tg o

tga

B

Observe que nao podemos definir a tangente para arcos de comprimento

Tomamos, novamente, o circulo unitario, com
centro na origem e um arco AB de comprimento
menor do que § e a extremidade A do arco so-
bre o eixo horizontal. Tomamos a reta tangente ao
circulo passando por A. Seja T a intersegao dessa
reta com o prolongamento do raio OB. Entao, se
« é o angulo central correspondente ao arco AB,

temos

A
B/l tga

T

T 37

202 ©
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) km .
em geral, para arcos de comprimento — > com k inteiro fmpar.
. ™ , ~
Para um arco AB de comprimento menor do que 3 a tangente de « é, entao, a

T
ordenada de T. Para qualquer x real, que nao seja igual a o> para algum k inteiro,

podemos definir tangente de x como a ordenada de T, para um arco AB de comprimento
| z | percorrido no sentido anti-horario, para x positivo, e no sentido horario, para x
negativo.

3.5 — GRAFICO DA FUNCAO SENO

O esboco do grafico da funcao seno é importante para nos ajudar a compreender seu
comportamento. Para esse esboco, vamos considerar alguns de seus elementos.

Definimos a func¢ao seno de modo que seu dominio é o conjunto dos niimeros reais. E
facil observar que a imagem dessa fungao estd contida no intervalo [—1, 1], uma vez que
0 seno ¢ a ordenada de um ponto do circulo unitdrio centrado na origem. A imagem
da fungao seno é, de fato, o intervalo [—1,1]: qualquer altura no intervalo [—1,1] é
a ordenada de pelo menos um ponto do circulo unitario e, portanto, é a imagem de
infinitos nimeros reais.

Os valores de senx repetem-se a cada volta percorrida no circulo. Para qualquer
numero real z, temos

senz = sen(x + 27) = sen(z +47) = - - -

e, também,
senx = sen(x — 27) = sen(x — 4mw) = - - -

Podemos escrever, entao, que senx = sen(x + 2km), para qualquer k inteiro e dizer
que a funcao seno é uma funcao periddica, de periodo 2.
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Além disso, podemos esbocar o grafico para o intervalo [0,27) do dominio e depois
“colar pedacos” do grafico idénticos a esse, a esquerda e a direita.

O comprimento do intervalo considerado é 2. O tragado desse intervalo equivale a
uma operacao de “desenrolar o circulo”, como podemos observar na figura da pagina
precedente.

Sabemos que nesse intervalo o valor maximo da funcao, que é 1, é atingido quando
x = /2 e o valor minimo, —1, é atingido quando = = 37/2. Os zeros da funcao nesse

intervalo sao 0 e m. Mas, como a fungao varia em cada um dos quatro intervalos [0, %] ,
s 3 3
3l ) e [T

3

2,27r> e

~ , 7T
Comecamos observando que a fungdo seno é crescente em [O, 5} e em [

T 3T . . m
decrescente em 53 Pode-se intuir que, no intervalo |0, 5 senx cresce cada vez

. . . . 7T
mais lentamente conforme se aproxima de 7/2. J& no intervalo [5,77], sen x decresce

cada vez mais rapidamente conforme se aproxima de 7.

n(20) 4o

SCNL (Y @+ feee e NCeres

N . 7T o~ s -
Isso significa que esse crescimento do seno em [0, 5] nao € linear ou, entao, que a

taxa de variacao ndo € constante. Observe que, quando percorremos arcos de mesmo
comprimento, a variacao do seno nao é a mesma, como ja vimos na Proposicao 3.2 e
como também pode ser observado na figura acima.
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Enfim, pode-se intuir que o seno de x varia continuamente em funcéao de z. Na
figura abaixo temos um esbogo do grafico da fungao f(z) = senx.

3.6 - TRANSLACOES, ALONGAMENTOS E COMPRESSOES

A vpartir do grafico de f(z) = senz, po- sen <w+ %>
demos obter o grafico de uma infinidade de
funcgoes. Por exemplo, podemos obter o grafico
de g(x) = cos z usando o fato de que, para qual-

quer valor real de z, T
/2
- /
cosr =sen|r+ — |,
2 x
como ilustra a figura ao lado. Como a funcao 0
cosseno estd “adiantada” 7/2 em relacdo a cos T

funcao seno, o tragado do grafico de g(x) = cosx
pode ser imaginado como um deslocamento do
eixo vertical para a direita, de 7/2 unidades, so-
bre o grafico da fungao seno.

Também podemos ver o grafico do cosseno como um deslocamento do grafico da
funcao seno de 7/2 unidades para a esquerda. Na figura acima, temos um esbogo do
grafico da fungao g(z) = cosx junto com o gréfico da funcao f(x) = senz.
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Em geral, dado um valor real d qualquer, o grafico da funcao g(x) = sen(z — d)
pode ser obtido a partir do grafico da fungao f(x) = senz, com um deslocamento desse
grafico d unidades para a direita. Na figura abaixo, temos um esboco do gréfico da
fungio g(x) = sen (z — %).

Para um nimero real qualquer a, o grafico da funcdo g(z) = a + senx pode ser
obtido a partir do grafico da funcao f(z) = senz, com um deslocamento vertical desse
grafico de a unidades. A imagem dessa funcao g serd o intervalo [—1 + a,1 4 a]. Na
figura abaixo, temos um esbogo do grafico da fungao g(z) = 2 + sen x.

BELCEE SR

Para um numero real positivo qualquer b, o gréfico da funcao g(x) = b senz pode ser
obtido a partir do gréfico da fun¢ao f(x) = senx, com um alongamento ou compressao
vertical desse grafico. A imagem dessa fungao g serd o intervalo [—b, b].

Quando b for um numero real negativo, teremos além do alongamento vertical uma
reflezao do grafico da funcao em relacdo ao eixo horizontal. Na figura abaixo, temos
um esbogo dos graficos das fungoes g(x) = 2 senz e h(x) = —2 senz.

, f(z) =senz
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Para valores reais nao nulos de ¢, o grafico da fungao g(x) = sen(cz) pode ser obtido
a partir do gréfico da funcao f(x) = senx. A imagem dessa fungao g ainda é o intervalo
[—1,1], mas a frequéncia da funcao, isto é, a “quantidade de periodos” percorridos num
mesmo intervalo, fica multiplicada por |c|. O comprimento do periodo é inversamente
proporcional a frequéncia.

Se o médulo de ¢ for maior do que 1, a frequéncia da funcao g(z) = sen(cz) serd
maior do que a da fungao f(z) = senz e o periodo da fungao g serd menor do que o da
funcao f. Por exemplo, com ¢ = 2, temos

g(x) = sen(2z) = sen(2zx + 27) = sen[2(z + 7)] = g(x + 7),

para qualquer x real e, portanto, o periodo de g(z) = sen(2z) é w. Na figura abaixo,
temos um esbogo do grafico da fungao g(x) = sen(2x).

Se 0 médulo de ¢ for menor do que 1, a frequéncia da fungao g(z) = sen(cz) serd
menor do que a da fungdo f(z) = senz e o periodo da funcao g serd maior do que o da
fungao f. Por exemplo, com ¢ = 3, temos

[y

g(z) = sen (3z) = sen (3z + 27) = sen [§(z + 47)] = g(z + 47),

para qualquer z real e, portanto, o periodo de g(z) = sen (%aj) é 4. Na figura abaixo,

temos um esbogo do grafico da fungao g(x) = sen (%w)

Generalizando o que foi mostrado nos dois 1ltimos exemplos, podemos concluir que
o periodo da funcao g(x) = sen(cx), para valores de ¢ diferentes de 0 é, sempre, %

Resumindo, se ¢ for diferente de 0, 1 e —1, o gréfico da funcao g(x) = sen(cz) é um
alongamento ou compressao horizontal do grafico da fungao f(x) = senz. Além disso,
se ¢ for um nimero negativo, ocorre também uma reflexdo do grafico da funcao em
relagdo ao eixo horizontal, uma vez que sen(—z) = — sen(z), para qualquer valor real
de z.
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3.7 - EXERCICIOS

Exercicio 3.1. O topo de uma torre vertical é visto de um ponto P do solo segundo
um angulo de 30°. A distancia do ponto P & base da torre é 150m. Calcule a altura
da torre.

Exercicio 3.2. Sabe-se que 6 é um angulo entre 0° e 90° e que senf = 0,6. Calcule
cosf e tgh.

Exercicio 3.3. Sabe-se que 0° < 0 < 90° e que tgf = 5. Calcule cosf e senf.

Exercicio 3.4. Verifique que

V63

6 2
0081502#, senlSO:T e tg15° =2 — /3.
Exercicio 3.5. Verifique que
2 2 2—42
C0822,5O:+\/_, sen22,5°:T\/_ e tg22,5° =v2 —1.

Exercicio 3.6. Verifique que

8sen3°=\/5+\/3+\/9—3\/3+\/3—f—\/15+3x/3.

Obtenha uma expressao analoga para o valor de cos 3°.

Exercicio 3.7. Usando as Férmulas (3.10) e (3.11), deduza a igualdade

tga+ tg g

Exercicio 3.8. Utilize o exercicio anterior para deduzir uma férmula para tg(26).

1 1
Exercicio 3.9. Se dois angulos agudos « e 3 sao tais que tga = 3 © tg 8 = 3’ mostre
que o + 3 = 45°.

Exercicio 3.10. Utilizando as Férmulas (3.6), (3.7), (3.10) e (3.11) deduza expressoes
para cos(30) e sen(36) em termos de cosf e senf.
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Exercicio 3.11. Utilizando o resultado obtido no exercicio precedente, escreva sen(36)
em funcdo de senf. A partir dai, obtenha um polinémio de grau 3 com coeficientes
inteiros que tenha x = sen 10° como raiz. Procurando as possiveis raizes racionais do
polinémio encontrado, prove que sen 10° é um nimero irracional.

Exercicio 3.12. Verifique se a afirmagao dada é verdadeira ou falsa, justificando sua
resposta.

a) sen2 >0 b) cos4 < 0 c) sen3 > sen 2
d) cos3 > cos2 e) tgh > tgb f) cosv3 < 0
g) cos%>cosl h) 2senl =sen?2

Exercicio 3.13. Encontre todos os valores de x que satisfazem a igualdade dada.

V3

1
a) cosx = b) sen(3x) = 3 c) tg?r =3

Exercicio 3.14. Verifique se a afirmacao dada é verdadeira ou falsa para qualquer
numero real x, justificando sua resposta.

a) sen(—x) = senx b) sen(m — ) = senx
c) sen(m + ) = senx d) cos(—x) = cosz
e) cos(m —x) = cosx f) cos(m+x) = cosx

Exercicio 3.15. Encontre todos os valores de x que satisfazem a desigualdade dada.

1
a) senz > 0 b) senx<§ c) cosx<—§.

Exercicio 3.16. Resolva a desigualdade 2sen?z + 7senz + 3 < 0.
Exercicio 3.17. Resolva a equacao sen(2x) = cos .
Exercicio 3.18. Encontre todos os valores de x para os quais sen(2x) = 2sen x.

Exercicio 3.19. Determine o numero de solucoes de cada uma das equagoes dadas.
a) sen(3x) = cos(2z), em |0, 27].
b) senx = x

c) senz = (x —5)2
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Exercicio 3.20. Para cada uma das fun¢oes dadas, determine o dominio, a imagem e
¢) f(x)=1—senz
f) f(x) = —senx

b) f(x) =1+cosz

o periodo (se houver) e esboce o grafico.
f
f(z) = 3cosz

e) f(x) =1+ 3cosz
i)

a) f(x) =sen(x + w/4)
= —Lsenx
2

d) f(z) = —2 sen(x/2)
h) f(x)

g) f(z) =1—cosz
Exercicio 3.21. Para cada uma das funcées dadas, determine o dominio e a imagem

2

a) f(z) =sen”x
c) f(z) =+/| senx |
Exercicio 3.22. Para cada um dos graficos abaixo, obtenha uma funcao correspon-

e verifique se é peridédica.
d) f(z)
dente na forma f(z) = a + b sen(cx — d), para certos a, b, ¢ e d reais especificados.

CERS
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Exercicio 3.23. Uma populacao de animais varia de forma senoidal entre um valor
maximo de 900, em 1° de janeiro, e um valor minimo de 700, em 1° de julho.

a) Esboce um grafico da populagdo em funcao do tempo.
b) Encontre uma férmula para essa funcao, sendo o tempo dado em meses, a partir
do comeco do ano.

Exercicio 3.24. A profundidade da dgua numa baia varia de forma senoidal, em ciclos
de quatro meses, entre um valor maximo de 36 metros e um valor minimo de 20 metros.

a) Esboce um grafico da profundidade em fun¢ao do tempo.
b) Encontre uma férmula para essa funcao, sendo o tempo dado em meses, e tomando
como instante zero o momento em que a profundidade atingiu o valor maximo.

Exercicio 3.25. A voltagem de uma saida de eletricidade em uma residéncia é dada
em fungao do tempo ¢ (em segundos) por V (t) = Vj cos(120 7 ¢).

a) Qual é o periodo da oscilagao?
b) O que representa V7
c¢) Esboce o grafico de V (t).

Exercicio 3.26. Vocé sabe que duas fungoes trigonométricas tém, cada uma, periodo
7 e que seus graficos se intersectam em x = 3,64, mas vocé nao tem nenhuma outra
informacao sobre as funcoes.

a) Vocé sabe dizer se os gréficos se intersectam em algum valor positivo menor do
que 3,647

b) Obtenha um valor maior do que 3,64 onde os graficos se intersectam.

¢) Encontre um valor negativo de x no qual os graficos se intersectam.

Exercicio 3.27. Quando se estudam fenémenos periédicos, por exemplo, o0 movimento
harmonico simples, é comum precisarmos usar funcgoes do tipo
f(x) = A sen(cz) + B cos(cx)

para modelar esses fendmenos. O objetivo do presente exercicio é desenvolver um
método para ter uma ideia do grafico e do comportamento desse tipo de funcao.

a) Considere a fungao g(z) = senx + cos x. Mostre que
g(x) = V2 (@ senx + @ cosaj) .
Utilize esse fato para mostrar que g(z) = v/2 sen (w + %) . Utilizando essa ultima

expressao, faga um esbogo do grafico da funcao g(x).
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b) Seja f(z) = A sen(czx) + B cos(cx). Confira que
f(x) = C [a sen(cz) + b cos(cz)],
com C =vA2+B2%2 a=A/Ceb=B/C.

Em seguida, considere um ponto P de coordenadas (a,b) no plano cartesiano.
Mostre que a? 4 b?> = 1, portanto P esta no circulo unitdrio. Seja ¢ o angulo
do semieixo positivo dos x com a semirreta OP, onde O ¢é a origem. Mostre que
a = cos p e b = sen p. Mostre que a expressao de f(x) pode ser reescrita na forma

f(z) = C sen(cz + ¢) = C sen (c[z + £]).

A partir dai, descreva o grafico de f em termos de compressoes, dilatacoes e
translacoes verticais e horizontais.

Exercicio 3.28. Sejam a e b os comprimentos de dois lados de um triangulo e seja 0
o angulo agudo formado por eles. Prove que a area desse tridngulo vale S = %ab sen 6.

Exercicio 3.29. Um observador, situado no ponto A, vé o cume de uma montanha
distante segundo um angulo de & = 10°, medido com um teodolito. Desejando conhecer
a altura da montanha, e tendo a sua frente um terreno plano, o observador desloca-se
uma distancia d = 800 m em direcdo a montanha e faz nova medigdo. Constata que
agora vé o topo da montanha segundo um angulo de 6 = 15°. Determine a altura da
montanha, usando que

sen 5’ = 0,0871 e cosbH° = 0,9961.

A T & 6
d

Generalize esse exercicio, encontrando a expressao de h em funcao de «, § e d para
a, (e d quaisquer.

Exercicio 3.30. Desejando estimar a largura de um grande rio, um observador, si-
tuado em uma das margens, seleciona um
marco bem visivel na margem oposta. A
partir de um ponto A, como na figura
ao lado, o observador mede, entao, o
angulo « indicado na figura. Em seguida,
deslocando-se até o ponto B, também na
margem do rio e distando 500 m do ponto
A, faz uma medigao do angulo .
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Sabendo que o = 68° e # = 74°, determine a largura C'D do rio.

Sugestdo: Use uma calculadora cientifica para obter os valores das fungoes trigo-
nométricas dos arcos que precisar.

Exercicio 3.31. A reta r na figura dada representa um trecho retilineo da costa. Um
observador deseja obter uma estimativa para a distancia entre duas ilhas, representadas

pelos pontos C e D.

A partir de pontos A e B situados na n

costa e distantes 1800 m um do outro, o
observador mede os angulos que AD, AC,
BD e BC fazem com a linha da costa,
encontrando os valores a = 80°, § = 45°,
v = 60° e § = 75°. Determine a distancia
CD entre as duas ilhas.

C

Exercicio 3.32. Calcule os comprimentos das diagonais de um paralelogramo que tem
lados de comprimento 3 e 4 e um angulo de 60°.

Exercicio 3.33. Sabendo que os lados de um paralelogramo ABCD medem AB =
CD=2e BC =AD =1 e que o angulo DAB = 60°, determine o cosseno do angulo
agudo formado pelas diagonais de ABC'D.

Exercicio 3.34. Calcule o cosseno do angulo agudo formado por duas diagonais de
um cubo.

Exercicio 3.35. De um ponto que dista 5 cm de um circulo de 3 ¢cm de raio sao tragadas
duas retas tangentes ao circulo. Calcule o seno do angulo agudo formado por essas duas
retas.

Exercicio 3.36. Uma mediana de um tridngulo
é um segmento de reta unindo um vértice ao
ponto médio do lado oposto. Considere o
triangulo ABC na figura ao lado. Aplicando a
Lei dos Cossenos nos triangulos ABC e ABD,
obtenha a expressao da mediana m = AD em
funcao dos lados a, b e c.
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Exercicio 3.37. Considere dois circulos tan-
gentes entre si exteriormente e tangentes a
duas retas, como mostra a figura. Expresse
o raio R do circulo maior em fungao do raio

o d r do circulo menor e do cosseno do angulo «
entre as duas retas.

Sugestdo: Trace a reta que passa pelos centros dos circulos, formando a figura abaixo.
Considere o triangulo retangulo hachurado. Quanto vale a hipotenusa desse triangulo?

| /2 r

Exercicio 3.38. Os lados de um triangulo ABC medem AB = 6, AC =5 e BC = 4.
Mostre que BCA =2(CAB.
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