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Resumo 

Devido a mudanças súbitas da vazão num escoamento gradualmente variado num 

rio ou canal, apresentam-se ondas abruptas ou zonas de fluxo rapidamente 

variado. O tema apresenta interesse no aspecto prático em engenharia -como no 

caso do fluxo ocasionado pela ruptura de uma barragem- e teórico por tratar 

dos efeitos devido à não-linearidade do escoamento. 

Neste estudo, fazendo uso da teoria de águas pouco profundas, analisou-se 

as características gerais do fenômeno e desenvolveu-se um programa 

computacional com as equações de Saint Vénant na forma conservativa, 

integradas numericamente com o esquema implícito de diferenças finitas de 

Preissmann. 

Foram simulados experimentos observados em laboratório e problemas de ondas 

abruptas com solução analítica, em regime de fluxo subcrítico e supercrítico. 

Do estudo são obtidas conclusões sobre o método de tipo "shock fitting'' 

empregado e do esquema numérico implícito de diferenças finitas, para os casos 

de mudança de regime fluxo. São obtidas também conclusões, baseadas na 

estabilidade e precisão numérica da solução, sobre a necessidade ou não de 

iterar na resolução do sistema não-linear resultante das equações em 

diferenças, sobre os parâmetros de peso do esquema numérico e sobre os números 

de Courant mais apropriados ao cálculo. 
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Abstract 

Steep front waves ar shockwaves occur when rapid, significant flow change 

take place in channels and rivers with otherwise gradually varied flow. The 

topic is important for its engineering aspects such as dambreak, and nonlinear 

effects of flow. 

This study analyzes the general feature of the phenomenon and develops a 

model using the Saint Venant conservative form differential equations 

numerically solved with Preissmann implicit scheme. 

Laboratory experiments and steep front waves with analytical solution in 

subcritical and supercritical flow regimes were solved. 

Some conclusions about the shock fitting method and implicit scheme used 

when flow regime changes occur are discussed. The need to have, ar not, an 

iterative Gauss resolution for resulting nonlinear difference equation, 

Preissmann parameters value and Courant numbers value, for accuracy and 

stability of solution, is also commented at some length. 
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1.INTRODUÇÃO 

1. 1.Justificativa 

Nas últimas duas décadas têm-se incrementado os esforços para compreender 

as características e prever o fenômeno de deslocamento de ondas abruptas em 

rios e canais. 

Embora no âmbito de interesse da hidráulica outros escoamentos apresentem o 

fenômeno de formação e deslocamento de frentes abruptas, o problema de ruptura 

de barragem é aquele que mais tem concentrado pesquisas no tema. 

Ainda que as barragens, em geral, sejam construídas com alto índice de 

segurança, nenhuma está isenta de um acidente. A ruptura súbita de uma 

barragem produz uma onda ou frente abrupta a jusante da mesma com regime, em 

alguns casos, supercrítico nos primeiros estágios. 

A importância do fenômeno consiste em que, o escoamento devido a uma onda 

abrupta no vale de inundação, a jusante da barragem apresenta características 

pouco usuais quanto a velocidades, vazões e níveis máximos atingidos. Em 

geral a cheia pode produzir uma catástrofe de grandes proporções com perda de 

vidas e danos materiais. 

Porém, um conhecimento "a priori" das características do fenômeno de 

deslocamento de ondas abruptas para um possível caso de ruptura de uma 

barragem tem muita importância. Estes resultados podem ser utilizados no 

zoneamento racional do vale de inundação devido à ruptura total ou para 

diferentes hipóteses de grau de ruptura, determinação do efeito da ruptura de 

uma barragem sobre outra a jusante, determinação dos custos associados ao 

grau de,ruptura, com o fim de planejar evacuação, etc. 

Observa-se que legislações de determinados países, principalmente os 

Estados Unidos e França, exigem estudos sobre hipóteses de ruptura na execução 

de projetos de vulto. No Brasil, embora exista um considerável número de 

barragens, não existe uma legislação específica sobre o tema. 

Nesse sentido, a previsão de níveis e vazões a jusante de uma barragem, 

usando modelação matemática, é importante para se alcançar maior nível de 

segurança social e econômica. Neste estudo é feita a abordagem do problema 

de previsão das características do fenômeno do deslocamento de ondas abruptas 

do ponto de vista da hidráulica computacional. 



1.2.0bjetivos 

O estudo está orientado para o fenómeno de deslocamento de frentes abruptas 

-ou descontinuidades num fluxo- ocasionadas por variações súbitas da vazão em 

rios e canais. O mesmo compreende o tratamento unidimensional das equações da 

hidráulica. 

Faz-se uso da teoria geral de escoamento não-permanente para estudar e 

melhorar a compreensão e previsão do fenómeno de deslocamento de ondas 

abruptas em canais. Com esse ojetivo foram revisados os conceitos que 

envolvem o problema e desenvolvido um modelo computacional de resolução 

numérica das equações de Saint Vénant com consideração do tratamento numérico 

de descontinuidades no escoamento. 

O tema abrange aspectos teóricos e de aproximação que surgem da 

modelação de escoamento com zonas de fluxo rapidamente variado, mudança de 

regime de fluxo, etc., os quais são abordados segundo as necessidades na 

resolução de casos práticos. 
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2.REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2. 1.Introdução geral sobre fluxo com descontinuidades 

Estes problemas tratam de escoamentos nos quais existem zonas 

caracterizadas por gradientes muito altos ou variações bruscas das funções de 

fluxo como velocidade, pressão, etc., imersas num escoamento mais "ordenado". 

Nos problemas de fluxo em geral, essas funções são contínuas, apresentando 

variações suaves, em contraste com o caso de fluxo com descontinuidades nos 

quais as mesmas são descontínuas. 

Matematicamente o deslocamento de ondas em fluidos ou gases é representado 

por equações diferenciais hiperbólicas, lineares ou não lineares. Uma 

pequena perturbação no escoamento é representada por equações lineares e as 

grandes perturbações, ou mudanças bruscas, por equações não lineares. 
,· Quando 

existe uma descontinuidade nas condições iniciais de um problema linear, esta 

descontinuidade se translada no domínio da solução, sem alteração. Mas, uma 

descontinuidade nas condições iniciais de um problema não linear origina a 

formação de um "shock" ou onda de rarefação, segundo o caso. 

A solução destes problemas de fluxo com descontinuidades requer uma 

definição mais geral de solução e de condições suplementares. Esta definição 

mais geral estabelece que a solução em uma singularidade deverá cumprir as 

relações através de descontinuidades, também denominadas relações de 

Rankine-Hugoniot. As soluções satisfazendo estas relações são denominadas 

soluções generalizadas ou fracas e não necessitam cumprir com a propriedade de 

serem contínuas. Não entanto, ocorre que um problema de fluxo com presença 

de descontinuidades -ou singularidades- apresenta mais de uma solução 

generalizada, necessitando-se condições suplementares para definir a solução 

real. Assim, de todas as soluções matematicamente possíveis, será solução 

real do problema aquela solução generalizada que satisfaça uma condição a mais 

denominada condição de entropia. 

Desde o ponto de vista físico e matemático, o tema· de descontinuidades num 

fluxo começou a ser abordado desde o século XIX. Uma síntese histórica das 

abordagens mais notáveis é apropriada. Existem na literatura ( Tokaty, 1971; 
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Friedrichs-Courant, 1948
1

), interessantes resenhas históricas dos principais 

trabalhos nessa época das quais, a seguir, comenta-se um resumo. 

Poisson (1808) achou a solução de uma onda simples para a equação de fluxo 

de um gás isotérmico. Posteriormente Challis (1948) observou que para esse 

problema não existia uma única solução para a velocidade, em todo tempo. 

Stokes (1948) introduziu a idéia de descontinuidade na velocidade quando na 
au 

equação diferencial o termo ax 9 ro e, argumentou que uma descontinuidade não 

podia fisicamente acontecer devido a que os efeitos viscosos dissipariam 

quaisquer tendências nesse sentido. 

Earnshaw (1958) achou a solução de uma onda simples num gás que satisfazia 

uma lei da pressão em função da densidade do mesmo. Ele intuiu o fato de que 

uma singularidade poderia acontecer nesse fluxo, já que numa onda de 

compressão aumentava a velocidade e com ela a densidade, o que levaria a uma 

variação não contornada da velocidade em algum ponto da onda. 

Em forma independente Riemann (1860) redescobriu totalmente a teoria sobre 

descontinuidades. Ele foi quem primeiro tratou de relacionar os estados das 

variáveis nos dois lados de um "shock". Mas, assumiu que a transição através 

de uma singularidade era um processo adiabático e reversfvel. Logo Rankine 

(1869) demonstrou que o processo através de um "shock" era um processo 

não-adiabático. Hugoniot (1887 e 1889) foi o pesquisador que juntou todas as 

partes espalhadas sobre o fenômeno de "shock'' em gases; ele esclareceu o que 

fisicamente ocorre numa descontinuidade, o caráter de processo irreversfvel de 

um "shock", além de apresentar as relações através de descontinuidades numa 

forma prática mais simples. 

Mach (1889), Rayleigh (910) e Hadamart (1903), principalmente este último, 

podem-se considerar entre os últimos autores dessa série de importantes 

trabalhos que contribuíram à fundamentação do tratamento de descontinuidades 

em dinâmica de gases. 

As referências bibliográficas desses trabalhos não são incluídas neste 

estudo, no entanto, cita-se o ano correspondente das publicações para dar 

idéia da cronologia dos fatos. 
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2.2.Pesquisas e estudos na solução de problemas de 

fluxo com descontinuidades 

Nos primeiros trabalhos de cálculos em grande escala em dinâmica dos 

fluidos para escoamentos com descontinuidades foi usado o método de "shock 

fitting". Este método consiste numa localização da descontinuidade em cada 

passo de tempo na malha de discretização solucionando, em forma separada, a 

zona de fluxo "ordenada" da zona da singularidade. No caso unidimensional, 

com presença de um "shock" de certa grandeza e para o qual é conhecido a 

posição em t=O, este método é muito satisfatório sendo que, para mais de uma 

dimensão, o procedimento de cálculo se torna complexo ( Richtmyer, 1960). 

Em anos mais recentes surgiram idéias baseadas em princípios ffsicos dando 

origem a métodos de resolução geral sem localização das descontinuidades. 

Estes métodos fazem uso dos efeitos dissipativos que existem num "shock" 

devido à viscosidade e transferência de calor nessa zona. Uma explicação 

aproximada desses fatos é que nos fenômenos de escoamento de fluidos, embora 

com baixa viscosidade 11 e baixa condutividade de calor À, um "shock" é 

dissipado, tendo as funções de fluxo variações súbitas mas não 

descont i nu as . Isto levou a fazer conjeturas matemáticas, logo 

demonstradas, no sentido que a solução de um problema com as equações de 

fluxos quando 11~. À~ tendem a uma função limite, que é também solução de 

problemas de fluxo nos quais os efeitos dissipativos da viscosidade, 

transferência de calor, etc., estão ausentes e no qual surgem 

descontinuidades. Porém, os efeitos dissipativos de termos agregados -ou 

implícitos- numa equação em diferenças, permitem obter a solução generalizada 

real, num problema de fluxo com descontinuidade, para um sistema de equações 

de lei de conservação escritos na forma conservativa. Segundo os termos que 

representam esses efeitos sejam agregados às equações diferenciais parciais ou 

sejam usados esquemas numéricos com propriedades nesses sentido, os métodos 

denominam-se "pseudoviscosity methods" ou "through methods", respectivamente. 

Um dos primeiros trabalhos, nos quais foram expostos os conceitos acima 

comentados, correspondeu a Hopf (1950) que apresentou a solução para uma 

equação diferencial do tipo, Ut+ UU = 11U • 
_ X XX 

Ele demonstrou o fato da solução 

dessa equação para o limite de 11 ~O ser também solução da equação homogênea 

equivalente. Esse fato expressa que o modelo viscoso aproxima aquele nào-

v i s- c os o quando 11 ~ O, sendo a so 1 ução da equação "paraból i c a" -a qua 1 é 
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contínua- uma solução débil da equação hiperbólica -a qual é descontínua. 

Essa equação foi previamente utilizada por Burgers (1948) que descreveu 

analogias deste modelo com um fluxo compressível unidimensional, atribuíndo o 

termo MU aos efeitos dissipativos devido à viscosidade e expressando em 
XX 

forma intuitiva o passo ao limite que logo Hopf provou analiticamente~ Alguns 

dos trabalhos mais importantes sobre o assunto correspondem a Oleinik (1959 e 

1963)
2

, Kruzkov (1969), Cole (1951), Germain e Backer (1953), entre muitos 

outros. 

A idéia original do "pseudoviscosity method" em análise numérica 

correspondeu a Von Neumann e Richtmyer (1949) que apresentaram resultados para 

uma equação em particular. Lax (1954 e 1957) apresentou a teoria de soluções 

generalizadas e a teoria de lei de conservação, além de um esquema numérico 

para solucionar escoamento compressível com descontinuidades ou ''shock", sem 

necessidade de localizar o mesmo. Nestes dois últimos trabalhos é 

apresentado um tratamento mais completo para o problema de fluxo com 

descontinuidade. Outros trabalhos importantes nesta época são Lax e Wendroff 

(1960) e Godunov (1959). 

Outro método para escoamento com descontinuidades está baseado num trabalho 

publicado por Glimm (1965), para o qual Chorim (1975) apresentou um algoritmo 

numérico de resolução. O mesmo é muito usado na atualidade, sendo 

apropriado, em sua apresentação original, para equações hiperbólicas 

quase-lineares homogêneas. 

2.3.Trabalhos aplicados na hidráulica 

Dentro do campo de interesse da hidráulica, a formação e deslocamento de 

ondas abruptas, como ocorre na ruptura de um represa, é o problema equivalente 

à formação de "shock" num fluxo em dinâmica de gases. 

Na hidráulica, estes problema começaram a ser estudados com diferentes 

metodologias -experimental ou analítica- desde o século passado. Os 

2 
As publicaÇÕes oriundas da URSS aparecem em geral na referência 

bibliográfica com as datas das tradUÇÕes desses trabalhos ao inglês, as quais, 

em certos casos, são muito posteriores às publicações dos originais em russo. 
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primeiros e mais importantes trabalhos são os de Saint Vénant (1871), Ritter 

(1892), Schoklitsh (1917), Oressler (1952), Waitham (1955) e Stoker (1953 e 

1957), entre outros. Nas últimas décadas começaram a ser empregadas as novas 

metodologias numéricas desenvolvidas sobre as idéias expostas acima. Nesta 

linha os trabalhos pioneiros, no campo da hidráulica, correspondem a 

Preissman~ (1965), Preissmann e Cunge (1961), Cunge et al. (1980), Abbott et 

al. (1969) , Abbott (1975 e 1979), Vasiliev (1965 e 1970) entre muitos outros. 

No período das últimas duas décadas foi publicada uma grande variedade de 

trabalhos de simulação numérica de ondas abruptas. O primeiro destes, nesse 

período, corresponde a Terzidis e Strelkoff (1970) que resolveram vários 

exemplos de ondas abruptas com os esquemas numéricos explícitos de Lax e 

Lax-Wendrof. Eles mostram a comparação de resultados de um exemplo 

previamente resolvido por Vasiliev e Gladychev (1965) com um esquema implícito 

de dois passos, achando que os esquemas explícitos apresentaram melhor 

desempenho, além de serem mais simples de implementar. 

Martin e Zovne (1971) empregaram também diferenças finitas para simular o 

rompimento de barragem num canal, sem rugosidade nem declividade e, 

compararam com a solução obtida por Stoker (1948), com resultados 

satisfatórios. 

Katopodes e Strelkoff (1978), Chen a Druffel (1977) e Chen (1980) 

empregaram o método das características para ruptura total e instantânea de 

barragem achando, em geral, bons resultados. 

Rajar (1978), com o objetivo de esclarecer os erros que são numéricos e 

aqueles ocasionados por violações das hipóteses de Saint Vénant, no problema 

de ruptura de barragem, comparou resultados de modelos matemáticos com dados 

obtidos em modelos físicos. Ele empregou os esquemas de Lax e 

Lax-Wendroff. Sua principal conclusão foi a necessidade de empregar ambos 

esquemas com termos dissipativos em canais irregulares com expansões e 

contrações da seção transversal, as quais produzem instabilidades numérica. O 

primeiro esquema apresentou resultados pouco precisos. Ele também observou 

que os maiores erros correspondem às hipóteses como: (a) pressão hidrostática, 

(b) escoamento unidimensional quando existe extravazamento da calha 

principal ou contração-expansão da seção transversal, as quais são violadas 

nas equações de Saint Vénant. 

Outro método usado na resolução de problemas com descontinuidades é o 

método de Glimm (1965). Este exige como condição conhecer as soluções 
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obtidos em modelos físicos. Ele empregou os esquemas de Lax e 
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pelos autores desse trabalho é comparado o tempo de deslocamento de uma frente 

para diferentes condições iniciais, observando-se que esses resultados não 

concordam com os que são obtidos empregando as relações através das 

descontinuidades nessa frente. Nos casos como do exemplo apresentado por 

Bellos e Sakkas
3 

nesse trabalho, no qual o tirante do estado não perturbado a 

jusante da frente abrupta é muito pequeno, o estado constante a montante da 

mesma é muito estreito. Mas, em todos os casos o fluxo nessa zona depende do 

estado a jusante da descontinuidade, daí que para diferentes níveis a jusante 

existem diferentes níveis a montante do "shock", fato que não é observado na 

apresentação dos resultados do teste comentado, criando dúvidas sobre a 

efic~cia da resolução numérica. 

Um das pesquisas mais abrangentes quanto a métodos de resolução em ruptura 

de barragem corresponde a Wurbs (1987). Ele apresentou um trabalho 

comparativo sobre modelos em uso nos EUA para o problema de escoamento por 

ruptura de barragem, fazendo uma avaliação das seguintes metodologias 

selecionadas: National Weather Service(DAMBRK), U.S. Army Corps of Engineers 

South Western Division(FLOW SIM 1 e 2), U.S. Army Corps of Engineers 

Hydrologic Enginieering Center (HEC-1), Soil Conservation Service(TR 66), o 

modelo do NWS simplificado (SMPDBK) e o procedimento gráfico adimensional do 

HEC. Ele concluiu que: (a) existe instabilidade e divergência nos modelos em 

caso de fluxo supercrítico e mudanças rápidas da geometria do vale de 

inundação; (b) não foi possível simular mudanças de regime ; (c) os modelos 

com as equações completas de Saint Vénant são os mais versáteis e aptos; (d) 

fluxo supercrítico e discretização espacial são fatores importantes na 

estabilidade numérica; (e) erosão e sedimentação são elementos importantes 

para incorporar ao problema. 

Um trabalho experimental muito empregado na literatura na avaliação de 

metodologias numéricas corresponde ao Army Corps of Engineers (1960 e 1961). 

Os experimentos foram feitos num canal retangular com declividade para 

condições de mínima e máxima rugosidade. A barragem foi localizada na metade 

3 o segundo autor desse trabalho é um dos 

aportado ao tema de ruptura de barrragem, (Sakka e 

Sakkas, 1980). Esses trabalhos estão orientados 

forma analítica usando expressões de escoamento adimensionais. 
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do canal, para assim observar tanto a onda negativa como a onda positiva. 

Os trabalhos feitos no Brasil, no tema de ruptura de barragem, correspondem 

todos à presente década. Na literatura não existem publicações de estudos 

analíticos ou experimentais. Têm-se feito estudos numéricos sobre 

deslocamento da cheia no vale de inundação e sobre a modelagem de formação da 

brecha em barragem de terra por Silva e Mascarenhas (1983), Lou (1983), Silva 

(1986), Mascarenhas (1990) e Nogueira (1984). Neste último trabalho é 

apresentado um modelo de base física para simular a formação gradual de uma 

brecha numa barragem de terra por erosão, em função do escoamento através da 

mesma. O modelo é logo avaliado para simular a formação da brecha na 

barragem natural do rio Montara, no Peru, concluíndo-se que seu desempenho foi 

bom. 
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3.SISTEMA DE EQUAÇÕES 

3. 1.Introdução 

Dentro do intervalo de interesse da hidrodinâmica, os meios contínuos 

cumprem, com as leis gerais de conservação da massa, quantidade de movimento 

linear, energia e segundo princípio da termodinâmica. Adicionalmente existem 

leis complementares ou constitutivas que dependem de cada problema, como são a 

equação de estado de um gás perfeito, princípio de Newton para um fluido 

viscoso, etc. 

No estudo de escoamentos em rios e canais é apropriado formular as três 

primeiras leis: conservação da massa, quantidade de movimento linear e energia 

mecânica; além de uma lei para expressar o atrito nos contornos. 

Uma lei de conservação é expressa matematicamente como: 

~I f dV =I af dt v(t) voat dV 0 + I G( f) . n 
avo 

dav 0= I B d'I!O .. ............. (3. 1) 
v o 

A mesma considera que a variação total da propriedade intensiva f dentro de 

um sistema V(t) muda por efeitos externos numa taxa J B dVO; sendo que a 
v o 

variação total de f dentro de V(t) pode-se também expressar como a variação no 

tempo de f dentro do volume de controle VO, mais o fluxo G(f) desta 

propriedade através da superfície de controle avo. Nesta expressão n é o 

vetor unitário normal a avo e ds é um diferencial de avo. 
Aplicando o teorema da divergência na equação (3. 1), levando o volume de 

controle a um ponto, sendo assim a integral igual ao integrando da mesma, 

tem-se para uma dimensão na forma divergente: 

+ G(f) B .................................................. (3.2) 
X 

a qual é válida em todos os pontos da região de interesse do problema nos 

quais f, G(f) e B são contínuas. Esta equação diferencial -ou sistema-

quando escrita em função da divergência do fluxo da propriedade analisada é 

dita expressa em forma conservativa generalizada; sendo que a mesma é 

estritamente conservativa quando B=O; caso contrário existem fontes ou 
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sumidouros da propriedade. 

Derivando a função G(f) na expressão (3.2) é obtido o sistema quase-linear 

equivalente à lei de conservação: 

+ accn 
ar + B ................................. (3. 3) 

sendo A a matriz de coeficientes do sistema. Quando esta matriz é 

não-linear, como acontece em hidrodinâmica, e sendo o sistema homogêneo (B=O) 

em todos os casos surgem descontinuidades na função f no domínio da solução 

(Lax, 1973; Richtmeyer, 1978). Em hidráulica o sistema é geralmente 

não-homogêneo e nem sempre desenvolvem-se descontinuidades ( Luskin, 1981). 

O protótipo para estabelecer as leis de conservação na hidráulica é um 

canal no qual cumprem-se as seguintes hipóteses simplificativas: fluxo 

unidimensional, pressão hidrostática, ausência de aceleração vertical, fluido 

incompressível e não-viscoso existe.s6perda de energia no atrito com os 

contornos rígidos, a velocidade é uniforme numa seção transversal ao fluxo 1 , o 

tirante hidráulico é relativamente pequeno em comparação com o comprimento da 

onda característica do fenômeno e a linha da água é horizontal numa seção 

transversal ao escoamento. Neste sistema físico é apropriado formular a lei 

de conservação da massa, quantidade de movimento linear e energia mecânica. 

Em regiões de fluxo nas quais algumas das hipóteses anteriores são violadas, 

como acontece numa zona de escoamento rapidamente variado ou com 

descontinuidade, é apropriado formular só as duas primeiras leis de 

conservação. A equação da energia converte-se, nessas zonas, numa inequação 

que expressa uma transformação da energia mecânica para outras formas de 

energia não avaliadas pela forma geral das equações da hidráulica. 

Quando as leis de conservação da massa e quantidade de movimento linear são 

formuladas através dessas zonas, caracterizadas como descontinuidades de 

fluxo, tomam a denominação de relações através de descontinuidades ou relações 

de Rankine-Hugoniot, sendo a inequação da energia um princípio físico 

necessário na escolha da solução real desse problema. 

Esta hipótese supõe um deslizamento do fluido nos contornos. 
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3.2.Equações de Saint Vénant em forma divergente 

A propriedade f, fluxo G(f) e termo independente B do sistema apresentado 

no item anterior, para as leis de conservação da massa e quantidade de 

movimento linear do escoamento num canal com as hipotéses acima relacionadas, 

são: 

C( f) = [ 
ql 

} ...... (3. 4) 
gA(So-St )+g12 

na qual A é a área molhada de uma seção transversal ao escoamento e representa 

a intensidade da propriedade massa; Q é a vazão volumétrica e expressa, por 

sua vez, a intensidade da propriedade quantidade de movimento linear, g é a 

aceleração da gravidade, So é a declividade do fundo do canal, St é a 

declividade da linha de energia, ql é a vazão que entra lateralmente ao canal 

principal e 11 e 12 são termos de pressão hidrostática; 11 é a pressão do 

fluido na seção transversal ao escoamento e 12 a pressão por efeitos da 

contração-expansão da seção transversal ao longo do eixo x. 

11 define-se como: 

11= J:c h-~ J 6(x.~J d1J ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (3.5l 

na qual h é o tirante hidráulico e ô(x.~) a largura do canal. 

O termo 12 é calculado pela seguinte expressão, 

12 = Iha (h-~) [ ~~(x, Tl)]h=ho dTj ................................•.... (3. 6) 

na qual a derivada é considerada para um valor constante do tirante hidráulico 

(h=ho). 

O termo St devido ao atrito nos contornos é aproximado pela equação de 

Manning: 

Sf = 0~1 .......................................................... (3. 7) 

com 
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K 
A R2/3 
-2-............................................................. (3. 8) 

n 

expressando assim Sf em função das variáveis dependentes A(x,t) e Q(x,t), 

fechando o problema de duas equações e duas incógnitas. 

O sistema (3.2) com f, G(f) e B definidos na equação (3.4) representa as 

equações de Saint Vénant na forma divergente, conservação da massa e 

quantidade de movimento linear. As características principais deste sistema 

são deduzidas da matriz de coeficientes~ do sistema quase-linear equivalente, 

equação (3. 3): 

at 
at 

+ A at = B ............... .- .............................. (3.9) 
ax 

sendo A obtida da equação (3.4) por derivação, 

2*} ························ ........... (3. 10) 

Os autovalores desta matriz fornecem a informação necessária para 

caracterizar o sistema (3.2) com (3.4). 

matriz A é (Jeffrey, 1976), 

Assim, o polinômio característico da 

A - i\ I. I =O . ..................................................... ( 3. 11 ) 

na qual a variável i\ representa os autovalores e I. a matriz identidade. 

Resolvendo para A segundo (3.10), os autovalores i\(l, 2 ) são, 

i\ o, 2) = ºA± '~ g a;i .. .............................................. c 3. 12) 

correspondendo o sinal positivo com o índice 1, e o negativo com 2. 

Para um canal retangular as forças de pressão hidrostáticas I1 são, 

ar 1 

a A 
A 
b 

e os autovalores ficam, 
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1\.(1,
2

) = u ± ~-···············································(3.13) 

com os índices iguais ao caso anterior. O termo b representa a largura do 

canal, h o tirante hidráulico eu a velocidade média na seção transversal. 

t possível deduzir o significado físico destes autovalores formulando um 

sistema com o diferencial total das propriedades f sobre curvas C(x(s), t(s)) 

no domínio da solução e, o sistema de equações (3.9). O diferencial total é, 

at dt 
at ds 

+ 
at dx 
ax ds 

df 
= ds .......................................... (3. 14) 

empregando o parâmetro s igual ao tempo t resulta, 

at at dx 
at + ax dt 

sendo o sistema 

[ : 

df 
dt 

0 ............................................... (3.15) 

df 

[ ~ }······ ...........................••.. (3. 161 

impondo a condição das curvas C(x(t), t) sendo aquelas sobre as quais 
at at 

propagam-se as descontinuidades dos termos ax e at através do domínio da 

solução, devendo ser cumprida a seguinte condição: 

det 0 ............................................. (3.17) 

igual a 

0 .................................................... (3.18) 

Comparando (3. 18) com (3.11) tem-se que, 

~ ± ~ g aa~, ..................... c 3. 19) 
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Portanto, os autovalores representam as velocidades com as quais a 
I 

informação desloca-se através do domínio da solução. Os percurrsos da 

informação com essas velocidades, no plano x-t, são as curvas C(x(t),t) as 

quais denominam-se trajetórias características c+ e c-. para denominar a 

positiva e a negativa, correspondendo-se com os sinals + e - na equação 

( 3. 19). Estas trajetórias ficam definidas pelas direções características ou 

vetores tangentes em cada ponto do plano x-t, 

(1) [ 1 • o [:]1 ] .......................................... (3. 20-a) 'L + 
A A 

(2) Íj 
1 ' 

o li 811 li 
'L 

l A ~ 
g a A J .......................................... ( 3. 20-b) 

Em resumo, tendo-se calculado para o sistema (3.9), ou equivalente, os 

autovalores, trajetórias e direções características, é possível definir o 

mesmo como estritamente hiperbólico por serem seus autovalores reais e 

diferentes, e quase-linear pelo fato dos autovalores serem por sua vez função 

da solução em cada ponto do plano x-t. 

3.3.Equações de Saint Vénant na forma característica 

O sistema de equações apresentado no item anterior expressa a variação das 

variáveis dependentes A(x,t) e O(x,t) segundo as direções de um par de eixos 

ortogonais x-t. Tomando as direções características como novos eixos é 

possível trocar os mesmos e escrever um sistema de equações diferenciais 

equivalente, denominado formas diferenciais características das equações de 

Saint Vénant. Assim as formas caracterfsticas expressam as variações das 

variáveis dependentes A(x,t) e O(x,t) ao longo das duas trajetórias 

características C+ e C para o sistema hiperbólico como definido no item 

1 t t ' d ,(i) d anterior. Na transformação uti izam-se os au ove ores a esquer a ~ a 

matriz Ã, calculados como 

= 
(i) (i) 

À { ••••••••••••.••••.••••••••••••••••••••••••••••• (3.21) 

para cada autovalor À(l, 2 ) como definido na equação (3. 12), sendo, 
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t(l) [ ~- jgl!jj/ ] .............................................. (3.22-a) 

pl ~ [ ~ + jgl ~~,·l··············--····--····----··--············(3.22-b) 
Pré-multiplicando o sistema (3.9) pelos autovetores i(l, 2 ), expressões 

(3.22-a,b), resulta o seguinte sistema de equações escalares 

i(i) Bf + 
at 

A Bf 
ax = ,li) B ................................. (3. 23) 

Empregando a relação (3.21) em (3.23) resulta, 

li) ~: + ?.(i) i(i) ~~ = li) B ................................ (3.23) 

ou na forma extensa, 

[ ~ + J g ~~ 1, -1 J ( ~~ J + [ ~± J g ~~,. J ( ~+ J g ~~ 1, - 1 ] [ ~~ J = 

= [ ~ ± Jg ~~1', -l] [ gA( So -q~f) + gi2J ....................... (3 · 25 ) 

Assim, para cada autovalor À(l, 2 ) tem-se uma equação característica. 

Reorganizando-se ficará 

[ ~LJ;1r J dA dQ (Q-J;1r] ql- gA ( so - St J - g I 2 ... ( 3. 26-a) A g BA dt dt A g BA 

[ Q+J;1r J dA dQ 
= [ ~ + J g ~~ ,· ] ql- gA [ So - St J - gi2 .. (3. 26-b) 

A g BA dt dt 

podendo-se expressar também como, 

+ i~i) b2 ........................ (3.27) 

logo, 
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[ b
b21 ] ...................... (3. 28) 

resultando, 

L(i) ~{ = L(i) B .................................................. (3.29) 

Qualquer uma das equações (3.26) a (3.29) expressa a variação de f ao longo 

da trajetória característica C+ ou C , dependendo de que o autovalor seja À(l) 

À(
2 ); sendo to parâmetro destas curvas. ou 

Outra forma de expressar as equações diferenciais na forma característica é 

em função dos invariantes de Riemann. Os mesmos são valores constantes ao 

longo das trajetórias características. Esta troca de variáveis transforma o 

problema de equações em diferenças parciais num de diferenciais totais ou 

ordinárias. 

Por simplicidade considera-se um canal de seção retangular uniforme, sem 

entrada lateral, largura unitária, sem declividade nem atrito. 

expressões (3.26) ficam, 

[ u-~ 

ou também como, 

-dh 
c dt 

+ 
c 

dh 
dt 

d(uh) 
dt 

d(uh) 
dt 

d(uh) 
dt = 0 ......................................... (3. 30-a) 

d(uh) 
dt 0 ........ ................................. (3. 30-b) 

O .................................................... ( 3. 31-a) 

O .................................................... (3. 31-b) 

Neste caso as 

nas quais c 
+2 

e c são as celeridades das descontinuidades infinitesimais ou 

2 
Das expresões (3.31-a,b) é possível observar a equivalência das formas 

diferenciais características com a relação através de uma descontinuidade, 

expressão (3.43-a). Nas expressões (3.31-a,b) as derivadas são continuas 
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características no plano x-t. 

Dividindo (3.30-a,b) pelo tirante hidráulico, h, e reorganizando o termo da 

esquerda fica, 

O ............................................ (3. 32-a) 

d 
dt [u- 2~ J O ................•.....•........•..•....•...• (3. 32-b) 

Considerando 

r(x, t) [ u + 2~ J .......................................... (3.33-a) 

s(x,t) [ u - 2~ J .......................................... (3. 33-b) 

resulta 

dr 
dt = O •••.•........••.•.•..•.......•...................•......••.. (3. 34-a) 

ds 
dt 

= o ............................................................ (3. 34-b) 

ou 

grad r . 
(1) 

'li O ••••...••..•.•.•••...•••..•••.•••••.•.••••.•••••• (3. 35-a) 

grad s . 
(2) 

'li o ................................................. (3. 35-b) 

por ser as trajetÓrias características descontinuidades infinitesimais nas 

variáveis dependentes h(x,t), u(x,t) ( Abbott, 1979) sendo que isto não ocorre 

na expressão (3.43-a) por ser um "shock" uma descontinuidade maior das 

variáveis de fluxo. Assim, por ser (3.31a) uma expressão que se cumpre ao 

+ 
longo de C , também expressa a relação das variáveis dos dois lados de uma 

pequena descontinuidade com a celeridade W = u -~ que corresponde a c . 

Porém as formas diferenciais características das equaÇÕes podem ser 

interpretadas como sendo relações através de descontinuidades infinitesimais. 
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As expressões (3.35) indicam que o gradiente dos invariantes de Riemann é 

ortogonal às direções características. 

derivadas direcionais resultam, 

Utilizando (3.20) em (3.35), as 

grad 
(1) ar ' ( 1 ) ar 

0 ................................ (3. 36-a) r '7, + 1\. 
at ax 

grad 
( 2) as À(2) as 

=0 ...............................• (3. 36-b) s ,.,, 
at + 

ax 

Nestas equações, t representa o parâmetro das curvas C(x(t),t) ou 

trajetórias características no plano x-t, sendo r(x,t), s(x,t) os invariantes 

de Riemann para as equações de Saint Vénant; com r(x,t) variando ao longo de 

C+ e s(x,t) ao longo de C Assim, as equações (3.34,35,36) expressam 

fisicamente variações das quantidades expressas por (3.33) ao longo das 

trajetórias características. Nos casos com declividade e atrito no canal, 

r(x,t) e s(x, t) são denominados quase-invariantes e as expressões resultam, 

ar 
at + À ( 1) ~: = g [ So - Sf J ..................................... ( 3. 37 -a) 

as 
at 

+ 
. I 
~o - Sf J .................................... (3. 37-b) 

As equações (3.37) são as formas características mais gerais das equações 

de Saint Vénant em função dos invariantes de Riemann. 

3.4.Relações através de descontinuidades 

O fluxo não-permanente gradualmente variado em canais contendo, ondas 

longas de pequena amplitude, é bem representado pelas equações de Saint 

Vénant. Dentro do intervalo de interesse da hidráulica, este é o tipo de 

escoamento mais comum. Quando existem variações bruscas na descarga de água 

num canal formam-se zonas de escoamento com gradientes significativos ou fluxo 

rapidamente variado. Neste escoamento as simplificações que levam às 

equações diferenciais de Saint Vénant são violadas e é necessário mudar a 

descrição do fenômeno físico. Essas zonas são consideradas d~s~ontinuidades 

dentro de um fluxo gradualmente variado, sendo que nelas existem perdas de 

energia, por turbulência no meio fluido, da mesma ordem de grandeza das perdas 
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por atrito nos contorno físicos do canal. 

Assim, através das descontinuidades, são formuladas as leis de conservação 

da massa e quantidade de movimento linear. A equação da energia converte-se 

numa inequação, por existir uma transformação de energia mecânica a outras 

formas de energia não avaliadas pelas equações da hidráulica. Estas três 

expressões são utilizadas para resolver um problema de escoamento com 

descontinuidades na hidráulica. 

Considerando um trecho de canal no qual existe uma descontinuidade entre 

os pontos x=a0(t) e x=a1(t), na posição Ç(t) ( fig. 3.1 ),são apresentadas 

essas três relações segundo Stoker (1957), para as equações de Saint Vénant 

h w 

u ... 

1 -
O o ( t) X 

fig.3.1. Descontinuidade num segmento de canal 

na forma divergente, incluindo os termos de declividade, atrito e de 

contração-expansão da seção transversal do canal. Os pontos x=a
0
(t) e 

x=a
1
(t) são considerados contidos em planos verticais, os quais tem como 

característica conter as mesmas partículas de fluido ao longo do tempo. 

Com o fim de aplicar a lei de conservação (3.1) no canal da fig 3.1, 

considera-se o sistema formado pelos planos verticais que passam por x=a0(t) e 

x=a
1
(t), as paredes laterais do canal, a superfície liv~e e o fundo do mesmo. 

Sendo que, a área A da seção transversal é a intensidade da propriedade massa 

e a vazão Q a intensidade da propriedade quantidade de movimento linear, a 

conservação da massa e da quantidade de movimento linear neste sistema são: 

r:::: ql dx ••..•...•.•..•••...••....•.....• (3.35-a) 
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Na primeira lei (3.35-a) não existe fluxo da propriedade massa através da 

superfície do volume de controle e o termo da direita representa uma fonte. 

Na segunda expressão o fluxo da quantidade de movimento linear é a diferença 

g(I1 -I1 ), sendo I 1 calculada segundo a expressão (3.5). 
1 o 

Neste caso os 

termos da direita são a soma das forças exteriores, com I2 calculado segundo a 

expressão ( 3. 6) . 

Considerando o volume de controle dividido em duas partes pelo plano 

vertical ~(t) que contém a descontinui"dade, as integrais são separadas em 

duas. Uma desde a
0
(t) até o ponto limite à esquerda,da descontinuidade~ (t) 

+ 
e outra desde o ponto limite à direita da descontinuidade~ (t) até a

1
(t). 

Aplicando este critério para uma forma geral da lei de conservação, 

equivalente às expressões (3.35-a,b), em função da propriedade f e do fluxo 

G(f), resulta na seguinte expressão, 

d 
dt 

d Ia1 (t) I I f dx + dt f dx + G(f).n ds + G(f).n ds 
çtt) a

0
(t) a

1
(t) 

J:r::J B dx ......................................... [3.36) 

Levando a derivação dentro da integral em (3.36) fica, 

8f 
at dx 

Bdx+ 

+ d~(t) f 
dt 

$;oU) 
dt 

+ 

J:t::) B dx .......................................... ( 3. 37 l 
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Assim as expressões (3.37) para a lei de conservação da massa e quantidade 

de movimento são, 

+ 

dxtt) 
dt A 

dÇ(t) o 
(ft 

+ 

J
a1(t) 

[ gA[so- st] +giz J 
çto 

J;~::l qt dx . ....................... (3.38-a) 

dx ................................. (.3. 38-b) 

dÇ(t)_ dl;tt)_ 
Considerando que dt - dt - W, a qual é a celeridade da descontinuidade, 

ui' e tomando o limite para a
0
(t) ~ a

1
(t), 

df dt .... ................................................. ( 3. 39) 

+ 
tornam-se nulas as integrais e f= f

0
, f= fi. Assim as expressões 

(3.38-a,b) ficam, 

w A0 
Qo 
Ao Ao + º1 

A1 AI W AI 0 ............................... (3. 40-a) 

w 00 Qo o o + º1 01 w 01 + g (r,
0
-r,

1
) = 0 ................ (3. 40-b) 

A A 

Reorganizando resulta 

23 



o 1 J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 3 . 4 1 -b ) 

Í ~
2 

+ g I1] 
L o 

[ ~
2 

+ g I 1L .................... ( 3. 41-b) 

as quais são as relações através de descontinuidades na hidráulica 

equivalentes as de Rankine-Hugoniot em dinâmica de gases. Considerando agora 

as mesmas relações para um canal de seção transversal retangular uniforme e 

largura unitária, com f e G(f) definidas como 

f [ ~ l· e 
G(f) = [ u2::gh2/2J ............................ (3.42l 

têm-se as expressões, 

( uh ) 
0 

- ( uh ) 
1 
................................. ( 3. 43-a) 

W [ (uh)
0

- (uh)
1 

1 2 
( gJ_] ) 1" .... ( 3. 43-b) 

2 

que, na forma resumida (3.41) e (3.43), são escritas como 

w [ f ]~ 
o 

[ G( f) ] 
1 

....•..•..•..............•..••...•..••••• ( 3. 44) 

na qual f e G(f) são definidas por (3.4) e (3.42) respectivamente e os índices 

O e 1 identificam as variáveis nos dois lados da descontinuidade. Observa-se 

que, dada a hipótese da descontinuidade estar contida num plano vertical, os 

termos de atrito, declividade, etc. não têm efeitos na conservação da massa e 

quantidade de movimento linear, atrayés de uma descontinuidade. 

A expressão (3.44) expressa que, duas soluções genuínas A
0

, 0
0 

e A
1

, 0
1

, de 

um e de outro lado de uma singularidade, tomadas conjuntamente, são uma 

solução generalizada se as mesmas cumprem as relações através de 

descontinuidades, (Lax, 1954). 

Uma segunda questão numa descontinuidade é o fato de existir mais de um par 

de soluções genuínas que cumprem com (3.44), conformando todas elas soluções 

generalizadas, mas, sendo só uma delas solução real. Com o objetivo de 
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escolher a solução generalizada com significado flsico é empregada a lei de 

conservação da energia mecânica. Ésta quando usada através de uma 

descontinuidade é uma inequação que expressa que através de uma singularidade 

sempre existe uma diminuição desta energia. Em outras palavras; uma 

partícula que atravesse uma descontinuidade terá sempre diminuida sua energia 

mecânica. 

Na dedução da expressão de conservação da energia mecânica para uma 

descontinuidade emprega-se a iei de conservação (3.1), sendo que a energia 

mecânica e -definida no ANEXO C- das partículas de água de uma seção 

transversal é a intensidade da propriedade energia mecânica, 

J [ g: + g I 
1

] d'lf •.•.•.••.•...•• ( 3. 45) 
V(t) 

a lei de conservação (3.1) com esta propriedade para o sistema segundo o 

definido no item anterior, fig. 3.1, resulta 

dE 
dt 

J
al(t) Q . 

ao( t J [gQ (so-St J +g/fl2]dx ......................................... ( 3. 461 

Seguindo igual procedimento ao realizado no item anterior do passo ao 

limite de a
0
(t) ~ a

1
(t) resulta 

dE 
dt w[[ g: + gi 1]o- ( §~ + gi 1] 1] -[ ~ ( g: + 2g 1

1]]o

[~ [ g~ + 2gl1]]1 o ............................................. (3.47) 

a qual é diferente de zero para qualquer situação que não seja fluxo contlnuo. 

Uma expressão equivalente a (3.47) para uma canal retangular de largura 

unitária é a seguinte (Stoker, 1957): 
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dE 
dt 

g (u - !J )h
1 1 

3 
(ho- h1) 

4h h ............... (3. 48) 
o 1 

na qual u é a velocidade média na seção transversal e h é o tirante 

hidráulico. 

Sendo que através de um "shock" existe uma diminuição de energia mecânica, 

esta expressão deverá ser menor que zero numa descontinuidade. 

condição a ser satisfeita é 

Portanto a 

dE 
dt 

< o < O ...... (3. 49) 

através de uma descontinuidade. 
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4.0NDAS ABRUPTAS 

4.1.Principais características das ondas abruptas 

Neste item consideram-se as equações de Saint Vénant escritas na forma 

diferencial mais geral para um canal de seção transversal retangular e 

uniforme sem entrada lateral e de largura unitária, 

a h 

at 
+ h au 

ax 

au au 
+ u + 

at ax 

+ u 
ax 

a(gh) 

ax 

O ............................................. ( 4. 1-a) 

g ( So - Sf ) ................................ ( 4. 1-b) 

Estas expressões na forma características são: 

dr a(u+2c) (u+c) a(u+2c) 
( so Sf ) .................... ( 4. 2-a) dt = at 

+ 
ax = g -

ds a(u-2c) (u-c) a(u-2c) ( So Sf ) .................... (4.2-b) dt ~ 
+ g -

ax 

onde ué a velocidade média numa seção transversal, c a celeridade de pequenas 

perturbações em relação às partículas do fluido, h o tirante hidráulico, g a 

aceleração de gravidade; Soa declividade do fundo do canal, Sf a declividade 

da linha de energia; x a coordenada espacial e ta coordenada temporal. 

As ondas abruptas são o resultado das variações bruscas da vazão. Quando 

num contorno de um canal são produzidas mudanças significativas na vazão, 

originam-se ondas em direção oposta. Segundo essa mudança seja um aumento ou 

diminuição de vazão, desenvolver-se-ão ondas com frentes abruptas ou ondas que 

se dissipam ao longo do mesmo. Essas ondas são classificadas como positivas 

ou negativas em função de suas características. São positivas quando um 

ponto fixo no fluido experimenta, com o tempo, um aumento do tirante 

hidráulico. No caso de diminuição do tirante hidráulico são ditas negativas. 

A classificação anterior é equivalente às ondas de compressão e rarefação em 

dinâmica'de gases, que se diferençam por existir um aumento ou diminuição da 

pressão, respectivamente, num ponto fixo do fluido. 

Numa onda positiva num canal verifica-se, (Terzidis e Strelkoff, 1970): 
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..................................................... (4. 3) 

onde W é a celeridade da onda, ué a velocidade média na seção transversal, 

é o tirante hidráulico é a coordenada espacial. 

As ondas positivas são caracterizadas pelo fato do campo de trajetórias 

características ser convergente. Este fenômeno é um efeito da não 

linearidade do fluxo, podendo-se originar descontinuidades nas funções como 

área, vazão, velocidade, etc. Quando isto ocorre, as mesmas ocupam uma zona 

estreita podendo ser considerada uma linha no plano x-t. 

As ondas negativas apresentam um campo de trajetórias características 

divergentes tendendo a serem cada vez mais suaves as variações das funções de 

fluxo nela produzidas. Nestas não existe descontinuidades das funções de 

fluxo, só existe um ponto de descontinuidade na declividade da linha da água. 

Quando uma onda positiva evolui no tempo formando uma descontinuidade, a 

mesma manifesta-se como uma grande perturbação. A ocorrência desta depende 

de determinados fatores relativos ao escoamento e às características físicas 

do canal. Entretanto que, as trajetórias características indicam, no plano 

x-t, o deslocamento de pequenas perturbações ou descontinuidades 

infinitesimais que viajam a montante e jusante num fluxo subcrítico e somente 

a jusante num fluxo supercrítico; as grandes perturbações ou frentes abruptas 

deslocam-se a montante ou jusante em qualquer tipo de regime de escoamento. 

Por outro lado, o tipo de fluxo que estas originam violam as hipóteses 

simplificativas do escoamento que levam às equações de Saint Vénant. 

As descontinuidades tem uma celeridade (W) menor à celeridade de pequenas 

perturbações atrás da mesma e maior à celeridade das pequenas 

perturbações na frente dela (Stoker, 1957). Como frente do "shock" define-se 

o lado pelo qual o fluxo atravessa o mesmo num sistema de coordenadas no qual 

Do anterior, deduz-se que numa frente abrupta interceptam-se 

trajetórias características. O fato de ser o campo das ou das C depende 

do sentido de deslocamento da mesma para jusante ou para montante. Quando o 
+ 

deslocamento é para jusante nela interceptam-se as C. Caso contrário, 

interceptam-se as C. Isto é possível de ser expresso matematicamente 

empregando a equação da celeridade da descontinuidade em função da velocidade 

das partículas do fluido e dos tirantes hidráulicos a um e outro lado do 

"shock", como surge de isolar W das expressões (3.43-a,b) em função dos níveis 
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a ambos lados e a velocidade num deles. 

......................................... ( 4. 5-a) 

......................................... (4.5-b) 

O sub-índice indica o lado da frente da descontinuidade e o a, o lado 

atrás da mesma. 

Considera-se primeiro o caso de descontinuidade deslocando-se para jusante 

(fig. 4. 1-(a)) no caso extremo de ser uf = O. Utilizando a expressão (3.48) 

da energia, substituindo de (4.5-a) resulta: 

fig. 4. (a) Descontinuidade deslocando-se para jusante, 

(b) descontinuidade deslocando-se para montante. 

........................... (4.6) 

O sub-índice O, que indica montante, corresponde-se com a e 1 com f;

portanto é > sendo que em todos os casos presentes na natureza > 

Portanto, para que seja verificada a perda de energia através da 

descontinuidade deve ser satisfeita a expressão (4.6). Isto exige que seja 

escolhido o sinal negativo nessa expressão, que corresponde ao positivo nas 

expressões (4.5-a,b), resultando: 

29 



dx )+ ~ghf: jg h h + h 
( < a a f .............. (4. 7-a) uf + u_.. + 

Fíf 
-2-dt f J 

+ J;~f h + hf 
~ 

( 
dx 

)a ~ a 
............. (4. 7-b) dt 

u + )' u + 2-a a a 
a 

Isto por ser ha > hf' portanto: 

> w > 
dx + 

( dt )f .......................................... (4. 7-c) 

Assim, para a descontinuidade deslocando-se para jusante, as velocidades 

das pequenas e grandes perturbações cumprem com a relação (4.7). 

Para uma onda positiva deslocando-se para montante, fig. 4. 1-(b), da mesma 

forma que no caso anterior, pode-se verificar que para a variação da energia 

ser negativa para W <O, os sinais dos radicandos em (4.5-a,b) devem ser 

negativos. Assim resulta: 

dx 
,.-----------. I h h + hf 

( )+ ~ghf jg a a .............. (4. 8-a) 
dt 

= uf - < uf -
f h f 2 

+ 

~ Jg h f h + hf 
( dx ) > a .............. ( 4. 8-b) 

dt 
u u h -2-a a a a 

a 

Também por ser h > h f' fica: 
a 

( dx 
)f > w > ( dx ) .......................................... ( 4. 8-c) 

dt dt a 

Por outra parte, aquele campo de características que não se interceptam 

numa descontinuidade, tem suas trajetórias interrompidas pela mesma. 

interpretar que essas trajetórias são "refratadas" na descontinuidade, 

significando uma rápida variação em sua declividade ou velocidade de 

propagação para as pequenas perturbações. 
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4.1.1.Campo de trajetórias características das ondas positivas e negativas 

O campo de trajetórias características das ondas positivas e negativas 

pode-se analisar estudando a variação da declividade das linhas 

características no sentido do eixo x e no sentido das direções 

características. A primeira variação de declividade, em relação aos eixos 

x-t, serve para analisar se o campo é convergente ou divergente. Com esse 

fim empregam-se as equações (4. 1-a,b) sem os termo da direita, para um canal 

sem declividade nem atrito. 

As celeridades de pequenas perturbações no plano x-t, para este sistema 

segundo a expressão (3.13) são: (~)± = (u±c). 

A variação com relação ao eixo x dessas declividades, para um tempo fixo 

qualquer, caracteriza o campo de trajetórias dos tipos de onda, por ser 

convergente para as ondas positivas e divergente para as ondas negativas. 

Assim tem-se: 

( u ± c) 
X 

d(u±c) 

dx 

a h 
- ............•••........... (4. 9) 
ax 

Pelo fato de ter-se duas direções características, analisa-se o campo de 

uma ou outra segundo o sentido de deslocamento da onda. Isto pelo já 
. + 

comentado no item anterior em relação a qual das característ1cas, C ou C , 

são as que se interceptam numa descontinuidade. O campo de trajetórias 

características de interesse é o correspondente às C+ quando a mesma 

desloca-se para jusante por serem elas as que transportam a informação, e C 

quando a onda desloca-se para montante pela mesma razão. O anterior é válido 

no tempo anterior a uma descontinuidade se desenvolver no caso das ondas 

positivas. Nas fig. 4.2-(a), (b), (c) e (d), são apresentadas os quatro 

casos possíveis de deslocamento de.ondas positivas ou negativas num canal. 

A variação da declividade de uma linha característica em seu percurso é 

obtido considerando a variação de (u±c) nas direções características. Assim 
+ 

para as C , tem-se: 

d(u+c) au 
dt = at 

au 
+ (u+c)ax 

a c 
+ at 

a c 
+ (u+c)ax 

= ~~ + u~~ + c~~ + ~ j ~ ' ( ~~ + u~~ + c~~ ) ..................... (4. 10) 
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(a ) X ( b) 

--- Linhas característicos 

- - - Trajetória de uma partícula 
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____,/-

u .... t 

u .... 

I 
~-~~---~L__.~----~~ 

(c) 
X ( d ) 

fig. 4.2-(a) Onda positiva deslocando-se para jusante, 

(b) para montante, (c) onda negativa deslocando-se para jusante e 

(d) para montante. 
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ah au 
Subtituindo at e at de (4. 1-a) e (4. 1-b) e reorganizando-se resulta, 

d(u+c) 
dt 

au 
ax ~~ J ........................................... (4.11) 

Para as C a mesma expressão fica: 

d(u-c) 
dt ~ ( ~ : + : ] ........................................ (4.12) 

As expressões (4.9), (4.11) e (4. 12) são usadas para estudar a configuração do 

campo de trajetórias características dos quatro casos de ondas apresentados na 

fig. 4. 2. 

~ 1: onda positiva deslocando-se para jusante, 

4.9 analisa-se o campo das C+. 
au 

Neste caso ax < 
+ 

fig. 4.2-(a). Da expressão 
a h 

O, ax< O, porém (u + c)x < 

o. Isto significa que a declividade das C aumenta na direção do semi-eixo 

positivo x, definindo o campo de trajetórias características como convergente, 

fato que caracteriza uma onda positiva. Da equação (4.12), para as C, 

t d( u-c) > o · · f · d d 1 · · d d d C d · · · em-se que dt , s1gn1 1can o que a ec 1v1 a e as 1m1nu1 com o 

tempo, representando linhas côncavas. 

~ 2: onda positiva deslocando-se para montante, fig. 4.2-(b). Na equação 
. au ah 

(4.5) analisam-se as C. Ass1m, ax <O, ax> O, porém (u- c)x < O. Isto 

mostra que a declividade das C aumenta com o aumento de x, definindo o campo 

das C como convergente. Observa-se que no caso de uma onda positiva as 

trajetórias características que se interceptam no "shock'', uma vez este 
+ 

desenvolvido, serão as C ou as C dependendo do sentido de seu deslocamento. 
d(u+c) 

Da equação (4.11) tem-se dt <O, expressando um aumento da declividade, 
+ para qualquer C, com o aumento do tempo, sendo também linhas côncavas. 

oa&a 3:onda negativa deslocando-se para montante, fig. 4.2-(c). Da expressão 
au ah 

(4.9) tem-se que para as C , sendo ax >O, ax< O, resulta (u -c)x > O, o que 

indica que a declividade das C aumenta no sentido positivo das x, sendo 

portanto divergente o campo de trajetórias características. Da equação 
d(u+c) 

(4.11) tem-se dt >O, sendo que diminui com o tempo a declividade de 
+ 

qualquer uma das C, sendo porém linhas convexas. 
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Gaôa 4: onda negativa deslocando-se para jusante, fig. 4.2-(d). Analisa-se 
+ . au -.. ah 

as C na expressão (4.9). Assnn, ax' O, ax> O, tem-se (u + 

sendo divergente o campo de trajetórias características C+ neste 

c) > O 
X 

caso. 

nos ~ 3 e 4 o campo de trajetórias características é divergente. De 

Porém 

(4. 12) tem-se que ~iu-c) <O, indicando que a declividade das C+ aumenta com o 

tempo ao longo de si mesma. + 
O campo das C é convexo. 

Nos casos 1 e 2 o campo de características é convergente, caracterizando 

uma onda positiva. Nos ~ 3 e 4 ocorre o contrário, indicando que uma 

onda negativa dissipa-se quando o tempo evolui. 

4. 1.2.Evolução das ondas positivas e negativas 

A solução de um problema de fluxo com equações não-homogêneas 

quase-lineares hiperbólicas pode desenvolver descontinuidades na solução, 

(Luskin, 1981 e Jeffrey, 1963). No entanto, num sistema quase-linear 

hiperbólico homogêneo sempre desenvolvem-se descontinuidades (Lax, 1973 e 

Richtmeyer, 1978). 
ar 

utilizando (ax) ou 

expressões (3.33). 

Essa evolução da solução é possível de se analisar 

(as), sendo r(x,t) e s(x,t) os invariantes de Riemann, ax 
Com alguma vari~nte utilizam-se idéias propostas por 

Courant e Friedrichs (1948) e Jeffrey (1967) para analisar intuitivamente o 

que poderia acontecer com as ondas à medida que evolui o tempo. 

A variação do invariante de Riemann r(x,t) na direção da trajetória 

característica C+, equação (4.2-a), é: 

drz,(x, t) = 
dt 

+ (u+c) a - (u+2c) 
ax = g ( So - St ) .......... ( 4. 13) 

+ 
e a celeridade da linha característica correspondente C: 

dx 
dt = ?..1 = u + .fg11 ( u +c ) .................................... (4.14) 

Para um problema no qual, como condição inicial é tida uma onda 

deslocando-se no eixo x para t=O, formula-se a integral do invariante de 
+ Riemann r(x,t) ao longo de C num pequeno intervalo de tempo, para logo 
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expressar como uma função do tempo e das variações da velocidades e níveis 

da onda com relação a x, para t=O. 

As condições iniciais são: u(x, O)= ), h(x, O)= Por ser 

este um problema não-linear, o campo de trajetórias características é função 

da solução e esta, por sua vez, depende do anterior, o que faria necessário um 

processo iterativo na integração das funções anteriores. Portanto, os termos 

da direita das expressões (4. 13) e (4.14) consideram-se constantes no 

intervalo de integração. Assim, linearizando e integrando as expressões 

(4. 13) e (4. 14) no intervalo 0-t, tem-se: 

................................ (4.15) 

............•.................••.•.•••...... ( 4 . 1 6 ) 

que resulta em: 

............................ (4.17) 

............................................ (4.18) 

As variáveis com sub-índices o são funções do tipo f(x,0). 

A variação de r(x,t) com relação a é obtida por: 

.................................. (4.19) 

Substituindo as funções (4. 17) e (4. 18) na equação (4. 19) resulta: 

....... (4. 20) 

De (4.2-a) observa-se que naqueles casos nos quais torna-se 
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incontornável, a solução do problema torna-se descontínua. Empregando a 

expressão (4.9) para conhecer o sinal de (u +c) , de (4.20) deduzem-se 
0 0 X 

para quais das condições iniciais, onda positiva ou onda negativa, isso 

ocorre. 

A seguir analisam-se as evoluções das ondas produzidas na ruptura 

instantânea de uma barragem, onda positiva deslocando-se para jusante e onda 

negativa deslocando-se para montante. Considera-se So constante ao longo do 

eixo x na equação (4.20) e seção do canal constante. 

..af--- c : w .... 

hj 
hm hm hj u ------ u 

------·------------------------L------------------~--------------------L-----~~ 
( a ) ( b ) 

fig. 4.3 (a) Onda positiva desLocando-se para jusante e (b) onda 

negativa deslocando-se para montante 

~ 1: onda positiva 

canal, fig. 4. 3( a). 

(u + 2c ) 
O O X 

> 
o 

deslocando-se para jusante 

Neste caso tem-se ~ < O ax , 
o 

Porém quando 

como condição inicial no 

~ < O e pela expressão ax
0 

~~fo 1·-·····································(4. 21) 
o 

X 

seria de esperar que uma descontinuidade aconteça na solução. Observa-se que 

os efeitos do atrito nos contornos rígidos do canal são dissipativos, tendo 

porém efeitos contrapostos à não-linearidade do fluxo, que tem tendência a 

tornar mais abrupta a onda (Gunaratnam e Perkins, 1970). Quando (4.21) é 

satisfeita, então de (4.20) tem-se que nos primeiros instantes (u + 2c) < O, 
X 

e pela expressão (4.9) (u +c ) <O, resultando que a tendência com o tempo é 
o o 

que (u + 2c) ~ -oo, prevendo-se que uma descontinuidade poderia acontecer na 
X 

solução. 
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~ 2: Onda negativa deslocando-se a montante, fig. 4.3-(b), como condição 
au ah 

Tem-se axo > O, axo < O e por expressão (4. 9), (u +2c ) > O e 
ast o o o o xo 

inicial. 

(u +c ) > O e a- o > O. Porém a tendência é que o denominador aumente com o 
o o xo xo 

tempo, significando que (u + 2c) ~O, 
X 

prevendo-se que a onda com o tempo se 

dissipe, já que a variação com relação a x de r(x,t) tende a anular-se. 

4.2.Solução de problemas de fluxo com descontinuidades 

Após desenvolvida uma descontinuidade na região de definição da solução de 

um problema será necessário o emprego das equações diferenciais e as relações 

através de descontinuidades para solucionar o mesmo. Neste item escolheu-se 

como exemplo uma descontinuidade na qual se origina uma mudança do regime de 

fluxo conjuntamente com a descontinuidade, por ser este o problema para o qual 

foi empregado um método de tipo "shock fitting" na parte correspondente à 

solução numérica. 

K w .... 

ha M 

Ua .. h f Ut -
fig. 4.4 Descontinuidade deslocando-se para jusante 

Considera-se uma onda abrupta com regime supercrttico deslocando-se num 

fluido em repouso num canal sem declividade nem atrito, fig. 4.4. As funções 

área e vazão têm um ponto de descontinuidade, mantendo-se constante nas 

restantes partes do fluxo. Neste problema existe conservação da quantidade 

de movimento linear sendo, porém, posstvel de se resolver de forma algébrica. 

A fig. 4.5 mostra o campo de caractertsticas para o mesmo. Têm-se dois 
+ - dx 

campos de linhas caracterfsticas, C e C, as quais são (dtJ 1, 2 >O na zona de 
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fluxo supercrítico e (~) 1 >0, (~)2<0 na zona de fluxo subcrítico. 

Numa descontinuidade interceptam-se as características C+ou C segundo esta 

se movimenta para jusante ou para montante, respectivamente. As trajetórias 

características que não se interceptam na descontinuidade são côncavas ou têm 

nela uma mudança brusca de suas declividades. 

t L
I Su/crítico 

----· 

3 4 X 

fig. 4.5 Campo de trajetórias características para uma 

frente abrupta movimentando-se para jusante 

Aquelas linhas características que se interceptam na descontinuidade têm 

sua origem num contorno, no entanto, o segundo campo terá linhas 

características que surgem na descontinuidades sendo, porém, necessário dar 

uma condição de contorno nela. Essa condição será a informação levada de um 

para o outro lado da descontinuidade através das relações de Rankine-Hugoniot, 

expressões (3.41) ou (3.43). Da mesma forma que o caso geral, tem-se uma 

condição de contorno para cada característica que ingressa na região de 

definição da solução no plano x-t. As setas na fig. 4.6 indicam o sentido 

no qual é levada a informação através de uma descontinuidade. 
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c 
Descontinuidade 

montante :·.upercrítico 
Subcrítico/ 

/~ 
Subcn t1co - .. Supercnt1co 

----Linhas características 

·---- Trajetória de uma partícula 

fig. 4.6 Sentido no quaL a informação é transportada 

através de uma descontinuidade 

I 

I 
I 

I 

Portanto, baseado no campo de trajetórias características, é possível 

separar em três zonas o plano x-t, segundo a forma de se achar a solução: 

zonas I, II e III, fig. 4.5. Nas zonas I e III a solução é calculada a 

partir de informações nos contornos do plano x-t. Para o ponto genérico L da 

zona I, para um canal sem declividade nem atrito, das equações (4.2-a,b) 

tem-se: 

u
1 

- 2c 
1 
......................•...••......•.••••.•..••.•• ( 4. 22) 

u
2 

+ 2c
2 
................................................. (4. 23) 

nas quais u
1

, u
2

, c
1 

e c
2 

são conhecidos. Sendo duas as características que 

ingressam no domínio da solução, são duas as condições dadas em (x=O, t). Para 

um ponto genérico M da zona III tem-se: 

uM+ 2cM = u
3 

+ 2c3 ................................................. (4.24) 

uM - 2cl1 u
4 

- 2c4 ................................................. (4. 25) 
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e outra vez u
3

, u
4

, c
3 

e c
4 

são conhecidos. 

A zona II, ao contrário das outras duas zonas, é solucionada com a 

informação de um contorno fixo mais a informação através da descontinuidade ou 

contorno móve 1 . Para calcular a solução num ponto P da zona II, previamente 

é necessário conhecer a solução na vizinhança da descontinuidade a montante, 

no ponto K. Neste caso, têm-se como incógnitas e W. As equações são 

(3.43-a), (3.43-b) e (4.2-a) para a característica que passa pelos pontos 

e K. Porém a solução nele não só depende das condições de montante, mas 

também de jusante, que é o lado contrário da descontinuidade, isto por ser W > 

u-c para essa zona, neste caso. 

Assim, eliminando W de (3.43-a) e (3.43-b) fica o seguinte sistema de 

equações: 

................................................. (4. 26) 

Sendo que neste caso existem duas incógnitas e duas 

equações, uma das quais é não-linear. Isto significa que existe mais de uma 

solução e será, porém, necessária uma outra condição para determinar qual 

delas é a real. Esta condição é a equação da energia perdida na 

descontinuidade, expressão (3.49), 

fig. 4.7 Descontinuidade deslocando-se para montante 
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dE 
dt < O ......... (4. 28) 

Portanto será escolhida como a solução real, aquela para a qual a variação 

da energia seja negativa. 

Logo, para conhecer a solucão em qualquer ponto no interior da zona II, 0 

procedimento é o mesmo ao empregado para as zonas I e III por ser já conhecida 

a solucão no contorno da descontinuidade, no ponto K. 

Supercrí1ico 

4 2 

fig. 4. 8 Campo de trajetórias caracter·í st icas para 

uma frente abrupta movimentando-se para montante 

111 

X 

No caso da descontinuidade deslocar-se para montante, como no caso anterior 

com fluxo supercrítico a montante e subcrítico a jusante, como é apresentado 

nas fig. 4.7 e 4.8, cumpre-se o comentado anteriormente. Neste caso a 

configuração do campo de trajetórias características resulta igual ao caso 

anterior, com a diferença que neste último caso a zona influenciada pela 
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descontinuidade, zona 11, tem fluxo subcrítico. Nas zonas I e 111 a solução 

é achada com base nas condições de contorno ou condições iniciais. Na região 

da zona 11 a solução é achada com base nas direções características negativas 

da zona subcrítica e as relações através das descontinuidades, sendo que a 

montante da descontinuidade a solução é conhecida. Neste caso, as 
+ trajetórias características que ingressam na zona 11 são as C . Assim, para 

calcular a solução no ponto K das fig. 4.7 e 4.8 são empregadas as equações 

(3.43-a) e (3.43-b) mais a equação (4.2-b) para a trajetória característica C 

que passa pelos os pontos 1 e K, sendo que a solução é conhecida no ponto n. 

Também neste caso tem-se mais de uma solução e, portanto, é necessário a 

condição (3.47) ou (3.49) para definir qual é a solução real. 

4.3.Problema de ruptura total e instantânea de barragem 

Este é um dos problemas clássicos mais estudados de ondas abruptas. O 

problema de ruptura total e instantâneo de barragem refere-se à solução do 

fluxo ocasionado pelo desaparecimento súbito de uma barreira que separa dois 

estados iniciais, diferentes num canal sem declividade nem atrito, fig. 

4.9(a), (b). A formulação do mesmo, segundo as equações de Saint Vénant, tem 

solução analítica. Estas equações não mostram exatamente o que ocorre na 

realidade, já que nos primeiros instantes o fluxo apresenta características 

muito complexas mas, fornecem muita informação necessária na prática. 

Este problema teórico de ruptura total e instantânea de barragem, ou 

problema de Riemann, apresenta as características mais importantes do 

escoamento deste fenômeno. O deslocameno de uma onda negativa para montante 

no reservatório e uma onda positiva para jusante no vale de inundação. Esta 

última pode, ou não, produzir mudança no regime de fluxo de subcrítico para 

supercrítico dependendo da relação
1 

dos níveis nos dois lados da barreira, no 

estado inicial. 

A fig. 4.9-(b) apresenta o campo de trajetórias características. Este 

permite definir uma zona 1 de fluxo não perturbado no reservatório a montante 

Sendo hO o nível inicial a jusante da barreira e h1 a montante da mesma, 

quando h0/h1 < 0.133 existirá mudanÇa de regime de fluxo. 
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da onda negativa, uma zona O de fluxo não perturbado a jusante da onda 

positiva, que se desloca para jusante. A onda positiva define uma zona 2, a 

montante da frente abrupta, com velocidade e níveis constantes. Um e outro 

destes estados estão relacionados pelas equações (3.43-a,b). A zona e 2 

estão unidas pela zona 3 que corresponde à onda negativa que se desloca no 

reservatório. 

h 

w,.. 

---y---- Uo 
ho ... 

( a ) 

t 

Zona O 

( b) 

fig 4.9 (a) Esquema teórico do problema de ruptura total e 

instantânea para um tempo determinado, (b) campo de 

trajetórias características 
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Em cada zona de fluxo a solução analítica é achada de forma diferente. As 

zonas 1 e O têm soluções conhecidas por serem ambas condições iniciais. Na 

zona 2 a solução é calculada usando as relações através de descontinuidades 
+ 

(3.43-a,b) e empregando uma trajetória característica C da zona 1, similar ao 

comentado no item 4.2. Na zona 3 a solução é calculada com base do estado na 

zona 1 com as equações da onda centrada ou onda negativa. 

A forma de expor a solução corresponde a Stoker (1957), a qual é uma 

apresentação analítica conveniente que emprega funções possíveis de se 

graficar, oferecendo a solução gráfica de um problema de forma rápida. As 

relações através das descontinuidades (3.43-a) e (3.43-b), em função da 

celeridade de pequenas perturbações, são: 

2 ( w u c - u2 o o 

2 
u c 

o o 

2 
c2) = u 

2 2 
c o o 

2 
u2 c2 .................................... (4.29-a) 

4 
c 

2 2 
c 

2 o ........................ (4. 29-b) + - u2 c2 -
2 2 

Para o caso de u
0

=0, eliminando c
2 

de (4.29-a) e (4.29-b) e 

reorganizando-se, resulta a expressão: 

Considerando ( ~ ) como variável independente nesta função, tem-se: 
co 

w 
1 + 8 ( w )2 

c 
] ............................ (4.31) 

De outro lado, eliminanado u
2 

de (4.29-a) e (4.29-b) é obtida: 

= [ !_ ( j 1 + 8 ( ~ J2 ' 
2 c 

- 1) ]
1

~
2 

............................. (4 32) 

+ 
Além do mais, uma das trajetórias características C na zona 3 parte da 

zona 1 com solução conhecida, u
1
=0, h

1
. Porém, a invariante de Riemann para 
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a mesma é: 

+ 2 c3············· .................................. (4. 33) 

sendo que u
3 

e c
3 

são velocidade e celeridade de pequenas perturbações na zona 

3. As trajetórias características C desta zona tem velocidade: 

dx 
dt u3- c3 ........................................................ (4. 34) 

De (4.33) e (4.34) tem-se a solução para a zona 3, sendo: 

1 r X ]2, hix, t) 9g l 2 c 
t 

para t > O .......................... (4. 35) 
1 

cix, t) 1 ( 2 
X 

J t > o ........... ····· .......... (4. 36) = 3 c - para 
1 t 

hix, t) 2 ( X 

J t > 0 .. ........................ (4. 37) 3 c1 + 
' para 

t 

Quando a zona 3 inclui o eixo t, h
3
(0,t), c

3
(0,t), u3(0,t) são constantes e 

independentes do tempo, sendo: 

3 
2 ui o. t) ................................... ( 4. 38) 

que é a condição de fluxo crítico para o ponto original da barreira. 

De outro lado as C+, fig. 4.9-(b), ligam a zona 1 com a zona 2 tendo-se 

portanto, que: 

+ + 2c
2 

................................ (4. 39) 

que é igual a, 

2 j ~7 .................................... ( 4. 41 I 

o 

As funções (4.31), (4.32) e (4.40) são graficadas, fig. 4.10, permitindo 
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h 
_1 2:: 1 
h o 

resolver o problema na forma gráfica. Para uma condição inicial 

determina-se graficamente ou analiticamente W/c
0

, da mesma forma c
2
/c

0 
e 

9 ............... -r-- -··-··----.---.----,----..----.---..,r----~ 

8 

7 ---. --- ------- -----

5 

4 

3 

') 
<-

W/C 0 

fig. 4. 10 SoLução gráfica para o problema de ruptura 

total e instantânea de barragem num canaL sem 

decLividade nem atrito ( Stoker, 1957). 
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5. MODELO NUMÉRICO 

5.1.1.Forma discreta do sistema de equações divergentes de Saint Vénant 

As equações de Saint Vénant empregadas na resolução numérica é o sistema em 

forma divergente, equações (3.2) com (3.4). O método numérico de resolução é 

o esquema numérico implícito de quatro pontos Preissmann. A forma 

generalizada desse esquema, apresentada por Lyn-Goodwin (1987), é a seguinte: 

nas quais representa o coeficiente de peso no tempo, o coeficiente de 

peso no espaço, o incremento de comprimento, tt o incremento de tempo (fig. 

5. 1) e uma função de fluxo qualquer. Ap l i cando ( 5. 1 ) , ( 5. 2) e ( 5. 3) a 

(3.2) com (3.4) ficam as seguintes formas discretas das equações de Saint 

Vénant, usadas na resolução numérica: 

(5. 4-a) 

.................................... (5.4-b) 

No Anexo-A1 são apresentadas as equações (5.4-a,b), por extenso. 

5. 1.2.Forma discreta do sistema de equações características de Saint Vénant 

As formas diferenciais características das equações de Saint Vénant, 

expressões (3.25), para cada direção característica na forma extensa são: 

47 



- [ ~ + j g ~~ 1' J q L + g So A - g A Sf + g I 2 = O ................... ( 5. 5-a) 

- [ ~ + J g ~~ ,· J q L + g So A - g A Sf + g I2 o ..... -...... -.... -.. ( 5. 5-b) 

nas quais Ax, At' Qx e Qt representam as variações da área A e vazão Q em 

relação aos eixos coordenados ortogonais x-t. 

t 

X 

fig. 5. 1.Critério de discretização do esquema 

generaLizado de Preissmann. 

Considerando as seguintes funções, para maior simplicidade: 

[ ~ + r;w] .... (5. 6) 

Substituindo (5.6) em (5.5-a,b), resulta: 

As expressões (5.7-a,b) são discretizadas segundo o esquema de Preissmann, 

expressões (5. 1) e (5.2) para as derivadas Ax' At' Qx, Qt e expressão (5.3) 

para as funções G1, G
2

, G3 , etc., resultando: 

48 



F (An+1 
2 i 

O .................................. ( 5. 8-a) 

O ................................... ( 5. 8-b) 

que são as formas discretas das equações diferenciais características de Saint 

Vénant e, são incluídas no ANEXO-A2 por extenso. 

Estas expressões são empregadas atrás de uma descontinuidade de forma 

totalmente implícita, como é comentado no item 5.3. 

É conhecido o fato das equações diferenciais características expressarem as 

derivadas das variáveis, A e O neste caso, na direção das direções 

características. Mas, dado que a malha de diferenças finitas está 

referenciada aos eixos x-t observa-se a conveniência da discretização com 

relação a esses eixos. 

5.2.Resolução do sistema de equações discretizadas 

Na 
n+1 

Ai+1' 

l - d - ( 5. 4) para achar as · ' · t An+ 1 Qn+ 1 
reso uçao as expressoes 1ncogn1 as i i , 

n+1 
Oi+l' emprega-se o método de Newton. É comentado, de forma geral, a 

resolução com uma ou mais de uma iteração e a resolução de fluxo subcrítico e 

supercrítico; por serem todas elas opções de cálculo usadas na resolução 

numérica dos testes apresentados no item 6. 

Expandindo por Taylor até os termos de primeira ordem as F. das expressões 
L 

(5.4) tem-se: 

~+1 ~ + l'lF ................................................. (5. 9) 
1' 2 1' 2 1, 2 

sendo /'lF i gua l a dF 
1' 2 1' 2 

Assim resulta o seguinte sistema para cada 

sub-trecho de canal: 

Fn + dF O . ............................................... ( 5. 1 0-a ) 
1 1 

~+1 = 
2 

F~ + dF 
2 

= O . ............................................... ( 5 . 1 0-b ) 

que na forma extensa são: 

49 



pi;(-+1 pl;f + 
aFT;f 

dAi+l aFT;fdO. aFT;f 
dA. aFT;f 

dO. O ........ ( 5. 11-a) - + + + ao L+ 1 a A. 
1 

aA. L 
ao i L 

L+ i+l L 

n+l n n 
aF'1 a F~ Fz F~ aFz dA ~FzdO + + + dA. + dOi o ....... ( 5. 11-b) 

aAi+l 
i+l ao. i+ 1 aA. L ao. L+1 L L 

Considerando as derivadas parciais e funções em ( 5. 11 ) segundo: 

aF1 
b. 

aF1 aF1 d.= aF1 FT;(- ... (5.12-a) a. - ; c. e. -
L 

aAi+l 
L ao L a A L ao . L 

i+l i L 

aFz 
b. 

aFz aFz d.= aFz F~ ... (5.12-b) a. = - ; = - ; c. - ; - ; e. -
J 

aAi+I 
J ao. 

1 
J aA. J ao. J 

L+ L L 

sendo que dA.=~A., dO.=~O.,dA. 1 =~A. 1,d0. 1 =~0. 1
, o sistema (5.11) resulta: L L L L L+ L+ L+ L+ 

c. ~A. + d. ~oi + a. ~Ai+1 + b. ~o. 1 e ......................... ( 5. 13-a) L L l l L L+ L 

c. ~A. + d. ~oi + a. ~Ai+l + b. ~0 i+1 e ......................... ( 5. 13-b) 
J L J J J J 

As expressões (5. 12) são apresentadas de forma completa no Anexo-A1. No 

ANEXO-B é apresentada uma demonstração sobre a equivalência de Preissmann 1 

linear com uma iteração do método de Newton, para uma função simples. 

Na simulação de escoamento num trecho de rio ou canal ficam duas expressões 

para cada sub-trecho, mais duas expressões do seguinte tipo como condições de 

contorno, 

= O ................... ( 5. 14-a) 

De (5.12) e (5.13) é possível observar a equivalência de uma iteração do 

método de resolução de Newton com a forma proposta na literatura (liggett e 

Cunge, 1975) para calcular a solução do sistema formado por (5.4) para o caso 

linear, geralmente denominado método de Preissmann linear. 
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n 
~2 dQ2 == 0 ................ (5.14-b) 
ao2 

Empregando igual notação das expressões acima, resulta: 

+ ek 
1 

....................................... ( 5. 15-a) 

+ ek
2 

....................................... (5. 15-b) 

Para regime subcritico, a expressão (5.15-a) corresponde ao limite de 

montante e (5. 15-b) ao limite de jusante. Portanto, tem-se um sistema de 

NL+2 equações lineares a ser resolvido, onde NL é o número de sub-trechos do 

canal, como é expressado em (5.16). 

c. d. a. b. e. 
L L L L • L 

c. d. a. b. = e. ........ (5.16) 
J J J J .J 

No sistema (5. 16), 1 e 2 referem-se às seções de montante e jusante do 

trecho de translado. As equações são lineares devido aos coeficientes serem 

avaliados no tempo ou na iteração anterior. 

Para regime supercrítico resolve-se um sistema de quatro equações para cada 

sub-trecho, começando no limite de montante. Neste caso as expressões 

(5. 15-a,b) são duas condições de contorno dadas no extremo de montante de cada 

sub-trecho. 

Quando é feita mais de uma iteração, para regime subcrítico ou supercrítico 

-denominada resolução iterada ou não-linear- as variáveis An+ 1 Qn+ 1 An+ 1 
i ' i ' i+1' 

n+1 
Qi+i atualizam-se em cada iteração (k) do seguinte modo: 

( 1n+1 J 
k k-1 

== ( fn+ 1 J + l!f ...................................... ( 5. 17) 

N . . . t - ( k 1 ) . , . t An+ 1 Qn+ 1 An+ 1 a pr1me1ra 1 eraçao = as 1ncogn1 as i+ 1 ' i+1 ' i , 

"d · · An Qn An Qn t· t cons1 eram-se 1gua1s a . 
1

, . 
1

, ., ., respec 1vamen e. 
L+ L+ L L 

O processo iterativo repete-se até satisfazer uma condição de convergência 
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do seguinte tipo: 

I L'.A I < !c Amin 1··················································(5. 18) 

I L'. O I < I s o m in I .................................................. ! 5. 19) 

< <:; ........................................................ (5. 20) 

sendo A . e Q . a mínima área e a mínima vazão no canal no tempo (n)L'.t e s mz.n mz.n • 
e<:; são tomados próximos a 0.01. 

5.3.Solução numérica de descontinuidades 

Na solução numérica de uma descontinuidade na qual ocorre mudança de 

regime, localiza-se a mesma solucionando-se o fluxo em ambos lados, para logo 

unir estes com as relações através das descontinuidades mais a equação de uma 

característica no sub-trecho atrás da descontinuidade, como foi comentado no 

capítulo 4. A equação empregada é a C+ quando a descontinuidade movimenta-se 

para jusante e a C quando a mesma movimenta-se para montante, denominado como 

método de tipo "shock fitting". Nos casos de simulação de descontinuidade 

sem mudança de regime, a solução é calculada diretamente sem localizar a 

mesma, fazendo uso do caráter dissipativo do esquema numérico de Preissmann, o 

que é denominado "through methods". 

O método de tipo "shock fitting" consiste numa separação "aproximada" do 

trecho de translado num sub-trecho com fluxo subcrítico e outro com regime 

supercrítico. Logo é realizado o cálculo em ambos sub-trechos em forma 

separada e unidos com o cálculo na descontinuidade. Por último, essa 

separação "aproximada" é verificada e o cálculo é refeito, se necessário. 

Com este fim, antes de realizar o cálculo no tempo (n+l)L'.t, calcula-se a 

posição aproximada da descontinuidade para esse tempo em função da posição e 

velocidade da mesma em (n)L'.t. Com esse objetivo identifica-se o sub-trecho 

L'.x no qual ocorre a mudança de regime em (n)L'.t com base no número de Fraude. 

A nova posição é calculada com a velocidade da frente no tempo (n)L'.t, equação 

( 3. 41-a): 
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Qo - 01 
kfl= Ao- A1·························································(5.21) 

na qual o e 1 indicam valores a montante e jusante da descontinuidade, 

respectivamente. Logo a distância percorrida pelo"shock" no l!J.t é: 

l!J.X = IJ'l ô t .......................................................... ( 5. 22 ) 

~--------- tJ.X -----1 
1-3 ,_ 2 i+1 

---- -1---------- ---------+-------t-------1--

t -
------ -------+-------+--------+-----+-

.. 
X 

fig.5.2 Resolução de uma desr.ontinuidade com mudança de regime 

subcrítico para supercrítico na malha de diferenças finitas 

n+1 

n 

Num canal com atrito, caso mais geral, o "shock" terá tendência a se 

dissipar, tendo sua velocidade um decaimento. A pesar disto, na subdivisão 

considera-se, como mostra a fig.S. 1, a distância l!J.X desde o extremo a jusante 

do trecho âx. O sub-trecho com fluxo subcrítico é aquele a partir da seção 

(i+1)/::,.x a jusante e o supercrítico o correspondente a montante da seção 

(i-1)/::,.x, incluindo a mesma. 

O sub-trecho super-crítico é resolvido com duas condições de contorno a 

montante. Naqueles sub-trechos âx entre seções (i-3)/::,.x e (i-1)/::,.x (fig.S. 1) o 

cálculo é realizado em forma totalmente implícita. 

O sub-trecho subcrítico resolve-se calculando previamente na seção (i+1)âx 

a área ou a vazão, usando o esquema explícito difusivo. Este cálculo 

baseia-se no fato, já visto no capítulo 4, da solução na frente de um ''shock" 

no tempo (n+1)ât só depender da solução no tempo (n)ât na frente da mesma. 

Isto exige que seja verificada a condição de Courant nesse extremo. Esta 
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condição não é muito restritiva, dado que o fluxo subcrítico é lento em 

comparação ao sub-trecho supercrítico. 

A descontinuidade é solucionada, variáveis A e O na seção (i)~x. com o 

sistema formado por (5.8-a) e as relações de Rankine-Hugoniot (equações (3.41) 

), todas elas em forma totalmente implícita, como é comentado a seguir. 

Subtituindo (3.41-a) em (3.41-b) para eliminar W, fica o seguinte sistema de 

equações para as duas incognitas A e O na seção (i)~x no tempo (n+l)~t: 

( n+1 0n_+1) 
Fl Ai ' L - ==O ......................................................... (5.23-a) 

0~+1) 
L 

O ......................•......................•.. (5. 23-a) 

sendo (5.23-a) a equação característica C+ no sub-trecho ~x atrás da 

descontinuidade. A mesma é discretizada pelo esquema de Preissmann, segundo 

comentado no item 5. 1.2. A expressão (5.23-b) é a relação através de uma 

descontinuidade, que resulta de eliminar W das expressões (3.41), aplicada 

entre as seções (i)~x e (i+l)~x. A mesma é apresentada por extenso no 

ANEXO-A3. O mesmo é um sistema não-linear, o qual é resolvido pelo método de 

Newton. Embora, na maioria dos casos, a solução converge à solução real, é 

empregada a expressão da energia perdida através de uma descontinuidade, 

inequação (3.47), para verificar a convergência. Caso isso não ocorra, são 

mudados os valores iniciais para A7+ 1,o7+l no método de Newton até achar a 

solução apropriada. 

Completado o cálculo no tempo (n+l)~t para todo o trecho, é verificado se a 

seção atrás da descontinuidade tem fluxo supercrítico. Caso isso não se 

verifique, a posição de descontinuidade é transladada para montante um ~x e o 

cálculo é refeito. 

Na realização da separação dos sub-trechos com diferentes tipos de regime 

de fluxo, empregando o número de Fraude, e devido a problemas de oscilações 

atrás de uma descontinuidade, como ocorre em alguns casos , considera-se o 

critério que os números de Fraude, nos sub-trechos subcríticos, cumpram a 

seguinte condição: 

~ < 1 + € ..••..•.•.....•••.••........•.••.....•••••.••••••..•.•••. ( 5. 24) 
l. 

e os correspondentes ao sub-trecho supercrítico a seguinte: 
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( 5 . 25) 

nas quais usam-se valores de no intervalo, 0.01 < < O. 10, dependendo do 

caso. 

Também, no cálculo da velocidade da frente abrupta, expressão (5.21) e, com 

o objetivo de salvar os possíveis erros por oscilações e pelo fato da 

descontinuidade abranger mais de um sub-trecho as vazões Oo,1 e áreas Ao, 1 

são calculadas como valores médios em duas ou mais seções, a montante e 

jusante da mesma, respectivamente, quando necessário. 

Quando um sub-trecho de fluxo supercrítico tem um sub-trecho subcrítico a 

jusante e outro a montante, existem duas mudanças de regime, ocorrendo uma 

delas numa onda negativa. Neste último caso não existe descontinuidade como 

no caso de uma frente abrupta e, a mudança de regime é gradual. A solução de 

trechos de fluxo com este tipo de mudança é feita dividindo o trecho nos 

sub-trechos subcríticos e supercríticos, com base nos números de Fraude, no 

tempo fazendo o cálculo em ambos sub-trechos sem iterar, caso a mudança 

no tempo seja diferente à calculada. 

A solução no sub-trecho subcrítico realiza-se com a condição de fluxo 

crítico na seção no extremo de jusante. É conhecido o fato da necessidade de 

ingressar informação nos dois contornos, a montante e jusante, na solução de 

fluxo subcrítico. Existem duas situações: fluxo uniforme e fluxo critico no 

extremo a jusante, nesse regime de fluxo, nas quais a solução é calculada só 

em função da informação que ingressa de montante. No primeiro caso, porque 

existe ausência de informação deslocando-se para montante e, no segundo, 

porque existe impossibilidade que essa informação se desloque para montante. 

Portanto, ao resolver o sistema de equações, é necessário substituir essa 

falta de informação por uma equação válida na última seção a montante que, 

para o caso de fluxo crítico, é: 

( 5. 26) 

Expandindo-se em série de Taylor resulta: 
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...................................... (5. 27) 

sendo: 

o ........ ------------.----------------- ( 5- 27) 

sendo: 

aF 2Qb 
d =~=---
k2 ao gA3' 

que será a equação usada no extremo a jusante do sub-trecho subcrítico. 

Logo o sub-trecho supercrítico a jusante deste é resolvido com as duas 

condições de contorno a montante a partir da última seção do sub-trecho 

subcrítico. 

5.4.Estabilidade, consistência e convergência do esquema de Preissmann 

Um método numérico necessita respeitar as propriedades de consistência, 

estabilidade e convergência. Verifica-se a propriedade de consistência de 

uma equação em diferenças com a equação diferencial que aproxima quando a 

equação de diferenças tende à equação diferencial no limite de âx ~O, ât ~O. 

A estabilidade local de uma equação em diferenças é satisfeita quando o 

coeficiente de amplificação dos erros numéricos de uma camada de tempo para 

outro é sempre menor que 1.0 (Leendertse, 1967). Logo, deve verificar-se se 

essa propriedade é satisfeita em todo o domínio da solução, para que a mesma 

seja estáve 1 . Por último, se verifica a convergência da solução de uma 

equação em forma discreta à solução da equação em forma contínua, quando a 

primeira aproxima a segunda. 

As propriedades do esquema de Preissmann são amplamente apresentadas na 

literatura em Fread (1975), Evans (1978), Ponce-Simons (1977), 

Ponce-Indlekofer-Simons (1978 e 1979), Lyn-Goodwin (1987) e Samuels-Skeels 

( 1990). Na fig. 5.3 são apresentados os resultados do trabalho de Lyn e 

Goodwin. 

A maior parte destes trabalhos estão limitados ao caso de fluxo subcrítico; 

só no estudo realizado por Evans são apresentados gráficos de erros numéricos 

em função de números de Fraude maior que 1.0 -caso de fluxo supercrftico. Os 

problemas envolvidos na solução numérica com Preissmann de fluxo supercrftico, 
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como são os de fluxo super-rápido, fluxo rápido, fluxo calmo e aparição de 

ondas rodantes, são menos estudados, pelas razões óbvias, que os mesmos são 

casos pouco frequentes na natureza. 

CONDICIONALMENTE INCONDICIONALMENTE 
ESTÁVEL 

INCONDICIONALMENTE 
INSTÁVEL 

ESTÁVEL 

CONDICIONALMENTE 
ESTÁVEL 

fig. 5.3 Região de estabilidade para o esquema de 

Preissmann no plano (Lyn-Goodwin, 1987) 

A resolução de fluxo supercrítico com esquemas implícitos, caso o esquema 

de Preissmann para > 0.5, é pouco frequente na literatura. Samuels e 

Skeels, em seu trabalho, expressam, sem dar justificativa disso, que o método 

de Preissmann não é possível de ser usado em fluxo supercrítico. Neste 

estudo foi empregado o método de Preissmann para fluxo subcrítico e 

supercrítico com números de  1.5 e critério de Vedernikov 1.0 

(Ghambarian, 1965) para satisfazer a condição imposta, a mais, na análise de 

Samuels e Skeels. No entanto, em relação a esta última condição do critério 

de Vedernikov, Ghambarian encontrou experimentalmente que, além das 

características do fluxo, importam as características físicas como o 

comprimento do canal, entre outras, para que se originem instabilidades 

físicas, como é o caso das ondas rodantes. 

57 



6.RESULTADOS 

6.1.0bjetivos e limitações dos testes numéricos 

Uma certa variedade de casos de ondas abruptas foram simulados com o 

objetivo de observar o grau de aplicabilidade para simular casos reais, 

precisão e robustez da metodologia usada neste estudo para solucionar 

descontinuidades. Por metodologia, refere-se às particularidades no uso do 

método tipo "shock fitting", com o esquema numérico de Preissmann no cálculo 

de escoamento de ondas abruptas com e sem mudança no regime de fluxo, e não 

aos métodos em si que são de conhecida eficácia, difusão e uso na hidráulica 

computa c i ona 1 . 

Os testes numéricos feitos são de dois tipos: problemas de ondas abruptas 

num canal largo de seção transversal retangular sem declividade nem atrito -os 

quais têm solução algébrica- e testes experimentais de laboratório 

-pertencentes à Waterways Experiment Stations do Corps of Engineers dos EUA. 

Os casos de mudança de regime de fluxo são exemplos simples, nos quais a mesma 

ocorre em forma clara, abrangendo uns poucos ~x da malha de diferenças 

finitas, com números de Fraude que variam de 0.20 a 1.40. 

Além dos dois tipos de testes comentados foram solucionados exemplos de 

ondas senoidais num canal largo para observar os efeitos da solução linear e 

não-linear
1 

sobre diferentes discretizações espaciais. 

6.2.0nda senoidal num canal com atrito e declividade 

O teste tem por objetivo comparar os tipos de erros produzidos pela maior 

ou menor discretização espacial frente aos correspondentes à solução iterada e 

não-iterada. Não são comparados os valores absolutos de tais erros, por 

serem os mesmos função do comprimento da onda; e sim o tipo de deformação que 

Nos comentários dos resultados denomina-se solução linear aquela calculada 

com uma iteração do método de Newton e solução iterada, comumente denominada 

solução nnão-linear", aquela calculada com as iteraÇÕes necessárias para 

satisfazer uma condição de convergência determinada. 
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uma onda senoidal sofre no deslocamento, num canal, ao variar a discretização 

espacial ou o número de iterações da solução numérica. 

O canal considerado tem seção retangular, largura de 200 metros, 

declividade de 0.001 m/m e coeficiente de rugosidade de Manning igual a 0.030, 

correspondendo fluxo subcrítico em regime uniforme. Foram empregados valores 

constantes para os coeficientes de peso, 8 = 0.55 e 1 = 0.50, do esquema 

numérico de Preissmann. 

A condição de contorno a montante é uma onda senoidal de período 6182 

segundos, altura de 2 metros e semi-comprimento de 23400. metros. 

Com o propósito de verificar a validade das equações de Saint Vénant para 

esse comprimento e tirante de onda, e assim garantir a boa representação, por 

parte do modelo, do que ocorre fisicamente, foram escolhidos os mesmos para um 

número de Ursell suficientemente maior que 1.0 (Bosco, 1989 e Ursell, 1953). 

No teste empregaram-se três discretizações diferentes de (àx, àt) = (250, 

75), (500, 150) e (1000, 300) em metros e segundos, respectivamente. Foi 

conservado o número de Courant constante, aproximadamente igual a 2.3, para os 

seguintes valores de discretização da onda Llàx ~ 90, 50, 30. 

Na fig. 6.1 é apresentada a onda no extremo a montante e a solução numérica 

em duas seções a jusante a 5 e 10 km, para os casos de solução iterada e 

linear. No deslocamento ao longo do canal a onda sofre uma atenuação, 

devida a efeitos dissipativos do atrito. A solução linear apresenta um maior 

erro de atenuação que a solução iterada e um maior erro por dispersão, 

produzindo um adiantamento da mesma. Assim, a solução linear torna a onda 

mais abrupta, dissipando sua amplitude. Os efeitos não lineares 

preponderantes, neste caso, tem tendência a dissipar a onda por causa do 

atrito nas paredes. Dado que a solução linear elimina esses efeitos da não 

linearidade, a onda resultante da solução linear é mais abrupta. Uma 

situação oposta ocorre quando os efeitos não lineares preponderantes tem a 

tendência a empontar a onda, como é o caso da não linearidade do termo 

convectivo. 

Nas figuras 6.2 e 6.3 são apresentadas as soluções numéricas em duas seções 

a 5 e 10 km respectivamente, para as três discretizações L/àx ~ 90, 50, 30. 

Neste caso, a menor discretização provoca um erro na amplitude da onda, 

originando uma amplificação. Comparando qualitativamente os erros provocados 

pela solução linear fig. 6. 1, dos ocasionados pela menor discretização 

espacial ou maiores valores de àx, fig. 6.2 e 6.3, observa-se a diferença do 
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caráter de ambos pela desigual deformação da solução numérica da onda. 

8 kM 18 kM 

niu 

.... contorno Montante 

.,.. iterada 

* iterada 

'"' 

I 
o linear 

,.. 1 inear 

1 ·-~-·~-·f-·~--~~-,-,_1_1_ -r-r--.----.-r-r-r-r--.--.,.----,-----,..----,---,·--,·---,· 

2.6 

1.8 

'"' 

1 

1 6 11 16 21 26 
teMPO (int 388 seg) 

fig 6. 1. SoLução numérica de uma onda senoidaL num canal com 

decLividade e atrito para três seções; a O, 5 e 10 km a jusante. 

G 11 1G 

t~MPO <int 388 seg) 
21 

fig.6.2. SoLução numérica de uma onda senoidaL num 

canal, com declividade e atrito, para três diferentes 

discretizações ât=75, 150 e 300 segundos. 

60 

2G 



2.3,-------------------------------------------------------------------------------------------~ 

,,., 

•w• 75 seg 

..,. ~58 seog 

~ 388 seg 

1 6 11 16 

teMPO Cint 388 seg> 

21 

Figura 6.3. SoLução numérica de uma onda senoidal num canal com 

declividade e atrito para três diferentes discretizações, 

L/~x = 90, 50 e 30 e, para uma seção 10 km a jusante. 

26 

2.7,-------------------------------------------------------------------------------------------~ 

y 
u 

(M) 

1 6 16 

teMPO (int 388 seg) 

21 26 

Figura 6.4 Comparação da solução numérica de uma onda senoidal 

para uma menor discretização em forma iterada com uma maior 

·discret ição em forma linear. 
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A figura 6.4 apresenta a comparação das soluções numéricas iteradas, com 

discretização bx=SOO me bt=150 seg, com a solução linear com discretização 

bx=250 m e bt=75 seg. 

Dos resultados destes teste para a solução numérica de uma onda senoidal é 

possível concluir que, os erros numéricos originados numa solução linear não 

são qualitativamente equivalentes aos provocados numa menor discretização. As 

deformações da solução numérica da onda senoidal são diferentes. 

Na fig 6.5 apresenta-se a solução numérica de uma onda senoidal em três 

seções de um canal sem rugosidade nem atrito; é possível observar que, devido 

à não existência de termos dissipativos causados pelo atrito nos contornos, os 

termos não-lineares do modelo originam um perfil com maior declividade na 

frente da onda. Igualmente, que para o caso da onda anterior, verificou-se 

que o número de Ursell seja suficientemente maior a 1.0, verificando-se assim, 

a validez das equações de Saint Vénant. Porém, na escala dessas equações, a 

solução mostra como fisicamente é gerada uma descontinuidade numa onda 

positiva, fato conhecido devido a efeitos não-lineares do termo convectivo das 

forças de inércia. 

900~--------------------------------------------------------------------------------------, 

8~--------------------------------------------------------------------_j 
J. 6 J.J. J.G 2J. 

teMPO ( int 388 s•g) 

fig 6.5.Solução numérica numa onda senoidal num canal sem 

declividade nem atrito, para três seções a O, 8 e 16 km a jusante. 
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6.3.Problema de ruptura total e instantânea de barragem 

O presente teste tem por objetivo apresentar as características da solução 

numérica e analítica do problema de ruptura total e instantântanea de uma 

barragem. Na fig. 6.6 é apresentado o perfil de níveis para o tempo de 240 

segundos, num canal de 200 metros de largura e com discretização de ~x=JOO 

metros e ~t=6 segundos. Isto para as condições iniciais de h =2 metros e 
o 

h
1
=JO metros, a um e outro lado da barreira em t=O, respectivamente. A fig. 

6.7 mostra as vazões ao longo do canal para este exemplo. 

Na fig. 6.6 resultam claras as diferentes zonas de fluxo não perturbado na 

frente da onda positiva e atrás da onda negativa, o estado constante a 

montante da descontinuidade e a onda negativa deslocando-se para montante 

atrás deste último. 

8~------------------------------------------------------------------------------------~ 
16 46 61 

coMpriMento <suh-trechos ~88 M) 

fig. 6.6. Níveis ao Longo do canaL para o probLema de ruptura 

totaL e instantânea de barragem 

76 

A solução numérica com o esquema de Preissmann para valores h
0
/h1 > O. 133 

não apresenta problemas. Para valores de h
0
/h

1 
~ O. 133, caso para o qual 

surge um trecho com regime supercrítico na onda positiva, manifestaram-se 
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ht3/s) 

instabilidades na solução. Para este caso tentou-se, sem êxito, (a) o método 

de tipo "shock fitting" comentado no capítulo 6 e (b) e considerando um trecho 

único, especificando condições de contorno nos dois extremos com valores 

constantes de níveis e vazões nulas. 

Foi testado, também, para o problema de ruptura total de barragem, a 

simulação com um tirante mínimo de água como estado inicial na frente da 

represa. Com este propósito foi aplicada a fórmula de Chezy para representar 

o atrito nas paredes do canal com o fim de eliminar as oscilações numéricas 

quando o tirante de água tende a zero (Vilas, 1985). Mas, sem êxito, 

igualmente ao caso anterior. 

sooo.---------------------------------------------------------------------------------, 

para 248 seg 

3888+----------------------f~--------------------------------------~----------------~ 

-· sol anal 

~ ~ sol nuM 

8 -!-t....-.-t-t-t-l"',:CO,F-ir-r-r-r-ri'.,...,"'T"'I"'T"'I,...,...,r"T"'.....,.........,....r"T"T"T"T"T"T"T"TTTTTTTT"T"T.,...,......,""T"1""T"1r-T""I"T'"1""T"T"T""'i",I~~·T'"M'I'"0 "f'"il "f'"fl ,.,,,., ,.,1,.i•'"Ti'"Ti1.,j.,1 1.,1 

16 61 

fig.6.7. Vazões ao Longo do canal para o problema de ruptura 

total e instantânea de barragem 

76 

Estes dois problemas consideram-se questões abertas e necessárias de mais 

estudo para sua solução, especialmente o segundo caso, de simulação num canal 

sem água com diferenças finitas. Na literatura, como já foi comentado no 

capítulo 2, existem publicações com soluçções para este problema. O primeiro 

com o esquema numérico explícito de Mc.Cormack (Bellos e Sakkas, 1987) e o 

segundo usando o esquema implícito de Preissmann (Fennema e Chaudhry, 1983). 

Mas, neste último trabalho, os autores não dão detalhes do cálculo. 
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6.4.0ndas de frente abrupta com solução algébrica 

Nestes testes são apresentados resultados de simulação de frentes abruptas, 

com e sem mudança de regime de fluxo, deslocando-se num canal, sem declividade 

nem atrito, de 200 metros de largura. 

As figuras 6.8-10 apresentam vazões ao longo do canal para dois tempos 

diferentes de 100 e 200 segundos, para uma onda abrupta em regime subcrítico, 

com coeficientes de e = 0.66 e ~ = 0.50
2 

e número de Courant aproximadamente 

igual a 2. Na fig. 6.8 apresenta-se a simulação com discretização ~x=30 

metros e ~t=5 segundos. A fig 6.9 corresponde a ~x=60 metros e ~t=10 

segundos e a fig. 6.10 para ~x=120 metros e ~t=20 segundos. As perdas de 

massa nestas simulações estiveram abaixo de 1 %. No exemplo apresentado na 

fig. 6.8 a perda de massa foi de 0.44% e no correspondente à fig. 6.10, a 

maior, de 0.77 %. 

A solução iterada e a não-iterada ou linear para estes testes não 

apresentaram diferenças significativas de precisão. Verificou-se, 

entretanto, que a solução iterada é mais estável, possibilitando obter uma 

solução com valores de e mais próximos a 0.50. Com relação à discretização 

espacial, a mesma dependerá do grau de precisão desejado. Dado que neste 

caso não é feita uma localização da descontinuidade, a mesma abrange uma certa 

quantidade fixa de ~x. 

Na fig. 6.11 é apresentado o mesmo exemplo com discretização ~x=60 metros e 

~t=10 segundos, para 8=0.75 e ~=0.50. A solução é mais suave, dissipando 

mais a descontinuidade que no caso anterior. Portanto, maiores valores de 8 

produzem um maior amortecimento das ondas curtas atrás da descontinuidade, 

suavizando mais a solução e espalhando o "shock". Porém, a escolha dos 

coeficientes de peso do esquema e a discretização definem a precisão. 

2 o parâmetro de peso ~ do esquema de Preissmann citado nos testes tem 

sempre o valor 0.50, que corresponde à forma mais comum do esquema. Mas, o 

fato de especificar seu valor deve-se que esse é o valor escolhido como mais 

apropriado e não o valor "default". Nesse sentido, foram realizados exemplos 

testando diferentes valores para o coeficiente ~. maiores e menores do que 

0.50, principalmente em fluxo supercrí tico, sem ter sido encontrada uma 

justificativa forte para a escolha de um valor diferente de 0.50. 
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fig. 6.8. Frente abrupta subcrítica num canal sem atrito nem 
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fig. 6.9. Frente abrupta subcrítica num canal sem atrito nem 

declividade, para 8=0.66, Ax=60 metros e At=10 segundos. 
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fig. 6. 11. Frente abrupta subcrí t ica num canal, sem atrito nem 

declividade, para 9=0.75, Ax=60 metros e At=10 segundos. 
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Nas fig. 6. 12-14 são apresentados os resultados para uma frente abrupta 

supercritica avançando num regime subcritlco. Os números de Fraude são de 

aproximadamente 1.6 e O. 1, a montante e jusante da descontinuidade, 

respectivamente. 

descontinuidade. 

Neste caso o método empregado consistiu em localizar a 

Foram usadas três discretizações diferentes: 

bt)=(750,60), (1500, 120) e (3000, 240), metros e segundos, respectivamente . 

Os coeficientes de peso de Preissmann usados foram 8=0.66 e para um 

número de Courant de 2.3. As perdas de massa na simylação estiveram na ordem 

de 1. 5 %. Nestes testes, embora a frente abrupta seja de maior tamanho, a 

solução numérica abrange um comprimento menor que no caso de ondas 

subcríticas, menor número de dado o método de tipo "shock fitting" usado 

na solução. 

fig.6.12 Onda abrupta supercrítica num canal sem atrito nem 

declividade, para e=0.66, m, seg. 
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A fig. 6.15 apresenta os resultados para a mesma frente, simulada com um 

número de Courant de 1.3, sendo este o menor possível na simulação desse teste 

com os coeficientes de peso 8=0.66 e ~=0.50. Nesse sentido, em todos os 

casos de ondas abruptas simulados com o esquema de Preissmann, observou-se que 

os mesmos apresentam instabilidades nas seções contíguas aos contornos para 

valores do número de Courant próximos a 1.0, não sendo possível o cálculo com 

números de Courant menores a 1.0. 

Na fig 6.16 apresentam-se os resultados para igual frente abrupta e para um 

número de Courant igual a 5.0, para 8=0.66 e ~=0.50. A perda de massa na 

simulação foi elevada neste caso, na ordem de 7 %. Para números de Courant 

maiores do que 5.0 a qualidade da simulação não foi boa. 

6.5.0ndas abruptas de laboratório 

Os dois testes experimentais utilizados: 1.2(32) (USAE 19618) e 1.2(56) 

(USAE 19618), correspondem a um trabalho realizado na Waterway Experiment 

Station do Corps of Engineers. O trabalho consta de duas séries de 

experimentos num canal, o primeiro com condição de mínima rugosidade 

(WEE-Corps of Engineers, 1960) e o segundo com condição de máxima rugosidade 

(WEE-Corps of Engineers, 1961). Nos experimentos empregaram um canal 

retangular de 1.22 metros de largura e 122 metros de comprimento. A comporta 

-sendo usados diferentes tamanhos- foi localizada no meio do canal e removida 

sempre de forma instantânea. 

da mesma. 

Foram observados níveis a jusante e a montante 

A informação usada neste estudo corresponde a níveis na seção da comporta, 

St200 que corresponde à metade do canal de 122 metros -ou 400 pés- e nas três 

seções St225, St280 e St350; a 7.625, 24.40 e 45.75 metros a jusante da 

comporta, respectivamente. 

subcrítico. 

O regime de escoamento dos testes simulados é 

Dado que o coeficiente de rugosidade de Manning varia com o tirante 

hidráulico(8osco, 1989), para o caso da condição de máxima rugosidade e para 

fluxo uniforme, considerou-se a mesma variável com o nível na simulação. 

O número de Courant nestes testes foi aproximadamente igual a 2.0 para uma 

discretização de ~x=2 metros, a exceção daqueles sub-trechos a montante e 

jusante de seção com dados observados, e para um àt=4 segundos. 
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As figuras 6.17-20 correspondem à condição de contorno de montante em St200 

para o teste 1.2(32) (USAE 19618) e níveis observados e simulados na seções 

St225, St280 e St350. Os resultados mostraram-se satisfatórios quanto ao 

tempo da frente, conservação de massa e erros relativos entre valores 

observados e calculados. O maior erro ocorreu na primeira seção a jusante, 

St225, e aos 24 segundos de simulação, sendo o erro relativo máximo, nesse 

ponto, de 6 /o . Nas outras seções e outras ordenadas de tempo, o erro 

relativo manteve-se na ordem do 1.0 /o A conservação de massa teve uma 

variação de -0.03 /o 

8.188~----------------------------------------------------------------------------------, 

'-----, -, ___ \ 
!tEStE 1.2<32> ( USRE 1961B>i 

-~ 
St.288 

e.l.astr------------------\t---------------------------------------------------------------~ \ _________ _ 

l_ 
\ _____________ \_ 

---,'----.. 
'-----------------,-------1 

16 31 46 61 76 

t~"po <nuM int ~ s•g> 

fig 6. 77 Onda abrupta observada em laboratório. Níveis na 

seção St200 {I(WU o teste 1.2(32) (USAE 19618) 

Os erros na ordem de 6 /o na primeira seção a jusante de comporta são 

atribuídos a pequenas oscilações devido a efeitos fortemente não-lineares 

nessa zona e que o modelo não simula adequadamente. Estes erros poderiam ter 

maior importância num protótipo de características físicas mais complexas e 

para um evento com maiores gradientes de fluxo. 
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8.188~--------------------------------------------------------------------------------~ 

1 16 31 46 61 

te"po (int 4 seg) 

fig 6. 18 Onda abrupta observada em laboratório. Níveis na 

seção St225 para o teste 1.2(32) (USAE 19618) 

76 

8.188~----------------------------------------------------------------------------------, 

1 16 31 46 61 

te"po (int 4 seg> 

fig 6.19 Onda abrupta observada em Laboratório. Níveis 

na seção St280 para o teste 1.2(32) (USAE 19618) 
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8.188~------------------------------------------------------------------------~----------------, 

St3S8-J..2<32) 

n 

~ 

(M) ·-·-·-·---·-\ _______ \. _____________________ _ 

16 31 46 61 

teMPO (int 4 s~g) 

fig 6.20 Onda abrupta observada em Laboratório. Níveis 

na seção St350 para o teste 1.2(32) (USAE 19618) 
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8.218~-------------------------------------------------------------------------------------------, 

~---· \ __ !ftStt 1.2(56) ( USAt l§CIBS I 

St288 \_\ 
8.194tt--------------1r----------------------------------------------------------------~--------~ \__\_ 

(M) \ _______________ _ 
\ ___________ _ 

\_ ________ \_ 

8.1?f,i~lrTTõi~lrrTOirrl~''rriTI~i~rT,-irTITõ-rrTI,i-riTITI~i~irriTI~i'lrirriTI~i'lrriTI~i~i~irTITi,j~jr"-riTj-,j~jr"riTI,j~-rriTI~irTITI,i=irTI~~Ti-~i·~~ 
16 31 46 

teMPO (int 4 seg) 

fig 6.21 Onda abrupta observada em Laboratório. Níveis 

na seção St200 para o teste 1.2(56) (USAE 19618) 
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Nas figuras 6.21-22 apresentam-se os resultados da simulação para o segundo 

teste 1.2(56) (USAE 19618) de onda abrupta de laboratório. Os resultados 

obtidos para este caso são similares ao caso anterior, inclusive na 

localização e valor do maior erro relativo, não apresentando-se dificuldades 

na resolução. 

8.218.-----------------------------------------------------------------------------------, 

1 31 46 

fig 6.22 Onda abrupta observada em laboratório. 

~ 
~ 

61 

Níveis 

na seção St225 para o teste 1.2(56) (USAE 19618) 
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8.218;---------------------------------------------------------------------------~ 

1 

St288-1. 2<56> 

16 31 46 

teMpo (int 4 seg) 

fig 6.23 Onda abrupta observada em laboratório. 

~ 
L:J 

61 

Níveis 

na seção St280 para o teste 1.2(56) (USAE 19618) 

9.218~----------------------------------------------------· 

n 
i 

" 
9.194 

St351i-1.2<56) 

··--·---·---·-· 
\ ................. ---·-·----

teMpo <int 4 seg> 

fig 6.24 Onda abrupta observada em laboratório. Níveis 

na seção St350 para o teste 1.2(56) (USAE 19618) 
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7. CONCLUSÕES 

O escoamento em rios e canais, com presença de ondas de frentes abruptas, 

tem merecido bastante estudo, dadas suas propriedades particulares. Este 

tema apresenta interesse devido ao aspecto prático, em engenharia, como no 

caso do fluxo ocasionado pela ruptura de uma barragem, e teórico por 

manifestar-se nele o caráter não-linear do escoamento. 

Neste estudo analisaram-se as características gerais do fenômeno e 

desenvolveu-se um programa computacional, com as equações completas de Saint 

Vénant e o esquema numérico de Preissmann, para resolver diferentes exemplos 

em forma numérica com e sem mudança de regime de fluxo, tendo-se chegado às 

seguintes conclusões: 

As equações de Saint Vénant na forma divergente ou conservativa com o 

método de Preissmann resolvem satisfatoriamente, sem necessidade de localizar 

a descontinuidade, o caso de ondas de frente abruptas em regime subcrítico, 

sendo a precisão, função da discretização ~x e ~t. 

Nos casos das ondas abruptas que produzem uma mudança do regime de fluxo 

foi necessário localizar a descontinuidade, a fim de separar a solução do 

trecho de canal com fluxo supercrítico do correspondente com regime 

subcrítico, e logo unir ambos com as relações através das descontinuidades. 

Os sub-trechos com fluxo subcrítico e supercrítico foram resolvidos com o 

esquema de Preissmann. Embora na literatura existam comentários sobre a 

impossibilidade de usar o método de Preissmann para resolver fluxo 

supercrítico (Samuels e Skeels, 1990), neste estudo resolveram-se problemas 

com números de Fraude menores a 1.6 e com número de Vedernikof menores a 1.0. 

Em relação à solução iterativa comparada à não-iterativa, observou-se que a 

realização de iterações justifica-se pela maior estabilidade na resolução, 

devido ao cálculo mais exato, além da maior precisão nas zonas com altos 

gradientes de fluxo. É apropriado assinalar, neste ponto, que no cálculo no 

computador foram usadas variáveis com dupla precisão. A fim ilustrativo 

comenta-se que foi observada uma diferença de 70 %no número de iterações 

necessárias na convergência, com simples e dupla precisão. 

Não foi possível a simulação com números de Courant s 1 por instabilidades 

nas seções contíguas aos contornos. O menor número de Courant usado numa 

simulação de onda de frente abrupta foi de 1.3. Para valores do número de 

Courant maiores do que 5.0 a precisão não foi boa. 
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A metodologia empregada para ondas de frentes abryptas com mudança de 

regime, mediante o uso de um esquema explícito a montante do sub-trecho 

subcrítico, permite o cálculo de uma frente deslocando-se num fluxo 

gradualmente variado, como ocorre na ruptura não-instantânea de uma barragem. 

Nas resoluções de frentes abruptas usando as relações de Rankine-Hugoniot 

apresentadas na literatura, a solução na frente da descontinuidade no tempo 

(n+1)~t é considerada igual à solução no tempo (n)~t. Isto é válido numa 

frente avançando num fluido em repouso ou em movimento uniforme mas não para o 

caso mais geral de um fluxo gradualmente variado. 

O uso de equação característica atrás da descontinuidade no método de tipo 

"shock fitting", na forma como essa equação é usada neste estudo, 

discretizada segundo o esquema de Preissamnn, permite eliminar oscilações 

devido às deformações das ondas com comprimento igual a 2~x nessa região. 

Neste estudo, e com o método implícito, foram feitas tentativas sem êxito de 

resoluções de exemplos com canal sem água a jusante da represa fazendo algumas 

simplificações na zona da frente e empregando a equação de Chezy no lugar de 

Manning para eliminar oscilações com tirantes baixos Vilas (1985). 

Acredita-se que este assunto é do maior interesse no problema de deslocamento 

de ondas de frente abrupta e necessita de mais pesquisa (Bellos e Sakkas, 

1987). 

Por último, o método de tipo "shock fitting", usado no presente estudo, 

numa resolução com diferenças finitas, demonstrou ser preciso e a sua 

formulação e implementação não apresentam dificuldades, dada a forma de 

discretização da equação característica empregada atrás da descontinuidade. 

Embora acredite-se que os métodos de cálculo direto, sem localização das 

descontinuidades, sejam os mais apropriados em hidráulica -dada a geral 

complexidade do sistema físico- neste estudo foi assumido como uma necessidade 

a utilização daquele método nos casos com mudança de regime de fluxo, a fim de 

separar o cálculo do trecho subcrítico do trecho supercrítico com um esquema 

implícito. 
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ANEXO-A:Forma discreta das equações de Saint Venant 

ANEXO-A1:Forma discreta das equações de Saint Venant na forma 

divergente 

conservação da massa: 

[~An.+11+ (1-~) An.+1 -~ An (1 ~) An] A 
'f' L+ 'f' L 'f' i+1 - -'f' i uX + 

[ 
n+1 n n+1 n+J] e oi+ 1 + c1-eJ oi+ 1-eoi - CJ-eJoi llt -

quantidade de movimento linear: 

[ 
n+1 n+1 n n J [ n+1 

<P 0 i+1 + ( 1-<PJ 0 i - <P 0 i+1 - (J-<PJ 0 i llx + 8 g 11i+1 + 

n n+1 n+1 n ] 
+ (1-8) g I 1 i+J - 8 g I 1i - 8 g I 1 i - (1-8) g I 1i llt -

n+1 n+1 n 
+ Ie[<t>g AIOIO,. +C1-<PJg AIOIQI· ]+o-eJ [<~> g AIOIOI· + 1 ~ L+1 ~ L K2 L+1 

coeficientes do sistema de resolução pelo método de Newton: 

a. = aF1 = </> llx, b. 
L L 

aAi+1 

= aF1 = 8 M 

aoi+1 
' 

c. = aF1 
L 8A. 

= (1-<PJ llx, d.= aF1= -e llt 
L ao. 

L L 

· n+1 n - 8/lxlltel -(1-S)Ilxlltel 
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lnlnn2[ 3A aR J ln+1 
- gS etâtâx-e~âtâxg~ 1+-- -- -

° K- 4R aA i+1 

ar ln+l 
ge~âtâx--2 

aA i+1 

l
n+l 2[ J ln+l 

b .=aF2 = ~âx+2eâtg + gefâtâx~~ IOI+O diOI 
J ao. 

1 
A i+1 K- i+1 

z.+ 

aF 021n+1 ar ln+1 
c .=--2 =eât- -eâtg--1 - ge(1-~)S âtâx-

J aA. A2 i aA i 0 

l. 

nlnln2 [ 3AaR] In+] ar In+ 
-e(1-~)âtAxg~ 1+-- -ge(Z-~)âtAx--2 
. K2 4RaA i aA i 

n+1 2 ) 

1

n+1 
c .=aF2=(1-~)âx-2eâtºl +e(1-~)âtAxg~~ [loi+OdiOI 

J ao. A i r i 
l. 

2

1

n In 
-e. = F2=~AxO~ 1 +(1-~)âxO~ -(1-e)âtg -(1-e)âtgr

1 
+ 

J z.+ z. A i+1 i+1 

2

1

n 
+ (1-e)âtg + (1-e)Atgr

1
n +(1-e)~AtâxgS A~+ 1 + 

A 
. . o l. 
l. l 

(1-e)(l-~)âtâxgS A~ -(1-e)~gAOIOin2 'n -(1-e)(1-~)gAOIOin2 1n+ 
o l. 2 i+1 2 i 

n n n+1 
+g(1-e)~âtâxr2 +(1-e)(1-~)âtâxgr2 _ -~âxOi+l 

i+1 l. 

2'n+1 +1 I I 21n+1 
-qâtg +e~âtâxgS A~+ 1 - e~âtâxgAO O n 

A i+1 ° z. 2 i+1 

n+1 
+ e~gât âxr 2 -

i+1 

n+1 n+1 o2
1n+

1 
n+1 - eâtgr -(1-~)âxâ. +eât- + eâtgr 1 . -

1 i+1 z. A i z. 
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-8(1-<f>)lltb.xg1
2
n+l ___________________________________________________ (A1. 2-b) 

nas quais R é o raio hidráulico, d!OI é o sinhal de O e K define-se como, 

R2/3 
K=A ........................................................... (A1.3) 

ANEXO-A2:Forma discreta das equações de Saint Vénant na forma 

característica 

As formas diferenciais características das equações de Saint Vénant, 

expressões (3.25), para cada direção característica, são, 

+ [ ~ + s;w J q L + g So A - g A St + g 12 = O •..........•..•... ( A2. 1-a) 

-[ ~ + Jg ~~1' J ql + g SoA- g A St + g 12 = O ................... (A2.1-b) 

nas quais Axx~ t' O x e O t representam as v ar i ações da área A e vazão O em 

relação dos eixos coordenados ortogonais x-t. 

Considerando as seguintes funções para maior simplicidade, 

substituindo (A2.2) em (A2.1), resulta, 
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As expressões (A2.3-a,b) são discretizadas segundo o esquema de Preissmann, 

expressões (5. 1) e (5.2) para as derivadas Ax' At' Ox' Ot e expressão (5.3) 

para as funções G1, G2 , G3 ; resultando, 

At = BA e: A = { ifJ [ An+1 _ 
Az+1 1 + ( 1-<jJ) [ Az+1 - A~ ] } ~t .... ( A2. 4) 

at t i+l L 

aA ~ {e [ A~+l - An+1 
J + (1-e) [ A7+1-

n 
] } ~x······(A2. 5) A = -= A= Ai+1 X 

ax 
X t+1 i+1 

] } ~t ..... (A2.6) 

[ 
n+l n+1] [ 

1
n+1 gSoA e: gS o A = e <P gSoA I i+ 1 + ( 1-<P) gSoA I i + (1-e) <P gSoA i+ 1 

+ ( 1-<P) gSoA 17] ...................................................... ( A2. 8) 

[ 
n+1 n+1] [ 

1
n+1 gASte: gASf =e <jJgAStli+l+ (1-<jJ) gAStli + (1-e) ifJ gASt i+l 

+ (1-<jJ) gASt17] ...........................................•.......... (A2. 9) 

[ 
n+7 n+1] [ ln+1 giz e: gi 2 =e ifJgizli+ 1+ (1-</J) glzli + (1-e) <P giz i+l + 

(1-ifJ) giz17] ........................................................ (A2.10) 

c
1

e:G
1

= e[<~> c1 ~~:~+(1-<jJ) G
1

17+1]+(1-e) [ ifJ G1 17:~ +(1-<jJ) G1 17] ..... (A2.11) 

G
2

e:G
2
=e [<~> G2 1~:~+ (1-<jJ)G2 17+

1
]+(1-e) [ ifJ G2 17:~ + (1-<jJ) G2 17] ..... (A2. 12) 

G
3

e:G
3

=e [<t> G3 1~:~+ (1-<J>) G
3

17+1]+(1-e) [ </> G3 17:~ + (1-<J>) G3 17] ..... (A2. 13) 
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sendo porém a forma diferencial caracteristica discretizada para a direção 

característica C+ e C o seguinte par de equações discretas, 

gS A - gAS + gi = O = 
o f 2 

n+1 n+1 n+1 n+1 
F2(Ai , Qi , Ai+1' Qi+1) ........................... (A2.14-b) 

sendo os coeficientes do sistema de resolução pelo método de Newton, 

a. = aF
1 b. = aF

1 c. = aF
1 d. 

aF
1 -e.= F l ............ ( A2. 15-a) L 

aAi+1 
L 

aoi+l 
L 

aA. 
L ao i L 

L 

a. = aF
2 b. = aF

2 c. = aF
2 d. = aF

2 -e .= F
2 
............ (A2. 15-b) 

J 
aAi+1 

J 
aoi+1 

J aA. J ao i J 
L 

a forma extensa de qualquer um desses coeficientes, por exemplo b., 
L 

calculou-se subtituindo as expressões (A2.4-13) em (A2. 14-a) e derivando a 
- lt - n+l expressao resu ante em relaçao a Q. . 

L 
O procedimento é similar ao 

empregado no ANEXO-A1 no cálculo desses coeficientes para as equações de Saint 

Vénant na forma conservativa. 

ANEXO-A3:Relação através de uma descontinuidade 

I A 0
2 A. 

+ g 1. . 1 + . 1 -AL + 
l L+ L+ i+1 

+ g I1i+l Ai- g I\ Ai= O .................................. (A3.1) 

a expressão (A3.1) é usada em forma totalmente implícita através de uma 

· descont i nu i da de .. 
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ANEXO-S: Comentário sobre linearização das equações discretizadas com 

o esquema de Preissmann 

Em relação à linearização do método de Preissmann apresentada na 

literatura, (Liggett e Cunge, 1975), é apropriado fazer o seguinte comentário. 2 n+1 
Considerando uma função qualquer do tipo F= [~] a ser avaliada no tempo 

(n+1)~t. resultante de aplicar o critério de discretização de Preismann as 

equações de Saint Vénant, a linearização dessa função, sugere-se que seja 

feita expandindo em série de Taylor a função O e A do modo, 

fl-+1 = n 
f +~f .••••.•..••••...•...•.........•...•...........•....•. (8.1) 

ficando, 

) 

= ..• (8. 2) 

logo são eliminandos os termos de segunda ordem, resultando na seguinte 

expressão, 

[ rrl = [ff. 2 [ ~ rAQ -[ ~:rAA ........................... (B.3l 

nela é possível observar que, 

F n+1e: ~+~F= F n +a~ dA+ a~dO ...........•.............•.. (8.4) 

aA ao 

portanto, um procedimento mais simples é diretamente expandir ~+ 1 , em (8.2), 

resultando, 

[ 
02ln+1 [ 02ln [ 02ln [ 02ln [ 02ln [ O ln [02ln 
A = A +~O A +~A A = A +2 A dQ - A2 dA •.•••.. (B. 5 ) 

na qual dO=~O e dA=~A. As expressões (8.5) e (8.3) são iguais pelo fato de 

serem ambas aproximações de primeira ordem, mas, o segundo critério ou 
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procedimento é mais simples. Mais ainda, quando a função F trata-se de uma 

das equações de Saint Vénant discretizadas. Nesse caso, para calcular o 

coeficiente b,, como exemplo, de AO do sistema linear (5.13) 
8F L -

é necessário 

fazer bi=ao; expressoes (5.12). Por outra parte, o termo independente e. é 
L 

igual a -Fi' sendo que para o caso de realizar só uma iteração, caso linear, 

as ~+l = fn, se simplificam no termo independente e .. 
t 

Esse fato demostra que o critério de resolução numérico de Preissmann 

linear é equivalente a uma iteração do método de Newton de resolução de 

sistemas de equações não-lineares, ( Cunge et al, 1980). 
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ANEXO-e: Intensidade da propriedade energia mecânica num escoamento 

unidimensional num canal 

Para um escoamento unidimensional a intensidade da propriedade energia 

mecânica, energia cinética mais energia potencial, é a energia mecânica 

correspondente às partículas de água de uma seção transversal ao escoamento. 

Em outras palavras, cada ponto do eixo que indica a direção do escoamento 

concentra a energia mecânica de todas as partículas de fluido contidas numa 

seção transveral a essa direção. 

A energia mecânica de um ponto material, ou partícula de fluido, é, 

...................................... 

sendo u a velocidade do ponto material, m = dx dy dz p a massa do mesmo e y a 

posição do ponto em relação ao fundo do canal. Portanto, a energia mecânica 

de todos os pontos materiais que conforman uma seção transversal é, 

(C.2) 

reordenando, 

........... (C.3) 

sendo que pela definição de velocidade média, 

(C.4) 

sendo U a velocidade média numa seção transversal A. 

Por outro lado, definiendo y = h - fazendo uma troca de variáveis resulta 

que a segunda integral em (C.3) é, 
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isto pela definição de 1
1

, expressão (3.5). 

Logo resulta, 

[ 
1 2 e ~ (p dx) 2 U A + g I 1 ] ~ (p dx) [ 2~2 + ..•...•••• (C. 6) 

sendo a energia mecânica por unidade de largura e de densidade, 

e ~ [ + ••..••.•.••••••..•.•••.. (C. 7) 

A expressão (C.7) é a intensidade da propriedade energia mecânica num canal 

uni di mens i o na l . 
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