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Resumo

Devido a mudangas sUbitas da vaz8c num escoamento gradualmente variado num
rio ou canal, apresentam—-se ondas abruptas ou zonas de fluxo rapidamente
variado. O tema apresenta interesse no aspecto pratico em engenharia -como no
caso do fluxo ocasionade pela ruptura de uma barragem- e tedrico por tratar
dos efeitos devido a ndo-linearidade do escoamento.

Neste estudo, fazendo uso da teoria de aguas pouco profundas, analisou-se
as caracteristicas gerais do fendémeno e desenvolveu-se um programa
computacional com as equag¢des de Saint Vénant na forma conservativa,
integradas numericamente com o esquema implicito de diferengas finitas de
Preissmann.

Foram simulados experimentos observados em laboratério e problemas de ondas
abruptas com solugdo analitica, em regime de fluxo subcritico e supercritico.
Do estude sdo obtidas conclusdes sobre o método de tipo "“shock fitting"
empregado e do esquema numérico implicito de diferencas finitas, para os casos

de mudanga de regime fluxo. Sao obtidas também conclusdes, baseadas na
estabilidade e precisdo numérica da solug¢do, sobre a necessidade ou ndo de
iterar na resolugdo do sistema ndo-linear resultante das equagdes em
diferengas, sobre os parametros de peso do esquema numérico e sobre os numeros

de Courant mais apropriados ao calculo.



Abstract

Steep front waves or shockwaves occur when rapid, significant flow change
take place in channels and rivers with otherwise gradually varied flow. The
topic is important for its engineering aspects such as dambreak, and nonlinear
effects of flow.

This study analyzes the general feature of the phenomenon and develops a
model using the Saint Venant conservative form differential equations
numerically solved with Preissmann implicit scheme.

Laboratory experiments and steep front waves with analytical solution in
subcritical and supercritical flow regimes were solved.

Some conclusions about the shock fitting method and implicit scheme used
when flow regime changes occur are discussed. The need to have, or not, an
iterative Gauss resolution for resulting nonlinear difference equation,
Preissmann parameters value and Courant numbers value, for accuracy and

stability of solution, is also commented at some length.
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LISTA DE SIMBOLOS

A, matriz de coeficientes das equagdes de Saint Vénant
A, area de uma secgdo de canal transversal ao escoamento
ai(t), ponto no eixo x que representa um plano vertical transversal ao

escoamento, que contém as mesmas particulas de fluido em todo o tempo

B, vetor com termos independentes das equac¢bes de Saint Vénant

b, largura a fio da agua de uma segdo transversal ao fluxo

C+’_, trajetérias caracteristicas positivas e negativas

c, celeridade de uma pequena perturbagdo superficial

Ccr numero de Courant (uic)%%

daf, diferencial total de uma fungdo ou variavel f

Af, incremento de uma fungdo ou variavel f

£(t), ponto no eixo x que representa um plano vertical transversal ao
escoamento e que contém uma descontinuidade

e, energia mecanica das particulas de fluido numa segio transversal ao
fluxo

E, energia mecanica total num sistema

£, fungdo de fluxo; velocidade, vazdo, etc.

fa,F funcdo de fluxo atrés (a) ou na frente (f) de uma descontinuidade

Fi’ equacgdo em diferencas; conservac¢do da massa, quantidade de
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I]’ forca correspondente a pressac hidrostéatica, nas eq. de Saint
Vénant, numa segdo transversal ao fluxo

12, forca correspondente a pressdo hidrostatica nas laterais do canal,
nas eq. de Saint Vénant, devido a efeitos de expansdo-contragéo da
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I, matriz identidade
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1. INTRODUCAQ

1.17.Justificativa

Nas ultimas duas décadas tém-se incrementado os esforgos para compreender
as caracteristicas e prever o fendémeno de deslocamento de ondas abruptas em
rios e canais.

Embora no ambito de interesse da hidraulica outros escoamentos apresentem o
fenémeno de formagdo e deslocamento de frentes abruptas, o problema de ruptura
de barragem é aquele que mais tem concentrado pesquisas no tema.

Ainda que as barragens, em geral, sejam construidas com alto indice de
seguranga, nenhuma estd isenta de um acidente. A ruptura subita de uma
barragem produz uma onda ou frente abrupta a jusante da mesma com regime, em
alguns casos, supercritico nos primeiros estagios.

A importéancia do fendmeno consiste em que, o escoamento devido a uma onda
abrupta no vale de inundagido, a jusante da barragem apresenta caracteristicas
pouco usuais quanto a velocidades, vazdes e nivéis méximos atingidos. Em
geral a cheia pode produzir uma catastrofe de grandes proporg¢des com perda de
vidas e danos materiais.

Porém, um conhecimento "a priori" das caracteristicas do fenémeno de
deslocamento de ondas abruptas para um possivel caso de ruptura de uma
barragem tem muita importancia. Estes resultados podem ser utilizados no
zoneamento racional do vale de inundagdo devido a ruptura total ou para
diferentes hipéteses de grau de ruptura,.determinaqéo do efeito da ruptura de
uma barragem sobre outra a jusante, determinagdo dos custos associados ao
grau de ruptura, com o fim de planejar evacuagéo, etc.

Observa-se que legislacdes de determinados paises, principalmente os
Estados Unidos e Franca, exigem estudos sobre hipéteses de ruptura na execugdoc
de projetos de vulto. No Brasil, embora exista um consideravel numero de
barragens, ndo existe uma legislacdo especifica sobre o tema.

Nesse sentido, a previsdo de niveis e vazdes a jusante de uma barragem,
usando modelagao matemética, é importante para se alcangar maior nivel de
seguranga social e econémica. Neste estudo é feita a abordagem do problema
de previsdo das caracteristicas do fenémeno do deslocamento de ondas abruptas

do ponto de vista da hidraulica computacional.



1.2.0bjetivos

0 estudo esta orientade para o fendomeno de desiocamento de frentes abruptas
—ou descontinuidades num fluxo- ocasionadas por variagdes subitas da vazdo em
rios e canais. O mesmo compreende o tratamento unidimensional das equac¢des da
hidraulica.

Faz-se uso da teoria geral de escoamento ndo-permanente para estudar e
melhorar a compreensdo e previsdo do fendmeno de deslocamento de ondas
abruptas em canais. Com esse ojetivo foram revisados os conceitos que
envolvem o problema e desenvolvido um modelo computacional de resolugédo
numérica das equagdes de Saint Vénant com consideragdo do tratamento numérico
de descontinuidades no escoamento.

0 tema abrange aspectos teéricos e de aproximagdo que surgem da
modelagdo de escoamento com zonas de fluxo rapidamente variado, mudanga de
regime de fluxo, etc., os quais sdo abordados segundo as necessidades na

resolugdo de casos praticos.



2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1.Introdugdo geral scbre fluxo com descontinuidades

Estes probiemas tratam de escoamentos nos quais existem zonas
caracterizadas por gradientes muito altos ou variag¢Bes bruscas das fungfes de
fluxo como velocidade, pressdo, etc., imersas num escoamento mais "ordenado".
Nos prob]emas de fluxo em geral, essas fungdes sd8o continuas, apresentando
variages suaves, em contraste com o caso de fluxo com descontinuidades nos
quais as mesmas sac descontinuas.

Matematicamente o deslocamento de ondas em fluidos ou gases é representado
por equagdes diferenciais hiperbélicas, lineares ou n3o lineares. Uma
pequena perturbag&o no escoamento é representada por equagdes lineares e as
grandes perturbag¢des, ou mudangas bruscas, por equagdes ndo lineares. Quando
existe uma descontinuidade nas condigdes iniciais de um problema linear, esta
descontinuidade se translada no dominio da solugdo, sem alteracgao. Mas, uma
descontinuidade nas condigdes iniciais de um problema ndo linear origina a
formagdo de um "shock" ou onda de rarefaqéo,‘segundo o caso.

A solugdo destes problemas de fluxo com descontinuidades requer uma
definigdo mais geral de solugdo e de condi¢des suplementares. Esta definigao
mais geral estabelece que a solugdo em uma singularidade deverd cumprir as
relagdes através de descontinuidades, também denominadas relagdes de
Rank ine-Hugoniot. As solugdes satisfazendo estas rela¢gdes sido denominadas
solugdes generalizadas ou fracas e ndo necessitam cumprir com a propriedade de
serem continuas. Nao entanto, ocorre que um problema de fluxo com presenga
de descontinuidades -ou singularidades- apresenta mais de uma solugao
generalizada, necessitando-se condi¢des suplementares para definir a solugédo
real. Assim, de todas as solugdes matematicamente possiveis, serd solugédo
real do problema aquela solugdo generalizada que satisfaga uma condigdo a mais
denominada condigao de entropia.

Desde o ponto de vista fisico e matematico, o tema de descontinuidades num
fluxo comegou a ser abordado desde o século XIX. Uma sintese histérica das

abordagens mais notaveis é apropriada. Existem na literatura ( Tokaty, 1971;



Friedrichs-Courant, 19481), interessantes resenhas histéricas dos principais

trabalhos nessa época das gquais, a seguir, comenta-se um resumo.

Poisson (1808) achou a solugdo de uma onda simples para a equagdo de fluxo
de um gas isotérmico. Posteriormente Challis (13948) observou que para esse
problema ndo existia uma uUnica solugdo para a velocidade, em todo tempo.
Stokes (1948) introduziu a idéia de descontinuidade na velocidade quando na
equacdo diferencial o termo g% = o e, argumentou que uma descontinuidade nio
podia fisicamente acontecer devido a que os efeitos viscosos dissipariam
quaisquer tendéncias nesse sentido.

Earnshaw (1958) achou a solugdo de uma onda simples num gas que satisfazia
uma lei da pressdao em fungdo da densidade do mesmo. Ele intuiu o fato de que
uma singularidade poderia acontecer nesse fluxo, j& que numa onda de
compressao aumentava a velocidade e com ela a densidade, o que levaria a uma

variagdo ndo contornada da velocidade em algum ponto da onda.

Em forma independente Riemann (1860) redescobriu totalmente a teoria sobre

descont inuidades. Ele foi quem primeiro tratou de relacionar os estados das
variaveis nos dois lados de um "shock". Mas, assumiu que a transigdo através
de uma singularidade era um processo adiabatico e reversivel. Logo Rankine

(1869) demonstrou que o processo através de um "shock" era um processo
nado-adiabatico. Hugoniot (1887 e 18838) foi o pesquisador que juntou todas as
partes espalhadas sobre o fendmeno de "shock" em gases; ele esclareceu o gue
fisicamente ocorre numa descontinuidade, o carater de processo irreversivel de
um "shock", além de apresentar as relagdes através de descontinuidades numa
forma pratica mais simples.

Mach (1889), Rayleigh (910) e Hadamart (1903), principalmente este Ultimo,
podem—-se considerar entre os Ultimos autores dessa série de importantes
trabalhos que contribuiram a fundamentacdo do tratamento de descontinuidades

em dinadmica de gases.

As referéncias bibliograficas  desses trabalhos ndo séo incluidas - neste
estudo, no entanto, cita-se o ano correspondente das publicaGdes para dar

idéia da cronologia dos fatos.



2.2.Pesquisas e estudos na solugdo de problemas de

fluxo com descontinuidades

Nos primeiros trabalhos de calculos em grande escala em dinamica dos
fluidos para escoamentos com descontinuidades foi usado o método de "shock
fitting". Este método consiste numa localizagdo da descontinuidade em cada
passo de tempo na ma]ha de discretizacdo solucionando, em forma separada, a
zona de fluxo “ordenada" da zona da singularidade. No caso unidimensional,
com presenga de um "shock" de certa grandeza e para o qual é conhecido a
posicao em t=0, este método é muitc satisfatério sendo que, para mais de uma
dimens&o, o procedimento de cadlculo se torna complexo ( Richtmyer, 1960).

Em anos mais recentes surgiram idéias baseadas em principios fisicos dando
origem a métodos de resolugdo geral sem localizagl8o das descontinuidades.
Estes métodos fazem uso dos efeitos dissipativos que existem num "shock"
devido a viscosidade e transferéncia de calor nessa zona. Uma explicagéo
aproximada desses fatos é que nos fendmenos de escoamento de fluidos, embora
com baixa viscosidade p e baixa condutividade de calor A, um "shock" é&
dissipado, tendo as fung¢des de fluxo variagdes sUbitas mas ndo
descontinuas. Isto levou a fazer conjeturas matematicas, logo
demonstradas, no sentido que a solucdo de um problema com as equagdes de
fluxos quando u=0, A=0 tendem a uma fung¢do limite, que é também solugdo de
prbb]emas de fluxo nos quais os efeitos dissipativos da viscosidade,
transferéncia de calor, etc., estdo ausentes e no qual surgem
descontinuidades. Porém, os efeitos dissipativos de termos agregados -ou
implicitos— numa equagdo em diferencas, permitem obter a solugdo generalizada
real, num problema de fluxo com descontinuidade, para um sistema de equagbes
de lei de conservagado escritos na forma conservativa. Segundo os termos que
representam esses efeitos sejam agregados as equagdes diferenciais parciais ou
se jam usados esquemas numéricos com propriedades nesses sentido, os métodos
denominam-se "pseudoviscosify methods" ou “through methods", respectivamente.

Um dos primeiros trabalhos, nos quais foram expostos os conceitos acima
comentados, correspondeu a Hopf (1950) que apresentou a solugdo para uma
equagdo diferencial do tipo, Ut+ UUx= ”Uxx' Ele demonstrou o fato da solugéo
dessa equagdo para o limite de g = 0 ser também solucdo da equagao homogénea
equivalente. Esse fato expressa que o modelo viscoso aproxima aquele njo-

viscoso quando g = 0, sendo a solugdo da equagdo "parabélica" —-a qual é



continua—- uma solugdo débii da equagdo hiperbdlica —-a qual é descontinua.

Essa equag&o foi previamente utilizada por Burgers (1948) que descreveu
analogias deste modelo com um fluxo compressivel unidimensional, atribuindo o
termo “Uxx aos efeitos dissipativos devido a viscosidade e expressando em
forma intuitiva o passo ao limite que lTogo Hopf provou analiticamente. Alguns
dos trabalhos mais importantes sobre o assunto correspondem a Oleinik (1958 e
1963)2, Kruzkov (1969), Cole (1951), Germain e Backer (1953), entre muitos
outros. '

A idéia original do "pseudoviscosity method" em andlise numérica
correspondeu a Von Neumann e Richtmyer (1949) que apresentaram resultados para
uma equagado em particular. Lax (1954 e 1957) apresentou a teoria de solucgdes
generalizadas e a teoria de lei de conservacgdo, além de um esquema numérico
para solucionar escoamento compressivel com descontinuidades ou "shock", sem
necessidade de localizar o mesmo. Nestes dois Ultimos trabalhos é
apresentado um tratamento mais completo para o problema de fluxo com
descont inuidade. Outros trabalhos importantes nesta época s8o Lax e Wendroff
(1960) e Godunov (1959).

Outro método para escoamento com descontinuidades estd baseado num trabalho
publicado por Glimm (1965), para o qual Chorim (1975) apresentou um algoritmo
numérico de resolugao. 0 mesmo é muito usado na atualidade, sendo
apropriado, em sua apresentacdo original, para equagdes hiperbélicas

quase-1ineares homogéneas.

2.3.Trabalhos aplicados na hidraulica

Dentro do campo de interesse da hidraulica, a formagdo e deslocamento de
ondas abruptas, como ocorre na ruptura de um represa, €& o problema equivalente
a formacdo de "shock" num fluxo em dinamica de gases.

Na hidraulica, estes problema comecaram a ser estudados com diferentes

metodologias —experimental ou analitica- desde o século passado. Os

2 X . N
As publicaGOes oriundas da URSS aparecem em geral na referéncia

bibliografica com as datas das traduGOes desses  trabalhos ao inglés, as  quais,

em certos casos, sdo muito posteriores ds publicaGOes dos originais em russo.



primeiros e mais importantes trabalhos s3c os de Saint Vénant (1871), Ritter
(1892), Schoklitsh (1917), Dressler (1952), Waitham (1955) e Stoker (1953 e
1957}, entre outros. Nas Gltimas décadas comegaram a ser empregadas as novas
metodologias numéricas desenvolvidas sobre as idéias expostas acima. Nesta
linha os trabalhos pioneiros, no campo da hidraulica, correspondem a
Preissmann (1965), Preissmann e Cunge (1861), Cunge et al.{1980), Abbott et
al.{19639) , Abbott (1975 e 1979), Vasiliev {18965 e 1970) entre muitos outros.

No periodo das Ultimas duas décadas foi publicada uma grande variedade de
trabalhos de simulag&o numérica de ondas abruptas. O primeiro destes, nesse
periodo, corresponde a Terzidis e Strelkoff (1970) que resolveram varios
exemplos de ondas abruptas com os esquemas numéricos explicitos de Lax e
Lax-Wendrof. Eles mostram a comparagdo de resultados de um exemplo
previamente resolvido por Vasiliev e Gladychev (1965) com um esquema implicito
de dois passos, achando que os esquemas explicitos apresentaram melhor
desempenho, além de serem mais simples de implementar.

Martin e Zovne (1971) empregaram também diferengas finitas para simular o
rompimento de barragem num canal, sem rugosidade nem declividade e,
compararam com a solugdo obtida por Stoker (1948), com resultados
satisfatérios.

Katopodes e Strelkoff (1978), Chen a Druffel (1977) e Chen (1980)
empregaram o método das caracteristicas para ruptura total e instantanea de
barragem achando, em geral, bons resultados.

Rajar (1978), com o objetivo de esclarecer os erros que s&o numéricos e
aqueles ocasionados por violagdes das hipéteses de Saint Vénant, no problema
de ruptura de barragem, comparou resultados de modelos matematicos com dados
obtidos em modelos fisicos. Ele empregou os esquemas de Lax e
Lax-Wendroff. Sua principal conclusdo foi a necessidade de empregar ambos
esquemas com termos dissipativos em canais irregulares com expansdes e
contracdes da secdo transversal, as quais produzem instabilidades numérica. O
primeiro esquema apresentou resultados pouco precisos. Ele também observou
que os maiores erros correspondem as hipéteses como: (a) presséo hidrostatica,
(b) escoamento unidimensional quando existe extravazamento da calha
principal ou contrag8o-expansdo da se¢do transversal, as quais s@o violadas
nas equacdes de Saint Vénant.

Outro método usado na resolugdo de problemas com descontinuidades € o

método de Glimm (1965). Este exige como condigdo conhecer as solugdes
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trabalhos de simulagdo numérica de ondas abruptas. O primeiro destes, nesse
periodo, corresponde a Terzidis e Strelkoff (1970) que resolveram varios
exemplos de ondas abruptas com os esquemas numéricos explicitos de Lax e
Lax-Wendrof. Eles mostram a comparagéo de resultados de um exemplo
previamente resoclvido por Vasiliev e Gladychev (1965) com um esquema implicito
de dois passos, achando que os esquemas explicitos apresentaram melhor
desempenho, além de serem mais simples de implementar.

Martin e Zovne (1971) empregaram também diferengas finitas para simular o
rompimento de barragem num canal, sem rugosidade nem declividade e,
compararam com a solugdo obtida por Stoker (1948), com resultados
satisfatérios.

Katopodes e Strelkoff (1978), Chen a Druffel (1977) e Chen (1980)
empregaram o método das caracteristicas para ruptura total e instantanea de
barragem achando, em geral, bons resultados.

Rajar {(1978), com o objetive de esclarecer os erros que sdo numéricos e
aqueles ocasionados por violagdes das hipdoteses de Saint Vénant, no problema
de ruptura de barragem, comparou resultados de modelos matematicos com dados
obtidos em modelos fisicos. Ele empregou os esquemas de Lax e
Lax-Wendroff. Sua principal conclusdo foi a necessidade de empregar ambos
esquemas com termos dissipativos em canais irregulares com expansdes e
contragdes da secdo transversal, as quais produzem instabilidades numérica. O
primeiro esquema apresentou resultados pouco precisos. Ele também observou
que os majores erros correspondem as hipodteses como: (a) pressdo hidrostatica,
{b) escoamento unidimensional quando existe extravazamento da calha
principal ou contragdo-expansdo da segdo transversal, as quais sdo violadas
nas equagdes de Saint Vénant.

Outro método usado na resolugdo de problemas com descontinuidades é o

método de Glimm (1965). Este exige como condi¢do conhecer as solugdes



pelos autores desse trabalﬁo € comparado o tempo de deslocamento de uma frente
para diferentes condigBes iniciais, observando-se que esses resultados ndo
concordam com os que sdo obtidos empregando as relagdes através das
descontinuidades nessa frente. °~ Nos casos como do exemplo apresentado por
Bellos e Sakkas3 nesse trabalho, no qual o tirante do estado ndo perturbado a
jusante da frente abrupta é muito pequenoc, o estado constante a montante da
mesma é muito estreito. Mas, em todos os casos o fluxo nessa zona depende do
estado a Jjusante da descontinuidade, dai que para diferentes niveis a jusante
existem diferentes niveis a montante do "shock", fato que ndo & observado na
apresentag¢do dos resultados do teste comentado, criando duvidas sobre a
eficécia da resolugdo numérica. .

Um das pesquisas mais abrangentes quanto a métodos de resolugdo em ruptura
de barragem corresponde a Wurbs (1987). Ele apresentou um trabalho
comparativo sobre modelos em uso nos EUA para o problema de escoamento por
ruptura de barragem, fazendo uma avaliag¢do das seguintes metodologias
selecionadas: National Weather Service(DAMBRK), U.S. Army Corps of Engineers
South Western Division(FLOW SIM 1 e 2), U.S. Army Corps of Engineers
Hydrologic Enginieering Center (HEC-1), Soil Conservation Service(TR 66}, o
modelo do NWS simplificado (SMPDBK) e o procedimento grafico adimensional do
HEC. Ele concluiu que: (a) existe instabilidade e divergéncia nos modelos em
caso de fluxo supercritico e mudangas rédpidas da geometria do vale de
inundacdo; (b) ndo foi possivel simular mudangas de regime ; (c) os modelos
com as equacdes completas de Saint Vénant s8o os mais versateis e aptos; (d)
fluxo supercritico e discretizagdo espacial s8o fatores importantes na
estabilidade numérica; (e) erosdo e sedimentagdo sao elementos importantes
para incorporar ao problema.

Um trabalho experimental muito empregado na literatura na avaliagdo de
metodologias numéricas corresponde ao Army Corps of Engineers (1960 e 1961).
Os experimentos foram feitos num canal retangular com declividade para

condigdes de minima e maxima rugosidade. A barragem foi localizada na metade

3

0 segundo autor desse trabalho é um dos pesquisadores que mais tem
aportado ao tema de ruptura de barrragem, (Sakka e Strelkoff, 1973 e 1976; e
Sakkas, 1980) . Esses trabathos  estdo  orientados & solug8o do  problema em

forma analitica usando expressDes de escoamento adimensionais.

UFRGS

BIBLIOTECA 1FH



do canal, para assim observar tanto a onda negativa como a onda positiva.

Os trabalhos feitos no Brasil, no tema de ruptura de barragem, correspondem
todos a presente década. Na literatura ndo existem publicacdes de estudos
analiticos ou experimentais.  Tém-se feito estudos numéricos sobre

deslocamento da cheia no vale de inundagdo e sobre a modelagem de formacdo da
brecha em barragem de terra por Silva e Mascarenhas (1983), Lou (1983), Silva
(1986), Mascarenhas (1990) e Nogueira (1984). Neste Gitimo trabalho é

apresentado um modelo de base fisica para simular a formagdo gradual de uma
brecha numa barragem de terra por erosdo, em funcdo do escoamento através da
mesma. 0 modelo é logo avaliado para simular a formagdo da brecha na

barragem natural do rio Montaro, no Peru, concluindo-se que seu desempenho foi

bom.
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3.SISTEMA DE EQUAGOES

3.1. Introducéo

Dentro do intervalo de interesse da hidrodinamica, os meios continuos
cumprem, com as leis gerais de conservag¢io da massa, gquantidade de movimento
linear, energia e segundo principio da termodinamica. Adicionalmente existem
leis complementares ou constitutivas que dependem de cada problema, como sdo a
equagac de estado de um gés perfeito, principio de Newton para um fluido
viscoso, etc.

No estudo de escoamentos em rios e canais é apropriado formular as trés
primeiras leis: conservacgdo da massa, quantidade de movimento linear e energia
mecanica; além de uma lei para expressar o atrito nos contornos.

Uma lei de conservagdoc é expressa matematicamente como:

d of
d_ rav=| % a 4+ 6. n d8V=J B dvO............... (3.1)
dt Jv(t) J;oat 0 Javo 0 Jyo

A mesma considera que a variagdo total da propriedade intensiva f dentro de

um sistema ¥(t) muda por efeitos externos numa taxa J B dV0; sendo que a
Vo

variag8o total de f dentro de ¥(t) pode-se também expressar como a variacdo no
tempo de F dentro do volume de controle ¥0, mais o fluxo G(f) desta
propriedade através da superficie de controle 8Y0. Nesta expressdo n é o
vetor unitario normal a 3%0 e ds € um diferencial de 38V0.

Aplicando o teorema da divergéncia na equagdo (3.1), levando o voiume de
controle a um ponto, sendo assim a integral igual ao integrando da mesma,

tem-se para uma dimensdo na forma divergente:

ft + G(f)x e (3.2)

a qual é valida em todos os pontos da regido de interesse do problema nos
quais f, G(f) e B sdo continuas. Esta equagdo diferencial -ou sistema-
quando escrita em funcdo da divergéncia do fluxo da propriedade analisada é
dita expressa em forma conservativa generalizada; sendo que a mesma é

estritamente conservativa quando B=0; caso contréario existem fontes ou

11



sumidouros da propriedade.
Derivando a fungdo G(f) na expressdo (3.2) é obtido o sistema quase-1linear

equivalente a lei de conservagédo:

9G(f) _ -
ft + —8?_ fx—ft + A fx—B ................................. (3.3)
sendo A a matriz de coeficientes do sistema. Quando esta matriz é

néo-linear, como acontece em hidrodinadmica, e sendo o sistema homogéneo (B=0)
em todos os casos surgem descontinuidades na fungdo f no dominio da solugdo
{Lax, 1973; Richtmeyer, 1978). Em hidraulica o sistema é geralmente
néo—-homogéneo e nem sempre desenvolvem-se descontinuidades ( Luskin, 1981).

O protétipo para estabe]ecér as leis de conservagdo na hidraulica & um
canal no qual cumprem-se as seguintes hipdteses simplificativas: fluxo
unidimensional, pressdo hidrostatica, auséncia de aceleragdo vertical, fluido
incompressivel e nao-viscoso existe. SO perda de energia no atrito com os
contornos rigidos, a velocidade é uniforme numa secdo transversal ao fluxo , o
tirante hidraulico é relativamente pequenc em comparagdo com o comprimento da
onda caracteristica do fenémenb e a linha da agua é horizontal numa segéo
transversal ao escoamento. Neste sistema fisico é apropriado formular a lei
de conservagao da massa, quantidade de movimento linear e energia mecanica.

Em regides de fluxo nas quais algumas das hipéteses anteriores sao violadas,
como acontece numa zona de escoamento rapidamente variado ou com
descontinuidade, é apropriado formular sé as duas primeiras leis de
conservagao. A equacgdo da energia converte-se, nessas zonas, numa inequagéo
que expressa uma transformagdo da energia mecanica para outras formas de
energia nado avaliadas pela forma geral das equag¢des da hidraulica.

Quando as leis de cdnservaqéo da massa e quantidade de movimenio linear sdo
formuladas através dessas zonas, caracterizadas como descontinuidades de
fluxo, tomam a denominacio de relacdes através de descontinuidades ou relagbes
de Rankine-Hugoniot, sendo a inequagdo da energia um principio fisico

necessario na escolha da solugdo real desse problema.

Esta hipOtese supBe um deslizamento do fluido nos contornos.

12



3.2.Equagdes de Saint Vénant em forma divergente

A propriedade f, fluxo G(f) e termo independente B do sistema apresentado
no item anterior, para as leis de conservacido da massa e quantidade de
movimento linear do escoamento num canal com as hipotéses acima relacionadas,

sdo:

A Q [ ql
f= ) G(f): B =

Q G%/a+gl 1 - a gA(S0-St)+gl2
na qual A &€ a area molhada de uma segdo transversal ao escoamento e representa
a intensidade da propriedade massa; Q é a vazdo volumétrica e expressa, por
sua vez, a intensidade da propriedade quantidade de movimento linear, g € a
aceleragdo da gravidade, S0 é a declividade do fundo do canal, Sf é a
declividade da linha de energia, ql é a vazdo que entra lateralmente ao canal
principal e I1 e I2 sdo termos de pressao hidrostatica; It é a pressdo do
fluido na segdo transversal ao escoamento e I2 a pressdo por efeitos da

contragdo-expansaoc da seg¢do transversal ao longo do eixo x.

I1 define-se como:

h
I1= J (O R I T o T TN 1) A | TS (3.5)
0

na qual h é o tirante hidraulico e 6(x,7n) a largura do canal.

0 termo I2 é calculado pela seguinte expresséo,

h
_ N 36(x,n)
Iz = JO (h n)[ ax ]h=ho

na qual a derivada é considerada para um valor constante do tirante hidraulico
(h=ho).
0 termo Sf devido ao atrito nos contornos é aproximado pela equagdo de

Manning:

s - 9lal

com

13



expressando assim Sf em fungdo das variaveis dependentes A(x,t) e Q(x,t),
fechando o problema de duas equagdes e duas incognitas.

O sistema (3.2) com f, G(f) e B definidos na equagdo (3.4) representa as
equagBes de Saint Vénant na forma divergente, conservacio da massa e
quantidade de movimento 1inear. As caracteristicas principais deste sistema
sdao deduzidas da matriz de coeficientes A do sistema quase-linear equivalente,

equagdo (3.3):

O A Y e B (3.9)
at 3x

sendo A obtida da equagdo (3.4) por derivac¢éo,

0 1
a=2002 61 02 L0 e (3.10)
af €34 ‘4 A
Os autovalores desta matriz fornecem a informagcdo necessaria para
caracterizar o sistema (3.2) com (3.4). Assim, o polinémio caracteristico da

matriz A é (Jeffrey, 1976),

na qual a variavel A representa os autovalores e I a matriz identidade.
(1,2) _.

Resolvendo para A segundo (3.10), os autovalores A sao,
(1,2)_ @, aI1
A = _A_ "lg —A ................................................ (312)

correspondendo o sinal positivo com o indice 1, e o negativo com 2.

Para um canal retanguiar as forgas de pressdo hidrostaticas I1 sao,

e os autovalores ficam,
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AC2) l R (3.13)

com os indices iguais ao casc anterior. O termo b representa a largura do
canal, h o tirante hidraulico e u a velocidade média na seclo transversal.
E possivel deduzir o significado fisico destes autovalores formulando um

sistema com o diferencial total das propriedades f sobre curvds C(x(s), t(s))

no dominio da solugdo e, o sistema de equagdes (3.9). O diferencial total é,
ar dt af dx _ df
5 as | By dS goeretrereretereeeteesssseseseeiiieiii... (3.14)

empregando o parametro s igual ao tempo t resulta,

af af dx _ df _
ﬁ”‘ 3% dif a—t——o ............................................... (3.15)

sendo o sistema

dx af dr
L ar< | |af ar
af - T DR (3.16)
I a i B
ax

impondo a condicdo das curvas C{x(t), t) sendo aquelas sobre as quais

af af

propagam-se as descontinuidades dos termos 3% € 31 através do dominio da

solugdo, devendo ser cumprida a seguinte condigao:

dx
I arL
det S 0 e i aaa e (3.17)
I A
igual a
; dx _
] A - Jfl-I e (3.18)

Comparando (3.18) com (3.11) tem-se que,

(1) _ (dxy (i) _ dx(1,2)_ ,(1,2)_

A dat = at

I
I+
P
0
IQJ
—
©
—
[{o]

dt
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Portanto, os autova]oreé representam as velocidades com as quajs a
informagao desloca-se através do dominio da solucgéo. Os percugééos da
informagdo com essas velocidades, no planc x-tf, sdo as curvas C(x(t),t) as
quais denominam-se trajetérias caracteristicas C+ e C, para denominar a
positiva e a negativa, correspondendo-se com os sinals + e - na equagio
(3.19). Estas trajetérias ficam definidas pelas direcdes caracteristicas ou

vetores tangentes em cada ponto do plano x-t,

1 ‘ oI
L1 2 [1, g+ gm1] .......................................... (3.20-a)

(22 Lﬁ Q || an]|

1, 71‘ - ‘J g éﬁ J .......................................... (3.20_b)

Em resumo, tendo-se calculado para o sistema (3.9), ou equivalente, os
autovalores, trajetérias e diregdes caracteristicas, é possivel definir o
mesmo como estritamente hiperbélico por serem seus autovalores reais e
diferentes, e quase-linear pelo fato dos autovalores serem por sua vez fungdo

da solug¢do em cada ponto do plano x-t.
3.3.Equagdes de Saint Vénant na forma caracteristica

O sistema de equagdes apresentado no item anterior expressa a variag¢ao das
variaveis dependentes A(x,t) e O(x,t) segundo as diregdes de um par de eixos
ortogonais x-t. Tomando as diregdes caracteristicas como novos eixos é
possivel trocar os mesmos e escrever um sistema de equagdes diferenciais
equivalente, denominado formas diferenciais caracteristicas das equag¢des de
Saint Vénant. Assim as formas caracteristicas expressam as variagdes das
variaveis dependentes A(x,t) e Q(x,t) ao longo das duas trajetérias
caracteristicas C+ e C para o sistema hiperbdlico como definido no item
anterior. Na transformagdo utilizam-se os autovetores a esquerda L(l) da

matriz A, calculados como

0 a = A B (3.21)

(1,2)

para cada autovalor A como definido na equagdo (3.12), sendo,
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q
= - 311
1 £°o°
1) - [ 2 BA | e (3.22-a)
\ -1 J
r Q ~
= + g 3I1
2 A —
L( ) = o RN (3.22-b)
“ - 1 o
, Co . (1,2) ~
Pré-multiplicando o sistema (3.9) pelos autovetores 4 , expressdes

(3.22-a,b), resulta o seguinte sistema de equacdes escalares

t(i)g_tf T - A G O USSR (3.23)

Empregando a relagao (3.21) em (3.23) resulta,

(i) af (i) (i) af _ (i)
A S A= T Al : T (3.23)

ou na forma extensa,

_ 4] alt qt
I o S S I .29

(1,2)

@

Assim, para cada autovalor A tem-se uma equagdo caracteristica.

Reorganizando-se ficara

Q_ alt dA  d0 _ g _ 8I1 - - - -
[nga— J dar ar - [Z ~gé—A ] ql- gA [SO St ] gl2...(3.26-a)
Q[ @8It )dA _do _ (0Q [ &l _ o _ _
[ 3 ‘\g 34 ] dai dir [ i Ng 34 ] gl—- gA { S0 St ] gl2 ..(3.26 b)

podendo-se expressar também como,

(i) dA (i) d@ _ (i) (i)
L1 ar £2 ar - £1 b1 + L2 b2 ........................ (3.27)
logo, \
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dA

(i) (i [ (i) (i) b
[£1 £2 } gz = {£1 ﬁz b1 ...................... (3.28)
dt 2

resultando,

(O df (O g L TR (3.29)

£ aF - B

Qualquer uma das equagdes (3.26) a (3.29) expressa a variacdo de f ao longo

(1)

+ _
da trajetéria caracteristica € ou C , dependendo de que o autovalor seja A
(2)
ou A ;

sendo t o paréametro destas curvas.

Outra forma de expressar as equagdes diferenciais na forma caracteristica é
em fungdo dos invariantes de Riemann. Os mesmos s&o valores constantes ao
longo das trajetérias caracteristicas. Esta troca de variaveis transforma o
problema de equagdes em diferengas parciais num de diferenciais totais ou
ordinarias.

Por simplicidade considera-se um canal de secdo retangular uniforme, sem

entrada lateral, largura unitaria, sem declividade nem atrito. Neste caso as

expressdes (3.26) ficam,

{ u—lg h ] g% - g%”h)= O (3.30-a)
| dh d(uh) _ _

{U"‘gh :] E CF T 1 (3.30 b)
ou também como,

- dh d(uh) _ _
c IF ar € (3.31-a)

+ dh d(uh) _ _
c ar ar S (3.31-b)

nas quais c e c+2 s3o as celeridades das descontinuidades infinitesimais ou

Das expresdes (3.31-a,b) & possivel observar -a equivaléncia das formas
diferenciais caracteristicas com a relaGdo atraves de uma descontinuidade,

expressdo (3.43-a). Nas expressDes (3.31-a,b) as derivadas slo continuas
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caracteristicas no plano x-t.
Dividindo (3.30-a,b) pelc tirante hidraulico, h, e reorganizando o termo da

esquerda fica,

d .

a?[ u + 2~g h } R 2 (3.32-a)

d

ar [u - Z«g h } S (3.32-b)
Considerando

r(x,t) = { u+ 2igh ] .......................................... (3.33-a)

s(x,t) = [ u-2lgh ] .......................................... (3.33-b)

resulta

ar _

ar = O e et et (3.34-a)

ds _

a - O e e ettt taeae e naaranaaan (3.34-b)

ou

grad r . m(l) e (3.35-a)

grad s . %(2) S 0 e, (3.35-b)

por ser as trajetOrias caracteristicas descontinuidades infinitesimais nas
varidveis dependentes h(x,t), u(x,t) ( Abbott, 1979) sendo que isto ndo ocorre
na expressdo (3.43-a) por ser um ‘“shock" uma descontinuidade major das
varidveis de fluxo. Assim, por ser (3.31a) uma expressdo que se cumpre ao

+ 2 fod . - -
longo de €, tamb€m expressa a relaGao das varidveis dos dois lados de wuma

pequena descontinuidade com a celeridade W = u - Ig h que corresponde a C .
Porém as formas diferenciais caracteristicas das equaGOes podem ser

interpretadas como sendo relaGOes através de descontinuidades infinitesimais.
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As expressdes (3.35) indicam que o gradiente dos invariantes de Riemann é
ortogonal as direc¢des caracteristicas. Utilizando (3.20) em (3.35), as

derivadas direcionais resultam,

(1D _ar (1) ar
grad r . = 37 + A 5% = L (3.36-a)
ads . 22 =3 , (@8 (3.36-b)
gr . 2 at By rrrrrsteceseressecacaiaaon .

Nestas equacgdes, t Eepresenta o paréametro das curvas C(x(t),t) ou
trajetérias caracteristicas no plano x~t, sendo r(x,t), s(x,t) os invariantes
de Riemann para as equagdes de Saint Vénant; com r(x,t) variando ao longo de
¢ e s{x,t) ao longo de c . Assim, as equagdes (3.34,35,36) expressam
fisicamente variagbes das quantidades expressas pdr (3.33) ao longo das
trajetérias caracteristicas. Nos casos com declividade e atrito no canal,

r{x,t) e s{x,t) sédo denominados quase-invariantes e as expressdes resultam,

ar (1) ar _ _ _
8——t + A a——x- - g { SO Sf } ..................................... (3.37 a)
3s {2) 3s _ -
a_t + A &— = g [ So St J .................................... (3 37 b)

As equagdes (3.37) sao as formas caracteristicas mais gerais das equacgdes

de Saint Vénant em fungdo dos invariantes de Riemann.
3.4.Relacgdes através de descontinuidades

0 fluxo nao-permanente gradualmente variado em canais contendo, ondas
longas de pequena amplitude, é bem representado pelas equagdes de Saint
Vénant. Dentro do intervalo de interesse da hidraulica, este ¢ o tipc de
escoamento mais comum. Quando existem variagdes bruscas na descarga de agua
num canal formam-se zonas de escoamento com gradientes significativos ou fluxo
rapidamente variado. Nesie escoamento as simplificagdes que levam as
equacgdes diferenciais de Saint Vénant sd8o violadas e é necessario mudar a
descrigao do fenbmeno fisico. Essas zonas sao consideradas descontinuidades
dentro de um fluxo gradualmente variado, sendo que nelas existem perdas de

energia, por turbuléncia no meio fluido, da mesma ordem de grandeza das perdas
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por atrito nos contorno fisicos do canal.

Assim, através das descontinuidades, sdo formuladas as leis de conservacgao
da massa e quantidade de movimento linear. A equagdo da energia converte-se
numa inequagao, por existir uma transformagio de energia mecanica a outras
formas de energia ndo avaliadas pelas equagdes da hidraulica. Estas trés
expressfes sdo utilizadas para resolver um problema de escoamento com
descontinuidades na hidraulica.

Considerando um trecho de canal no qual existe uma descontinuidade entre
os pontos x=a0(t) e x=a1(t), na posigdo &(t) ( fig. 3.1 )},s8o apresentadas

essas trés relagdes segundo Stoker (1957), para as equagdes de Saint Vénant

hd W
—
I
| -
dolt) §(1) ay{t) X

fig.3.1. Descontinuidade num segmento de canal

na forma divergente, incluindo os termos de declividade, atrito e de
contragdo-expansdo da segdo transversal do canal. Os pontos x=ao(t) e
x=a](t) sdo considerados contidos em planos vertjcais, os quais tem como
caracteristica conter as mesmas particulas de fluido ac longo do tempo.

Com o fim de aplicar a lei de conservagdo (3.1) no canal da fig 3.1,
considera-se o sistema formado pelos planos verticais que passam por x=a0(t) e
x=a1(t), as paredes laterais do canal, a superficie livre e o fundo do mesmo.
Sendo que, a area A da secdo transversal é a intensidade da propriedade massa
e a vazdo Q a intensidade da propriedade quantidade de movimento linear, a

conservagdo da massa e da quantidade de movimento linear neste sistema sdo:

4 (2 a(t) ’
ar J Adx = [ QL AX.eiiieeaereieececnnacaccannnnas (3.35-a)
a,(t) a, ()
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a A1¢t) 21(t)
E{ Q dx + g[N]— 110J=J {gA{So - Sf]+g12]dx .......... (3.35-b)
aO(t) aO(t)

Na primeira lei (3.35-a) ndo existe fluxo da propriedade massa através da
superficie do volume de controle e o termo da direita representa uma fonte.
Na segunda expressdo o fluxo da quantidade de movimento linear é a diferenca

g(II —11 ), sendo 11 calculada segundo a expressdo (3.5). Neste caso os
1 0

termos da direita sdo a soma das forgas exteriores, com I2 calculado segundo a
expresséo (3.8). .

Considerando o volume de controle dividido em duas partes pelo plano
vertical £(t) que contém a descontinuidade, as integrais sdo separadas em
duas. Uma desde ao(t) até o ponto limite a esquerda da descontinuidade £ (t)
e outra desde o ponto limite & direita da descontinuidade €+(t) até al(t).
Aplicando este critério para uma forma geral da lei de conservagao,
equivalente as expressdes (3.35-a,b), em fungdo da propriedade f e do fluxo

G(f), resulta na seguinte expresséo,

4 [E(D 4 2D |
{ f dx + = J fdx + J G(f).n ds + [ G(f).n ds =
a a

ar di
a,(t) ett) (1) (1)
£(t) al(t)
J B dx + j B X eneee e (3.36)
a,(t) elt)

Levando a derivagéo dentro da integral em (3.36) fica,

rE(t) 3 = .
7 . dE(t) = _ da (1)
57 & at T ar’ fo *
Ja (t)
0
ra, (). _
! g% dx + g%1(t) £, - g%ft) £+ J G(f).n ds + j G(f).n ds =
Jeto a,(t) a,(t)
re(t) a, (t)
B dx + j B X e (3.37)
Ja () elt)
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Assim as expressdes (3.37) para a lei de conservacdo da massa & quantidade

de movimento séo,

x(t) . | a. (t)
dA dx(t) - da, (1) 1 dA da,(t)
L O Ay R LRy 2% ax + 2% a, -
Jag(t)dt at at 0 J;ft) at at 1
et a,(t)
- g;ft) A = J gl dx + J ! gl dX. o (3.38-a)
a,(t) elt)
€(t) = a, (t)
do delt) -  da (t) J 1"V ag da,(t)
Todx + =0 Q- 0 g, + oax + 240 g -
J;O(t)dt dt at 0 cte) & dat 1

_ £(t)
g%tt) g + g[110—111] =J [ gA[So - Sf] + g Iz]dx +

aO(t)
%10t)
+ J gA[So - Sf] + gIZ] Lo ' (3.38-b)
glt)
Considerando que g%(t)= g%tt)= W, a qual é a celeridade da descontinuidade,
e
da,(t)_Q da,(t})_ Q, _ ..
ETO = Zg Uy 8?1 = ﬁ; u, e tomando o timite para ao(t) = al(t),
Lim arf
aO(t)¢a t) TR R P e PP P PP PP EPPRPIPIPRTS (3.39)
1
tornam-se nulas as integrais e f_= fo, f+= f]' Assim as expressdes
(3.38-a,b) ficam,
wva -4 + Y4 - wa =o0 (3.40-a)
0 2 0 4 1 7 T O
0 1
vo -20 + Y9 - wo + glni-nl=0m.. (3.40-b)
o 0 A 1 1 0 1y "

Reorganizando resulta
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Q2
- [ 3t 8 Iq .................... (3.41-b)

as quais séo as relagdes através de descontinuidades na hidraulica
equivalentes as de Rankine-Hugoniot em dinamica de gases. Considerando agora
as mesmas relagdes para um canal de segdo transversal retangular uniforme e

largura unitéaria, com f e G(f) definidas como

h uh ;
r= , € G(f) > o [ (3.42)
uh u h+gh /2

i}

tém-se as expressdes,

W ( hO - h1 Y = ( uh )0 - ( uh )1 ................................. (3.43-a)
W uh), - (un), 1= (BPh), + (g 22)0 - Wy, - (gg2)1 ..... (3.43-b)

gue, na forma resumida (3.41) e (3.43), sdo escritas como

na qual f e G(f) s8o definidas por (3.4) e (3.42) respectivamente e os indices
0 e 1 identificam as variaveis nos dois lados da descontinuidade. Observa-se
que, dada a hipdtese da descontinuidade estar contida num plano vertical, os
termos de atrito, declividade, etc. nd3o tém efeitos na conservagdo da massa e
quantidade de movimento linear, através de uma descontinuidade.

A expressao (3.44) expressa que, duas solugdes genuinas AO’ 00 e A]’ O]’ de
um & de outro lado de uma singularidade, tomadas conjuntamente, sao uma
solugao genera]izadé se as mesmas cumprem as relagdes através de
descontinuidades, (Lax, 1954).

Uma segunda questdo numa descontinuidade é o fato de existir mais de um par
de solugBes genuinas que cumprem com (3.44), conformando todas elas soluges

generalizadas, mas, sendo sé uma delas solugdo real. Com o objetivo de
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escolher a solugdo generalizada com significado fisico é empregada a lei de
conservacao da energia mecénica. Esta quando usada através de uma
descontinuidade €& uma inequacdao que expressa que através de uma singularidade
sempre existe uma diminuicdo desta energia. Em outras palavras; uma
particula que atravesse uma descontinuidade terd sempre diminuida sua energia
mecanica.

Na dedugdo da expressdo de conservagdo da energia mec&nica para uma
descontinuidade emprega-se a lei de conservagdo (3.1), sendo que a energia
mecanica e —-definida no ANEXC C- das particulas de agua de uma segdo

transversal é a intensidade da propriedade energia mecéanica,

0 ¢
e = - + gI ]; E =J e d¥ = J/ [—-— + gI ] s &/ (345)
[2’* 1 v(t) vyl 24 !

a lei de conservagao (3.1) com esta propriedade para o sistema segundo o

definido no item anterior, fig. 3.1, resulta

a
1) 2 0 0
dE _ d qQ _ 1
at = ar [ﬂ*é’fz] de = ellgg- — & gz *
Uao(t) 0 1
A10t) 0.1 _
[ gq [SO—Sf] +egl 2} e L (3.46)
ao(t)-

Seguindo igual procedimento ao realizado no item anterior do passo ao

limite de ao(t) > al(t) resulta

2 2 2
dE _ Q I I R -
’&f‘w[[ﬂ*gH]o [2A+g11]1] [71‘ [2A+2g11]]0

) |
Qg -
[Z [Q—Z + 2g12}]1 I A (347)

a qual é diferente de zero para qualquer situagdo que ndo seja fluxo continuo.
Uma expressio equivalente a (3.47) para uma canal retangular de largura

unitaria é a seguinte (Stoker, 1957):
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dE _ g (u,~ W Jh (EQ:—fl?3= g (u,- W )h (o™ hI)B
dt 0 0 4h0h1 1 1 o
na qual u é a velocidade média na secdo transversal e h é o tirante
hidraulico.

Sendo que através de um "shock" existe uma diminuigdo de energia mecanica,

esta expressd&o devera ser menor que zero numa descontinuidade. Portanto a

condicdo a ser satisfeita é

através de uma descontinuidade.
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4.0NDAS ABRUPTAS

4.1.Principais caracteristicas das ondas abruptas

Neste item consideram-se as equac¢des de Saint Vénant escritas na forma
diferencial mais geral para um canal de segdc transversal retangular e

uniforme sem .entrada lateral e de largura unitéaria,

oh + h du +u oh O e e e (4.1-a)
at ax 3x

3

Bu B BN S SE ) (4.1-b)

at ax ax
Estas expressdes na forma caracteristicas s&o:

dr _ 8(u+2c) . (ute) 8(u+2c) _

9F = 31 3% = g (S0 = Sf)iiiiiiiiiiianaa.. (4.2-a)
s _ Humze) , (umed BO2e) o g (S0 - St )i, (4.2-b)

onde u é a velocidade média numa segdo transversal, ¢ a celeridade de pequenas
perturbactes em relagdo as particulas do fluido, h o tirante hidraulico, g a
aceleragdo de gravidade; S0 a declividade do fundo do canal, Sf a declividade
da linha de energia; x a coordenada espacial e t a coordenada temporal.

As ondas abruptas sdo o resultado das variagdes bruscas da vazdo. Quando
num contorno de um canal sdo produzidas mudangas significativas na vazdo,
originam-se ondas em direcdo oposta. Segundo essa mudanga seja um aumento ou
diminuigdo de vazdo, desenvolver-se—-ao ondas com frentes abruptas ou ondas que
se dissipam ao longo do mesmo. Essas ondas sfo classificadas como positivas
ou negativas em fungd&o de suas caracteristicas. S8o0 positivas quando um
ponto fixo no fluido experimenta, com o tempo, um aumento do tirante
hidrautico. No caso de diminuicdo do tirante hidraulico sdc ditas negativas.
A classificacdo anterior é equivalente as ondas de compressdo e rarefagdo em
dinamica de gases, que se diferengam por existir um aumento ou diminuigdo da
pressao, respectivamente, num ponto fixo do fluido.

Numa onda positiva num canal verifica-se, (Terzidis e Strelkoff, 1970):
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onde W é a celeridade da onda, u é a velocidade média na segdo transversal, h
€ o tirante hidraulico e x é a coordenada espacial.

As ondas positivas s&o caracterizadas pelo fato do campo de trajetorias
caracteristicas ser convergente. Este fendmeno é um efeito da ndo
linearidade do fluxo, podendo-se originar descontinuidades nas fun¢des como
area, vazdao, velocidade, etc. Quando isto ocorre, as mesmas ocupam uma zona
estreita podendo ser considerada uma linha no plano x-t.

As ondas negativas apresentam um campo de trajetérias caracteristicas
divergentes tendendo a serem cada vez mais suaves as variagdes das funcdes de
fluxo nela produzidas. Nestas ndo existe descontinuidades das fungdes de
fluxo, sé existe um ponto de descontinuidade na declividade da linha da agua.

Quando uma onda positiva evolui no tempo formando uma descontinuidade, a
mesma manifesta-se como uma grande perturbagao. A ocorréncia desta depende
de determinados fatores relativos ao escoamento e as caracteristicas fisicas
do canal. Entretanto que, as trajetérias caracteristicas indicam, no plano
x-t, o deslocamento de pequenas perturbagdes ou descontinuidades
infinitesimais que viajam a montante e jusante num fluxo subcritico e somente
a jusante num fluxo supercritico; as grandes perturbagdes ou frentes abruptas
deslocam-se a montante ou jusante em qualquer tipo de regime de escoamento.
Por outro lado , o tipo de fluxo que estas originam violam as hipdteses
simplificativas do escoamento que levam as equagdes de Saint Vénant.

As descontinuidades tem uma celeridade (W) menor a celeridade de pequenas

perturbac¢des ( ) atras da mesma e maior a celeridade das pequenas

dx
dt
perturba¢des na frente dela (Stoker, 1957). Como frente do "shock" define-se
o lado pelo qual o fluxo atravessa o mesmo num sistema de coordenadas no qual
W=0. Do anterior, deduz-se que numa frente abrupta interceptam-se
trajetérias caracteristicas. 0 fato de ser o campo das C+ ou das G depende
do sentido de deslocamento da mesma para jusante ou para montante. Quando o
deslocamento € para jusante nela interceptam-se as c’. Caso contrario,
interceptam-se as c . Isto & possivel de ser expresso matematicamente
empregando a equagdo da celeridade da descontinuidade em fungdo da velocidade

das particulas do fluido e dos tirantes hidraulicos a um e outro lado do

"shock", como surge de isolar W das expressdes (3.43-a,b) em fungdo dos niveis
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a ambos lados e a velocidade num deles.

R ha+hfﬁ
W = uf * &5 > e PP P TP (4.5-a)
f
h h + h
a
w=u t |g r’{f SRRSO (4.5-b)
a

0 sub-indice f indica o lado da frente da descontinuidade e o a, o lado
atras da mesma.

Considera-se primeiro o caso de descontinuidade deslocando-se para jusante
(fig. 4.1-(a)) no caso extremo de ser u, = 0. Utilizando a expressdo (3.48)

f

da energia, substituindo W de (4.5-a) resulta:

W -
A I, B:
ha ha
Uty by Ut —|ht
(0) (b) X
fiigy. 4.1 (a) Descontinuidade deslocando-se para jusante,

(b) descontinuidade deslocando-se para montante.

3
(hO hI)
4h0h1

g [:Jg%? EO;hI‘] n,
O sub-indice 0, que indica montaite, correspondke-se com & € 1 com f;
partanto é hO > h1; sendo que em todos os casos presentes na natureza ha > hf‘
Portanto, para que seja verificada a perda de energia através da
descontinuidade deve ser satisfeita a expressado (4.6). Isto exige que seja
escolhido o sinal negativo nessa expressdo, que corresponde ao positivo nas

expressdes (4.5-a,b), resultando:
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_ = + < — -
( I )f Up ghj Up hf 5 eeeeeeeeeean (4.7-a)
+ h h + h
dx _ | hi
(gF )y = uy + en, > u, Jg i e BRI (4.7-b)
Isto por ser ha > hf’ portanto:
dx * dx .+
( E )a > WV > ( E )f .......................................... (4 7"C)

Assim, para a descontinuidade deslocando-se para jusante, as velocidades
das pequenas e grandes perturbac¢des cumprem com a relagdo (4.7).

Para uma onda positiva deslocando-se para montante, fig. 4.1-(b), da mesma
forma que no caso anterior, pode-se verificar que para a variacgdo da energia

ser negativa para W < 0, os sinais dos radicandos em (4.5-a,b) devem ser

negativos. Assim resulta:
— h h + h
dx |+ a a f
=7 = - < - e > s, 4.8-
( ar )f up Jghf up 12 hf 5 ( a)
+ ' h h + h
dx _ _l _ f a f _
( H )Cl =u . gha > Lla ‘\g H D rreeeeneeeeces (4.8-b)
. s fca:
Também por ser ha hf’ fica
dx | dx
(E)f > W > (a)a .......................................... (4.8-c)
Por outra parte, aquele campo de caracteristicas que ndo se interceptam
numa descontinuidade, tem suas trajetérias interrompidas pela mesma. Pode-se

interpretar que essas trajetérias s@c "refratadas” na descontinuidade,
significando uma rapida variacio em sua declividade ou velocidade de

propagacgdo para as pequenas perturbag¢des.
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4.1.1.Campo de trajetérias caracteristicas das ondas positivas e negativas

0 campo de trajetérias caracteristicas das ondas positivas e negativas
pode-se analisar estudando a variac&o da declividade das linhas
caracteristicas no sentido do eixo x e no sentido das diregdes
caracteristicas. A primeira variaglo de declividade, em relacdo aos ejxos
x—-t, serve para analisar se o campo é convergente ou divergente. Com esse
fim empregam-se as equagdes (4.1-a,b) sem os termo da direita, para um canal
sem declividade nem atrito.

As celeridades de pequenas perturbagdes no planc x-t, para este sistema
g%)i = (uzce).

A variagdo com relagdo ao eixo x dessas declividades, para um tempo fixo

segundo a expressdo (3.13) sdo: (

qualquer, caracteriza o campo de trajetérias dos tipos de onda, por ser
convergente para as ondas positivas e divergente para as ondas negativas.

Assim tem-se:

() = (uzo) =%we) B, e oh
dx 9x
Pelo fato de ter—se duas direc¢des caracteristicas, analisa-se o campo de
uma ou outra segundo o sentido de deslocamento da onda. Isto pelo ja
comentado no item anterior em reiagdo a qual das caracteristicas, C+ ou C—,
sdo as gque se interceptam numa descontinuidade. O campo de trajetérias
caracteristicas de interesse é o correspondente as C+ quando a mesma
desloca-se para jusante por serem elas as que transportam a informagao, e c
quando a onda desloca-se para montante pela mesma razao. 0 anterior é valido
no tempo anterior a uma descontinuidade se desenvolver no caso das ondas
positivas. Nas fig. 4.2-(a), (b), (c) e (d), sdo apresentadas os quatro
casos possiveis de deslocamento de ondas positivas ou negativas num canal.
A variac8o da declividade de uma linha caracteristica em seu percurso ¢
obtido considerando a variacdo de (utc) nas direcdes caracteristicas. Assim

+
para as C , tem-se:

d(u+c) du dc

at at * ‘“*C’_ T (“*C) ax
du du u 1 h h doh

= g oh S P .10
5t T Usx [a 8x+cax]' (4.10)
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fig. 4.2-(a) Onda positiva deslocando-se para jusante,

(b) para montante, (c) onda negativa deslocando-se para Jjusante e

(d) para montante.

32



3h du
N e M 4e {4.1-a} e (4.1-b) e reorganizando-se resulta,

Subtituindo 31 3t

dlurc) _ g (¢ du _ oh
dt 2 g dx dx

Para as € a mesma expressio fica:

dlu-e) _ _ g [cdu dh
dt 2 | gdx dx

As expressdes (4.9), (4.11) e (4.12) sdo usadas para estudar a configuracdo do
campo de trajetdrias caracteristicas dos quatro casos de ondas apresentados na

fig. 4.2.

casc 1: onda positiva deslocando-se para jusante, fig. 4.2-(a). Da expressao
4.9 analisa-se o campo das ct. Neste caso g% < 0, g§< 0, porém (u + C)x <
0. Isto significa que a declividade das C+ aumenta na diregdo do semi-eixo

positivo x, definindo o campo de trajetérias caracteristicas como convergente,

fato que caracteriza uma onda positiva. Da equacgdo (4.12), para as C_,
tem-se que g%u—c)> 0, significando que a declividade das C diminui com o

tempo, representando linhas céncavas.

cano 2: onda positiva deslocando-se para montante, fig. 4.2-(b). Na equagédo
(4.5) analisam-se as C . Assim, du < 0, §E> 0, porém (u - c)_ < 0. Isto
ax ax X :

mostra que a declividade das C aumenta com o aumento de x, definindo o campo
das C como convergente. Observa-se que no caso de uma onda positiva as
trajetérias caracteristicas que se interceptam no "shock”, uma vez este

desenvolvido, serdo as C+ ou as C dependendo do sentido de seu deslocamento.
Da equagéo (4.11) tem-se g%U+C) < 0, expressando um aumento da declividade,

+ A : o
para qualquer C , com o aumento do tempo, sendo também 1inhas cbéncavas.

cano 3:onda negativa deslocando-se para montante, fig. 4.2—(0). Da expressao
du 3h

- >
3% > 0, 5§< 0, resulta (u C)x 0, o que

indica que a declividade das C  aumenta no sentido positivo das x, sendo

(4.9) tem-se que para as ¢, sendo

portanto divergente o campo de trajetérias caracteristicas. Da equagéo
(4.11) tem-se g%U+C) > 0, sendo que diminui com o tempo a declividade de

+ 7 .
qualquer uma das £, sendo porém linhas convexas.
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caso 4: onda negativa deslocando-se para jusante, fig. 4.2-(d). Analisa-se

as €' na expressao (4.9). Assim, gg > 0, gg> 0, tem-se (u + C)x > 0
sendo divergente o campo de trajetérias caracteristicas C+ neste caso. Porém
nos caeos 3 e 4 o campo de trajetorias caracteristicas é divergente. De
(4.12) tem—-se que g%u~c) < 0, indicande que a declividade das ¢’ aumenta com o
tempo ao longo de si mesma. 0 campo das ¢’ & convexo.

Nos casos 1 e 2 o campo de caracteristicas é convergente, caracterizando
uma onda positiva. Nos canos 3 e 4 ocorre o contrario, indicando que uma

onda negativa dissipa-se quando o tempo evolui.

4.1.2.Evolugd@o das ondas positivas e negativas

A solucdo de um problema de fluxo com equagdes ndo-homogéneas
quase=-lineares hiperbdélicas pode desenvolver descontinuidades na solugéo,
(Luskin, 1981 e Jeffrey, 1963). No entanto, num sistema quase-linear

hiperbélico homogénec sempre desenvolvem-se descontinuidades (Lax, 1973 e

Richtmeyer, 1978). Essa evoliucéo da solugdo é possivel de se analisar
utilizando (gg) ou (g;), sendo r{x,t) e s(x,t) os invariantes de Riemann,

expressdes (3.33). Com alguma variante utilizam—-se idéias propostas por
Courant e Friedrichs (1948) e Jeffrey (1967) para analisar intuitivamente o
gue poderia acontecer com as ondas & medida que evolui o tempo.

A variacdo do invariante de Riemann r{x,t) na direc&o da trajetoéria
caracteristica C+, equagdo (4.2-a), é:

%L(x,t) N gt(“+20) + (utc) g (wr2e) = g (S0 = Sf ). (4.13)

' . A +
e a celeridade da linha caracteristica correspondente C :

g% =A =u+ FghT = (U + € )i (4.14)

Para um problema no qual, como condigd&o inicial é tida uma onda
deslocando-se no eixo x para t=0, formula-se a integral do invariante de

Riemann r(x,t) ao longo de ¢’ num pequeno intervalo de tempo, para logo
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expressar gg como uma fungdo do tempo e das variagdes da velocidades e niveis
da onda com relagao a x, para t=0.

As condigdes iniciais sfo: ulx, 0) = uO(x )}, h(x, 0) = hO(x). Por ser
este um problema ndo-linear, o campo de trajetérias caracteristicas é fungdo
da solucao e esta, por sua vez, depende do anterior, o que faria necessario um
processo iterativo na integragdo das fun¢des anteriores. Portanto, os termos
da direita das expressdes (4.13) e (4.14) consideram-se constantes no
intervalo de integracao. .Assim, linearizando e integrando as expressdes

{(4.13) e (4.14) no intervalo 0-t, tem-se:

rt t

d[ ri(x,t) ] = J g[ So - S¢ ] o (4.19)

0 0

JO 0 .
"X t

dx = J QT - T B A (4.16)

0 0

Jx 0

0
que resulta em:
( u+2c ) = (u0 + 200 )+ SOOt - Sfot ............................. (4.17)
L G ) SR s S B AP (4.18)

o o

As variaveis com sub-indices 0 sdo fungdes do tipo f(x,0).

A variacédo de r(x,t) com relagdo a x & obtida por:

3(u+2c)
rix,t) =(u+2c)_ = QEO .................................. (4.19)
x X 9{
axo

Substituindo as funcdes (4.17) e (4.18) na equagdo (4.18) resulta:

2

3z 3S
: (u +2c )x é_xit 5550 t
r(x,t)x = 22X - - - — ... (4. 20)
1 + (u0+co)xot 1 + (uo+co)xot 1+ (uo+c0)xot

De (4.2-a) ofxservarse que nagueles casos NOS qQuEiS r(x,t)x torna-se
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incontornavel, a solugd&o do problema torna-se descontinua. Empregando a
expressdo (4.9) para conhecer o sinal de (u0 + Co)x’ de (4.20) deduzem-se
para quais das condigbes iniciais, onda positiva ou onda negativa, isso
ocorre.

A seguir analisam-se as evolu¢des das ondas produzidas na ruptura
instantanea de uma barragem, onda positiva deslocando-se para jusante e onda
negativa deslocando-se para montante. Considera-se So constante ao longo do

eixo x na equagdo (4.20) e segdo do canal constante.

g C = l/_(;': W

hm 9 hj Aim Y _ hj

X"

(a) (b)

fig. 4.3 (a) Onda positiva deslocando-se para jusante e (b) onda

negativa deslocando-se para montante

cano 1: onda positiva deslocando-se para jusante como condigdo inicial no

canal, fig. 4.3(a). Neste caso tem-se 2%0 < 0, ggo < 0 e pela expresséo
0 0
as
< ——f0 < 2

(4.9) (u0+200)x0 0 e axfo 0. Porém quando

as
| Cug +2e 0 | > | gzfo | (4.21)

o] o

seria de esperar que uma descontinuidade acontega na solugdo. Observa-se que

os efeitos do atrito nos contornos rigidos do canal sdo dissipativos, tendo
porém efeitos contrapostos a ndo-linearidade do fluxo, que tem tendéncia a
tornar mais abrupta a onda (Gunaratnam e Perkins, 1970). Quando (4.21) é
satisfeita, entdo de (4.20) tem-se que nos primeiros instantes (u + 2c)x < 0,
e pela expressédo (4.9) (u0 + CO) < 0, resultando que a tendéncia com o tempo é

que (u + 20)x s -, prevendo-se que uma descontinuidade poderia acontecer na

solugao.
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canoc 2: Onda negativé deslocando—se a montante, fig. 4.3-(b), como condicédo

inicial. Tem—-se g%o > 0, ggo < 0 e por expressdo (4.9), (u0+2co)x >0 e
0 0 0
ast . .
(uo+co)x > 0 e 5% o> 0. Porém a tendéncia é que o denominador aumente com o

_ 0
tempo, significando que (u + 20)x = 0, prevendo-se que a onda com o tempo se

dissipe, j& que a variagdo com relacdo a x de r(x,t) tende a anular-se.

/

4.2.So0lucdo de problemas de fluxo com descontinuidades

Apds desenvolvida uma descontinuidade na regido de definigdo da solugdo de
um problema serd necessario o emprego das equagdes diferenciais e as relages
através de descontinuidades para solucionar o mesmo. Neste item escolheu-se
como exemplo uma descontinuidade na qual se origina uma mudanga do regime de
fluxo conjuntamente com a descontinuidade, por ser este o problema para o qual
foi empregado um método de tipo "shock fitting" na parte correspondente a

solugdo numérica.

K W
ha M
—iELD- he jiL

fig. 4.4 Descontinuidade deslocando-se para jusante

Considera-se uma onda abrupta com regime supercritico desiocando-se num
fluido em repouso num canal sem declividade nem atrito, fig. 4. 4. As fungdes
area e vazdo tém um ponto de descontinuidade, mantendo-se constante nas
restantes partes do fluxo. Neste problema existe conservagdo da quantidade
de movimento linear sendo, porém, possivel de se resolver de forma algébrica.
A fig. 4.5 mostra o campo de caracteristicas para o mesmo. Tém-se dois

- ) . dx i
campos de linhas caracteristicas, C+ e £, as quais sao (af)l 2 >0 na zona de
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ca s dx, . dx
fluxo supercritico e (af)1>0’ (a?

: - . . + -
Numa descontinuidade interceptam-se as caracteristicas C ou C segundo esta

)2<0 na zona de fluxo subcritico.
se movimenta para jusante ou para montante, respectijvamente. As trajetodrias

caracteristicas que ndo se interceptam na descontinuidade s3o céncavas ou tém

nela uma mudanga brusca de suas declividades.

Supercritico

IIT

Subcritico

4

4 X

fig. 4.5 Campo de trajetdérias caracteristicas para uma

frente abrupta movimentando-se para jusante

Agquelas linhas caracteristicas que se interceptam na descontinuidade tém
sua origem num contorno, no entanto, o segundo campo terd linhas
caracteristicas que surgem na descontinuidades sendo, porém, necessario dar
uma condigdo de contorno nela. Essa condigdo serd a informagao levada de um
para o outro lado da descontinuidade através das relagbes de Rankine-Hugoniot,
expressdes (3.41) ou (3.43). Da mesma forma que o caso geral, tem-se uma
condigdo de contorno para cada caracteristica que ingressa na regido de
defini¢do da solugdo no plano x-t. As setas na fig. 4.6 indicam o sentido

no qual é levada a informag8o através de uma descontinuidade.
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Descontinuidade
montante /

Subcritico/
/

Supercritico

Descontinuidade
a jusante

e

Subcritico Supercritico

Linhas caracteristicas

e — —— — Trajetéria de uma particula

fig. 4.6 Sentido no qual a informacdo é transportada

através de uma descontinuidade

Portanto, baseado no campo de trajetérias caracteristicas, é possivel
separar em trés zonas o plano x-t, segundo a forma de se achar a solucgdo:
zonas I, Il e III, fig. 4.5. Nas zonas I e III a solugdo é calculada a
partir de informag¢des nos contornos do plano x-t. Para o ponto genérico L da

zona I, para um canal sem declividade nem atrito, das equagdes (4.2-a,b)

tem-se:

u - ZCL =uy - 201 ................................................. (4.22)

up + 20L = u, + 202 ................................................. (4.23)

nas quais u], u2, ) € Cy, sd&o conhecidos. Sendo duas as caracteristicas qgue

ingressam no dominio da solucdo, sdoc duas as condi¢des dadas em (x=0,t). Para

um ponto genérico M da zona III tem—se:
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e outra vez u u c, e c, s&o conhecidos.
3 74 73 4
A zona II, ao contrario das outras duas zonas, é solucionada com a
informagcd&o de um contorno fixo mais a informagdo através da descontinuidade ou
contorno mével. Para calcular a solugdo num ponto P da zona II, previamente

€ necessario conhecer a solugdoc na vizinhanca da descontinuidade a montante,

no ponto K. Neste caso, tém-se como incdgnitas Uy, Cp © W. As equagdes sao
(3.43-a), (3.43-b) e (4.2-a) para a caracteristica c’ que passa pelos pontos 1
e K. Porém a solugdo nele ndo s6 depende das condigdes de montante, mas

também de jusante, que & ¢ lado contrario da descontinuidade, isto por ser W >

u-¢ para essa zona, neste caso.

Assim, eliminando W de (3.43-a) e (3.43-b) fica o seguinte sistema de

equacgdes:
up ¥ 2cK =uy o+ 201 ................................................. (4.26)
2 2 2
_ _ 2 h™ g, _ 2 _ hg B
[(uh)a (uh)f] —[(u h)a+(§— )f (u h)a ( )f](ha hf) ......... (4.27)

Sendo que cK= I;;; , neste caso existem duas incégnitas CK, UK e duas
equacgdes, uma das quais é ndo-linear. Isto significa que existe mais de uma
soluglo e sera, porém, necessaria uma outra condigdo para determinar qual
delas é a real. Esta condigdo é a equagdo da energia perdida na

descontinuidade, expressdo (3.49),

< K
Aﬁ
M ha
Ut h Ua
—_— f ———p

fig. 4.7 Descontinuidade deslocando-se para montante
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dE g s hgm P

— = - W |h —_— 7 = u,~ W |h e < 0 (4.28)
at g[”K ]K g[ ] """"" :
4hKhM M M 4hKhM
Portanto serd escolhida como a soluclo real, aquela para a qual a variacdo
da energia seja negativa.
Logo, para conhecer a solucdo em qualquer ponto no interior da zona II, o
procedimento € o mesmo ao empregado para as zonas I e II] por ser Jj& conhecida

a solucdo no contorno da descontinuidade, no ponto K.

fig. 4.8 Campo de trajetoéorias caracteristicas para

uma frente abrupta movimentando-se para montante

No caso da descontinuidade deslocar-se para montante, como no caso anterior
com fluxo supercritico a montante e subcritico a jusante, como é apresentado
nas fig. 4.7 e 4.8, cumpre-se o comentado anteriormente. Neste caso a
configuragdo do campo de trajetérias caracteristicas resulta igua\lao caso

anterior, com a diferenca que neste Gltimo caso a zona influenciada pela
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descontinuidade, zona II, tem fluxo subcritico. Nas zonas I e III a solugédo
é achada com base nas condi¢des de contorno ou condi¢des iniciais. Na regido
da zona II a solug@o é achada com base nas diregdes caracteristicas negativas
da zona subcritica e as relagles através das descontinuidades, sendo que a
montante da descontinuidade a solucdo é conhecida. Neste caso, as
trajetérias caracteristicas que ingressam na zona Il sdo as C+. Assim, para
calcular a solugdo no ponto K das fig. 4.7 e 4.8 sdo empregadas as equagdes
(3.43-a) e (3.43-b) mais a equacdo (4.2-b) para a trajetéria caracteristica C
que passa pelos os pontos 1 e K, sendo que a solucdo é conhecida no ponto M.
Também neste caso tem-se mais de uma solugdo e, portanto, é& necessario a

condig8o (3.47) ou (3.49) para definir qual é a solugdo real.

4,3.Problema de ruptura total e instantéanea de barragem

Este é um dos problemas classicos mais estudados de ondas abruptas. 0
problema de ruptura total e instanté&neo de barragem refere-se a solugdo do
fluxo ocasionado pelo desaparecimento sibito de uma barreira que separa dois
estados iniciais, diferentes num canal sem declividade nem atrito, fig.
4.9(a), (b). A formulacdo do mesmo, segundo as equagdes de Saint Vénant, tem
solugdo analitica. Estas equacgdes ndo mostram exatamente o que ocorre na
realidade, j& que nos primeiros instantes o fluxo apresenta caracteristicas
muito complexas mas, fornecem muita informagdo necessaria na pratica.

Este problema teérico de ruptura total e instantanea de barragem, ou
problema de Riemann, apresenta as caracteristicas mais importantes do
escoamento deste fendémeno. O deslocameno de uma onda negativa para montante
no reservatério e uma onda positiva para jusante no vale de inundagao. Esta
Ultima pode, ou ndo, produzir mudanga no regime de fluxo de subcritico para
supercritico dependendo da re]agéo1 dos niveis nos dois lados da barreira, no
estado inicial.

A fig. 4.9-(b) apresenta o campo de trajetérias caracteristicas. Este

permite definir uma zona 1 de fluxo ndo perturbade no reservatério a montante

Sendo h0 o nivel inicial a jusante da barreira e h1 a montante da mesma,

quando hO/h1 < 0.133 existird mudanGa de regime de fluxo.
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da onda negativa, uma zona 0 de fluxo ndo perturbado a jusante da onda

positiva, que se desloca para jusante.

A onda positiva define uma zona 2, a

montante da frente abrupta, com velocidade e niveis constantes.

destes estados estdo relacionados pelas equagdes (3.43-a,b).

Um e outro

A zonal e 2

estdo unidas pela zona 3 que corresponde a onda negativa que se desloca no

reservatério.

U2

he

ho

Uo

(a)

(b)

fig 4.9 (a) Esquema tedérico do problema de ruptura total e

(b) campo de

instantanea para um tempo determinado,

trajetérias caracteristicas
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Em cada zona de fluxo a solugdc analitica é achada de forma diferente. As
zonas 1 e 0 tém solugdes conhecidas por serem ambas condic¢des iniciais. Na
zona 2 a solugdo é calculada usando as relacgdes através de descontinuidades
(3.43-a,b) e empregando uma trajetéria caracteristica C+ da zona 1, similar ao
comentado no item 4.2. Na zona 3 a solugdo é calculada com base do estado na
zona 1 com as equagdes da onda centrada ou onda negativa.

A forma de expor a solucgdo corresponde a Stoker (1957), a qual é uma
apresentacdo analitica conveniente que emprega fungdes possiveis de se
graficar, oferecendo a solugdo grafica de um problema de forma rapida. As
relacdes através das descontinuidades (3.43-a) e (3.43-b), em fungéo da

celeridade de pequenas perturbagdes, sé&o:

_ 2 2 _
W ( c, - <5 ) = u, ¢, Uy Cormnrmnnrrnnsrnnainani e (4.29-a)
c 7
2,2 2 %% 2 2 °2 _
W ( u, o - U, c2) =u e+ : u, C, 5 ........................ (4.29-b)

Para o caso de u0=0, eliminando ¢y de (4.29-a) e (4.289-b) e

reorganizando-se, resultia a expressao:

. W s . =
Considerando ( p ) como variavel independente nesta fungdoc, tem-se:
0

~

2. _ . 20 1+J1+8(‘i/)2 ............................ (4.31)
CO c W c

De outro lado, eliminanado U, de (4.29-a) e (4.29-b) & obtida:

o \ 1/2
i R I e I (4.32)
c 2 c
0
+
Além do mais, uma das trajetérias caracteristicas C na zona 3 parte da
zona 1 com solucgéao conhecida,-u1=0, h]' Porém, a invariante de Riemann para
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a mesma é:

sendo que u, e ¢, sdo velocidade e celeridade de pequenas perturbac¢des na zona

3 3
3. As trajetérias caracteristicas € desta zona tem velocidade:

De (4.33) e (4.34) tem-se a solucdo para a zona 3, sendo:

£ 2
1 r x
h3(x,t) 5 | 2 ¢ T para t > 0..cieriiiiieaiiiiiinnnann. (4.35)
ety =L [oe- X para t > 0 (4.36)
3 H 3 L 1 t ] sy MA@ AL 7 Vesasssssscccsscssennrsassana
h,(x,t) = 2 ( c, + % ] para t > 0 (4.37)
3 b 3 L ] t J y Al A L 7 Ueieescessseccrsnnsnnsscsaanss .

Quando a zona 3 inclui o eixo t, h3(0,t), 03(0,t), u3(0,t) sdo constantes e

independentes do tempo, sendo:

2 c = U (0, ) e (4.38)

1
cg(0.1) = 3 1 3

que ¢ a condigdo de fluxo critico para o ponto original da barreira.

De outro lado as C+, fig. 4.9-(b), ligam a zona 1 com a zona 2 tendo-se

portanto, que:

que & igual a,

c u c h
o b o 2 o 2 o oo (4.41)
c c
o o o ho

As funcdes (4.31), (4.32) e (4.40) s&o graficadas, fig. 4.10, permitindo
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resolver o problema na forma grafica.

determina-se graficamente ou analiticamente W/c

u2/00.

YO

Para uma condigdo inicial -

0)

da mesma forma 02/0

/

/

ﬂuzxco

+2C2/Cp)

\\

N

nNo

7

W/Cq

fig. 4.10 Solugado grafica para o problema de ruptura

total e instantanea de barragem num canal sem

declividade nem atrito ( Stoker, 1

957).
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5. MODELO NUMERICO

5.1.1.Forma discreta do sistema de equagdes divergentes de Saint Vénant

As equagdes de Saint Vénant empregadas na resolugdo numérica € o sistema em
forma divergente, equagdes (3.2) com (3.4). O método numérico de resolugdo é
o esquema numérico impiicito de quatro pontos Preissmann. A forma

generalizada desse esquema, apresentada por Lyn—-Goodwin (1987), é a seguinte:

af n+1 n n+1 n 1
;={¢{fi+1—fi+1j|+ (1-¢) [[fi - f }}E ............. (5.1)
af _ +1 n+1 1

g; = { e [ f?+1 - fi+1 ] + (1-8) [ f?+1— f?+1 ] } yRTEPEPERPRPRRE (5.2)
fzeo [¢ f'll:§+ (1-¢) f’;”]+ (1-6) [¢> f’;; + (1-¢) f’L‘] ............ (5.3)

nas qumis 6 representa o coeficiente de peso no tempo, ¢ o coeficiente de
peso no espago, Ax o incremento de comprimento, At o incremento de tempo (fig.
5.1) e f é uma fungdo de fluxo qualquer. Aplicando (5.1}, (5.2) e (5.3) a
(3.2) com (3.4) ficam as seguintes formas discretas das equagdes de Saint

Vénant, usadas na resolugdo numérica:

n+l n+1 n+1 n+1 _
FoOAT QT A 9 ) = o (5. 4-a)
EocA gt At gty e (5.4-b)

27 i i+1° Ti+l
No Anexo-Al sd3o apresentadas as equagdes (5.4-a,b), por extenso.

5.1.2.Forma discreta do sistema de equagles caracteristicas de Saint Vénant

As formas diferenciais caracteristicas das equagdes de Saint Vénant,

expressdes (3.25), para cada diregdo caracteristica na forma extensa sao:
o _ [arm ), L[[Q°- a1, g - [9+ [0 ) o -
| Jg 34 t T1A) 88| "t A Jg 34 x
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aT1 '
—[%*“ gﬁ]ql+gSoA—gASf+g12=0 ................... (5.5—a)_
a al1 Q 2 311 Q 3l
(a-de ) a ([ e &) ]oe-o- (3 e 3] o, -

—[ % + Ig g%1 ] a, + g So A -~ g ASt+ g I2=0. .0 iiieieaaan.. (5.5-b)

nas quais Ax’ A, Ox e Ot representam as variagdes da area 4 e vazao @ em

t
relagdo aos eixos coordenados ortogonais x-t.

1A
(1-d)ax
QQL* 4
1n+1 )__ . l"
T_ . (1-©)At
j[ ont
"
——
Xj Xj+1 ?

fig. 5.1.Critério de discretizacao do esquema

generalizado de Preissmann.

Considerando as seguintes fun¢des, para maior simplicidade:

2
_ (o _ [ 3 _[{Q)° (. am _
o = [G-desi | oo [[f) -[e5)] s
Substituindo (5.6) em (5.5-a,b), resulta:

GIA + G G0 -G + gSoA - gASf + gI2 = 0........... (5.7-a)

¢ Gy~ 0p ~ G50, - Gaq

G3At + G2Ax - Ot - GIOx - 63ql + gSoA - gASf + gl2 = 0........... (5.7-b)

As expressdes (5.7-a,b) sdo discretizadas segundo o esquema de Preissmann,
expressdes (5.1) e (5.2) para as derivadas Ax’ At’ Ox’ Qt e expressdo (5.3)
para as fungdes GI’ 62, G3, etc., resultando:
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n+1 n+1 n+1] n+1 ) =

FoOA, Q07 A g, 00,0 ) = 0c (5.8-a)
n+1 n+1 n+l n+l, _
F2(Ai ) Qi PR Oi+1) ST -...(5.8-b)

que sao as fprmas discretas das equa¢des diferenciais caracteristicas de Saint
Vénant e, sdao incluidas no ANEX0O-AZ2 por extenso.

Estas expresstes sdo empregadas atras de uma descontinuidade de forma
totalmente implicita, como é comentado no item 5.3.

E conhecido o fato das equagdes diferenciais caracteristicas expressarem as
derivadas das variaveis, A e 0 neste caso, na diregdo das diregdes
caracteristicas. Mas, dado que a malha de diferengas finitas esta
referenciada aos eixos x-1 observa-se a conveniéncia da discretizag¢do com

relagdo a esses eixos.

5.2.Resolugdo do sistema de equagdes discretizadas

+
Na resolucdo das expressdes (5.4) para achar as incégnitas A?+1, Q? 1,
A?:%, O?:i, emprega-se o método de Newton. E comentado, de forma geral, a

resolugdo com uma ou mais de uma iteracgdo e a resolugdo de fluxo subcritico e
supercritico; por serem todas elas opgdes de cadlculo usadas na resolugao
numérica dos testes apresentados no item 6.

Expandindo por Taylor até os termos de primeira ordem as Fi das expressodes

(5.4) tem-se:
F’:*; = Y A F (5.9)

1,2 1,2

sendo AF1 igual a dF1 2 Assim resulta o seguinte sistema para cada

sub-trecho de canal:

que na forma extensa sao:
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n : n n
5
FL o F L OFT ga —Equ. Ly B i e TR (5.11-a)
94 Y T AR Y 80 t
i+1 i+1
n ' I n
+1 aF ,
Ao L 9F2 5 BF2 8F2 g4, + %2 4o -0, . (5.11-b)
B84 Y PRy 80 t
i+1 i+1

Considerando as derivadas parciais e funcdes em (5.11) segundo:

3
a, = oF1, b, = EL c, = oFt, d= o1 e, = - Fl...(5.12-a)
8Ai+1 8y i+1 o4 i o0 i
a; = oFz b, = L c; = oFz d = oFz2, =" F3...(5.12-b)
aAi+1 aOi+1 aAi aQi
sendo que dAizAAi’ dOi:AQi’dAi+1=AAi+1’dOi+1=AQi+1’ o sistema (5.11) resulta:
c; AAi + di AQi + a; AAi+1 + bi AQi+1 T E e (5.13-a)
Cj AAi + dj AQt + aj AAi+] + bj AQi+] = ej ........................ (5.13-b)
As expressfes (5.12) sdo apresentadas de forma completa no Anexo-Al. No

) = . L X 1
ANEXO-B é apresentada uma demonstracdo sobre a equivaléncia de Preissmann
lTinear com uma jteragdo do método de Newton, para uma fungdo simples.
Na simulagdo de escoamento num trecho de rio ou canal ficam duas expressdes

para cada sub-trecho, mais duas expressdes do seguinte tipo como condigdes de

contorno,
n+1 n, aF; aF)
FOl = Fo + 8F, = F, + 2kl dA, + “Th1 dQ, = Oeeeennaennnn, (5.14-a)
k1 K1 K1 = k1 1 1
84, 80,

De (5.12) e (5.13) € possivel observar a equivaléncia de uma iteraGdo do
método de resoluG3o de Newton com a forma proposta na literatura (lLiggett e
Cunge, 1975) para calcular a soluGdo do sistema formado por (5.4) para o caso

linear, geralmente denominado m&todo de Preissmann Llinear.
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n+l_ n _ n éFn aF" _
sz = FK2 + AFKZ = Fk2 + —k2 dA2 + —k2 d02 e (5.14-b)
84, 8q,

Empregando igual notag¢do das expressdes acima, resulta:

ck1 AAI + dkl AQI s <7 (5.15-a)

1]
®
=

ck2 AA2 + dk2 A02
Para regime subcritico, a expressdo (5.15-a) corresponde ao limite de

montante e (5.15fb) ao limite de jusante. Portanto, tem-se um sistema de

NL+2 equagbes lineares a ser resolvido, onde NL é o nUmero de sub-trechos do

canal, como é expressado em (5.16).

cky  dky ' A4, ek,
c d. . e
i i i i i
c d a. =le, |eeu..... (5.16)
J J J J J
i ck2 dk2_ i AO2 ] -ékg |

No sistema (5.16), 1 e 2 referem-se as segdes de montante e jusante do
trecho de translado. As equagdes sdo lineares devido aos coeficientes serem
avaliados no tempo ou na iteragdo anterior.

Para regime supercritico resolve-se um sistema de quatro equagdes para cada
sub-trecho, comegando no limite de montante. Neste caso as expressdes
(5.15-a,b) sdo duas condig¢des de contorno dadas no extremo de montante de cada
sub-trecho.

Quando é feita mais de uma iteragdo, para regime subcritico ou supercritico

: ~ s - . s o n+1 n+l  n+l
-denominada resolugdo iterada ou ndo-linear- as variaveis Ai , Q. , A

i i+1’
]
Q?:i atualizam-se em cada iteracdo (k) do seguinte modo:
k k-1
[ Pt ] = [ Pl ] b A e (5.17)
s . = - PP n+l n+1 n+l n+1
Na primeira iteragéo ;k—]) iS 1nczgn1£as Ai+1’ Oi+1' Ai , Oi
consideram-se iguais a Ai+1’ Oi+1’ Ai’ Oi’ respectivamente.

0 processo iterativo repete-se até satisfazer uma condig@o de convergéncia
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do seguinte tipo:

| 84 | < e A fee (5.18)
[ 80 | < e Qoo (5.19)
I S S (5.20)

sendo Amin e Qmin a minima area e a minima vazdo no canal no tempo (n)At e, ¢

e { sdo tomados préximos a 0.01.

5.3.S0tugdo numérica de descontinuidades

Na solugdo numérica de uma descontinuidade na qual ocorre mudanga de
regime, localiza-se a mesma solucionando-se o fluxo em ambos lados, para logo
unir estes com as relagdes através das descontinuidades mais a equagao de uma
caracteristica no sub-trecho atras da descontinuidade, como foi comentado no
capitulo 4. A equacdo empregada é a C+ quando a descontinuidade movimenta-se
para Jjusante e a c guando a mesma movimenta-se para montante, denominado como
método de tipo "shock fitting". Nos casos de simulagdo de descontinuidade
sem mudanga de regime, a solugdo é calculada diretamente sem localizar a
mesma, fazendo uso do cardter dissipativo do esguema numérico de Preissmann, o
que € denominado "through methods”.

0 método de tipo "shock fitting" consiste numa separagdo "aproximada" do
trecho de tranmslado num sub-trecho com fluxo subcritico e outro com regime
supercritico. Logo é realizado o cdlculo em ambos sub-trechos em forma
separada e unidos com o calculo na descontinuidade. Por Ultimo, essa
separacdo "aproximada" é verificada e o calculo é refeito, se necessario.

Com este fim, antes de realizar o calcuio no tempo (n+1)At, calcula-se a
posicdo aproximada da descontinuidade para esse tempo em fungdao da posigao e
velocidade da mesma em (n)At. Com esse objetivo identifica-se o sub-trecho
Ax no qual ocorre a mudanca de regime em (n)At com base no numero de Froude.

A nova posicdo é calculada com a velocidade da frente no tempo (n)At, equagédo

(3.41-a):
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na qual

respectivamente.

o & 1 indicam valores a montante e jusante da descontinuidade,

Logo a distancia percorrida pelo'shock" no At é:

/_ n+1

>

fig.5.2 Resolugdo de uma descontinuidade com mudanga de regime

suberitico para supercritico na malha de diferencas finitas

Num canal

dissipar,

considera-se,

do trecho Ax.

com atrito, caso mais geral, o "shock" terd tendéncia a se

tendo sua velocidade um decaimento. A pesar disto, na subdiviséo
como mostra a fig.5.1, a distancia AX desde o extremo a jusante

0 sub-trecho com fluxo subcritico é aquele a partir da segao

(i+1)Ax a jusante e o supercritico o correspondente a montante da segao

(i-1)Ax,

0 sub-trecho supercritico

montante.

incluindo a mesma.

&
<

resolvido com duas condigdes de contorno a

Naqueles sub-trechos Ax entre secgdes (i-3)Ax e (i-1)Ax (fig.5.1) o

calculo é realizado em forma totalmente implicita.

0 sub-trecho subcritico resolve-se calculando previamente na segdo (i+1)Ax

a 4rea ou a vazdo, usando o esquema explicito difusivo.

Este calculo

baseia-se no fato, ja visto no capitulo 4, da solugdo na frente de um "shock"

no tempo

Isto exige que seja verificada a condigdo de Courant nesse extremo.

(n+1)At s6 depender da solugdo no tempo (n)At na frente da mesma.
Esta
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condigdo nao ¢ muito restritiva, dado que o fluxo subcritico é lento em
comparagdo ao sub-trecho supercritico.

A descontinuidade é solucionada, variaveis A e Q na segdo (i)Ax, com o
sistema formado por (5.8-a) e as relagdes de Rankine-Hugoniot (equac&es (3.41)
), todas elas em forma totalmente implicita, como & comentado a seguir.
Subtituindo (3.471-a) em (3.41-b) para eliminar W, fica o seguinte sistema de

equagbes para as duas incognitas 4 e 0 na sec¢do (i)Ax no tempo (n+1)At:

FI(AT.HI, o T TR (5.23-a)
1 i

F vl gty _ (5.23-a)
o i s i 7 T Y e . a

sendo (5.23-a) a equagdo caracteristica C+, no sub-trecho Ax atras da
descontinuidade. A mesma é discretizada pelo esquema de Preissmann, segundo
comentado no item 5.1.2. A expressdo (5.23-b) é a relagdo através de uma

descontinuidade, que resulta de eliminar W das expressdes (3.41), aplicada

entre as segles (i)Ax e (i+1)Ax. A mesma é apresentada por extenso no
ANEXO0-A3. O mesmo & um sistema ndo-linear, o qual é resolvido pelo método de
Newton. Embora, na maioria dos casos, a solucdo converge a solugéo real, é

empregada a expressido da energia perdida através de uma descontinuidade,
inequacdo (3.47), para verificar a convergéncia. Caso isso ndo ocorra, sao
mudados os valores iniciais para A?+1,O?+1 no método de Newton até achar a
solugdo apropriada.

Completado o calculo no tempo (n+1)At para todo o trecho, é verificado se a
secdo atrés da descontinuidade tem fluxo supercritico. Caso isso ndo se
verifique, a posicdo de descontinuidade é transladada para montante um Ax e o
cadlculo é refeito.

Na realizacdo da separagdo dos sub-trechos com diferentes tipos de regime
de fluxo, empregando o nUmero de Froude, e devido a problemas de oscilagdes
atras de uma descontinuidade, como ocorre em alguns casos , considera-se o

critérioc gque os nuUmeros de Froude, nos sub-trechos subcriticos, cumpram a

seguinte condigdo:

e os correspondentes ao sub-trecho supercritico a seguinte:
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S B D (5.25)

nas quais usam-se valores de £ no intervalo, 0.01 < £ < 0.10, dependendo do
caso. ‘

Também, no cadlculo da velocidade da frente abrupta, express&o (5.21) e, com
o objetivo de salvar os possiveis erros por oscilagdes e pelo fato da
descontinuidade abranger mais de um sub-trecho Ax, as vazdes (o,1 e areas 4o, 1
s30 calculadas como valores médios em duas ou mais seg¢des, a montante e
jusante da mesma, respectivamente, quando necessario.

Quando um sub-trecho de fluxo supercritico tem um sub-trecho subcritico a
jusante e outro a montante, existem duas mudangas de regime, ocorrendo uma
delas numa onda negativa . Neste Ultimo caso ndo existe descontinuidade como
no caso de uma frente abrupta e, a mudanga de regime é gradual. A solugéo de
trechos de fluxo com este tipo de mudanca é feita dividindo o trecho nos
sub-trechos subcriticos e supercriticos, com base nos numeros de Froude, no
tempo (n)At, fazendo o calculo em ambos sub—-trechos sem iterar, caso a mudanga
no tempo (n+1)At seja diferente a calculada.

A solugdo no sub-trecho subcritico realiza-se com a condigdo de fluxo
critico na segd&o no extremo de jusante. E conhecido o fato da necessidade de
ingressar informacdo nos dois contornos, a montante e jusante, na solugdo de
fluxo subcritico. Existem duas situagdes: fluxo uniforme e fluxo critico no
extremo a jusante, nesse regime de fluxo, nas quais a solugdo é calculada soé
em fungdo da informag&o que ingressa de montante. No primeiro caso, porque
existe auséncia de informacido deslocando-se para montante e, no segundo,
porque existe impossibilidade que essa informagdo se desloque para montante.
Portanto, ao resolver o sistema de equagbes, é necessario substituir essa
falta de informaclo por uma equacgdc valida na Gltima éegéo a montante que,

para o caso de fluxo critico, é:

EBypadiimtto-se em série de Taylar Fk resulta:

F:+1=F2 + AFk=I'JI: + % aa + % ag =



=-e + cC A+ d o AQ = O e iiiiiiiaiaresieananan (5.27)

k2 k2 k2
sendio:
o 2
a 20b b
oF 3b 3b AF n
c. == [_-V_J, d, =—tk=——p, e, =F ={g———1} ........ (5.28)
k2 84 gA3 A OA k2 30 gA3 k2 'k gA3

que sera a equagao usada no extremo a jusante do sub-trecho subcritico.
Logo o sub-trecho supercritico a jusante deste é resolvido com as duas
condigBes de contorno a montante a partir da Gltima secdo do sub-trecho

subcritico.

5.4.Estabilidade, consisténcia e convergéncia do esquema de Preissmann

Um método numérico necessita respeitar as propriedades de consisténcia,
estabilidade e convergéncia. Verifica-se a propriedade de consisténcia de
uma equacado em diferengas com a equagao diferencial que aproxima quando a
equagao de diferengas tende a equagdo diferencial no limite de Ax = 0, At = O.

A estabilidade local de uma equagao em diferengas é satisfeita quando o
coeficiente de amplificagao dos erros numéricos de uma camada de tempo para
outro é sempre menor que 1.0 (Leendertse, 1967). Logo, deve verificar-se se
essa propriedade é satisfeita em todo o dominioc da solugdo, para que a mesma
se ja estavel. Por Ultimo, se verifica a convergéncia da solugdo de uma
equagdo em forma discreta a solugdo da equagdo em forma contfinua, quando a
primeira aproxima a segunda.

As propriedades do esquema de Preissmann sdo amplamente apresentadas na
literatura em Fread (1975), Evans (1978}, Ponce-Simons (1977),
Ponce-Indlekofer-Simons (1978 e 1979), Lyn-Goodwin (1987) e Samuels-Skeels
{1990). Na fig. 5.3 sdo apresentados os resultados do trabalho de Lyn e
Goodwin.

A maior parte destes trabalhos estdo limitados ao caso de fluxo subcritico;
s6é no estudo realizado por Evans sdo apresentados graficos de erros numéricos
em fungdo de numeros de Froude maior que 1.0 -caso de fluxo supercritico. Os

problemas envolvidos na soluc8o numérica com Preissmann de fluxo supercritico,
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como sdo os de fiuxo super-rapido, fluxo rapido, fluxo calmo e aparigdo de
ondas rodantes, sdo menos estudados, pelas razdes débvias, que os mesmos sdo

casos pouco frequentes na natureza.

1.0
&=
Cre——=2 o2, +cr('s, - ©)
/5 ®
CONDICTNLMENTE | INCONDICKINSLIMENTE
o ESTAVEL ESTAVEL
0.5
1 1 ¢“ﬂ@
d</p+Cr{'/,- @) Crs.T___
/5—8
INCONDICIONALMENTE { CONDICIONALMENTE
INSTAVEL ESTAVEL
0.0
0.0 0.5 1.0
¢

fig. 5.3 Regido de estabilidade para o esquema de
Preissmann no plano 6-¢ (Lyn-Goodwin, 1987)

A resolucdo de fluxo supercritico com esquemas implicitos, caso o esquema
de Preissmann para @ > 0.5, é pouco frequente na literatura. Samuels e
Skeels, em seu trabalho, expressam, sem dar justificativa disso, que o método
de Preissmann ndo é possivel de ser usado em fluxo supercritico. Neste
estudo foi empregado o método de Preissmann para fluxo subcritico e
supercritico com numeros de Froude = 1.5 e critério de Vedernikov = 1.0
(Ghambarian, 1965) para satisfazer a condigdo imposta, a mais, na analise de
Samuels e Skeels. No entanto, em relacdo a esta ultima condigdo do critério
de Vedernikov, Ghambarian encontrou experimentalmente que, além das
caracteristicas do fluxo, importam as caracteristicas fisicas como o
comprimento do canal, entre outras, para que se originem instabilidades

fisicas, como é o caso das ondas rodantes.



6. RESULTADOS

6.1.0bjetivos e limitagdes dos testes numéricos

Uma certa variedade de casos de ondas abruptas foram simulados com o
objetivo de observar o grau de aplicabilidade para simular casos reais,
precisdo e robustez da metodoiogia usada neste estudo para solucionar
descontinuidades. Por metodoiogia, refere~-se as particularidades no uso do
método tipo "shock fitting”, com o esquema numérico de Preissmann no calculo
de escoamento de ondas abruptas com e sem mudanca no regime de fluxo, e ndo
aos métodos em si que s&o de conhecida eficacia, difusdo e uso na hidraulica
computacional.

Os testes numéricos feitos sdo de dois tipos: problemas de ondas abruptas
num canal largo de secé&o transversal retangular sem declividade nem atrito -os
quais tém solugdo algébrica—- e testes experimentais de laboratério
-pertencentes & Waterways Experiment Stations do Corps of Engineers dos EUA.
Os casos de mudanga de regime de fluxo sdo exemplos simples, nos quais a mesma
ocorre em forma clara, abrangendo uns poucos Ax da malha de diferengas
finitas, com numeros de Froude que variam de 0.20 a 1.40.

Além dos dois tipos de testes comentados foram solucionados exemplos de
ondas senoidais num canal largo para observar os efeitos da solugdo linear e

néo—Hnear1 sobre diferentes discretizacdes espaciais.
6.2.0nda senoidal num canal com atrito e declividade

0 teste tem por objetivo comparar os tipos de erros produzidos pela maior
ou menor discretizagdo espacial frente aos correspondentes a solugédo iterada e
nao~iterada. Ndo sao comparados os valores absolutos de tais erros, por

serem os mesmos fun¢do do comprimento da onda; e sim o tipo de deformagdo que

Nos comentdrios dos resultados denomina-se soluG&o linear aquela calculada
com uma iteraG&o do método de Newton e soluG8o iterada, comumente denominada
soluG8o "ndo-linear", aquela calculada com as iteraGDes necessdrias para

satisfazer uma condiG3o de converg€ncia determinada.
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uma onda sencidal sofre no deslocamento, num canal, ao variar a discretizaQSo
espacial ou o nUmero de itera¢des da solucdo numérica.

0 canal considerado tem segdo retangular, largura de 200 metros,
declividade de 0.001 m/m e coeficiente de rugosidade de Manning igual a 0.030,
correspondendo fluxo subcritico em regime uniforme. Foram empregados valores
constantes para os coeficientes de peso, 8 = 0.55 e ¢ = 0.50, do esquema
numérico de Preissmann.

A condicdo de contorno a montante é uma onda senoidal de periodo 6182
segundos, altura de 2 metros e semi-comprimento de 23400. metros.

Com o proposito de verificar a validade das equagdes de Saint Vénant para
esse comprimento e tirante de onda, e assim garantir a boa representagdo, por
parte do modelo, do que ocorre fisicamente, foram escolhidos os mesmos para um
nuamero de Ursell suficientemente maior que 1.0 (Bosco, 1989 e Ursell, 1953).

No teste empregaram-se trés discretizacdes diferentes de (Ax, At) = (250,
75), (500, 150) e (1000, 300) em metros e segundos, respectivamente. Foi
conservado o numero de Courant constante, aproximadamente igual a 2.3, para os
seguintes valores de discretizacdo da onda L/Ax = 90, 50, 30.

Na fig. 6.1 é apresentada a onda no extremo a montante e a solugdc numérica
em duas segles a jusante a 5 e 10 km, para os casos de solugdo iterada e
linear. No desliocamento ao longo do canal a onda sofre uma atenuacgéao,
devida a efeitos dissipativos do atrito. A solucdo linear apresenta um maior
erro de atenuagdo que a solugdo iterada e um maior erro por dispersdo,
produzindo um adiantamento da mesma. Assim, a solugado linear torna a onda
mais abrupta, dissipando sua amplitude. Os efeitos ndo lineares
preponderantes, neste caso, tem tendéncia a dissipar a onda por causa do
atrito nas paredes. Dado que a solugdo linear elimina esses efeitos da nao
linearidade, a onda resultante da solugdo linear é mais abrupta. Uma
situacdo oposta ocorre quando os efeitos n&o lineares preponderantes tem a
tendéncia a empontar a onda, como é o caso da ndo linearidade do termo
convectivo.

Nas figuras 6.2 e 6.3 sdo apresentadas as solugdes numéricas em duas segdes
a 5 e 10 km respectivamente, para as trés discretizagdes L/Ax = 30, 50, 30.
Neste caso, a menor discretizagdo provoca um erro na amplitude da onda,
originando uma amplificagdo. Comparande qualitativamente os erros provocados
pela solugdo linear fig. 6.1, dos ocasionados pela menor discretizagéo

espacial ou maiores valores de Ax, fig. 6.2 e 6.3, observa-se a diferenga do
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carater de ambos pela desigual deformagdo da solugao numérica da onda.

4

= contorne montante

™

iterada

iterada

linear

linear
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1 6
tenpo (int 380 seg)
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21

fig 6.1. Solugdo numérica de uma onda senoidal num canal com

declividade e atrito para trés segdes; a 0, 5 e 10 km a jusante.
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fig.6.2. Soluc&o numérica de uma onda senoidal num

canal, com declividade e atrito, para trés diferentes

discretizacdes At=75, 150 e 300 segundos.
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Figura 6.3. Solugdo numérica de uma onda senoidal num canal com
declividade e atrito para trés diferentes discretizagdes,

L/Ax = 90, 50 e 30 e, para uma secado 10 km a jusante.
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Figura 6.4 Comparacdo da solugdo numérica de uma onda senoidal
para uma menor discretizagdo em forma iterada com uma maior

discreticdo em forma linear.
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A figura 6.4 apresenta a comparagdo das solugdes numéricas iteradas, com
discretizacdo Ax=500 m e At=150 seg, com a solugdo linear com discretizagao
Ax=250 m e At=75 seg.

Dos resultados destes teste para a solugdo numérica de uma onda senoidal é
possivel concluir que, os erros numéricos originados numa solugdo linear ndo
s&o qualitativamente equivaientes aos provocados numa menor discretizagdo. As
deformacdes da soluglo numérica da onda senoidal sdo diferentes.

Na fig 6.5 apresenta-se a solugdo numérica de uma onda senoidal em trés
secdes de um canal sem rugosidade nem atrito; é possivel observar que, devido
a ndo existéncia de termos dissipativos causados pelo atrito nos contornos, os
termos ndo-1lineares do modelo originam um perfil com maior declividade na
frente da onda. Igualmente, que para o caso da onda anterior, verificou-se
que o numero de Ursell seja suficientemente maior a 1.0, verificando-se assim,
a validez das equac¢des de Saint Vénant. Porém, na escala dessas equagles, a
solugdo mostra como fisicamente é gerada uma descontinuidade numa onda
positiva, fato conhecido devido a efeitos ndo-lineares do termo convectivo das

forgas de inércia.

200

Wi

4508

1 [ 11 16 21
tempo ( int 386 segd

fig 6.5.Solucdo numérica numa onda senoidal num canal sem

declividade nem atrito, para trés secdes a 0, 8 e 16 km a Jjusante.
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6.3.Problema de ruptura total e instantanea de barragem

O presente teste tem por objetivo apresentar as caracteristicas da solucgao
numérica e analitica do pEob]ema de ruptura total e instantantanea de uma
barragem. Na fig. 6.6 é apresentado o perfil de niveis para o tempo de 240
segundos, num canal de 200 metros de largura e com discretizag&o de Ax=100
metros e At=6 segundos. Isto para as condi¢des iniciais de h0=2 metros e
h1=10 metros, a um e outro lado da barreira em t=0, respectivamente. A fig.
6.7 mostra as vazdes ao longo do canal para este exemplo.

Na fig. 6.6 resultam claras as diferentes zonas de fluxo nao perturbado na
frente da onda positiva e atras da onda negativa, o estado constante a
montante da descontinuidade e a onda negativa deslocando-se para montante

atras deste Gltimo.

= sol anal
Para 2480 seg

+ sol numn

1 16 31 46 61 76
comprimento (sub-trechos 188 mn)

fig. 6.6. Niveis ao longo do canal para o problema de ruptura

total e instantanea de barragem
A solugdo numérica com o esquema de Preissmann para valores ho/hl > 0.133

ndoc apresenta problemas. Para valores de ho/hl =< 0.133, caso para o qual

surge um trecho com regime supercritico na onda positiva, manifestaram-se
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instabilidades na SO]UQ&O.' Para este caso tentou-se, sem éxito, (a) o método
de tipo "shock fitting" comentado no capitulo 6 e (b) e considerando um trecho
dnico, especificando condigdes de contorno nos dois extremos com valores
constantes de niveis e vazdes nulas.

Foi testado, também, para o problema de ruptura total de barragem, a
simutagdo com um tirante minimoc de agua como estado inicial na frente da
represa. Com este proposito foi aplicada a férmula de Chezy para representar
o atrito nas paredes do canal com o fim de eliminar as oscilagdes numéricas
quando o tirante de agua tende a zero (Vilas, 1985). Mas, sem éxito,

igualmente ao caso anterior.

Para 240 seg

3088

= sol anal

+ sol num

N
Lm0 e ol M L L LA LN MR L0 A N A A AR |
76

L LI A i S e S e N S S 2 2 B B 2 SN B B S M O BN B B M R B BB B B N B BN G N B 0 S B Nn B MR SN Bn SRR OB
1 16 31 46 €1
comprimento (sub-trechos 100 m)

fig.6.7. Vazdes ao longo do canal para o problema de ruptura

total e instantanea de barragem

Estes dois problemas consideram-se questdes abertas e necessarias de mais
estudo para sua solucgdo, especialmente o segundo caso, de simulag8o num canal
sem agua com diferengas finitas. Na literatura, como ja foi comentado no
capitulo 2, existem publicagdes com soluggdes para este problema. O primeiro
com o esquema numérico explicito de Mc.Cormack (Bellos e Sakkas, 1987) e o
segundo usando o esquema implicito de Preissmann (Fennema e Chaudhry, 1983).

Mas, neste dGltimo trabalho, os autores ndo ddo detathes do calculo.
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6.4.0ndas de frente abrupta com solugdo algébrica

Nestes testes sd@o apresentados resultados de simulagdo de frentes abruptas,
com e sem mudanga de regime de fluxo, deslocando-se num canal, sem declividade
nem atrito, de 200 metros de largura.

As figuras 6.8-10 apresentam vazdes ao longo do canal para dois tempos
diferentes de 100 e 200 segundos, para uma onda abrupta em regime subcritico,
com coeficientes de 6 = 0.66 e ¢ = 0.502 e numero de Courant aproximadamente
igual a 2. Na fig. 6.8 apresenta-se a simulacdo com discretizagdo Ax=30
metros e At=5 segundos. A fig 6.9 corresponde a Ax=60 metros e At=10
segundos e a fig. 6.10 para Ax=120 metros e At=20 segundos. As perdas de
massa nestas simulagdes estiveram abaixo de 1 Z. No exemplo apresentado na
fig. 6.8 a perda de massa foi de 0.44 