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RESUMO

Apresentamos o teorema de Barbosa - do Carmo, o qual caracteriza as esferas como

as Unicas superficies estdveis, com curvatura média constante, fechadas e imersas no R?
) Y )

mencionando ainda alguns resultados relacionados. Para demonstrar o referido teorema,

desenvolvemos de maneira natural uma introdugao a teoria de estabilidade de superficies.

Palavras-chaves: Caracterizacao da Esfera; Superficies Estdveis; Teorema de Barbosa -

do Carmo.
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ABSTRACT

We present the Barbosa - do Carmo theorem, which characterizes spheres as the only
closed stable constant mean curvature surfaces immersed in R?, mentioning some related
results. To demonstrate this theorem, we naturally develop an introduction to the theory

of surface stability.

Keywords: Characterization of the Sphere; Stable Surfaces; Barbosa - do Carmo’s The-

orem.
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Introducao

Superficies umbilicas sao aquelas cujas curvaturas principais sao iguais em todos os
pontos. Exemplos simples de tais superficies em R? sao a esfera e o plano. Frequentemente
em Matematica, quando surgem dificuldades de se apresentar outros exemplos, busca-se
caracterizar aqueles que sao conhecidos. Neste sentido, um resultado classico de caracte-
rizacao nos diz que se X é uma superficie umbilica conexa em R?, entdo X estd contida em
uma esfera ou em um plano.

A curvatura média de uma superficie é definida como a média das curvaturas princi-
pais. Assim, planos e esferas fazem parte de uma classe maior de objetos: superficies com
Curvatura Média Constante (CMC). Desta classe também fazem parte os cilindros, dentre
outros. O estudo de tais superficies teve inicio no século XVIII, e desde entao tem se
constituido um intenso campo de pesquisas. A definigdo de curvatura média dada aqui ja
aparece nos trabalhos de Meusnier (1776), no qual o catenoide é apresentado como outro
exemplo de superficie CMC. De fato, o catenoide e o plano possuem curvatura média nula.
Superficies com tal caracteristica sao chamadas superficies minimas.

O catenoide pode ser obtido a partir da rotacao de uma curva plana, a catendria, em
torno de um eixo fixo. A catendaria, por sua vez, é obtida como o lugar geométrico dos focos
de uma pardbola que rola tangencialmente ao longo de um eixo sem deslizar. Esta ideia
de construir superficies CMC por rotagoes de curvas planas obtidas a partir da rolagem de
conicas, no entanto, s6 foi apresentada décadas depois nos trabalhos de Delaunay (1841).
Repetindo-se a ideia da construgao da catenaria, substituindo-se a parabola por uma elipse,

obtemos uma onduldria. Se a conica usada é uma hipérbole, obtemos uma noddria. Estas



curvas sao conhecidas como as roulettes de Delaunay, e as superficies de revolucao obtidas,
chamadas nos dois 1ltimos casos de onduloides e nodoides, sao superficies CMC.

Depois dos trabalhos de Delaunay, nao foram encontrados outros exemplos de su-
perficies de curvatura média constante nao nula até algumas décadas atras. Matematicos
dos séculos XIX e XX adotaram entao a postura descrita no pardgrafo inicial. Muitos
destes resultados de caracterizagao tiveram enfoque no plano e na esfera. Destacamos
primeiramente alguns resultados de caracterizagao da esfera.

Em 1956, Hopf prova que qualquer superficie com curvatura média constante que seja
homeomorfa a uma esfera deve ser uma esfera redonda, isto é, uma esfera geodésica do
R3. Entusiasmado com tal resultado, no mesmo ano Hopf conjecturou que toda superficie
fechada (isto é, compacta e sem bordo) imersa em R? com curvatura média constante é uma
esfera redonda. Tal conjectura foi refutada somente em 1984 por Wente [17] ao apresentar
exemplos de superficies CMC imersas em R? homeomorfas ao toro.

Em 1958, Alexandrov mostrou que a esfera é a tunica hipersuperficie conexa, fechada,
com curvatura média constante nao nula e mergulhada no espacgo euclidiano R". Em 1988,
Ripoll [IT] generalizou o resultado de Alexandrov, assumindo a hipdtese da hipersuperficie
ser Completaﬂ suposicao mais fraca do que ser fechada, embora também tenha assumido as
hipéteses de a hipersuperficie esta contida em um cone planoﬂ e propriamente mergulhada
em R".

O fato que a conjectura de Hopf nao é verdadeira e a possibilidade de generalizagao do
resultado de Alexandrov apontaram para a necessidade de um elemento mais geométrico
para caracterizar as esferas. E foi entao que surgiram os trabalhos na teoria de estabilidade.
Em poucas palavras, uma superficie no R? ¢ estdvel se pequenas pertubacoes nao podem
diminuir sua area sem alterar seu volume, e é fortemente estavel se nenhuma pequena
pertubacao diminui sua area. Superficies estaveis sao aquelas que podem ser observadas

na natureza.

Intuitivamente, uma superficie completa é aquela que nio apresenta furos ou fronteira. Ver definicao

e pardgrafo seguinte.

Um octante do R3 ou qualquer conjunto que difere disto apenas por um movimento rigido.
]



Considerando hipdteses de estabilidade, em 1984 Barbosa e do Carmo [I] obtiveram
uma nova caracterizagdo da esfera, mostrando que as esferas redondas (isto é, esferas com
a métrica euclidiana) sdo as dnicas hipersuperficies imersas em R" com curvatura média
constante nao nula, fechadas e estaveis. Apresentar este resultado em R?, desenvolvendo
naturalmente as nocoes de estabilidade necessarias, ¢ um dos principais objetivos do pre-
sente trabalho.

Quanto aos planos, destacamos duas importantes caracterizacoes. Em 1916, Bernstein
provou que se uma superficie minima é grafico de uma funcao definida em todo R?, entao
tal superficie é um plano. J& em 1979, do Carmo e Peng [4] caracterizaram o plano como
a Unica superficie minima completa e fortemente estavel. Como veremos, graficos minimos
sao fortemente estaveis. Assim, o teorema de do Carmo - Peng generaliza o teorema de
Bernstein.

A expressao “pequenas pertubacoes” a que nos referimos acima para ilustrar uma nogao
de estabilidade significa que estudamos variacoes em pequenas regioes de uma superficie,
mantendo todo o restante, e principalmente o bordo de uma tal regiao, fixos. Com um grau
de liberdade maior a esta condi¢ao, podemos supor uma variacao que, ao invés de manter
o bordo fixo, faz com que este esteja apenas contida em uma superficie fechada. Esta
ideia d4 origem as chamadas superficies de fronteira livre. Em 1995, Ros e Vergasta [12]
mostraram que uma superficie compacta, CMC, orientdvel, imersa, com bordo livre numa
bola do R3 e estavel é uma calota esférica, um disco geodésico ou uma superficie de género
1. Finalmente, em 2016, Nunes [9] mostra que a terceira possibilidade levantada por Ros e
Vergasta nao acontece, mostrando que as superficies umbilicas imersas nas bolas geodésicas
do R? sao as tnicas superficies estaveis com curvatura média constante de fronteira livre.

O presente trabalho contém 3 capitulos, os quais estao organizados da maneira seguinte.
No primeiro capitulo, fixamos as notagoes e terminologias, apresentamos os conceitos es-
senciais, baseando-nos em [3] e [§]. Esta primeira parte apresenta também caracterizagoes
de superficies de curvatura média constante e superficies minimas a partir das formulas das
primeiras variacoes da area e do volume. J&a o segundo capitulo trata de algumas nogoes de

estabilidade, sendo desenvolvido naturalmente a partir do estabelecido no capitulo inicial.



Mostra-se neste capitulo a segunda variagao da drea, que leva a definicao de superficies
estaveis. No terceiro e iltimo capitulo, apresentamos o teorema de Barbosa - do Carmo,
bem como sua demonstragao, e alguns resultados relacionados, tais como o teorema de do
Carmo - Peng, e o teorema de Nunes, considerado a versao do teorema de Barbosa - do

Carmo no contexto das superficies de fronteira livre.



Capitulo 1
Superficies

Iniciamos por fixar a terminologia. Salvo mencao em contrario, quando se fizer ne-
cessario referéncia a um espago ambiente, consideramos o espaco euclidiano tridimensional
R3. Usaremos o termo “superficies” para designar subvariedades bidimensionais do referido
espago. Quando nao especificarmos a imersao tomada, consideramos a inclusao natural.
Outros termos serao utilizados para as variedades do R? nao mergulhadas, tais como “su-
perficies parametrizadas” para designar variedades obtidas a partir de uma tnica carta.
Superficies do R? serao nossos principais objetos de estudo, embora muitas ideias apresen-
tadas possam ser generalizadas para outras variedades, dimensoes e espagos ambientes.

As principais referéncias que embasam as ideias apresentadas neste capitulo sao [2], [3]

e [§].

1.1 Preliminares

Seja 3 uma superficie orientdvel com métrica (-,-) e conexao V induzidas pelo R3.
Usaremos o mesmo simbolo para designar as métricas de ¥ e do R?, mas denotamos, ao
longo do texto, por V a conexao Riemanniana de R3. Seja € C ¥ um dominio relativamente

compacto com fronteira suave 0. A édrea de €2 é dada por
AQ) = / dx, (1.1)
Q

bt



CAPITULO 1. SUPERFICIES 6

em que d> é o elemento de drea de ¥ (omitiremos frequentemente d¥ quando nao houver
ambiguidade). Se ¢ : U — € é uma vizinhanca coordenada de p € Q, entao, em ¢(U),
dY = |y X @y|dudv.

O plano tangente a 3 em p = (ug, vy), denotado por T,%, é o espago vetorial gerado
por ¢, e ¢,. Definimos em 7,% a forma quadratica I,(z) = (z,z), chamada primeira

forma fundamental. Sua representagao matricial na base (¢, @y) €

E F
[Ip] = ) (1-2)
F G

onde E = I,(0,), F = (¢u, 00) € G = L(,).

Segunda Forma Fundamental

Um campo vetorial sobre > é uma aplicacao que associa a cada p € Y um vetor
tangente em 7,¥. Seja X' (X) o conjunto dos campos vetoriais em X. Indicamos por X a
extensao de X a um campo vetorial no espago ambiente, que é sempre possivel tendo em
vista que ¥ C R? é subvariedade e, portanto, a inclusao é um mergulho. Assim, utilizamos
r = X(p) = X(p) indistintamente para representar um vetor em 7,,Y. Consideramos ainda
V a conexao de Levi-Civita do R?. Assim, tomando a decomposicio V = v’ —I—VL, sabe-se
que V = VT. Lembramos também que a parte normal desta decomposicao é a aplicacao
bilinear e simétrica B : X(X) x X(X) — X(X)*4, tal que B(X,Y) = VX — Vy X. Pode se
mostrar que B estd bem definida, isto é, ndo depende das extensdes X e Y consideradas.
Tal aplicacao esta associada ao endomorfismo auto-adjunto W, : 1,3 — 1,3, chamado

aplicagao de Weingarten, dado por

(Wp(2),y) = (B(z,y),N), (1.3)

Pu X Py

|u X ]
A forma Il,(z,y) = (W,(x), y) é chamada sequnda forma fundamental em p com relagao

em que N ¢é vetor unitario normal a 7,3 dado por N = ,ex = X(p).

a orienta¢ao N ou operador de forma (algumas vezes, a aplicacao B também recebe estes
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nomes). Denotaremos, com certo abuso de notagdo, II,(z) := II,(x,x) para designar a

forma quadrética associada a W,. A matriz de II, relativa a base (., ¢,) é

mi=|° 7| (1.4

[y
em que e = I1,(¢y), f=1IL(¢pu, v») € g =11,(p,).

Vejamos uma interpretagio para W,. Tomando z = X (p) = X (p), temos

(Wp(z),y) = (B(X,Y)(p),N) = (VxY = VxY,N)(p) = (VxV,N)(p) ~ (1.5)

Como (Y, N) = 0, j4 que N é normal e Y é tangente, segue da compatibilidade da

conexio V com a métrica que (VY , N) = —(Y,V¢N). Assim,
(Wy(2),y) = =(V, VxN)(p) = (~V.N,y), (1.6)

e portanto

Wy(z) = =V N. (1.7)

Aplicacao Normal de Gauss

Considerando, para cada p € 3, a identificacao natural entre N(p) e de seu translado a
origem de R3, definimos a aplicacio normal de Gauss G : ¥ — S? como o ponto final de tal
translacao. Como T,% e Tg(p)S2 sao planos paralelos, estendemos a estes tal identificacao.
Temos entdo uma interpretagio para W,: como (N, N) =1 = (VxN,N) =0 = VN é
tangente a X,

1G,(r) = ANy (&) = N1 (B)lemo = 2 NC(O)]imo = V)N = Vo = Wy (),

para uma curva 7 : (—e€,e) — 3, com v(0) = p e 7 (0) = x € T,3. Portanto, W, ¢é o

negativo da derivada da aplicacao normal de Gauss.

Curvaturas

Os autovalores ki e kg da aplicacao simétrica W), sao chamados curvaturas principais

de X em p, e os autovetores ey e e, associados sao as direcoes principais.
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ki1 e ky sdo também os valores maximo e
minimo das curvaturas das intersecoes de Y com
seus planos normais, chamadas curvaturas nor-
mais. A curvatura de Gauss K(p) e a curva-
tura média H(p) de ¥ em p sdo definidas, res-
pectivamente, pelos determinante e semi-traco da

aplicacao linear W,. Assim,

kMﬂ+b@)

K(p) = ki(p)k2(p) e H(p) = 2

O vetor curvatura média H é definido por H = Zle B(E;, E;), com E; campos vetoriais
ortonormai] em ¥. Se e; = E;(p), entdo

2 2

(ﬁ(p)>N> = (Z B(E;, Ei)(p),N) = Z(Wp(ei)7ei> =tr(W,) = 2H(p). (1.8)

i=1 i=1
Como H tem a direcio de N, segue que H = 2HN e que |ﬁ| =2H.
Seja [W,] a matriz de W), relativa a base (., ¢,). Entao, por (L.2) e (1.4) resulta que

e portanto

(W] =[] [I,]. (1.9)

Esta ultima igualdade resulta em férmulas explicitas para as curvaturas Gaussiana e

média em fungao de (u,v) = ¢~ (p):

eg — f*
(§
1 _ Ge—-2Ff+ Eg
=5l = =5 ma ) (1.11)

'Um referéncial ortonormal é uma familia de campos vetoriais E; tais que (E;, E;) = 6;5, onde 0;; = 1,

se i = j, e §;; = 0, caso contrério.
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Finalmente, observamos que que
4H?* — 2K = k2 + k3 = I1%(ey) + I1%(ey) = |12 (1.12)
¢ a norma da segunda forma fundamental, e assim
2(T1)* = 2H?) = (k1 — k) > 0 (1.13)
e portanto
> > 2H?, (1.14)

onde a igualdade sé ocorre se ky = ko, isto é, se p € X é ponto umbilico.

Operadores diferenciaveis e formula de Minkowski

Se X, Fi, Ey sao campos vetoriais sobre 3, tais que E; ¢ um referencial ortonormal,
entao o divergente de X é dado por
2
divX =) (Vi X, Ey). (1.15)
i=1
Observe que div X é o traco da aplicacio linear y — V, X, paray = Y (p) € TpX.
A Regra de Leibniz para o divergente do produto de uma fungao real v por um campo

vetorial X, ambos em X, é
div(u- X) =u-divX + (Vu, X), (1.16)

onde Vu é o campo vetorial gradiente de u, tal que para cada p € ¥, é dado por (Vu,z) =

duy(z), para todo x € T'pX. Definimos o Laplaciano de u por
Au = div(Vu). (1.17)

Dado um ponto p € ¥ existe uma vizinhanga U C ¥ e campos de vetores Fy, Fy € X (U)
ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, Vg, F;(p) = 0. Nestas condigoes, { £y, Eo}
¢ chamado um referencial geodésico em p. Considerando um tal referencial, uma funcao

f: X —= R eum campo vetorial X =) a;E;, temos

Vip) = ZEi(f)Ei(pL (1.18)
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div X (p) = ZEi(ai)(p), (1.19)

Af(p) = E{E(f))p). (1.20)
A regra de Leibniz tem importantes consequéncias. Por exemplo, integrando ((1.16)) em
um dominio relativamente compacto €2 C ¥ e aplicando o teorema da divergéncia, obtemos

/ <uX,n>ds:/u-dideZ—i—/(Vu,)QdE,
o) Q Q

onde n é o vetor unitario exterior normal a 02 e tangente a 2. Se u se anula em 0f), entao
a equacao acima implica em

/Q(Vu,X> dx = —/u-dideZ. (1.21)

Q

Outra importante consequéncia de ocorre quando Y é uma superficie fechada
(isto é, compacta e sem bordo). Nestas superficies, o teorema da divergéncia nos diz que
fz div Xd¥X = 0. Assim, tomando X = Vv em , obtemos a férmula integral de
Dirichlet

/ wAv + (Vu, Vo) = 0. (1.22)
b

Finalmente, resulta na importante formula integral de Minkowski (1.23)), utilizada
na demonstracao do teorema de Barbosa - do Carmo. Se ¥ é uma superficie fechada e
¢ ¥ — R3¢ uma imersao de curvatura média constante H # 0, tomando u = 1 e
v = (¢, P)/2, obtemos

/2 1+ H(¢,N)d¥x =0, (1.23)

tendo em vista que A(p,¢)/2 = 2 + 2H (¢, N). De fato, dado p € ¥ e um referencial
ortonormal {Ey, By}, geodésico em p, temos (Vg, E;, Ey,) = 0, ¢ = (¢, N>N+Z?:1<d>, E)E;
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eVp o= E Assim,

SAMGO0) = X SE(E0)0)
= Y EVré,9) =) ElEi¢)
= > (VnEi, ¢) + (E;, Vi,0)
= N (VEE {6, N)N + Y (6, E))E}) +2
— 24 (0, N) S (Vi Bi, N) = 2+ (6, N)(H, N) = 2+ 2H(¢, N)(p).

1.2 Superficies CMC

A designagao “Superficies de Curvatura Média Constante (CMC)” é autoexplicativa.
Os exemplos mais simples de tais superficies em R? sao o plano, a esfera e o cilindro.
Observe que as direcoes principais nestes casos sao tangentes a retas ou a circunferéncias
de certo raio 7, cujas curvaturas sao 0 e 1/r, respectivamente. As médias entre dois destes
valores, tomados da maneira conveniente, levam a H = constante em cada caso.

Sao de particular interesse as superficies CMC em que H = 0, como o plano, chamadas
superficies minimas. Seu estudo pode ser motivado a partir do problema de Plateau: “se
~ é uma curva fechada, encontrar a superficie de menor area cujo bordo é v.” Estudando a
questao, o préprio Plateau realizou experimentos com peliculas de sabao. Devido a tensao
superficial exercida pela atmosfera, estas peliculas possuem energia proporcional a sua
area. Uma pelicula de sabao formada a partir da imersao de um arame na forma de uma
curva 7y tende a adotar, pelo menos localmente, a forma de uma superficie de drea minima

cujo bordo é v. Como veremos, da féormula da primeira variagao da area seguira que as

superficies minimizantes possuem curvatura média nula.

2Identificamos ¢ com o campo posicao no R3. Seja«y : I — ¥ uma curva tal que y(0) = pe+'(0) = E;(p).
Assim, ~ ¢ identificada com sua imagem por ¢. Da compatibilidade da conexdo V com a derivada covariante
D Y ivi Do(y(t Dy(t
D emos (Vi 6)(p) = Vo oy = 2200) ()

il i lt=0 = Thzo =7'(0) = E;(p)
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Mais geralmente, se a pelicula de sabao separa duas regioes de diferentes pressoes, a
pelicula tenderda a adotar a forma de uma superficie CMC. Isto é o que acontece, por
exemplo, com as bolhas de sabao, cujo o ar no interior tem pressao maior que o ar exterior.
Num estado de equilibrio, é razoavel esperar que a pressao resultante seja a mesma em
todos os pontos da bolha, o que por sua vez implicard em curvaturas constantes ao longo
da superficie. Podemos assim motivar o estudo das superficies CMC a partir do problema
isoperimétrico, cujo enunciado se resume a “encontrar a superficie compacta de menor area

dentre todas que delimitam certo volume”.

1.2.1 Primeira Variacao da Area

Sejam ¢ : ¥ — R3 uma imersao da superficie 3, I = (—¢, €) um intervalo real e Q C &
um dominio relativamente compacto com fronteira suave 0f2. Uma variacao de €2 é uma
funcdo diferencidvel ® : I x Q — R? tal que, para cada t € I, os mapas ¢;(p) = ®(¢,p)
sdo imersoes isométricas, com ¢y = ¢. Dizemos que a variacao ® fixa o bordo se ®(t,p) =
¢(0,p)VpedeVt el

Seja L = %—fh:g o campo variacional associado. Se L é normal a Y para todo p € Q,
dizemos que ¢ é uma variacao normal.

Seja A(t) a drea de Q; = ¢;(€2). Pela féormula da mudanga de varidveis podemos calcular

o area de €; em termos de uma integral em 2. Assim,

Alt) = /Q s, = /Q det(d,)dS, (1.24)

onde d¥; é a forma volume induzida em ¥; = ¢;(2).

Antes de prosseguir, precisamos do seguinte resultado:

Lema 1.2.1. Seja V um espago vetorial com produto interno e uma orientagcao. Seja

(v1,...,v,) uma base positiva. Se A = [a;;], com a;; = (v;,v;), entao

det[vy, ..., v,] = VdetA. (1.25)
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Demonstracao. Seja (e, ..., ex) uma base ortonormal positiva de V. A s-ésima coordenada
de v; nesta base é (v;, e5). Assim,

ai; = (vi,v5) = Y (vi, ) {eq, v5) ZVZSV;]— (V'V)ij = detA = (detV)?.  (1.26)

s

Como cada coluna ¢ de V' é dada por V(e;) = [v;], segue o resultado. ]

Este lema fornece uma relagao entre o jacobiano de ¢; e a métrica de ¥;: se g(t) =
det(g;j(t)), com g;;(t) = (dp(e;), dpi(e;)), entdo det(dp,) = /g(t), considerando a;; = g;;
eV = d¢t

Teorema 1.1 (Primeira Variacao da Area). Seja ® uma variagao de ) que fiza o bordo.
Entao
'(0) = —2/ H(N, Lyd>, (1.27)
Q

onde H ¢ a curvatura média de ¥, N € um campo normal unitdrio, e L € o campo varia-

cional associado a P.

Demonstracao. Sejam p € Q2 e {E}, E»} um referencial ortonormal e geodésico em p. Os
coeficientes da primeira forma fundamental de ¢; sao E(t) = g11(t), F(t) = g12(t) e G(t) =
ga2(t). Logo, g(t) = E(t)G(t) — F?(t). Portanto, como ¢g(0) = 1, segue do lema anterior

que

) 1 [,
‘t 0= /—det d¢t ’t:()dz :/Qa\/g@)’t:()dz = §/g (O)dE

Q
Logo,

A0 =5 [ PO+ -3 [ Zaﬂ“ (Oli=od. (1.2

Considera-se um sistema de coordenadas numa vizinhanca de p na variedade produto
M = I x¥ cujos campos vetoriais coordenados sejam 0t, 07 tais que 0t = %—‘f e 0i = E!, onde
cada E! é uma extensao local de F; a um campo vetorial em M. Da simetria da conexao
riemanniana, campos coordenados comutam. Assim, 0 = [0t,0i] = V%f E;, — in%—f
Portanto, da compatibilidade de ¥V com a métrica, temos

10
20t

0P

o Pilli=o = (Vi L, ). (1.29)

gn( )|t=0 = <vatEf>Et>|t =0 = <VEf
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Portanto,
2
A'(0) :/Z<inLa Ez-)dE:/divL dy, (1.30)
Qi Q

de acordo com . Tomando div L = div LT + div L+, observamos que
divLt =Y (Vg L' E) ==Y (L' VpE)=—(L* H) = —(L, H), (1.31)
pois H =S B(E;, E;) e 0= (L*, ;) = (L*+, Vg, E;) = (LT, H). Portanto,
A'(0) = —2/ H(N,L)dY + / div L"dY, (1.32)
Q Q
pois H = 2HN. Do teorema da divergéncia, segue que

A'(0) = —2/9H(N,L>d2+/m<n,LT>ds, (1.33)

e a segunda integral é zero, j4 que por hipdtese a variagao fixa o bordo, e assim L|gg = 0. O

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, o termo (H, L) = (2HN, L) mostra que, para

todo campo variacional L, H é a direcao em que a area decresce mais rapidamente.

1.2.2 Primeira Variacao do Volume

Introduzimos a no¢ao de volume a partir de uma superficie fechada > mergulhada no
R3. Neste tltimo caso, ¥ delimita um dominio tridimensional D. Definimos o volume de
¥ como o volume de D. Considerando o campo vetorial identidade, isto é I : R?* — R? tal

que I(z,y,2) = (z,y, z), temos div [ = 3. Pelo teorema da divergéncia,

v<z>:/p1:%Adiw:%/zw,n:é/zw,@,

onde N é o campo unitario normal a 9D = X e ¢ é o mergulho de ¥ no R?® considerado.
Por analogia, para uma imersao ¢ : ¥ — R3 definimos o volume V(2) de um dominio

relativamente compacto (2 C ¥, na orientagao N, por

1

V(Q) = g/Q<N, $)dY.. (1.34)
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Se 90 # 0, (1.34) mede o volume algébrico delimitado por 2 e o cone C formado
por 00 e a origem do R3. Isto pode ser visto a partir da parametrizacao de C' dada por

¥(s,t) = sy(t), onde v é uma parametrizagao de 9€2. Assim,

w(ue) = [(v.o)+ [ (Vo)
Q c
onde N, é o campo unitario normal a C'. Finalmente, observamos que (N¢, 1) = 0. Por

outro lado, a dependéncia de (1.34) com relagao a origem de R? desaparece se V(C) = 0,

isto é, se 0f) esta contido num plano que contém a origem.

Exemplo 1.2.1 (Gréficos). Apesar deste parecer um exemplo muito particular, sabe-se que
toda superficie em R3 € localmente um grdfico sobre o seu plano tangente. Seja Q o grdfico
de uma fungdo diferencidvel f : U C R? — R. Q pode ser parametrizado por ¢(z,y) =

(@, y, f(2,y)). Como |pa x @y = [(1,0, f2) x (0,1, fy)| = 1+ 2+ f] = V1+[V[P

seque que

(laoafaf) X (Oalafy) (_fan_fya]-)
A(Q)) = 2dxd N = = )
) /U”H'Vf' N IA 0 I x O0.Lf)] JIEIVIE

Além disso, o volume de ) € dado por

3
Seja Y (p) = pf(p) wm campo vetorial em U. Temos divY = zf, +yf, +2f. Com a

V)= [ =5 [ (<ot =ty + f)dady. (1.35)

hipdtese adicional de que floy =0, o teorema da divergéncia implica em

/(:cfx +yfy +2f)dedy = / divY = f(p)(n, p)dxdy = 0. (1.36)
U U oU

Portanto, como esperado, obtemos

V(Q) = / f(z,y)dzdy, (1.37)
U
a partir da adi¢ao de (1.35) a um terco de (|1.36)).

Considerando a variacao ®(t,p) = ¢:(p) e demais defini¢oes feitas no inicio da secao

(1.2.1)), o volume V' (t) de Q; = ¢:(€2) é dada por

Vi = [ @.edas= g [ (v0).00Vat0as (1.33)

Assim, temos o seguinte
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Teorema 1.2 (Primeira variagdo do Volume). A fun¢do V (t) € diferencidvel emt =0 e

V'(0) = /(N, L)dx, (1.39)
Q
onde N € um campo normal unitdrio, e L € o campo variacional associado a P.

Demonstragao. De (1.32)) e ([1.38]) resulta que
d
3/(0) = [ LN, 001050 + [ (NG (2HWN, L)+ div LT, (140
0 0

Temos

d

CIN@L00| = (V'(0),0)+ (N, ). (141)
t=0

N’ é ortogonal a N, pois (N(t), N(t)) = 1. Para o referencial ortonormal {eq,e;} de T,%,

temos (N (t),dpi(e;)) = 0. Assim,

(N'(0), ) + (N(0), dbu(e)le—c) = 0 (1.42)

Como F;(t) = d¢i(e;), e os campos coordenados comutam, segue que

_ DE;
o dt

t=0

=V E(0)=V,,L. (1.43)

t=0

d
%d@(@i)

Assim, tomando f : ¥ — R como f = (N, L), (1.42)) implica em
(N'(0),6;) = —(N, Ve, L) = —e;({N, L)) + (Ve,N, L) = —e;(f) — (Wy(e;), LT).  (1.44)
Por linearidade, segue que ¢ verdadeira V v € T,X. Portanto, em p, segue que
N'(0) = =V f —W,(L"). (1.45)
Assim, a equagcao implica em

d

(N @) 60)li=0 = (=Vf = W,y(L"), 6) + f. (1.46)

Portanto, ({1.40) resulta em

3V'(0) = /(—Vf —W,(LT),8) + f + (N, ¢)(—2H(N, L) + div LT )dS. (1.47)
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Por outro lado, observamos que
div((N,¢) L") = (N, ¢) div L' + (V(N,¢), L") = (N,¢) div L' — (¢, W,(L")), (1.48)
pois

(V(N,¢), L") = ((er(N,¢),e2(N, ), L") = (((Ve,N,¢"), (Ve, N, 67)), L)
= _<Wp(¢T>7LT> = _<¢7 WP<LT>>>

tendo em vista que a aplicagao de Weingarten é auto-adjunta e (¢, W,(L")) = 0. Além
disso,

div fo" = fdive" +(Vf,¢") = f(2+2H(N,¢)) + (Vf, ). (1.49)
Substituindo e em , e aplicando o teorema da divergéncia
3V'(0) = / 3f +div((N,¢)L" + fo')d% :/
Q

3fdy +/ ((N,®)LT + fo",n)d¥ (1.50)
Q Rlo)
Portanto, se a variagao fixa o bordo, L e f = (N, L) se anulam em 0f2, e segue o resultado.

O

Tendo obtido as férmulas das primeiras variagoes da area e volume nos teoremas e
[1.2] podemos obter uma caracterizagio para as superficies CMC. Retomando a motivagao
inicial do estudo de tais superficies a partir das bolhas de sabao, temos a seguinte defini¢ao:
uma variagao preserva volume se o funcional V' (¢) associado é constante. Precisaremos do

seguinte resultado:

Lema 1.2.2. Sejam ¢ : ¥ — R? uma imersio e f : Q@ — R uma funcdo diferencidvel tal
que fQ f =0. Entao existe uma variagao de () que preserva volume cujo campo variacional

¢ L= fN. Além disso, se f =0 em 02 a variacao também pode ser tomada de modo a

fizar o bordo Of).

Demonstragdo. Seja g : @ — R uma funcio diferencidvel tal que fQ g # 0e glogg =0. Para

e > 0 suficientemente pequeno, I = (—¢, €), definimos

©:IxIxI =R D(p,t,s) = (p) + (tf(p) + s9(p)) N(p).
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Seja V(t,s) o volume da superficie definida por ®(-,t,s) para ¢t e s fixados. Como,

P
g—s(p, 0,0) = g(p)N(p), de (1.39)), considerando a variacao ® para cada ¢ fixado, resulta
que
ov
970,00 = [ (N, gNYds = | gds #0. (1.51)
85 Q Q

Portanto, considerando a equagao V (¢, s) = ¢, ¢ € R, segue do teorema da fungao implicita
que existe um difeomorfismo j : Iy — Iy, I; C I, tal que j(0) = 0 e V(¢,j(t)) = c.
Logo, a variacao ¢;(p) = ®(p, t, j(t)) preserva volume. Mostremos que o campo variacional

associado é L = fN. De fato, derivando V' (¢, j(t)) = ¢ com relagao a t obtemos

0= %—‘;(0,0) +j’(0)%—‘:(0,0) - /Qf +7(0)gds = 5(0) /diz = j(0)=0. (L52)
Portanto,
L) = ) = () + O NG~ FN ) (153)

No caso particular em que f = 0 ao longo de 02, como ¢ satisfaz a mesma condicao, segue

que a variacao ®(p,t,j(t)) fixa o bordo. O

O préximo teorema caracteriza superficies CMC como aquelas cuja area é “critica”
para pequenas pertubacoes que nao alteram seu volume, isto é, como pontos criticos do

funcional area para todas as variacoes que preservam volume e fixam o bordo:

Teorema 1.3. Seja ¢ : X — R® uma imersio. X tem curvatura média constante H se, e
somente se, para cada dominio relativamente compacto €2 C ¥ de fronteira suave, e para

cada variagdo de Q que preserva volume e fiza o bordo, A'(0) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que H seja constante. Como a variagao preserva volume, da

féormula da primeira variagao da drea, (1.1)), temos
A'(0) = —2H/<N, Lyd>x = —-2HV'(0) = 0. (1.54)
Q
Reciprocamente, sejam

fzﬂ—ﬁ/gﬂdz, QF = {ge Q| f(g) >0} e 0" ={geQ] flg) <0}
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Afirmamos que QT = Q= = (). Supondo, por absurdo, que isto nao ocorra, tomamos w™ e
w™ funcoes de corte nao negativas e diferencidveis em €, cujos suportes estejam contidos,
respectivamente, em Q% e Q7 e tais que [,(wT+w™)fdX = 0 (esta escolha é razodvel, pois
fQ f =0). Estas condigdes implicam que w™ e w™ sdo nulas em 0. Se g = (w + w™)f,
entao glao =0e [,9=0.

Assim, pelo lema [[.2.2] existe uma variacao que preserva volume, fixa o bordo, cujo

campo variacional é L = gIN. Por hipdtese, para esta variacao

0=A'(0) = —2/ gH dx. (1.55)

Portanto, como (H — f) [, 9d¥ = [,9(H — f)d¥ =0 e w" e w™ sdo nao negativas, temos

— _ _ _ _ + — £2
O—/QgH g(H — f)ds /ngdE /Q(w +w ) f2ds > 0, (1.56)

o que ¢ absurdo. Logo, f =0 em (2. Como () é arbitrério, segue que f =0 em . [

1.3 Superficies Minimas

No caso particular em que H = 0, dizemos que Y é uma superficie minima. Vejamos

alguns exemplos:

Exemplo 1.3.1 (Graficos Minimos). A partir da parametrizagao usual de um grifico dada

no exemplo acima, 0s coeficientes das formas 1° e 2° fundamentais sao

fmm fxy _ fyy )
Vit T i T AN IE

E=1+f2 F=fuf, G=1+f, e= , f=

Logo, a equagao (1.11)) implica em
Ge—2Ff+Eg (1+ S fow + (L4 D) fyy — 200 fy fay

2H = 4
EG - F? 1+ |Vf2)2

- (o). (whom), - (o)
rvie), \VITINiE), T+ VP

Portanto, o grdfico de f é uma superficie minima se, e somente Se,

Vf B
v (W) = 0. (1.57)
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A igualdade (1.57) é chamada equagao das superficies minimas na forma divergente, e €

equivalente a
(L + f) fax + (U4 ) fyy = 2ty foy = 0, (1.58)

também chamada equacao das superficies minimas.

Exemplo 1.3.2 (Plano). Como pode ser verificado diretamente, a funcao f(x,y) = ax +
by + ¢, definida em todo R* para quaisquer a,b e ¢ € R, satisfaz a equagdio (1.53), e

portanto, seu grdfico, um plano, € uma superficie minima.
A reciproca a este fato é verdadeira, e é o conteudo do teorema de Bernstein:

Teorema 1.4 (Bernstein). Se uma superficie minima ¥ € grdfico de uma fungao f definida

em todo R?, entdo ¥ é um plano.

Uma versao mais geral deste teorema sera apresentada no proximo capitulo, como

consequéncia do teorema de Do Carmo - Peng.

Exemplo 1.3.3 (Catenoide). O catenoide € a unica superficie minima de revolug¢do. A
menos de homotetias, rotagoes e translacoes, pode ser obtido rotacionando o grdfico de
y = cosh z em torno do eizo z (ver figura . Nestas condicoes, uma parametrizacao do
catenoide seria

o(u,v) = (coshu cos v, coshusenv, u).

Logo,
¢y = (senhwucosv,senhusenv,1), ¢, = (—coshusenwv,coshucoswv,0),
Yu X p, = (—coshucosv, —coshusenwv,senhucoshu),
N = (—sechucosv,—sechusenv,tghu), ¢, = (coshucosv,coshusenv,0),
Yuw = (—senhwusenwv,senhucosv,0), @, = (—coshucosv,—coshusenwv,0).

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sdo: E = G = cosh®>u e F = 0.

Tendo em vista que

e = (Pu, Wp(pu)) = (u, —dNy(¢u)) = (Puu; N) = —1,
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de maneira semelhante obtemos f = 0 e g = 1 como os coeficientes da sequnda forma

fundamental. Da equacao (1.11)) resulta que

_ Ge—-2Ff+FEg
"= 2(EG - F?) -0

Portanto, o catenoide é uma superficie minima.

Exemplo 1.3.4 (Helicoide). O helicoide é uma superficie regrada (isto €, formado pela
“uniao” de retas) que, a menos de homotetias, rotagoes e translagoes, pode ser obtido
a partir da hélice y(u) = (cos(u),sen(u),u): as retas que compoe o helicoide sao deter-
minadas por cada ponto de v e sua projecao ortogonal no eiro z. Nestes termos, uma

parametrizacao do helicoide é
Y(u,v) = (vecosu,vsenu,u).

Calculos andlogos aos do exemplo mostram que a equagao (1.11)) implica em H = 0.

Figura 1.1: Catenoide
Figura 1.2: Helicoide
No mesmo espirito do teorema [[.3] temos a seguinte caracterizagdo das superficies

minimas:

Teorema 1.5. Nos termos da sec¢ao a superficie ¥ (ou a imersio ¢) é minima
se, e somente se, para cada dominio relativamente compacto Q0 C X de fronteira suave,

A'(0) = 0 para toda variagdo de 2 que fixa o bordo.
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Demonstracao. Se A’(0) = 0 para toda variacao que fixa o bordo, tomamos uma funcao
real u tal que u =0 em 90 e u > 0 em Int(Q2). A variacao ®(t,p) = ¢(p) + tu(p)H(p)N(p)

fixa o bordo e é tal que L = uHN. Assim,

0=A0) = / (2HN, L)dY: = / (2HN,uHN)dY = / 2uH?dY. (1.59)
Q Q Q
Como u > 0 em em Int(2), segue que H = 0 em 2. A reciproca ¢ imediata. ]

Vemos assim que as Superficies Minimas sao pontos criticos do funcional area definido
em[1.2.1] Dentre tais pontos criticos, destacam-se os pontos de minimo: uma superficie X é
um minimizante de drea se, para cada regiao R em 3, a area de R é menor ou igual a area de
qualquer outra porgao de superficie R’ que tenha o mesmo bordo que R (isto é, 0R = OR/).
O exemplo abaixo mostra que nem todas superficies minimas sao minimizantes de area no

sentido acima exposto, embora o teorema [1.5| garanta que a reciproca seja verdadeira.

Exemplo 1.3.5 (Minima nao minimizante de drea). Tendo em mente o exemplo do
catenoide, fitemos a > 0 e seja b = cosha. Seja ¥ a por¢ao do catenoide tal que |z| < a.
Temos 0¥ = C* U C~, onde CF sdo os circulos de raio b contidos nos planos z = +a
centrados no eivo z. Obviamente, tais planos contém os discos x> +y*> < b. Seja ¥’ a
superficie formada por estes discos. A drea de ¥ é A(Y') = 2rb? = 27 cosh® a. Por outro

lado, a drea de ¥ €

2m a 2 a
AY) = / ¥ = / / (EG—F*Y2dudv = / / cosh® u dudv = 27 (a+senh a cosh a).
b 0 —a 0 —a
Logo, 3 nao € um minimizante de drea se
A(Y) < A(X) & 2mcosh®a < 27(a + senhacosha) < 1 + e 2 < 2a.

Os grdficos das funcoes reais j(a) = 1+ e 2% e h(a) = 2a se intersectam em tinico ponto

ap > 0. Ver figura[1.5 Se a > ag, entdo ¥ ndo é um minimizante de drea.

Veremos no exemplo uma porcao do catenoide cujos subdominios sao minimizan-
tes de area. Mostramos ainda no exemplo [3.2.1] uma homotetia de tal por¢cao chamada

catenotide critico.
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NN

)
=)

Figura 1.3: Graficos das fungoes reais j(a) = 1+ e e h(a) = 2a

Superficies minimas sao minimizantes locais

Consideramos aqui as notacoes e ideias estabelecidas nos exemplos e Obje-
tivamos mostrar que graficos minimos sdo minimizantes de érea (proposigao e assim
concluir que, pelo menos em pequenas vizinhangas, superficies minimas sao minimizantes,
ja que toda superficie é localmente um grafico.

Seja f: U C R? — R uma funcao diferencidvel e Q o grafico de f. Considere a 2-forma

w definida em Q x R tal que, para X,Y € R3, tem-se
w(X,Y) =det(X,Y,N). (1.60)

O fato de ser w uma forma bilinear alternada implica que seu conhecimento na base

canonica do R? a determina completamente. Assim,

N I SN R
w(el,eg) = W, W(€2,63) W? W(61,63> W

Logo,
" dx Ndy — fdy N dz + f,dx N\ dz

VIV ’

(1.61)

o que implica em

fa Jy ) dx Ndy A dz. (1.62)

o= 0—(W>J<W
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De acordo com a equacao (1.57)), se f satisfaz a equagdo das superficies minimas,
entao dw = 0, ou seja, a forma w é fechada. Além disso, para quaisquer pares de vetores

ortonormais X,Y € R3 no ponto (z,y, z), temos
WX, V) <1, (1.63)

onde a igualdade é verdadeira se, e somente se, X,Y € T, ¢(z4)2, tendo em vista que

lw(X,Y)| determina o volume do paralelepipedo formado pelo triedro (X, Y, N).

Proposicao 1.3.1. Seja U um conjunto convexo. Se f : U — R satisfaz a equacao das

superficies minimas e S C U x R € qualquer outra superficie com 0S5 = 02, entao
A(Q) < A(S). (1.64)

Demonstrag¢ao. Como U xR é convexo, todo forma fechada é também exata neste conjunto

(p. 278-280, de [13]). Assim, existe uma 1-forma A tal que d\ = w. Pelo teorema de Stokes,

foofo-fpefo-fo-fe

Combinando isto com ([1.63) (e a observagao que a segue), tem-se

:/QdQ:/Qw:/Swg/st:A(S). (1.66)

[

segue que

Em uma vizinhanga convexa U C T,X suficientemente pequena, podemos definir uma
fungao f : U — R tal que V' C X é o grafico de f. Assim, toda superficie é localmente
um grafico sobre seu plano tangente. Da proposicao [1.3.1] segue que graficos minimos sao

minimizantes. Portanto, toda superficie minima é localmente um minimizante de area.



Capitulo 2

Estabilidade

No capitulo anterior, motivamos o estudo das superficies CMC a partir do problema
de Plateau e experimentos com peliculas de sabao. Isto conduziu a caracterizagao das
superficies CMC como pontos criticos do funcional drea para toda variacao que fixa o
bordo e preserva volume. No estudo classico de variacoes, é natural a pergunta sobre quais
pontos criticos sao de fato minimos relativos. As solucoes a esta questdo possuem como
caracteristica segundas derivadas nao negativas. Dentre tais solugoes, destacam-se as que
podem ser produzidas experimentalmente, como a esfera, sendo assim chamadas estdveis.

Neste capitulo, mostraremos que, a partir de uma analogia com o método dos multipli-
cadores de Lagrange, existe ainda uma outra caracterizacao para superficies CMC obtida
a partir de variagdes que nao necessariamente preservam volume. O estudo de segundas
derivadas para tais variacoes conduzird a nogao de estabilidade forte. Veremos no préoximo
capitulo, no teorema de Do Carmo - Peng, que o plano é a tinica superficie completa, CMC
e fortemente estavel. Entretanto, se H # 0 e supormos apenas estabilidade, ao invés de
estabilidade forte, o teorema de Barbosa - do Carmo nos assegura que as esferas sao as

Unicas superficies completas, CMC e estaveis.

25
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2.1 Nocoes de Estabilidade

Inicialmente, descrevemos a outra caracterizacao para superficies de curvatura média
constante. Dada uma variacao ¢ (que nao necessariamente preserva volume) e um nimero

real A\, definimos o funcional .Jy por
Ja(t) = A(t) — 22V (¢). (2.1)
Os teoremas [I.1] e [I.2] implicam entao em
(0 = —2/QH<N, Lyds — 2)\/Q<N, Lyds = —Q/Q(H NN DYS. (2.2)
Teorema 2.1. Seja ¢ : ¥ — R3 uma imersao. ¥ tem curvatura média constante H se,

e somente se, J;(0) = 0 para cada dominio Q@ C ¥ relativamente compacto de fronteira

suave e para toda variagio ® de Q) que fixa OS).

Demonstragao. Se H é constante, tomamos A = H em ([2.2)). Reciprocamente, assumimos
que exista A € R tal que J;(0) = 0 para toda variacdo que fixa o bordo de Q. Em
particular, isto é verdadeiro para toda variagao que preserva volume. Considerando tais

variacoes, como \ é constante, segue que
0= Jy(0) = A(0) — 2AV'(0) = A’(0).

Logo, A’(0) = 0 para toda variacao que fixa o bordo e preserva volume. Portanto, o

teorema [1.3| implica que ¥ tem curvatura média constante. O

Conforme mencionado na introducao do capitulo, dentre todos os pontos criticos, sao
de particular interesse aqueles que sao minimos relativos. Para uma superficie que é um
minimo local, sabe-se que A”(0) é nao negativo. Como cada um dos teoremas e
fornece uma diferente caracterizagao das superficies CMC, temos duas diferentes nocoes de

estabilidade:

Definicao 2.1.1. Seja ¥ uma superficie de curvatura média constante H, ¢ : ¥ — R3

uma imersao e ) C X um dominio relativamente compacto de fronteira suave 0S). Assim:
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e O dominio Q é chamado estdvel se A”(0) > 0 para toda variagdo que preserva volume

e fixa 0S);

e O dominio S é chamado fortemente estdvel se J;(0) > 0 para toda variagdo que fiza

002.

A superficie &2, ou a imersao ¢, é chamada (fortemente) estdavel se todo 2 C 3 € (forte-

mente) estdvel.

Observamos que se a condigao J§;(0) > 0 é vélida para toda variagao que fixa o bordo,
em particular isto é verdadeiro para variagoes que preservam volume, nas quais temos
V'(t) = 0. Logo, J;(0) = A”(0) — 2HV"(0) = A”(0). Portanto, segue desta defini¢ao que
estabilidade forte implica em estabilidade. Como veremos nos exemplos e233 a
esfera é o principal exemplo que mostra que a reciproca nao é verdadeira.

Intuitivamente, a defini¢ao [2.1.1| nos diz que uma superficie é estavel se qualquer pe-
quena pertubacao nao pode diminuir sua area sem alterar seu volume. Por outro lado,
se uma superficie é fortemente estavel, entao nenhuma pertubacao diminui sua area, in-
dependente do que aconteca com o volume. Tendo isto em mente, podemos ver que faz
sentido esferas serem estaveis, ja que sao solugoes do problema isoperimétrico. Entretanto,
ao tomarmos uma familia de esferas concéntricas, estamos produzindo uma variagao que
diminui a area. Logo, esferas nao sao fortemente estaveis.

Se pensarmos, porém, em um plano, nossa intuicao nos diz que é impossivel deforma-lo
sem aumentar sua area. O mesmo também deve ocorrer com qualquer grafico minimo. O

proximo exemplo nos diz que é correto tal pensamento:

Exemplo 2.1.1 (Gréaficos minimos sao fortemente estéveis). Do que vimos na se¢do
graficos minimos sao minimizantes de drea para quaisquer variagoes, logo A”(0) > 0. Como
em superficies minimas H = 0, seque que Jy(t) = A(t). Logo, J};(0) > 0. Portanto, tais

superficies sao fortemente estdveis.

Outros exemplos de superficies estaveis e fortemente estaveis serao apresentados apods

obtermos uma expressao para A”(0), o que serd feito na préxima segao.
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2.2 Segunda Variacao da Area

Iniciamos com alguns lemas que, além de facilitarem a demonstracao do principal re-
sultado desta secao, serao utilizados na demonstragao do teorema de Barbosa - do Carmo.

Consideramos aqui as hipéteses e notagoes estabelecidas na secao [1.2.1]

Lema 2.2.1. Sejam ¢ : ¥ — R3 uma imersao, N um campo normal unitdrio em ¥ e
III| @ norma da sequnda forma fundamental associada a N. Seja {e1,es} um referencial
ortonormal em Y, o qual identificamos com sua extensdo a uma vizinhanca do R®. Com
1850, € verdadeira a identidade

> (Ve Ve, N, Ny = —[TJ". (2.3)

Demonstragio. Como (N, N) = 1, segue que (V.,N, N) = 0. Portanto,

SV VLN N) = —ZWQN,VGZZ.N) (24)
- SEE SN e
k
SN EoE- e e
0

Lema 2.2.2. Sejam 2 C X um dominio relativamente compacto de fronteira suave OS2 e
P : I x ¥ — R uma variacio normal de Q. Se H(t) € a curvatura média de Xy = ®(t,2)

e f=(L,N), entao a funcio H ¢é diferencidvel e
2H'(0) = Af + [T f. (2.7)

Demonstragao. Da equagao (1.8)), resulta 2H = (2HN, N) = <ﬁ,N>. A partir das ideias
que levam a dedugao das equagdes ([1.9) e (1.11), podemos concluir que, para qualquer
tel,

H(t) = 97 () (Vaeh)™. (2.8)
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Logo,
! a 7 ag” zj
2H'(0) = = (H, N}l :2 oo (Vee;, N +;lg vete],N>|t:0, (2.9)
Como

zk:g’kgkj = 0ij = ; %gkj = - ;glk%>
e em t = 0 temos g¢;;(0) = §;;, segue que, em um ponto p € ¥ dado, temos
0g" D9i; 5,
o T Ta o
= —e;((L,ej)) + (L,Veie]} —e;((L,e;)) + (L,vejel) = 2<L,Vejei> = 2f<vejei, N),

eiej) = —(Viei,e5) — (e, Viej) = —=(Ve,L,ej) — (e;, Ve, L) =

pois [e;,e;] =0e L = fN. Logo, de acordo com (1.5, a primeira parcela de (2.9) é

2

2f Y (Veei, N)? = 2f [T, (2.10)

i,j=1

Para a segunda parcela de ([2.9)),

2 2 2

Z g ( )§<Vet€], N>|t=0 = Z<v8tvetemN>|t:0 = Z(WLVeiei, N> (211)

ij=1 ij=1 i=1
Assim, utilizando a definigao do tensor de curvatura R de R?, o fato de que [L, ¢;] = (ﬂ

e que R(e;, L)e; = 0, tem-se

<va€ie’i7 N> = <v6¢vL6i’ N> = <veiv6¢L> N> = ei<v€iL7 N> - <v€¢L7v6¢N>
= ei(ei(/)N + fVe,N,N) — (e;(f)N + fVe¢,N,V,,N)
= el<€%(f)) - f<veiN7 vei‘]\f> = 61<6Z(f)) + f<veiveiN’ N>

A partir do lema [2.2.1], obtemos

> (ViVeei, N) = Af — |II*f. (2.12)
Somando a (2.10]), obtemos a expressao desejada para (2.9)). O

Wer paragrafo subsequente a equacao ((1.28)).
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Observamos que, para variagoes que preservam volume, temos V'(t) = 0. Logo, J7;(0) =
A"(0) — 2HV"(0) = A”(0). Assim, determinaremos inicialmente Jj;(0) para variagoes
normais, obtendo posteriormente uma expressao para A”(0) para variagdes que preservam

volume. Uma prova em contexto mais geral pode ser encontrada em [1] ou [5].

Proposicao 2.2.1. Sejam Q) C X um dominio relativamente compacto de fronteira suave
0 e ¢ : X — R uma imersio de curvatura média constante H. Seja ® : I x ¥ — R3?

uma varia¢ao normal de Q0 que fiza 02. Se f = (L, N), entdao

J7(0) :—/QfAf+f2|H|2dz. (2.13)

Demonstragao. Os teoremas [1.1] e [I.2] aplicados a cada X, aliados a definicao de Jy e a
equagao (2.2)), implicam em

Tylt) = =2 [ (#) = B F(0)dE, 2.14)
onde f(t) = (%—f(t), N(t)). Assim, a segunda derivada de Jy é
v 0 0
Ty = =2 [ SHO - Hf@ds -2 [ (10 - W0 (219

Em t =0, H(0) = H é constante. Logo, de acordo com o lema [2.2.2]

J(0) = —/QQH/(O)de:—/QfAf+f2|H]2dE. (2.16)
O

Teorema 2.2 (Segunda Variagdo da Area). Sejam ) C X um dominio relativamente
compacto de fronteira suave O e ¢ : ¥ — R3 uma imersdo de média constante H. Seja

®: I x ¥ — R3 uma variacdo normal de Q que fixza OQ e preserva volume. Entdo,

A"(0) = —/QfAf+f2\H|2dz. (2.17)

Demonstracao. Para variagoes que preservam volume, temos V'(t) = 0. Logo, J};(0) =

A"(0) — 2HV"(0) = A"(0). O
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2.3 Superficies Estaveis

A regra de Leibniz para o divergente, equacao ((1.16)), implica que div(fV f) = fAf +
IVfI2. Se f e C®(Q) e f=0em 0N, podemos transformar a expressiao de A”(0), a partir

do teorema da divergéncia, em

A”(O):—/Qdiv(fo)dZJr/QNfF—f2|H|2d2=/QnyP—f2|H|2dz. (2.18)

Isto nos permite a interpretacao da expressao de A”(0) como uma forma quadrética 7
agindo no espaco de Sobolev W2(Q), o fecho do espago C¥(€2) com a norma L? mais a

norma L? do gradiente da funcao:
T:WQ) >R, Z() = [ VP - PP
Q

onde, neste contexto, V f representa o gradiente fraco de f. Assim, diremos que o dominio

QcCcxé
o Estdvel se I(f) > 0 para toda f € W*(Q) tal que [, f = 0;
e Fortemente estdvel se Z(f) > 0 para toda f € WH2(Q);

Exemplo 2.3.1 (Planos sao fortemente estaveis). Apesar disto também ser consequéncia
direta dos exemplos e podemos verificar este fato a partir da forma Z: de fato,
se X € um plano e 0 C X um dominio, entdo como as curvaturas principais de Y sao

nulas, logo |II|* = 0. Portanto, para toda f € W'*(Q), temos Z(f) = [, |V f]?dx > 0.

Exemplo 2.3.2 (Esferas sio estdveis). Por simplicidade, consideramos a esfera S*. Seja
Q C S? um dominio, e f € W12(Q) tal que fﬂdeQ = 0. Podemos estender f a uma
funcio f € W12(S?), tomando f(p) =0 sepeS*—Q. Consideremaos o espectro do

operador laplaciano. Seja Ay o sequndo autovalor do problema

Ag+ Mg =0, / gdS* = 0. (2.19)
SQ

O primeiro autovalor é \y = 0, tendo as constantes como autofuncoes associadas. O

sequndo autovalor é Ay = 2 [15]. De acordo com a caracterizagao de Ay a partir do quociente
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de Rayleigh, temos
Jo2 |V g|? dS?
fS? g? dS?

onde a igualdade ocorre somente nas autofung:éeeﬂ Como em S? temos T[> =2 = Xy, €

Ao < , Vge WLQ(SQ);/ gdS* =0, (2.20)

SQ

(2.20) vale para f, logo para f, seque que

I(f):/Q|Vf\2—2f2d82:/Q\Vf|2—)\2f2d8220, (2.21)

para toda f € Wh2(Q) tal que fﬂdeQ = 0. Portanto, Q) € estdvel. Como ) € arbitrdrio,

seque S? € estdvel.

Exemplo 2.3.3 (Esferas nao sao fortemente estéveis). Apesar deste fato ser consequéncia
do teorema de do Carmo - Peng, mostramos as ideias da prova, baseando-nos nas notas
de [8]. Assim, considere S um hemisfério e Q um dominio. Novamente, consideramos o
espectro do operador laplaciano. Seja M\ (S) o primeiro autovalor do problema Ag+ A g =0
com condi¢cao de Dirichlet g =0 em 0S. A partir de simetrias, podemos estender qualquer
autofuncdao de Dirichlet em S a S%®. Assim, o espectro do laplaciano restrito a S serd
um subconjunto do espectro do laplaciano em S*. Temos M\ (S) = 2 [§]. Utilizamos a
propriedade de monotonicidade de Ay isto €, se G' C G, entdo \(G") > M\ (G) [0]. Assim,
se Q) é um dominio em S? tal que S C Q, seque que A\ (Q) < 2. Logo, se f é uma autofuncao
de M\ (), da caracterizacio de Rayleigh

% =M(Q)<2=7ZI(f) <0. (2.22)
Q

Portanto, Q) nao € fortemente estdvel, logo S*> nao é fortemente estdvel.

Exemplo 2.3.4 (Calotas esféricas menores ou iguais a hemisférios sao fortemente estaveis).
Do exemplo anterior, seque ainda que se €2 é uma calota esférica tal que Q2 C S, entao

A(Q2) > 2. Logo,
Vf|*dS?
Jo f2ds?

Logo, como |I1|> =2 em Q, temos Z(f) > 0. Portanto, Q € fortemente estdvel.

Vfewh Q). (2.23)

Zpara ver isto, multiplicamos Ag + Ag = 0 pela autofuncio g, aplicamos (1.16]), e integramos em S2.

Resolvendo a equagao resultante para A, a igualdade pretendida seguird do teorema da divergéncia
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Nos exemplos acima percebemos que estabilidade esta relacionada ao estudo do pro-

blema de autovalores associados ao operador de Jacobi £ = A + |II|?, isto é,

L(f)+Af=0 em Q,
f=0 em Of).
O operador de Jacobi é do tipo eliptico e possui a propriedade de que seu primeiro

autovalor \; pode ser caracterizado por

Q) = inf{_ff fﬁ(;;dz

Assim, vemos que uma superficie é fortemente estavel se, e somente se, A;(£2) > 0.

, Vfelo™®Q); f=0em GQ}. (2.24)

Definigao 2.3.1. Seja Q C X um dominio relativamente compacto de fronteira suave e N
um campo normal unitdrio. Uma funcdo f € C®(Q) tal que fﬂf =0, f=0em 0 e
L(f) =0 € chamada fungdo de Jacobi em Q. O campo vetorial normal J = fN é chamado

campo de Jacobz.

Observamos que a caracterizacao (2.24) de A; como um infimo também justifica sua
monotonicidade com relagao a inclusdo. Assim, se A\j(;) = 0 e Qy C Q) € Qy, entdo
A1(€0) > 0 > A (€y). Utilizamos estas ideias nos préximos exemplos. Além disso, ad-

mitimos o resultado abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em Fischer-Colbrie -

Schoen [7]:

Proposicao 2.3.1. Sejam 2 C ¥ um dominio relativamente compacto e A\1(Q) o primeiro

autovalor do operador de Jacobi L, o qual age em funcioes f € C*(Q) tais que f =0 em

0. Se existe uma funcao positiva g tal que L(g) =0 em 0, entdo A\;(2) = 0.

Exemplo 2.3.5 (Um cilindro nao é estdvel). Seja ¥ = S' xR. Como as dire¢oes principais
de ¥ em cada ponto sdo tangentes a retas e circunferéncias de raio 1, cujas curvaturas
sao respectivamente 0 e 1, seque que 3 € uma superficie CMC com H = 1/2 e |II| = 1.
Considerando coordenadas cartesianas (z,y,t) em R3, podemos parametrizar ¥ por (6,t),
tomando x = cosf ey =senf. Se f(0,t) = sent, entdo Af = —sent. Logo, f satisfaz a
equacao

Af+ | f =0.



CAPITULO 2. ESTABILIDADE 34

Seja 1 o dominio limitado pelos circulost =0 e t = m. Assim, como f(0,t) = sent é
uma func¢ao positiva em §2y, seque da proposi¢ao que A\1(21) = 0, e portanto qualquer
subdominio €, tal que Qy C €y, € fortemente estavel. Por outro lado, das consideragoes
acima, se o € qualquer outro dominio tal que €y C Qy C X, entdo ) nao € estavel.

Portanto, ¥ = S' x R ndo € estdvel.

Exemplo 2.3.6 (Catenoide critico). Seja ¥ o catenoide descrito no exemplo . Seja
P um ponto em que uma reta que contém a origem O tangencia a caltendria y = cosh(z).
Consideremos entio a esfera S, centrada na origem, cujo raio é a medida de OP (ver
figura . Seja N um campo unitdrio normal a ¥ e seja X o campo posi¢cao X (p) = p
para todo p € R®. Considere a funcio f: ¥ — R definida por f = (N, X). Seja entao Q a
por¢ao de ¥ interior a S. Com a escolha conveniente da orientacao de Y, seque que [ é
positiva em §2 e se anula em OS2, jd que o campo X € tangente a % ao longo dos circulos
perpendiculares ao eixo z que contém P e seu antipoda. Porém, nao € dificil mostrar
que, como Y € uma superficie minima, f satisfaz a equagao Af + |II]2f =0 (isso é uma
consequéncia do Lema no proximo capitulo). Logo, seque da proposicao que

A (Q2) =0, e portanto qualquer subdominio de Q0 é fortemente estdvel.

Figura 2.1: Construcao do Catenoide Critico



Capitulo 3

Classificacao das superficies estaveis

do R’

Veremos neste capitulo como algumas poucas hipdteses adicionais influenciam profun-
damente a geometria de uma superficie estavel com curvatura média constante. A primeira
suposicao consiste em considerarmos a classe das superficies fechadas, isto é, superficies
compactas sem bordo. As implicacoes de tal suposicao sao discutidas na proxima secao,
sendo um dos principais objetivos do trabalho. Na secao posterior apresentamos alguns
resultados relacionadas, considerando o caso das superficies minimas, as quais nao podem
ser fechadas, e ainda as superficies de fronteira livre, obtidas a partir de variacoes que nao

fixam o bordo, embora satisfacam outras condigoes.

3.1 Teorema de Barbosa - do Carmo

Este é um teorema de classificacao. Ele descreve de que tipo devem ser as superficies
imersas em R3, com curvatura média constante, estéveis e fechadas. Alguns exemplos de
superficies fechadas sao a esfera, o toro, e a garrafa de Klein.

Pensemos entao em exemplos de superficies fechadas, cuja curvatura média é a mesma

em todos os seus pontos, tais que pequenas pertubagoes que preservam seu volume nao

35
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podem diminuir sua area. E uma tarefa ardua tentar imaginar uma superficie nestas
condigoes que seja diferente de uma esfera. O teorema de Barbosa - do Carmo nos mostra

que, de fato, isto é impossivel.

Teorema 3.1 (Barbosa - do Carmo). Seja ¥ fechada e ¢ : ¥ — R3 uma imersio de

curvatura média constante H # 0. Entao ¢ € estavel se, e somente se, p(X) € uma esfera

(redonda) S* C R3.

Este teorema, cuja demonstracao serda apresentada abaixo, implica que qualquer su-
perficie CMC, nao esférica, imersa em R? e fechada nao é estdvel. Assim, para uma tal
superficie existem deformacgoes que diminuem sua area mesmo preservando seu volume. Se
lembrarmos da motivacao inicial das bolhas de sabao, isto quer dizer que, em um estado
de equilibrio, toda e qualquer tipo de bolha de sabao produzida tende a adotar o formato

de uma esfera.

3.1.1 Demonstracao do Teorema de Barbosa - do Carmo

Para provar o teorema |3.1], necessitamos de trés lemas. O primeiro deles nos diz que o

campo unitario N normal a ¥ e as suas segundas derivadas possuem a mesma direcao:

Lema 3.1.1. Seja ¢ : ¥ — R® uma imersao de curvatura média constante H. Dadop € ¥,
se {e1,ea} € um referencial ortonormal, geodésico em p, entdo

> (Ve Ve N er)(p) =0, ke {1,2}. (3.1)
Demonstragio. Fixe k € {1,2}. Como (N, e;) = 0, obtemos (V. N, e) = —(N, V.ex).
Portanto,

(Ve,Ve,N,ep) + (Ve N, Veer) = —(Ve,N,Veer) — (N, V.. Veepr). (3.2)

Como V., N é tangente a ¥ e V. ex(p) é normal, ji que o referencial é geodésico em p,

temos (V,, N, V,,ex)(p) = 0, e dai

<v€iv€iN7 ek)(p> = _<N7 veiveiek><p> = _<N7 veivekei>(p)7 (33)
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onde a ultima igualdade segue da simetria da conexao V, isto é, Vei € —Vej e; = lei, e;] = 0.
Isto, aliado ao fato de que em R? o tensor de curvatura R satisfaz R(e;, ex)e; = 0, implica
ainda em

Ve Veei(p) = Ve, Ve,ei(p). (3.4)

Logo,
Z<v€¢veiN7 €k>(p) - = Z<N7 vekveiei>(p) - _<N7 Vek(zv€i€i>><p)' (35)

Finalmente, como 2H = (N, ) . V..e;) é constante, segue que
<vekN’ Zv€i€i>(p) = _<N’ vek(zveiei)>(p)' (36)

Portanto,

Z<v€iveiN’ ek’)(p) = <vekN’ Zvez'ei)(p) =0, (3'7)

j& que os dois ultimos termos sao ortogonais, tendo em vista que V., N é tangente e do

referencial ser geodésico segue (V.,e;)(p) = (Ve,e; — Ve, €;)(p) é normal. O

O lema abaixo fornece uma maneira de encontrar solucoes para a equacao de Jacobi
L(f) =0.
Lema 3.1.2. Seja ¢ : ¥ — R? uma imersdao de curvatura média constante, N um campo
unitdrio normal a ¥ e P € R® um vetor fivrado. A funcao f = (P, N) satisfaz Af +|1|*f =
0.

Demonstracao. Se {ej,es} é um referencial ortonormal, geodésico em p € ¥, entdo o

laplaciano A em p é dado por Af(p) =, e;e; f(p). Portanto,

Af(p) = Z€i€i<P’ N>(p) = Z(P, veiveiN>(p)

(2

= > P NN+ (Per)er, Ve, Ve, N) (p).

i k
Dos lemas e segue que
Af(p) = (P,N)> (N.V,VN)(p) = —(P,N)[I*(p) = —[II]* f(p). (3.8)

7

]
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Lema 3.1.3. Seja ¢ : ¥ — R?® uma imersao de curvatura média constante H e N um

campo unitdrio normal a $3. A funcio g = (¢, N satisfaz Ag = —2H — |[1|%g.

Demonstracdo. Seja {e;,e;} é um referencial geodésico em p € ¥. Como V. ¢ = ¢; e

(e;, N) =0, temos

Ag(p) = Z 6i6i<¢7 N>(p) = Z ei[<vei¢v N> + <¢>vezN>]<p)

(2

= Y e, Ve, N) + (6, Ve, Ve, N (p)

= —(H.N)(p)+ (6. N) Y (N, V.,

Ve.N)(p).
Portanto, da definicao de H e do lema seque que
Ag(p) = —2H — [IPg(p). (3.9)

Estamos entao em condicoes de apresentar uma prova do principal resultado desta

secao:

Demonstracao do Teorema de Barbosa - do Carmo. O exemplo [2.3.2] mostra que esferas
sdo estaveis. Reciprocamente, suponhamos que ¥ seja fechada e ¢ : ¥ — R3 uma imersao
de curvatura média constante H # 0, orientada segundo um campo normal unitario N.

Segue da férmula de Minkowski, equagao (|1.23), que a funcao g = (¢, N) satisfaz

/(1 + Hg)ds = 0. (3.10)

Por outro lado, multiplicando a equagcao (3.9) pela constante H e integrando em ¥, temos

H/Agdzz/—2H2— ITI[*H gdy. (3.11)
% )

Pelo teorema da divergéncia, o membro esquerdo de ([3.11]) é nulo, pois ¥ é fechada. Logo,

2H2/d2: —/ ITI|*H gd3. (3.12)
¥ )
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Seja f = 1+ Hg. A equagao (3.10) implica que fz fd¥ = 0. Consideramos uma

variacao normal cujo campo variacional é L = fN. Assim,
A"(0) = /E —fAf — [ f2dx. (3.13)
A partir do lema [3.1.3] temos
—fAf = OPf* = —H(gH +1)Ag — [IIP*(gH + 1)*
= —H(gH + 1)(=2H — %) — [N*(@H? + 291 + 1)
= 2H°f —|IJ*f.
Como [, fd¥ = 0, segue que

A"(0) = —/2|H|2(Hg+ 1)dy. (3.14)

Como ¢ é estavel, A”(0) > 0. Segue, portanto, das equagoes (3.12)), (3.14) e (1.14]) que

2H2/d2: —/ |H]2Hgd22/|ﬂ|2d2 2/2H2d2. (3.15)
% P ) %

Logo, |IT|? = 2H?. Da observagao subsequente a equagao (1.14)), segue que todos os pontos

de ¢(X) sdo umbilicos. Como X é fechada, segue que é uma esfera 5% C R?. ]

Observamos que o teorema [3.1] continua vélido se substituirmos a hipdtese de fechada
por completaﬂ Esse resultado foi demonstrado por A. da Silveira cerca de dois anos depois

da publicagao do resultado [3.1 de Barbosa - do Carmo. Ver teorema [3.3]

3.2 Alguns Resultados Relacionados

Nesta secao apresentamos alguns resultados diretamente relacionados ao Teorema de
Barbosa - do Carmo. Devido ao fato das provas de tais resultados estarem baseadas na
teoria de Superficies de Riemann, na qual as imersoes sao tomadas juntamente com sua es-
trutura complexa, dentre outros assuntos nao abordados neste trabalho, nao apresentamos

demonstracoes aqui. Referéncias sao dadas em cada caso.

Ver definicao
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3.2.1 Teorema de do Carmo - Peng

O leitor atento deve ter questionado sobre a validade do teorema quando H = 0.
De fato, existe uma versao semelhante, a partir da qual nomeamos esta secao, porém
precisamos nos atentar sobre as hipoteses tomadas. O primeiro ponto de atencao é que uma
superficie minima nao pode ser fechada, pois toda superficie fechada em R? apresenta pelo
menos um ponto eliptico, isto é, um ponto cuja curvatura gaussiana K = kiky é positiva.
Logo, kika > 0= H = (k1 + k2)/2 # 0, 0 que é absurdo. Assim, ndo podemos supor que
uma superficie minima seja fechada. Entretanto, superficies fechadas fazem parte de uma
classe bem maior de superficies: as completas. Intuitivamente, uma superficie completa é

aquela que nao apresenta “furos” ou fronteiras. Mais precisamente,

Definicao 3.2.1. Uma superficie ¥ € completa se, para todo p € %, as geodésicas que

partem de p estao definidas para todos os valores do parametrot € R.

Isto também significa que se X é completa entao quaisquer dois de seus pontos podem
ser ligados por geodésicas minimizantes de distancia. E isto que queremos dizer com “X
nao apresenta furos”. Além disso, para todo p € X, nenhuma geodésica partindo de p
pode atingir um ponto de fronteira. O fato de superficies fechadas serem completas é
consequéncia do teorema de Hopf - Rinow (ver [3], p. 165).

Alguns exemplos de superficies minimas completas sao o catenoide e o helicoide (exem-
plos e . Entretanto, pode-se mostrar que estes exemplos nao sao estaveis. E
mesmo no caso dos gréaficos minimos, que sao fortemente estaveis (exemplo , se con-
siderarmos aqueles que sao também completos, nao temos muitas possibilidades.

De fato, a lista de superficies minimas, completas e fortemente estaveis é esgotada com
o teorema de do Carmo - Peng [4], também provado de forma independente por Fischer-

Colbrie - Schoen [7] e Pogorelov [10].

Teorema 3.2 (do Carmo - Peng). Seja ¢ : ¥ — R® uma imersio completa, fortemente

estdvel, com curvatura constante H > 0 e orientdvel. Entao H =0 e ¢p(X) é um plano.

Como consequéncia deste teorema, e do fato de graficos minimos serem fortemente
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estéveis (exemplo[2.1.1)), temos a seguinte generalizagao do Teorema de Bernstein, teorema

4

Corolario 3.2.1. Se uma superficie ¥ é um grdfico minimo completo sobre um dominio

Q C R?, entao Q =R? ¢ ¥ € um plano.

Os teoremas de do Carmo - Peng [3.2] e de Barbosa - do Carmo fornecem entao
classificagoes para o plano e para esfera. O teorema pode ser ainda generalizado con-
siderando a hipotese de estabilidade, hipotese mais fraca que estabilidade forte. De fato,

isto foi alcangado por A. da Silveira em 1986, no teorema 1.3 de [14]:

Teorema 3.3 (da Silveira). Uma superficie CMC, imersa em R?, completa, nio compacta

e estdvel € um plano.

Na préxima segao apresentamos um resultado de classificagao das superficies umbilicas

no contexto das superficies de fronteira livre.

3.2.2 Superficies CMC de Fronteira Livre

Constatamos que superficies CMC sao solugoes de um problema variacional, sendo ca-
racterizadas como pontos criticos do funcional area para variagoes que preservam o volume
e fixam o bordo. Mostramos aqui algumas implicagoes do abandono desta ultima condigao.

Mais especificamente, dado um dominio suave, convexo e compacto D C R?, de fron-
teira nao vazia, estaremos interessados no estudo dos pontos criticos do funcional area para
todas as superficies > que dividem D em duas regioes de volumes pré-determinados, tais
que IntY C IntD e 9% C 9D. Neste contexto, de acordo com [12], tal reformulagao é fre-
quentemente referida como o problema da particdo para corpos convexos. As superficies que
sao pontos criticos deste problema intersectam 9D ortogonalmente. Além disso, possuem
curvatura média constante, sendo portanto chamadas de superficies CMC de fronteira livre.
Como habitual, destacam-se dentre tais superficies aquelas que sao minimizantes de area.

Assim, sao chamadas estdveis as superficies CMC de fronteira livre que possuem segunda
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derivada da area nao negativa para todas as variagdes que preservam volume. Defini¢oes

precisas sao dadas a seguir.

Ideias Iniciais

Na dedugao da férmula da primeira variagao da drea, teorema [I.I] observamos que a
hipétese da variacao fixar o bordo foi utilizada somente para mostrar que a segunda integral
em ¢ nula para tais variagoes. Descartando tal restricao, obtemos para quaisquer
variacoes

A(0) = _2/ H(N, L)ds. +/ (n, L)ds, (3.16)
Q o0
observando que o vetor exterior unitario n normal a 9 é tangente & 3, logo (L*,n) = 0.

Consideremos entao um dominio suave, convexo e compacto D C R3, e seja n o campo
vetorial normal unitdrio ao longo de D que aponta para dentro. Seja II1?P a segunda forma
fundamental de 9D com relacio a 7, isto é, 1P (X, Y) = (~Vxn,Y), para campos vetoriais
X e Y tangentes a 9D. A condicio de convexidade em D implica que IT°P(X, X) > 0 para
todo X tangente a JD.

Seja ¥ uma superficie orientdvel, compacta, de fronteira nao vazia e ¢ : ¥ — R? uma
imersao que leva Int> em IntD e 0% em 0D de modo suave até mesmo na fronteira 9.

Nestas condigoes, temos a seguinte

Definicao 3.2.2. Uma variagio ® serd chamada admissivel se ®(t, IntX) C IntD e
O(t,0X) C OD para todo t € I = (—¢,€). A superficie ¥ é chamada estaciondria se é

um ponto critico do funcional drea para toda variacdo admissivel que preserva volume.

Utilizando a equacao , no mesmo espirito do teorema pode-se mostrar que
Y. é estaciondria se, e somente se, > possui curvatura média constante e intersecta 0D
ortogonalmente ao longo de 9%. Assim, uma superficie estacionéria 3 é chamada superficie
de curvatura média constante de fronteira livre se A’(0) = 0 e, para cada variagao admissivel
¢ :Ix¥X — D, ¥ = &(t,%) divide o dominio D em duas regides de volumes pré-

determinados para todo t € I.
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Exemplo 3.2.1 (Catenoide Critico). Seja B C R3 a bola unitdria centrada na origem.

Para cada o > 0, seja C,, o catenoide parametrizado por

Valu,v) = (OzCOShECOS’U,CYCOShESGI’lU,u). (3.17)
a a

A parametrizacao apresentada exemplo € o caso particular para o« = 1 e C,, € sim-

plesmente a imagem homotética de Cy pelo parametro o. O wvetor unitdario normal a C, €

cos v sen v
cosh(u/a)’  cosh(u/a)

Temos entao uma situacao semelhante a apresentada no exemplo|2.5.6, com a ressalva que

N =( ,tgh(u/a)). (3.18)

aqui partimos da esfera unitdria: existe um unico valor oy para o qual C, intersecta a
esfera S* = OB ortogonalmente. De fato, como em S? o vetor normal unitdrio é paralelo
ao vetor posicao, encontramos este valor observando que, da condi¢cao de ortogonalidade,
temos (N, @) = 0 e isto implica que

1= "tgh—. (3.19)
(0 «

Mas a equacdo 1 = ttght apresenta uma unica solugcao positiva ty. Com isso obtemos que
U . . . S L
o= to, o que, aliado a restricio de o, € S?, implica em solugdo tinica.

Assim, a por¢ao de C,, contida em B, chamada catenoide critico, é uma superficie

CMC de fronteira livre. Na verdade, esta € uma superficie minima de fronteira livre.

Também podem ser feitas algumas adaptagdes no lema de modo que suas im-
plicacoes continuem validas neste novo contexto. Com isso, dada uma funcao f dife-
renciavel tal que fz fd¥X = 0, existe uma variacao admissivel de ¥ que preserva volume
cujo campo variacional é L = fN. Assim, se > é uma superficie CMC de fronteira livre,

para toda variacao normal e admissivel que preserva volume, temos

A”(O):/E|Vf|2—|H|2f2d2—/82HBD(N,N)f2ds. (3.20)

Observamos que a ultima parcela acima surge da derivacdo de (n, L), onde n é o

vetor exterior unitario normal a 02 e tangente a Y. De fato, como ¥ intersecta 0D
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Figura 3.1: Exemplos de superficies CMC de fronteira livre na bola unitaria: da esquerda para

a direita, temos um disco equatorial, uma calota esférica e um catenoide critico.

ortogonalmente ao longo de 0%, entdao n(p) = —n(p) para cada p € 9%, onde 7 é o campo

vetorial normal unitario ao longo de 0D. Logo,
<n>vLL> = _<an7 L) = _f2<_an> N) = _HaD(Nv N)f2

Além disso, como div(fVf) = fAf + |[Vf|? = div(fVf) — fAf=|Vf|?e

. _ _ _ [ 9
/Zdlv(fo)dE—/az(fo,m ds = 82f(Vf,n) ds = azfan ds,

também podemos escrever (3.20]) como

af

. fa—n —TI9P(N, N) f* ds. (3.21)

A”(O):—/QfAf+|H|2f2dZ+

Defini¢ao 3.2.3. Uma imersao estaciondria ¢ : X — D € chamada estdvel se A”(0) > 0

para toda variacdo normal admissivel que preserva volume de 3.

Em completa analogia as ideias apresentadas no inicio da segao[2.3] a partir da equagao

(3.20) podemos definir uma forma do indice no espago de Sobolev W1%(%) dada por
T:WHX) =R, I(f) = / IVF|? — [TI2f2ds — / PP (N, N) f? ds. (3.22)
s ox

Assim dizemos que a superficie estacionéria ¥ é estdvel se Z(f) > 0 para toda f € W1%(X)

tal que [ f =0.
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Exemplo 3.2.2 (Discos geodésicos e calotas esféricas). Se B C R ¢ uma bola, entio os
discos geodésicos que intersectam OB ao longo de um equador e as calotas esféricas que
intersectam OB ortogonalmente sdo exemplos de superficies de curvatura média constante

de fronteira livre. De fato, pode-se mostrar que estes sao também estdveis.

3.2.3 Teorema de Nunes

Semelhantemente a consequéncia dos teoremas de Barbosa - do Carmo e do Carmo -
Peng, o teorema de Nunes nos fornece uma classificacao das superficies CMC de fronteira
livre, estéveis e orientaveis imersas nas bolas geodésicas do R3. De fato, como consequéncia
do teorema de Nunes deduzimos que discos totalmente umbilicos sao as unicas superficies
CMC de fronteira livre, imersas nas bolas geodésicas de R3, orientdveis e estdveis.

Esta classificacao tem inicio nos trabalhos de Ros - Vergasta, os quais estudaram su-
perficies CMC de fronteira livre imersas em dominios convexos do R"™. Estes autores

mostraram em [12] o importante resultado:

Teorema 3.4 (Ros - Vergasta). Se B C R? é uma bola fechada e ¢ : 33 — B é uma imersdo

estaciondria e estavel, entao 0Y estd mergulhada e as unicas possibilidades sao
(i) ¢(X) € um disco totalmente geodésico;
(ii) ¢(3) € uma calota esférica;

(iii) ¢(X) tem genus g = 1 e o numero de componentes conexas da fronteira de ¢(X) é

r=1our=2.

Ainda em [12], Ros - Vergasta afirmam desconhecer a existéncia de superficies CMC de
fronteira livre e estaveis de genus 1, mas ressaltam que nao conjecturam que tais superficies
nao existem, deixando entao tal problema em aberto.

E a principal contribuicao de Nunes [9] foi provar que que possibilidade (7i) do teorema

3.4 acima nao se verifica:
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Teorema 3.5 (Nunes). Se B C R é uma bola fechada e ¢ : ¥ — B ¢ uma imersio CMC

de fronteira livre, orientavel, compacta e estdvel, entao > tem genus zero.

A prova deste teorema usa ideias semelhantes as usadas por Ros - Vergasta para provar o
teoremal3.4] baseando em fungoes testes adequadas cuja existéncia é garantida pelo “truque
de Hersch”. Resumidamente, Ros-Vergasta consideram uma superficie fechada ¥’ obtida
a partir da superficie original X e da uniao de discos conformes a cada componente conexa
de 0%. Eles entao utilizam os fatos de X' ser conformemente equivalente a esfera S?, e da
energia de Dirichlet, a qual é controlado pelos invariantes topoldgicos, ser invariante por
mapas conformes. O “truque de Hersch” consiste entao em utilizar difeomorfismos de S? em
S? para balancear o mapa conforme tomado de ¥ a S? de modo que as funcoes coordenadas
de tal mapa se tornem adequadas ao uso como funcoes de teste, isto é, como funcgoes
utilizaveis nas técnicas de estabilidade. Por outro lado, como ¥ é suposta compacta, Nunes
considera diretamente a equivaléncia conforme de ¥ ao disco unitdrio D do R?, e assim
o “truque de Hersch modificado” é empregado a partir do fato de D ser conformemente
equivalente a um hemisfério de S%. Isto porém impossibilita o uso de todas as funcoes
coordenadas como funcgoes de teste. Nunes entao contorna tal problema mostrando que
estabilidade no sentido das superficies de fronteira livre implica em estabilidade forte no
sentido do capitulo anterior. Isto possibilita melhores cotas para o género de ¥ e para o
nimero de componentes conexas de 0X. Para mais detalhes, ver [9].

Este resultado implica entao na classificacao das superficies CMC de fronteira livre,
orientéveis, estdveis e imersas nas bolas do R3. Conforme mencionado pelo préprio autor
em [9], esta é uma versao do teorema [3.1| para o contexto das superficies de fronteira livre.
Como tal teorema é valido em R™ (de fato, a prova do teorema , apresentada neste
capitulo em dimensao 3, é basicamente a mesma apresentada em [I] para qualquer n), o
autor afirma entao que resultados andlogos aos apresentados em [J] sdo esperados para
outras dimensoes. Esta questao foi entao resolvida poucos anos atras por Wang - Xia
em [I6]. De fato, existem muitas generalizagoes e diferentes contextualizagoes das ideias

apresentadas neste trabalho, bem como muitas questoes ainda sem solugoes, constituindo
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temas relevantes e atuais de pesquisa.
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