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ca pelo Programa de Pós-Graduação em Matemática do Insti-
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Resumo

Nesta dissertação, estudamos os resultados, desenvolvidos por Caffarelli e
Silvestre em [5], que caracterizam o operador Laplaciano fracionário em ter-
mos de uma extensão que envolve um operador local em forma divergente.
Além disso, aplicamos esta caracterização para mostrar, seguindo Caffarelli-
Silvestre, uma desigualdade do tipo Harnack para funções s-harmônicas não
negativas. Finalmente, mostramos que a Desigualdade de Harnack implica
em regularidade de Hölder.

Palavras-chave: Laplaciano fracionário, Extensão s-harmônica, Desigual-
dade de Harnack, Regularidade Hölder
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Abstract

In this Master’s thesis, we analyze results, developed by Caffarelli and Silves-
tre in [5], that characterize the fractional Laplacian operator in terms of an
extension that involves a local operator in divergence form. In addition, we
apply this characterization to show, following Caffarelli-Silvestre, a Harnack-
type inequality for non-negative s-harmonic functions. Finally, we show that
Harnack Inequality implies Hölder’s regularity.

Keywords: Fractional Laplacian, s-harmonic Extension, Harnack Inequa-
lity, Hölder Regularity
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Introdução

Nos últimos anos, tem crescido bastante o interesse no estudo de opera-
dores do tipo fracionário. Muitos trabalhos têm sido publicados provando
existência, multiplicidade e regularidade de soluções de problemas envolvendo
tais operadores. O protótipo é o Laplaciano fracionário que definimos na
Seção 1.2. Do ponto de vista das aplicações, estes operadores desempenham
um papel crucial na descrição de vários fenômenos, tais como: o processo de
difusão de Lévy, propagação de chamas, mecânica cont́ınua, estudos que en-
volvem dinâmica populacional e também teoria de jogos. Para mais detalhes
a respeito das aplicações e motivações para o estudo de tais operadores, men-
cionamos os trabalhos de Applebaum, Vazquez e Servadei-Valdinoci [2, 17,
15]. Devido a sua importância, muitos problemas têm sido investigados como,
por exemplo, nos trabalhos de Brändle-Colorado-Pablo, Servadei-Valdinoci,
Iannizzoto-Pereira-Squassina, Goyal-Sreenadh, Bisci-Servadei e Xiang-Zhang
-Radulescu [3, 14, 12, 11, 13, 18], bem como suas referências, onde os autores
provaram resultados de existência e multiplicidade para problemas envol-
vendo o operador Laplaciano Fracionário e o p-Laplaciano fracionário.

Um dos principais trabalhos que desenvolveram esta teoria foi realizado
por Caffarelli e Silvestre [5, 6] que, inspirados nas ideias que aparecem em
Silvestre [16], mostram a existência de uma relação entre o Laplaciano Fra-
cionário e uma equação local, definida no semi-espaço superior, na forma
divergente. Anteriormente, já havia sido notado por Caffarelli [6] a conexão
entre a solução u do problema{

∆u(x, y) = 0 em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x) em Rn,
(1)

e a função (−∆)1/2f , onde (−∆)1/2 é o operador Laplaciano fracionário de
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potência 1/2. Tal relação é descrita da seguinte forma:

− uy(x, 0) = (−∆)1/2f(x). (2)

Nesta dissertação, estudamos o resultado obtido por Caffarelli e Silvestre [5],
onde, para s ∈ (0, 1), é estabelecida a seguinte relação

lim
y→0

yauy(x, y) = C(−∆)sf(x), (3)

com u sendo a solução de{
div(ya∇u(x, y)) = 0 em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x) em Rn,
(4)

e onde a = 1 − 2s ∈ (−1, 1) e C é uma constante de normalização. Ob-
serve que se a = 0, retornamos ao caso anterior (1) e (2). A partir dessa
técnica, foram obtidas muitas propriedades relacionadas ao Laplaciano Fra-
cionário. Por exemplo, nesse mesmo trabalho, Caffarreli e Silvestre provam
a Desigualdade de Harnack.

O objetivo desta dissertação é detalhar alguns dos resultados de Caffarelli
e Silvestre [5], buscando, quando necessário, a teoria preliminar na literatura.
Enfatizamos que o trabalho consiste de uma revisão bibliográfica e que os
teoremas apresentados não são de nossa autoria. Apresentamos, sempre que
posśıvel, a devida referência para a publicação original.

Dividimos o trabalho em quatro caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, apresentamos
as definições iniciais do espaço Hs(Rn), do Laplaciano fracionário e mostra-
mos uma caracterização do Laplaciano fracionário via transformada de Fou-
rier. Terminamos o capitulo apresentando o cálculo expĺıcito do laplaciano
fracionário em dois exemplos.

No Caṕıtulo 2, iniciamos o estudo da relação (3)–(4). Para isso, analisa-
mos propriedades da equação div(ya∇u) = 0 tais como solução via fórmula
de Poisson, caracterização variacional de soluções como minimizantes do fun-
cional energia

u ∈ Hs(Rn) 7−→
∫
Rn×R+

ya|∇u|2 dx dy

unicidade de solução e, finalmente, provamos a relação desejada.
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No Capitulo 3, mostramos que localmente é posśıvel estender a solução do
problema local para uma bola em Rn+1, não somente no semi-espaço, e pro-
vamos que soluções deste problema estendido são de classe C1 via resultado
do tipo Harnack de Caffarelli-Gutierrez [7].

No Caṕıtulo 4 provamos a Desigualdade de Harnack para uma função f
não negativa, sob a hipótese de que (−∆)sf = 0 em Br, isto é, encontramos
uma constante C > 1 que depende somente de s e da dimensão n, tal que

sup
Br/2

f ≤ C inf
Br/2

f.

Terminamos o caṕıtulo e esta dissertação mostrando, como corolário usual
da Desigualdade de Harnack, que se f : Rn → R é não-negativa e satisfaz
(−∆)sf = 0 em B1, então f ∈ Cα em B1/2 para algum α > 0.
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Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Este caṕıtulo destina-se à apresentar e desenvolver as ferramentas que são
utilizadas ao longo deste trabalho.

1.1 Espaço de Sobolev Fracionário Hs(Rn)

Esta seção tem por objetivo apresentar o espaço de Sobolev fracionário.
Começamos a seção definindo o espaço de Sobolev fracionário Hs(Rn), tam-
bém conhecidos por espaços de Aronszajn, de Slobodeckij ou Gagliardo.

Definição 1.1. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Para s ∈ (0, 1),
definimos o espaço de Sobolev fracionário por

Hs(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω);

|u(x)− u(y)|
|x− y|n2 +s

∈ L2(Ω× Ω)

}
. (1.1)

A função [ · ]Hs(Ω) : Hs(Ω)→ R definida por

[u]Hs(Ω) :=

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dx dy

) 1
2

(1.2)

é uma seminorma, chamada seminorma de Gagliardo. O espaço Hs(Ω) é um
espaço de Banach com a norma dada por

‖u‖Hs(Ω) :=
√
‖u‖2

L2(Ω) + [u]2Hs(Ω). (1.3)

Teorema 1.2. Para todo s > 0, o espaço C∞0 (Rn) das funções suaves com
suporte compacto é denso em Hs(Rn).

Demonstração. Veja [1, Theorem 7.8].
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1.2 Laplaciano Fracionário

Definimos agora o espaço de Schwartz S(Rn) e o operador Laplaciano fra-
cionário (−∆)su com s ∈ (0, 1) e u ∈ S(Rn). Dados o multi-́ındice α ∈
({0} ∪ N)n e x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn denotamos

|α| : = α1 + α2 + · · ·+ αn,

xα : = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn e

∂α : = ∂α1
1 ∂α2

2 · · · ∂αnn .

Definição 1.3. O espaço de Schwartz S(Rn), também conhecido como espa-
ço das funções rapidamente decrescentes, é a coleção das funções f ∈ C∞(Rn)
tais que

‖f‖α,β = sup
x∈Rn
|xα∂βf(x)| <∞,

para quaisquer multi-́ındices α, β ∈ ({0} ∪ N)n.

A definição acima pode ser interpretada como segue: uma função está
neste espaço se ela for suave e, além disso, a própria função e todas as suas
derivadas decaem mais rápido, quando |x| → +∞, do que o inverso de qual-
quer polinômio. A topologia desse espaço é gerada pelas seminormas dadas
a seguir: para k ∈ N e ϕ ∈ S(Rn),

Pk(ϕ) := sup
x∈Rn

(1 + |x|)k
∑
|α|≤k

|∂αϕ(x)|.

Definição 1.4. Para s ∈ (0, 1), o Laplaciano fracionário, no espaço das
funções de Schwartz, é o operador linear

(−∆)s : S(Rn)→ L2(Rn)

dado por

(−∆)su(x) = cn,s PV

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy

:= cn,s lim
ε→0+

∫
Rn\Bε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy,

(1.4)

onde PV é uma abreviação para “valor principal” e a constante cn,s é dada
explicitamente por

cn,s :=

(∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
dζ

)−1

, (1.5)
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sendo ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn).

Vejamos agora que o limite dado em (1.4) existe para todo s ∈ (0, 1). De
fato, seja u ∈ S(Rn). Sabemos que

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)|+ |u(y)| ≤ ‖u‖∞ + ‖u‖∞ = 2‖u‖∞,

para todo x, y ∈ Rn. Além disso, como |∇u| é uma função limitada temos
que u é de Lipschitz, donde temos |u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|. Então,∫

Rn

|u(x)− u(y)|
|x− y|n+2s

dy ≤ C
∫
B1(x)

|x− y|
|x− y|n+2s

dy + 2‖u‖∞
∫
Rn\B1(x)

1

|x− y|n+2s
dy

≤ C

(∫
B1(x)

1

|x− y|n+2s−1
dy +

∫
Rn\B1(x)

1

|x− y|n+2s
dy

)
.

Agora como s > 0, temos que n+ 2s > n e assim a integral∫
Rn\B1(x)

1

|x− y|n+2s
dy

é sempre finita. Porém, a integral∫
B1(x)

1

|x− y|n+2s−1
dy (1.6)

é finita se, e somente se, se s ∈ (0, 1/2). Ou seja, tem-se

1

|x− y|n+2s−1
∈ L1(B1(x)),

quando s ∈ (0, 1/2). Porém, não podemos afirmar o mesmo quando s ≥ 1/2,
ja que não é integrável para s ∈ [1/2, 1), no entanto, ainda assim existe
o limite quando ε → 0. É exatamente esta a razão de se tomar o PV na
definição (1.4) quando s ∈ [1/2, 1). Para s ∈ [1/2, 1), considere u ∈ L∞(Rn)
e localmente C2(Rn), usando a expansão de Taylor de u em B1(x), temos

u(y) = u(x) +∇u(x) · (y − x) +
1

2
(y − x)TD2u(x(1− θ) + θy)(y − x),

onde θ ∈ (0, 1). Logo,

u(y)− u(x)

|y − x|n+2s
=
∇u(x) · (y − x)

|y − x|n+2s
+

1

2

(y − x)TD2u(x(1− θ) + θy)(y − x)

|y − x|n+2s
.
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Note que o termo
∇u(x) · (y − x)

|y − x|n+2s

calcula a média em uma vizinhança de x por simetria, uma vez que o termo
é ı́mpar em relação a x, e portanto não contribui para a integral se fizermos
isto de maneira simétrica. Num sentido o valor PV mata a primeira ordem
da função no numerador, o que produz um crescimento linear e concentra-se
nos restos de segunda ordem. Assim, temos∫

B1(x)

u(y)− u(x)

|y − x|n+2s
dy =

∫
B1(x)

1

2

(y − x)TD2u(x(1− θ) + θy)(y − x)

|y − x|n+2s
dy

≤
∫
B1(x)

K||D2||L∞(Rn)
|y − x|2

|y − x|n+2s
dy

= K||D2||L∞(Rn)

∫
B1(x)

1

|y − x|n+2s−2
dy (1.7)

que é integrável, pois n−2s−2 < n. Logo, a definição (1.4) esta bém definida
e vale para todo s ∈ (0, 1) .

Agora, vamos ver uma outra maneira de reescrever o Laplaciano fra-
cionário para todo s ∈ (0, 1)

Teorema 1.5. Para s ∈ (0, 1), u ∈ S(Rn) e x ∈ Rn, temos

(−∆)su(x) = −cn,s
2

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy.

Demonstração. Usando (1.4) e fazendo a mudança de variável z = y − x,
temos

(−∆)su(x) = −cn,s lim
ε→0+

∫
Rn\Bε(x)

u(y)− u(x)

|x− y|n+2s
dy

= −cn,s lim
ε→0+

∫
Rn\Bε(0)

u(z + x)− u(x)

|z|n+2s
dz.

Agora, fazendo z̃ = −z no último termo da igualdade temos que,∫
Rn\Bε(0)

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz =

∫
Rn\Bε(0)

u(x− z̃)− u(x)

|z̃|n+2s
dz̃.
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Ainda, para simplificar, escrevemos z̃ = z. Assim, temos

2

∫
Rn\Bε(0)

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz =

∫
Rn\Bε(0)

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz

+

∫
Rn\Bε(0)

u(x− z)− u(x)

|z|n+2s
dz

=

∫
Rn\Bε(0)

u(x+ z) + u(x− z)− 2u(x)

|z|n+2s
dz.

Fazendo y = z, e ε→ 0, temos

(−∆)su(x) = −cn,s
2

PV

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy. (1.8)

Mostramos agora a integral em (1.8) não é no sentido de “valor principal”,
isto é, a integral acima é finita. Seja u ∈ S(Rn), em particular u ∈ C2,
assim pela Fórmula de Taylor com resto de Lagrange tomando y próximo da
origem temos que

u(x+ y) = u(x) +∇u(x) · y +
1

2
yTD2u(x+ θ1y)y

e

u(x− y) = u(x)−∇u(x) · y +
1

2
yTD2u(x+ θ2y)y,

onde θ1 e θ2 ∈ (0, 1). Somando estas expressões, obtemos

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)| =
∣∣∣∣12yTD2u(x+ θ1y)y +

1

2
yTD2u(x− θ2y)y

∣∣∣∣
≤ 1

2

(
‖D2u(x+ θ1y)‖|y|2 + ‖D2u(x− θ2y)‖|y|2

)
≤ ‖D2u‖∞|y|2.

Com isso, temos

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

≤ ‖D
2u‖∞

|y|n+2s−2
.

Agora, tomando δ > 0 e integrando, temos∫
Bδ(0)

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dy ≤
∫
Bδ(0)

‖D2u‖∞
|y|n+2s−2

dy

≤ ‖D2u‖∞
∫
Bδ(0)

1

|y|n+2s−2
dy <∞.
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Ainda, como u ∈ S(Rn), temos que u ∈ L∞(Rn). Logo∫
Rn\Bδ(0)

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dy <∞.

Portanto, dessas duas últimas estimativas obtidas acima, segue que∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dy <∞.

E assim, de fato, podemos escrever simplesmente

(−∆)su(x) = −cn,s
2

∫
Rn

(u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x))

|y|n+2s
dy.

1.3 Via Transformada de Fourier

Agora, damos uma outra representação para o espaço Hs(Rn) por meio da
transformada de Fourier e provamos que, quando s ∈ (0, 1), esta repre-
sentação coincide com aquela que foi dada por meio da seminorma de Gagli-
ardo. Analisamos também uma caracterização para o Laplaciano fracionário
em termos da transformada de Fourier.

Definição 1.6. Para cada ϕ ∈ S(Rn) a transformada de Fourier está bem
definida e é dada por

ϕ̂(ξ) = F(ϕ)(ξ) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−iξ·xϕ(x) dx.

Assim definida, a aplicação F : S(Rn) → S(Rn) é um isomorfismo, ver [8,
Chapter 4], cuja inversa é dada por

F−1ϕ(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eiξ·xϕ(ξ) dξ. (1.9)

Juntando as duas fórmulas anteriores, temos que

ϕ(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eiξ·xFϕ(ξ) dξ.
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Até verificarmos que as definições são equivalentes, vamos usar a notação
temporária Ĥs(Rn). Definimos

Ĥs(Rn) :=

{
f ∈ L2(Rn);

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2 dξ <∞
}
. (1.10)

Uma observação a ser feita é que, diferentemente da definição via seminorma
de Gagliardo, essa definição faz sentido para s ≥ 1. No próximo resultado,
estabelecemos uma relação entre o Laplaciano fracionário e a transformada
de Fourier.

Proposição 1.7. Para s ∈ (0, 1) e u ∈ S(Rn), tem-se

(−∆)su = F−1
(
|ξ|2sFu

)
.

Demonstração. Nesta demonstração, por simplicidade, denotamos tempora-
riamente L = (−∆)s. Queremos mostrar que a função M : Rn → R dada
por M(ξ) = |ξ|2s satisfaz

Lu = F−1 (M(F(u))) . (1.11)

Iniciamos verificando que se u ∈ S(Rn), então

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
∈ L1(Rn × Rn). (1.12)

De fato, usando que a derivada segunda satisfaz |D2u(x)| ≤ C1

1+|x|n+1 , visto

que u ∈ S(Rn), temos

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

≤ |u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

χRn\B1(0)(y)

+ sup
B1(x)

|D2u|
χB1(0)(y)

|y|n+2s−2

≤ C
(
|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|

|y|n+2s
χRn\B1(0)(y)

+
χB1(0)(y)

|y|n+2s−2(1 + |x|n+1)

)
.
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Isto implica que, para qualquer ε > 0,∫
Rn

∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dx dy

=

∫
Bε(0)

∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dx dy

+

∫
Rn\Bε(0)

∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dx dy

≤ C
∫
Bε(0)

1

|y|n+2s−2

∫
Rn

1

1 + |x|n+1
dx dy

+

∫
Rn\Bε(0)

∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dx dy.

Agora, resta estimar cada um destes termos. Para isso, observe que∫
Bε(0)

1

|y|n+2s−2

∫
Rn

1

1 + |x|n+1
dx dy ≤

∫
Bε(0)

1

|y|n+2s−2

∫
B1(0)

1 dx dy

+

∫
Bε(0)

1

|y|n+2s−2

∫
Rn\B1(0)

1

|x|n+1
dx dy

< +∞.

Para majorar o outro termo, note que

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

≤ |u(x+ y)|+ |u(x− y)|+ 2|u(x)|
|y|n+2s

.

Lembrando que u ∈ S(Rn), obtemos∫
Rn\Bε(0)

∫
Rn

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|n+2s

dx dy

≤
∫
Rn\Bε(0)

1

|y|n+2s

∫
Rn
|u(x+ y)|dx dy

+

∫
Rn\Bε(0)

1

|y|n+2s

∫
Rn
|u(x− y)| dx dy

+ 2

∫
Rn\Bε(0)

1

|y|n+2s

∫
Rn
|u(x)|dx dy < +∞,

o que mostra (1.12). Em seguida, podemos usar o Teorema de Fubini para
mudar a ordem de integração em y com a transformada de Fourier em x.
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Portanto, podemos aplicar a transformada de Fourier na variável x em (1.11)
e obtemos

F(Lu) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−iξ·xLu(x) dx

= − cn,s

2(2π)
n
2

∫
Rn
e−iξ·x

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2f(x)

|y|n+2s
dy dx

= −cn,s
2

∫
Rn

1

|y|n+2s(2π)
n
2

∫
Rn
e−iξ·x(u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x))dx dy

= −cn,s
2

∫
Rn

F(u(·+ y) + u(· − y)− 2u)

|y|n+2s
dy.

Por propriedades1 da Transformada de Fourier, temos que∫
Rn

F(u(·+ y) + u(· − y)− 2u)

|y|n+2s
dy = (Fu)(ξ)

∫
Rn

eiξ·y + e−iξ·y − 2

|y|n+2s
dy.

Ainda, como eiξ·y + e−iξ·y = 2 cos(ξ · y), temos que

F(Lu) = −1

2
cn,s

∫
Rn

eiξ·y + e−iξ·y − 2

|y|n+2s
dy (Fu)(ξ)

= −1

2
cn,s

∫
Rn

2 cos(ξ · y)− 2

|y|n+2s
dy (Fu)(ξ)

= cn,s

∫
Rn

1− cos(ξ · y)

|y|n+2s
dy (Fu)(ξ).

Assim, para verificar que F(Lu) = M(ξ)(Fu)(ξ), basta provar que∫
Rn

1− cos(ξ · y)

|y|n+2s
dy =

|ξ|2s

cn,s
. (1.13)

Para isso, notemos que se ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn está próximo da origem,
então ζ1 próximo de 0, e pela Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange
que:

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
≤ |ζ1|2

|ζ|n+2s
≤ |ζ|2

|ζ|n+2s
≤ 1

|ζ|n+2s−2
.

1De fato, usamos linearidade e o fato que

F(f(·+ y))(ξ) =
eiξ·y

(2π)n/2

∫
Rn

e−iξ·(x+y)f(x+ y) dx = eiξ·yF(f(·))(ξ).
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Logo, devido n+ 2s > n, temos∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
dζ é finita e positiva.

Agora, considere a função I : Rn → R definida por

I(ξ) =

∫
Rn

1− cos(ξ · y)

|ξ|n+2s
dy.

Verificamos agora que I é invariante por rotação, isto é, I(ξ) = I(|ξ|e1) onde
e1 = (1, . . . , 0) é o primeiro vetor da base canônica de Rn. De fato, para
n = 1 temos que e1 = 1. Assim dado ξ ∈ R temos as duas possibilidades a
seguir:

1) Se |ξ| = ξ, então a igualdade I(|ξ|e1) = I(ξ) é imediata.

2) Se |ξ| = −ξ, utilizamos que a função cosseno é par e segue que

I(|ξ|e1) = I(|ξ|) =

∫ +∞

−∞

1− cos(|ξ| · y)

|y|1+2s
dy

=

∫
Rn

1− cos(−ξ · y)

|y|n+2s
dy =

∫
Rn

1− cos(ξ · y)

|y|n+2s
dy = I(ξ).

Agora, para o caso em que n ≥ 2, considere uma rotação R para a qual
R(|ξ|e1) = ξ e denote por RT sua transposta. Fazendo ỹ = RTy, temos

I(ξ) =

∫
Rn

1− cos(ξ · y)

|y|n+2s
dy =

∫
Rn

1− cos(R(|ξ|e1) · y)

|y|n+2s
dy

=

∫
Rn

1− cos((|ξ|e1) · (RTy))

|y|n+2s
dy =

∫
Rn

1− cos((|ξ|e1) · ỹ)

|ỹ|n+2s
dỹ

= I(|ξ|e1).

Por fim, calculamos

I(ξ) = I(|ξ|e1) =

∫
Rn

1− cos((|ξ|e1) · y)

|y|n+2s
dy =

∫
Rn

1− cos(|ξ|y1)

|y|n+2s
dy

=
|ξ|n+2s

|ξ|n

∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
dζ =

|ξ|2s

cn,s
,

onde na penúltima igualdade utilizamos a mudança de variáveis ζ = |ξ|y e cn,s é a
constante definida em (1.5). Isso prova (1.13), o que conclui a prova.
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A grosso modo, a proposição acima caracteriza o operador laplaciano
fracionário a partir da transformada de Fourier, tomando a potência s no
multiplicador associado ao operador laplaciano clássico. De fato, usando a
transformada inversa de Fourier dada em (1.9), temos que

−∆u(x) = −∆
(
F−1û

)
= −∆

(
1

(2π)n/2

∫
Rn
eiξ·xû dξ

)
=

1

(2π)n/2

∫
Rn
|ξ|2eiξ·xû dξ

= F−1
(
|ξ|2û(ξ)

)
,

assim, o laplaciano clássico atua no espaço de Fourier como um multiplicador
de |ξ|2.

A seguir, provamos que, quando s ∈ (0, 1), definir o espaço Hs através
da seminorma de Gagliardo é o mesmo que defini-lo via a transformada de
Fourier.

Proposição 1.8. Seja s ∈ (0, 1). Então, o espaço de Sobolev fracionário

Hs(Rn) coincide com Ĥs(Rn). Além disso, para todo u ∈ Hs(Rn),

[u]2Hs(Rn) =
2

cn,s

∫
Rn
|ξ|2s|Fu(ξ)|2 dξ, (1.14)

onde cn,s é a constante definida em (1.5).

Demonstração. Considerando z = x − y e usando a Fórmula de Plancherel
[8, Chapter 4], temos que

[u]2Hs(Rn) =

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

|u(z + y)− u(y)|2

|z|n+2s
dz dy

=

∫
Rn

∫
Rn

∣∣∣∣u(z + y)− u(y)

|z|n2 +s

∣∣∣∣2 dy dz

=

∫
Rn

∥∥∥∥u(z + ·)− u(·)
|z|n2 +s

∥∥∥∥2

L2(Rn)

dz

=

∫
Rn

∥∥∥∥F (u(z + ·)− u(·)
|z|n2 +s

)∥∥∥∥2

L2(Rn)

dz.
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Agora, utilizando (1.13) e a propriedade de translações da transformada de
Fourier, temos que∫

Rn

∥∥∥∥F (u(z + ·)− u(·)
|z|n2 +s

)∥∥∥∥2

L2(Rn)

dz =

∫
Rn

∫
Rn

|eiξ·z − 1|2

|z|n+2s
|Fu(ξ)|2 dξ dz

= 2

∫
Rn

∫
Rn

1− cos(ξ · z)

|z|n+2s
|Fu(ξ)|2dz dξ

= 2

∫
Rn
|Fu(ξ)|2

∫
Rn

1− cos(ξ · z)

|z|n+2s
dz dξ

=
2

cn,s

∫
Rn
|Fu(ξ)|2|ξ|2s dξ,

o que termina a prova de (1.14). Agora, para provar a equivalência entre as
definições, relembre que

Hs(Rn) = {u ∈ L2(Rn); [u]2Hs(Rn) <∞}

e

Ĥs(Rn) =

{
u ∈ L2(Rn);

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2 dξ < +∞
}
.

Sabemos ainda que dada uma função u ∈ L2(Rn) pela Fórmula de Plancherel
‖Fu‖2

L2(Rn) <∞. Utilizando (1.14) e para u ∈ Hs(Rn), temos

[u]2Hs(Rn) <∞ ⇐⇒
∫
Rn

(|ξ|2s)|û(ξ)|2 dξ <∞

⇐⇒
∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2 dξ <∞.

Isso prova que as definições de Hs(Rn) e Ĥs(Rn) de fato coincidem.

Finalmente, na próxima proposição, conclui-se a relação entre o Laplaci-
ano Fracionário e o espaço Hs(Rn).

Proposição 1.9. Para s ∈ (0, 1) e u ∈ Hs(Rn), temos

[u]2Hs(Rn) = 2c−1
n,s‖(−∆)s/2u‖2

L2(Rn).
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Demonstração. Pela a fórmula de Plancherel e as Proposições 1.7 e 1.8, temos

‖(−∆)s/2u‖2
L2(Rn) = ‖F(−∆)s/2u‖2

L2(Rn)

= ‖|ξ|sFu‖2
L2(Rn)

=

∫
Rn
|ξ|2s|Fu|2 dξ

=
cn,s
2

[u]Hs(Rn).

1.4 Exemplos

Nesta última seção, apresentamos dois exemplos expĺıcitos, retirado de Bu-
cur, Valdinoci [4, Sections 2.4 e 2.6] que envolvem o Laplaciano Fracionário.
No primeiro caso fornecemos um exemplo de uma função que é s-harmônica
em R+ = (0,∞) e no segundo caso um exemplo de uma função cuja o laplaci-
ano fracionário é constante na bola. Esperamos que esses exemplos ilustrem,
em particular, que não é trivial trabalhar com o operador não local (−∆)s.

1.4.1 Uma função s-harmônica

Definimos w : R→ R por

ws(x) := xs+ =
(

max{x, 0}
)s
.
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O objetivo desta seção é calcular (−∆)sws. Nós vamos mostrar que

(−∆)sws(x) =

{
−cs|x|−s se x < 0,

0 se x > 0,
(1.15)

para uma constante adequada cs > 0. Em particular, ws é s-harmônica em
R+ = {x > 0}.

Notamos inicialmente que, por um cálculo direto,

2ws(x) = |x|s +
1

s+ 1

d

dx
|x|s+1. (1.16)

Em seguida, queremos aplicar a Transformada de Fourier em ambos os lados
de (1.16). Utilizando a transformada dada em [4, pps 139-140] para a função
|x|q, temos que

F(|x|q) = Cq|ξ|−1−q, (1.17)

onde
Cq := −2(2π)−1/2Γ(1 + q) sen

(πq
2

)
com q ∈ R \ Z,

e Γ(1 + q) = q!, onde Γ é a chamada função Gama. Podemos reenunciar
(1.17) em termos da transformada inversa como segue:

F−1(|ξ|q) =
|x|−1−q

C−1−q
, (1.18)

onde q ∈ R \ Z. Aplicando (1.17) em (1.16), temos que

2F(ws) = F(|x|s) +
iξ

s+ 1
F(|x|s+1)

= Cs|ξ|−1−s +
iξ

s+ 1
Cs+1|ξ|−2−s.

Logo, multiplicando ambos os lados por |ξ|2s:

2|ξ|2sF(ws) = Cs|ξ|−1+s +
iCs+1ξ

s+ 1
|ξ|−2+s.

Agora, utilizando a propriedade da derivada da transformada de Fourier,
temos

2F−1(|ξ|2sF(ws)) = CsF−1(|ξ|−1+s) +
Cs+1

s+ 1

d

dx
F−1(|ξ|−2+s). (1.19)
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Agora, para continuarmos, vamos precisar da representação para F−1(|ξ|q)
dada em (1.18) para as potências q = s − 1 e q = s − 2, respectivamente.
Isto é, vamos usar que

F−1(|ξ|s−1) =
|x|−s

C−s
e F−1(|ξ|s−2) =

|x|1−s

C1−s
.

Utilizando isto na conta acima, segue que

2F−1(|ξ|2sF(ws)) =
Cs
C−s
|x|−s +

Cs+1

s+ 1

d

dx

[
|x|1−s

C1−s

]
=

Cs
C−s
|x|−s +

1− s
1 + s

· Cs+1

C1−s
x |x|−1−s.

(1.20)

Afirmamos que as constantes Cq satisfazem a seguinte relação

1− s
1 + s

· Cs+1

C1−s
= − Cs

C−s
. (1.21)

De fato, por propriedade da função Gamma, temos que

Γ(2 + s) = (1 + s)Γ(1 + s) e Γ(2− s) = (1− s)Γ(1− s).

Lembre que a função seno satisfaz

sen
π(s+ 1)

2
= − sen

π(s− 1)

2

e usando ainda que a função seno é ı́mpar, temos que

1− s
1 + s

· Cs+1

C1−s
=

1− s
1 + s

·
2(2π)−1/2(1 + s)Γ(1 + s) sen

(
π(s−1)

2

)
2(2π)−1/2(1− s)Γ(1− s) sen

(
π(s−1)

2

)
=

Γ(1 + s)

Γ(1− s)
.

Por outro lado, temos

Cs
C−s

=
(−2)(2π)−1/2Γ(1 + s) sen

(
πs
2

)
(−2)(2π)−1/2Γ(1− s) sen

(−πs
2

)
= −Γ(1 + s)

Γ(1− s)
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e disto conclúımos o afirmado em (1.21). Por fim, substituindo (1.21) em
(1.20) e utilizando a Proposição 1.7, temos

2(−∆)sws =
Cs
C−s

(
|x|−s − x|x|−1−s). (1.22)

Assim, para x > 0, segue que (−∆)sws(x) = 0 e, para x < 0, temos que
(−∆)sws(x) = −cs|x|−s, onde cs = − Cs

C−s
. Note que Cs

C−s
é negativo e a

escolha do sinal foi para termos cs > 0. Portanto,

(−∆)sws(x) =

{
0, se x > 0

−cs|x|−s, se x < 0
.

Em particular, ws é uma função s-harmônica na semi-reta {x > 0}. O gráfico
do Laplaciano fracionário de ws é o seguinte:

1.4.2 Laplaciano fracionário constante em uma bola

Calculamos agora o Laplaciano Fracionário da seguinte função

u(x) = (1− |x|2)s+.

Vejamos que, em B1(0), tem-se

(−∆)su(x) =
cn,sωn

2
B(s, 1− s), (1.23)

onde B é a função Beta especial dada por

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt.
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e ωn é o volume da bola unitária em Rn. Iniciamos fazendo o caso n = 1.
Observando que u(y) = 0 para qualquer y ∈ (−∞,−1)∪(1,+∞) e x ∈ B1(0),
temos

(−∆)su(x)

c1,s

=

∫ −1

−∞

u(x)

|x− y|1+2s
dy +

∫ 1

−1

u(x)− u(y)

|x− y|1+2s
dy

+

∫ ∞
1

u(x)

|x− y|1+2s
dy

=

∫ 1

−1

u(x)− u(y)

|x− y|1+2s
dy

+ (1− x2)s+

(∫ −1

−∞
|x− y|−1−2s dy +

∫ ∞
1

|x− y|−1−2s dy

)
=

∫ 1

−1

u(x)− u(y)

|x− y|1+2s
dy + (1− x2)s+ ·

(1 + x)−2s + (1− x)−2s

2s
.

(1.24)

Um cálculo longo, mas direto, mostra que para x ∈ B1(0), tem-se [4, Equation
(2.42)]

PV

∫ 1

−1

u(x)− u(y)

|x− y|1+2s
dy. = B(1− s, s)− (1− x2)−s · (1 + x)2s + (1− x)2s

2s
.

(1.25)
Portanto, por (1.24) temos

(−∆)su(x) = c1,sB(1− s, s). (1.26)

Para o caso n > 1, consideramos x = (0, 0, . . . , xn) com 0 ≤ xn < 1. Mu-
damos para coordenadas polares y − x = th, h ∈ ∂B1 e t ≥ 0. Temos
que

(−∆)su(x)

cn,s
= PV

∫
Rn

(1− |x|2)s − (1− |y|2)s

|x− y|n+2s
dy

=
1

2

∫
∂B1

(
PV

∫
R

(1− |x|2)s − (1− |x+ ht|2)s

|t|1+2s
dt

)
dh.

(1.27)

Fazendo agora a mudança de variável t = −|x|hn + τ
√
|hnx|2 − |x|2 + 1 então

dt =
√
|hnx|2 − |x|2 + 1 dτ , onde hn é a última coordenada de h e notando que

1− |x+ ht|2 = (1− τ)2(1− |x|2 + |hnx|2).
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Assim, temos

PV

∫
R

(1− |x|2)s − (1− |x+ ht|2)s

|t|1+2s
dt

= PV

∫
R

(1− |x|2)s − (1− τ2)s(|hnx|2 − |x|2 + 1)s∣∣− |x|hn +
√
|hnx|2 − |x|2 + 1

∣∣1+2s

√
|hnx|2 − |x|2 + 1 dτ

= PV

∫
R

(1− |x|2)s − (1− τ2)s(|hnx|2 − |x|2 + 1)s∣∣− |x|hn +
√
|hnx|2 − |x|2 + 1

∣∣1+2s

(√
|hnx|2 − |x|2 + 1

)1+2s

(|hnx|2 − |x|2 + 1)s
dτ

= PV

∫
R

(1−|x|2)s−(1−τ2)s(|hnx|2−|x|2+1)s

(|hnx|2−|x|2+1)s∣∣∣−|x|hnx|2+τ
√
|hnx|2−|x|2+1√

|hnx|2−|x|2+1

∣∣∣1+2s
dτ

= PV

∫
R

(
1− |x|2h2n

|hnx|2−|x|2+1

)s
− (1− τ2)s∣∣∣τ − |x|hn√

|hnx|2−|x|2+1

∣∣∣1+2s dτ

= c−1
1,s(−∆)sū

(
|x|hn√

|hnx|2 − |x|2 + 1

)
= B(1− s, s),

onde ū é a função unidimensional que já sabemos ter Laplaciano constante por
(1.26). Agora, a partir de (1.27), conclúımos que

(−∆)su(x)

cn,s
=

1

2

∫
∂B1

B(1− s, s) dh.

Portanto,

(−∆)su(x) =
cn,sωn

2
B(1− s, s),

o que termina a prova.
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Caṕıtulo 2

O Laplaciano Fracionário e o
Problema de Extensão

O objetivo deste caṕıtulo é relacionar o Laplaciano Fracionário com um problema
de extensão, a saber,{

div(ya∇u(x, y)) = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn,
(2.1)

onde f ∈ Hs(Rn) e a ∈ (−1, 1). A solução deste problema de Dirichlet é chamada
de uma extensão s-harmônica de f .

Nós começamos o caṕıtulo apresentando uma solução fundamental para (2.1).
Dáı, na Seção 2.2, obtemos uma fórmula de Poisson para o problema de extensão.
Em seguida, mostramos que soluções de (2.1) podem ser obtidas variacionalmente.
Por fim, na Seção 2.4, apresentamos a caracterização de (−∆)sf em termos da
solução u de (2.1), ver (2.62).

2.1 Solução Fundamental

Nesta seção o objetivo é encontrar uma solução fundamental para a equação

div(ya∇u) = 0. (2.2)

Para motivarmos as definições, abordamos as mesmas questões inicialmente para
a equação de Laplace. A solução fundamental do Laplaciano já é conhecida na
literatura clássica [8]: é a função Ψ : Rn \ {0} → R dada por

Ψ(x) =
1

n(n− 2)ωn

1

|x|n−2
, (2.3)
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onde ωn é o volume da bola unitária em Rn e n ≥ 3. Isso significa que a função Ψ
definida em (2.3) satisfaz

−∆Ψ = −div(∇Ψ) = δ0 em Rn, (2.4)

onde δ0 é a medida delta de Dirac em Rn definida por:

δ0(E) =

{
1, se 0 ∈ E,
0, se 0 6∈ E,

(2.5)

onde E ⊂ Rn mensurável. Em termos de integrais, para qualquer η, temos∫
Rn
η(x) dδ0(x) = η(0). (2.6)

Inspirados por (2.3), conjecturamos que a função φ : Rn+1 \{(0, 0)} → R dada por

φ(x, y) =
1

(n+ 1)(n− 1)ωn+1

1

(
√
|x|2 + y2)n−1+a

, (2.7)

é um bom candidato para solução em (2.2). Observe que no caso de a = 0, tem-se
(2.3) para Rn+1 \ {(0, 0)}.

Teorema 2.1. Seja u : Rn × R+ → R definida por

u(x, y) = (|x|2 + y2)
−n+1−a

2 , (2.8)

Então, u é solução da equação

div(ya∇u) = 0 em Rn × R+, com a ∈ (−1, 1). (2.9)

Demonstração. Notemos inicialmente que

divx,y(y
a∇u) =

n∑
i=1

∂Fi
∂xi

+
∂G

∂y
,

onde

Fi = yauxi e G = yauy.

Com isto, temos que

div(ya∇u) =

n∑
i=1

yauxixi + aya−1uy + yauyy = ya
(

∆xu+
a

y
uy + uyy

)
. (2.10)
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Agora, mostremos que u resolve (2.9) mostrando que

∆xu+
a

y
uy + uyy = 0. (2.11)

De fato,

uxi = (1− n− a)xi
(
|x|2 + y2

)−1−n−a
2 .

Com isto, temos que

uxixi =
(

(1− n− a)xi
(
|x|2 + y2

)−1−n−a
2

)
xi

=
(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[
(−n− a− 1)x2

i

(|x|2 + y2)
+ 1

]
e então

∆xu =
n∑
i=1

uxixi

=
(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[
(−n− a− 1)|x|2

(|x|2 + y2)
+ n

]
.

Por outro lado, temos

a

y
uy =

a(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

e

uyy =
(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[
(−n− a− 1)y2

(|x|2 + y2)
+ 1

]
.

Logo,

∆xu+
a

y
uy + uyy =

(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[
(−n− a− 1)|x|2

(|x|2 + y2)
+ n

]
+

a(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

+
(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[
(−n− a− 1)y2

(|x|2 + y2)
+ 1

]
.
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Por fim, colocando em evidência os termos com mesmos expoentes, ficamos com

∆xu+
a

y
uy + uyy =

(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[(−n− a− 1) + n+ 1] +
a(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

=
(−n+ 1− a)

(|x|2 + y2)
n+a+1

2

[−n− a− 1 + a+ n+ 1]

= 0.

2.2 Fórmula de Poisson

Buscamos uma solução para o seguinte problema{
∆xu+ a

yuy + uyy = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn,
(2.12)

equivalente a (2.1), onde f ∈ Hs(Rn) e a segunda igualdade deve ser compreendida
no seguinte sentido:

lim
y→0

u(x, y) = f(x). (2.13)

Para tanto, devemos notar que apesar de u dada por (2.8) satisfazer a primeira
igualdade de (2.12), ela não satisfaz a segunda igualdade. Para obter uma solução
de (2.12), vamos primeiro encontrar uma solução ū da primeria igualdade de (2.12),
mas que além disso cumpra a relação

lim
y→0

ū(x, y) = δ0(x). (2.14)

Assim, o limite dado em (2.14) é para ser considerado no sentido de medidas, isto
é, para qualquer η ∈ S(Rn), temos que mostrar por (2.6) que:

lim
y→0

∫
Rn
η(x)ū(x, y) dx = η(0). (2.15)

Para isto, primeiro verificamos que

w(x, y) = yauy(x, y) (2.16)

é solução da equação

∆xw −
a

y
wy + wyy = 0, (2.17)
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que é a chamada de equação conjugada de (2.10). De fato,

∆xw −
a

y
wy + wyy = ya(∆xu)y −

a

y

(
aya

y
uy + yauyy

)
+ a(a− 1)

ya

y2
uy +

aya

y
uyy

+
aya

y
uyy + yauyyy.

Organizando os termos correspondentes, obtemos

∆xw −
a

y
wy + wyy = ya

(
(∆xu)y −

a2

y2
uy −

a

y
uyy +

a(a− 1)uy
y2

+ 2
a

y
uyy + uyyy

)
e finalmente, temos que

∆xw −
a

y
wy + wyy = ya(∆xu)y −

a

y2
uy +

a

y
uyy + uyyy

= ya
(

∆xu+
a

y
uy + uyy

)
y

= 0.

A partir de agora, para cada a ∈ (−1, 1), passamos a denotar a função u dada no
Teorema 2.1 por

Γa(x, y) = (|x|2 + y2)
1−n−a

2 ,

de modo que (observe a mudança de sinal)

(x, y) 7−→ y−a∂yΓ−a(x, y) (2.18)

é solução da equação (2.17) pelo o Teorema 2.1. Afirmamos que

lim
y→0

∫
Rn
η(x) ū(x, y)dx = η(0), onde ū(x, y) =

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

. (2.19)

Assim, para ε > 0, devemos encontrar δ > 0 de tal forma que:

|(x, y)| < δ =⇒

∣∣∣∣∣
∫
Rn
η(x)

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx − η(0)

∣∣∣∣∣ < ε. (2.20)

Como η é cont́ınua, existe um δ1 > 0 tal que:

|x1 − x0| < δ1 =⇒ |η(x1)− η(0)| < ε

2
, onde x1 ∈ Rn.
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Assim, temos∣∣∣∣∣
∫
Rn
η(x)

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx − η(0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

(η(x)− η(0))
y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx

∣∣∣∣∣
Logo, ∣∣∣∣∣

∫
Rn

(η(x)− η(0))
y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx

∣∣∣∣∣ ≤ K1 +K2,

onde

K1 :=

∫
Rn

(η(x)− η(0))
y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx (2.21)

e

K2 :=

∫
Rn

(η(x)− η(0))
y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx. (2.22)

Notemos que

K1 <
ε

2

∫
Rn

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx =
ε

2
. (2.23)

Além disso, se

|x1| <
δ1

2
e |y| ≥ δ1,

temos

|y| ≤ |y − x1|+ |x1| ≤ |y − x1|+
δ1

2
≤ |y − x1|+

1

2
|y|.

Ou ainda,

|y − x1| ≥
1

2
|y|.

Agora, devido η ser limitada, temos

K2 ≤ 2‖η‖L∞(Rn)

∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx

Com isso,

K2 ≤ 2‖η‖L∞(Rn)y
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

(|x|2 + |y|2)
n+1−a

2

dx

≤ 2‖η‖L∞(Rn)y
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x|n+1−a dx

≤ 2n+2−a‖η‖L∞(Rn)y
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x|n+1−a dξ.
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Por n+ 1− a > n, temos ∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x|n+1−a dx <∞. (2.24)

Portanto,

lim
y→0

2n+2−a‖η‖L∞(Rn)y
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

1

|x|n+1−a dx = 0. (2.25)

Ainda, de (2.25), existe um δ2 > 0 tal que:

|y| < δ2 =⇒ 2n+1−ay1−a
∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

1

|x|n+1−a dx <
ε

2
. (2.26)

Por fim, considerando δ = min{δ1, δ2} e utilizando (2.23) e (2.26), temos que∣∣∣∣∣
∫
Rn
η(x)

y1−a

(|x|2 + y2)
1+n−a

2

dx − η(0)

∣∣∣∣∣ < ε (2.27)

Agora, é posśıvel encontrar uma fórmula de Poisson, como passamos a discutir.
Denotamos

P1(x, y) =
y1−a

(|x|2 + y2)
n+1−a

2

,

Chamamos P1(x, y) de Núcleo de Poisson para a equação (2.12).
Afirmamos que:∫

Rn
P1(x, y) dx =

∫
Rn
P1(x, 1) dx, para todo y > 0. (2.28)

De fato,∫
Rn
P1(x, y) dx =

∫
Rn

y1−a

(|x|2 + y2)
n+1−a

2

dx =

∫
Rn

y1−a

yn+1−a(|xy |2 + 1)
n+1−a

2

dx

=

∫
Rn

y−n

(|xy |2 + 1)
n+1−a

2

dx

Ainda, fazendo a mudança de variável z = x
y , temos dz yn = dz. Logo,∫

Rn

y−n

(|xy |2 + 1)
n+1−a

2

dx =

∫
Rn

y−n

(|z|2 + 1)
n+1−a

2

yn dz =

∫
Rn

1

(|z|2 + 1)
n+1−a

2

dz.

35



Renomeando z por x, segue o afirmado em (2.28). Note também que∫
Rn
P1(x, y) dx <∞.

De fato, pois por (2.28), temos∫
Rn
P1(x−, y) dx =

∫
Rn

1

(|x|2 + 12)
1+n−a

2

dx

=

∫
Rn∩B1(0)

1

(|x|2 + 12)
1+n−a

2

dx+

∫
Rn\B1(0)

1

(|x|2 + 12)
1+n−a

2

dx.

Ainda, como 1

(|x|2+12)
1+n−a

2
é cont́ınua, temos que a primeira integral do lado direito

é finita. Para a outra integral do lado direito, temos∫
Rn\B1(0)

1

(|x|2 + 12)
1+n−a

2

dx ≤
∫
Rn\B1(0)

1

|x|1+n−a dx <∞, (2.29)

pois 1 + n− a > n.
Assim, podemos normalizar P1 de modo a ter integral um fazendo∫

Rn
P1(x, y) dx =

1

cn,a
e P (x, y) = cn,aP1(x, y)

de tal forma que ∫
Rn
P (x, y) dx = 1. (2.30)

Consideramos, em seguida,

u(x, y) =

∫
Rn
P (x− ξ, y)f(ξ) dξ. (2.31)

Mostramos agora que u definida em (2.31) é a função que estamos procurando
para resolver o problema (2.12).

Teorema 2.2. A função u definida em (2.31) resolve o problema (2.12). Considere
u limitada e cont́ınua em Rn.

Demonstração. Já sabemos que P (x, y) satisfaz a primeira igualdade de (2.12),
pois P (x, y) é múltipla de w dada em (2.18). Disto, mostremos que u também
satisfaz a primeira igualdade de (2.12). De fato,

uxi(x, y) = lim
t→0

1

t

∫
Rn

(P (x− ξ + tei, y)− P (x− ξ, y))f(ξ) dξ. (2.32)
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Diferenciando sob o sinal de integral, obtemos que

uxi(x, y) =

∫
Rn
Pxi(x− ξ, y)f(ξ) dξ (2.33)

e, analogamente, para as demais derivadas de u, podemos passar as derivadas para
P . Assim, temos

∆xu+
a

y
uy + uyy =

∫
Rn

(
∆xP (x− ξ, y) +

a

y
Py(x− ξ, y) + Pyy(x− ξ, y)

)
f(ξ) dξ

= 0.

Falta mostrar ainda que u satisfaz a segunda igualdade de (2.12). Provamos então
que, dado x0 ∈ Rn, tem-se

lim
(x,y)→(x0,0)

u(x, y) = f(x0). (2.34)

Para ε > 0, devemos encontrar δ > 0 de tal forma que:

|x− x0| < δ =⇒ |u(x, y)− f(x0)| < ε. (2.35)

Como f é cont́ınua, existe um δ1 > 0 tal que:

|ξ − x0| < δ1 =⇒ |f(ξ)− f(x0)| < ε

2
.

Usando que ∫
Rn
P (x− ξ, y) dξ = 1,

temos

|u(x, y)− f(x0)| =
∣∣∣∣∫

Rn
P (x− ξ, y)f(ξ) dξ − f(x0)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
P (x− ξ, y)(f(ξ)− f(x0)) dξ

∣∣∣∣ . (2.36)

Logo,

|u(x, y)− f(x0)| ≤ J1 + J2,

onde

J1 :=

∫
Rn∩Bδ1 (x0)

P (x− ξ, y)|f(ξ)− f(x0)|dξ (2.37)

37



e

J2 :=

∫
Rn\Bδ1 (x0)

P (x− ξ, y)|f(ξ)− f(x0)| dξ. (2.38)

Notemos que

J1 <
ε

2

∫
Rn
P (x− ξ, y) dξ =

ε

2
. (2.39)

Além disso, se

|x− x0)| < δ1

2
e |ξ − x0| ≥ δ1,

temos

|ξ − x0| ≤ |ξ − x|+ |x− x0| ≤ |ξ − x|+
δ1

2
≤ |ξ − x|+ 1

2
|ξ − x0|.

Ou ainda,
1

2
|ξ − x0| ≤ |ξ − x|.

Agora, devido f ser limitada, temos

J2 ≤ 2‖f‖L∞(Rn)

∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

P (x− ξ, y) dξ.

Com isso,

J2 ≤ 2‖f‖L∞(Rn)Cn,ay
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

(|x− ξ|2 + |y|2)
n+1−a

2

dξ

≤ 2‖f‖L∞(Rn)Cn,ay
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x− ξ|n+1−a dξ

≤ 2n+2−a‖f‖L∞(Rn)Cn,ay
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x0 − ξ|n+1−a dξ.

Por n+ 1− a > n, temos∫
Rn\Bδ1 (x0)

1

|x0 − ξ|n+1−a dξ <∞. (2.40)

Portanto,

lim
y→0

2n+2−a‖f‖L∞(Rn)Cn,ay
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

1

|x0 − ξ|n+1−a dξ = 0. (2.41)

Ainda, de (2.41), existe um δ2 > 0 tal que:

|y| < δ2 =⇒ 2n+1−aCn,ay
1−a

∫
Rn\Bδ1 (x0,0)

1

|x0 − ξ|n+1−a dξ <
ε

2
. (2.42)
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Por fim, considerando δ = min{δ1, δ2} e utilizando (2.36), (2.39) e (2.41), temos
que

|u(x, y)− f(x0)| < ε.

A fim de determinar a relação entre a solução de (2.1) e o Laplaciano Fra-
cionário consideramos o seguinte problema:

{
∆xu+ zαuzz = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn,
(2.43)

cuja equação na forma não divergente é equivalente a equação (2.9). Fazendo uma
mudança de variável

y(z) = (1− a)z
1

1−a de forma que z(y) =

(
y

1− a

)1−a
. (2.44)

Temos então a equação equivalente a (2.11):

∆xu+ zαuzz = 0 em Rn × R+, (2.45)

onde α = −2a/(1 − a), ou seja, após a mudança de variável em (2.11), temos a
equação na forma não divergente (2.45) que é equivalente a (2.11). De fato, se u
satisfaz (2.11), considerando a mudança de variáveis (2.44),

u(x, y) = u(x, y(z)) =⇒ ∂

∂z
u(x, y(z)) = uy(x, y(z)) · y′(z).

Como y′(z) = z
a

1−a , assim

∂2

∂z2
u(x, y(z)) =

(
uy(x, y(z))z

a
1−a
)
z

= uyy(x, y(z)) · z
2a
1−a + uy(x, y(z))

(
z

a
1−a
)
z

= uyy(x, y(z))z
2a
1−a + uy(x, y(z))

(
a

1− a

)
z

a
1−a−1

= uyyz
2a
1−a +

a

1− a
uyz

2a−1
1−a .

Logo, segue que

uzz = uyyz
2a
1−a + uy

(
a

1− a

)
z

2a−1
1−a . (2.46)
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Multiplicando (2.46) por zα

zαuzz = z−
2a
1−a

(
uyyz

2a
1−a + uy

(
a

1− a

)
z

2a−1
1−a

)
= uyy + uy

(
a

1− a

)
z

2a−1
1−a −

2a
1−a

= uyy + uy

(
a

1− a

)
z
−1
1−a

= uyy + uy

(
a

1− a

)(
1− a
y

)
= uyy + uy

(
a

y

)
.

Ou seja,

zαuzz = uyy + uy
a

y
. (2.47)

Logo,

∆xu+ zαuzz = ∆xu+ uy
a

y
+ uyy = 0, (2.48)

pois u satisfaz (2.11). Portanto, vale (2.45).
Para obter uma solução fundamental e resolver o problema (2.43) , basta con-

siderar

P̃ (x, z) = Cn,a
z(

|x|2 + (1− a)2|z|
2

(1−a)
)n+1−a

2

(2.49)

como sendo o núcleo de Poisson de (2.43).

2.3 Funcional Energia

Nossa meta agora é caracterizar as soluções da equação (2.2) como pontos de
mı́nimo de um funcional energia. Essa caracterização nos permite aplicar técnicas
relacionadas ao cálculo das variações com a finalidade de obter uma relação entre
o Laplaciano Fracionário e soluções de (2.2) de forma mais intuitiva. Conforme
feito na seção anterior, como motivação heuŕıstica, tratamos primeiro o caso do
Laplaciano. Este é o conteúdo do próximo teorema, conhecido como Prinćıpio de
Dirichlet.
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Teorema 2.3. Considere uma solução u ∈ C2(Rn ×R+) cont́ınua até a fronteira
do seguinte problema {

−∆u = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn
(2.50)

onde f ∈ S(Rn). Suponhamos que

A =
{
w ∈ C2(Rn × R+) : w(x, 0) = f(x) em Rn e

∫
Rn×R+

|∇u|2 dx dy <∞
}

o conjunto das funções admisśıveis é não-vazio. Então, u ∈ A é solução de (2.50)
se, e somente se, é mı́nimo do funcional J : A → R definido por

J(u) =

∫
Rn×R+

|∇u|2 dx dy. (2.51)

Demonstração. Seja u uma solução de (2.50) e w ∈ A. Mostramos primeiro que
u é mı́nimo de J . Note que da igualdade de (2.50), tem-se

∆u · (u− w) = 0.

Agora, integrando em Rn × R+, temos que∫
Rn×R+

∆u · (u− w) dx dy = 0.

Utilizando as Identidades de Green

0 =

∫
Rn×R+

∆u ·(u−w) dx dy = −
∫
Rn×R+

∇u ·∇(u−w) dx dy+

∫
Rn

∂u

∂ν
(u−w) dx

onde ν é o vetor normal exterior ao hiperplano Rn × {0} ⊂ Rn+1. Como u = w
em Rn × {0}, temos que ∫

Rn

∂u

∂ν
(u− w)dx = 0,

ou seja, ∫
Rn×R+

|∇u|2 dx dy =

∫
Rn×R+

∇u · ∇w dx dy.

Ainda, utilizando as desigualdade de Young, tem-se∫
Rn×R+

∇u · ∇w dx dy ≤ 1

2

∫
Rn×R+

|∇u|2 dx dy +
1

2

∫
Rn×R+

|∇w|2 dx dy,

41



ou seja, ∫
Rn×R+

|∇u|2 dx dy ≤
∫
Rn×R+

|∇w|2 dx dy

Portanto,
J(u) ≤ J(w). (2.52)

Provamos agora a rećıproca. Seja u mı́nimo de J . Considere φ ∈ C∞C (Rn × R+) e
h : R→ R definida por

h(t) = J(u+ tφ) =

∫
Rn×R+

(
|∇u|2 + 2t∇u · ∇φ+ t2|∇φ|2

)
dx dy.

A função h está bem definida, pois φ tem suporte compacto. Agora, diferenciando
h em relação a t, temos que

h′(t) = 2

∫
Rn×R+

∇u · ∇φ dx dy + 2t

∫
Rn×R+

|∇φ|2 dx dy.

Ainda, como u é mı́nimo de J , então 0 é ponto cŕıtico de h. Logo, h′(0) = 0, ou
seja, ∫

Rn×R+

∇u · ∇φ dxd y =
1

2
h′(0) = 0,

donde

0 =

∫
Rn×R+

∇u · ∇φ dx dy = −
∫
Rn×R+

φ∆u dx dy. (2.53)

Por fim, como φ ∈ C∞C (Rn × R+) é uma função arbitrária, temos que

∆u = 0

em Rn × R+. Portanto, u resolve (2.50).

Na prova do resultado anterior, verificamos na realidade, que qualquer ponto
cŕıtico do funcional J é uma solução de (2.50). Em outras palavras, temos o
seguinte como consequência imediata.

Corolário 2.4. Se uma função u ∈ C2(Rn × R+) é um ponto cŕıtico de J , então
resolve (2.50).

Agora, inspirados pelo Teorema 2.3, para cada a ∈ (−1, 1), consideramos o
funcional Ja : C2(Rn × R+)→ R dado por

Ja(u) =

∫
Rn×R+

ya|∇u|2dxd y.

Observe que Ja torna-se se J , quando consideramos a = 0.
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Teorema 2.5. Considere o seguinte problema{
div(ya∇u) = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn,
(2.54)

onde f ∈ Hs(Rn), a ∈ (−1, 1) e a = 1− 2s. Suponha

B =
{
w ∈ C2(Rn ×R+) : w(x, 0) = f(x) em Rne

∫
Rn×R+

ya|∇u|2dxd y <∞
}

o conjunto das funções admisśıveis é não vazio. Então, u ∈ C2(Rn×R+) cont́ınua
até a fronteira é solução de (2.1) em B se, e somente se, é mı́nimo do funcional
Ja : B → R definido por

Ja(u) =

∫
Rn×R+

ya|∇u|2dxd y. (2.55)

Demonstração. Seja u uma solução de (2.54) e w ∈ B. Mostramos que u é mı́nimo
de Ja. Observamos que se ja(w) = +∞ para este w em B então nada há nada a
fazer. Suponhamos então que Ja(w) é finito. Primeiramente note que da igualdade
de (2.54), tem-se

div(ya∇u)(u− w) = 0.

Agora, integrando, temos que∫
Rn×R+

div(ya∇u)(u− w)dxd y = 0.

Como u ∈ Hs(Rn), utilizando a Identidade de Green

0 =

∫
Rn×R+

div(ya∇u)(u− w) dxd y

= −
∫
Rn×R+

ya∇u · ∇(u− w) dxd y + lim
y→0

∫
Rn
yauy(x, y)(u− w)dx.

Assim, devido u = w em Rn, temos que

lim
y→0

∫
Rn
yauy(x, y)(u− w) dx = 0,

ou seja, ∫
Rn×R+

ya|∇u|2 dxd y =

∫
Rn×R+

ya∇u · ∇w dxd y.
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Ainda, utilizando as Desigualdades de Young, tem-se∫
Rn×R+

ya∇u · ∇w dxd y ≤ 1

2

∫
Rn×R+

ya|∇u|2 dxd y +
1

2

∫
Rn×R+

ya|∇w|2dxd y,

ou seja, ∫
Rn×R+

ya|∇u|2 dxd y ≤
∫
Rn×R+

ya|∇w|2 dx.

Portanto,
Ja(u) ≤ Ja(w). (2.56)

Provamos agora a rećıproca. Seja u mı́nimo de Ja. Considere ψ ∈ C∞C (Rn × R+)
e g : R→ R definida por

g(t) = Ja(u+ tψ) =

∫
Rn×R+

ya
(
|∇u|2 + 2t∇u · ∇ψ + t2|∇ψ2|

)
dxd y.

A função g está bem definida, pois ψ tem suporte compacto. Agora, diferenciando
g em relação a t, temos que

g′(t) = 2

∫
Rn×R+

ya∇u · ∇ψ dxd y + 2t

∫
Rn×R+

ya|∇ψ2| dxd y.

Ainda, devido u ser mı́nimo de Ja, então 0 é ponto cŕıtico de g. Logo, g′(0) = 0,
ou seja, ∫

Rn×R+

ya∇u · ∇ψ dxd y = 0, (2.57)

donde temos

0 =

∫
Rn×R+

ya∇u · ∇ψ dxd y = −
∫
Rn×R+

div(ya∇u)ψ dxd y. (2.58)

Por fim, como ψ ∈ C∞C (Rn × R+) é uma função arbitrária, temos que

div(ya∇u) = 0

em Rn × R+. Portanto u resolve (2.54).

Por fim, terminamos esta seção provando a unicidade da solução do problema
(2.12). Para tal, devemos considerar que toda solução de (2.12) é tal que∫

Rn×R+

|∇u|2ya dxd y <∞. (2.59)
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Suponha que u e v resolvem (2.12) , então u − v é solução de (2.12) para f = 0.
Assim, pelo Teorema 2.5, temos que u−v é mı́nimo do funcional energia Ja definido
em (2.55), logo segue que∫

Rn×R+

ya|∇(u− v)|dxd y = 0 (2.60)

e com isto, conclúımos que u = v.

2.4 A Extensão e o Laplaciano Fracionário

O objetivo desta seção é relacionar a solução de (2.1) com o Laplaciano Fra-
cionário. Fazemos primeiro, na Seção 2.4.1, uma análise via fórmula de Poisson e
na sequência, na Seção 2.4.2, fazemos via transformada de Fourier.

2.4.1 Via Fórmula de Poisson

Para provarmos a relação desejada entre uma solução de (2.1) e o Laplaciano
Fracionário, iniciamos considerando o problema dado em (2.43) que é equivalente
(2.12) e para resolver esse problema é suficiente considerar (2.49) como sendo o
núcleo de Poisson, e consequentemente a função u que resolve (2.43) é dada por

u(x, z) =

∫
Rn
P̃ (x− ξ, z)f(ξ)dξ

que será demonstrada no próximo teorema. Tal relação será útil para provar a
desigualdade de Harnack (Caṕıtulo 4 ) para a solução do laplaciano fracionário
(−∆)sf = 0 em Br.

Teorema 2.6. Seja u solução de{
div(ya∇u(x, y)) = 0, em Rn × R+,

u(x, 0) = f(x), em Rn,
(2.61)

onde f ∈ Hs(Rn), a = 1− 2s e 0 < s < 1. Então

lim
y→0

yauy(x, y) = C(−∆)sf(x), (2.62)

onde C = −
(

1
1−a

)−a Cn,a
Cn,s

.
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Demonstração. Devemos notar que

uz(x, 0) = lim
z→0

u(x, z)− u(x, 0)

z
= lim

z→0

u(x, z)− f(x)

z
. (2.63)

Pela equação (2.30), temos que

uz(x, 0) = lim
z→0

1

z

[∫
Rn
P̃ (x− ξ, z)f(ξ) dξ − f(x)

]
= lim

z→0

1

z

[∫
Rn
P̃ (x− ξ, z)f(ξ) dξ −

∫
Rn
P̃ (x− ξ, z)f(x) dξ

]
= lim

z→0

1

z

∫
Rn
P̃ (x− ξ, z)(f(ξ)− f(x)) dξ. (2.64)

Assim, utilizando (2.49), temos que

uz(x, 0) = Cn,a lim
z→0

∫
Rn

f(ξ)− f(x)(
|x− ξ|2 + (1− a)2|z|

2
1−a
)n+1−a

2

dξ

e logo

uz(x, 0) = Cn,a PV

∫
Rn

f(ξ)− f(x)

|x− ξ|n+1−a dξ.

Assim, temos

uz(x, 0) = −Cn,a
Cn,s

(−∆)
1−a
2 f(x). (2.65)

Portanto,

uz(x, 0) = −Cn,a
Cn,s

(−∆)sf(x). (2.66)

Lembrando que

uz =

(
1

1− a

)a
yauy,

conclúımos
lim
y→0

yauy(x, y) = C(−∆)sf(x).
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2.4.2 Via Transformada de Fourier

Alternativamente, também fazemos a prova do Teorema 2.6 utilizando a transfor-
mada de Fourier. Para fazer isso, provamos que os funcionais de energia corres-
pondestes coincidem, ou seja:∫

Rn×R+

|∇u|2ya dx dy = K

∫
Rn
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ. (2.67)

onde K = I(φ) e φ é o mı́nimo do funcional dado por

I(φ) =

∫ ∞
0

(
λ|φ|2 + |φ′|2

)
ya dy.

Para estudar a equivalência desses funcionais, estudamos o seguinte problema de
valor inicial: 

φ′′(y) + a
yφ
′(y)− λφ(y) = 0,

φ(0) = 1,

limy→∞ φ(y) = 0,

(2.68)

onde, a ∈ (−1, 1) e λ > 0.

Teorema 2.7. O problema de valor inicial (2.68) tem uma única solução.

Demonstração. Inicialmente garantimos a existência de solução para o problema
(2.68). Consideremos o espaço vetorial

X =

{
φ ∈ H1((0,∞)) :

∫ ∞
0

(
λ|φ|2 + |φ′|2

)
ya dy <∞

}
,

munido da norma

‖φ‖2 =

∫ ∞
0

(
λ|φ|2 + |φ′|2

)
ya dy.

Esta norma provém do produto interno

〈φ, ψ〉 =

∫ ∞
0

(
λφψ + φ′ψ′

)
ya dy,

o que torna X um espaço de Hilbert. O produto interno 〈·, ·〉 é cont́ınuo e

〈φ, φ〉 ≥ ‖φ‖2.
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Com isso, temos que 〈φ, ψ〉 é coerciva. Agora, aplicando o Teorema de Lax-
Milgram, tem-se que existe uma única φ(0) ∈ X tal que

‖φ(0)‖2 ≤ ‖ψ‖2, ∀ ψ ∈ X. (2.69)

Considere o funcional I : X → R dado por

I(φ) =

∫ ∞
0

(
λ|φ|2 + |φ′|2

)
ya dy. (2.70)

Agora, por (2.69), o funcional I possui um minimizante φ(0) que é único. Logo,
olhando para a primeira variação do funcional I, temos que, dado h ∈ C∞C (0,∞),∫ ∞

0

(
λφh+ φ′h′

)
ya dy = 0. (2.71)

Ainda, utilizando integração por partes, temos que∫ ∞
0

φ′h′ya dy = φ′hya
∣∣∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

(
φ′′hya + φ′haya−1

)
dy. (2.72)

Assim, combinando (2.71) com (2.72), tem-se∫ ∞
0

(
λφya − φ′aya−1 − φ′′ya

)
hdy + φ′hya

∣∣∣∣∞
0

= 0. (2.73)

Note que

φ′hya
∣∣∣∣∞
0

= 0,

pois h tem suporte compacto. Portanto, temos que φ resolve (2.68).

Fazemos em seguida a prova da equivalência dos funcionais de energia.

Lema 2.8. Suponha que u é solução de (2.1). Se∫
Rn×R+

|∇u|2ya dx dy <∞,

então vale (2.67).
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Demonstração. Inicialmente consideramos no problema (2.68), λ = 1 e φ a única
solução do problema de valor inicial. Em seguida, consideramos λ = |ξ|2 e o
problema de valor inicial:

ϕ′′(y) + a
yϕ
′(y)− |ξ|2ϕ(y) = 0,

ϕ(0) = f̂(ξ),

limy→∞ ϕ(y) = 0.

(2.74)

Pelo Teorema 2.7, também temos única solução para (2.74). Além disso, note que

f̂(ξ)φ(|ξ|y) (2.75)

é solução de (2.74). Por outro lado, suponha que û(ξ, y) é uma solução de (2.1) e
como a solução é única, devemos ter ϕ = f̂(ξ)φ(|ξ|y). Agora, como

ûxj (ξ, y) = (iξj)û(ξ, y),

Logo, temos

ûxjxj (ξ, y) = −|ξj |2û(ξ, y). (2.76)

Ou seja,

∆̂xu(ξ, y) = −|ξ|2û(ξ, y). (2.77)

Ainda, como û(ξ, y) resolve (2.1), e equivalentemente (2.12), temos

∆̂u(ξ, y) +
a

y
ûy(ξ, y) + ûyy(ξ, y) = 0,

o que implica

−|ξ|2û(ξ, y) +
a

y
ûy(ξ, y) + ûyy(ξ, y) = 0. (2.78)

Sendo assim, para cada ξ ∈ Rn, a equação (2.78) é uma equação diferencial or-
dinária em y. Dessa forma, observe que û(ξ, y), por (2.78) juntamente com o fato
que û(ξ, 0) = f̂(ξ), resolve também o problema de valor inicial (2.68). Assim,
utilizando a unicidade do problema de valor inicial (2.68), segue que

û(ξ, y) = f̂(ξ)φ(|ξ|y) = ϕ(y). (2.79)

Note ainda que∫
Rn×R+

|∇u|2ya dx dy =

∫
Rn

∫ ∞
0

(
|∇xu|2 + |uy|2

)
ya dy dx.
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Assim, pelo Teorema de Parseval,∫
Rn×R+

|∇u|2ya dy dx =

∫
Rn

∫ ∞
0

(
|ξ|2|û(ξ, y)|2 + |ûy(ξ, y)|2

)
ya dy dξ. (2.80)

De (2.79) e (2.80), segue que∫
Rn×R+

|∇u|2ya dy dx =

∫
Rn

∫ ∞
0
|ξ|2|f̂(ξ)|2

(
|φ(|ξ|y)|2 + |φ′(|ξ|y)|2

)
ya dy dξ.

(2.81)

Por fim, fazendo uma mudança de variável y = |ξ|y em (2.81),∫
Rn×R+

|∇u|2ya dy dx =

∫
Rn
|ξ|1−a|f̂(ξ)|2

∫ ∞
0

(
|φ(y)|2 + |φ′(y)|2

)
ya dy dξ. (2.82)

Combinando (2.70) com (2.82), obtemos∫
Rn×R+

|∇u|2ya dy dx = I(φ)

∫
Rn
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ.

o que conclui a prova do lema.

Terminamos o capitulo utilizando a transformada de Fourier e a equivalência
dos funcionais de energia para provar o próximo teorema.

Teorema 2.9. Seja u solução de (2.1) tal que∫
Rn×R+

|∇u|2ya dy dx <∞.

Então

lim
y→0

yauy(x, y) = C1(−∆)sf(x),

onde C1 = I(φ), com I(φ) dado em (2.70) e φ mı́nimo de I.

Demonstração. Por (2.67), temos a igualdade de dois funcionais de energia, suas
equações de Euler-Lagrande devem coincidir.

Observe que o funcional energia, em termos da transformada de Fourier, pode
ser escrito como Φ : Hs(Rn)→ R, dada por

Φ(f) =

∫
Rn
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ. (2.83)
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Se f é um minimizante de Φ, então, para toda função h ∈ C∞C (Rn), tem-se∫
Rn
|ξ|2sf̂(ξ)ĥ(ξ) dξ = 0. (2.84)

Logo, de (2.57) e de (2.84), segue que, para todo g ∈ C∞0 (Rn × R+),∫
Rn×R+

ya∇u · ∇g dx =

∫
Rn
|ξ|2sf̂(ξ)ĝ(ξ, 0) dξ. (2.85)

Pela Identidade de Green, temos∫
Rn×R+

ya∇u · ∇g dx = lim
y→0

∫
Rn
yauy(x, y)g(x, y) dx. (2.86)

Além disso, temos utilizando o teorema 1.7 que

C

∫
Rn
|ξ|2sf̂(ξ)ĝ(ξ, 0) dξ = C

∫
Rn

(̂−∆)sf(ξ)ĝ(ξ, 0) dξ.

Assim, pelo Teorema de Parseval

C

∫
Rn

(̂−∆)sf(ξ)ĝ(ξ, 0) dξ = K

∫
Rn

(−∆)sf(x)g(x, 0) dx. (2.87)

Portanto, por (2.85), (2.86) e (2.87) temos

lim
y→0

yauy(x, y) = C(−∆)sf(x).
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Caṕıtulo 3

Extensões por Reflexão

Neste caṕıtulo aplicamos a Desigualdade de Harnack para as equações (2.11) e
(2.45), para mostrar que se (−∆)su = 0 em uma certa bola, então podemos refletir
u e fazer-lhe uma solução de (2.11) e (2.45) em {y = 0} num sentido apropriado.

3.1 Caso Divergente

Nesta seção, tratamos do caso divergente.

Teorema 3.1. Suponha que u : Rn × R+ → R é solução da equação (2.1) tal que
ya|∇u|2 é localmente integrável e, para |x| ≤ R,

lim
y→0

yauy(x, y) = 0. (3.1)

Então, a extensão

ũ(x, y) =

{
u(x, y), se y ≥ 0,
u(x,−y), se y < 0,

é solução fraca de
div(|y|a∇u) = 0, (3.2)

na bola
BR = {(x, y) ∈ Rn × R : |x|2 + |y|2 ≤ R2}. (3.3)

Lembramos a definição de solução fraca para (3.2): dizemos que ũ é solução
quando ∫

BR

|y|a∇ũ · ∇g dx dy = 0, para todo g ∈ C∞C (BR). (3.4)
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A motivação desta definição é multiplicar a equação (3.2) pela “função teste” g e
integrar:

g · div(|y|a∇u) = 0 =⇒
∫
BR

g · div(|y|a∇u) dx dy = 0.

Agora, aplicando a Identidade de Green, temos∫
∂BR

|y|a∂u
∂η
g dx dy −

∫
BR

|y|a∇u · ∇g dx dy = 0.

Ainda, devido g ∈ C∞C (BR), temos que∫
BR

|y|a∇u · ∇g = 0.

Demonstração. Basta mostrar (3.4). Dado ε > 0, temos que∫
BR

|y|a∇ũ · ∇g dx dy =

∫
BR\Bε(0)

|y|a∇ũ · ∇g dx dy +

∫
BR∩Bε(0)

|y|a∇ũ · ∇g dx dy.

(3.5)

Ainda, note que

div(|y|ag∇u) =

n∑
i=1

∂

∂xi

(
|y|aguxi

)
+

∂

∂y

(
|y|aguy

)
.

Assim, temos que

div(|y|ag∇u) =

n∑
i=1

|y|agxiuxi +

n∑
i=1

|y|aguxixi + |y|agyuy + |y|ag(uyy +
a

y
uy).

Organizando as contas,

div(|y|ag∇u) = |y|ag(∆xu+
a

y
uy + uyy) + |y|a∇g · ∇u. (3.6)

Agora, como u resolve (2.11), temos que

div(|y|ag∇u) = |y|a∇g · ∇u. (3.7)

Fazendo o mesmo cálculo com u(x,−y) obtemos (3.7) para ũ, ou seja,

div(|y|ag∇ũ) = |y|a∇g · ∇ũ. (3.8)
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Assim, fazendo uso de (3.5) e (3.8), temos∫
BR

|y|a∇ũ · ∇g dx dy =

∫
BR\Bε(0)

div(|y|ag∇ũ) dx dy +

∫
BR∩Bε(0)

|y|a∇ũ · ∇g dx dy.

(3.9)

Usando o Teorema da Divergência na primeira integral do lado direito de (3.9),
temos que∫

BR\Bε(0)
div(|y|ag∇ũ) dx dy =

∫
∂(BR∩Bε(0))

εagũy(x, ε) dx dy. (3.10)

Assim, temos∫
BR

|y|a∇ũ · ∇g dx dy =

∫
∂(BR∩Bε(0))

εagũy(x, ε) +

∫
BR∩Bε(0)

|y|a∇ũ · ∇g dx dy.

(3.11)

Note ainda que para ε > 0 suficientemente pequeno, por (3.1), tem-se que

|εagũy(x, ε)χ∂Bε | ≤ |yauy(x, y)||g|

que é integrável, pois g e uy são cont́ınuas e ya é integrável já que a > −1. Assim,
utilizando o Teorema da Convergência Dominada na primeira integral do lado
direito de (3.11), conclúımos que a mesma converge a zero. A segunda integral do
lado direito de (3.11) converge para zero também, isto segue do fato de o integrando
ser localmente integrável.

3.2 Caso Não Divergente

Fazemos agora o caso não divergente.

Teorema 3.2. Dada uma função cont́ınua g sobre ∂BR, de modo que g(x, z) =
g(x,−z), existe uma única função u ∈ C(BR), solução de{

∆xu+ |z|αuzz = 0, em BR,

u = g, em ∂BR,
(3.12)

no sentido da viscosidade, tal que:

1) u resolve a equação ∆xu+ |z|αuzz = 0 em BR ∪{z 6= 0} no sentido clássico;

2) u ∈ C1(BR);
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3) uz(x, 0) = 0.

onde BR é definida em (3.3).

Demonstração. Iniciamos com a prova da unicidade: Suponha que u e v satisfazem
1), 2) e 3). Dado ε > 0 arbitrário, considere w = u− v+ ε|z|. Note que w satisfaz
1). Com efeito, wz = uz − vz + ε z|z| e assim

∆xw + |z|αwzz = ∆xu−∆xv + |z|α
uzz − vzz + ε

 |z| − z
(
z
|z|

)
|z|2


= ∆xu−∆xv + |z|α(uzz − vzz),

ou seja,
∆xw + |z|αwzz = 0.

Como w é cont́ınua e BR é compacto, existe x0 ∈ BR onde w assume valor máximo,
isto é, w ≤ w(x0) em BR. Note que x0 6∈ BR ∩ {z 6= 0}, pois podeŕıamos aplicar o
Prinćıpio do Máximo e concluir que w é constante, o que seria uma contradição,
já que w = ε|z| em ∂BR. Além disso, temos que

wz+ = uz − vz + ε > uz − vz − ε = wz− ,

onde wz+ e wz− são as derivadas laterais, respectivamente de w. Desta forma, não
existe ponto de máximo em BR ∩ {z = 0}, pois se existisse wz+ = 0 = wz− no
ponto. Assim, temos que x0 ∈ ∂BR. Por fim, como u e v resolvem (3.12), segue
que

w ≤ w(x0) = u(x0)− v(x0) + ε|z0| ≤ εR. (3.13)

Como ε é arbitrário, fazendo ε→ 0 em (3.13), temos que u ≤ v. De forma análoga,
obtém-se que v ≤ u e conclúımos que u = v.

Agora, passamos a mostrar a existência de soluções de (3.12). Antes disso,
para cada ε > 0, considere o seguinte problema{

∆xu+ (|z|+ ε)α uzz = 0 em BR,

u = g, em ∂BR.
(3.14)

Sabemos, pela a Teoria de Schauder, ver [10, Seção 6.3], que o problema acima
(3.14) possui solução clássica para cada ε > 0. Ainda, pelo o prinćıpio do máximo
para equações uniformemente eĺıpticas, temos que uε ∈ L∞ com normas uniforme-
mente limitadas:

sup
BR

uε = sup
∂BR

uε = sup
∂BR

g < +∞.
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Em (3.14) os coeficientes são constantes em relação a x. Os resultados de Caffarelli
e Gutierrez [7, pps 455-456] valem independente de ε. De fato, podemos reescrever
o operador de (3.12) no mesmo formato de Caffarelli e Gutierrez:

L(uε) = tr(ΦD2uε),

onde

Φ =


1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 (|z|+ ε)α

 .
No contexto de Caffarelli-Gutierrez, ver [7, Remark pp. 456], tem-se que Φ é a
matriz de cofatores da Hessiana D2φ de uma função estritamente convexa φ e que
as estimativas dependem de uma transformação afim T que normaliza seções da
forma

S(x, t) := {y ∈ Rn, t > 0 : φ(y) < φ(x) +∇φ(x) · (y − x) + t} (3.15)

no sentido de encontrar bolas em Rn tais que

B1/n ⊆ T
[
S(x, θt)

]
⊆ B1,

onde θ > 0. Em particular, os conjuntos S(x, t) são invariantes por translações
verticais no gráfico de φ, isto é, S(x, t) permanece inalterado quando substitúımos
φ por φ + ε. Logo, por [7, Corollary, pp 455], uε é de Hölder e, pelo o mesmo
motivo, qualquer derivada com respeito a x de u. Podemos então, por exemplo,
diferenciar a primeira igualdade da equação (3.14) com respeito a xi e obter

∆x(uεxi) + (|z|+ ε)α(uεxi)zz = 0,

concluindo que uεxi é de Hölder independente de ε > 0. Isto se aplica também a de-
rivada de ordem mais alta. Logo, temos que ∆xu

ε é de Hölder independentemente
de ε e assim é limitada em qualquer bola menor B(1−δ/2)R. Como uε ∈ C2(BR) e
uε é simétrico com respeito ao hiperplano z = 0, então uεz(x, 0) = 0. De fato,

uεz(x, 0) = lim
z→0

uε(x, z)− uε(x, 0)

z

= lim
z→0

uε(x, z)− uε(x, 0)

2z
+ lim
−z→0

uε(x,−z)− uε(x, 0)

−2z

= 0.
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Agora, devido
∆xu+ (|z|+ ε)α uzz = 0,

temos que

|uεzz| =
|∆xu

ε|
(|z|+ ε)α

.

Ainda, por ∆xu
ε ser limitado independente de ε, existe C > 0 tal que

|∆xu
ε| ≤ C, ∀ε > 0.

Logo

|uεzz| ≤
C

|z|α
.

Tomando α = −2a/(1− a) e a ∈ (−1, 1), temos que α < 1. De fato,

−a < 1 ⇐⇒ −2a < 1− a ⇐⇒ α =
−2a

1− a
< 1.

Podemos assim integrar uεzz para qualquer (x, z) tal que |x| < 1−2δ e 0 < z < 1−δ.
Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

|uεz(x, z)| =
∣∣∣ ∫ z

0
uεzz(x, s)

∣∣∣ ≤ ∫ z

0

C

|z|α
= Cz1−α.

Portanto, |uεz(x, z)−uεz(x, 0)| ≤ Cz1−α. Com isso, temos que uεz ∈ Cη em B(1−δ)R,
para η = min(1, 1 − α), independentemente de ε para qualquer δ. Pelo o Teo-
rema de Arzelá-Ascoli, podemos tomar ε suficientemente pequeno e extrair uma
subsequência que converge para a solução u desejada.

57



Caṕıtulo 4

Desigualdade de Harnack

Neste caṕıtulo final, fazemos a prova da Desigualdade de Harnack, como con-
sequência do estudo de soluções de (2.12) e (2.43). Para isso, utilizamos o resultado
de Fabes, Kenig e Serapioni em [9, Lemma 2.3.5] que enunciamos a seguir.

Lema 4.1. Seja u não negativa uma solução de Lu = 0 em Ω. Suponha que
4p ≤ dist(x0, ∂Ω). Então

max
Bρ(x0)

≤ C min
Bρ(x0)

(4.1)

Teorema 4.2 (Desigualdade de Harnack). Seja f : Rn → R não-negativa tal que
(−∆)sf = 0 em Br. Então, existe uma constante C > 0 tal que

sup
Br/2

f ≤ C inf
Br/2

f.

Demonstração. Seja u a extensão de f que resolve o problema (2.1). Notemos
primeiro que u é não negativa, pois u é a convolução de f com o núcleo de Poisson,
e pelo o núcleo de Poisson ser positivo, segue que u é não negativa. Agora, por
hipótese,

(−∆)sf = 0 em Br.

Assim, pelo Teorema 2.6, segue que u satisfaz

lim
y→0

yauy(x, y) = 0.

Ainda, pelo Teorema 3.1, ũ é solução de

div(|y|a∇u) = 0 em Br/2,
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onde Br/2 é definida em (3.3). Assim, estamos nas hipóteses do Lema 4.1 e pode-
mos garantir que existe uma constante C > 0 tal que

max
Br/2

u ≤ C min
Br/2

u,

desde de que 2r ≤ dist(0, ∂Br/2). Logo, temos que

sup
Br/2

u ≤ C inf
Br/2

u.

Portanto, segue o resultado.

Corolário 4.3. Seja f : Rn → R, não-negativa tal que (−∆)sf = 0 em B1, então
f ∈ Cα em B1/2 para algum α > 0.

Demonstração. Mostramos primeiro que existe uma constante 0 < L < 1 tal que

sup
B 1

2n

f(x)− inf
B 1

2n

f(x) ≤ Ln−1(M −m), (4.2)

para cada n ∈ N, onde

M = sup
B1

f(x) e m = inf
B1

f(x).

Caso n = 1 é válido, pois

sup
B1/2

f(x)− inf
B1/2

f(x) ≤ L0(M − n)

= sup
B1

f(x)− inf
B1

f(x).

Suponha que (4.2) é válido e mostremos que

sup
B 1

2n+1

f(x)− inf
B 1

2n+1

f(x) ≤ Ln(M − n). (4.3)

Agora, fazendo

f(x) = f(x/2n) e M = sup
B1

f(x),

obtemos que

M − f(x) ≥ 0.
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Ainda, note que

(−∆)s
(
M − f(x)

)
= 0,

pois a f satisfaz tal relação. Assim, pelo Teorema 4.2, existe uma constante C tal
que

sup
B 1

2

(M − f(x)) ≤ C inf
B 1

2

(M − f(x)). (4.4)

Seja

m = inf
B1

f(x),

então

f(x)−m ≥ 0.

Utilizando o mesmo argumento feito para obter (4.4), temos que

sup
B 1

2

(
f(x)−m

)
≤ C inf

B 1
2

(
f(x)−m

)
. (4.5)

De (4.4), tem-se

M − inf
B 1

2

f(x) ≤ CM − C sup
B 1

2

f(x). (4.6)

Da mesma forma, fazendo uso de (4.5), obtemos que

sup
B 1

2

f(x)−m ≤ C inf
B 1

2

f(x)− Cm. (4.7)

Agora, combinando (4.6) e (4.7), temos

sup
B 1

2

f(x)− inf
B 1

2

f(x) ≤ C − 1

C + 1
(M −m). (4.8)

Ainda, note que

sup
B 1

2

f(x)− inf
B 1

2

f(x) = sup
B 1

2n+1

f(x)− inf
B 1

2n+1

f(x) (4.9)

e
M −m = sup

B 1
2n

f(x)− inf
B 1

2n

f(x). (4.10)
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Assim, utilizando (4.2), (4.8), (4.9) e (4.10), temos que

sup
B 1

2n+1

f(x)− inf
B 1

2n+1

f(x) ≤ L

sup
B 1

2n

f(x)− inf
B 1

2n

f(x)


≤ L · Ln−1(M −m)

= Ln(M −m),

o que prova (4.3), onde L = C−1
C+1 e assim conclúımos (4.2). Agora, tome α de

modo que 1
2α = L. Sejam x, y ∈ B 1

2
e note que existe k ∈ N tal que

1

2k
≤ |x− y| ≤ 1

2k−1
. (4.11)

Além disso, de (4.2), temos que

|f(x)− f(y)| ≤ sup
B 1

2k

f(x)− inf
B 1

2n

f(x)

≤ Lk−1(M −m).

E como

1

2αk
≤ |x− y|α ≤ 1

2α(k−1)
,

segue que

|f(x)− f(y)| ≤ Lk

L
(M −m)

=
1

2αk
(M −m)

L

≤
(
M −m
L

)
|x− y|α.
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