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RESUMO 

Otimizar processos relaciona-se diretamente com encontrar variáveis de projeto óti­

mas, ou seja, que maximizem ou minimizem certo desempenho do processo em análise. En­

tretanto, quando essas variáveis de projeto, ou mesmo outros parâmetros elo processo, possuí­

rem certo grau de incerteza, isso deve ser levado em conta na otimização, pois uma simples 

mudança de seus valores pode ocasionar a perda da condição de otimaliclade para o projeto. 

Nesse contexto, surge a metodologia de Otimização Baseada em Confiabilidade (RBDO), do 

inglês Reliability Based Desig11 Optimization . 

Nesta tese são apresentadas metodologias de otimização baseadas t:m confiabi lidade. 

utilizando algoritmos de busca global, com aplicações a funções não lineares. Objetivando o 

conhecimento dos métodos e a aferição das implementações, exemplos de treliças espaciais 

encontrados na literatura são resolvidos e comparados. O método de Programação Aproxima­

da Sequencial (do inglês Sequemia/ Approximated Programming (SAP)), de laço único. tam­

bém foi implementado e foi mostrado por meio de comparações de exemplos encontrados na 

literatura, que a convergência desse método pode ocorrer para pontos de mínimos locais. 

Com base na literatura, e objetivando aprimorar os exemplos existentes, foram inseri­

elas incertezns e implementadas novas restrições, nas quais o índice de confiabi liclacle eleve ser 

respeitado para deslocamento, tensão e frequência. Os exemplos são resolvidos com métodos 

ele busca global de otimização nos quais a qualidade e eficiência dos resultados são discutidos. 

Como metodologias de otimização para RBDO de Laço Duplo, são implementados os 

métodos de busca global: Algoritmos Genéticos (AG), Simulated Annealing (SA), Direct Se­

arch (DS) e o Panic/e Swarm Optimiw tion (PSO). Um método híbrido, visando a aumentar a 

velocidade de convergência, é apresentando. Para isso, métodos de buscn global (AG e PSO) e 

o método deterministi co de otimização SQP (Sequential Quadratic Programming) foram as­

sociados em um mesmo método; tal procedimento é apresentado. e os resultados são discuti­

dos em cima dos mesmos exemplos de treliças. 

Embora a originalidade desta tese esteja na aplicação da metodologia de RBDO com 

de busca global. visou-se à uü lizaçào da metodologia em problemas numéricos grandes. Para 

isso, devido ao fato de fa lta de aplicação destes conceitos na área de biomecânica. as ferra­

mentas de RBDO desenvolvidas foram aplicadas nestes problemas. Constatou-se que proce­

dimentos de otimização. nos casos analisados. devem efeti vamente levar em conta incertezns. 
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ABSTRACT 

The process opt imization is directly related to finding optimum design vnriables, 

which means, variables that maximize or minimize the process performance. However, when 

these design variables, or even other process parameters. contain an uncertaínty levei, that 

must be considered in lhe optimization, since a simple change in its values may cause loss of 

the optimality condition for the design. ln thís context, Reliabílíly Baseei Design Optimization 

(RBDO) should be used. 

In this thesis, Reliability Baseei Design Optimization methods are presenteei by using 

global search anel nondcterministic algorithms with applications to nonlincar functions. In 

order to know the methods and gauge the implementations, examples found in the literature of 

spatial trusscs are solved anel compareci. The si ngle loop Sequential Approximate Program­

ming (SAP) was also implemented. By comparisons with such examples, it was shown that 

the convergcnce o f this method may occur on local optima. 

In order to improve lhe previous examp.les. uocertainlies were inserted and new restric­

tions, where lhe reliabi lily index must be verified for displacement, tension and frequency 

constrainls. The examplcs are solved through global optimization methods. where the effi­

ciency and quality o f results are cliscussed. 

As optimization methodologies for doublc loop RBDO procedure, some global search 

methods are implementecl: Genetic Algorithms (GA), Simulated Annealing (SA), Direct 

Search (DS) anel Particle Swarm Optimjzation (PSO). In orcler lO improve the velocity of con­

vergence, a hybrid method is presenteei. In ordcr to accomplish that, two nondeterministic 

methods (AG and PSO) anel lhe deterministic oplimization method SQP wcre associated in a 

single methocl. Such procedure is presenteei and lhe results are cliscussed. 

Although the originality o f this thesis is based on the application o f RDBO methodol­

ogy with nondeterministic algorithms. it was aimed the use of the methodology in large nu­

merical problems. In order to accomplish that, due to the fact of lack of application of these 

concepts in the area of biomechanics, lhe RDBO tools were applied in this problems. In Lhe 

analyzed cases it was veri fied that the optimization procedures should wke into consideration 

uncertainties. 
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CAPÍTULO 1 

L INTRODUÇÃO 

Neste capítulo é apresentada uma visão sobre o tema abordado. Maior ênfase está vol­

tada à área mais abrangente desta tese: a otimização baseada em confiabilidade. São apresen­

tados os objetivos gerais e específicos, bem como as justificati vas para o trabalho e a organi­

zação dos capítulos da tese. 

1.1 Considerações iniciais 

Em qualquer ramo da engenharia, a ideia de se conseguir o menor custo, máximo de­

sempenho e eficiência em projetos e/ou processos, sempre foi uma das grandes metas. Pen­

sando nesse aspecto, a aplicação de otimização se encaixa perfeitamente pnra auxiliar nesse 

objetivo. Com o crescente desenvolvimento de hardware c algoritmos, essa aplicação tem se 

tornado cada vez mais utilizada. 

Em termos práticos, apesar da crescente utilização de métodos de otimização, o que 

acontece é que parâmetros de projeto e/ou variáveis de projeto, uti li zados em procedimentos 

de otimizações determinísticas, podem apresentar incertezas na prática. Uma vez que analisa­

das as respostas obtidas pelos procedimentos ele otimizações determinísticas em termos de 

probabilidade de fa lha, estas podem apresentar um nível não aceitável. Isso ocorre devido às 

incertezas dos parâmetros de projeto e/ou variáveis. Uma forma de relacionar tais incertezas, 

dentro ele um problema ele otimização, é utilizar o cálculo do índice ele confiab ilidade f3. Esse 

procedimento é chamado Otimização Baseada em Confiabilidade (RBDO) do inglês Re/iabi­

lity Based Design Optimization ; nesse caso. a confiabilidade toma-se mais uma restrição ao 

problema de otimização. 

Para ava liação do índice de confiabilidadc, existem di versos algoritmos, os quais po­

dem ser divididos em dois grandes gru pos: os de primeira ordem e os baseados em simula­

ções, cada um deles com suas vantagens e desvantagens. 

Por exemplo, dentre os métodos baseados em simulações. pode-se citar o Método Mon­

te Carla (MMC). Esse método também é. muitas vezes. tomado como parâmetro de compara­

ção para validação de outros métodos. Embora seja considerndo bastante preciso, quando 

comparado a métodos ele primeira ordem ele apresenta, como grande desvantagem, o alto cus-



2 

to computacional , pois exige que seja rcaJj zado um grande número de simulações para o cál­

culo da probabilidade de fa lha, o que pode tornar prnticamente inviável em alguns casos, co­

mo comentado por Gasser e Schüller, 1997. 

É sabido que o cálculo de ot imização, seja de maximização ou minimízação de fun­

ções não lineares, no qual envolva restrições não lineares e, ainda assim envolvendo restrições 

do índice de confiabilidade é complexo em termos de so lução. Além disso. pode apresentar 

um alto custo computacional Essas dificuldades fazem com que muitas vezes o resultado não 

seja o desejáveL fazendo com que sejam buscadas novas técnicas de otimização que sejam 

adequadas ao tipo de funções envolvidas. Por exemplo, outra linha ainda pouco explorada é a 

aplicação de algoritmos de busca global conjuntamente com a RBDO. A opção pela uti li zação 

destes métodos escolhidos recaem sobre a facilidade de implementação, a possibilidade de 

paralelismo e a etlciência dos mesmos perante problemas de otímizaçflo com funções não li -

neares. 

São apresentadas análises de RBDO em exemplos de funções explícitas, aplicações em 

exemplos de treliças espaciais em comparação com a literatura. Também são propostos exem­

plos com maior grau de complexidade, envolvendo índices de confiab ilidade para tensão, des­

locamento e frequência, que é algo não encontrado até o momento na literatura, mas efetiva­

mente podem ser encontrados na prática. A maior complex idade desses problemas visa a ana­

lisar o comportamento dos métodos ele busca global ele otimização, principalmente nos quesi­

tos ele efi ciência e qualidade elos resultados, uma vez que será realizada uma busca global no 

domínio. 

Problemas envolvendo RBDO em problemas de biomecânica são apresentados, nos 

quais é discutida a importância ele levar em conta incertezas nos modelos de otimização. 

1.2 Objetivos 

As técnicas de otimização baseadas em confiabilidade tem sido um tema recente dentro 

do Programa de Pós-Graduação em Engenharia Mecânica (PROMEC) ela Universidade Fede­

ral elo Rio Grande elo Sul (UFRGS), sendo essa a primeira tese a envolver esse tema. Entretan­

to, trabalhos já foram publicados com base em resultados obtidos até a metade de 2008 [Corso 

et a/ .. 2008. e Corso c Gomes. 2008]. Nesses trabalhos, procedimentos de RBDO foram im­

plementados com métodos clássicos ele otimização, com Algoritmos Genéticos (AG) e Simu­

lated Annealing (SA). 
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Embora se sa iba que os métodos de busca global dependem fundamentalmente da con­

fi guração de seus parâmetros, esta tese tem por objetivo principal implementar e verificar o 

comportamento destes algoritmos, quando utilizados para resolver problemas de RDBO, apli­

cados a diferentes objeti vos e restrições na área estrutural. Dessa forma, criar ferramentas de 

otimização, que também poderão ser testadas e aprimoradas em termos de pesquisa em traba­

lhos futuros. 

Dentro dos objeti vos específicos. pode-se citar: 

- analisar estes procedimentos implementados e comparar com métodos tradicionais da 

literatura; .. 
- Implementar procedimentos de RBDO ern treliças espaciais com restrição do índice 

de confinbilidacle para tensão. deslocamento e frequência natural. 

- Propor uma solução para acelerar a convergência elos algoritmos de busca global uti­

li zados parn otimização. 

Mesmo sabendo que esses métodos podem ser ex tremamente sensíveis a alterações em 

seus parâmetros, a qualidade dos resultados e a eficiência dos métodos são analisadas por 

meio de comparações entre o número ele avaliações da função objetivo e os resultados obtidos 

para determinadas configurações dos mesmos. A finalidade é aferir as implementações reali­

zadas e principalmente desenvolver ferramentas para essa linha de pesquisa dentro do PRO­

MEC ela UFRGS. 

Com base na literatura, exemplos apresentados por di versos autores foram implemen­

tados de forma que se conseguisse obter parâmetros de comparação para essas i mplementa­

ções. 

Nesta tese, os métodos de busca global escolhidos para :lllálise foram: Algoritmos Ge­

néticos, Simulared Annealing, Direcr Search e Parricle Swarm Optimizarion. A escolha por 

estes métodos de busca global, dentro de uma grande quantidade de métodos, justifica-se pela 

necessidade selecionar um grupo de métodos que possam representar diferentes formas de 

buscas, entretanto. existem outros métodos como, por exemplo. o Anr Colony (ou Colônia de 

Formigas) que também podem ser utilizados nessa metodologia. 

Urna vez que as ferramentas de RBDO em conjunto a algoritmos de busca global este­

jam implementadas e aferidas, a intenção é que sejam aplicadas em casos reais. Dessa forma, 

com o objetivo de auxiliar os procedimentos e projetos de biomecàrúca, dois casos. nos quais 

a incerteza faz parte de parâmetros de projeto. que são implantes ortodônticos e próteses fe­

morais, são otimizados com a utilização das ferramentas desenvolvidas nesta tese. 



1.3 Justificativas 

A utilização destes algoritmos de busca global, diferentemente de métodos clássicos ele 

otimização, que são geralmente baseados em gradientes, justifica-se por duas razões princi­

pais. Primeiramente, os métodos clássicos foram desenvolvidos para a busca de soluções óti­

mas em espaços de resposta suaves e, sobretudo, contínuas. No entanto. ao se tratar de pro­

blemas de otimização que envolvam o cálculo de um índice de confiabilidade (ou mais de um 

índice em um mesmo procedimento) para n parâmetros, em termos de restrição, isso pode 

gerar um espaço ele soluções viáveis representado por funções complexas e sem continuidade. 

Outro fator é que. em casos comerciais, grande parte das variáveis de projeto deve assumir 

valores discretos, o que é de grande facilidade para a implementação na maior parte elos algo­

ritmos que não utilizam gradientes de funções, diferentemente dos métodos clássicos de oti ­

mização que utilizam gradientes para a busca do ponto ótimo. Porém, algumas desvantagens 

podem surgir, sobretudo o alto custo computncional do processo ele otimização, que pode tor­

nar inviável a utilização elos mesmos. Dessa forma, esse também é um moti.vo que justifica a 

análise elo comportamento dos métodos. quando sujeitos a esse tipo de problema, que é algo 

ainda não encontrado na literatura. 

Também é comentado que. devido n sua natureza estocástica, os métodos como o AG. 

em sua concepção convencional, podem ser ineficientes no ajuste fino de uma solução obtida 

[Koh et ai., 2003], e exigem que o usuário trabalhe cuidadosamente os parâmetros do método. 

O que também é comentado elo método SA, no que diz respeito à busca global [Hedar e Fuku­

shima, 200 I]. 

Na mesma linha de raciocínio, segundo Floudas e Pardalos. 2009, é justificável incor­

porar um método adequado de busca local para acelerar a convergência para os pontos de óti­

mo. uma vez que o custo computacional é um fator extremamente importante dentro do con­

ceito ele otimização, quando são simulados problemas reais, que podem apresentar elevados 

custos computacionais. 

Nesse contexto, surge a ideia de utilizar métodos híbridos de otimização. Cada algo­

ritmo de oti mização local e global tem suas próprias características específicas, bem como 

suas vantagens e desvantagens. Por exemplo, os métodos que utilizam o gradiente para obter 

informações sobre o comportamento de funções. geralmente são mais rápidos para a obtenção 

da convergência; dessa forma, atraentes elo ponto de vista computacional. Entretanto, apresen­

tam como grande desvantagem a possibilidade de fa lha na obtenção de pontos de ótimos glo-
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bais, por serem dependentes de uma boa estimati va inicial. Já métodos de busca global, nesta 

tese são os de busca global; apresentam grande capacidade de busca em todo domínio, inde­

pendentemente da complex idade e descontinuidade das fun ções. Entretanto, o que pode ocor­

rer é que esses métodos têm uma grande de mora no que d iz respeito à convergência e, mesmo 

assim, o ponto de ótimo global també m não é garantido. 

A escolha por biomecânica, como exemplo real de aplicação. tem por objetivo princi­

pal auxiliar a melhoria da qualidade de viela de pessoas que necessitam desses dispos itivos, 

uma vez que ex iste a constatação da necessidade de otimização nessa área. O fato de o concei­

to de RBDO ser considerado aplicável a esse tipo de proble ma deve-se à capacidade que os 

algoritmos de otimização têm em fazer buscas para encontrar parâmetros ótimos. levando e m 

conta as incertezas que ex iste m nos parâmetros. 

Dessa forma. a aplicação dessa metodologia de RBDO. com algoritmos de busca glo­

bal, pode ser uma ferramenta de grande importância para a prática clínica. pois permite encon­

trar parâmetros de projeto que auxiliem a recuperação e utilização dos dispositivos, no di z 

respeito à adaptação óssea, mesmo que esses parâmetros possuam incertezas. Com esse obje­

tivo. aux iJiando na redução de problemas c línicos. como, por exemplo, a perda de massa óssea 

(um dos mais importantes), é possível aumentnr o tempo de vida de implantes/próteses. A 

utilização de algoritmos de busca global se faz necessária pela complexidade. não Jinearidade 

e possível descontinuidade de funções que esses problemas possam apresentar ao serem sub­

metidos a processos ele remodelamento ósseo. 

1.4 Organização do trabalho 

Este trabalho está dividido em oito capítulos. No presente capítulo é reali zada uma in­

trodução sobre o tema da tese. expondo-se os objetivos e as justificati vas para a mesma. Os 

capítulos 2 no 8 abordam cada um dos temas que compõem esta tese. 

No capítulo 2 é analisada a bibliografia sobre as técnicas aplicadas no estudo de otimi­

zação baseada em confiabilidade e os trabalhos realizados por outros pesquisadores da área. 

No capítulo 3 é abordada a modelagem matemática em termos de procedimentos gerais 

de otimização com métodos de busca global. com foco nos métodos utilizados nesta tese. Nes­

te capítulo também é reali zada umn breve rev isão de trabalhos que apresentam métodos híbri­

dos de otimização. 
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No capítulo 4 são apresentados os conceitos relat ivos à confinbilidnde de sistemas me­

cânicos. Alguns métodos para a obtenção da confiabilidnde perante uma entrada de dados são 

evidenciados. Também são demonstrados os métodos FORM (First Order Re/iability Method) 

e Método Monte Carlo (MMC). Nesse capítulo objeti vou-se relatar as vantagens e desvanta­

gens de cada um dos principais grupos dos métodos que calculam a confiabüidade (ou proba­

bi lidade de falha). A distribuição de probabilidade 6 apresentada de forma geral, e entra dire­

tanlcnh.: nesses métodos. 

Uma revisão sobre as técnicas de otimização baseada ~.:m confiabi lidade nesta tese é 

!'cita no capítulo 5. São apresentados os grupos elos métodos utilizados para esse procedimen­

to. Também são realizados comentários e explicações sobre os grupos, destacando suas vanta­

gens c desvantagens. 

No capítulo 6, são implementados os algoritmos de busca global em problemas da lire­

rntura envolvendo RBDO em laço duplo. Também são implementados métodos de laço único, 

que fazem uso de Programação Aproximada Seqüencial (SAP). do inglês Sequemial Appro­

ximoted Programming. Nesse capítulo. o objeti vo principal é comparar e aferir os procedi­

mc.!ntos propostos (de busca global) com os existentes. Dessa forma. com a implementação 

desses diferentes algoritmos. é mostrado que os métodos SAP podem convergir para pontos 

de mínimos locais, comprovando o que Agarwal , 2004 sugeriu em sua tese de doutorado. 

No capítulo 7, são imp.lementados os algoritmos de busca global em exemplos de trel i­

ças encontrados na literatura. Também, com base na própria literatura, que fornece dados alea­

tórios, novos e mais complexos exemplos são propostos. Problemas de treliças que envolvem 

índice de confiabi lidade para tensão, deslocamento c frequência são mostrados. Comparações 

são realizadas uti li zando método de laço duplo e algoritmos de busca global (Algoritmos Ge­

néticos (AG), Simulated Annealing (SA), Direcl Searc:h (OS) e Parricle Swarm Optimizalion 

(PSO)). Um método híbrido que faz uso de combinações entre AG. PSO e SQP é apresentado 

c testado em exemplos. e os resultados são discutidos. 

Posterior a isso. no mesmo capít11lo, procedimentos de otimização baseada em confia­

bi lidadc. aplicados a problemas de biomecãnica estão apresentados. como um exemplo real de 

aplicação da metodologia desenvolvida aqui . Os procedimentos para elaboração dos modelos 

computacionais. e a forma de consideração das incertezas são mostrados e discutidos. 

No capítulo 8. são apresentadas as conclusões finai s sobre as metodologias apresentadas 

nesta tese. Observações sobre limitações e v::mtagcns do uso de confiabilidade em otimização 

com métodos ele busca global são comentadas visando a auxilinr o desenvolvimento de traba-
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lhos futuros. Em seguida, a relação de referências bibliográficas mencionadas no texto é apre­

sentada. 

E. por fim. em apêndices. há alguns conceitos, análises prelirninares. gráficos de con­

vergência c tabelas. 
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CAPÍTUL02 

2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

As áreas de estudo desta tese abrangem fundamentalmente procedimentos de otimização 

baseados em confiabi lidade, com a utilização de algoritmos d~ busca global. Na área de Enge­

nharia Mecânica, aplicações dos métodos RBDO têm como escopo principal a aplicação es­

trutural. 

O foco deste capítulo é mostrar uma revisão dos conceitos gerais que envolvem RBDO, 

tanto os conceitos utilizados nesta tese como os não utilizados, mostrando os passos que fa­

zem parte do histórico de desenvolvimento e aplicação do método. Dessa forma. visa a situar 

a mesma dentro da atualidade. 

2.1 Otimização baseada em confiabilidade 

Embora a metodologia RBDO seja um tema recente dentro d.o PROMEC da UFRGS, a 

teoria e os métodos para otimização, que leva em conta o índice de confiabilidade. vem se 

desenvolvendo ele forma ampla nas últimas duas décadas. 

Diversos trabalhos envolvendo RBDO são encontrados na literatura, desde a cri ação ela 

ideia de RBDO até hoje em dia. Embora essa metodologia possa ser tratada dentro do contex­

to de otimização determinística, em intervalos ele confiança, pesquisadores que trabalham nes­

sa área procuram mostrar as diferenças de uma otimização determinística e RBDO. Por exem­

plo, Nakib, 1997. aplicou otimização determinística e RBDO em estmturas treliçadas, ressal­

tando a importância de levar em conta a aleatoriedade das variáveis em um processo ele otimi­

zação. 

Alguns autores apresentaram estudos. corno Ponslet er ai., 1995, que descreveram a 

aplicação do algoritmo genético determiníst ico e probabilístico para a RBDO, com o objetivo 

ele aumentar o amortecimento de uma estrutura trcliçada. A formulação probabi lística minimi­

zava a probabilidade de exceder o valor dos limites ele certa resposta dinâmica da estrutura, 

isso devido às incertezas nas propriedades do amortecimento. Com sucessivas am'i li ses, foi 

verificado que as otimizações probabilísticas apresentaram resu ltados mais confiáveis do que 

os resultados obtidos com otimização determinfstica, como era o esperado. Entretanto, ainda 

são poucos os trabalhos encontrados na li teratura que abordam RBDO e algoritmos de busca 

global. 
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Outros autores que relatam essa ideia são Lagaros era/. , 2002, que apresentam uma me­

todologia para tratar problemas de otimjzação estrutural baseada em confiabilídade. A anál ise 

da con!iabilidade é realizada utilizando o MMC. que. neste trabalho, foi incorporada à técnica 

de Amostragem por Importância, visando à redução do número de amostras necessárias para a 

obtenção da probabil idade de falha/índice de confiabi lidade. Um algoritmo utilizando Redes 

Neurais Artificiais (RNA) foi uti lizado para avaliar as informações geradas pelas análises e­

lasto-plásticas. O uso de RNA foi motivado pela possibilidade de ganho ele tempo, com rela­

ção ao tempo das análises do MMC para o cálculo do índice de confiab iliclade. 

Embora seja considerado bastante preciso, o MMC quando comparado a .métodos ele 

pri meira ordem ele apresenta, como grande desvantagem, o alto custo computacional, pois 

exige que seja realizado um grande número de simulações para o cálculo da probabi lidade ele 

fa lha, o que pode tomar praticamente invi<1vel em alguns casos. como comentado por Gasser e 

Schüller, 1997. Esses autores utilizaram uma metodologia de RBDO, com laço externo de 

otimização e interno para o cálculo do índice de confiabilidade (chamada RBDO de laço du­

plo), em um problema envolvendo o Método de Elementos Finitos (MEF). Foram mostrados 

modelos computacionalmente custosos para cálculo estrutural. cuja otimização com laço in­

temo para o cálculo do índice ele confiabilidade pode ser considerada inviável de ser resolvida 

repetidamente (esse é um exemplo de quando o uso do MMC é inviabilizado). 

Outro exemplo encontrado na literatura e que apresenta a mesma linha de raciocínio 

parn o cálculo elo índice de confiabi lidade é de Paclmanabhnn er ai., 2006, no qual os autores 

apresentaram uma metodologia ele oti mização baseada em confiab il idade, ut ilizando o método 

Monte Carla. Apesar ele se apresentar robusto perante análises impostas, esse método se mos­

trou extremamente oneroso no que djz respeito ao custo computacional, sendo desaconselhado 

pelos autores no uso ele cálculos estruturais pesados. Tsso se deve ao grande inconveniente 

encontrado nesse método, que foi o elevado número de ava liações da função objetivo (FO), 

para a obtenção da probabilidade de falha. Segundo Pereira, 2007, esse mesmo problema pode 

também ocorrer com o método de Amostragem por Importância para cálculo de confiabi licla­

de; por esse motivo. optou-se por buscar out ro método que pudesse atender aos objetivos. 

Uma boa alternativa é a utilização do método FORM (Firsr Order Relíabiliry Me­

rhod), de primeira ordem. Esse método é capaz ele resolver a maior parte dos casos práticos, 

com base em encontrar o ponto ele projeto (MPP) (elo inglês Mosr Prohable Poinr). Apesar de 

ser prático, esse método tem limitações no tratamento de problemas com múltiplas fu nções de 
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falhas, ou fu nções de falhas não lineares ou não suaves. Atualmente, esse método é ut ilizado 

pela maioria dos pesquisadores da área ele RBDO. 

Por outro lado, para utilizar o procedjmento RBDO, sem que o mesmo funcione com 

laço duplo (laço externo ele otimização e um laço interno de confiabj lidadc), algoritmos de 

RBDO de laço úruco têm sido propostos. com o objetivo de reduzir o tempo de processamen­

to, sem que perca a qualidade dos resultados. Alguns autores como Kuschel e Rackwitz. 1997, 

Chen e Ou, 2002, Cheng et a/. , 2006 e Yi et a/., 2008, têm apresentado trabalhos com este 

foco. Entretanto, Agarwal, 2004, na sua tese de doutorado, comenta que a utilização de pro­

cedimentos de aproximação na otimização sequencial e a avaliação da confiab ilidacle em um 

mesmo laço (SORA), do inglês Sequemia/ Optimization and Reliability Assessment, podem 

levar a pontos que ele classificou de "espúrios" pontos de ótimo. Ou seja, a metodologia 

RBDO de laço único pode falhar. 

Autores como Yang e Gu, 2004 resolveram uma série de diferentes problemas de 

RBDO utilizando o algoritmo ele laço duplo, quando fi zeram comparações com resultados de 

outros autores. com a tinnlidade de analisar e discutir vantagens com relação à qualidade dos 

resultados e desvantagens do método com relação ao custo computacional. 

Aplicação no projeto de estrutu ras res istentes a terremotos, usando análises probabilís­

ti cas e critérios de desempenho do projeto, foi apresenta por Papadrakakis et a/., 2004. Do 

ponto de vista dos autores. essa área está sendo considera como muito importante e emergente 

no que diz respeito a cálculo estruturaJ. As metodologias da análise ele projetos visam a me­

lhorar a prática existente e projetar códigos para a melhor predição do desempenho estrutural. 

No trabalho. é apresentada uma metodologia para aumentar a confiabilidadc das armaduras de 

aço, sob o carregamento gerado por abalos sísmicos. A otimização é reali zada com a utiliza­

ção de métodos evolucionários, e a análise da confiabil idade com o método Monte Carlo. A 

probabilidade ela estrutura de aço fa lhar é determinada por meio de uma análise de espectros 

multimodais de respostas. Os autores mostraram que o ponto ótimo determinístico encontrado 

não garante um ótimo seguro. e que. para encontrar um ponto ótimo real. as incertezas dos 

parâmetros de projeto devem ser levadas em consideração. 

No trabalho desenvolvido por Barakat et ai., 2004 foi apresentada uma aproximação 

para otimização multiobjetivo baseacln em confiabilidade no projeto ele vigas de concreto, a 

qual chnmaram de ótimo baseado em confiabilidnde multiobjetivo (MORBO), do inglês Mul­

tiobjective Reliability-Based Optillllt/11. O trabalho segue as normas do American Concrete 

lnstitute (ACJ). O carregamento. ns propriedades dos materiais, o valor de pré-tensão c os mo-
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delos são usados para predizer o comportamento estrutural em vários estágios (inicial, final e 

último) e são tratados como variáveis aleatórias. Uma metodologia geral é desenvolvida inte­

grando o projeto das vigas e a análise da confiabilidade. Foram utilizadas formulações para 

funções multi-objetivo sujeitas a onze restrições de confiabilidade e quatro restrições geomé­

tricas. Os objetivos foram selecionados para mininüzar o custo do projeto, maximizando o 

índice de confiabilidade do sistema (índice de. confiabilidade da resistência à flexão e índice 

de confiabi lidade da resistência ao escoamento). As variáveis de projeto consistem em seis 

dimensões geométricas, que dão forma à seção transversal ela viga. Os autores chegaram à 

conclusão de que as propostas reali zadas no trabal~.o precisam de mais estudos, principalmen­

te no que diz respeito a aplicações estruturais ele larga escala e à consideração do tempo­

dependência das variáveis, à resistência do concreto e às pretensões. 

Outros autores, como Yang et a/., 2005 analisaram apl icações do método FORM den­

tro da otimização baseada em confiabiliclade. O método foi uti li zado tanto para laço simples 

como para laço duplo. Também fo i apresentado um problema ele um gancho, no qual havia 

144 restrições na função a ser otimizada. Além elo número ele restrições que causam demora 

em obter convergência, o problema possui diversos mínimos locais. Foi possível verificar que 

alguns métodos convergiram para pontos ótimos diferentes. O número de avaliações da fun­

ção objetivo dependeu do método de confiabil iclade e elos algoritmos de otimização imple­

mentados nos proble mas . Nesse mesmo trabalho, algumas interessantes considerações foram 

apresentadas, como a combinação da estratégia ela ativação ele restrições, que reduz o número 

de restrições de confiabilidade. 

Em sua tese de doutorado, Pereira, 2007, apresentou a otimização baseada em confiabi­

lidade com a aplicação em treliças espaciais. Neste trabalho, procurou-se tratar os problemas 

de instabilidade global, e para isso foram considerados os efeitos da não linearidade geométri­

ca no comportamento da estrutura, e uma restrição formulada para uma função de estado limi­

te (FEL), associada à carga de colapso e aos deslocamentos e das tensões, também fo i consi­

derada. A tlambagem global das barras é levada em conta por meio da carga crítica de Euler. 

Os resultados demonstram que a forma com a qual se abordou a metodologia RBDO pode ser 

utilizada com eficiência na solução de problemas de otimização baseada em confiabilidade ele 

treliças espaciais suscetíveis à flambagem. Esse autor utilizou métodos de otimização com 

base em gradientes. O trabalho apresentado por Kleiber et ai., 1997 também levou em conta 

análises não geométricas em treliças espaciais, enfatizando a importância da utilização de pa­

râmetros aleatórios nesse tipo de problema. 
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Em termos de procedimentos de laço simples, os autores Chen e Du, 2002, Cheng, Xu 

et a!., 2006 et. al, Yi, Cheng et ai. , 2008, trabalharam em procedimentos de RBDO com base 

em uma aproximação por SAP, com a finalidade de reduzir o custo computacional. Em todos 

esses trabalhos, a aproximação ao projeto ótimo é obtida resolvendo uma série ele funções 

aproximadas dentro de um domínio. O índice aproximado ele confiabiliclacle e a sensibilidade 

são obt idos de uma formulação baseada em condições ele ot imaliclade para o ponto mais pro­

vável de falha. Com modelos analíticos e exemplos, os autores consideraram seus resultados 

como eficientes e que um índice linearizado ela confiabilidacle é uma boa aproximação do ín­

dice exato da conf.iabilidade. Essas características originais e a convergência simultânea de 

otimização do projeto e do cálculo da confiabilidade são demonstradas com exemplos numé­

ricos. 

Entretanto, Agarwal , 2004, em sua tese de doutorado, comenta que aproximações co­

mo essas podem levar a pontos ótimos locais, quando o problema em questão apresenta não 

linearidades complexas. Esse autor também trabalhou no desenvolvimento de um método que 

chamou Método Dissociado (Decoupled Method) , que utiliza a expansão ele Taylor e 

gradientes para a procura de pontos ótimos em RBDO. 

Mohsine et a/., 2006, propuseram modificações no método de RBDO laço duplo. A 

técnica proposta é descrita para verificar as condições ele otimalidacle. O método é integrado 

dentro ela variabilidade elo modelo probabilístico para melhorar a função objetivo. Esse proce­

dimento considera todos os parâmetros do modelo probabilístico como média, e os valores de 

desvios padrões como variáveis. Duas aplicações numéricas demonstram a eficiência da técni­

ca proposta. 

Outra aplicação encontrada na literatura foi um procedimento RBDO aplicado a rola­

mentos por Gupta et al., 2007. O foco da aplicação foi encontrar parâmetros de projeto para os 

dos rolamentos , de forma que aumentassem o desempenho dos mesmos. Tal problema apre­

senta características como uma função multiobjetivo que apresenta não linearidade, e estar 

sujeito a um grande número de restrições. Capacidades estáticas, dinâmicas e a mínima espes­

sura elasto-hidrodinâmica foram inseridas na função objetivo. Em grande parte, as restrições 

mostradas têm natureza cinemática. Neste trabalho fo ram apresentadas conclusões específicas 

sobre rolamentos e os parâmetros encontrados. 

Kaymaz e Marti, 2007 apresentaram formulações especiais para tratar da otimização 

do projeto baseado em confiabi lidade de estruturas mecânicas elasto-plásticas. Esses autores 

mostraram uma aproximação que é baseada na forma clássica do método de laço duplo, em 
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que o laço externo envolve a otimização para parâmetros de projeto; já a avaliação probabilís­

tica das restrições é considerada como um nível de suboti mização. Essa avaliação probabilís­

tica das restrições em subotimizações causa comportamentos não convergentes para alguns 

casos apresentados neste trabalho. Em razão disso, esses autores propuseram um parâmetro 

explícito do problema de otimjzação para o cálculo de ponto de projeto para estruturas elasto­

plásticas. Essa metodologia foi aplicada em três exemplos, nos quais foi verificada a eficiên­

cia das form ulações propostas. 

Embora essa metodologia seja conhecida como Otimização Baseada em Confiabilida­

de dentro da área estrutural , também pode ser encontraq~ em outras áreas como otimização 

multiperíodo. métodos de análise ele tlexibilidade e anál ise de incertezas. 

Isso pode ser visto em trabalhos como os de lerapetritou et a!., 1996 Lin et a/., 2004, 

Janak et a /. , 2006 (entre outros trabalhos con1 participação de C. A. Flouclas), que falam em 

otimização robusta. Nesses trabalhos, com a introdução de um pequeno número de variáveis 

auxiliares e restrições, um problema determinístico "robusto" equivalente é formulado para 

determinar a melhor solução. dada a incerteza dos dados. a viabil idade e o nível de confiabili­

dade. Esses autores aplicam essa metodologia a processos químicos. Entretanto a ideia seja 

muito parecida com RBDO, essas metodologias se di ferem em razão de a Otimização Robusta 

buscar uma redução na variabilidade do sistema, quando a medida de desempenho se dá, por 

exemplo, pela medjda do desvio padrão ela função desempenho, quando esta pode ser utilizada 

como fu nção objetivo ou restrição [Pereira, 2007]. 

Outro autor da área de processos químicos, que tem contribuído significativamente 

com trnbalhos que envolvem encontrar o ponto ótimo em sistemas que envolvam incertezas, é 

Ignacio E. Grossman. Entre significat ivos trabalhos, podem ser citados Guillé-Gosálbez e 

Grossmann, 2008; You e1 ai., 2008; Tarhan et a/., 2009, que envolvem otimização de proces­

sos sob incertezas. 



14 

CAPÍTUL03 

3. PROCEDIMENTOS DE OTIMIZAÇÃO UTILIZANDO MÉTODOS DE BUSCA 
GLOBAL COM FOCO EM ANÁLISE ESTRUTURAL 

3.1 Introdução 

Neste capítulo, os procedimentos de otimização de busca global efetivamente utilizados 

nesta tese são apresentados e discutidos. A bibliografia atualizada sobre esses métodos de 

otimização não se restringe apenas a artigos; mu itos livros foram encontrados, nos quais cons­

tam de forma detalhada os procedimentos de métodos de busca por pontos ótimos. Aqui, a 

bibliográfica clássica que originou os procedimentos será abordada, bem como artigos atuais 

que fazem uso elos mesmos. 

3.2 Algoritmos de busca global para otimização 

Por métodos de busca global, podem-se entender métodos ou critérios utilizados para 

encontrar, dentro de uma gama ele alternativas, a melhor forma para obtenção ele um ponto de 

máximo/mínimo para uma função objetivo. A base de soluções para esses métodos é a classi­

ficação elas alternativas por meio ele uma função de aptidão, cujas alternativas são organizadas 

e processadas segundo uma determinada metodologia, buscando alternativas ainda melhores. 

Apesar da otimalidade global não ser comprovada para os métodos de busca global (ao contrá­

rio de métodos que utilizam gradientes para funções conexas, segundo Bazara et a/. , 2006), a 

escolha por estes recai na possibilidade ele o algoritmo não finalizar a procura, ao encontrar 

um ponto ele mínimo local e também pela possibilidade de se trabalhar com funções descontí-

nuas. 

3.2. 1 Algoritmos Genéticos (AG) 

Atualmente, os AG representam uma poderosa ferramenta para a busca de soluções de 

problemas com grandes complexidades e não linearidades. Esse método é utili zado na maxi­

mização/minimização ele funções, com base na Teoria da Evolução e Sobrevivência, seguindo 

o que Darwin pressupôs em seu livro A teoria da evoluçtío, ele que os indivíduos se modifica­

riam de tal maneira que seria melhor para a sua sobrevivência [Holland, 1975]. 
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Essa classe de algoritmos evolutivos apareceram inicialmente com os trabalhos desen­

volvidos na Universidade de Michignn pelo professor John Holland ( 1975) c seus orientandos. 

Depois do li vro Adaprarion in nawral mui artificial syslems, publicado por Holland em 1975, 

a evolução passou a ser encarada como um processo de otimização, e os algoritmos genéticos 

foram utilizados com sucesso em diversos problemas de mnximização e minimi.zação 

[Fonseca e Neves. 2004J. 

A implementação do método de AG. ele uma forma geral, começa com uma população 

aleatória ele cromossomos. As estruturas são avaliadas e associadas a uma probabil idade de 

reprodução, de tal forma que as maiores probabilidades estão associadas aos cromossomos 

que apresentam uma melhor (maior ou menor, dependendo se maximizaçào ou minimização) 

fu nção objeti vo para o problema de otimização do que aqueles que representam uma solução 

pior. A aptidão da solução é tipicamente definida com relação à população corrente, sendo ela 

dada por uma função objetivo diretamente ou função de aptidão (uma modi ficação da função 

objetivo, a fim de atender às necessidades do processo ele seleção elos indivíduos). Os AG 

simulam o processo evolutivo numericamente. Eles representam os parâmetros de um dado 

problema, codificando os mesmos em um vetor. Como na genética, genes são constitu ídos por 

cromossomos. Similarmente, em AG na sua forma simplificada os vetores são codificados em 

bits. Um vetor de bits pode ser decodificado no respectivo valor do parâmetro do problema. e 

a avaliação total elo vetor ele bi1s, para um indivíduo. pode ser ponderado seguindo-se alguma 

função ele aptidão representativa do fenótipo do indivíduo para aquele conjunto de bits. 

Um algoritmo genético simples constitui-se de três operadores bás icos, sendo eles: 

reprodução, cruzamento (ou recombinação) e mutação. O algoritmo começa com uma popula­

ção ele indivíduos; cada um deles representa uma possível solução para o problema. Os indiví­

duos, como na natureza, se uti li zam desses operadores básicos e evoluem em gerações que 

seguem a Teoria de Darwin para a evolução. ou. em outras palavras, uma população de indi­

víduos mais adaptados surge como uma seleção natural do processo. 

Com relação à reprodução. a avaliação da função objetivo (aptidão) indica quais indi­

víduos irão ter mais chances de procriar e gerar uma prole maior. Os valores da fu nção objeti­

vo. dependendo do interesse. podem gerar valores negativos, fato que inviabi liza o processo 

presente nos algoritmos genéticos, de escolha de indivíduos para procriação e geração dos 

elementos seguintes, visto que não há probabilidades negativas. Nesse caso, deve-se realizar 

uma transformação adequada da função objetivo. a fim de que a mesma venha a ter valores 

preferencialmente positivos. A função objetivo, assim calculada, permite o cálculo da aptidão 
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de cada indi víduo, que fornecerá o valor a ser usado para o cálculo de sua probabilidade de 

ser selecionado para o processo de reprodução. 

Nas operações genéticas, os genes de pares de indivíduos são trocados e, como na na­

tureza. essa troca pode se dar de diversas formas sendo então comumente chamadas crosso­

ver ou recombinação. 

Diferenças entre técnicas convencionais e os AG podem ser resumidas como segue 

[Golclberg, 1989J: 

os AG operam ele forma codificada na tarefa de procura elos parâmetros; 

os AG trabalham com uma população que representa os valores numéricos de 

uma variável e particular; 

di fe rentemente da maioria dos algoritmos de otimização, os quais requerem ava­

liações das derivadas ela função objetivo, o AO somente requer o uso do valor 

da função objetivo; 

somente regras probabilísticas e a regra da seleção natural são utilizadas no AG. 

A representação binária tem uma importância histórica, devido ao primeiro uso por 

Holland, 1975. Quando se trabalha com o algoritmo genético na forma binária, cada um dos 

parâmetros reais b; a serem otimizados são traduzidos num código binário seguindo a seguinte 

equação: 

{ 
[b(k)- P . (k) ] } 

S = bi/1
11 

/"QliJI{/ (2" - 1) I - nun ' 

[P,na,~ (k ) P.nin (k )J 

(3.1) 

onde bin" indica a tradução binária de um vetor decimal para um vetor binário s de n bits, n 

signi ficando o número de bits, P(k) significando o máximo e os mínimos valores permitidos 

para cada v a ri á vel. 

Para transformar o código binário em valores reais. a seguinte equação é utilizada co­

mo indicado na sequência: 

b.(k) = P(k) . l. -1( ) P(k)max -P(k)min 
I ~n+~m S 2n- l 

(3 .2) 

onde h in-' (s) significa a tradução dos valores codificados em binário para os respecti vos valo­

res rea is. Deve ser notado que, com essa formulação, está implícito que o mapeamento tem 
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uma resolução de [P(k )ma.~ - P(k)min ]/(2" -I) . Isso restringe a procura no espaço dos parâme­

tros reais a valores discretos, os quais podem induzir ótimos locais. 

[sso pode ser contornado utilizando-se um algoritmo genético com codificação real. 

que é a forma como o AG é trabalhado nesta tese. Essa aproximação assume valores reais para 

cada variável. As principais são encontradas no operador de cruzamento. Há diversas formas 

de tratar a recombinação em algoritmos genéticos com codificação real, tais como: a recombi­

nação plana, a recombinação simples, a recombinação aritmética, a recombinação de Wright , 

a recombinação BGA, etc [Tsutsui er ai., 1997]. Neste trabalho, a recombinação BLX-a (blen­

ded crossover), como descrita em Gwiazcla, 2006 é utilizada devido ao fato ele ela operar ini ­

cialmente com uma fase exploratória abrangente do campo de parâmetros, seguida de uma 

fase de pesquisa mais detalhada para a melhoria da resolução dos parâmetros. Ela pode ser 

descri ta co mo: 

6 = max[b1 (k),b1+1 (k)]-min[b, (k),b1+1 (k)J 

b(k) = random{min[b1(k),b1+1 (k )]- a 6, max[b1(k),b1+1 (k)J +a 6} (3.3) 

onde, i e i+ I estão referidos a dois cromossomos de indivíduos, a signi fica um parâmetro de 

diminuição da exploração e random signjfica um número aleatório no respectivo intervalo. A 

Tabela 3. 1 resume os principais passos seguidos por um algori tmo genético com codificação 

real para maximizar funções. 
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Tabela 3. 1 - Principais passos utilizados pelo AG com a finalidade de maximizar (Adaptado 

de Gomes, 200 I) 

Inicialize o Lempo t=O 
IJ1icialize o tamanho da população " m ", Probabi lidade de Mutação "Pm ", 
Probaibilidade de recombinação '' Pc ", Número de cromossomos individuais" nc •·. 
Limites permitidos para cada cromossomo," P max(nc). P min(nc) ". 

Geração da população inicial 80 = (bl.0 ,b2.0 , ••• ,bm.o) 

Laço sobre gerações 
Enquanto a condição de parada não for sati sfeita 

Seleção Proporcional 
Laço i = I até m 
x = mndom(O, I) 

k = I 
Enquanto k < m 

k = k+l 

bi.t+i = bk .I 

Fim Enquanto 
Fim laço 

Recombinnção em um ponto 
Laço i = 1 até m - l passo 2 
Se random(O, I)< Pc então 

a=0.5 

Fim Se 
Fim Laço 

!J. = lnaxl.b;)k ),/>; H.,(k )] - min[b;,, (k ), h i+ l.t (k)] 

bi.t+t (k) = rwulom{min[b;., (k ),bi+l.t (k)]- a !J. , maxlb;., (k ),b;, 1,, (k )] +a !J.} 

bi+t.t+l (k) = random{min[b;_, (k),b;+1., (k)] -a 6, maxlb1,, (k),bt+1., (k)] +a 6} 

Fim Enquanto 
Mutação dos filhos 

Laço i = 1 até m 
Se random(O, I )<Pm então 

k = rcmdom(O, I)< (Pc)(nc) 

bi.t+l (k) = random{ P,,
11
,. (k ), P,,;, (k)} 

Fim Se 
Fim Laço 

Fim Enquanto 
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Embora a forma convencional do AG englobe uma mutação uniforme, existe uma pos­

sibilidade que pode ser interessante de ser aplicada, que é a mutação adaptativa lLibelli e Al­

ba, 2000]. Essa é uma forma que calcula de modo adaplativo a probabilidade de mutação para 

cada indivíduo na população de cada geração. 

Dessa forma, é utili zada uma variável Pm que é a probabilidade de mutação de cada 

indi víduo e é calcula em função de parâmetros f , que é a média dos valores da função objeti-

vo da população atual. para o caso de minimização, lem-se: 

-se f~ f, a Pm pode ser mantida baixa, pois indica que o indivíduo em questão a-

prescnta uma carga genética relati varnenle boa; 

-se f> f. a Pm pode deve ser aumentada. pois isso indica que a carga genética do 

indi víduo não é considerada satisfatória c manter o indi víduo com urna probabi lidade de mu­

tação baixa pode sustentar pontos que não têm interesse. 

Com base em Srinivas e Patnaik, 1994. a atual ização da probabilidade de mutação po­

de ser dada por: 

P 
O.S(f. - f min) 

111 = ' 
(f - f min) (3.4) 

O termo /; representa o valor da função objeti vo para o indivíduo i . Segundo Libelli e 

Alba. 2000. a modificação nesse operador genético geralmente aumenta a efi ciência do AO, e 

funciona para fu nções contínuas e descontínuas. 

Dessa forma , a chance de eliminar elementos que apresentem boas qualidades também 

pode ser menor, e aumenta a probabilidade de substituir os indivíduos que apresentem uma 

qualidade não tão boa. É importante comentar que, nesta tese, essa técnica proposta :foi im­

plementada em forma de minimização do valor da função objetivo, por isso uti lizou-se a for­

ma mostrada na equação (3.4). 

3.2.2 Simulated Annealing (SA) 

Devido a dificuldades encontradas com problemas de otimização, um grupo formado 

por Kükpatrich. Gclalli e Vecchi propôs. em J 983, o método Simulated Annealing (SA) (Re­

cozimento Simulado). Esse método se baseia no processo de recozimento de sólidos e so lução 

de problemas de otimização de grande porte, tanto para variáveis contínuas como para discre-
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tas. A ideia inicial foi uma analogia entre a diminuição da energia no processo de recozimen­

to. Uma analogia com o problema físico é feita com otimização, como segue: 

Tabela 3.2- Analogia entre o sistema fís ico e o problema de otimização para o método de 

Simula!ed Annealing (adaptado de Dréo ela/., 2006) 

Sistema Físico Problema de Otimização 

Energia livre função objetivo 

Coordenadas das partículas Parâmetros do problema 

Procura pelo estado ele menor energia Procura pela configuração ótima 

O método Simu/(l(ed Annealing é uma récnica de otimização global que, na atualidade, 

tem atraído bastante a atenção, devido ao seu desempenho em problemas de grandes dimen­

sões, especialmente naqueles onde o ót imo global está escondido entre diversos ótimos locais. 

Esse método também tem sido aplicado com sucesso no projeto e layout de placas complexas 

de circuitos impressos. O conjunto de centenas de componentes eletrônicos em uma placa é 

otimizado de forma que os caminhos das trilhas interfiram o mínimo possível. Surpreenden­

temente. a implementação elo algoritmo é relati vamente simples, e o procedimento básico do 

método é mostrado na Figura 3.1. 



Configuração Inicial 

Temperntu rn Inicial 

Modificações elementares: variação da energia: tlE 

Regra de aceitação METRÓPOLJS: 

Seb.E $ O: aceita modif icações 
.• 

SeóE > O: aceita modi fi cações com probabil idade exp(-óE/T) 

Cálculo do 

decréscimo 
"">-----1 

da tempera-

tura 

Figura 3. 1 - Fluxograma básico seguido pelo método Sim ulared Annealing 
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As aplicações mencionadas anteriormente podem ser vistas como problemas de otimi­

zação combinatória. Nesses casos, ele uma forma geral, há uma função objeti vo a ser otimiza­

cla; entretanto, o espaço de procura não é um espaço N-dimensional de variáveis contínuas. Ao 

contrário, o espaço de procura é fin ito e discreto. mas consideravelmente grande. Como, por 

exemplo, no caso das possíveis cidades a serem visitadas no problema clássico do caixeiro 

viajante. O número de soluções possíveis no espaço de procura é exponencialmente grande o 

suficiente para tomar inviável qualquer procura exaustiva (procura uma a uma pela solução 

ótima). 

A principal ideia do método de Simularei/ Annealing é a analogia termodinâmica no 

que diz respeito à forma como de como os líquidos se resfri am, se solidificam e cri staLi zam-se 

por um processo de recozimento com redução gradual da temperatura. Em altas temperaturas 

as moléculas se movem livremente umas entre as outras. Se o líq~i~8oY::}!fflJélfJleª~$hfrJjfftado, 

Btblioteca 
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essa mobilidade térmica é perdida. Os átomos são frequentemente capazes de se alinhar em 

função das repulsões e atrações existentes entre eles. Então, um cristal puro pode formar-se 

quando esse alinhamento representa uma configuração de mínima energia. Tal cristal apresen­

ta um nível mínimo de energia para o material. Ou seja, estados de núnima energia são encon­

trados na natureza. De fato, se um metal em forma líquida resfria-se, e não é recozido, ele não 

atinge tais estados e, ao contrário, transforma-se em um policristal amorfo. Portanto, a essên­

cia do método é fazer um resfriamento lento, permitindo a redistribuição ele átomos e molécu­

las assim que eles percam energia. Essa é a definição técnica 'para recozimento e é essencial 

assegur<l:f que o estado de mais baixa energia será atingido. Embora essa analogia não seja 

perfeita, isso evita alguns problemas como aqueles associados à procura por gradientes des­

cendentes. No nível molecular, a conhecida distribuição de probabilidade de Boltzman é defi­

nida por: 

6.E 

P(I1E) =e kT 

(3.5) 

Isso expressa a ideia ele que um sistema termoclinamicamente em equilíbrio e a tempe­

ratura T tem sua própria energia probabilisticamente distribuída em diferentes níveis energé­

ticos. Mesmo a baixas temperaturas, há urna pequena chance ele que o sistema esteja em um 

estado de energia alto. Portanto, há uma chance de que o sistema possa passar de um mínimo 

local , cruzar níveis energéticos mais altos, de forma a encontrar uma solução com energia 

menor, longe da posição inicial. A constante ele Boltzman, conhecida por K, é a constante 

que, na natureza, re laciona temperatura com energia. 

Nesse processo, um sistema físico (seja um sólido, seja um líquido), inicialmente em 

um estado de alta energia, é resfriado lentamente para ati ngir o menor estado energético 

[Hasançebi e Erbalur, 2002]. E a icle ia principal é dar tempo e energia para as moléculas, de 

forma que se organizem e consigam atingir os níveis mais baixos de energia. 

A grande aplicabilidade e o sucesso das SA têm sido testados e verificados empírica­

mente em uma grande variedade de casos, incluindo otimização estrutural, detecção ele danos; 

à otimização dos sistemas biomecânicos, vejam-se Higginson et ai. , 2005. 

O SA executa uma pesquisa para a solução ótima de forma aleatória, dentro de um 

domínio. Os critérios ele aceitação ele um novo ótimo são dois: 



23 

(a) as variáveis avaliadas na função objetivo. que seguem em uma direção que indique 

um valor melhor (maximização ou minimização), são acei tas; 

(b) o conjunto de variáveis, que vão contra a direção que indique o ótimo, o critério de 

Metropolis. é utilizado para aceitar ou não esse novo conjunto de variáveis. Essa é uma pro­

priedade de fundamental importância do método. 

Alguns procedimentos são real izados em um modelo padrão do Simulated Annealing, 

como segue: 

I. é necessária uma descrição precisa de todas as configurações possíveis que o siste­

ma possa assumir; 

2. é necessário um gerador nleatório de mudanças de configurações do sistema; 

3. é necessário definir uma função objetivo, similar à função de minimização de ener­

gia, a qual será minimizada pelo processo; 

4. um parâmetro de controle T, similar à temperatura, e um esquema de recozimento 

devem ser escolhidos de formn a indicar como a temperatura deverá decrescer no tempo. 

Eventualmente, para que a solução possa então ser considerada como um ótimo, algum crité­

rio ele parada deve ser escolhido como. por exemplo. o número máximo ele perturbações sofri­

das pelo sistema, número de iterações sem muclançn no valor da função objeti vo, etc; 

5. um parâmetro dimensional K , similar à constante de Boltzrnan, deve ser usado para 

ajustar as probabilidades de aceitação para as subidas no estado de energia. Esse parâmetro 

deve depender das unidades ela função de energia e elo parâmetro ele temperaiUra. 

A prova de que o algoritmo de Simulmed Annealing pode ser utilizado corno um algo­

ritmo de otimização global é encontrada vastamente nn literatura como, por exemplo, em 

Delyon, 1988, Ingber, 1989, Rajasekaran, 1990 e Locatelli , 2000. Não é intenção desenvolver 

ou mostrar a prova nesta tese, mas o que se pode dizer brevemente é que ela é baseada nos 

modelos de Cadeias de Markov e na Teoria da Probabilidade. 

Na Figura 3.2 é most rada a forma como o algoritmo Simu/ared Annealing comporta-se 

para a minirnização de funções com uma única variável. Nesse caso, x; é o valor da variável na 

iteração i; F é o valor da função objetivo e 6 é a perturbação aplicnda aos valores da variável 

X;. 



24 

Se a função objetivo em x;. 1 não é melhor que a solução amerior. eln pode ser aceita ainda assim, de 

acordo com uma probabilidade de aceitação do Cri tério Mctr6pol is. 

Se a função objetivo em x;.1 é 

melhor que a solução anterio ___ J r, será 

aceita. 

I 
j 

Mínimo Loc~~l-···-;: .~':} 
....... · .:: .... ; 

I Mínimo local 

....... Mínimo global 

a ~X;~ b 

X;-LI X; X;+L1 X; 

Figura 3.2- Comportamento do AJgoritmo de Sinwlated Annealing para a minimização de 

uma função com uma variável (Adnptado de Ferreira e Gomes. 2008) 

A extensão para um problema de múltiplas vari áveis é di reta. Um esquema simpli fica­

elo (pseudocódigo) do algoritmo é apresentado na Figura 3.3. 

X 



Inicia (solução atual em x;, temperatura atual Ti) 

Avaliação da função objetivo atual E;. 

Enquanto um critério ele parada não for satisfeito 
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Com uma perturbação da solução atual .t;, encontre um novo estado x;+J= x;+Lix; 

Avalie a função objetivo no novo estado E;+1 

Se (E;-E;+1) ~O então 

Caso contrário 

Fi m se 

.\"i= X i+ I 

rct-E"'l 
Se e 7i > radom(O, I) então 

esse novo estado é aceito (x; = .r;+J) 

Caso contrário 

esse estado é rejeitado 

Fim se 

A vali ação do critério de parada 

Diminuição da temperatura seguindo um esquema de resfriamento T;+J=/(T;) 

Fim enquanto 

Figura 3.3- Pseudocócligo para o algoritmo Simulated Annealing (adaptado de Ferreira e 

Gomes, 2008) 

3.2.3 Direcl Search (DS) 

O método Direct (Dividing RECTangles) Search, é um exemplo ele método ele busca 

global, determinístico e que não utiliza derivadas. In icialmente fo i desenvolvido com a idéia 

de utilização em problemas com restrição, de funções não suaves, com baixo número de vari­

áveis. Para iniciar o algoritmo é necessário normalizar o espaço de busca para um hiper-cubo 

unitário, e encontrar o centro desses hiper-cubo; isto é: 
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(3 .6) 

O algoritmo normaliza o espaço, referindo-se ao espaço original quando faz avaliações 

das f1mções. O centro do desse espaço P, e a fu nção é avaliada em f(P) . 

Para a divisão do hiper-cubo, a função objetivo eleve ser avaliada nos pontos P±oe" 

para todo i E I , i = I, ... , n , onde o é um terço elo compri menta do lado do hi per-cubo, e, é o 

i-és imo vetor unitário e I como o conjunto de direções das coordenadas do correspondes lados 

do hiper-cubo. A partir daí, o algoritmo mantém os melhores valores da função no espaço, 

procedendo da seguinte forma: 

w; = min {f(P±oe,)}, I~ i~ N 

(3.7) 

O algoritmo identifica potenciais ótimos hiper-retângulos, dividindo todas as direções 

ele busca, como pode ser ilustrado a seguir, e repete o procedimento até que algum critério de 

parada possa ser atingido (Finkel e Kelley, 2004). 

o 

o o o o 
p 

p 

o 

Figura 3.4 - Exemplo bi-dimensional ela divisão rea lizada pelo OS (adaptado de Finkel e Kel­

ley, 2004) 
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Dessa forma, a concepção do método permite que este seja um algoritmo facilmente 

paralelizado, no qual as avaliações da função objetivo podem ser realizadas sem dependência 

dentro de uma mesma iteração, de modo que várias avaliações da função objetivo possam ser 

realizadas ao mesmo tempo, dependendo apenas no número de processadores utilizados para o 

cálculo de otimização. Um breve pseudocódigo pode ser apresentado como: 

Normalizar o domínio (Q) em um hiper-cubo unitário com centro em P 

Procurar f(P), f min = .f(P), i= O,m = 1 

Avaliar f(?± oe), I 5, i 5, n, e divide o hiper-cubo 

Enquanto i 5, max_iter e m5, max_aval 

Identificar o conjuntoS dos potenciais otimos retângulo/cubos 

Para todo j e S 

Identificar o maior lado(s) do retângulo j 

Avali ar a função nos centro de cada novo retângulo , 

dividir j em retângulos menores 

Atualizar parâmetros 

Fim Para 

i= i+ 1 

Fim Enquanto 

Figura 3.5- Pseudocócligo para o algoritmo Direcl Search (adaptado ele Finkel , 2003) 

3.2.4 ?arrie/e Swarm Optêmization (PSO) 

Segundo Gomes, 2009, o método Particle Swarm Optimization. (PSO) foi inspirado no 

comportamento social elos animais, tais como cardumes ele peixes, insetos e aves que voam 

em grupo. Esse método é utilizado como método de busca global em uma grande variedade de 

problemas arbitrários. Pode-se dizer que esse método teve a sua primeira aparição no trabalho 

de Kennedy e Everhart, 1995. A intenção in icial do conceito ele enxame ele partículas fo i de 

graficamente simular a coreografia complexa e imprevisível ele um bando ele aves, e o objeti ­

vo era descobrir padrões que regulassem as ações do grupo de aves, corno voar ele forma sín­

crona e, de repente, mudar de direção com o agrupamento em uma formação ideal. Em outras 

palavras, é um algoritmo estocástico, baseado em população evolutiva. A base para o método 

baseia-se na influência social e capacidade de aprendizagem social, que permi tem às pessoas 

manterem a consistência cognitiva. Assim, a troca de ideias e interações entre os indivíduos 

podem levá-los a resolverem problemas . 
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Como afirmado por Li et ai. , 2007, o método envolve um conjunto ele partículas, que 

têm uma posição e velocidade definidas, em que, ele forma aleatória, iniciam a busca em um 

espaço multiclimensional (clepenclenclo ela função objetivo). Esse conjunto de partículas é co­

nhecido por enxame (elo inglês, swarm). Essas partículas percorrem o espaço de busca e têm 

duas importantes capacidades: possuem a memória ela sua melhor posição e também conhe­

cimento do melhor ponto global ou do melhor ponto próximo a si. 

Em um problema ele minimização, o ponto melhor significa que a partícula ( x; ) apre-

senta o menor valor para a função min f(x) , pois em cada partícula há um conjunto ele vari-

áveis ele projeto. Membros desse enxame comunicam-se com os outros membros, de forma a 

ajustar a sua posição e velociclacle, sempre com base nas melhores posições. Em cada partícu­

la, além elo conjunto ele variáveis de projeto (X;) , existem velocidades respectivamente reJa-

cionadas (V;) , as quais representam o potencial para a so lução do problema ele otimização. 

Em cada iteração elo algoritmo, os parâmetros básicos do enxame (posição e velocida­

de) são atualizados usando as seguintes equações: 

k +l [ k +l ( lb k k ) ( !: k k )] v .. =X (J)v. +c1r.1 x est . . -x .. +c2r.2 xg'Jest . -x . . 
I,J I I.J I.J J I,J 

(3.8) 

x~~~ = x~ . + v~:- 1 

I .J I .J I, J 

onde w representa o momento para a velocidade (usualmente entre O e 1), x~j é o atual valor 

(k) da variável de projeto j ela partícula i, v~ . é a atualização da velocidade da variável ele 
'·' 

projeto j da partícula i, xlbest:j é a melhor variável ele projeto j , encontrada pela a partí-

cuia i, xgbest;~j é a melhor variável de projeto j , encontrada no enxame. Os termos 'i e r2 

são números aleatórios no intervalo [0, 1], c1 representa a componente cognitiva (ou também 

conhecida por autoconfiança ela partícula), e c2 representa a componente social (representa a 

confiança no enxame); essas influenciam o modo como cada partícula é direcionada para boas 

posições, levando consigo informações pessoais e globais. Comumente, são assumidas como 

c1 = c2 = 1,5. O momento para a velocidade ( r.u) é de fundamental importância na convergên-

cia do PSO, e é uti lizado para controlar o impacto das velocidades anteriores na velocidade 

atual. Uma regra geral é fazer com que o início o valor seja alto para explorar o espaço de 

busca, e reduzi-lo gradualmente para obter soluções refinadas. Geralmente, a atualização eles-



29 

se valor é realizada com base no coeficiente de variação da função objetivo ( cov =a I J.l ), de 

acordo aJ =O, 4[1 + min(cov; O, 6)]. 

Embora a discussão sobre esses parâmetros que compõem os métodos de busca global 

não seja o foco desta tese, é importante comenl<lr que foi mostrado que esse parâmetro, refe­

rente ao momento, pode ser ainda explorado. Pitono et a/., 2009 realizaram uma série de tes­

tes e variações no valor do momento de velocidade. e os resultados apresentados mostram que 

é possível acelerar duas vezes o tempo de convergência do algoritmo com variações nesse 

parâmetro. Entretanto, deve-se levar em conta que aval iações na função objeti vo são necessá­

rias para consegui r refinar esse parâmetro, o que ainda pode elevar o custo computacionaL 

O parâmetro % é usado para evitar o comportamento ele divergência no algoritmo 

lBergh e Engelbrecht , 2006], e é dado pela equação a seguir: 

(3 .9) 

Existem variações no algoritmo, em que é adicionado um terceiro termo, que faz com 

que a partícula leve em conta a informação da velocidade da partícula vizinha. Isso requer que 

o usuário defina urna região de influência, pnra definir a vizinhança (aqui não será utilizado). 

Para a geração inicial das partículas, é comum utilizarem-se partículas distribuídas de forma 

aleatória pelo espaço de busca, da seguinte forma: 

(3. 10) 

(3.11 ) 

onde x~i representa a posição inicial da variável de projeto j da partícula i. rand significa 

um número aleatório gerado entre [0, I]. x,min e x, ,n.,x representam os li mires inferiores e supe-

riores para a variável ele projeto j. Umn maneira simples de compreender esse processo de 

atualização é descrita por Hassan e1 a/. , 2005, e adaptada como segue abaixo: 
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Figura 3.6 - Representação vetori al da velocidade e posição das atuali zações no PSO 

(adaptada de Hnssan, Cohanim et a/. , 2005) 

A maneira mais simples de defi nir um cri tério de convergência para o algoritmo é o 

monitoramento das diferenças no melhor global das vari áveis de projeto entre iterações, ou no 

valor da função objeti vo. No entanto, uma forma mais efi caz pode ser construída no coeficien­

te de variação da função objeti vo no enxame. Nesta tese, uma combinação dos t1·ês cri térios 

foi simultaneameme aplicada. A seguir um pseudocódigo do método implementado é apresen­

tado: 

Figura 3.7- Pseudocódigo do algori tmo PSO (adaptado de Gomes, 2009) 

Define os parâmetros dos algoritmos: número ele partículas n , número ele variáveis de projeto 

m , parâmetros cognitivos ( c1 e c2 ), momento para velocidade {.() , coeficiente para evitar di ver-

gência X , coeticiente de variação mínimo cov,;,, limites superiores e inferiores para variáveis 

de projeto x,, e x,,u . 

Criação aleatória do cm~ame e inicialização dos valores locais 

Para cada partícula i do enxame 

Para vari<ível de projeto j 

r =mímero entre [O, I] 

v~ . = 0 
/,) 

Define a melhor vnriável de projeto como a atual 

xlbest . . = x 1 1.) ' · 
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Fim 

Deline o melhor valor da variável de projeto como o awal 

!, (xlbest;) = f (x,) 

Fim 

lnterage com o enxame de partículas para encontrar vari~heis de projeto que levarão a 

uma função objetivo mínima. 

Laço para o critério de convergência até o coeticiente de variação ser menor que o especificado 

( COV < COV . ) mm 

Avalia para cada partícula o valor da função objetivo ;;ex, ) 

Atualiza o melhor local e sua função objetivo 

Para cada partícula i 

Se .f(x,) < /,(x1bes t;) então /, (xlbest,)=f(x;) e xlbes t,= x, 

Fim 

Encontra o menor valor da função objeti vo min( j'(x,)) 

Semin(.f(xJ) < .f(xgbest,) então f (xgbest,) =min(f(x,))e 

xgbest1= x d . ,, m c.d nun~ 1,( x~ )ll 

Para cada partícula i no enxame 

rt= gera um valor entre[O , 1] 

r2= gera 11111 valor elllre[O , 1] 

v~+l = w v~ + c11j (xlbest~ - x~) + c2'i (xgbest~ - x: ) 

X~+ l = X~ + 'VV~+l 
I I A- I 

Fim 

Fim 

Atualmente. alguns autores [Eiegbede, 2005 Yin et a/ . . 2007 Coelho, 2009] têm real i­

zado trabalhos com a utilização do PSO, e têm mostrado a eliciência desse método com a uti­

li zação de problemas. De acordo com a revisão bibliográfi ca, esse método tem se mostrado 

bastante poderoso no que diz respeito a encontrar pontos viáveis de solução, embora ainda a 

questão do custo computacional deva ser trabalhada. 

3.3 Procedimentos de otimização híbrida 
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Por si. os algoritmos evolutivos são considerados técnicas robustas e poderosas de otimi­

znção global, podendo ser utjlizadas para resolver problt:mas de grande escala e que possuam 

diversos ótimos locais [Kelner e1 oi., 2008]. 

Embora esses métodos tenham, como uma de suas principais características, fácil imple­

mentação, eles podem exigir um elevado custo computacional para obterem convergência, e, 

devido a isso, não são recomendados para problemas em que a função objetivo apresente alto 

custo computacional [Grossmann e Biegler, 2004]. Além disso. é importante que os parâme­

tros dos algo ri tmos estejam adequadamente configurados, pois podem apresentar deficiência 

no que diz respeito à convergência e à qualidade do resulla.çlo. 

Por outro lado, com base na otimização ch1ssica, existem algoritmos de busca local que 

podem convergir em um número reduzido de iterações em problemas conexos; e, como o pró­

prio nome da classe desses algoritmos diz, a falta de urna perspectiva global toma a aplicação 

restrita à busca por mínimos locais. 

Em razão disso. surge a ideia principal dos métodos híbridos de oti mização, nos quais 

objeti va-se a redução do esforço computacional c também n fuga da convergência prematura 

na otimização em pontos de mínimo, que não sejam globais. Para tal, são realizadas combina­

ções entre algoritmos de otimização e/ou alteração no funcionamento dos mesmos. 

Os algoritmos híbridos de otimização podem combinar métodos de busca global, méto­

dos heurísticos com métodos de busca local. Além disso. também podem ser combinados en­

tre os próprios grupos. Essa ideia não é de hoje, inúmeros trabalhos são apresentados nos 

quais a utilização desses métodos tem por finalidade melhorar a qualidade, sem deixar de le­

var em conta as taxas de convergência ela otimização. 

Os métodos híbridos representam uma das di reções mais promissoras de desenvolvi­

mento das técnicas ele otimização, segundo Levitin , 2007; por esse motivo. a ideia desses mé­

todos é apresentada nesta tese, uma vez que o custo computacional pode ser elevado e a con­

vergência é lenta para métodos de busca global de busca global em problemas de otimização, 

com base em confiabiliclade. 

Embora o número de trabalhos seja cada vez maior. com a utilização de método híbridos, 

as formas de hibridização e os critérios de parada utilizados nesses métodos não são conven­

cionados. Cada autor elege a forma do método e o seu critério, de acordo com o problema. A 

ideia aqui é trabalhar com o coeficiente de variação da função objetivo, para eleger a parada 

do método de busca global e o início do método de busca local. 
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Como não existe uma forma geral pnra criar um método híbrido de ot imiznção. nesta tese 

um intensivo estudo em termos de revisão bib liográfica no que diz respeito a apljcações e for­

mas de hibridjzação publicadas é realizado. com a intenção de verificar os pontos positivos e 

negativos desses modelos, principalmente no que diz respeito a problemas que envolvam aná­

lise estrutural. 

O que se encontra na literatura é uma diversidade muito grande de combinações de méto­

dos e aplicações, de forma a identi ficá-los. Nesta tese esses métodos híbridos foram classi fi ­

cados em três grandes grupos, como são mostrados a seguir. 

É importante comentar que, além dos trabalhos citados aq ui , ainda existe uma gama mui­

to grande de trabalhos envolvendo otimização com algoritmos híbridos. Entretanto, a idéia 

principal foi identificar tipos de métodos híbridos e as formas com os métodos são utilizados 

em conjunto. 

3.3. J Métodos híbridos: métodos de busca global e métodos determinísticos 

A ideia de associar métodos de busca global e determinísticos está presente na maior 

parte dos trabalhos envolvendo algoritmos híbridos ele otimização; a principal justificativa 

encontrada é que os métodos de busca global por si apresentam baixa taxa ele convergência, e 

os algoritmos de busca determinísticos. apesar ela sua baixa capacidade de fugir de mínimos 

locais, podem ser utili zados para acelerar esse processo. 

Por exemplo, alguns autores comentam os problemas de convergência global dos méto­

dos de busca global como o AG, apesar da sua grande capacidade explorntória. Isso pode tor­

nar o método desfavorável em termos de eficiência computacional , quando comparado com 

outros métodos [Truyols et a/., 200 1, Koh, Chen et a/., 2003 e Gantovnik et ai., 2009]. 

Okamoto et a/., 1998, propuseram uma técnica de otimização híbrida, que integra o 

Algoritmo Genético (GA) ao método ele Powell modificado. A ideia principal desse trabalho é 

fazer com o método escape de pontos de mínimos locais com velocidade de convergência. 

Esse algoritmo foi testado em uma fu nção com 20000 pontos de mínimos e apresentou resul­

tado satisfatório, encontrando o ponto ótimo global do problema apresentado. 

Foi ressaltado por Mire lmam, 200 I a importância em termos computacionrus de utili­

zar um método ele busca global (no caso SA), em conjunto com métodos locais (de Gradientes 

Descendentes). Os autores utilizaram o algoritmo proposto no projeto de layout. Comparações 

foram realizadas e obtiveram-se bons resultados em termos de custo computacional. 
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Os autores Koh, Chen et a/ .. 2003, utilizaram o método dos mínimos quadrados alia­

dos ao AG. Nesse trabalho, uma otimização estrutural de 52 parâmetros de projeto foi resolvi­

da , e melhoras consideráveis foram obtidas no que diz respeito à eficiência. A hjbridização foi 

recomendada pelos autores, em decorrência elo grande número de variáveis presentes no pro­

blema. 

A util ização do SA, como método global e de busca, e o Simplex, como método local. 

foram implementados por Wang et a /.. 2004. Nesse caso, os autores objetivaram o controle e a 

sincronização de sistemas dinâmicos discretos caót icos, dentro de uma região-alvo e em um 

curto período de tempo. A justificativa foi a grande complexidade das funções envolvidas na 

otimização, quando a aplicação direta do método Simplex resultou em um ponto de mínimo 

que estava próximo ao ponto inicial de busca. 

Seguindo essa ideia, fo i utilizado o PSO como método global e o método Simplex como 

método local, para resolver o problema de sequenciamento de imagens [Zahara et a/.. 2005 j. 

Muitos autores. como por exemplo Nisar ela/. , 2008, também justificam o uso de mé­

todos hfbridos pelo grande número de variáveis e restrições. Os autores utilizaram o método 

AG como o método de busca global, e, conjuntamente a ele, a util ização do método SQP. O 

foco do trabalho fo i resolver a otimização do projeto de foguetes e most rar os principais ga­

nhos com a hibridização. que. nesse caso tornou viável a otimização, em função do elevado 

custo computacional a cada iteração. Essa combinação é uma das mais comuns encontradas na 

literatura; os autores e Rentizelas e Tatsiopoulos, 2009, utilizaram a mesma combinação em 

busca de melhor eficiência para métodos em um problema envolvendo bioenergia. 

Os autores Fraga e Zi linskas, 2003, apresentaram a ideia de utilizar o algoritmo de Ho­

oke de Jeeves em conjunto com o método de AG, destacando que pode ser uma ferramenta 

robusta e eficiente para resolver problemas de sequência de destilação. 

Similarmente, os autores Sahab et ai .. 2004, utilizaram o mesmo conceito de hibridi­

zação dos autores anteriores; entretanto. uti lizaram a forma discretizacla do método ele Hooke 

e Jeeves. Dessa forma, em um segundo estágio. a busca local, novos pontos são explorados 

com base na solução obtida, e a busca se repete até que não haja nenhum ponto na vizinhança 

que seja melhor do que o encontrado. Nesse trabalho. além dessa combinação. os autores uti­

lizam modificações nos fatores genéticos, como, por exemplo, o número de indivíduos ao 

longo das gerações. Esses autores também ressaltam a i.mportância de o método AG ter encon­

trado uma boa so lução, antes de iniciar o método local, uma vez que esse método é di vido em 
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dois estágios. Os resultados apresentados foram considerados positivos com relação ao núme­

ro de avaliações necessário para a função objetivo quando comparados ao AG convencional. 

Uma modificação no método AG convencional. que trabalha em conjunto com o méto­

do Simplex de Nelder-Mead. é apresentado por Wei e Zhao, 2005. Esses autores utilizam o 

método Simplex para encontrar pontos ou nichos, que apresentem possibil idade de enconrrar 

o ponto ótimo; dessa forma, servem ele entrada para o AG. Apesar de utili zar conceitos ele 

programação linear em funções não lineares, os autores julgaram essa técnica efeti va e confiá­

vel. 

Foi elaborado por Gul iashki , 2008. um trabalho que apresenta uma pesguisa híbrida 

com o método DS e o método Quasi-Newton para o problema ele impedância elétrica tomo­

grática (do inglês, Electricallmpedance Tomogmphy (ElT)) em domínio bidimensional. Esse 

método proposto utili za o OS até chegar próximo ao ponto de ótimo, e, depois disso, o método 

Quase-Newton é acionado para acelernr o encontro desse ponto. Os autores chegaram à con­

clusão de que esse método é apto a encontrar pontos de ótimo global para o sistema ElT, pois 

apresentou-se veloz quando comparado a estratégias apenas determinísticas. 

3.3.2 Métodos híbridos: diferentes métodos de busca global atuando no mesmo procedimento 

de otimização 

Outra ideia que surge, dentro do conceito de hibridização de métodos híbridos de otimi­

zação, é a utilização ele mais de um método não determinístico, cujas característi cas ele dife­

rentes métodos são utilizadas em conjunto em um método híbrido. 

Hedar e Fukushima, 2001. propuseram combinações entre os métodos OS e o método 

SA em problemas de funções continuas. Os autores mostraram que o método SA pode apre­

sentar uma convergência muito lenta em função dos movimentos aleatórios, e a utilização do 

método, conjuntamente ao OS, pode acelerar de forma considerável esse processo. 

Wang e Zheng. 200 I uti li zaram um método híbrido em um problema job-shop. que é 

conhecido na literatura como um problema de complexa solução. A técnica utilizada é basea­

da em combinações entre algoritmos de busca global, AG e SA. Os autores ressaltam uma 

importante vantagem do método apresentado. que é a facilidade de implementação de parale­

lismo do método; essa vantagem foi apresentada em termos de resultados neste trabal ho. 

Outra combinação foi a do método PSO, como método de busca global; e a do método 

SA, corno método de busca local, os quais foram aplicados em otimização combinatória em 
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um problema job-shop, por Xia e Wu, 2005. apresentando bons resultados no que diz respeito 

à qual idade do resultado quando compnrado a resultados existentes na Literatura. 

Outros autores propõem técnicas que relacionam qualidades de diferentes métodos de 

busca global, como, por exemplo, Kao e Zahara, 2008, que elaboraram e testaram um método 

que envolve a combinação elos métodos AGe PSO. Nesse método, a geração ele novos indiví­

duos apresenta uma nova forma de geração, utilizando como base os mecanismos ele PSO. Os 

exemplos resolvidos neste trabalho foram retirados da literatura. e mostrarn que essa metodo­

logia obteve melhores va lores, em termos de qualidade e taxas de convergência, do que méto­

dos de busca global em sua forma convencional. 

Os autores Kaveh e Talatahari , 2009. apresentaram uma metodologia que envolve os 

métodos PSO e o método de Colônia ele Formigas, do inglês Am Colo11y. O método Colônia 

de Formigas foi uti lizado para atualizar as posições das partículas. Esse método foi testado em 

problemas de trel iças e apresentou resultados positivos com relação à qualidade elo resultado e 

à velocidade de convergência nos exemplos mostrados. 

Foi apresentado por Rao e Shyju, 2008, um método meta-heurístico de otimização a­

plicado à chapa de material compósito; o objetivo principal é o trabalho com a sequência das 

chapas. Como método global, é utili zado o AGe, como método de busca local, são uti lizados 

o SA e o método de busca Tabu. Os resullados também foram considerados satisfatórios para 

os problemas resolvidos com esse método. 

Já os autores Yin el a/. , 2006, se preocupam em evidenciar que os problemas de so lu­

ção para problemas NP- completos de grande escala podem se apresentar computacionalmente 

intratáveis. Com base nisso. um método híbrido envolvendo o método PSO como método de 

busca global é util izado. A heurística hi/1-c/imbillg é incorpornda na iteração PSO para acele­

rar a convergência. Por meio de comparações em exemplos, foi mostrado que a metodologia 

consegue melhores resul tados elo que o AG (em sua forma convencional) no que diz respeito à 

eficiência. 

3.3.3 Métodos híbridos: métodos ele busca global e Rede Neural Artificial 

Embora a maioria dos métodos híbridos de otimização abordem a icleia ele utili zar mé­

todos determinísticos em conjunto com método de busca global. ou apenas combinar os méto­

dos de busca global, existe uma classe ele métodos híbridos que envolvem a uti lização de Inte­

ligência Artificial (lA) com Redes Neurais Artificiais (RNA). 
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Wang, 2005, apresentou uma estratégia de otimização que chamou de rede de 

algoritmo genético híbrido neural (GA-NN); o mesmo fo i aplicado parn otimizar vasos de 

pressão. Os resultados fo ram considerados satisfatórios para o autor, e o mesmo fez compara­

ções com a literatura, ressaltando a redução de custo computacional e colocando em evidência 

a importância da utilização desse tipo de algoritmo para problemas de custo computncional 

elevado. 

Os autores Zhang et al .. 2007, utili zaram um mode lo similar, em que o algoritmo hí­

brido combi na PSO com algoritmo back-propagation (BP). A ideia desse algoritmo é tre inar 

os pesos da rede neurnl f eedJorward (FNN); dessa forma , utili zar a capac idade de busca glo­

bal do PSO, e o BP para o cálculo local. 

Em alguns trabalhos, RNA servem na tentativa de acelerar a convergência do AO. co­

mo apresentando por Lopes, 2009, na o timização da ori entação de fibras de materiais compó­

sitos. 

3.4 A vali ação e seleção de algoritmos de otimização 

Para a seleção de a lgoritmos de otimização, alguns conceitos são de grande importância, 

como comentado por Arara, 2004: 

- confiabilidade: sabe-se que os algoritmos de ot imização convergem para um ponto de 

mínimo a partir de um ponto inicial, e a confiabi]jdade é garantida se o algoritmo possui a 

convergência comprovada; 

- generalidade: o algoritmo deve funcionar de forma que não imponha restrições sobre 

a forma de funções do problema; al ém di sso. deve ser capaz de tratar rest rições de igualdade e 

desigualdade; 

- eficiência: o algoritmo deve ser e ficiente para aplicações de um modo geral. Ou seja, 

deve apresentar uma rápida taxa de convergência para o ponto mínjmo; dessa forma, torna-se 

interessante que se tenha um baixo número de avaliações da função objeti vo dentro de itera­

ções. 

Entretanto, o que se tem é um grande número de métodos de otimização. que apresenta­

vam vantagens e desvantagens. Devido a essa grande variedade de métodos de otimização, é 

importante que os mesmos sejam testados antes de serem executadas pesadas otimizações. 
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Segundo Floudas e Pardalos, 2009, existem dois grandes objetivos no planejamento de 

um processo de otimização: que se tenha velocidade e qua lidade. Dessa forma, esses dois con­

ceitos serão trabalhados nesta tese. 

De acordo com Arora, 2004, a eficiência entre métodos com espaço de busca igual de­

pende do número necessário de avaliações ela função, para atingir a precisão desejada. Os con­

ceitos utilizados aqui, para verificar a eficiência dos resultados obtidos, seguirão a forma apre­

sentada por Secchi e Biscaia Jr., 2009, dada por: 

100 N s ~ 
X;=-2:-' 

N ;=1 si. j (3.12) 

Onde N é o número total de problemas, S . . é o seu número de avaliações entre algo-
'·' 

ritmos para resolver o problema j. O termo s; é o menor número de avaliações entre os algo-

ritmos para resolver o problema j. Com relação à qualidade dos resultados. ainda segundo 

Secchi e Biscaia Jr. , 2009, pode-se assumir que: 

(3. 13) 

O valor da função j' na equação. é o melhor valor obtido dentre as minimizações reali­

zadas, e ./;,é o valor da função objetivo. obtida com o método i de otimização. 

Nesta tese, os algoritmos de otimização são aplicados em problemas específicos, então, 

oNda equação (3. 12) é igual a l. para a avaliação individual do problema em questão. O va­

lor I 00 na equação (3. 13) é para a obtenção da em termos percentuais. e não será utilizado 

aqui. 
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CAPÍTUL04 

4. ANÁLISE DE CONFIABILIDADE DE SISTEMAS MECÂNICOS 

A bibliografia sobre análise de confiabilidade é bastante extensa, abordando uma vari ­

edade muito grande de áreas. Isto se deve fundamentalmente às vantagens que esse ti po de 

análise pode proporcionar, seja na área estrutural, seja em outra área da engenhari a. Embora 

existam diversos livros sobre o assunto, destacam-se aq ui alguns importantes livros que con­

tri bui riam diretamente para a elaboração desse capítulo, como Ang e Tang, 1984; Birolin i, 
.. 

1999; Melchers, 200 I; Little, 2001 e Pham, 2003. A11igos publicados em eventos e periódicos 

também foram uti li zados. 

4.1 Confiabilidade aplicada à engenharia 

Por conceito , confiabilidade é a probabi lidade de um determinado sistema físico (ou não 

físico) desempenhar sua fu nção por um número de ciclos ou determinado período de tempo, 

sem que o mesmo apresente falha. A confiabilidade também é considerada como o complc-

mente da probabilidade de falha (P1 ), Confiabilidade:::; 1- P1 . Onde se sabe que nenhum 

projeto é I 00% seguro. 

No que diz respeito à falha de um sistema, sabe-se que esse pode vi r a faJhar por mais de 

um critério. Então, a função de falha pode ser escrita em função desses critérios, e a falha do 

sistema poderá resultar de uma combjnação dos mesmos ou de um apenas. 

Analisando esse conceito para a engenharia nos os dias atuais. percebe-se que cada vez 

mais e mais surgem equipamentos e dispositivos que executam tarefas de grande importância 

e responsabilidade. Isso faz com que a sua falha em operação possa gerar resultados catastró­

ficos. perdas financeiras ou até mesmo colocar em risco vidas humanas. nas quais tal risco não 

é admi tido. Pode-se dizer que a engenharia dos dias atuais está ligada di retamente a um fun­

cionamento confiável. 

Como se sabe, o nível de sofisticaçã.o dos novos sistemas de engenharia tem aumentado, 

tomando-os cada vez mais complexos, fazendo com que aumente a possibil idade de virem a 

fa lhar. Isso ocorre devido à interação entre diversas partes que compõem tais sistemas, fazen­

do com que cada vez mais devam ser realizados procedimentos que avaliem a probabilidade 

de falha dos mesmos. Além do mais, com a diminuição de custos, a redução de materiais, ou 

mesmo com a utilização de materiais alternativos (plásticos, fibras . entre outros), é recomcn-
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dado que o comportamento desses sistemas seja avaliado quanto às chances de vü em a fa lhar. 

As fa lhas podem ocorrer pelo próprio funcionamento do sistema, por defeitos de fabricação, 

fadiga dos materiais ou mesmo por modos de falha ainda não completamente investigados. 

Para essa avaliação da probabilidade de falha de sistemas. a utilização de hardware e soft­

ware tem sido cada vez maior, com a intenção de auxiliar na verificação da confiabilidade, os 

quais são utili zados em diversas áreas da cngenJ1aria para as mais diversas aplicações. Como 

exemplos, podem ser citados o controle de temperatura de caldeiras. o controle do tráfego 

aéreo, os pilotos automáticos de aviões, os processos industriais, os sistemas de monitori za­

ção, a detecção de danos em estruturas, monitoração de pacientes em hospitais em tempo real, 

etc. ('Ireson, 1 995]. 

Segundo Little, 200 I, a confiabil idade ligada à engenharia não está mais limitada a uma 

pequena coleção de modelos estatísticos, pois a velocidade ele processnmento elos computado­

res, as facilidades de programar, fazem com que seja possível testar inúmeras possibilidades 

para cada aplicação específica de interesse, sendo esta uma al ternativa para a verificação da 

con fi abi I idade. 

4.2 lVlodclamento de problemas envolvendo incertezas 

Quando se fala em modelamento de problemas reais envolvendo incertezas, análises de 

confiabi lidade precisam ser reali zadas para averiguar o nível ele segurança do sistema em 

questão. Tais análises, por sua vez, exigem que os dados sobre o problema sejam tratados es­

tatisticamente, pois praticamente todos os parâmetros ou vari áveis possuem aleatoriedade 

[Ireson er ai. , 1995]. Entretanto. saber quais dessas variáveis envolvidas no processo são re­

almente relevantes para o modelamento matemático é de fu ndamenta l importância. Na grande 

parte das vezes, a qualidade dos resu ltados obtidos depende fundamentalmente de alguns fato­

res , por exemplo, a qualidade dos dados estatísticos relacionados ao problema, a precisão do 

modelo matemático utili zado para a verificação do projeto e a função de avaliação, que des­

creva de fo rma coerente o processo a ser analisado. 

Os autores Montgomery e Runger. 2003. entendem que! a aleatoriedade em parâmetros ele 

um sistema pode fazer com que sucessivas análises nesse mesmo sistema gerem resultados 

finai s diferentes. O uso de ferramentas estatísticas permite descrever essa aleatoriedade sob a 

qual os sistemas estão trabalhando e também indicam qua is fontes potenciais de variabilidade 

são as mais importantes e/ou têm maior impacto no caso em estudo. 
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Uma forma de fazer isso é utilizar uma distribuição de probabilidade que consiga captar a 

aleatoriedade dos parâmetros em questão. Se a distribuição de probabilidade de um fenômeno 

é conhecida, pode-se calcular a probabilidade de cada resultado ocorrer com base na mesma. 

Por exemplo, de forma bastante simples, pode-se calcular a probabilidade de um possível nú­

mero de itens defeituosos em uma amostra de tamanho fixo. 

4.3 Distribuição de probabilidades 

Como comentado, por meio de distribu.~ções de probabilidades é possível descrever um 

processo de incerteza. Aqui serão utilizadas as distribuições de probabilidades contínuas, ou 

seja, será utilizada uma equação para representar a aleatoriedade de uma variável. Essa equa­

ção é uma função dos valores numéricos da variável aleatória contínua x; logo, f(x) . Ao 

lidar com variáveis contínuas, f(x) é comumente chamada função densidade de probabilida­

de (PDF, Probahility Density Function). A maior parte das funções de densidade, que tem 

aplicações práticas na análise de dados estatísticos, é contínua, e seus gráficos podem tomar 

diversas formas lWalpole et a/., 2007]. 

Para calcular a probabilidade de um evento X ocorrer em um intervalo [x" x2], pode 

ser associada a área abaixo ela curva gerada pelaf(x) , ou seja: 

(4.1) 

A função distribuição acumulada F(x), (CDF, Cumulmive Distribution Function) da 

variável aleatória contínua com função de densidade f(x) é: 

P(X ~x)=F(x)= f: J(q)dÇ 
(4.2) 

A média. o desvio padrão e a correlação entre as variáveis aleatórias x1 e x2 de X são 

respectivamente: 

Escola de E ngenhari2 
Biblioteca 
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f../= J: xf(x)dx 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

A função fv,.x~ (x1 .x~ ) representa a densidade de probabilidade conjunta. 

Variáveis são ditas correlacionadas quando as mesmas alterJm suas propriedades em 

função de outras. Cada conjunto de duas variáveis (x;, .:t) apresenta um coeficiente de corre-

lação ( pij ), podendo variar entre - I e I. Onde o valor pij =O indica que não existe correlação 

entre as variáveis (x;, x). Em casos onde p,
1 

= I , indica que existe uma correlação pos iti va 

perfeita entre as duas variáveis em questão, ou seja, com o aumento de uma variável, a outra 

aumenta também. Já o caso de P;i = -I indica que existe uma correlação negati va perfeitJ 

entre elas, ou seja, o aumento de uma resulta no decréscimo da outra. 

4.4 Função Estado Limite 

Para avaliar a segurança de um sistema, uma anál ise é real izada na possibilidade ele a­

contecerem falhas. Para essa avaliação. é utilizada a Função Estado Limi te (FEL). 

A FEL. também conhecida como função de fa lha ou função li mite de segurança, é en­

contrada comumente na li teratura como G(x), sendo função de um vetor x das variáveis 

aleatórias. O valor encontrado para a função difere a falha da segurança da seguinte fo rma: 

- G(x) >O: domínio de segurança; 

- G(x) $O: domínio de fa lha (quando ocorre igualdade. tem-se o limite ent re falha e se-

gurança). 

Para realizar o cálculo do índice de confiabilidade de sistemas, existem diversos méto­

dos, entre os quais se pode destacar o Método Monte Carla, com ou sem amostragem por im-
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portãncia e o FORM (First Order Reliabiliry Method). O Método Monte Carlo está baseado 

na simulação de amostras geradas aleatoriamente, seguindo-se uma dada distribuição ele pro­

babilidade, verificando se a mesma está na zona de segurança ou ele falha (onde fronteiras 

para segurança e falha são definidas pela Função Estado Limite); por outro lado os métodos 

FORM conduzem formu lações matematicamente, que requerem a priori a definição de uma 

função de falha e que seja diferenciável. Ambos os métodos exigem o correto conhecimento 

das médias, variâncias e do tipo de distribuição das variáveis aleatórias; cada um possui van­

tagens e desvantagens. 

4.5 Método de Monte Carlo 

De acordo com Lopes, 2009, um conjunto de 11 vari áveis aleatórias x={x1.x2,. ·· ,x,J, 

onde cada uma delas seja caracterizada pela sua respectiva função de densidade de probabili ­

dade marginal (FDP) /,., (x;) e respectiva função de probabil idade acumulada marginal 

(FPA), F.ti (x;) (com parâmetros- média p ,, desvio padrão CYc , valor m:íximo x ,m<<' valor - , ., 

mínimo x,;, ). Então, a probabilidade ele falha, associada a uma função de estado limite G(x) 

que inclui essas variáveis aleatórias e que define uma região de fa lha e outra de segurança, 

vem dada por: 

P1 = f }~ (X) dx = f I [ G (X) J .('< (X) dx (4.6) 
{:dCi(x)sO} x 

onde fx ( x) é a função de distribuição de probabilidades conjunta das variáveis, e I [ G ( x) J é 

a função indjcadora, que vem dada por: 

i [G (x)J={~ se G(x):s;O falha 

se G ( x) >O segurança 

(4.7) 

Dessa maneira, a integral da função de densidade de probabilidade conjunta apenas no 

domínio de falha, é trocada pela integral sobre todo o domínio, ponderada pela função indica­

dora. Pela teoria ela estatística, a integral da equação (4.6) representa o valor esperado (valor 
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médio) da função indicadora. Então, um estimador para a probabilidade de falha pode ser es­

crito da seguinte forma: 

(4.8) 

onde ns é o número de simulações, e x1 é o j-ésimo vetor de amostras simulado, contento as 

11 variáveis. Assumindo que cada simulação constitua um processo que não exista correlação. 

uma estimativa para o desvio paçlrão da probabilidade de fa lha pode ser realizada. Ass im, o 

número de falhas em 11s simulações pode ser considerado seguindo uma distri buição Binomi­

al. Então, o desvio padrão pode ser avaliado da seguinte forma: 

(4.9) 

Para a avaliação da precisão estatísti ca do estimador da probabi lidade de falha, o res­

pectivo coeficiente de variação é uma boa medida. Este é definido como: 

(4.10) 
A Ô"/) /- p 
5 =-' = J 

;., PA ,, PA 
I lU · f 

Quando encontrados valores da ordem de 0.05 para o coeficiente de variação, 

pode-se considerar que se tem alcançado uma boa precisão para o estimador da probabil idade 

de falha. 

4.5.1 Geração de amostras para simulação 

Para a geração das amostras utilizadas na simulação direta Monte Carla, emprega-se n 

técnica da transformação inversa. Basicamente, faz-se necessário conhecer as caracteLÍstjcas 

estatísticas das variáveis, seja sua função de densidade de probabi lidade marginal ! ri (x1) 

(FDP). seja a função de probabilidade ncumulada marginal F,.(x1 ) (FPA). a sua inversa 

Fx-.' (x1 ) e, caso haja correlação entre as variáveis, a matriz de coeficientes ele correlação entre 

as variáveis é Px. 
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Começa-se por gerar um número de variáveis aleatórias uniformemente distribuídas no 

intervalo de [0.1], igual ao número de simulações pelo número de variáveis básicas a serem 

geradas, designadas por Ui, onde Ui representa o vetor da j -ésima simulação contendo os 

valores das i variáveis básicas. 

Variáveis gaussianas padrão (média zero e desvio padrão unitário) não correlacionadas 

são geradas a partir do vetor de números aleatórios uniformemente distribuídos, utilizando-se 

a inversão da distribuição acumulada da função gaussiana padrão, como segue: 

( 4.11) 

onde <P-' é a inversa da função de distribuição acumulada gaussiana padrão. 

4.6 O Método FORM (First Order Reliability Metlwd) 

Inicialmente. define-se uma expressão matemát ica para a falha (quer última fal ha, quer 

violação ele uma determinada restrição) de um sistema; em geral. pode ser colocada da seguin­

te forma: 

(4. 12) 

onde M representa a margem de segurança. X e n representam respectivamente as variáveis 

e o número delas que influenciam no cálculo de M . No caso de obter M $O, significa falha 

e M >O, que o sistema está no dominio de segurança. A probabi lidade de fal ha pode ser cal­

culada usando a função de densidade de probabi I idade conjunta /,(X~> X 2 , •.. ,X,) : 

(4. 13) 

Onde .Q é a região onde M :S O. É sabido que a integração da equação (4. I 3) é de com­

plexa solução, pois está se trabalhando com diversas variáveis aleatórias. Além disso, n fun­

ção .ft(X) geralmente não é conhecida de forma precisa, se não houver dados estatísticos sufi-
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cientes. Dessa forma, para obter um índice de confiabilidade fJ, costuma-se usar o primeiro e 

o segundo momentos (média e variância) da margem de segurança M. 

Quando a função M é linear, e as variáveis aleatórias são independentes e normalmente 

distribuídas, o índice de confiabilidade fJ pode ser definido de forma simplificada como: 

(4.14) 

onde JLM e aM representam, respectivamenre, a média e o desvio padrão ela função M. Quando 

a margem de segurança é não linear, os valores aproximados de J.IM e aM são obtidos pela 

linearização da função M, utilizando a expansão da função em st!rie de Taylor truncada no 

termo linear. O ponto no qual é feito o desenvolvimento da série de Taylor afeta diretamente 

os valores de J.IM e aM . 

O método conhecido como FOSM (First - Order Second - Moment) util iza as médias 

das variáveis aleatórias para clesenvol ver a séri e ele Taylor; o valor de fJ pode ser obtido ana­

liticamente, porém seu valor tende a ficar superestimado. Além disso. o método FOSM forne­

ce um valor para o índice de confiabiliclade. que depende da expressão matemática utilizada 

para representar a função margem de segurança M. mesmo que as expressões forneçam valo­

res idênticos. Dessa forma, um método que obtém o mesmo valor ele fJ, independentemente 

ela função utilizada para calcular a margem de segurança, foi proposto por Hasofer-Lind e é 

conhecido como AFOSM (Advanced First-Order Second- Momelll ). No caso de variáveis 

aleatórias independentes, as variáveis aleatórias X; são transformadas em variáveis normais 

padronizadas U ; fazendo-se: 

(4. 15) 

onde F (x.) e <l> são, respectivamente, a função de distribuição de probabilidade acumulada 
.t, I 

de X; e a função de distribuição normal padrão. Dessa forma, a margem ele segurança no es-

paço real x é transformada para o espaço gaussiano padrão u , como segue: 

H(u) = M (x) (4. 16) 
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A Jinearização da função de estado limite é feita em um ponto u * que tenha a menor 

distância entre a superfície de falha H (u) =O c a origem do espaço u . O ponto u *é chamado 

ponto ele projeto, e fJ é calculado como a distância entre a origem e esse ponto. 

/3= min(u·r · u ')112 (4. 17) 

Outro método que também poderia ser utilizado é o método SORM, nele, a FEL é tra­

tada como uma hipcrsüperfície de segundo grau, ou seja, seria preciso as curvaturas da FEL 

A busca pelo ponto ele projeto é realizada no espaço normal padrão não correlacionado. 

Em razão disso, é necessário transformar o vetor original de variáveis aleatórias para esse es­

paço. Existem dois modelos comumente uti li zados [Liu e Der Kiureghian. 1986] e [Pereira, 

2007]: 

- Modelo ele Nataf: pode ser definido para qualquer número ele variáveis aleatórias; 

- Modelo ele Morgenstern: esse modelo é limitado a pequenas correlações entre duas 

variáveis ( X;o x, ), geralmente pij < 0,3. Entretanto, este modelo torna-se complexo para um 

grande número de variáveis. 

Tais características mostram que o modelo mais indicado para a aplicação nesta tese é 

o modelo de Nata f. Segundo Liu e Der Kiureghian, 1986, e Gomes, 200 I, esse modelo pode 

ser utilizado para a transformação da matriz de autocovariança para o espaço não correlacio­

nado gaussiano padrão. Basicamente. dada a matriz ele coeticientes de correlação no espaço 

real ( pij ), a matriz ele coeficientes de correlação no espaço gaussiano padrão( p~) pode ser 

encontrada por meio da solução numérica da integral dada abaixo: 

(4.1 8) 

Os termos da equação (4.18) f./; e O"; são, respectivamente. a média e o desvio padrão 

da i-ésima variável. e q>2 {z; . zjp~ ) é a função de densidade gaussiana bidirnensional de média 

zero e desvio pad rão unitário, definida por: 
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I [ 1 ( z,
2 
-2p;.z;z -+ z.

2 JJ m = exp - - ~ ' ' 
~2 R '2 27! 1- p.. 2 I - p .. 

lj lj 

(4.1 9) 

Como os coeficientes ele correlação aparecem dentro da integral, uma integração nu­

mérica ou mesmo fórmulas empíricas podem ser usadas para resolver esse tipo de problema. 

segundo Liu e Der Kiureghian, 1986, e Melchers, 200 I. 

Analisando um vetor de variáveis aleatórias x , uma PDF é obtida pelo modelo de Na­

taf, z , dado por: 

(4.20) 

Onde z é gaussiano com média zero e matriz de correlação dada por p0 = Lu~, na 

qua14 é parte inferior ela decomposição Cholesky da matriz de correlação [Pereira, 2007]. 

onde <1>'1 é a inversa da função de distribuição acumulada gaussiana padrão. A transformação 

para o espaço normal padrão pode ser escrita como: 

<1>-J [~ Cxt) ] 

c[>-1 [ F2 (x2)] 
u(x) =L~1 Z =L~1 

(4.2 1) 

Na Figura 4. 1 tem-se uma ilustração do procedimento elos métodos FORMe SORM nos 

espaço real e normal padrão. Onde T(x) = u é a transformação entre variáveis não correi acio-

nadas normais padrão para variáveis no espaço real. É importante perceber que a linearização 

da função de estado limite é realizada no ponto u·, e tem a menor distância entre a superfície 

de falha G(u) =O e a origem do espaço u. O ponto u· é chamado ponto de projeto e fJ é cal-

culado como a distância entre a origem e esse ponto. 

Analisando a figura anterior e com base na equação (4. 17), é possível pensar em um 

problema ele otimização, quando o que se pretende encontrar é o menor valor de u com restri­

ção na região viável de busca, ou seja: 

Minimizar llull 
sujeito a: G(u) =O 

(4.22) 



G(x) >O 

Espaço rea l - x 

Região 

inviável 

~ 

T (x) = u 

G(u ) >O 

u * Região 

inviável 

Espaço normal padrão - u 
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Figura 4.1 -Métodos FORM e SORM no espaço normal padrão (adaptado de Pereira, 2007 e 

Agarwal, 2004) 

Entretanto, técnicas de otimização são mais frequentes com problemas que relacionam 

restrições de desigualdade. Então: 

Minimizar llull 
sujeito a: G(u) ~O 

(4.23) 

Nos equacionarnentos (4.22) e (4.23), quando a origem do espaço normal padrão está no 

domínio seguro, ambas as soluções são equi valentes. e quando a origem é no clominio ele fa-

lha, is to é, quando G<llull =O)< O, então a solução do equacionamento (4.23) é a própria ori-

gem e não o verdadeiro ponto ele projeto do equacionamento (4.22). Dessa forma, uma aten­

ção especial a esse tipo de problema deve ser tomada [Pereira, 2007]. 

4.6.1 AJgoritmo de Rackwitz- Fiessler 

Para resolver o problema da equação (4. 17), utili za-se o algoritmo proposto por Rack­

witz - Fiess ler (1978). Esse algoritmo pode ser colocado e descrito em forma ele pseudocódi­

go da forma indicada nn Figura 4.2. Esse algoritmo apresentado considera que todas as variá­

veis do espaço original são assumidas co rno variáveis sem correlação. No caso ele existir cor-
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relação entre as mesmas, deve ser utilizada a decomposição de Cholesky da covariância que 

transforma as variáveis correlacionadas em não conelacionadas [HaJdnr e Mahadevan, 1999]. 

Passo I: Definir a função que representa a margem de segurança M . 
* Passo 2: Assu mir valores inic iais para o ponto de projeto X; i=l,2, ... ,n, e calcular o correspondente 

valor da função M (consideram-se aqui os valores inicias do ponto de projeto, como sendo as médias 
das variáveis de projeto). 
Passo 3: Calcular a média e o desvio padrão. no ponto de projeto, da distribuição normal equivalente 
para variáveis que não têm distribuição normal. As coordenadas do ponto de projeto no espaço normal 
padrão são: 

• N • X; -jlv v - ·'· ; - N 
(]' )(' 

(4.24) 

ê>M 
Passo 4: Calcu lar as derivadas parciais ax I 110 ponto de projeto X;' . 

aM 
Passo 5: CaJcular as derivadas parciais oU. no espaço normal padrão equivalente, usando a regra da 

I 

cadeia. 

CJM CJM ê>X, CJM N 
--=-- ·- -=--· (]" au, ax, avi axi x. 

(4.25) 

Passo 6: Calcular um novo valor para o ponto de projeto v; no espaço normal padrão equivalente 

utilizando seguinte expressão: 

(4.26) 

Passo 7: Calcular a distância desse novo ponto até a origem e estimar novo índice de confiabilidade 

" fJ = 2)u,· )z 
i= l 

(4.27) 

Passo 8: Verificar a convergência de /} para um determinado valor de tolerância pré-determinado. 

Passo 9: Calcular os va lores do ponto de projeto no espaço original fazendo: 

• N N • 
X; = flx, + O"x, · U; (4.28) 

Passo 10: Calcular o valor de M para o novo ponto de projeto c verificar o critério de convergência 
paraM. 

Passo 11: Se ambos os critérios de convergênc ia dos passos 8 c I O forem satisfeitos. parar o algorit­
mo. Senão. repetir os passos de 3 a I I. 

Figura 4.2 - Algoritmo de Rackwitz - Fiessler (adaptado de Gomes. 200 I) 
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CAPÍTULOS 

S. OTll\IUZAÇÃO BASEADA El\11 CONFJABILIDADE 

S.l Introdução 

Em sua concepção, a otimização determinística não leva em conta incertezas nos parâ­

metros de projeto e variáveis. Os parâmetros ótimos dos projetos obtidos com otimização de­

terminística normalmente são associados a uma grande probabilidade de fracasso, devido à 

violação das restrições estabelecidas, em função da incerteza nos parâmetros. Por esse moti vo, 

em muitos casos são colocados fatores de segurança (muitas vezes de forma empírica). Entre­

tanto, isso é feito sem ter icleia de quanto estú superdimensionado o projeto. Atualmente, com 

as competições ele mercado, é fundamenta l que os projetos sejam otimizados e também confi­

áveis. 

Pode-se dizer que RBDO é um procedimento matemático de otimização, no qual se tem 

como objetivo a maximização ou minimização de uma função objetivo, satisfazendo restri ­

ções de confiabil idacle. As restrições ele confiabi lidade (geralrnente designadas por inequa­

ções) são avaliadas com a realização de amí liscs de contiab ilidade. 

A otimização de sistemas tem por finalidade obter ganhos econômicos, seja minimiza­

ção de massas, maximização da rigidez, seja viabi lização de tensões solicitantes nos materiais. 

etc. De uma forma geral, essas otimjzações levam em conta, entre outros aspectos, restri ções 

que podem ser impostas diretamente às variáveis de projeto, ou até mesmo restrições implíci­

tas, definidas pelo desempenho do sistema a ser otimizado. 

Com base nisso, é usual que o resultado da otimização indique um ponto de projeto que 

se encontra próximo (ou em cima) de alguma restrição imposta ao problema. Por exemplo, em 

um problema de minimização de massa de uma viga, ao colocar tensões como uma restrição, 

o algoritmo procurará minimizar a área da seção transversal , fazendo com que se chegue pró­

xima às tensões limites do material. Obviamente, esse tipo de problema, em grande parte das 

vezes, é resolvido impondo-se coefi cientes de segurança às variáveis de projeto ou mesmo às 

restrições implícitas (por exemplo, coeficientes de segurança para as tensões limites dos mate­

ri ais, coeficientes de majoração de carregamentos aplicados. etc.). Ent retanto, em função da 

complexidade de restrições impostas, ou mesmo comportamento da função a ser otirnizada, 

esses resultados das otimizações podem ser realmente não confiáveis. com grandes possibili ­

dades de virem a falhar. Um projeto baseado em confiabilidade pode não gerar uma solução 

ótima quando comparado com projeto otimizado deterministi camente; entretanto, em função 



52 

da aleatoriedade das variáveis envolvidas. pode tornar o projeto obtido, um projeto mais segu­

ro. 

A Figura 5.1 ilustra o procedimento de otimização (minimização) baseada em confiabí­

lidadc para duas variáveis de projeto x I e x2, nas quais é possível verificar que existe um pon­

to ótimo deternunistico. Entretanto, quando as variáveis apresentam incertel.as, o ponto ótimo 

determinístico pode não ser confiável; isso é demonstrado com o valor de j3 =I, 2 e 3. Para 

resolver essa questão, as incertezas são inseridas no modelo de otimização. e um índice de 

confinbilidade é inserido corno restrição do problema. Na mesma figura também é possível 

verificar o ponto ótimo que apresenta o nível de confiabilidaele desejado (/3) . 

x2 

- - - - -- - --- -- - .. 

... Regiã.ó Viàvéi · · · · · · · · · . .. 

Pontos de 
óti rT.10 co·mr~.-~~-.::::::1:ã 
con~abiliaade 

' f 

-~---~-- ~--------

Incertezas nos· 
parâm.etro!> x1 e. x2 

- - - - .. 

. 
Ponto ótimo · 
determinístico', · 9 

5 
7 

11 

Figura 5.1 -Ilustração do problema ele otimização baseada em confiabilidade (adaptado de 

Deb er ai., 2007.) 

Embora isso demonstre que a otimização determinística possa ser violada facilmente 

com pequenas variações elos parâmetros envolvidos na otimização, isso não significa que os 

métodos determinísticos não sejam úteis; ao contrário, segundo Biegler e Grossmann, 2004. 

esses métodos são a base para resolver qualquer problema ele otimização que envolva incerte-

zas. 
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5.2 Formulação da RBDO 

Quando se fala em RBDO, existem dois conceitos que são de extrema importância, são 

eles: robustez e eficiência. Com relação à eficiência, pode-se dizer que uma formulação é efi­

ciente, se obtém uma solução com menor esforço, em comparação com outras formulações. 

Por outro lado, a robustez significa que o alg9ritmo de otimização, independentemente do 

ponto de partida, encontrará um ponto de mínimo da função. 

Algumas formulações de RBDO encontradas na literatura não são robustas, ou seja, a 

formulação não é suficientemente capaz de encont~~r pontos de mínimo de funções, depen­

dendo fundamentalmente do ponto inicial ele procura, o que gera soluções pobres quando se 

refere à qualidade do resultado [Agarwal, 2004]. 

Os métodos utilizados para levar em conta tais incertezas estão divididos em quatro 

grandes grupos, são eles: 

I) Métodos de Simulação; 

2) Métodos ele Laço Duplo; 

3) Métodos de Laço Simples ou Programação Aproximada Seqüencial para RBDO; 

4) Métodos Dissociados (Decoupled Method). 

5.3 Métodos de Simulação 

Esses métodos são conhecidos por serem eficientes; entretanto, são custosos em ter­

mos computacionais. Nesse procedimento, um conjunto de N soluções diferentes é criado 

seguindo uma distribuição conhecida. Posterior a isso, cada uma das g j restrição deve ser ve-

rificada quanto à violação. Se r casos (de N) satisfazem todas as gj restrições, a probabili­

dade é substituída pela restrição: r IN > R. O método é simples e funciona bem quando a 

confiabilidade não é próxima de J. Entretanto, o maior problema encontrado é o tamanho da 

amostra N necessário à procura de r ; deve ser da ordem de, no mínimo 0(11(1- R)), de 

forma que pelo menos um caso inviável esteja presente na amostra. Por esse motivo, esse pro­

cedimento pode ser custoso em termos computacionais. Um exemplo clássico desse método é 

o Método Monte Carlo. 



54 

5.4 Métodos de Laço Duplo para RBDO 

Como dito anteriormente, otimizações determinísticas não levam em conta incertezas. 

devido à aleatoriedade das variáveis de projeto e/ou parâmetros, o que pode fazer o projeto 

fa lhar, caso se utilizem os valores otimjzados no modelo real. Nesse caso, a formulação de 

otimização deterrrúnistica é substituída por uma otimização baseada em confiab il idade. Para 

isso, as restrições da formulação determinística são substituídas por restrições de confiabilida­

de. Escrevendo um modelo geral para essa formulação: 

mini mizarf (d) 

sujeito a: 

g; (d)~ O i= l, .. .. m 

g c (d)~O i= l, ... , p 
I 

(5 . 1) 

No caso apresentado na equação (5. 1 ), a restrição g, (d) pode ou não existir, represen-

tando uma restrição com base nas restrições do modelo determinístico e varia de I até m; esse 

é o número de restrições determinísticas. Já a restrição g1
' (d) é à restrição que leva em conta 

I 

a incerteza dos parâmetros. varia de I até p , onde p é o número de restrições que apresentam 

incertezas. pode ser substituída por uma relação com o índice de confiab ilidade fJ. Onde fica: 

gc ( cl) = fJ. ( d) _ fJ/imitc . ' ' 
(5.2) 

Em caso de ocon·em violações das restrições, a fu nção objeti vo é penalizada de forma 

que o algoritmo de otimização procure pontos viáveis dentro do domínio de busca, sem violar 

as restrições. 

5.5 Métodos de Laço Simples ou Programação Aproximada Sequencia l para RBDO 

Inicialmente foi proposta uma metodologia por Chcn et al., 1997. para variáveis aleató­

rias que obedecem a uma distribuição normal. Essa mt;todologia tem como objetivo principal 

reduzir o custo computacional mediante a busca do MPP ele fa lha no mesmo laço em que o 

algoritmo de otimização busca a convergência. Os autores Wang e Kocliyalam. 2002, verifica-
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ram o método e fizeram a constatação que esse método consegue ganhos de tempo computa­

cionais significativos, em comparação com métodos clássicos para RBDO, como o laço duplo. 

Essa metodologia, atualmente conhecida como SAP, tem seu modelo atual elaborado 

por Chcn e Du, 2002. Essa formulação proposta é baseada na otimização scqucncial e avalia­

ção da confiabilidade em um mesmo laço (do inglês, Sequential Oplimization mui Reliability 

Assessmenl (SORA)). Na metodologia SORA o limite das restrições violadas (com baixa con­

fiabilidade) são desviadas para uma direção viável com base na informação do laço anterior. 

A metodologia apresentada possui duas formulações: uma formulação probabilística 

.· (RlA) e uma formulação de avaliação ele desempenho (PMA). Ambas as fo rmulações foram 

testadas em exemplos, apresentando uma redução significante no custo computacional em 

relação ao método RBDO de laço duplo. 

O Inço único faz com que o problema original de otimização seja subdividido em vários 

problemas de sub-otimizações, que são resolvidos de forma sequencial [Cheng, Xu et a/., 

2006]. Uma forma geral de interpretar o problema é a seguinte: 

minimizar f(d ) 

sujeito a: 

fJ' wwívd $ /3' (d) 

fJ"' < fJ"i (d) tutittivd -

(5.3) 

No modelo apresentado na equação (5.3), pode-se perceber que a restrição, com rela­

ção ao índice de confiabi lidade {J(d) , varia de 1 até ni, e este representa o número de índices 

de confiabilidade do problema. Para simplificar o equacionamento, aqui será mostrado o e­

quacionamento do problerna com base em apenas um índice de confiabilidade {J(d), em fun-

ção das variáveis de projeto. Os limites superiores e infer iores das variáveis de projeto são 

representados respectivamente por d1_ e du . Usualmente. essa aproximação é válida nas pro-

ximidadcs do ponto de projeto; por esse motivo, são impostos limites du. e duk , que definem 

uma sub-região. Dessa forma. segundo Yi, Cheng el a/ .. 2008, uma sequência de ciclos deve 

ser rea lizada para se chegar à solução final ótima da otimização. 
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Uma vez definido o problema. o próximo passo é organizar o problema para que possa 

ser resolvido ele forma sequencial. O problema é escrito em forma de um laço. que varia de I 

até um número m. tal número é determinado pelos cri térios dos al.goritmos de otimização. 

Para k = 1, 2, .. . m 

minimizar f~t (d) 

sujeito a: 

/}tiWIIÍI'r/ ~ /}(d) 

dL ~ du ~d ~ d uk ~ du 

(5.4) 

Em seguida é realizada a aproximação da função /}k (d), uti lizando a expansão linear de 

Taylor a cada passo k, ficando da seguinte forma: 

(5.5) 

No entanto, iterações são necessárias para o cá1culo do índice de confiab iliclade exato 

/}H (d) e sua sensibilidade V ,J1k-l (d) . Dessa forma. a solução do método se divide em um 

algoritmo bi-nível, que é defasado pela efi ciência. Para abordar essa questão, Cheng, Xu el a/. , 

2006 propuserarn a seguinte aproximação: 

(5.6) 

Ou seja, nessa equação é utilizada uma aproximação para o índice de confiabilidade 

/} '(dk-1
) e a seu gradiente com relação as variáveis de projeto V /}'(dk-1

) . Lembra-se que o 

índice de confiabil idade e a aproximação MPP são agora calculados por recorrência [Cheng, 

Xu et al. , 2006]: 

Â.l:-1 = 1 
11" ug(dk-l. uk-1)11 

(5 .7) 

/}'(dk-1) = Âk-l [g (dk-1, uk-1 ) -(uk-I )TV ug(dk-1 , u l-l)l 

k a '(dk-1) 1 k-ln (dk-1 l:-1) U =-p A- vug ,u 
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De forma que são obtidos por: 

pk = g (d ,uk)- ( 'V ug(d,u"))T uk 

IIV ug (d ,uk)ll 

(5.8) 

uk+J = -fJk V ug(d .uk) 

IIV ug(d ,uk )11 

Os laços mostrados nas equações (5.7) e (5.8) possuem o índice k. que representa a 

k-ésima iteração para otimização do projeto global. A aproximação linear rnostrada na equa­

ção (5.6) também é utilizada no ponto de projeto atual d.I.+J, para formular a subprogramnção. 

Isso ocorre desde que o índice de confiabilidade aproximada seja uma função não linear do 

vetor das variáveis de projeto d [Cheng, Xu et a/., 2006]. O índice de confiabi lidade para fun-

ção estado limite linearizada é calculada na aproximação atual MPP uk+1
, no espaço normal 

padrão. Também é possível perceber que o NIPP u k é atuali zado com base na equação (5.7), 

e este é uti li zado para obter uma estimativa do MPP para o próximo ponto de projeto melho­

rado dA, que, por sua vez, é o ótimo da subprogramação: 

Encontrar d de forma que 

Minimize f" (d) 

Sujeito a p uc<it<i•·tl !5: p '(dk-1) +('V tl /3'(d k-1))T ( d - dH) 

d L !5: du !5: d ~ d uk ~ d u 

(5.9) 

Com base nisso, o modelo de programação sequencial Aproximada para RBDO pode 

ser escrito da seguinte forma: 

Para k = l, 2, ... 

Encontrar d de fonna que 

Minimize fk (d) 

Sujeito a pncdtm·tl ~ p* (dk-J) +('V tlfJ'(d k- l)f (d - dk-1) 

dl. ~ dI .k ~ d ~ cJ Uk ~ d U 

(5. 10) 

Com base na equação (5.1 0). é possfvel notar que o cálculo do índice de confiab ilidade 

acompanha o conceito de otimização; ambos são realizados de forma simultânea e indepen­

dente. É realizada uma estratégia de co-convergência das iterações de otimização e confiabili-
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dade. Onde d k-l é o projeto ótimo para a iteração (k- J). Normalmente, o lirnüe na mudança 

por iteração das variáveis de projeto é determinado com base na experiência [Cheng, Xu et (t / .. 

2006). 

O que ocorre nesse equacionamento para otimização sequencial aproximada (ver equa­

ção (5.10)), é que cada iteração inicia com uma solução ou ponto de projeto melhor obtida na 

iteração anterior. Com a sequência de iterações da subprogrnmação, é esperado que ocorra a 

convergência para o ponto ótimo de projeto. No caso de a subprogramação ser uma programa­

ção matemática linearmente restrita, ou uma programação linear, é realizada uma aproxima­

ção linear da função objeti vo, e, para resolver isso, é possível encontrar vários algori tmos efi­

cientes na literatura. 

Também é necessário verificar a convergência do algori tmo (além da violação das res­

trições), logo, duas verificações são necessárias. A primeira é definida como a mudança no 

valor absoluto das variáveis ele projeto e MPP entre duas iterações subseqüentes; a segunda é 

uma verificação no valor da função objetivo, segundo Cheng, Xu e t a/ .. 2006. Para casos onde 

se tem mais de uma restrição de confiabilidade, pode-se aproximar cada índice de confiabili­

dade pela equação (5.6); a formulação para a programação sequencial aproximada resulta: 

Para k = I, 2 .... 

Encont rar d de forma que 

1Vlinimize f k (d) 

Sujeito a /3;"tcitch·d:::; ,B ';(dk-I )+ (Vd,B';(dk-I))T (d - dk-1) 

(i = I, 2 .... . ni) 

dL:::; du .$;d :::; d uk :::; d u 

(5. 11 ) 

No equacionamento (5. 11 ) existem ni restri ções de confiabiliclade linearmente aproxi­

madas na sub-programação; conseqüentemente. também existirá uma scquência ni de MPP 

aproximados, cada um dos quais estará associado a uma restrição de confiabilidade aproxima­

da. O objetivo é melhorar o valor desses termos de forma implícita a cada iteração rea lizada. 

Quando existirem termos probabilísticos, estes são inseridos na função objetivo; são tra­

tados de forma similar. como parte das restrições. A aproximação com base na expansão de 

Taylor para esse caso tica: 



Para k = I, 2, ... 

Encontrar d de forma que 

Minimize fk (d , /3', (dk-1) + (V d/J';(dk- l )),. (d -dk-t )) 

Sujeito a fJ/'crtl<ivd ~ fJ ', (dk-1) + (V d/J ', (dk-1 )/ (d _ dk-1) 

(i= J, 2, ... ,ni) 

d1_ ~ du ~d ~ d uk ~ d u 
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(5. 12) 

É possível perceber que, nessa metodologia, uma análise de primeira ordem é realizada 

com a finalidade de encontrar MPP para cada restrição de confiabilidade. Entretanto, segundo 

Agarwal, 2004, um ponto de ótimo local não pode ser garantido com essa metodologia; quan­

do as restrições impostas sejam não lineares. Isso porque uma média de valores das variáveis 

aleatórias é calculada a cada laço da otimização determinística, para atualizar o MPP. Essa 

atualização pode ser imprecisa, pelo fato de o algoritmo variar a média das variáveis aleató­

rias. Ou seja, no SORA, pode apresentar fa lsos pontos de ótimo. 

5.6 Método Dissociado (Decoupled metlwd) 

Os métodos dissociados tratam ele duas otimizações reaJi zadas em sequência, uma em 

nívd interior e outra em nível exterior. Esses métodos inicialmente procuram a melhor solu­

ção em um espaço de busca, sem levar em conta incertezas sobre as variáveis de projeto ou 

incertezas; utilizam a média das variáveis de decisão. Após esse ponto ser encontrado, meto­

dologias como PMA e RJA são utilizadas visando a encontrar pontos ótimos por meio da pro-

gramação aproximada em seqiiência. 

Agarwal, 2004. propôs uma atualização do MPP por meio da expansão de Taylor em 

tomo do ponto de projeto a partir do último ciclo. fi cando da seguinte forma: 

a ·~.: 
u~ = u~·k+~(d - dk) i= l. .... N 

I I ()d 

(5. 13) 

Nesse caso, o autor utilizou o termo gradiente, presente na expansão Taylor, para a bus­

ca de um MPP melhor, ou seja. faz uma análise de sensibilidade. O lermo au;·k / C>d é uma 

matriz que possui nas colunas os gradientes da MPP com respeito a cada variável de projeto. 

Esse método apresentado tnmbém segu~ a li nha SORA para solução. 
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CAPÍTUL06 

6. PROGRAMAÇÃO SEQUENCIAL APROXllVIADA E DE LAÇO DUPLO COM 

ALGORITMOS DE BUSCA GLOBAL APLICADA A PROBLEMAS DE TRELI­

ÇAS ESPACIAIS 

Uma abordagem simples e confiável para resolver um problema de RBDO é uma oti­

mização de doi s níveis, ou seja, o laço ex terno para as variáveis d~ projeto e um laço interno 

para a análise ele confiabi lidade. No entanto, essa abordagem pode ser custosa em termos 

computacionais; por exemplo, alguma análise de RBDO que envo lva pesados cálculos estru­

turais. Para superar esse problema. alguns métodos têm sido desenvolvidos. 

Autores como: Chen e Du. 2002: Cheng, Xu et ai., 2006; Yi , Cheng et al., 2008, têm 

desenvolvido técnicas de otimização baseada em confiabilidade com laço simples. Para isso, 

utili zam SAP. Por meio de comparações em simples exemplos, esse procedimento que uti li ­

zada uma estratégia SAP tem-se mostrado e ficiente . Neste capítu lo são realizadas compara­

ções de resultados que utilizam essa técnica com métodos de RBDO ele laço simples (SAP) e 

mérodos de laço duplo, uti l izando algoritmos de busca global. A ideia é verificar o que 

Agarwal, 2004. comentou em sua tese de doutorado. Destacou que métodos SAP podem gerar 

pontos ótimos espúrios, e isso se justifica pelo método ter como base o cálculo de gradientes. 

Para isso, foi necessária a implementação dos algori tmos SAP encontrados na literatu­

ra. Como esses métodos, que exigem um algo ritmo de otimização que trabalhe de forma se­

qüencial em busca do ponto ótimo, foram escolhidos e implementados doi s métodos: o pri­

meiro é o método dos Gradientes Descendentes (GD) e o SQP. A base dos algoritmos SAP 

está mostrada no subcapítulo 5.5 desta tese. 

6.1 Aplicação de RBDO laço duplo em treliças 

Inicialmente. com a finalidade de aferir implementações reali zadas do método de 

RBDO de laço duplo com os algoritmos de busca global AG. SA, OS e PSO. estes foram uti­

ljzados para reso lver problemas simples ele otimização baseada em confiabilidade com mais 

de uma restri ção de confiabilidade. O modelo de treliça hiperestática foi apresentado por Eboli 

c Yaz, 2005, no qual o objetivo apresentado é a minimização da massa da estrutura. O carre-
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gamento, as áreas e o comprimento da treliça são considerados parâmetros deterministicos; o 

exemplo apresenta duas varjáveis de projeto. Abaixo é mostrado o desenho ela treJjça: 

0,8m 

100 kN 100 kN 

Figura 6.1 - Estrutura treJiçada de lO barras 

Os parâmetros de projeto para a treliça apresentada são áreas das barras. Estas obede­

cem a li mi tes de variação definidos pela tabela abaixo. 

Tabela 6.1 - Valores das áreas iniciais e limites 

Barras Parâmetro atual utilizado (cm2) Limite inf. (cm2) Limite sup. (cm2) 

l a6 15,7 5 50 
7 a lO 23,3 5 50 

Seguindo os parâmetros dos autores citados anteriormente, os módulos de elasticidade 

(E) dos materiais possuem incertezas e seguem uma distribuição Lognormal, bem como o 

limite de escoamento do material ( O"àdm ), que é uma das restrições do problema. Esses pnrâ-

metros estão na tabela abaixo. 

Tabela 6.2- Propriedades do material util izadas. 

Parâmetro Média Covariância Unidade 

E( I a 6) 200 0,08 GPa 
E(7 a lO) 210 0,08 OPa 

(j~clm 400 0,08 MPa 

Escola de EnqPnhqri? 
Bib! •it~r~ 
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O comportamento do algoritmo de oUmização para esse problema pode ser resumido 

da seguinte forma: 

-designa-se um índice de confiabilidade (/J) para a estrutura, o qual será uma restrição 

para o algoritmo. Também se definem os limites máximos para des locamentos, assim como 

tensões nas barras, que também são restrições do problema. Nesse problema. os valores limi­

tes para tensão e deslocamento são respectivamente 400 MPa (de média e com covariância 

0,08) e 8 mm. Utilizando os métodos de otimização anteriormente citados, os valores das duas 

variáveis da área são procurados com o intuito de minimizar o peso. Para cada iteração do 

método, as restrições de confiabilidade, para des locamentos e tensões, são verificadas e. caso 

haja violações, penalizações são aplicadas ao valor função objetivo. A função objetivo foi 

elabora da seguinte forma: 

(6. 1) 

Minimizar (1 +penalização) 

onde, V0 é o volume obtido com as áreas iniciais, Zuj são as j áreas iniciais, os comprimentos 

iniciais das j barras são os L
1

, zj são as j áreas obtidas com a otimização. A penalização 

receberá um valor diferente de zero, caso alguma restrição de confiabilidade seja violada, com 

base na própria violação; nesse caso, penalização = Hc( (fllimitc- flcncomrnd<• ) / /J1;m;1e} · A imite é O 

limite estabelecido como entrada, flcncontrado é o índice de confiabilidadc encontrado e Hc é um 

valor constante de penalização. igual a I 00 para esse caso. 

Foram estudados três casos, nos quais a diferença entre eles está nas restrições. No 

primeiro momento, visou-se à minimização da massa fixando apenas o índice de confiabilida­

de para a tensão limite elas barras (/Jcr) ; posterior a jsso, no segundo caso um índice de confia­

biliclade para o des locamento (/Jcv) e, por fim , um índice ele confiabilidade para a resistência c 

o deslocamento ao mesmo tempo. Os três casos estão apresentados a seguir. 

Para o AG, os parâmetros utilizados em todos os casos dessa trel iça de I O barras estão 

mostrados na tabela a seguir. 



Tabela 6.3 - Dados de entrada do programa de AG 

Número de indivíduos de cada população 50 

Número máximo de gerações 20 

Número mínimo de gerações 5 

Elitismo 2 

Tipo de cruzamento Heurístico 

Tipo de mutação Uniforme 

Fator de cruzamento 0,8 

Probabilidade de mutação 1% 

Tolerância para critério de parada (FO ou indivíduos) le- I O 

Para o método Simulated Annea/ing, os demais parâmetros utilizados seguem: 

Tabela 6.4- Dados ele entrada elo programa ele SA 

Esquema ele resfriamento Exponencial 

Temperatura inicial 1,0 

Fator de redução de temperatura 0,95 

Número m<íximo de avaliações da FO 1050 

Número mínimo ele avaliação da FO 200 

Tolerância para critério ele parada (FO ou indivíduos) le-1 O 

Ponto .inicial [2,7e-5 ; 2,7e-5] 

Para o método Direct Search, os parâmetros utilizados seguem: 

Tabela 6.5 -Dados de entrada do programa de DS 

Busca completa 

Número máximo de avaliações da FO 

Tolerância para critério de parada (FO, indivíduos ou tamanho da 

malha) 

Ponto inicial 

Tamanho inicial da malha 

Sim 

1050 

le-J O 

[2,7e-5; 2,7e-5] 

1 

Para o método Partic/e Swarm Optimization, os parâmetros utilizados seguem: 

63 
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Tabela 6.6 - Dados de entrada do programa de PSO 

N° de Constante Constante Momento Máximo 110 de Tolerância de 

partículas social cognitiva de massa ava liações da FO convergência 

50 1,5 1,5 0.08 1050 le- IO 

A seguir, cada uma das propostas de otimi.zação para essa treliça estão apresentadas 

em subcapítulos. 

6. I. I Minimização ela massa de uma estrutura treliçada utilizando restrição do índice de con­

fiabiliclacle para tensão 

Inicialmente, a minimização da massa ela treliça foi executada com restrição ao índice 

de confiabiliclacle para tensão. Dessa forma, com o objetivo ele uma melhor visualização da 

função objetivo, um gráfico ela mesma, variando as áreas das barras, chamadas de A I e A2 

está mostrada na Figura 6.2. Com uma análise visual , é possível perceber que a função objeti­

vo não apresenta grandes não linearidades, ou seja, método de busca local. como o SQP pode 

ser efi ciente para encontrar o ponto de mínimo global dentro do domínio estabelecido (desde 

que se comprove que a função seja convexa). Entretanto, é importante anal.isar o comporta­

mento elos métodos de busca global. um elos objetivos da tese. Os resultados mostrados aqui 

servirão como aferição das implementações de cada um elos métodos. 
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Figura 6.2- Gráfico tridimensional da função objetivo para o problema da treliça de 10 bar­

ras, cuja restrição está no índice de confiabilidade para tensão (unidades em m2 para Ale A2) 

Neste primeiro estudo, o índice de confiabilidade para tensão limite é designado por 

/3cr , como um dado de entrada com valor atribuído de f3cr ~ 2 . Este valor foi utilizado como 

restrição do problema de otimização, cuja violação do índice de confiabilidade resulta em 

penalidades para o valor da função objetivo, como mostrado anteriormente. O deslocamento 

não foi utilizado como parâmetro de restrição nesse momento. 

Foram utilizados os métodos AG, SA, DS e PSO, e os valores encontrados com cada 

um dos métodos estão apresentados na Tabela 6.7. É possível verificar que a convergência dos 

algoritmos AG, SA e PSO foi lenta quando comparada ao DS. Com relação a qualidade do 

resultado obtido, pode-se dizer que foi a mesma para todos os métodos. 
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Tabela 6.7 - Valores encontrados com cada um dos métodos de otimização. 

AG SA os PSO 

A 1 (m2 ) 6,0le-04 6,0le-04 6,0le-04 6,01e-04 

A2 (m2) 5,00e-04 5,00e-04 5,00e-04 5,00e-04 

FO 2,84e-01 2,84e-O I 2,84e-OJ 2,84e-01 

j3 tensão 2 2 2 2 

A vai i ações FO 600 664 242 850 

Avaliações FEL 13952 14105 6188 .18734 

Volume (ml) 5. 15e-03 5, 15e-03 5, 15e-03 5, 15e-03 

Tensão (Pa) 3.40E+08 3.40E+08 3,40E+08 3,40E+08 

VIVO 0.284 0,284 0.284 0,284 

Qual idade I I 1 I 

Eficiência 0,403 0,364 1 0,284 

Os gráficos obtidos para a função objeti vo estão apresentados na Figura 6.3 para o AG; 

aí se podem analisar os valores dos melhores indivíd uos (menores valores, pois o problema é 

de minimização) para cada geração; também pode-se anali sar o valor médjo dos indivíduos a 

cada geração. O ponto ótimo encontrado foi o mesmo para todos os métodos utl izados. O cri­

téri o de parada para o AG foi o critério de convergência com base no valor da função objeti vo, 

quando a média dos melhores valores (de cada geração) , após ultrapassar o número mínimo de 

gerações, atingiu um valor igual ou menor à tolerância especificada. Na Figura 6.4 é apresen­

tado o grá fico de comportamento do valor da função objeti vo a cada iteração para o SA: o 

critério de parada foi a média dos melhores valores da função objetivo, após o número míni­

mo de iterações atingir um valor menor que a tolerância . Na Figura 6.5. está mostrado o gráti ­

co de convergência da função objeti vo para o DS. onde o encerramento do algoritmo ocorreu 

pelo tamanho da malha ser menor do que o especificado como tolerância. Para o caso do 

PSO. onde o gráfico de convergência está mostrado em Figura 6.6, o crité rio de parada atingi­

do foi o de repetição do valor da função objetivo. 
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Figura 6.3- Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo e do indivíduo 

médio em função do número de gerações do AG 
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Figura 6.4- Evolução do valor da função objetivo a cada iteração do SA 
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Analisando a evolução do valor da função objetivo nos gráficos acima, percebe-se que 

o valor da função objetivo não varia visivelmente a partir de um determinado ponto. Ou seja, 

a aleatoriedade inserida no modelo de otimização pode resultar em uma lenta convergência 

dos algoritmos de busca global. No quesito eficiência dos métodos, o critério de parada do 

Direct Search mostrou-se bastante interessante para o problema em questão. Para a análise do 
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comportamento do algoritmo, está mostrada na Figura 6.7 a evolução do tamanho da malha, 

no qual esse foi o critério atingido para a convergência do método em questão. 
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Figura 6.7- Evolução do tamanho da malha durante a otimização com o método DS. 

A evolução dos parâmetros de projeto (duas áreas) a cada iteração (ou geração no caso 

do AG) está apresentada na 

Figura 6.8: a) para AG; b) para SA; c) para DS e d) para PSO. 

Também estão mostradas as evoluções dos valores do índice de confiabilidade ( f3) pa-

ra tensão ao longo das iterações (gerações para o AG) na Figura 6.9: a) para AG; b) para o SA; 

c) para o DS e d) para o PSO. 

Com os parâmetros utilizados nesse problema, os resultados apontam que o método 

OS obteve os melhores resultados em termos e eficiência, mostrando que o desempenho desse 

método para o teste tipo de problema é interessante e pode ser mais explorado. 

Com a intenção de verificar a evolução dos valores obtidos a cada iteração dos méto­

dos de busca global, foi elaborada a Figura 6.10, que mostra nas curvas de nível da função o 

que ocorre com as evoluções das iterações. 
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métodos utilizados. 
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Figura 6.10- Evolução dos pontos de otimização a cada iteração dos métodos de busca global 

Analisando essa função, pode-se perceber que apresenta as características de uma fun­

ção convexa, ou seja, para a solução do problema também poderia ter sido utilizado algum 

método de otimização que faça uso de gradientes. Para essa verificação, o mesmo problema 

foi resolvido com o método SQP para avaliar a solução obtida; os dados obtidos estão apre­

sentados na Tabela 6.8. 

Tabela 6.8- Dados obtidos com a utilização do método SQP para o problema de minimização 

da massa da treliça com restrição de confiabilidade de tensão 

f3 No avalia- No avaliações Tensão 

Al (m2) A2 (m2) FO tensão ções FO FEL Volume (m3) (Pa) VNO 

6,01e-04 5,00e-04 2,84e-Ol 2,0 86 2201 5,15e-03 3,40E+08 0,284 

O resultado atingido pelo método SQP se mostrou o mesmo em questão de qualidade 

do que os métodos de busca global, e melhor em número de avaliações da função objetivo 

para a obtenção da convergência. Isso mostra que o método pode ser utilizado para esse tipo 
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de função, com esse tipo de restrição. Entretanto, é importante ressaltar que o método é com­

provadamente convergente para o ponto de ótimo global apenas para funções convexas, como 

é o caso da função objetivo desse problema. A utilização do mesmo em problemas cuja fun­

ção não é convexa, não garante que se encontre o ponto de ótimo globaJ, mas um ponto ótimo, 

podendo ser global ou não. 

6.1.2 Minimização da massa de uma estrutura treliçada, utilizando restrição do índice de con­

fiabilidade para deslocamento. 

No segundo modelo estudado, o índice de confiabilidade para o deslocamento foi de­

signado por f3cv ~ 2. Esse valor foi utilizado como restrição do problema de otimização, cuja 

violação desse valor faz com que ocorram penalização para o valor da função objetivo, da 

mesma forma que o caso anterior. A tensão não foi utilizada como um parâmetro de restrição 

para esse problema. Com o objetivo de uma melhor visualização, um gráfico da função obje­

tivo, variando as áreas das barras, chamadas de A 1 e A2, está mostrada na Figura 6.11. As 

restrições impostas foram com relação ao limite de confiabilidade para deslocamento. 

Valores da função objetivo - Índice de confiabilidade para deslocamento 
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Figura 6.11 -Gráfico tridimensional da função objetivo para o problema da treliçada de 1 O 

barras, cuja restrição é no índice de confiabilidade para deslocamento (unidades em m2 para 

Ale A2) 
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Foram utili zados os métodos AG. SA, OS c PSO para encontrar a solução. Os valores 

encontrados em cada um dos métodos estão apresentados na Tabela 6.9. 

Tabela 6.9 - Valores encontrados em cada uma elas otimizações 

Parâmetros AG SA DS PSO 

AI (m2) 6,84e-04 6,84e-04 6.84e-04 6,84e-04 

A2 (m2) 5,06e-04 5.06e-04 5,06e-04 5.06e-04 

FO 3,08e-01 3,08e-0 I 3,08e-0 I 3.08e-O I 

{Jcv encontrado 2 2 2 2 

Avaliações FO 800 771 187 750 

Aval i ações FEL 183 17 15787 4473 23867 

Volume (m3) 5,58e-03 5,58e-03 5,58 1e-03 5.58e-03 

VIVO 3,08e-O I 3,08e-O I 3,08e-O I 3,08e-O I 

Qualidade I I I I 

Eficiência 0,233 0.243 1.000 0.249 

Os grá ficos obtidos para a função objetivo estão apresentados na Figura 6. 12 para o 

AG, na qual se podem analisar os valores dos melhores indivíduos para cada geração. O crité­

ri o ele parada foi com base na convergência do va lor da função objeti vo, cuja média elo mes­

mo, após ultrapassar o número mín imo de gerações, atinge urn valor igual ou menor à tolerân­

cia espec ificada; o número necessárjo de gerações foi 15. Na Figura 6. 13, é apresentado o grá­

fico da evolução do valor da função objeti vo a cada iteração para o SA; o critério de parada 

foi a média dos melhores valores da função objeti vo. após o número mínimo de iterações a­

tingir um valor menor qu e a tolerância. Na Figura 6. 14. o gráfico de convergência da função 

objetivo para o OS, no qual o encerramento do algoritmo ocorreu pelo fato de o tamanho da 

ma lha ser menor do que o especificado como limite . Para o caso PSO. o encerramento do al­

goritmo ocorreu por atingir a repetição do valor da função objetivo para sucessivas iterações . 

A evolução do tamanho da malha do OS está mostrada na Figura 6.16. 
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Figura 6.12 - Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo e do indivíduo mé­

dio, em função do número de gerações do AG 
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A evolução dos parâmetros de projeto (duas áreas) a cada iteração (ou geração no caso 

do AG) estão apresentadas na Figura 6.17: a) para AG; b) para SA; c) para DS e d) para o 

PSO. 
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Também estão mostradas as evoluções dos valores do índice de confiabilidade ao lon­

go das iterações (gerações para o AG) na 

Figura 6.18: a) para o AG; b) para o SA; c) para o DS e d) para PSO. 
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Figura 6.18- Evolução do índi.ce de confiabilidade para cada um dos métodos 

Similarmente ao caso anterior, a partir dos gráficos pode-se verificar o que ocorre a 

partir de determinadas iterações (ou avaliações da FO); ocorre uma melhora pouco significati­

va no valor função objetivo. 

Da mesma forma que no caso anterior, em que o índice de confiabilidade de restrição 

era para tensão, a função objetivo apresenta características de uma função convexa. Então o 

mesmo problema foi resolvido com o método SQP para avaliar a solução obtida, os dados 

obtidos estão apresentados na Tabela 6.1 O. 
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Tabela 6.1 O- Resultados obtidos com a otimização utilizando o método SQP para a mjnimi­

zação da massa ela treliça com restrição no índice ele confiabi liclade do des locamento 

AI A2 f3 No No Volume 

(m2) (m2) FO desl. aval iações FO avaliações FEL (ml) VNO 

6,84e-04 5.06e-04 3,08e-O I 2,0 108 2219 5.58e-03 3,08e-OI 

Novamente o método SQP resolveu o problema encontrando a mesma qualidade no 

valor da função objeti vo que os métodos de busca global ; entretanto, um número menor de 

avaliações da função objetivo foi exigido para a obtenção da convergência. Isso mostra que a 

velocidade de convergência do método é superior para este tipo de problema. 

6. 1.3 Minimização ela massa de uma estrutura treliçada utilizando restrição do índice de con­

fíabilidade para deslocamento e para tensão 

No terceiro caso estudado, o índice de confiabilidade para o deslocamento e o índice 

de COJlfiabilidade para tensão foram designados como fJcv e (Jcr respectivamente, foram 

atribuídas restrições ele (Jcv ~ 2 e (Jcr ~ 2, nas quais a violação desse valor ocasiona penali­

dades para o valor da função objetivo. Foram utilizados os métodos AG. SA. DS e PSO para 

encontrar a solução. Os valores encontrados em cada um dos métodos estão apresentados na 

Tabela 6. I I. 

Com o objet ivo de uma melhor visualização, um gráfico da função objetivo. variando 

as áreas das barras, chamadas A I e A2 está mostrada na Figura 6.19. As restrições impostas 

foram com relação ao limite de confiabilidade para tensão e deslocamento no mesmo proble-

ma. 
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Figura 6.19- Função objetivo para o problema da treliçada de 10 barras (unidades em m2 para 

A 1 e A2. a) Apresenta o gráfico tridimensional da função objetivo cujas restrições são para os 

índices de confiabilidade para deslocamento e tensão 

Tabela 6.11 -Valores encontrados em cada uma das otimjzações 

Parâmetros AG SA DS PSO 

AI (m2) 6,56e-04 6,56e-04 6,56e-04 6,56e-04 

A2 (m2) 5,34e-04 5,34e-04 5,34e-04 5,34e-04 

FO 3,08e-Ol 3,08e-Ol 3,08e-01 3,08e-01 

f3 deslocamento 2 2 2 2 

f3 tensão 3,101 3,101 3,101 3,101 

Avaliações FO l0 50 949 177 1050 

A vali ações FEL 46217 36978 8634 49052 

Volume (ml) 5,57e-03 5,57e-03 5,57e-03 5,57e-03 

Tensão (Pa) 3, 11E+08 3,11E+08 3,11E+08 3,11E+08 

VIVO 0,308 0,308 0,308 0,308 

Eficiência 0, 168 0,186 1 0,1685 

Qualidade 1 1 1 1 

Os gráficos obtidos para a função objetivo estão apresentados na Figura 6.20 para o 

AG, cujo critério de parada foi o limite máximo de gerações 
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Figura 6.20- Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo e do indivíduo médio 

em função do número de gerações do AG 

Na Figura 6.21 é apresentado o gráfico da evolução do valor da função objetivo a cada 

iteração para o SA, o critério de parada foi a média dos melhores valores da função objetivo, 

após o número mínimo de iterações, atingir um valor menor que a tolerância. 

o .::: 

Valores da Função Objetivo 
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.o o 
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Figura 6.21- Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo em função do núme­

ro de iterações do SA 
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Na Figura 6.22, gráfico de convergência da função objetivo para o DS, onde o critério 

de parada do algoritmo ocorreu pelo tamanho da malha ser menor do que o especificado como 

limite. Para o PSO, o gráfico da convergência está mostrado na Figura 6.23, e o critério de 

parada atingido foi o número máximo de avaliações da função objetivo. 

A evolução dos parâmetros de projeto (duas áreas) a cada iteração (ou geração no caso 

do AG) estão apresentadas nas Figura 6.25: a) para AG; b) para SA; c) para DS e d) para PSO. 
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Figura 6.22- Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo em função do núme­

ro de iterações do DS 
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Figura 6.23- Evolução do valor da função objetivo do melhor indivíduo em função do núme­

ro de iterações do PSO 
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Figura 6.24 - Evolução do tamanho da malha durante a otimização com o método OS 
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Figura 6.25 - Evolução das áreas durante a otimização para cada um dos métodos 
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Também estão mostradas as evoluções dos valores do índice de confiabilidade ao lon­

go das iterações (gerações para o AG), na Figura 6.26: a) para AG; b) para SA; c) para DS e d) 

para PSO. 
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Figura 6.26 - Evolução das áreas durante a otimização com cada um dos métodos 

Uma vez que a função objetivo apresentada é convexa (ver Figura 6.19), sabe-se que o 

método SQP é suficientemente capaz de resolver o problema. O resultado obtido com o méto­

do SQP é apresentado a seguir. 

Tabela 6.12 - Valores obtidos com a rninimização da massa da treJjça com restrição ao índice 

de confiabilidade para tensão e deslocamento utilizando SQP 

AI A2 f3 f3 No No Volume 
FO VNO 

(m2) (ml) desl. tensão avaliações FO avaliações FEL (m3) 

6,56e-04 5,34e-04 3,08e-Ol 2,0 3,1011 l08 4536 5,573e-03 3,08e-Ol 
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Analisando os valores encontrados com o método SQP, foi possível verificar a eficiên­

cia superior aos métodos de busca global e a mesma qualidade. e isso se deve à convexidade 

da função objet ivo Uá com as penalizações impostas). 

6. 1.3. I Verificttção da confiabilidade dos resultados obtidos com a otimizaçtlo de1erminí.wica 

para e.\' l e problema 

As incertezas utilizadas nesse problema foram encontradas na literatura [Eboli e Yaz. 

2005]. As mesmas não foram citadas com relação a serem valores reais ou lict ícios; o que se 

sabe é que incertezas existem e devem ser levadas em conta quando se fala de projetos confiá­

veis [Melchers, 200 I ]. 

No caso de não se utilizarem as devidas incertezas nos parâmetros de projeto, o ponto 

encontrado pode ser falho [Budynas e Nisbett. 2008]. Para verificar essa afirmação. otimiza­

ções determinísticas, ou seja, otimizações que não levam em conta incertezas são realizadas. 

Com os va lores obtidos com as otimizações, foram calculados os índices de confiabi lidade 

para as mesmas incertezas (tipos de distribuição e coeficiente de variação), apresentadas por 

Eboll e Vaz, 2005. 

Similar ao caso anterior, foram utilizados os mesmos métodos de busca global já men­

cionados, e na minimização da função objetivo. foram obtidos os seguin tes parâmetros: 

Tabela 6. 13 - Valores obtidos com a otimização determinísti ca 

Parâmetros AG SA DS PSO 

A I (m2) 5,627c-04 5,63e-04 5,63e-04 5,63c-04 

A2 (m2) 5,00c-04 5.00c-04 S,OOe-04 S,OOc-04 

FO 2,74c-O I 2,74e-O I 2,74c-0 I 2,74e-O I 

j3 deslocamento o o o o 
j3 tensão 1.154 1,155 1,155 1, 155 

Dessa forma. com a inserção das incertezas no módulo de elasticidade das barras e no 

valor limite de resistência. os valores dos índices de confiabilidadc para tensão e deslocamen­

to apresentam-se muito baixos (quando ultrapassam 50% de probabilidade de falha o índice de 

confiabilidacle recebe o valor zero nesta implementação). 
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Esses resultados demonstram que a utilização de otimização determinística para esse ti­

po de problema pode levar a um ponto de ótimo falho, quando o processo possuir incertezas. 

Isso faz com que os resultados encontrados pela otimização determinística possam não ser 

satisfatórios em termos ele confiabil iclacle, ou seja, como nesse caso, em que o ponto ótimo 

encontrado com otimização determjnística gerou um ponto ótimo que apresenta baixa confia­

bilidade. Sabe-se que. na maioria dos casos. são utilizados fatores de segurança para garantir 

que o projeto não fa lhe; entretanto, não se sabe com precisão o quanto se está superestimando 

ou subestimando os valores das áreas. 

6. 1.4 Concl usões parciais 

Todos os métodos de busca global implementados aqui foram capazes de encontrar pon­

tos de mínimo nesse problema de RBDO. 

Apesar de ser um problema de otimização relativamente simples solução, devido à fun­

ção ser convexa, em alguns casos o critério de parada atingido por alguns métodos foi o limite 

máximo de avaliações da função objetivo. 

Também fi ca claro que qualquer um dos métodos, devidamente ajustado para o proble­

ma, pode efetivamente obter boas qualidades na solução e com mais velocidade de conver­

gência. Embora esse problema não sirva corno comparação. uma vez que um método de busca 

local pode conseguir melhor eficiência que os métodos ele busca global, devido ao seu uso de 

gradientes. como é o caso do método SQP. que foi utilizado e apresentou grande velocidade 

de convergência para os três diferentes tipos de restrição. 

O método OS apresentou grande eficiência. em todos os casos. com qualidade. Embora 

essa seja uma constatação clara. é necessário Ler cuidado, pois casos :.tpresentados na literaturn 

mostram que o método se toma lento se o domínio ele busca apresentar um grande número de 

variáveis [Guliashki, 2008]. 

Outro ponto que ficou evidente pelos gráficos elas evoluções elos valores da função obje­

tivo e parâmetros de projeto (neste caso as áre:.ts) é que ocorre uma grande demora na conver­

gência em tomo do ponto de ótimo. Ou seja, os métodos de busca global apresentaram-se len­

tos para convergir para um ponto de mínimo, apesar de estarem próximos desse ponto com 

poucas iterações. Embora os critérios de convergência também possam ser alterados para os 

métodos ele busca global. um grande cuidado se eleve ter para não ocasionar convergênci:.ts 
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prematuras, fazendo com que se perca uma das grandes vantagens desses métodos, que é a 

fuga de mínimos locais. 

Uma análise no terceiro caso estudado (restrição para o índice de confiabilidade para 

tensão como para o deslocamento) pode-se presumir que uma diminuição do valor de tolerân­

cia para convergência poderia ter feito com que o método encontrasse um ponto com uma 

qualidade similar ao encontrado, mas com um número menor ele iterações. Entretanto, deve-se 

proceder com cuidado, pois, para uma função com um grau maior de complexidade, isso pode 

ocasionar a estagnação em pontos de mín imos locais da função. 

Dessa forma, isso evidencia que métodos híbridos de o~.imização podetiam ser utiliza­

dos para acelerar a convergência. Com base nessa conclusão, uma proposta de hibridização é 

apresentada no Capítu lo 7. 

6.2 Aplicação dos conceitos de Laço Simples e Laço Duplo em exemplos encontrados na 

literatura 

6.2. 1 Projeto ótimo com variáveis de projeto independentes para uma viga simples 

Nesse pnme1ro exemplo, implementado com base na literatura [Cheng, Xu et a!., 

2006], o objetivo é determinar a altura h e a largura b de uma pequena coluna de seção trans­

versal retangular, de forma a minimizar a área ela coluna em seu regime plástico (plastificação 

da seção). O vetor ele incertezas considerado para esse caso é X=(F,M,Q), em que F é a força 

axial, M é o momento Fletor e Q é a tensão de escoamento. Esses parâmetros e as correlações 

entre eles estão apresentados na Tabela 6.14, onde foi utilizada a fatoração Cholesky para le­

var em conta a fatoração (correlação entre as variáveis). 

Tabela 6.14 - Parâmetros utilizados no problema em questão 

Variável Símbolo Distribuição Média/Desvio Corr. F Corr.M Corr. G 
Força axial F Normal 50011 00 (MN) 1 0,5 o 
Momentos fletores M Normal 2000/400 (MN) 0,5 I o 
Tensão de escoamento Q Lognormal 510,5 (MPa) o o 1 

A Função Estado Limite, em termos elo vetor de incertezas X=(F,M,Q) e do vetor de 

projeto d=(b,h), é dada por: 
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(6.2) 

A função objetivo (ou área da seção transversal), que é função elas variáveis ele projeto 

d = [b h f, é dada por: 

Minimizar C(d) = bh (6.3) 

A altura h e a largura b elas seções devem obedecer aos respectivos intervalos 

15 ~ h ~ 25 e 5 ~ b ~ 15. A probabilidade máxima de falha aceitável é 0,00621 , ou seja, o 

índice de confiabi lidacle para a tensão de escoamento elo material deve ser f3 ~ 2, 5 . 

6.2.1. 1 Resolvendo o problema utilizando o método SQP e o método do Gradiente Descen­

dente junlamente com o SAP 

Com a implementação elo método SAP em conjunto ao SQP, encontrou-se o ponto ó­

timo (b*.h*) = (8,669; 25,0000) após 14 iterações. Cheng, Xu et ai., 2006, encontraram 

(b*,h*) = (8,675; 25,0000) após 16 iterações elo método. Essa diferença apresentada pode ter 

ocorrido por terem sido usadas diferentes configurações e critérios de parada, cujos parâme­

tros não são encontrados na literatura. 

O mesmo problema também foi resolvido uti li zando o método ele Gradiente Descen­

dente, o qual resultou em 46 iterações no ponto ótimo (b*,h*) =(8,6704; 25,0000). Na Figura 

6.27 tem-se o gráfico de convergência do valor do índice de confiabilidade, que se estabi liza 

em 2,5 (valor limite). Na Figura 6.28 mostra-se o gráfico da convergência do valor da função 

objetivo, e na Figura 6.29 é mostrado o gráfico da convergência das variáveis de projeto (b e 

h). 
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Figura 6.28- Convergência para o valor da função objetivo. 
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Uma ilustração do gráfico do índice de confiabilidade, em função de h e b, e a função 

objetivo em função de h e b, estão mostradas na Figura 6.30. Nessa figura foi traçado um pla­

no com f3 = 2,5, na Figura 6.30 a); desta forma, é possível verificar a região onde está o pon­

to encontrado pelos algoritmos de otimização. Já na Figura 6.30 b), pode-se ver o gráfico da 

função objetivo. 

Região onde é encontrado o ponto ótimo. 

IJ 

Figura 6.30 - a) gráfico do indice de contiabilidade em função de h e b; b) gráfi.co da função 

objetivo em função de h e b. 
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Devido à relativa baixa eficiência do método Gradiente Descendente perante o método 

SQP para o caso em questão, este não será utilizado nos exemplos a seguir. 

6.2.1.2 Procedimentos de RBDO de laço duplo aplicado ao exemplo 

Seguindo a análise elo mesmo problema, o método RBDO ele laço duplo foi imple­

mentado com os métodos AG, SA, DS, PSO e o próprio SQP de forma a veri ficar o compor­

tamento dos mesmos. 

Para o AG, os parâmetros utilizados em todos os casos dessa viga estão mostrados na 

Tabela 6.15. Para o método de SA, os parâmetros utilizados estão na Tabela 6 .1 6, da mesma 

forma na Tabela 6.17, os parâmetros para o DS , e, na Tabela 6 .1 8 para o PSO. 

Tabela 6.15 - Dados ele entrada do programa de AG 

Número de indivíduos de cada população 20 

Número de gerações 50 

Elitismo 2 

Tipo de cruzamento Aleatório 

Tipo de mutação uniforme 

Fator cruzamento 0,8 

Probabilidade de mutação 1% 

Tolerância para critério de parada (FO ou indivíduos) le-06 

Tabela 6.1 6 - Dados de entrada do programa de SA 

Esquema de resfriamento Exponencial 

Temperatura inicial 1 ,O 

Fator de redução de temperatura 0,95 

Número máximo de iterações 1050 

Tolerância para convergência 1e-06 

Valor da aproximação inicial (Limite Superior+ Limite lnferior)/2 



Tabela 6. 17 -Dados de entrada do programa de DS 

Busca completa 

Número máximo avaliações da FO 

Tolerância para critério de parada (FO, indivíduos 

ou tamanho da malha) 

Sim 

1050 

le-06 
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Ponto inicial de busca (Limite Superior+ Limite Jnferior)/2 

Tamanho inicial da malha 

Tabe la 6. 18 -Dados de entrada do programa de PSO 

N° de Constante Constante Momento Máximo no de Tolerância de 

Partículas social cognitiva de massa avaliações da FO convergência 

50 1,5 1,5 0.08 1050 Je-06 

Deve-se salientar que o valor do ponto inicial de busca foi designado igualmente para 

todos os métodos, e ele equivale a (Limite Superior+ Limite lnferior)/2, inclusive para o mé­

todo AG, pois o mesmo não exige um ponto, mas, mesmo ass im, esse ponto foi inserido na 

população inicial, que convencionalmente é gerada de forma aleatória. 

Os resultados obtidos com as ot imizações estão apresentados na Tabela 6. 19. Na mes­

ma tabela também ~::stão mostradas comparações com relação à efi ciência e à qualidade de 

cada um dos métodos perante o problema em questão. 

Tabela 6.1 9 - Comparação entre os métodos utilizados 

Parâmetros AG SA SQP os PSO 

b 
8,66 8,66 8,66 8.66 8,66 

h 
25.0 25.00 25,00 25,00 25,00 

função objeti vo 
2 16,50 2 16,50 216,50 2 16.50 2 16,50 

j3 encontrado 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 

Área ótima 
2 16,50 2 16,50 216,50 2 16,50 216,50 

Avaliações função objetivo 
600 578 406 452 1050 

Avaliações FEL 
7039 7 199 4808 588 1 13078 

Qualidade 
I ,00 1.00 1,00 1,00 1,00 

Eficiência 
0,68 0,70 1,00 0,90 0,39 
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Na Tabela 6.20 está mostrada uma comparação entre o método de laço duplo utilizan­

do AG, SA, SQP, DS, PSO e o método de laço simples utilizando SQP e GD. Nessa mesma 

tabela, os resultados de outros autores utilizando técnica de RBDO com laço simples estão 

colocados. 

Tabela 6.20 - Comparação entre os métodos RBDO de laço duplo e métodos utili zando SAP 

Presente trabalho 

Laço Duplo Laço Simples Literatura 

Yi et al. Yi et a/. Kuschel e 

PMA PMA Rackwitz 

Parâmetros AG SA SQP DS PSO SQP GD bi-level SAP 

b 8,66 8,66 8,66 8,66 8,66 8,669 8,67 1 8,668 8,669 -
h 25,00 25,00 25,00 25,00 25,00 25 25 25 25 -
função ob-

jetivo 216,50 216,50 216,50 216,50 216,50 216,73 216,76 2 16,69 2 16,73 -

fJ encon-

traclo 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 e - 2,49 

Área ótima 216,50 216,50 216,50 216,50 216,50 2 16,73 2 16,76 2 16,69 2 16,73 216,7 

Avaliações 

Função ob-

jetivo 600 578 406 452 1050 44 238 154 98 -
Avaliações 

FEL 7039 7199 4808 5881 13078 44 238 154 98 -

Pelos valores apresentados na tabela acima. pode-se perceber que os métodos que uti­

lizam laços duplos necessitam de um número muito maior de avaliações da função objetivo e 

consequentemente da Função Estado Limi te. Entretanto, a robustez dos métodos implementa­

dos puderam ser comprovados com esse exemplo, quando conseguiram encontrar um ponto de 

mínimo para a função objetivo , respeitando o índice de confiabilidade estipulado em fJ ~ 2,5 . 

6.2.2 Minimização ela massa de uma treli ça de 1 O barras, com confiabi li clade de tensão e des­

locamento, comparando os métodos Laço Duplo e Laço Simples 
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Outro exemplo será analisado na Figura 6.31; é apresentada uma treliça plana sujeita a 

duas cargas que apresentam aleatoriedade. Esse modelo foi apresentado por Yi, Cheng et a/., 

2008. Esse é um caso de minimização de volume da treliça; as seções transversais das barras 

são as variáveis de projeto. As propriedades dos materiais utilizadas são o módulo de elastici­

dade igual a le7 Psi (6,895el0 Pa) e coeficiente de Poisson igual a 0,25. 

Os limites inferiores e superiores para as variáveis de projeto estão estipulados em 

0,01 poF (6,45e-8 m2) e 25 poF (1,6Ie-3 m2) , respectivamente. As· duas cargas aplicadas são 

aleatórias e independentes, seguindo uma distribuição lognormal com média 

,u = le5 lb ( 4,448e5 N) e desvio p~çlrão O'= 5e3 lb (2,224e5 N). A tensão limite do material é 

assumida como uma variável aleatória seguindo urna distribuição normal com média e desvio 

padrão de 2,5e4 Psi (J ,724e8 Pa) e 2,5e3 Psi (I ,724e7 Pa), respectivamente. 

Tanto para a vio lação do limite de tensão (tração ou compressão) como para a violação 

do deslocamento vertical de 4,5 pol (0, 1143 m), é estipulado um índice de confiabilidade limi­

te igual a 3. O comprimento L das barras é 360 pol (9,144 m). 

Também é importante ressaltar que esse problema difere do problema apresentado an­

teriormente (também por Eboli e Yaz, 2005), no número de variáveis de projeto, nas variáveis 

aleatórias, nos carregamentos e nas restrições. 

0 3 0 
0 0 

0@ L 

0 2 
X 

L L 
Pl P2 

Figura 6.31 - Treliça de 1 O barras 

Os autores Y i, Cbeng et {{I. ' 2008, apresentaram as áreas em polegadas 

[0,010;0,010;15,420; 0,010; 11,560; 7,6; 10,780; 8,2700; 10,760; 0,010] (seguindo a ordem 

das barras mostrada na Figura 6.3 1 ), como as áreas ótimas encontradas no problema de otimi­

zação, gerando um volume igual a 2764 1 poP. 
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O mesmo problema foi resolvido utilizando métodos de laço duplo com AG, SA, DS e 

PSO. Para o AG, os parâmetros utilizados em todos os casos dessa viga estão mostrados na 

Tabela 6.21 . Para o método SA, os parâmetros utilizados estão na Tabela 6.22; para o DS, na 

Tabela 6.23, e na Tabela 6.24 para o PSO. 

Tabe la 6.21 - Dados de entrada do programa de AG 

Número de indivíduos de cada população 200 

Número ele gerações 200 

Probabilidade de cruzamento I 00% 

Probabilidade de mutação l % 

Tolerância para convergência (FO ou indivíduos) le-10 

Tabela 6.22 - Dados de entrada do programa de SA 

Função para temperatura Exponencial 

Temperatura inicial 

Fator de redução ele temperatura 0,95 

Numero máximo de iterações 40200 

Tolerância para convergência le-10 

Ponto inicial para busca (Limite Superior+ Limite Inferior)/2 

Tabela 6.23 - Dados de entrada do programa de DS 

Busca completa 

Número máximo ele avaliações da FO 

Tolerância para critério de parada (FO, indivíduos ou tamanho 

ela malha) 

Ponto inicial 

Tamanho inicial da malha 

Sim 

40200 

le-10 

(Limite Superior+ 

Limite Inferior)/2 
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Tabela 6.24- Dados de entrada do programa de PSO 

N°de Constante Constante Momento Máximo no de Tolerância de 

Partícu- social cognitiva de massa avaliações da convergência 

las FO 

50 1,5 1,5 0,08 40200 Je-10 

Os·resultados obtidos com os métodos de otimização estão mostrados na tabela abaixo. 

Tabela 6.25- Resultados obtidos utilizando os métodos de otimização 

AG SA DS PSO 
Yi, Cheng et 

Parâmetros al., 2008 

função objetivo 27825,2 27 129,1 27103,9 27222 27641 

f3 deslocamento 3,0 3,0 3,0 3,0 -

f3 tensão 3,28 3,0 3,0 7,85 -

A vali ações FO 10988 9998 1787 3950 -

Avaliações FEL 517535 452923 84166 186042 -

Volume 27825,2 27 129,1 27103,9 27657,8 0,9869 

Eficiência 0, 16263 0,17874 1 ,O 0,45241 -

Qualidade 0,97408 0,99907 1,0 0,99566 0,98057 

A I (poJ2) 0,01 0,0299 0,01 0,06 0,01 

A2 (poJ2) 0,109 O, 1394 O, 1 1 0, 12 0,01 

A3 (poJ2) 14,2798 15,2372 14,2 14,85 15,42 

A4 (poJ2) 0,01 0,0228 0,01 0,61 0,01 

AS (poJ2) 10,7941 11,0902 11 ,8365 11 ,32 11 ,56 

A6 (poJ2) 7,5262 7,6842 7,6 7,71 7,6 

A 7 (poJ2) 10.6752 10,4597 10,7722 10,73 10,78 

A8 (poJ2) 7,1994 6,9304 6,8185 7.72 8,27 

A9 (poJ2) 12,636 li ,6688 11 ,76 11,29 10,76 

A I O (poJ2) 1,0003 0,0419 0,01 0,08 0,01 

Os resultados obtidos com o método DS, SA e PSO foram melhores do que os resulta­

elos apresentados por Yi , Cheng et al. , 2008, utilizando o SORA. Isso prova o que Agarwal, 
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2004, sugeriu em sua tese de doutorado, quando o mesmo comentou que os métodos baseados 

no SORA podem cair em "falsos" pontos de ótimo, ou seja, em pontos de ótimo locais. 

Também foi possível verificar que os métodos SA e OS encontraram diferentes pontos 

de mínimo, cujos limites mínimos para os índices de confiabilidade foram atingidos. Isso de­

monstra que, apesar do valor da função objetivo ser diferente, existem diferentes pontos de 

mínimos em cima das mesmas restri ções, evidenciando um problema que apresenta não linea­

ridades. e cujos métodos que usam gradientes poderiam cair em mínimos locais. 

Embora diferenças sejam percebidas no valor da função objetivo, os métodos testados 

obt!.veram valores interessantes, quando a pior qualidade fo i do AG. que obteve um valor de 

2,6% pior que o melhor resultado (obtido com o DS). Também foi possível perceber uma 

grande eficiência do OS, no que diz respeito à velocidade de convergência. 
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CAPÍTULO 7 

7. AVALIAÇÃO DOS 1\IIÉTODOS DE BUSCA GLOBAL E PROPOSTA DE UM lVIÉ­

TODO HÍBRIDO DE OTIMIZAÇÃO, APLICADO EM PRO.BLEMAS ESTRU­

TURAIS 

Neste capítulo são apresentados métodos de otimização baseados em confiabilidade de 

laço duplo. utilizando métodos de busca global de busca global em exemplos de treliças espa­

ciais. Como o objeti vo é utilizar os métodos de busca global para resolver o problema de mi­

nimização ele massa em treliças, os qua is envolvem restrição de tensão, deslocamento e fre­

quências naLUrais. exemplos de treliças são elaborados com base em parâmetros aleatórios 

retirados da própria literatura. 

É importante ressaltar que os exemplos são teóricos e baseados na literatura. e visam a se 

aproximar da realidade em termos de complexidade; entretanto, fatores como, por exemplo, a 

nambagem, que também pode gerar falhas nas barras, não foram levados em conta, mas po­

dem, seguindo a mesma metodologia, ser inseridos nos modelos de otimização em trabalhos 

futuros. 

Ressalta-se a di ficuldnde de otimização em alguns casos, dev ido ao número ele variáveis 

de projeto e comportamento não linear das restrições. Com base nesses exemplos, também é 

proposto um método híbrido de otimização, que utiliza uma combinação entre AG, PSO e 

SQP, com a finalidade de obter ganhos de tempo, sem que ocorra perda da qualidade dos re­

sultados. 

Por fim, os métodos de RBDO. testados e discutidos serão aplicados a problemas reais 

de biornecânica. nos quais procedimentos de otimização precisam levar em conta parâmetros 

aleatórios que influenciam di retamente nos resultados. Aqui se pretende mostrar a importância 

de obter otimizações confiáveis nessa área, uma vez que o resultado pode afetar diretamente a 

qualidade de viela de seres humanos. 

7.1 Método Hfbrido AG-PSO-SQP 

Para a elaboração de um método híbrido. o principal ponto de partida é combinar fato­

res positi vos de métodos de otimização, de forma que essa combinação gere resultados melho­

res do que com apenas os métodos na sua formn convencional. 
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O método híbrido proposto aqui tem por base a utili.zação dos operadores genéticos, 

como a mutação, o cruzamento e o e litismo. Além disso, 20% elos indivíduos ele cada geração, 

nas quais estes são escolhidos pela ordenação elos indivíduos, sofrem atuali zações ele posição 

com base nos momentos ele velocidade e coeficientes cognitivos elo PSO. O melhor indivíduo 

ela população vigente, é dado como ponto inicial de busca do método SQP. 

O principal objetivo da implementação elo método híbrido é acelerar a taxa de conver­

gência; dessa forma, justifica-se a utilização do método SQP. Embora a taxa. de convergência 

possa ser acelerada com o SQP, pode ocorrer perda da diversidade dos indivíduos. Por esse 

motivo, a mutação ad~ptati va foi utilizada ao invés da mutação uniforme. A intenção de utili­

zar operadores do PSO é com base na ideia de aux iliar a fuga de mínimos locais e ainda assim 

explorar regiões que apresente m maiores probabilidades de apresentar o ponto de mínimo 

global, baseando-se nos bons resultados encontrados aqui e na literatura [Hassan, Cohanim et 

a/., 2005, Bergh e Engelbrecht, 2006; Coelho, 2009]. 

População ini ­

cial aleatória de 

n 

Geração: m 

A vali ação e ordenação dos 

n indivíduos por aptidão 

.. I SQP 1 I 
2 l'-+ Atualização 
. 

(PSO) 
. dos 0.2n indiví-

duos 

>l I 
11 

t 

Operadores 

genéticos 
___. 

.. 

Figura 7.1 -Funcionamento do método Híbrido AG-PSO-SQP 

1-

A Figura 7.2 resume os principais passos seguidos pelo algoritmo aqui proposto; é im­

portante lembrar que o tipo de codificação utilizada é a real. 



1. Inicia 
Gera aleatoriamente uma população com n indivíduos. 

2. A valia a população e ordena o vetor de indivíduos. 
Avalia a função objetivo para cada um dos indivíduos, com base nos valores obtidos or­
dena os indivíduos. 

3. Ge1·ação da nova população 
3.1 Método SQP: O melhor indivíduo é dado de entrada para o método SQP, onde o 

ponto encontrado substituirá o mesmo na próxima geração. 
3.2 Método PSO: Em 20% dos n indivíduos, aplicar os operadores do PSO. 

vk+l = z[(Ô\Jk+l + c, r., (xlbeslk. - xk .) + ç2r.2(xgbesr~ - xk .) ] 
1,1 I l.j 1.1 1 1.1 

Onde c1 =c2 =1,5 e lü=0,4[1+min(cov;0 ,6)]. 

Cada um desses operadores está explicado na seção 3.2.4. 
3.3 Operadores genéticos 

3.3.1 Cruzamento Pc = 0,8 (o parâmetro está explicado na seção 3.2.1) 

"Recombinação em um ponto" 
Laço i = I até m-1 passo 2 

Se random.(O, I) < Pc então 

a=O,S 

6. = max[b;.1 (k),b;+1. , (k)]-min[b;_, (k),bí+J.• (k)] 

bi.t+l (k) = random{min[b;)k),b;+l.• (k )] -a 6., max[b;..(k),bi+J.• (k)] +a 6.} 

bi+J.t+l (k) = random{min[b;., (k),b;+l ,, (k )] - a 6., max[b;,, (k),b;+1,, (k)] +a 6.} 

Fim Se 
Fim Laço 
3.3.2 Mutação Adaptativa (este parâmetro está apresentando na seção 3.2.1 ) 

Laço i = 1 até m 

Se /; ~ f -7 Pm = O, 2 
Senão 

P 
O, 5(/; - f min) 

m = -==-.:..__-=----
(f - f min) 

Fim Se 
Laço i = 1 até m 

Se /;~f 

Pm = 0,2 
Senão 

P 
O, S(f.- f min) 

1n = 1 

Fim Se 
(f - f min) 

Se random(O, I)< Pm então 
k = random(O, 1) < (Pc)(nc) 

b;,,+1(k) = random{P,1",..(k ), ~,;,(k)} 

Fim Se 
Fim Laço Até atingir algu m critério de parada. 

Figura 7.2- Princ ipais passos utilizados pelo AG com a finalidade de maximizar. 

100 
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Para este método híbrido, -'L é o atual valor da variável de projeto j da partícula i da 

geração k do AG> v,~, é a atualização da velocidade da variável de projeto j da partícula i 

também da geração k do AG. xlbest;~1 é a melhor variável de projeto j da partícula i dos 

0.211 indivíduos selecionados. xgbesr; é a melhor variável de projeto j. encontrada em toda 

população da geração k. 

Com relação aos critérios de parada, uma possibi lidade de encerramento no· algoritmo 

é CO ill base no coeficiente de variação (cov) do va lor dos melhores indi víduos. entre um de­

terminado número de geraçõ.es. Para os problemas a seguir, foi utili zada a condição de que, 

em cinco gerações seguidas. o cov dos melhores indi víduos não se altere mais do que um 

valor determinado, usado como tolerância nesse caso. O que também eleve ser levado em con­

ta, é que o fato de ocorrem violações de alguma elas rest rições. pode fazer com o algoritmo 

apresente altos valores do coeficiente de variação. Para evitar isso, foi estabelecido o critério 

de que 30% dos indivíduos da população vigente devem estar em uma região viável e é com 

eles a análise desse critério de parada. E também um número mínimo de gerações a serem 

executadas. igual a 5. Na Figura 7.3 tem-se a propostn do critério de parada em termos de 

pseudocódigo. 

Se Geração atual ~ 5 

Se Número de Indivíduos sem Penalização ~ 0.30*(Númcro Indivíduos) 

Para geração i = Geração atuai-S até Geração 

Calcular c:ov1 

Se cov. ::; cov . r nun 

Finaliza AG -PSO-SQP 

Fim Se 

Fim Para 

Fim Se 

Figura 7.3- Procedimento do critério de parada do método AG-PSO-SQP 

Embora se utilize a mutação adaptativa. testes iniciais com mutação uni forme foram 

n.:alizados c mostraram que, quando a mutação é uniforme, pode ocorrer perda da diversidade 

da população, ocasionando convergência prematu ra na maioria dos casos. o que também é 

dito na própria lit~ratura [Srinivas e Patnaik. 1994 c Libd li e Alba, 2000]. Dessa forma, re-
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comenda-se a utilização desse tipo de operador genético, em casos de complexa solução para 

o ponto ele ótimo global. 

7. 1.1.1/mp/emenwçüo do método híbrido AG-PSO-SQP para o problema da minimizaçêio da 

massa de uma treliça com restrição ele tensão. 

Para essa primeira implementação dos métodos híbridos, foi escolh ido o exemplo a­

presentado ante ri ormente (inicialmente apresentado por Eboli e Vaz, 2005. e resolvido no 

subcapítulo 6. 1.1 dessa tese), no qual s~ pudesse aferir a implementação do método, bem co­

mo realizar pré-testes no mesmo, e cuja função objetivo apresenta um comportamento conve­

xo. Uma vez que a função objetivo apresentada seja convexa (ver capítulo 6). sabe-se que o 

método SQP é suficientemente capaz de resolver o problema. Por esse moti vo, para o método 

AG-PSO-SQP, a convergência do método terá como base a verificação do coeficiente de vari ­

ação, e o fato de aí acontecer cov ~ cov'"1" finaliza a busca do algoritmo; o número de gera­

ções em que a avaliação desse critéri o de parada realizada é três (devido ao problema ser sim­

ples e já ter solução). 

Entretanto, valores que violem a fu nção objetivo podem fazer com que o coeficiente 

de variação seja elevado; então, outra condição é inserida, e 30% ou mais dos indivíduos da 

geração devem necessariamente estar na região viável de solução. A mutação para esse sim­

ples caso foi a mutação uniforme, visando a uma solução com rápida convergência, pois é 

fácil solução. 

O ponto de parada para o AG-PSO-SQP fo i três, ou seja, com três gerações o algorit­

mo encontrou o critério de convergência, onde cov ~ covmin. Esse número deve-se ao fato de o 

SQP ser sufi cientemente capaz de resolver o problema por si, foi considerado o número mí­

nimo de gerações igual a 3. 

A Tabela 7. 1 apresenta os va lores obtidos com as otimizações para cada um elos méto­

dos utili zados. Nessa mesma tabela, é poss ível verificar que o número de avaliações da função 

objetivo foi menor com o método AG-PSO-SQP, sendo que isso pode ter oconido pelo fato 

ele o método híbrido uti lizar o método SQP como método ele busca local. 
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Tabela 7. 1 -Valores obtidos para cada um dos métodos de otimização 

Parâmetros AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Al (m2) 6,0le-04 6,0le-04 6,0 Je-04 6,0J e-04 6,0 le-04 

A2 (m2) 5,00e-04 5,00e-04 5.00e-04 5.00e-04 5,00e-04 

FO 2,84e-Ol 2,84c-0 1 2,84e-Ol 2 84e-O 1 2,84e-01 

fJ tensão 2,0 2,0 2,0 2,0 2,0 

Avaliações FO 600 664 242 850 168 

A vali ações FEL 13952 14 105 6 188 18734 3763 

Volume (m3) 5, l5e-03 5, 15e-03 5, 15e-03 5, 15e-03 5, 15e-03 

Tensão (Pa) 3,40E+08 3,40E+08 3,40E+08 3,40E+08 3,40E+08 

VIVO 0.284 0,284 0,284 0,284 0.284 
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Um gráfico com a curva de nivel e a evolução dos métodos está apresentado na 

Figura 7.4, na qual é possível perceber que todos os métodos de busca global evoluem rapi­

damente para as proximidades do ponto de mínimo global. Apesar de a convergência dos mé­

todos de busca global ser considerada lenta, é possível verificar que e a maior parte das itera­

ções utilizadas com a otimização é apenas para o refino da solução. 

-----x----=-1 -="0·~3----~C'-4urva-de-Nível---f3-rensão,-------------

N 
-< 

4.5 

4 

3.5 

3 

2.5 

2 

1.5 

1 

1.5 2 2.5 3 
Al 

~Curvas de Nível 
-AG 
- SA 
--e- DS 
- ·PSO 
- AG-PSO-SQP 

3.5 4 4.5 
-3 

X 10 

2 

1.5 

Figura 7.4- Evolução da função objetivo para cada um dos métodos utilizados 

Pela própria Figura 7 .4, também se pode verificar que a convergência dos métodos de 

otimização de busca global pode ser acelerada consideravelmente, como, por exemplo, o AG, 

que serviu como base. Para o problema em questão, o fato de apresentar uma função objetivo 

em que um método SQP é suficientemente capaz de encontrar o ponto de mínimo global, in­

dependentemente do ponto inicial , faz com que a ideia da hibridização ainda precise ser testa­

da e verificada e poucas conclusões efetivas possam ser retiradas desse exemplo. 

Para os outros dois problemas de otimização, referentes à mesma treliça (mostrados no 

Capítulo 6), em que se visou a minirnização da massa com restrição de deslocamento e com 
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restrição de deslocamento e tensão ao mesmo tempo. o método híbrido não foi aplicado, uma 

vez que o comportamento da função objetivo é simi lar ao apresentado nesta seção. 

A seguir serão apresentados casos de solução complexa, cujos métodos de busca glo­

bal e o método híbrido proposto são aplicados, e os resultados são discutidos. 

7.2 Aplicações de RBDO com métodos de busca global e método AG-PSO-SQP em treli­

ças espaciais 

Aqui, são explorados problemas com um grau de dificuldade considerado maior, isso 

devido ao maior número de variáveis, e tipos ele restri ções envolvidas em problemas da mini­

mização da massa ele treliças espaciais. 

Então, cinco diferentes treliças encontradas na literatura serão otimizadas, com o objeti­

vo de averiguar o comportamento dos métodos de otimização de busca global. Na literatura, 

essas treliças são encontradas com otimização determinística, e aqui será utilizada RBDO. As 

aleatoriedades envolvidas também são retiradas de referências bibliográficas, as quais são 

citadas em cada um dos cinco casos. 

Até o momento. não foram encontrados na li teratura problemas de otimização baseada 

em confiabilidade. objeti vando a minimjzação da massa da treliça, que envolvam restrições do 

índice ele confiabilidade de deslocamento, tensão e frequência. Dessa forma, também será 

possível explorar a solução dos métodos implementados nesta tese, para esse tipo de proble­

ma, ou seja. um nível elevado de complexidade. É importante comentar que o fato de inserir 

este tipo de restrição não tem por objetivo tornar o exemplo um problema reaL apenas tornar o 

problema um problema de complexa solução. podendo ser aplicado em problemas reais. 

Os parâmetros que configuram os métodos de busca global foram padronizados para es­

ses cinco casos, e estão apresentados a seguir. Na Tabela 7.2, tem-se os dados para o AG; na 

Tabela 7.3 para o SA; na Tabela 7.4 para o OS e na Tabela 7.5 para o PSO. 

Tabela 7.2- Dados de entrada do programa ele AO 

Número de indivíduos de cada população 50 

Número de gerações 50 

Probabilidade ele cruzamento 100% 

Probabilidade de mutação 1% 

Critério de parada (FO ou indivíduos) le-06 



Tabela 7.3 - Dados de entrada do programa de SA 

Esquema de resf:riamento Exponencial 

Temperatura inicial 1.0 

Fator de redução de temperatura O, 95 

Numero máximo de iterações 2550 

Tolerância para convergência Je-06 

Ponto inicial para busca (Limite Superior+ Limite Jnferior)/2 

Tabela 7.4 - Dados de entrada elo programa de DS 

Busca completa 

Número máximo de avaJiações da FO 

Tolerância para critério de parada (FO, indivíduos ou ta­

manho da malha) 

Ponto inicial 

Tamanho inicial da malha 

Sim 

2550 

le-06 

(Limite Superior+ 

Limite [nferior)/2 

Tabela 7.5- Dados de entrada do programa de PSO 
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N° de Constante Constante Momento Máximo no de Tolerância de 

Partículas social cognitiva de massa avaliações da FO convergência 

50 1,5 1,5 0,08 2550 le-06 

7. 2. 1 Caso 1: Treliça de 1 O barras 

Esse exemplo de uma trel iça de 1 O barras fo i apresentado como um problema ele otimi­

zação determinística, minimização da massa e restrições em termos de frequência natural por 

Grandhi e Venkayya, 1988. Outros autores [Sedaghati el al.. 2002, Wang ela/ .. 2004, Lingyun 

er a/.. 2005], com base nesse exemplo, apresentaram métodos e resultados diferentes de oti­

mização para esse mesmo problema, ressaltando as dificuldades de solução em função do nú­

mero de variáveis ( 10 variáveis de projeto). Embora a forma geométri ca seja semelhante, esse 

problema difere do problema apresentado no Capítulo 6 (in icialmente por Ebol i e Vaz, 2005), 

no número de variáveis de projeto, variáveis aleatórias, carregamentos e restrições. 
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Nesse caso, a treliça de lO barras é otimizada visando à minimização da massa, com res-

trições dos índices de confiabilidade para tensão ( fJ,r ), deslocamento ( f3.1r) e frequência nat u-

ral ( iJ1", com i = 1, 2, 3 ), estipulado com o va lor igual a três para esses parâmetros. Caso ocor-

ra violação de alguma das restrições, a função objetivo sofrerá penalizações. O problema ele 

otimização ficou ddini clo como: 

lO 

Minimize f(d)= LPLA(d ), 

sujeito a 

flre 5:. fJ, ( d) 

fl.t. 5:. f3.t ( d) 

'f31, 5.'{J1 (d) i =l,2,3 

d~.5. d 5. d u 

(7. 1) 

Os parâmetros ele projetos são as áreas das barras (d) que variam individual e indepen­

dentemente de 0.64 cm2 a 50 cm2. 

A cada nó livre é adicionada uma massa não estrutural de 454 kg, e uma força (F) igual 

a 100 kN. As propriedades físicas do material. bem como as restrições, estão listadas na 

Tabela 7.6; a treliça a ser otimizada está mostrada na Figura 7.5. 

Os carregamentos aqui utilizados apresentam coeficiente de variação de 0,0 I seguindo 

uma distribuição lognormal; a tensão considerada como limite do material apresenta covariân­

cia de O, 1 e distribuição normal. Os valores de aleatoriedade considerados aqui foram retira­

dos do trabalho apresentado por Yi , Cheng et ai .. 2008. Entretanto. os autores resolveram o 

exemplo com apenas restrição para tensão. Com relação às áreas util izadas. foi considerado o 

coeficiente de variação de 0,02, no qual sabe-se que, na prática. as áreas podem apresentar 

incertezas maiores ou menores do que esta. dependo fundamentalmente do processo de fab ri ­

cação; a di stribuição utj Ji zada foi lognormal. 

Os parâmetros utili zados para o AG estão mostrados na Tabeln 7.2; na TabeJa 7.3 os pa­

râmetros utili zados para o SA e, na Tabela 7.4, os parâmetros utilizados para o DS, e do PSO 

na Tabela 7.5. 

Por meio da Tabela 7.7. na qual estão apresentados os resul tados obtidos com as oti­

mizações, pode-se perceber que todos os métodos obtiveram valores admissíveis, e o va lor da 

função objetivo não sofreu penalizações, devido aos pontos encontrados não violarem as res­

trições dos índices de confiabili clade estabelecidos como limites. 
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Tabela 7.6- Propriedades e restrições para treliça especial ele 1 O barras 

Propriedade Valor Unidade 

E (Módulo de elasticidade) 6,98el0 N/m2 

p (Densidade do material) 2770,0 kg/m3 

Massa adicional por nó livre 454,0 kg 

Limite inferior das variáveis de projeto (área) 0,645e-4 m2 

Limite superior das variáveis de projeto (área) Se-4 m2 
.. 

Dimensão L 9,144 rn 

Limite nas 3 primeiras frequências ~ ?:. 7 , á)2 ?:.15, á)3?:. 20 Hz 

Limite de tensão 90e6 Pa 

Limite de deslocamento 1,2e-2 rn 

Restrição de índices de Confiabilidade f3r ?:. 3, /3,1 ?:. 3 e /31 ?:. 3 

1 2 I 
·-'.1 

7 
9 f() 

5 6 L 

8 

4 2 
3 4 

X 
)lo 

L L 
I 

I F F 
\ , · Mnssa adicionnda -· 

Figura 7.5- Treliça especial ele I O barras com massas adicionadas 
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Tabela 7.7- Valores dos parâmetros encontrados para com a ot imização para cada método (a 

massa apresentada não leva em conta as massas adicionadas) 

Pa râmetros AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Função ohjetivo 582.07 537,84 567.3 1 609,56 520,272 

Massa (kg) 582.07 537,84 567.31 609,56 520,272 

Índice de confiabilidade para tensão 3,14 3, 11 3,29 3,2 1 3,1 1 

lndicc de confiabilidade para desloca-

rnento 3.7 1 4,30 4,36 3,57 4,24 

Índice de contiabilidade para frequência 3,03 3,04 3,07 3 3,01 

Penalização imposta Não Não Não Não Não 

N° de avaliações da FO 2550 2550 463 900 1368 

N° de avaliações da FEL 367503 4 17633 72909 153660 233587 

Tensão encontrada (Pa) 6,84E+07 6,97E+07 6.75E+07 6,79E+07 6,97E+07 

Deslocamento encontrado (m) 1,06e-02 9,07e-03 8,94e-03 I, 10e-02 9, 13e-03 

Frcquência I (Hz) 7,13 7,27 7,16 7,19 7,21 

Frequência 2 (Hz) 17,79 18,41 18.9 17.61 18,42 

Frcquência 3 (Hz) 20,15 20, 11 20, 18 20,17 20,14 

Eficiência 0, 18 0,18 1,00 0.51 0,34 

Qualidade 0,92 1,00 0.95 0,88 1.00 

Tabela 7.8- Valor das áreas obtidas para cada um elos métodos 

Parâmetro AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

A I (m2) 3,17e-03 3,41e-03 3,5 1e-03 3.05e-03 3,19e-03 

A2 (m2) 1,68e-03 1 ,89e-03 I .3lc-03 J ,68e-03 1.87e-03 

A3 (m2) 3,35e-03 3,37e-03 3,02c-03 3.71e-03 3.17e-03 

A4 (m2) J ,02e-03 1.53e-03 2,53e-03 9.29e-04 l,Sle-03 

AS (m2) 6.90e-04 3.3le-04 5.79e-04 6,90e-04 3.98e-04 

A6 (m2) 5,52e-04 4,98e-04 5,79e-04 7,96e-04 5.49e-04 

A7 (m2) 2,25e-03 2.60e-03 2,04e-03 2,37e-03 2.49e-03 

A8 (m2) 2,53e-03 1.99e-03 2,53e-03 2,53e-03 1.86e-03 

A9 (m2) 1,9 Je-03 I ,39e-03 2,53c-03 2,03e-03 1,41e-03 

A JO (m2) 2. 17e-03 1,23e-03 5,79e-04 2,4 le-03 1.21e-03 
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Uma comparação entre o método AG que utiliza mutação uniforme e o método tu1)rido 

proposto (AG-PSO-SQP) pode ser realizada em termos da evolução do valor da função obje­

tivo pelas gerações, com a finalidade de verificar o comportamento da convergência dos dois 

algoritmos. Para isso, a evolução dos melhores indivíduos para cada geração está mostrada na 

Figura 7 .6, onde o método tu1)rido apresenta visível vantagem sobre o método AG convencio­

nal. 

Valores da Função Objetivo- AG 
610 i "Ot7 00 
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Figura 7.6 - Evolução dos melhores indivíduos para os métodos AGe AG-PSO-SQP 

7.2.1.1 Conclusão parcial 

Como ideia inicial para a solução desse problema, foram utilizados os métodos de bus­

ca global. Todos obtiveram pontos viáveis de solução. Posterior a isso, a ideia de utilizar o 

método tu1)rido era para se obterem melhoras no que diz respeito à qualidade e eficiência. 

Com relação à qualidade do resultado, o método tubrido apresentou o melhor valor. Entretan­

to, com relação à eficiência, pôde-se perceber que o método OS foi consideravelmente superi­

or, e o critério de parada do algoritmo foi atingido com praticamente a metade das avaliações 

da função objetivo do PSO, que obteve o segundo melhor desempenho nesse quesito para esse 

problema. 
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Quando comparados os métodos híbridos AG-PSO-SQP e o método AO em sua con­

cepção convencio nal , pôde-se verificar que o método híbrido apresenta os melhores valores de 

qualidade e eficiência, mostrando que as modificações realizadas no AG convencional podem 

ser aplicadas com sucesso para este tipo de problema. 

Também é importante comentar qui! os métodos AGe SA atingiram o critério de para­

da, que limita o número máximo de avaliações da função objeti vo. Podendo. com o aumento 

desse número. encontrar pontos melhores do que os apresentados nesta solução. 

7 .2.2 Caso 2 : Tre li ça de 37 barras 

Nesse exemplo. tem-se uma treli ça tipo Pratt de 37 barras. na qual ex istem massas não 

estruturais de I O kg (verticalmente para baixo) colocadas em cada união de nó da parte inferi­

or. na qual também fo ram apli cados carregame ntos de 1 kN (ver Figura 7.7). Esse problema 

foi adaptado de um exemplo da literatura [Wang, Zhang et a/., 2004; Lingyun, Mei et a!., 

2005] , de onde foram retirados valores de medidas e carregamentos. O objetivo dessa otimi­

zação é a minirni zação da massa da tre li ça. na qual ex istem restri ções no índice de confiabili­

dacle de tensão. des locamento e na primeira frequência. Será realizada uma otimização de pa­

ramétrica na treli ça . na qual os nós na parte superior (3, 5, 7 , 9, 11. 13, 15, 17 e 19) possam se 

deslocar no eixo-y, com limites que variam de 0 ,5 m até 5 m. As áreas das barras de l até 27 

também serão encontradas pelos algoritmos de otimização com limites inferiores e superiores 

ele 0,50e-4 m2 até 5,00e-4 m2, respeitando uma condição de simetria do conj unto da treliça. 

Todos os parâmetros de projeto (as áreas) foram considerados dentro de uma distribuição log­

normal com coefi ciente de variação de 0,02. Com base no trabalho de C heng, Xu et ai. , 2006, 

o módulo de elasticidade foi considerado aleató rio. seguindo uma di stribuição normal com 

média 2,1e ll Pa e coeficiente de variaç i'io de 0.05. 

As barras inferi ores têm área de seção transversal igual a 4e-3 m2 e são consideradas de­

termin ísticas, e não variáveis de projeto. Para os três parâmetros de restrição (frequências, 

tensão e deslocamento). o índice de confiabilidade ficou estipu lado em 3. Caso ocorram viola­

ções dos índices de con.fiabilidade estipulados como mínimos, a função objeti vo sofrerá pena­

lizações. As propriedades fís icas do material, bem como as restrições estão listadas na Tabela 

7.9 e. na Figura 7.7, está mostrada a treliça de 37 barras a ser otimizada. 



112 

Tabela 7.9- Propriedades e restrições para treliça especial de 37 barras 

Propriedade Valor Unidade 

E (Módulo de elasticidade) 2. 1el I Pa 

p (Densidade do material) 7800 kg/m3 

Massa adicional por nó livre lO ko ::> 

Limite nas primeiras frequências ~ ;?: 20 . m2 ;?: 40 e ~ ;?: 60 Hz 

Li mite de máxima de tensão 1,5e4 Pa 

Li mite mtíxi mo de deslocamento 5e-4 m 

Restrição de índices de confiabilidade /3,. ;?: 3, !3,, ;?: 3 e /3/ ;?: 3 

Tabela 7. J O- Valores dos parâmetros encontrados para a treliça de 37 barras com otimização 

para cada método (a massa apresentada não leva em conta as massas adicionadas) 

Parâmetros AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Função ohjctivo 430.87 426.25 393,96 425.20 388.36 

Massa (kg) 430,87 426,25 393,96 425,20 388.36 

Jndice de conliabilidade para tensão 3,1 1 3,22 8,38 7,64 8.97 

lndice de confiabilidade para deslocamento 5,03 9,02 3,9 13,88 3.19 

lndicc de contiabi lidadc para frequência 3,26 3 3 4.62 3 

Penalização imposta Não Não Não Não Não 

N° avaliações FO 1350 2550 492 840 1125 

N° avaliações FEL 642806 865070 1755 17 46 1393 492736 

Tensão t.:ncontrada (Pa) 12309,3 13389 2 162,7 5564,9 2377.7 

Deslocamento encontrado (m) 2.78c-04 2.52c-04 3.02e-04 2,42c-04 3.59c-04 

Frcquência I (Hz) 23 ,32 21 ,55 21.03 22,97 23.32 

Frcquência 2 (Hz) 47,67 43,07 44,73 46,00 47,67 

Frcquência 3 (Hz) 63 ,53 64,49 71.54 66.47 6 J .42 

Eficiência 0,36 0.19 1,00 0.59 0.44 

Qualidade 0,90 0,91 0.99 0.91 1.00 
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Figura 7.7 - Tre liça tipo Pralt de 37 barras 

Tabela 7.11 - Parâmetros ótimos encontrados com cada um dos métod~.s para a treliça de 37 

barras. 

Variável !Ponto Inicial AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Y3, Yl9(m) 1, 1998 1,90 2,64 0,75 2, 10 1,49 

Y5, Y17(m) 1,6553 2,74 2,731 1,37 2.69 2,09 

Y7, Y15(m) 1,9652 2,75 2,732 1,69 2,64 2,19 

Y9, Yl3(m) 2,0737 2,63 2,76 1,86 2,75 2,18 

Yl l (m) 2,3050 2,75 2,79 1,88 2,75 2,32 

A I , A27(m2) 2,75e-04 2,75e-04 3,73e-04 2,75e-04 2,78e-04 2, IOe-04 

A2 , A26(m2) 2,75e-04 1 ,37e-04 2,1 6e-04 2,75e-04 2,84e-04 I, 12e-04 

A3, A24(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,26e-04 2,75e-04 L,23e-04 2,13E-04 

A4, A25(m2) 2,75e-04 2,75c-04 I ,9 lc-04 2,75c-04 2,77e-04 2,23E-04 

AS, A23(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,45e-04 2,75e-04 2,07e-04 2,22E-04 

A6, A2 1(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2, 13e-04 2,75e-04 2,38e-04 2,16E-04 

A7, A22(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,5 I e-04 2,75e-04 2,75e-04 2. 18E-04 

A8, A20(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,01e-04 2,75e-04 2,89e-04 2,20E-04 

A9, Al8(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2, I le-04 2,75e-04 2,70e-04 2, 13E-04 

A 1 O , A I 9( m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,67e-04 2,75e-04 2,95e-04 2, 1 1E-04 

Ali, A17(m2) 2,75e-04 2,75e-04 2,70e-04 2,75e-04 2,41e-04 2,23E-04 

A I2,Al5(m2) 2,75e-04 2.75c-04 1.87c-04 2,75c-04 2,59e-04 2,13E-04 

A 13 , A16(m2) 2,75e-04 2,75c-04 3,65c-04 2,75e-04 2,78e-04 2, 13E-04 

AI4(m2) 2,75e-04 2,75e-04 ] ,74e-04 2,75e-04 2,63e-04 2.22E-04 

X 

A seguir tem-se o desenho da forma geométri ca para a treliça de 37 barras, com os pa­

râmetros obtidos com as otimizações utilizando cada um elos métodos. 
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Figura 7.8 - Geometrias obtidas para a treliça tipo Pratt com as otimizações 

Um gráfico mostrando a sobreposição dos modelos de treliças, obtidos utilizando cada 

um dos métodos de otimização, está na Figura 7.9, e uma comparação entre o AGe o AG­

PSO- SQP com relação à evolução do valor da função objetivo, no decorrer das gerações, está 

mostrada na Figura 7.1 O. 
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Figura 7.9 - Sobreposição das soluções encontradas com as otimizações 

Valores da Função Objetivo- AO 
30001 --.-----.----,:============il 

I 
o Melhores Indivíduos AO I 

2500 o o o o 

o 2000 
;> 

·;;; 
4) 

:.õ' 
o 1500 
o 

I<C .. 
(.)o 
c: 
;::l 
u.. 

1000 

" Melhores Indivíduos AO-PSO-SQP 

500 .. .. .. Q i i i i i i o o o o o o o o o o o o o o o 

5 lO 15 
Gerações 

20 25 30 

9 

Figura 7.10- Evolução dos melhores indivíduos para os métodos AGe AG-PSO-SQP 

7.2.2.1 Conclusão parcial 

10 

Nesse problema, apesar de existir um grande número de variáveis, todos os métodos de 

busca global foram capazes de encontrar pontos viáveis de solução, embora os métodos te-
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nham encontrado pontos diferentes. Ainda assim, pode-se afirmar que os pontos que não obti ­

veram a melhor qualidade convergiram para pontos de mínimos locais. Entretanto, isso tam­

bém não significa que o método que obteve a melhor solução tenha convergido para um ponto 

de mínimo global. 

Pode-se verificar que a melhor qualidade de resultado foi obtida com o método híbrido 

AG-PSO-SQP. Entretanto, a melhor eficiência foi encontrada novamente com o método DS, o 

qual, com um número relativamente .pequeno de avaliações, convergiu para um ponto de mí­

nimo. Esse método obteve a convergência pelo fato de o tamanho ela malha ser menor do que 

o valor esti pulado como mínimo. 

O método híbrido AG-PSO-SQP, quando comparado ao AG em sua forma convencio­

nal, apresenta um valor melhor em termos de qualidade com menos avaliações da função ob­

jetivo, ou seja, também uma melhor eficiência. Isso mostra que o método híbrido proposto 

pode obter melhores resultados do que o AG, em sua concepção convencional, para esse tipo 

de problema. 

7.2.3 Caso 3: Trel iça espacial hemisférica de 52 barras 

Nesse problema, uma treliça espacial hemisférica (estilo cúpula) é otimizacla na forma 

e nas áreas das barras, objetivando a minimização da massa com restrição do índice de confia­

bilidade de tensão, deslocamento e freq uência. Essa treliça possui 52 barras e massa adiciona­

ela em cada nó livre de 50 kg. Uma carga vertical para baixo de 1 O kN é aplicada no nó central 

mais alto. A seção transversal elas barras pode variar de 0,000 I m2 até 0,001 m2. A otimização 

ele forma é realizada levando em conta a simetria da treliça espacial, e cada nó pode variar a 

posição em ±2m de uma posição original (mostrada na Figura 7.1 1). 

Esse problema de otimização possui 13 variáveis de projeto (cinco variáveis geométri­

cas, já que existe a simetria, e oito variáveis referentes à área das seções transversais). Todos 

os parâmetros ele projeto foram considerados dentro de uma distribuição lognormal e covari­

ância de 0,02. Com base no trabalho de Cheng, Xu et al. , 2006, o módulo de elasticidade foi 

considerado aleatório, seguindo uma distribuição normal com média 2, l e ll Pa e coeficiente 

de variação de 0,05 . 

A Tabela 7.13 mostra os valores das coordenadas encontradas, bem como o valor de 

cada uma das áreas; na Tabela 7.14 têm-se os valores das variáveis encontrados utilizando 

cada um dos métodos. 
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Tabela 7.12 - Propriedades e restrições para treliça especial de 1 O barras 

Propriedade Valor Unidade 

E (Módulo de elasticidade) 2,1ell Pa 

p (Densidade do material) 2770,0 kg/mj 

Restrição das primeiras frequências ~::; 15,916 e ~ ~ 28,649 Hz 

Restrição de tensão máxima 21e5 Pa 

Restrição de deslocamento máximo l,Se-4 m 

Restrição de índices de Confiabilidade /3, ~3./)d ~3 e /31 ~3 

.-. 
!, .' iV[assa 

· • adicionada 

-U~26 

6 m 

6m 

Figura 7.11- Treliça espacial hemisférica (adaptada de Gomes, 2009) 
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Tabela 7.13 - Parâmetros ótimos encontrados com cada um elos métodos para a treliça de 57 barras. 

Parâmetros AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Função objetivo 3461542,27 2292431 , 1 745,01 7 12,33 632,82 

Massa (kg) 236,43 156,58 745,01 7 12,33 632,82 

Índice de confiabilidade para tensão 4,80 o 4,75 3,62 6,62 

Índice de confiabilidade para desloca-

mento 5,33 3,12 3,43 3,34 3,48 

lndice de confiabilidade para frequência o o 3,04 3,28 8,51 

Penalização imposta Sim Sim Não Não Não 

Aval iações FO 2050 2550 2550 2550 1588 

Aval iações FEL 115230 557769 530424 590580 338244 

Tensão encontrada (Pa) 9,24E+03 2,37E+06 1,75E+06 1,76E+06 7,99E+05 

Deslocamento encontrado (m) 4,58E-05 8,44E-05 5,43E-05 5,47E-05 5, I OE-05 

Frequência l (Hz) 18,32 4,31 10,29 9,24 6,48 

Frequência 2 (Hz) 21 ,17 12,12 28,76 28,86 1 31,83 

Eficiência - - 0,62 0,62 I 

Qualidade - - 0,85 0,89 1 

Tabela 7.14 - Valores obtidos com a otimização para cada método 

Variável No. Valor inicial AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

ZA (m) 6,000 6,32 4 ,53 6,16 6,13 6,24 

Xn(m) 2,000 0,04 0,15 1,98 1,97 1,6 

Zn (m) 5,700 6,30 5,85 3,70 3,7 4,92 

Xp(m) 2,828 3,53 3,15 2,43 2,44 3,58 

z ,.{m) 4,500 2.73 2,66 2,50 2,5 3,72 

A1(m
2
) 2,00e-04 5,45e-04 1,06e-04 l ,84e-04 1,83e-04 7,17c-04 

A2(m2
) 2,00e-04 1,62e-04 1,12e-04 3,06e-04 3,03e-04 8,29e-04 

A3(m2
) 2,00c-04 1,37e-04 l ,OOe-04 5,50e-04 6,2 le-04 4,78e-04 

A.,(m.~) 2,00e-04 6,04e-04 2,33e-04 5,50e-04 5,44e-04 5,29e-04 

As(m2) 2,00e-04 l ,55e-04 1,02e-04 5,50e-04 5,44c-04 3,16e-04 

A6(m2
) 2,00e-04 2, l 2e-04 1,00e-04 5,50e-04 5,44e-04 2,67e-04 

A7(ml) 2,00c-04 1,56c-04 I,OOe-04 4.89e-04 3,64e-04 3.91 e-04 

As(m2
) 2,00e-04 1,24e-04 I,OOe-04 5,50c-04 5,44e-04 3,47e-04 



119 

Para esse problema, com exceção do método AG-PSO-SQP, todos os demais métodos 

utilizados atingiram o critério ele parada, que é o número máximo ele avaliações ela função 

objetivo, no qual o aumento desse valor poderia fazer com que os métodos obtivessem melho­

res valores para a função objetivo. Isso também não significa que o método híbrido tenha con­

vergido para um ponto de minimo global. Com relação à otimização realizada com o método 

híbrido, pode-se verificar que o número ele gerações necessário para o AG-PSO-SQP foi 19. 

De forma que, esse número representaria um número de 950 avaliações ela função objetivo 

(contando com a população inicial). Entretanto, o algoritmo não utiliza apenas os operadores 

genéticos, nos quais as avaliações realizadas em razão dos operadores genéticos representam 

um total de 59,8% das avaliações totais realizadas; as demais avaliações foram realizadas na 

busca local, utilizando o SQP em torno dos pontos de mínimos locais. 

O gráfico da convergência está mostrado na Figura 7.1 2; na mesma figura foi dado ên­

fase às últimas gerações, devido ao fato de o método encontrar inicialmente pontos que so­

frem penalizações, ou seja, são inviáveis, tornando o gráfico de convergência pouco visível 

nas proximidades ela convergência. 
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Figura 7.12 - Gráfico de convergência para o método AG-PSO-SQP 

Na Figura 7.13, estão desenhadas as treliças obtidas com cada um dos métodos de oti­

mização, que encontraram pontos viáveis ele solução. Na Figura 7.14 tem-se a sobreposição 

das soluções obtidas. 



_, 

DS PSO AG-PSO-SQP 

Figura 7.13- Representações gráficas das treliças obtidas com os parâmetros ótimos 

encontradas pelos métodos DS, PSO e AG-PSO-SQP 

7.2.3.1 Conclusão parcial 
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Nesse caso, os métodos AG e SA não encontraram um ponto viável. Com relação ao 

método AG, isso pode ter ocorrido em função de a mutação utilizada ser uniforme; embora 

esse fator acelere a convergência, pode fazer com que se perca a diversidade como já comen­

tado. Dessa forma o método pode obter uma convergência prematura. 

Com relação ao SA, um dos fatores que pode ter levado o método a não obter um pon­

to viável, pode ter sido a dependência que o método apresenta no ponto inicial de busca. A 

escolha equivocada (neste caso, inviável) desse ponto, em conjunto com a complexidade do 

problema, pode ter feito com o que o método tenha caído em um ponto de mínimo local e não 

tenha conseguido explorar o espaço de busca para obter um ponto viável. 
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Figura 7.14 - Sobreposição das representações gráficas das treliças obtidas com os parâmetros 

ótimos encontradas pelos métodos OS, PSO e AG-PSO-SQP 

A forma como o método tuôrido encontrou pontos viáveis, utilizando atualjzações dos 

pontos com base nos conceitos de PSO, em conjunto com a mutação adaptativa, pode ser de 

grande interesse, uma vez que o método AG, em sua forma convencional, não foi capaz de 

encontrar pontos viáveis de solução, mesmo realjzando mais avaliações da função objetivo. 

O que se percebe também é que, para esse problema, todos os métodos de busca global 

chegaram no final das respectivas otimjzações, atingindo o número máximo de avaljações da 

função objetivo. O que pode significar que, se esse limite for aumentado, os métodos AG, SA, 

OS e PSO podem vir a encontrar pontos viáveis e/ou melhores. 

O método hlôrido AG-PSO-SQP, quando comparado ao AGem sua concepção con­

vencional, mostrou-se efetivo no que iliz respeito ao encontrar um ponto vjável de solução, 

mostrando que as modificações propostas ajudam a fugir de mínimos. Entretanto, o critério de 

convergência não foi satisfatório, uma vez que o método PSO apresentou uma solução com 
c~~r:la de En0enhari'3 

' I 
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melhor qualidade. Isso indica que o método hfbrido. como qualquer outro método determinís­

tico ou não determinístico pode convergir para pontos de mínimos locais, dependendo funda­

mentalmente dos aj ustes de seus parâmetros. 

É importante salientar que os resultados obtidos em cada um dos métodos dependem 

diretamente dos parâmetros utilizados nos mesmo. Também se sabe que pequenas alterações 

nesses parâmetros podem resultar em consideráveis diferenças no resultado final. 

7.2.4 Caso 4: Treliça de 25 barras 

Nesse caso, é realizada a otimização de uma treliça de 25 barras, visando à minimização 

da massa. com restrição do índice de confiabilidade para tensão, deslocamento e primeira 

frequência natural , no qual esse índice tem valor-limite mínimo igual a 3. Caso o processo de 

otimização viole a restrição a função objetivo sofrerá penalizações. As propriedades físicas do 

material, as variações para os parâmetros de projeto bem como as restrições estão li stadas na 

Tabela 7. 15. 

Tabela 7.1 5 - Propriedades e restri.ções para treliça especial de I O barras 

Propriedade VaJor Unidade 

E (Módulo de elasticjdadc) le7 Pa 

p (Densidade do materi al) 2770,0 kg/m3 

Limite inferior das vari áveis de projeto (área) 0, 1 mL 

Li mite superior das variáveis de projeto (área) 10 m2 

Restrição na primeira frequência natural ~~4 Hz 

Restrição de tensão 3000 Pa 

Restrição de deslocamento 0,01 m 

Restrição de índices de confiabilidade flr ~ 3. fJd ~ 3 e /31 ~ 3 . 

O modelo treliça uUiizado possui 25 barras, como mostrado abaixo. Relações onde as 

barrus devem ser iguais em grupos: 2 a 5, 6 a 9, 10 e 11, 12 e 13, 14 a 17, 18 a 21 e 22 a 25; 

rotalizando oi to áreas. A treliça possui fi xação na base inferior e carregamentos como de­

monstrado na Figura 7. 15, bem como o sentido dos carregamentos. Na Tabela 7.16 tem-se as 

forças (N) nos nós e nas direções em que são aplicadas. As tolerâncias de convergência são 

para função objetivo e para variáveis I Oe-6 para os métodos utilizados. O valor das áreas varia 
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de 1 até 35 m2. As áreas com distribuição lognorrnal com coeficiente de variação de 0,02. O 

módulo de elasticidade com distribuição normal e coeficiente de variação de 0,05. 

Tabela 7.16- Forças aplicadas (N) na treliça espacial de 25 barras. 

Direção 

Nó Fx Fy Fz 

1 1000 -10000 -10000 

2 o -10000 -10000 

3 500 o o 
6 600 o o 

200 
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100 80 

Figura 7.15- Treliça de 25 barras e condições de contorno 

Uma comparação dos resultados obtidos pode ser visto na Tabela 7.17. Os valores obti­

dos para as variáveis de projeto, utilizando cada um dos métodos estão mostrados na Tabela 
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7.18. Na Figura 7.1 6 tem-se o gráfico da convergência dos métodos AGe o método AG-PSO-

SQP. 

Tabela 7.17 - Valores obtidos com a otimização para cada método 

Parâmetros AG SA DS PSO AG-PSO-SQP 

Função objetivo 14964,04 12551,05 15209,19 17806,06 12551,05 

Massa (kg) 14964,04 12551 ,05 15209,19 17806,06 12551,05 

Índice de confiabilidade para 

tensão 3,03 3 3,01 3 3,01 

Índice de confiabilidade para 

deslocamento 3,26 9.58 3,00 3,30 9,58 

Índice de confiabi lidade para 

frequência 5,71 7, 1 3,86 3,61 7,11 

Penalização imposta Não Não Não Não Não 

N° A vali ação da FO 1350 2515 872 2550 1218 

No Avaliação da FEL 165762 196521 119412 359082 171217 

Tensão encontrada (Pa) 2,!948E+03 2,2031E+03 2,20!6E+03 2,2024E+03 2,2016E+03 

Deslocamento encontrado (m) 0,0084 0,0067 0,0086 0,0084 0,0067 

Frequência I (Hz) 3,34 2,09 3,41 3,62 2,09 

Eficiência 0,65 0,35 1,00 0,34 0,72 

Qualidade 0,84 1,00 0,83 0,70 1,00 

Tabela 7.18- Valores obtidos para as variáveis utilizando cada um dos métodos 

Variável No AG SA DS PSO AG-PSO-PSO 

A1 (m
2) 8,62 4,39 5,05 4,76 4,39 

A2a s (m2
) 2,73 3,26 3,05 3,36 3,26 

2 A6a 9 (m) 7,78 6,93 8,92 7,37 6,93 

A to e 11 (m') I, 11 0, 14 0, 10 3,67 O, 14 

A1 2e 13 (m2
) 4,03 3,44 1,05 6,32 3,44 

A14c 17 (m4
) 2,52 1,89 3,03 4,06 1,89 

AIS e21 (m2
) 3,19 0,5 1 3,81 5,37 0,51 

A22e2s (m2
) 8,74 9,89 8,05 7.90 9,89 
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Figura 7.16- Evolução do valor da função objetivo para os métodos AGe AG-PSO-SQP. 

7.2.4.1 Conclusão Parcial 

Para esse caso, todos os métodos encontraram pontos viáveis; entretanto, algumas con­

siderações importantes podem ser constatadas. 

A eficiência do método DS pode ser destacada novamente, pois utilizou o menor nú­

mero de avaliações de todos os métodos testados para chegar ao ponto de mínimo. 

Os métodos SA e AG-PSO-SQP encontraram o mesmo ponto; entretanto, o método 

luôrido precisou de menos da metade das avaliações que o método SA utilizou para chegar ao 

mesmo resultado. Este foi o ponto que apresentou o melhor valor para a função objetivo. Em­

bora esses métodos tenham encontrado o mesmo ponto e com melhor qualidade do que os 

demais métodos, não se garante que o ponto encontrado seja o ponto de mínimo global. Mas 

pode-se afirmar que os métodos AG, SA e PSO convergiram para pontos de mínimos locais. 

7.2.5 Caso 5: Treliça espacial de 72 barras 
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Nesse caso é analisada uma treliça especial de 72 barras com massas concentradas nos nós do 

topo da estrutura, como mostrado na Figura 7.17. Nesse projeto existem 16 variáveis relacio­

nas que são agrupadas em termos de áreas, de acordo com a 

Tabela 7.2 1. O objetivo é a minimização da massa da estrutura, na qual existem restri­

ções do índice de confiabilidade para tensão, deslocamento e da primeira e terceira frequên­

cias. 

Para todos os parâmetros utilizados como restrição, o índice de confiabilidade ficou estipula­

do com o valor 3; caso o processo de otimização viole alguma das restrições, a função obje~i­

vo sofrerá penalizações. As propriedades físicas elo material , as vari ações para os parâmetros 

de projeto. bem como as restrições estão li stadas na Tabela 7.19. As áreas das barras podem 

variar de 0,6452E-4 m2 até 30E-4 m2. Uma comparação dos resu ltados obtidos pode ser visto 

na Tabela 7.20. Os valores obtidos para as variáveis de projeto, uti lizando cada um dos méto-

dos estão mostrados na 

Tabela 7.2 1. 

As áreas com distribuição lognormal com coeficiente de variação de 0.02. O módulo de 

elasticidade com distribuição normal e coeficiente de variação de 0.05. 
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Figura 7.17- Treliça especial de 72 barras com massas adicionadas (fi gura retirada de Gomes. 

2009, mc.:d idas em metros). 
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Tabela 7.19 - Propriedades e restrições para treliça especial de 72 barras 

Propriedade Valor Unidade 

E (Módulo de elasticidade) 6,98el0 Pa 

p (Densidade do material) 2770,0 kg/m3 

Massa adicionada nos nós I , 2, 3, 4 2250,0 kg 

Limite inferior das variáveis de projeto (área) 0,6452e-4 m2 

Limite superior das variáveis de projeto (área) 30e-4 m-

Restrição em frequências ~ ::; 4, O e ú>:l ::; 6 Hz 

Restri ção de tensão 10000 Pa 

Restrição de deslocamento le-6 m 

Restrição de índices de confiabilidade /3, ?:. 3, /3,1 ?:. 3 e j31 ?:. 3 

Tabela 7.20 - Valores obtidos com a otimização para cada método 

AG-PSO-
Parâmetros AG SA DS J>SO SQP 

Função objetivo 1960,0 l 393,93 523,47 525,13 389,72 

Massa (kg) 176,90 393,93 523,47 525,13 389,72 

Índice de confiabilidade para tensão 3,159 3,53 5,189 6,13 3,557 

Índice de confiabilidadc para deslocamento 0,00 3,43 3,31 3,21 3,22 

Indice de confiabilidade para frequência 21 ,06 3.40 4,65 4,69 3,61 

Penalização imposta Sim Não Não Não Não 

Avaliações FO 1350 2550 123 1 1470 2550 

Avaliações FEL 1363472 2357073 1339628 1599710 2663527 

Tensão encontrada (Pa) 8395,39 8029,56 6556,62 6045,46 8107,77 

Deslocamento encontrado (m) I ,84e-06 8,40c-07 8,44e-07 8,48e-07 8,49e-07 

Frequência I (Hz) 2,6 1 3,67 3,56 3,55 3,65 

Frequência 3 (Hz) 3,47 4,94 4,99 5,00 4,92 

Qual idade - 0,99 0,74 0,74 1.00 

Eficiência - 0,48 1,00 0,84 0,48 
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Tabela 7.21 - Valores ótimos dos parâmetros para cada um elos métodos 

Grupo de barras AG SA os PSO AG-PSO-SQP 

1-4 3.06e-04 3,46e-04 8,23e-04 9.14e-04 3.43e-04 

5-12 3,49e-04 5.6 le-04 6. 10e-04 6.78e-04 5.55e-04 

13-16 2,06e-04 5.08e-04 1.73e-03 I ,92e-03 5,03e-04 

17-18 2.19e-04 2.13e-03 1.25e-03 1,38e-03 2.11e-03 

19-22 3, 14e-04 6.67e-04 3,46e-04 3.84e-04 6,60e-04 

23-30 3,39e-04 I ,03e-03 I ,29e-03 1,29e-03 1,02e-03 

31-3~ 1.44e-04 5.78e-04 5.9 1e-04 5.93c-04 5.72e-04 

35-36 2.24e-04 1.29e-04 1.43e-03 1.37e-03 1.28e-04 

37-40 6,92e-04 I ,30e-03 I ,65e-03 I ,64e-03 I ,28e-03 

41-48 1,73e-04 4.08e-04 2.85e-04 2.85e-04 4,04e-04 

49-52 1.52e-04 1.1 6e-04 4,03e-04 3,66e-04 I, 16e-04 

53-54 3,85e-04 2,46e-04 5, 13e-04 4,66e-04 2,44e-04 

55-58 9.49e-04 1,94e-03 I ,58e-03 1,43e-03 I ,92e-03 

59-66 2,82c-04 'k60e-04 7,82e-04 7.11e-04 4,55e-04 

67-70 3,48c-04 9,75e-04 1.32e-03 1,20e-03 9,65e-04 

71-72 I ,64e-04 1.37e-04 5.77e-04 5.25e-04 1.36e-04 

7.2.5.1 Conclusão Parcial 

Para esse caso, o método AO não encontrou um ponto viável para solução; embora o 

critério de parncla tenha sido a convergência do valor da função objetivo. o método caiu em 

um ponto de mínimo local, cuja função objeti vo sofre penalização devido a não atender às 

restrições. Isso pode ter ocorrido devido à baixa diversidade dn população g~::rada, na qual o 

mesmo não fez uma busca no espaço de soluções. de forma a encontrnr um ponto viável de 

solução, sem que haja violação de alguma das restrições. 

O método OS mais uma vez atingiu o critério do tamanho da malha, por ser menor que 

o especificado como limite; entretanto. a qualidade do resultado encontrado licou inferior aos 

métodos SA e AG-PSO-SQP. 
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Os métodos SA e AG-PSO-SQP praticamente atingiram o mesmo valor para a função 

objetivo. quando atingiu o critério de parada o número máximo de aval iações da função obje­

ti vo. Uma vez que esse número fosse aumentado. esses algoritmos poderiam continuar as bus­

cas, de forma a melhorar ainda mais a qualidade da solução. 

Conclusões sobre as aplicações de RBDO em treliças utilizando algoritmos de busca 

global estão mostradas no final dessa tese. 

7.3 Procedimentos de RBDO utilizando algoritmos de busca global e remodelamento 

ósseo em biomccânica 

Na prática, a importância de se levar em conta incertezas, nos modelos de biomecânica, 

vem sendo mostrada em alguns trabalhos, como, por exemplo, os de Zhang et ai. , 2002, que 

comentam e discutem a aleatoriedade de parâmetros envolvendo próteses. 

Outro trabalho realizado foi uma série de análises probabilísticas envolvendo o projeto 

de próteses cimentadas por Kayabasi e Ekici. 2008. no qual o foco do trabalho foi obter parâ­

metros que sirvam de informações para um modelo de Elementos Finitos. 

Dois casos de biomecânica serão mostrados neste capítulo, onde a base par análises de 

biomecânica foi adquirida durante o mestrado, informações auxiliares são encontradas em 

Corso, 2006. O primeiro deles diz respeito à otimização da posição de implantes, levando em 

conta parâmetros aleatórios mostrados por Guda et ai., 2008. No segundo caso, é realizada 

uma otimização baseada em confiabi lidade ele próteses femorais. considerando remodelamen­

to ósseo, uti li zando os parâmetros apresentados por Kayabasi e Ekici, 2008. Como metodolo­

gia de cálculo estrutural , utilizou-se o MEF. Considerações fundamentais sobre o materia] 

ósseo e o seu remodelamento, bem como análises preliminares bidimensionais, estão no A­

pêndice I e li. 

A idéia de utilizar RBDO na área de Biomccânica. não tem como principal objetivo a 

minimização da massa como nos casos das treliças, mas sim. visa-se a maximização da vida 

útil do componente ou dispositivo. 

7.3. 1 Implementação de uma rotina de RBDO utilizando algoritmos de busca global para ori­

entação ótima de um implante mandibular osseointegrado, minimizando a tensão no osso 
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A função objetivo de um problema de otimização é construída a partir dos parâmetros 

envolvidos no problema. Nesse caso em específico, os parâmetros otimizados foram os ângu­

los de colocação do implante em relação à superfície óssea, sendo a o ângulo no sentido api­

cal-cervical e 8 o ângulo no sentido mésio-distal. A inclinação do ângulo da força considera­

da é de 45° com relação ao eixo mésio-distal, nesse caso em particular. Na Figura 7.18, pode­

se ver a aplicação da força de 3 N, bem como as condições de contorno e a orientação. 

Mesial 

Areas 
engastadas 

Distai 

o.oozs o.tl)75 

z 

~· X 

Figura 7.18 - Orientações para o implante, condições de contorno e ângulos para a carga 

apHcada 

O implante simulado corresponde a um modelo comercial, comumente usado, com 6 

mm de comprimento para área de contato e 1,5 mm de diâmetro máximo. Na Figura 7.19 tem­

se o desenho do implante utilizado na análise. 
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Figura 7.19 - Implante ortodôntico utilizado 

Os limites inferiores e superiores para esses ângulos estão apresentados na 

132 

Tabela 7 .22, onde a possibilidade de variação do ângulo a é maior, devido à irregula­

ridade geométrica do osso na posição de colocação do implante. 

Tabela 7.22- Limites inferiores e superiores dos parâmetros 

Parâmetros Limite inf. (0
) Limite sup. (0

) 

a -20 20 

e -10 10 

Com relação ao objetivo do problema, é proposta a minimização do valor quadrático 

médio da deformação do osso analisado, quando o mesmo é deformado pelo carregamento 

sofrido pelo implante. A função objetivo para esse problema é designada por: 

(7.2) 

onde n é número de Elementos Finitos que discretizam o osso, VTolal é o volume total do osso 

analisado por Elementos Finitos, V1 é o volume dos i-ésimos elementos do volume total, U1 é 

a energia de deformação por elemento e U 0 é a energia de deformação do estado de referên-

cia, que, nesse caso, foi considerado zero. Essa minimização visa a posicionar o implante de 

forma que a tensão se distribua, de maneira mais uniforme possível, as tensões ao redor do 

implante. Dessa forma, a uniformidade das tensões pode fazer com que se consiga ficar o mais 
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próximo possível da região de equilíbrio. Também é importante destacar que essa expressão 

relaciona a energia de deformação absorvida, o que permite sua utilização em diversos mode­

los de crescimento de osso. O que ocorre na prática é que o modelo apresenta incertezas no 

que diz respeito a alguns parâmetros. Na Tabela 7.23, estão apresentados os parâmetros utili­

zados na otimização. As propriedades ósseas, no que diz respeito à resistência do material, 

foram utilizadas como restrição. 

Tabela 7.23- Parâmetros aleatórios utilizados na oti"mização da posição do implante 

Variável Distribuição Média Desvio padrão 

Coeficiente de fricção do titânio Normal 0,441 0,11 

Módulo de elasticidade (GPa) Normal 110,4 5,4 

Coeficiente de Poisson Normal 0,329 0,024 

Torque aplicado (N.cm) Normal 32 2,453 

Fonte: Guda, Ross et a!., 2008 

Um importante fator deve ser levado em conta em uma otimização, é a tensão limite. Se­

gundo Bozakaya, 2004, caso o osso atinja uma tensão de 170 MPa, ocorre absorção ou reab­

sorção óssea cortical. Dessa forma, o índice de confiabilidade à tensão foi considerado como 

uma restrição do problema de otimização, no qual esse valor de 170 MPa foi utilizado como 

referência na função estado limite, e o índice de confiabi lidade foi estipulado como 3. 

No presente trabalho, em testes iniciais pôde-se verificar que as maiores tensões de von­

Mises encontradas pertencem ao osso cortical ao redor do implante, sendo que os valores de 

tensões encontras não atingem a necessária. de 170 MPa, segundo Bozakaya, 2004. Entretan­

to, na prática, sabe-se que alguns implantes afrouxam e podem acabar soltando do osso com o 

passar do tempo. Por esse motivo, o posicionamento escolhido obedece à forma de se 

encontrar um ponto de mínimo, que seja o ponto onde o estado tensional, após a inserção, seja 

o mais homogêneo possível. Também sabe-se que a carga imediata resulta em tensões maio­

res, independentemente da inclinação do implante; entretanto, o osso rapidamente irá modifi­

car suas propriedades. adaptando-se ao implante inserido. 

7.3.2 RBDO apl icada ao problema da mandíbula 

Aqui , o procedimento de otimização utilizado foi o Direct Search, devido ao problema 

apresentar apenas duas variáveis de projeto, e a boa eficiência que o método demonstrou em 

análises anteriores, cujos critérios de parada são os mesmos já citados. Com o objetivo de i-
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lustrar a implementação da otimização utilizada aqui, foi elaborado um fluxograma na Figura 

7.20. 

,/ _____ IJ-1i_c_ia_ç_ã_o-r-de_p_a_râ_m_e_t_ro_s _ ___..,./ 

~ 

...---11-11 Procedimentos de otimização I 

-

~ 
Valor das variáveis: 

a e e. 

Cálculo da função objetivo 

2 
11 v. ( ) tP= L: - 1

- e. -e 
. J V I Ü 
L = . total 

Cálculo do Índice de confiabi-

I idade (/3). 

l 
Se (/3) < (/3) Limite 

Penalize função objetivo 
-----+ 

rp = rp+ penalizaçüo 

Senão rp = rp 

Fim Se 

Geração modelo 

geométrico/ Méto­

do dos Elementos 

I 

Não At~de Sim ,~---...J ~ingiu critér io~>--------~--~-~ F im 
parada? l...__ _____ 

Figura 7.20 - Fluxograma da implementação da RBDO para o problema de otimização da 

posição elo implante 
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De forma a verificar o comportamento da função objetivo, por ser um problema com 

duas variáveis, o valor da mesma foi demonstrada com alterações nos valores ângulos de co­

locação do implante; variando entre limites mínimos e máximos, é possível verificar pelo gra­

diente de cores, o valor da FO em relação às variáveis de projeto. Os ângulos encontrados com 

a otimização são a= 4, 831 o e 8 = 8, 455°. 
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Figura 7.21 - Gráfico da função objetivo com variação dos ângulos de colocação do 

implante 

Os resultados obtidos com a otimização baseada em confiabilidade estão mostrados 

abaixo; na Figura 7.22, tem-se a evolução dos ângulos ao longo das iterações do algoritmo de 

otimização; na Figura 7 .23, tem-se a evolução da função objetivo; na Figura 7 .24, o índice de 

confiabilidade e, na Figura 7.25, o gráfico de convergência da malha. O critério de convergên­

cia atingido foi o tamanho da malha ser menor do que o estipulado como limite mínimo. 
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Figura 7.24 - Evolução do valor do índice de confiabilidade ao longo das iterações 
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Figura 7.25 - Gráfico de convergência da malha 

7.3.3 Conclusões parciais 
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Uma metodologia para otimização baseada em confiabilidade, na orientação de um 

implante ortodôntico em urna mandíbula humana, foi apresentada: o MEF foi empregado co-
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mo técnica numérica para cálculo elas tensões e energia ele deformação no osso, próximo ao 

implante. 

A metodologia utilizada mostrou-se efetiva. podendo ser empregada em uma variedade 

de casos similares encontrados na prática de ortodontia, inclusive para casos nos quais a apli­

cação de carga é diferente para o mesmo implante ortodôntico. A ferramen ta de RBDO apre­

sentada permite encontrar um valor mínimo para a fu nção objetivo, respeitando o índice de 

confiabilidacle para tensão. A importância de levar em conta a confiabi liclade nesse caso pode 

ser decisiva, uma vez que parâmetros aleatórios. como o torque aplicado, o coeficiente de atri­

to do material do impla,tlle, o coeficiente de Poisson e o módulo de elasticidade são aleatórios 

(seguindo distribuição de probabilidade). 

Também é importante salientar o elevado custo computacional (tempo de processa­

mento) do modelo ele Elementos Finitos diante elo custo da otimização, sendo que 98, I% de 

todo tempo foi gasto com a solução do problema via Elementos Finitos; por esse motivo, um 

método que apresente uma lógica de convergência coerente pode ser decisivo para evitar cál­

culos desnecessários e talvez uma impossibilidade de busca global. 

Os valores mostrados para evolução do índice de confiabilidade mostram que o valor 

do índice fi cou consideravelmente maior do que o valor estipulado como limite; dessa forma, 

pode-se concluir que, em casos raros, ocorrem falhas por fratura no osso, devido às condições 

impostas, sendo as mesmas premissas que Bozakaya, 2004 comentou em lermos experimen­

tais. 

7.4 Otimização baseada em confiabilidade de próteses fcmorais utilizando remodela­

mento ósseo 

7.4. 1 Otimização baseada em confiabilidade em um modelo ósseo tridimensional 

A mclodologia de RBDO foi implementada em um modelo tridímensional ele um fê­

mur humano. Pré-cálculos com uma implementação de RBDO. em um modelo bidimensional 

foram realizados e encontram-se no Apêndice ll. O método uti lizado aqui foi o método híbri­

do AG-PSO-SQP. devido a qua lidade dos resul tados que o método apresentou em problemas 

anteriores. Na Figura 7.26 pode-se ver o desenho desse modelo. Esse modelo possui variação 

de densidade gradativa para o osso, ou seja, é um modelo heterogêneo no que diz respeito ao 
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tecido ósseo (a forma de atribuição de propriedades físicas ao modelo de EF, está no Apêndice 

TI). 

+----Prótese 

Cimemo 

+--i------ Osso 

Figura 7.26- Modelo (ilustrativo) tridimensional do fêmur 

Foram escolhidos cinco parâmetros de projeto de uma prótese femoral: a) comprimen­

to; b) largura inferior; c) largura intermedjária; d) largura superior; e) módulo de elasticidade. 

Os limites superiores e inferiores desses parâmetros de projeto estão na Tabela 7.24. Urna 

representação geométrica dos mesmos (com exceção do módulo de elasticidade) estão apre­

sentados na Figura 7.27. 

Tabela 7.24 - Apresentação dos parâmetros e faixa de variação para os mesmos 

Parâmetros A(mm) B(mm) C(mm) D(mm) E (MPa) 

Limite superior 150 10 20 25 30000 

Limite inferior 50 3 5 15 150000 
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A 

Figura 7.27 - Desenho da prótese e parâmetros de projeto utilizados como variáveis na otimi­

zação 

Aqui, será utilizado um modelo simplificado do osso; o mesmo justifica-se pelo custo 

computacional elevado do modelo de Elementos Finitos, e também pelo objetivo, que é a ape­

nas a verificação do comportamento da metodologia proposta. Dessa forma, não apresenta 

influência sobre o resultado final e sobre as conclusões de utilização da metodologia de RB­

DO nesse tipo de problema. 

7.4.1.1 Condições de contorno do modelo de Elementos Finitos 

O estado de carga a que o fêmur se encontra submetido é variável, e depende funda­

mentalmente dos movimentos realizados. É importante também salientar que, no fêmur, tam­

bém atua uma grande quantidade de ligamentos e músculos. Por essa razão, realizar uma si­

mulação levando em conta todos esses fatores é excessivamente complicado. Por isso vai se 

considerar um dos casos mais habituais e desfavoráveis ao osso, que é o momento de apoio da 

perna quando se caminha. Também irão ser considerados os efeitos dos músculos mais impor­

tantes: psoasilíaco, que atua sobre o trocanter menor: uma outra carga equivalente é realizada 

no glúteo maior, médio e menor, e, por último, a carga que se produz sobre a cabeça femoral, 

que é transmitida pela pelve por meio do acetábulo, correspondente ao peso da parte superior 
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do corpo (Verdonshot e Huiskes, 1997). Na Figura 7.28 tem-se fotos de um fêmur em desenho 

das inserções respectivamente. 

a) 

1 - Fóvea da cabeça 
2 - Trocanlc maior 
3 - Cabeça 
4 -Unha lnl&rtrocanlérlca 
5 - T rocante menot 
6- Colo 
7 -UMa peçtinea 
8 - TubérwloquadtDdo 
na cnsla onr!!l1toCan:ênca 
9 -OWise 
lO - Linha espual 
11 - Fo5Sõ IIOCanlérico 

Vistas: 
A- Frontal 

- Voslo a parlll da lace mediai 

b) 
I • AdUIQ< CUltO 
2 - Adulor m;ogno 
3 -CIUreo tnAXJmo 
4 - Clúrco môdlo 
5 -Clüleo mlnlmo 
6 - UQ.1mon10 •10fe<T101al 
7 - Obturado<exlemo 
8 - Obturado< lnlemO 
9- PecllneO 
10-Pdotme 
11 - PiiOiiS.-a....., 
12 - Ou3dtlldo lemoral 
13 • Vl .. IO I!Drmédio 
14 - Vllslo IOIOtOl 
15 - Voslo rnedtl~ 
\fista,s; 
A- Trás 
B - La1em1 
C- Superior 

Figura 7.28- a) Fotografias da extremidade superior de um fêmur esquerdo, onde A é a poste­

rior, B a vista lateral e C é a vista superior (Netter, 2000 ); b) inserções na extremidade supe­

rior de um fêmur esquerdo (Netter, 2000) 

A carga atuante sobre a cabeça femoral consiste em uma força no valor de 2460 N com 

ângulos de 23° em um plano frontal e 6° no sagital. A carga resultante que atua sobre o trocao­

ter maior é de 1700 N formando 24° no plano frontal e 15 no plano sagital. O valor correspon­

dente as cargas no psoas e iliaco é dificilmente referenciável no plano frontal e no sagital, com 

os dados disponiveis segundo Rakotomanana e Leyvraz, 1996, foi obtida a tabela com os de­

mais carregamentos utilizados, e está mostrada na mesma orientação dos eixos globais utili­

zados no modelo de EF. 

Tabela 7.25- Valores correspondentes sobre cargas atuantes sobre o fêmur, que se correspon­

de.m com o instante de apoio monopodial 

Local de aplicação Fx(N) Fy(N) Fz(N) 

1 - Cabeça femoral -1334 -256 -2054 

2- Trocanter maior 922 427 1367 

3 - Trocanter menor -171 538 -525 

Em função da dificuldade de reproduzir, na simulação, as restrições de movimento 

devido à articulação do joelho e ao volume muscular, o osso será limitado por sua parte distai, 

fixando-se aos nós na epffise inferior. Mesmo essa situação, sendo diferente da realidade, per­

mitirá comparar as distintas formas de próteses, já que o comport~yt<Q~<f8~ dis~aj 1~eta 

Biblioteca · 
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pouco o remodelamento aqui estudado, sendo que este será desconsiderado para essa região de 

aplicação da restrição. Foi realizada uma simplificação nos carregamentos, sendo estes consi­

derados estáticos no fêmur. Na Figura 7.29, tem-se uma representação dos carregamentos e os 

engastes que foram considerados. 

z 

yL, 
Figura 7.29 - Modelo tridimensional com carregamentos e restrições consideradas 

Na Figura 7 .30, tem-se uma secção do fêmur, onde se pode ver a variação gradativa da 

densidade em um corte no modelo tridimensional; pode-se ver o enfraquecimento e o enrije­

cimento ósseo em uma primeira simulação. Essa simulação foi criada com uma prótese ci­

mentada, gerada de forma aleatória, na qual se pretende verificar o comportamento do materi­

al ósseo ao longo de mil dias. Nessa mesma figura, pode-se verificar a diminuição e o aumen­

to de densidade. Deve-se lembrar que o enfraquecimento no osso é o grande causador dane­

cessidade da troca do implante. 



a) b) 

[g,/ccj 

2.0 

0 .1 

143 

Figura 7.30- Variaçãêkadual da densidade: a) distribuição inicial de densidade; b) distribui­

ção de densidade após o remodelamento ósseo 

7.4.1.2 Otimização baseada em confiabilidade de próteses femorais, visando à minimização 

de perda de massa 6ssea no modelo tridimensional 

Para a otimização da prótese, são levados em conta parâmetros aleatórios que dizem 

respeito à falha do cimento ou falha do fêmur. O limite de tensão de falha da prótese não será 

levado em conta nesta análise; isso baseia-se em simulações apresentadas por Macedo, 2007, 

nas quais foi mostrado que a tensões equivalentes encontradas na prótese ficaram 8,1 vezes 

menores do que o limite do material. Entretanto, sugere-se que, para futuras análises, isso seja 

levado em consideração. São utilizadas distribuições, média e desvio padrão, apresentadas na 

Tabela 7 .26, como entrada para o cálculo das restrições que se baseiam no índice de confiabi­

lidade. Aqui o método de otimização utilizado foi o método híbrido AG-PSO-SQP proposto 

no capítulo 7. 

Para esta otimjzação são utilizados: os índices de confiabilidade para a tensão limite de 

fadiga do fêmur ( /3.. ); índice de confiabilidade com relação à tensão cisalhamento limite do 

fêmur (/32 ); índices de confiabilidade para a tensão limite de fadiga do cimento <A); índice 

de confiabilidade com relação à tensão cisalhamento limite do cimento (/34 ), nos quais o limi­

te estabelecido ficou em 3. Os índices de confiabilidade relacionados a tensão de compressão 

(tanto para o fêmur, como para o cimento) não foram considerados uma fez que a tensão ümi-
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te é consideravelmente maior que as demais. É importante comentar que para cada uma das 

restrições. existe uma função estado limite. que apresenta valor negativo caso ocorra violação. 

Tabela 7.26- Parâmetros utilizados para o c<1lculo da FEL 

Variável Distribuição Média Desvio padrão 

Tensão limite de fadiga cimento (MPa) Lognormal 7.98 4.47 

Tensão de cisalhamento limite cimento (MPa) Normal 30 2.7 

Tensão limite compressão (MPa) Normal 81,4 2.14 

Tensão de cisalhamento limite fêmur (MPa) Normal 20 2,46 

Tensão de compressão limite fêmur (MPa) Normal 45 0,2 1 

Tensão limite de fadiga do fêmur (MPa) Lognormal J5 0.26 

Fonte: Kayabasi e Ekici, 2008. 

7.4.1.3 ResulTados encontrados com a meTodologia RBDO 

Os resultados obtidos com essa otimização estão mostrados na tabela abaixo: 

Tabela 7.27- Valores encontrados com a otimização 

Parâmetros Limite inf. Limite sup. Encontrado 

A (mm) 50 150 122,25 

B (mm) 3 lO 3,5 1 

C (mm) 5 20 12.01 

D (mm) 15 25 17,43 

E (MPa) 30000 150000 101 352,98 

Função objetivo (kg) 0.224 

Na Figura 7.31 , está mostrada a evolução do valor da fu nção objetivo no decorrer das 

iterações. dos parâmetros de projeto bem como a evolução dos índices de confiabilidadc. 
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Figura 7.31 - a) evolução do valor da função objetivo no decorrer das iterações; b) evolução 

do valor do módulo de elasticidade; c) evolução do parâmetro A (comprimento em milíme­

tros); d) evolução dos parâmetros B, C e D no decorrer das iterações (em milímetros); e) evo­

lução dos índices de coniiabilidade 
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Dessa forma, fo i possível encontrar parâmetros ótimos para a minimiznção da perda de 

massa óssea. respeitando níveis de confiabj]jclade. Pode-se perceber que os índices de confia­

bilidade /31 , /32 e /34 apresentaram-se relativamente altos, e a probabilidade de que alguma 

fal ha ocorra com base nessas restrições é bastante baixa. Já o índice de confiabiljdade /33 

apresentou-se relati vamente próximo à restrição imposta ao modelo. 

Uma análise da importância de se levar em conta os índices ele confiab ilidade pode ser 

feita calculando parâmetros ót imos com uma otimização determinística; após isso, o dlculo 

da confiabi lidade da prótese sobre essas condições de incertezas pode mostrar a importância 

de se exigir uma ot imização baseada em confiabilidade. 

7.4. 1.4 Análise de confiabilidade para uma otimizaçiio determillística na prótese 

tridimensional 

Uma análise ele confiab ilidade pode ser reali zada com uma otimização determinística. 

Essa análise ele contiabilidade visa a verificar o que ocorre t::m uma otimização determinística, 

quando existem incertezas no modelo de otimização. Dessa forma. uma otimização determi­

nística foi realizada, e os parâmetros estão comparados com os obtidos com RBDO (Tabela 

7.28). 

Tabela 7.28 - Valores encontrados com a otimização 

Parâmetros RBDO Otimização determinística 

A (mm) 122,25 101 ,97 1 

B (mm) 3,5 1 5,28 

C (mm) 14,36 12,0 1 

O (mm) 19,43 17,89 

E (MPa) 101.352,98 76.662 

/31 7,8495 7.298 

/32 7,38 14 6.5874 

/33 3,5632 2,7849 

/34 9. 1087 9.0 174 

Função objetivo (kg) 0.224 0.219 
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O valor da função objetivo apresentou uma variação relativamente pequena para 

RBDO e otimização determinística; entretanto, os valores obtidos para os índices de confiabi­

lidade podem apresentar consideráveis reduções em seu valor, o que faz com o aumento da 

probabilidade de falha seja proporcional. Isso pode ser visto no valor de /33 para o otimização 

determinística que ficou abaixo de 3, o que mostra que o fato de não levar em conta as incer­

tezas pode resultar em pontos de ótimo, no que diz respeito à redução de perda óssea, mas 

com relativa baixa confiabilidade. 

a) b) c) 

Figura 7.32 - Desenhos das próteses: a) prótese comercial; b) prótese encontrada com a otimi­

zação determinística; c) prótese encontrada com a metodologia RBDO 

7 .4.2 Conclusões parciais sobre os exemplos de biomecânicas 

Embora a aplicação de RBDO em projeto de próteses de quadril não seja encontrada 

na literatura, verificou-se a importância de se levar em conta incertezas em processos que en­

volvam próteses de quadril, fazendo com que a não utilização das incertezas gere pontos de 

ótimo, que podem apresentar uma considerável probabilidade de falha. 

Aplicando o processo no modelo tridimensional, foi possível encontrar o valor ótimo 

para o módulo de elasticidade para uma prótese comercial, bem como a geometria de uma 

prótese, para que se tenha a menor perda óssea possível. É importante ressaltar que as condi­

ções de contorno foram simplificadas. Logo, o resultado não pode ser utilizado na prática. 
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CAPÍTULO 8 

8. CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

8.1 Conclusões gerais 

O presente trabalho teve como objetivo fundamental implementar e verificar o com­

pOJtamento da metodologia RBDO com algoritmos de busca global. Para o conhecimento dos 

procedimentos atuais de RBDO também foram implementados métodos de laço único (que 

utilizam gradientes). 

O dc;senvolvimento dos algoritmos implementados nesta tese exigi ram a integração de 

quatro amplas áreas de pesquisa: programação matemática. análise estrutural. métodos de o­

timização e análise de confiabilidade; em cada uma delas esses algoritmos podem ser utiliza­

dos para pesquisa. Algumas importantes constatações podem ser feitas: 

-Com os avanços da engenharia, procedimentos de RBDO têm sido cada vez mais uti­

lizados, com a finalidade de obter pontos ótimos confiáveis para sistemas. O fato de incorpo­

rar incertezas, tanto em variáveis de projeto como em parâmetros de otimização ao procedi­

mento ele otimização determinística, faz com que o esforço computacional seja consideravel­

mente mais alto do que os procedimentos convencionais. Isso acontece porque o número de 

avaliações da função objeti vo é consideravelmente maior (principalmente em problemas onde 

o cálculo da Função Estado Limite, exija a avaliação da mesma). Por esse motivo, é de fun­

damental importância que os modelos estejam aferidos e testados antes de executar a otimiza­

ção e também se conheça bem o método que se está utilizando para otimizar. 

Entretanto, o fato de não considerar incertezas nos modelos de otimização pode levar a 

pontos ótimos não confiáveis, como foi mostrado no exemplo de aplicação da treliça de 10 

barras no capítulo 6. 

- Corn a intenção de se verificar o comportamento dos métodos de busca global, quan­

do utilizados juntamente com procedimentos de RBDO, implementações foram realizadas de 

forma que avaliações desse procedimento pudessem ser realizadas. Testes em funções não 

li neares mostraram que o método pode ser utilizado por ser eficiente perante métodos conven­

cionais de RBDO. Entretanto, o fato de não se realizar urna pré-análise elos parâmetros de 

otimização desses métodos, pode fazer com que e a convergência seja prematu ra e ocorra em 

pontos de rnínimo locais. Também pode-se verificar que esses métodos podem apresentar um 

elevado custo computacional. Isso foi mostrado quando os problemas de treliças com restri-
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ções do índice de contiabilidade para tensão, deslocamento e frequência foram resolvidos por 

diferentes métodos de busca global. 

- Para entender os conceitos e aval iar o SORA, que é o método que ao mesmo tempo 

que real iza a otimização realiza o cálculo do índice de confiabilidade, o método foi implemen­

tado utilizando o método dos gradientes descentes e o método SQP. O método SQP mostrou­

se mais interessante no que diz respeito à taxa de convergência, embora ambos tenham encon­

trado pontos de mínimos similares. 

- Uma comparação com o SORA e métodos de busca global também foi realizada. 

Uma comparação com a literatura foi realizada no exemplo da treliça de lO b<mas, e consta­

tou-se que o método pode cair em mínimos locais. Isso fo i mostrado no Capítulo 6 desta tese, 

em que a otimização gerada em um exemplo de uma treliça de I O barras. utilizando RBDO c 

métodos de busca global, apesar de exigir um custo computacional mais elevado. obteve me­

lhores resul tados do que os encontrados na literatura. Isso mostra o que Agarwal, 2004, suge­

riu em sua tese de doutorado: que esses métodos SORA, podem cai r em pontos de mínimos 

locais. Dessa forma, comprova-se que a busca utilizada no SORA pode realmente fa lhar na 

busca por pontos de mínimos globais. 

- Nos casos de RBDO, util izando algoritmos de busca global, percebeu-se que a con­

vergência da oti mização é lenta; entretanto, ap6s algumas iterações, o resultado não varia sig­

ni ficat ivamente (para problemas mais simples). o que dá a entender que poderia ser utilizado 

um método híbrido para acelerar o cálculo da otimização. Dessa forma, um método híbrido foi 

elaborado. 

-Foi elaborado um método híbr.ido de otimização global, que teve por base algoritmos 

de busca global e determinísticos já existentes (AG, PSO e SQP). A ideia do método é utilizar 

características destes métodos de forma a obter um novo método que seja eficiente e efi caz. O 

qual foi apresentado e djscutido por meio de exemplos na área estrutural. 

- O fato de o método híbrido proposto utilizar a atualização em parte dos indjvíduos 

das gerações, com base nos operadores do PSO, e também utilizar o SQP, considerando como 

entrada o melhor dos indivíduos e ajnda utilizar mutação adaptativa, visa a manter o equilíbrio 

entre acelerar a convergência e manter a diversidade dos indi víduos, para evi tar a convergên­

cia prematura. 

- Os resultados npresentados com o AG-PSO-SQP mostram que o método pode ser e­

fetivamente utilizado em problemas complexos; entretanto, deve-se ter cuidados a eleger cri-
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térios de parada para o mesmo, quando o critério escolh ido aqui mostrou que pode fazer o 

método parar sem ter atingido o rnfnimo global. 

- O método AG-PSO-SQP é de simples implementação, e mostrou-se interessante no 

que diz respeito a fugir ele mirúmos locais e ser mais rápido do que o método AG convencio­

nal. Obteve melhores resultados no quesito qualidade nos cinco casos de minimização de mas­

sa de treliças espaciais. 

-A área de biomecânica, é uma área onde existe a necessidade de que se utilize otimi­

zação baseada em confi abilidade. Isso se deve ao fato de que os parâmetros aleatórios envol­

vidos no cálculo são fundamentais para realizar a otimização. Entretanto, ainda não são en­

contrados trabalhos nos quais esse tipo de metodologia seja aplicado. Dessa forma, dois pro­

blemas práticos. nos quais artigos apresentam parâmetros aleatórios obtidos por meio de expe­

rimentos, são criados utilizando ferramentas computacionais que permitam a simulação dos 

mesmos. 

- Foi desenvolvida uma metodologia para otimização baseada em confiabilidade, para 

determinar a ótima orientação de un1 implante orlOdôntico em uma mandíbula humana, na 

qual o MEF foi empregado corno técnica numérica para cálculo das tensões e energia de de­

formação no osso, próximo ao implante. Com esse modelo. a metodologia de RBDO foi apli­

cada e resultados de otimização foram obtidos com a confiabilidade de que não será gerado 

algum tipo de dano ao osso, ao ultrapassar o li mite estipulado como limite máximo de tensão. 

-Também foi implementada uma metodologia de RBDO para o projeto ele próteses de 

quadril e um modelo ósseo tridimensional simplificado. O processo de remodelamento ósseo, 

baseado na teoria de remodelamento ósseo isotrópico de Stanfo rcl , foi implementado em ter­

mos computacionais. Assim. pôde-se concluir que a metodologia de RBDO pode ser uti lizada 

para otimizar próteses ele quadril com confiabilidade. fazendo com que sejam mais du ráveis e 

que o paciente tenha a menor perda óssea possível. Dessa forma, fazendo substituições de 

próteses levem mais tempo para ocorrer. 

- Foi poss ível mostrar que o fato de não levar em conta incertezas nos projetos ótimos 

de próteses de quadril pode resultar em projetos com probabil idades de fa lha relativamente 

mais altas. Ou seja, pode resultar em projetos ele próteses não confiáveis a nível estrutural. 

É importante lembrar que o modelo ósseo utilizado nesta tese foi simpli ficado com a fi­

nal idade de redução do custo computacional; então. não é recomendada a utilização dos parâ­

metros mostrados aqui na prática, uma vez que a análise deve ser realizada de acordo com o 

osso onde a prótese será inserida. 
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De acordo com os objetivos injciais propostos, pode-se dizer que foi possível realizar 

implementações e verificar o comportamento dos métodos de busca globaL quando utilizados 

para resolver o problema de otimização baseada em confiabi lidadc. Desta forma, a utilização 

dos mesmos é válida para esse tipo de aplicação. e podem ser aplicados a problemas que te­

nham incertezas em seus parâmetros. 

8.2 ConclusÕ(.'S específicas sobres os casos das treliças 

Em cada um dos casos anal isados foram apresentadas conclusões específicas .. dentro do 

sub-capítulo a qual pertencem. Com relação aos métodos ele busca global utilizados para re­

solver esses problemas, é importante comentar que foram testados para determinados parâme­

tros de configuração, o que não garante que esses métodos não obtenham soluções diferentes 

(melhores ou piores) cnso estes parâmetros sejam alterados. 

Por exemplo, sabe-se que alterações no tamanho de malha inicial do DS. e o momento 

de velocidade do PSO podem alterar significati vamente o resultado da otimização, etc. Tam­

bém pode ser nos fatores de temperatura e temperatura inicial do SA e os operadores genéti­

cos do AG. também como número de indi víduos e população. 

O método híbrido apresentou-se eficiente em praticamente todos os casos apresenta­

dos; também se pode comentnr que. nos problemas resolvidos. o método apresentou uma ca­

pacidade ele solução bastante interessante quando comparado com o método AGem sua forma 

convencional. Desse modo, o método pode ser aplicado a uma série de problemas similares a 

estes. 

8.3 Sugestões para trabalhos futuros 

Este é o primeiro trabalho realizado no PROMEC/UFRGS acerca do tema abordado 

nesta tese. Todo material desenvolvido até o momento servi rá de base e poderá ser utilizado 

em diversas áreas da engenharia. e também como base para essa linha de pesquisa dentro elo 

departamento. 

Portanto. pode pensar em continuidades em diversas áreas, como por exemplo: 

- otimizar sistemas onde as variáveis estão em fun ção do tempo. Logo, a análise ele 

confiabilidade deve levar em conta esse campo estocástico, diferente desta tese; 
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- implementar um algoritmo de laço único utilizando algoritmos de busca global. Da 

mesma forma que existem algoritmos de laço único que otimizam e ao mesmo tempo calcu­

lam o índice de confiabilidade (SORA), a ideia é implementar o modelo com algoritmos ele 

busca global e verificar o comport.amento, comparando-o com métodos ele laço duplo; 

- utili zar RBDO em problemas ele otimização de redes, nas quais haja algum grau ele 

incertezas; 

- realizar uma análise de prótese de quadril com o modelo ósseo com baixar simplifi­

cações, utilizando tomografias computadorizadas. Também realizar análise estatística em ca­

sos existentes, nos quais estes podem ser i mplement~.dos na metodologia desenvolvida e veri­

ficar as diferenças que ocorrem para uma calibração elo modelo; 

-criar um método de laço único que envolva algoritmos de busca global de busca glo­

bal. de forma que sejam calculados os índices de confíabilidade em conjunto com as iterações 

da otimização; 

- desenvolver um método híbrido que utilize métodos de busca global para a geração 

ele pontos de busca, associados a um método SAP de busca local. 
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APÊNDICE I 

A.I.l Considerações iniciais sobre material ósseo 

O material ósseo, por ser um tecido vivo, não pode ser considerado como qualquer outro 

material utilizado na engenharia. A diferença fundamental é que os ossos têm a sua estrutura 

microscópica em processos contínuos de mutação, sofrendo crescimento e reabsorção, que 

constituem o mecanismo mediante o qual o osso se adapta para suportar maiores esforços a 

que está submetido. Essa mutação (ou processo de remodelamento interno) ajuda a manter a 

direção das trabéculas constitutivas do osso, alinhadas com as direções principais; o externo 

consiste na deposição ou reabsorção da superfície exterior do osso, que permite recontigurar a 

seção do mesmo para minimizar as tensões, diante de um estado de carregamento predomi­

nante. 

Atualmente. o aprimoramento e a criação de modelos de remodelamento ósseo ~ um 

tema muito estudado. sendo criados na maior parte das vezes empiricamenre. Em função do 

comportamento dos ossos ser algo ext remamente complexo, ainda não se chegou a um mode­

lo definiti vo que possa ser aplicado genericamente para todos os casos. Por isso, deve-se ter 

muita cautela ao aplicar essas teorias. pois podem apresentar comportamentos que não repre­

sentam fielmente a realidade. Aqui serão utilizados os modelos de remodelamento ósseo: o 

Modelo Isotrópico de Stanford e o Modelo Isotrópico Transversal. Mais deta lhes podem ser 

encontrados em Garcia, 2002. 

A teoria desses modelos é dependente do tempo, que inclui uma condição de remodela­

mento homeostático em nível local; isso quer dizer que, para que o tecido ósseo mantenha 

suas características. necessita de um certo nível de estímulo mecânico. Caso se encontre sub­

metido a um estado tensional superior, modifica suas propriedades mecânicas. incrementando­

as. Entretanto, caso o estado tensional seja inferior, o osso diminui as suas propriedades me­

cânicas com a finalidade de retornar a esse estado novamente. O objeti vo global é conseguir 

homogeneizar o valor do estímulo mecânico local. em todos os pontos dos sólidos que for­

mam o osso, de forma que estes se encontrem em torno do mesmo valor do estímulo, segundo 

Aznar [1999]. 

Dessn forma, supõe-se que a resposta óssea local esteja relacionada diretamente com o 

efeito provocado pela carga, que faz com que não se cumpra a condição ele homeostase óssea 

ou equilíbrio do remodelamento. Essa condição se define por uma escala, que quantifica o 
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estímulo mecânico, comparado com um valor de referência. Este escalar se denomina 

habitualmente como estímulo tensional diário em nível de tecido ósseo VJ1, de modo que a 

condição homeostática poderá ser escrita como: 

(A. l) 

lf/; , é o valor de referência elo estímulo tensional, em nível ele tecido. 

Por essa razão é importante tomar cuidado ao inserir próteses ou implantes que assu­

mam a função elo osso, fazendo com o estímulo que ele receba sej a menor (ou maior) do que o·· 

valor do estímulo de referência. 

Na presente tese, não será mostrado com detalhe o procedimento de remodelamento ós­

seo, pois este já está implementado e validado em Corso, 2006, mas, sim, a preocupação será 

inserir aleatoriedade a parâmetros com base em referências na otimização do projeto e aplica­

ção de próteses e implantes. 

A.I.2 Geração do modelo ósseo tridimensional utilizando o método dos Elementos Fini­

tos 

Para a análise de RBDO na mandíbula, no que diz respeito à elaboração elo modelo de 

Elementos Finitos, foi necessário o processamento ele TC para o modelamento elos tecidos 

ósseos; dessa forma, secções retiradas elas tomografias foram passadas ao sojiware Rhinoce­

ros, onde foi realizado o modelamento do sólido. No caso da mandíbula, foi necessária a in­

tervenção manual para garantir a simplificação elas secções no que se refere aos dentes que 

apareciam na tomografia, sabendo que estes não teriam intluência em uma análise na parte 

periférica da mandíbula, como mostrado por Corso e Marczak, 2006. 

As propriedades dos tecidos ósseos foram lidas no software Matlab no formato DI­

COM (Digitallmaging and Communications in Medicine), onde foi possível verificar as den­

sidades aparentes do tecido ósseo e posteriormente passar ao modelo de Elementos Finitos 

(esse processo está explicado adiante). Podem ser observadas algumas imagens das tomogra­

fias computadorizadas e fetivamente utilizadas no presente trabalho, na Figura A.I.l. 
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Figura A.I.l -Tomografias efetivamente utilizadas no trabalho 

Uma ilustração da leitura das densidades mostradas nas tomografias computadorizadas 

está mostrada na Figura A.I.2; cada imagem da TC gera uma matriz com as densidades, desta 

forma, todas as imagens geram uma matriz tridimensional de densidades. Na Figura A.l.3 está 

mostrada a passagem dos perfis para um modelo sólido . 

• 

Figura A.I.2- Demonstrativo da leitura das densidades utilizando tomografias 

computadorizadas 

Figura A.I.3 -Geração do modelo sólido por meio dos perfis obtidos na TC 
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Nos modelos tridimensionais apresentados neste trabalho, foram utilizados elementos 

tetraédricos em função de que se adaptam mais faci lmente a geometrias complexas elo que os 

hexaéclricos. Para a utilização elas propriedades mecânicas dos ossos, em função da TC, de­

pois da malha gerada, a posição elos nós ele cada elemento (que corresponclem à posição TC) é 

armazenada. Depois disso, uma busca na matriz tridimensional das propriedades ósseas en­

contra as propriedades relativa à posição desses nós, designando por uma média dos quatro 

vértices do elemento as propriedades mecânicas do mesmo. 

A metodologia utilizada aqui engloba o Método de Elementos Finitos (MEF) para a cál­

culo das tensões, permitindo assim obter dados sobre a distribuição cle .. tensões quantificadas, 

o que possibilita a identificação de pontos críticos. Segundo Cruzeta!., 2003, esse método ele 

análise numérica, aliado à aval iação clínica, pode trazer grandes avanços no conhecimento das 

diferentes situações que ocorrem na cavidade bucal, bem como identificação de patologias. 

Aliados ao MEF, métodos de otimização permitem encontrar parâmetros ótimos para Funções 

Objetivo, os quais refletem os requisitos clínicos de cada caso. 

Mais detalhes sobre a elaboração do modelo ele Elementos Finitos, com a utilização ele 

tomografias computadorizadas, podem ser encontradas em Garcia, 2002, Buroni e Comisso, 

2004 e em Corso, 2006. Detalhes sobre o modelamento, a cliscretização, a seleção ele elemen­

tos e o refinamento da malha dos modelos, presentes neste capítulo, podem ser encontrados 

em Corso, 2006. 

A.I.3 Propriedades mecânicas dos ossos 

A exemplo elo modelo isotrópico, a obtenção das demais propriedades é por meio ela 

clensidacle aparente ( p"P) [Aznar, 1999; Buroni e Comisso, 2004]; dessa forma, é possível 

escrever as propriedades em função da clensiclacle. Na Figura A.l.4 é apresentado um resumo 

das relações elas propriedades mecânicas com referência à clensiclade aparente 



Propriedades Mecânicas 

1) Densidades ( Pa,) lidas diretamente das tomografias 

2) Módulo de elasticidade 

E, = 2065 Pa,/·09 

EP = 23 14pa"1.57 

E, = 1904pu/64 

E1, = 1157 Pa/78 

(Tecido corrical direção axial e transversal ) 

(Tecido trabecular direção axial e transversal) 

3) Coeficiente de Poisson 

vv=0,3 

v,, =0,0623Pa, 2 - 0,2827 Pap +0,5249 (Tecido trabecular e direção transversal) 

v111 =-0, 0533LPa/ +0,1843Pa/ - 0,2438p",/ +0,l72lpa, +0,1675 (Tecido corti-

ca, e direção transversal) 

4) Módulo de elasticidade Transversal 

1157p 1.78 
G = ap 

P 2(1 + v
1
,) 

(Tecido trabecular e direçc7o transversal) 

2314p l.S? 
G = ap 

" 2(1 + v,) 
(Tecido cortical e direção transversal) 

1157p 1.78 
G = ap 

' 20.85(1+v
11

) 
(Tecido trabecular e direção axial) 

G, = 3892Pa/ - 7385 Pap + 4606 (Tecido cortical e direçc/o axial) 
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Figura A.I.4 - Quadro de propriedades do material ósseo em função da dens idade aparente 

Já a implementação do remodelamento ósseo pode ser visto de forma simplificada na 

Figura A.J.5. 
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Figura A. J.5 - Fluxograma do remodelamento de Stanford modificado para isotrópica trans­

versal (aduptudo de Aznar, 1999) 

Sabe-se que uma melhor orientação para implantes ortodônticos pode fazer com que se 

evitem fraturas e até perdas de implantes por um nível de tensão elevado. [Bozakaya, 2004] 

Entretanto, o interesse por encontrar a melhor posição e o ângulo não é recente, como mostra­

do por Canay et ai. , 1996. 

Em razão disso. a metodologia RDBO foi aplicada juntamente ao método dos Elemen­

tos Finitos, para obter a melhor posição de implantes ortodônticos, visando a uma homogenei­

zação da tensão no osso na região de colocação do implante. respeitando um nível de confiabi­

lidade para tensão. 

A.I.4 Elaboração do Modelo Global e Local da Mandíbula 

Para a elaboração do modelo de Elementos Finitos. uma mandíbula de um ser humano 

foi digitalizada de onde se obtiveram as superfícies externas, gerando assim um modelo sóli­

do. Posteriormente, com a utilização de tomografias computadorizadas, e um software de lei-
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tura do formato DICOM, foram modelados os tecidos ósseos de acordo com as densidades 

aparentes nas tomografias (como descrito anteriormente). 

Na Figura A.I.6 tem-se o desenho do modelo geométrico tridimensional elaborado a 

partir das tomografias computadorizadas (como comentado anteriormente). Já na Figura A.I.7, 

é possível perceber o detalhe mostrando a posição do implante no modelo geométrico; tam­

bém é importante salientar que a região dos dentes foi simplificada de forma que pudesse re­

duzir a complexidade do modelo de Elementos Finitos, já que está a uma distância em que o 

carregamento aplicado ao implante não gera tensões e deformações. 

Região simplificada 

para a análise 

implante 

Figura A.I.6 - Modelo global da mandíbula gerada com tomografias computadorizadas 

[Corso, 2006] 

No que diz respeito à variação gradativa da densidade, que pode ser vista na tomogra­

fia computadorizada de uma região, foi utilizada para criação de um modelo heterogêneo, 

considerando a variação gradativa de densidades. Conhecendo a lei de evolução de densidade, 

é necessário determinar o valor das propriedades mecânicas em função da mesma. Desse 

modo, a hipótese de partida é de que o osso é um material isotrópico, sendo suficiente para 

determinar o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson. Nesse caso, podem-se ser 

utilizadas as expressões experimentais de Beaupré et ai., 1990 e Jacobs, 1994: 



E= {2014p
2

·
5

, se 

1763p2·5, se 

{
0,2, se 

v-
0,32 , se 

SEC IION A·A 
SCALE 2 : 1 

1-----93.:11 ------1 

p ~ 1, 2g I CC. 

p > 1,2g I CC. 

p ~ 1, 2g I CC. 

p > 1,2g l cc. 

e 
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(A.2) 

(A.3) 

Figura A.I.7- Modelo global da mandíbula com a localização do implante [Corso, 2006] 

Casos como o aqui estudado di spensam o uso de mode los numéricos globais da man­

díbula, visto que os efeitos significativos da tensão ocorrem somente na região próxima ao 

local da carga aplicada (em tomo do implante) Roychowdhury et ai., 2000. Esse fato fo i com­

provado com a análise global (com o modelo completo) preliminar, no qual foram aplicadas 

cargas em diversas direções no local de inserção do implante, verificando que todas as defor­

mações significativas ficaram concentradas muito próximas da região da carga aplicada. Nes­

sa condição de carregamento, a região dos dentes da frente foi simplificada, j á que também 

não influencia nos resultados e diminui cons ideravelmente o custo conlputacional (em torno 

de 70%, devido a irregularidades geométri cas nessa região). Dessa forma, fo i gerado um mo-
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dela local, obtido com seccionamento da mandíbula global na região de interesse para o cálcu­

lo. 

O modelo do implante foi inserido na região cortical vestibular, entre o primeiro e o se­

gundo molares inferiores do lado esquerdo, de forma a simular a tração e/ou a intrusão de um 

molar do mesmo lado. Embora tenha sido utilizada densidade variável nessa região, as consi­

derações para os tecidos utilizados, com relação à cortical e trabecular, foram de camada do 

tecido cortical 1,7 mm e do tecido trabecular 9,7 mm. Portanto, o implante ficou inserido de 

forma aproximada em 1,7 mm em osso cortical e 4,3 mm em osso trabecular (quando perpen­

dicular à face do osso; ver Figura A.I.8). 

Tecido 

trabecular 

Local de 

inserção do 

implante 

Figura A.l.8 -Modelo para análise local, representando um segmento da mandíbula na região 

de molares inferiores do lado esquerdo 
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APÊNDICE 11 

A.II.l Introdução ao projeto de próteses de quadril 

Dentro da engenharia, existem ferramentas computacionais que podem auxiliar o desen­

volvimento de projetos de implantes ósseos; nos quais as teorias de remodelamento ósseo 

(interno e externo) podem ser implementadas. A idein principal é que ns teorias de remodela­

mento ósseo sejam implementndas em modelos de simulação computacionnl e, dessn forma, 

se cons iga uma vida útil maior aos componentes. Em aspectos de próteses femorais, a ideia de 

tempo das próteses está relacionada diretamente ao menor desgaste ósseo possível elo pacien­

te. 

Dessa forma, melhora a qualidade de viela e evita que o paciente tenha que trocar segui­

damente ele próteses. Por esse motivo, julga-se necessário prever o comportamento ósseo após 

a inserção dos implantes ósseos, aux iliando no projeto elos mesmos. 

Segundo Azevedo e Hippert Jr, 2002, dados mundiais revelam que entre 1940 e 1975, 

aproximadamente, cem milhões ele implantes metálicos foram colocados em seres humanos e 

estima-se que, com os avanços tecnológicos e maior longevidade da população mundial, esses 

números sejam proporcionalmente maiores . De acordo com Lima e Barone, 2001, a colocação 

de próteses , principalmente de quadril, vem se tomando cada vez mais frequente, consideran­

do que na época ela sua pesquisa, estimou que 150 mil novas próteses de quadril são realizadas 

por ano nos Estados Unidos e 400 mil em todo o mundo. 

O que ocorre, na prática, é que a incidência de falhas de implantes cirúrgicos durante o 

uso não é rara (Azevedo e Hippert Jr, 2002), e torna-se cada vez mais necessário que os usuá­

rios do sistema de saúde, os hospitais e os profissionais da área se acautelem em relação às 

complicações que a fa lha ele um implante cirúrgico pode causar. Ainda segundo Azevedo e 

Hippert Jr, 2002, sabe-se também que as falhas podem ser desencadeadas por vários fatores: 

seleção do material , erros de projeto, produção e colocação elo implante, falhas de reparação 

do osso, ou ainda a combinação desses fatores. 

Então, um procedimento de otimização que leva em conta tais fatores, bem corno a 

aleatoriedade dos parâmetros envolvidos no processo, pode auxiliar d iretamente no aumento 

de tempo de viela elas próteses. 

As próteses de quadril , do ponto de vista estrutural, devem suportar uma carga dinâmi­

ca por vários anos; qualquer falha ocasiona graves transtornos ao paciente. Quanto à geome­

tri a, o que se busca é o formato mais próximo elo mecanismo natural de transferência ele car-
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gas. Isso se eleve porque há transferência ele carga ela região proximal para a região distai elo 

fêmur; os maiores modos ele carregamento são compressão axial e flexão. Com a prótese inse­

rida, a carga é transferida ao osso por forças cisalhantes na interface elo osso-implante [Joshi 

et a/., 2000]. 

Um ponto bastante importante que eleve ser levando em conta é o material com o qual 

prótese é construída. O projeto mecânico ele próteses femorais é algo complexo e muitos fato­

res elevem ser considerados. Geralmente são construídas ligas ele Titânio (Ti6A14V) e Cromo­

Cobalto (CoCrMo e CoNiCrMo) quando se referem a próteses não cimentadas e ele aço 

cirúrgico, em caso de próteses cimentadas. 

A.ll.2 Implementação do remodelamento ósseo 

A técnica ele remodelamento ósseo, por envolver parâmetros com comportamentos não 

lineares em função ele vários fatores, tem complexa implementação. Inicialmente, a imple­

mentação de um modelo computacional de crescimento/reabsorção foi realizada para verificar 

o comportamento ósseo, após a inserção ele uma prótese femoral; a demonstração e verifica­

ção ela implementação elas rotinas encontram-se em Corso, 2006. Outros detalhes também 

podem ser encontrados em Garcia, 2002. 

A.II.3 Modelo ósseo bidimensional 

De forma a aferir as implementações elo remodelamento ósseo, criaram-se modelos bi­

climensionais idênticos aos encontrados na literatura, visando a garantir a valiclacle da i mple­

mentação. Dessa forma, a implementação foi dividida em duas partes. Primeiramente, a im­

plementação elo modelo de remodelamento externo, ou seja, ela geometria óssea, utilizou-se o 

mesmo modelo ele Huiskes, de onde foram reproduzidas geometrias e condições de contorno 

abaixo demonstrados. 

Pôde-se perceber que o comportamento foi muito similar ao da literatura, assim aferin­

do a implementação elo remodelamento ósseo externo. 

Para o remodelamento interno, tomando como base tomografias computadorizadas, foi 

possível ver a criação ele pedestais ele massa óssea na base e o enfraquecimento ósseo no pes­

coço elo fêmur. Assim foi possível realizar a validação da implementação. 
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A exemplo do modelo isotrópico, a obtenção das demais propriedades é por meio da 

densidade aparente. 

A.II.4 Implementação do procedimento de remodelamento ósseo em um modelo bidi­

mensional 

O modelo bidimensional para análise do comportamento ósseo é similar ao utili zado 

por Huiskes em umas de suas análises. O modelo tem a sua forma mostrada na figura a se­

guir, onde foi implementado o remodelamento ósseo interno. Segundo Aznar, 1999, o 

remodelamento ósseo interno tem uma relevante maior do que o remodelado externo no 

quesito de perda óssea. Os valores que caracterizam esse modelo estão representados na 

Tabela A.II.l. Para o osso, foi utilizada uma variação gradativa na densidade, oscilando de 

0,1 até 2 g/cc. 

Tabela A.ll.l - Propriedades efetivas utilizadas no modelo comparativo 

Momento Fletor (M) (Nm) 1000 

Módulo de elasticidade do cimento (MPa) 2e3 

Módulo de elasticidade da prótese (MPa) 2e5 

Coeficiente de Poisson ele ambos os materiais 0,3 

Foram utilizados fatores elo remodelamento similares aos utilizados por Aznar, 1999, 

partindo de dados experimentais. São eles: 

lf/. =50 MPa/dia (estímulo de referência), 

m=4, 

c= 0.02 (um/dia) (MPa/dia) (velocidade constante), 

w = 1 O % (metade largura da zona morta), 

~t = I dia e 

k = l. 

(A.4) 
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Figura A.ll.l -Modelo h i dimensional com condições de contorno e densidade gradativa 

(glcc) inicial. 

Para esse modelo, a teoria de remodelamento ósseo foi implementada, e realizadas si­

mulações de mil dias. O resultado está apresentado na Figura A.ll.2, e é importante salientar 

que a tensão gerada em razão do engaste foi desconsiderada para não interferir e gerar falsos 

resultados, já que se sabe que, em um osso real, esse tipo condição de contorno não existe. 

Inicial Final 

Enfraquecimento 
ósseo 

Enrijecimento 
ósseo (pedestal) 

Figura A.ll.2 - Demonstração da criação do pedestal e do enfraquecimento ósseo 
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A.II.S Otimização baseada em confiabilidade em um modelo bidimensional 

Após a verificação da implementação, e antes de partir para o modelo tridimensional 

(que apresenta um custo computacional elevado), optou-se por utilizar o modelo bidimensio­

nal para RBDO apenas para analisar o comportamento da metodologia em um problema como 

esse, pois sabe-s~ que é apenas teórico. Para esse caso, a função objetivo a ser minimizada 

será a soma de dois termos: 

- remodelamento ósseo interno, referente à massa óssea, na qual é realizada uma 

avaliação da perda ós~ea pela simulação de um determinado número de dias; 

- remodelamento ósseo externo, referente à diminuição de geometria próxima à parte 

superior do osso, em que a prótese foi implantada, no mesmo número de dias. O primeiro ter­

mo cons iderado é definido por: 

(A.5) 

onde V; e P; são respectivamente volume dos n. Elementos Finitos, que discretizam o osso 

após a simulação da inserção da prótese pelo determinado número ele dias (ou seja, com a pró­

tese sofrendo os carregamentos que antes eram somente osso); V0 e p0 são respectivamente o 

volume e a densidade do osso, logo após a inserção da prótese. 

O segundo termo considerado é em relação ao remodelamento ósseo externo, e é defi­

nido por: 

J 11 -2 

<P2 =- L V; wi> 
n i=J 

(A.6) 

Onde v; representa a distância entre os nós da malha de Elementos Finitos do osso ini-

cial, com os nós da malha de Elementos Finitos do osso, após a simulação do remodelamento 

ósseo. O termo w; é o peso de ponderamento, em função da distância com a parte superior da 

região, onde o osso foi cortado para .inserção ela prótese. a qual se sabe que pode ser crítica 

para perda óssea, e é dado da seguinte forma : 
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) ' - )' 
\ I' = i . rnin 

I ' 

(A.7) 

) 'n\.'l.'< - )'min 

Y; é a coordenada do i-ésino nó da malha de Elementos Finitos que mapeiam o con-

torno do osso. 

Então, a função objeti vo fica estabelecida como: 

(A.8) 

O primeiro temo da função objetivo recebe sinal negativo, pois, como o objet ivo é a 

minimização, quanto maior for esse termo (sem o sinal negativo), menor será a perda óssea. Já 

o segundo termo recebe o valor positivo, pois o que se pretende é que a geometria do osso se 

altere o menos possível. 

Entretanto, o que se percebe são grandezas diferentes na função objetivo; para resolver 

esse problema, são aplicados termos de adimensional ização da função. 

Então. para a adimensionalização, buscou-se um fator que pudesse servir de referência. 

Foram encontrados valores para os termos da função objeti vo com os parâmetros na metade 

do intervalo. ou seja; (Limite Superior+ Limite Tn ferior)/2. Esses parâmetros foram chamados 

dê <1>,,11 e <J)rc/2 . A função objetivo ficou: 

· (]) I <f>2 
cf> = ---+ --=--

T * <f> cf> 
ref i ref2 

(A.9) 

Para esse caso. estabeleceram-se quatro parâmetros de projeto do modelo apresentado 

por Huiske. São eles: 

- (a) largura inferior; 

- (b) largura superior; 

- (c) comprimento; 

- (d) módulo de elasticidade. 

O intervalo ele variação para os parâmetros utilizados na otimização estão apresentados 

na Tabela A. ll.2. 
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Tabela A.ll.2- Intervalo de variação dos parâmetros a serem otirnizados 

Parâmetros a (mm) b (mm) c (mm) d (MPa) 

Limite inferior 3 lO 50 30000 

Limite superior 3 lO 200 150000 

As incertezas envolvidas no processo estão apresentadas ~m Kayabasi e Ekici , 2008, 

quando são citados parâmetros que influenciam di reta mente na viela útil da prótese, e a função 

estado li mite estabelecida aqui se dará pela falha indi vidual ele algum dos termos mostrados 

na Tabela A.ll.3. Para essa otimização, são utilizados: os índices de co.nfiabi lidaele para a ten­

são li mite ele fadiga do fêmur (/3
1 
); índice de confi abilidade com relação à tensão cisalhamen-

lo limite do fêmur (/32 ); índices de confiabilidade para a tensão limite de fadiga do cimento 

(/33 ); índic~ de confiabilidade com relação à tensão cisalham~nto limite do cimento (/J.t). O 

limite estabelecido ficou em 3. 

Tabela A. I1.3 - Parâmetros util izados para o cálculo da FEL 

Variável Distribuição Média Desvio padr ão 

Tensão limite ele fadiga cimento (MPa) Lognormal 7.98 4,47 

Tensão de cisalhamento limite cimento (MPa) Normal 30 2,7 

Tensão limite compressão cimento (MPa) Normal 81,4 2,14 

Tensão de cisalhamento limite fêmur (MPa) Normal 20 2,46 

Tensão cJe compressão limite fêmur (MPa) Normal 45 0,21 

Tensão limite de fadiga do fêmur (MPa) Log110rmal 15 0,26 

Fonte: Kayabasi e Ekici. 2008. 

Devido ao limite de compressão ser comparativamente mais alto do que o limite de 

fadiga, não será considerado neste cálculo. O número de dias em que o cálculo do remodela­

mento ósseo foi analisado foi de 50 dias. período que pode ser facilmente redefinido. 

A.IJ.6 Resultados e Discussões sobre aplicação de RBDO em prótese bidimensional 

Na Figura A.II.3 tem-se o fluxograma da implementação do modelo ele otimização. 

Nesse fluxograma é possível perceber que o remodelamento ósseo está resumido. Para essa 

otimização, como mencionado anteriormente, são calculados quatro índices de confiabi lidacle 
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(/3,,/32 ,/33 e fJ.J, nos quais o fato de não atingir o valor estipulado corno limite minimo gera 

penalidades que são somadas à função objetivo. 

,/ _____ In_i_c_ia_ç_ã_o_d,...e_p_a_r_âJ_n_e_tr_o_s _ __,/ 

~ 

r-----~'~ Procedimentos de otimização I 
~ 

Valor das variáveis de projeto 

Cálculo da função objetivo 

<1> <l> 
<l> =---~-+ 2 

T * <l> <l> 
ref i ref2 

-

Cálculo dos índices de confi-

Se C/3;) < CA) Limite, i=l...4. 

Penalize função objetivo 
--+ 

Não 

cf>T * = cbT * + pena/izaçâo 

Senão 

cf>T * =cf>T * 

F im Se 

Atingiu algum cri-

tério de oarada? 

I) Geração do modelo 

geométrico 

2) Remodelamento 

ósseo de Stanford 

I Análise por MEF. 

I 

Sim r '>--------+--~Fim 
l 

Figura A.II.3: Fluxograma da implementação de RBDO no modelo bidimensional, conside­

rando remodelamento ósseo 
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A evolução dos parâmetros ao longo da otimização podem ser vistos na Figura A.II.4. 
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Figura A.II.4- a) evolução do comprimento ao longo das iterações; b) evolução do módulo 

de elasticidade ao longo das iterações; c) evolução das larguras superior e inferior ao longo 

das iterações; d) evolução do valor da função objetivo ao longo das iterações; e) evolução do 

valor da função objetivo ao longo das iterações; f) gráfico de convergência da malha. 

A partir dos re.sultados, pode-se verificar que a metodologia RBDO implementada no 

modelo bidimensional mostrou-se eficiente ao encontrar um ponto de mínimo que não violas­

se a restrição imposta para os índices de confiabilidades (/3.., /32 , /33 e /34 ) • Para esta otimização 
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são utilizados: os índices de confiabiliclade para a tensão limite ele fadiga do fêmur ( /31 ); índi­

ce de confiabilidacle com relação à tensão cisalhamento I imite elo fêmur ( /32 ); índices ele con­

fiabiliclade para a tensão limite de fadiga do cimento ( /33 ) ; índice de confiabi lidade com rela­

ção à tensão cisalhamento limite do cimento ( /34 ), nos quais o limite estabelecido ficou em 3. 

Os índices ele confiabilidade relacionados à tensão ele compressão (tanto para o fêmur. como 

para o cimento) não foram considerados uma fez que a tensão limite é consideravelmente 

maior que as demais. 

Também é importante comentar que o método chegou até o limite da restrição para o 

índice de confiabilidade para fadiga elo cimento, e o encerramento do algoritmo foi dado pelo 

limite máximo de avaliações da função objetivo. 


