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RESUMO 

 

Esta dissertação apresenta um método adaptado do estudo de repetitividade e 
reprodutibilidade para analisar a capacidade e o desempenho de sistemas de medição, no 
contexto da análise de dados funcionais. Dado funcional é a variável de resposta dada por 
uma coleção de dados que formam um perfil ou uma curva. O método adaptado contribui para 
o avanço do estado da arte sobre a análise de sistemas de medição. O método proposto é uma 
alternativa ao uso de métodos tradicionais de análise, que usados de forma equivocada, podem 
deteriorar a qualidade dos produtos monitorados através de variáveis de resposta funcionais. 
O método proposto envolve a adaptação de testes de hipótese e da análise de variância de um 
e dois fatores usados em comparações de populações, na avaliação de sistemas de medições. 
A proposta de adaptação foi baseada na utilização de distâncias entre curvas. Foi usada a 
Distância de Hausdorff como uma medida de proximidade entre as curvas. A adaptação 
proposta à análise de variância foi composta de três abordagens. Os métodos adaptados foram 
aplicados a um estudo simulado de repetitividade e reprodutibilidade. O estudo foi estruturado 
para analisar cenários em que o sistema de medição foi aprovado e reprovado. O método 
proposto foi denominado de ANOVA das Distâncias.  

 

 Palavras chaves: Análise de dados funcionais – sistemas de medição – estudos de R&R – 
ANOVA – ANOVA funcional. 
  



 
 

ABSTRACT 

 

This work presents a method to analyze a measurement system's performance in a functional 
data analysis context, based on repeatability and reproducibility studies. Functional data are a 
collection of data points organized as a profile or curve. The proposed method contributes to 
the state of the art on measurement system analysis. The method is an alternative to traditional 
methods often used mistakenly, leading to deterioration in the quality of products monitored 
through functional responses. In the proposed method we adapt hypothesis tests and one-way 
and two-way ANOVA to be used in measurement system analysis. The method is grounded 
on the use of distances between curves. For that matter the Hausdorff distance was chosen as 
a measure of proximity between curves. Three ANOVA approaches were proposed and 
applied in a simulated repeatability and reproducibility study. The study was structured to 
analyze scenarios in which the measurement system was approved or rejected. The proposed 
method was named ANOVA of the distances. 
 
Key words: functional data analysis - measurement systems - R & R studies - ANOVA - 
functional ANOVA.  
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1. I�TRODUÇÃO 

 

1.1 COME�TÁRIOS I�ICIAIS 

 

O alto padrão tecnológico da manufatura gerou a necessidade de coletar e analisar os 

dados obtidos nos processos fabris. A informatização dos sistemas produtivos estendeu as 

fontes de informações existentes aos níveis mais detalhados dos processos. A fabricação de 

produtos com características especiais de uso e consumo pode ser monitorada através de 

dispositivos e aparatos de monitoramento e aquisição de dados. Sensores óticos e 

infravermelhos, Analisadores de Espectro, Sistemas de Visão, Raios-X, Medidores de Força, 

Pressão, Comprimento e Temperatura foram conectados a programas de computador. 

Essa conexão de dispositivos transforma, rapidamente, os fatos do processo em 

dados. Os dados mostram os processos como um agregado de variações. A compreensão do 

significado das variações possibilita a obtenção de valiosa informação a respeito de um 

processo (DEMING, 1990). A tarefa do engenheiro da qualidade é definir como utilizar essa 

informação.  Esse conhecimento deve garantir a eficiência do processo de fabricação e 

assegurar a satisfação das necessidades dos clientes. 

A Engenharia da Qualidade (EQ) disseminou o uso de técnicas e ferramentas para a 

qualidade. Tais métodos devem ser empregados para prevenir e reduzir as perdas provocadas 

pelas variações dos processos industriais. Ferramentas da qualidade dão suporte ao processo 

decisório no projeto e desenvolvimento do produto. São essenciais na preparação e realização 

do processo de fabricação dos produtos. As ferramentas da qualidade fornecem valiosas 

contribuições para a avaliação do desempenho no uso dos produtos (JURAN e GRYNA JR, 

1986). 

O avanço dos sistemas computacionais facilitou o trabalho dos especialistas da 

qualidade. Métodos de análise, ferramentas da qualidade e técnicas estatísticas foram 

desenvolvidos para o tratamento desses dados. Associado a crescente oferta de dados, ocorre 

o aumento do interesse pelos métodos quantitativos de análise. Entre os mais importantes 

destacam-se os Testes de Hipóteses, Testes de Aderência, Análise de Variância (ANOVA – 

Analysis of Variance), Tabelas de Contingência, Estudos de Correlação entre Variáveis, 

Projeto de Experimentos (DOE – Design of Experiments) e Análise de Sistemas de Medição 

(MSA – Measurement System Analysis). Essas ferramentas tornaram-se essenciais para o 

gerenciamento dos processos de fabricação. 
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Três ferramentas da EQ são de interesse nessa dissertação: MSA, DOE e ANOVA. 

As ferramentas MSA e DOE são destinadas a planejar e executar a coleta de dados. A 

ANOVA é destinada à análise das duas primeiras. 

O projeto de experimentos é um dos métodos mais usado na otimização de processos 

e produtos industrializados. Na fase de projeto e desenvolvimento, essa ferramenta pode ser 

aplicada para a definição de matérias-primas, características de ajuste, forma ou 

funcionamento dos produtos. O DOE é amplamente usado para a determinação de parâmetros 

de processos. Esse método serve, ainda, para auxiliar na definição da causa-raiz de um 

problema de fabricação ou falha em cliente. 

A Figura 1 apresenta um modelo genérico de um processo ou sistema. O processo 

pode ser visto como um conjunto de diferentes elementos. Esse conjunto é formado por 

métodos, máquinas, pessoas e sistemas de medição. A ação conjunta desses fatores transforma 

entradas de insumos e materiais em produtos de saídas. As saídas podem ser representadas por 

uma ou mais variáveis de resposta (MONTGOMERY, 2001). As variáveis de resposta 

fornecem um indicativo do desempenho do processo ou sistema. 

 

 

Figura 1 Representação genérica de um processo ou sistema 

  

Os experimentos são ensaios para os quais se alteram as variáveis de entrada do 

processo. Essas variáveis são denominadas de fatores. A mudança de um fator pode levar a 

alteração nas variáveis de respostas. Caso isso ocorra, é possível observar e identificar as 

causas para as mudanças. O projeto de experimentos diminui a ambigüidade causada pela 

incerteza da origem das variações (MONTGOMERY, 2001). 

 
PROCESSO 

Entrada Saída 

Métodos Máquinas Pessoas 

Meio ambiente Sistema de medição 



 

O engenheiro da qualidade deve seguir três passos para planejar os experimentos. O 

primeiro é definir quais variáveis de respostas são importantes. Diferentes tipos de respostas 

podem ser observadas em experimentos. Em geral, as respostas representam aspectos de 

qualidade, produtividade, funcionalidade e custo. 

devem ser investigados. Esses fatores devem ser passíveis de controle. Os fatores sem efeitos 

significativos sobre a resposta devem ser desprezados. 

qual é o arranjo mais apropriado de ensaios para executar o projeto de experimentos.

A MSA é uma ferramenta usada para avaliar a qualidade dos dados gerados por um 

sistema de medição (SM). A qualidade dos dados é definida pelas propriedade

dos valores medidos pelo SM. As propriedades estatísticas mais comuns são as medidas de 

tendência e variância. A tendência refere

referência. A variabilidade se refere a dispersão dos dados (AIAG, 2002).

A Figura 2 ilustra os conceitos de tendência e 

representa o valor verdadeiro fornecido por um padrão conhecido. Os 

representam os valores medidos pelo SM.

dos valores medidos em relação ao valor de referência.

sistemático. A variabilidade indica o nível do erro aleatório. A qualidade dos dados é definida 

como alta quando os valores medidos estiverem próximos do valor de referência.

 

Figura 2 

 

a qualidade deve seguir três passos para planejar os experimentos. O 

é definir quais variáveis de respostas são importantes. Diferentes tipos de respostas 

podem ser observadas em experimentos. Em geral, as respostas representam aspectos de 

de, produtividade, funcionalidade e custo. O segundo passo é identificar quais fatores 

devem ser investigados. Esses fatores devem ser passíveis de controle. Os fatores sem efeitos 

significativos sobre a resposta devem ser desprezados. Por fim, o especiali

qual é o arranjo mais apropriado de ensaios para executar o projeto de experimentos.

A MSA é uma ferramenta usada para avaliar a qualidade dos dados gerados por um 

A qualidade dos dados é definida pelas propriedade

dos valores medidos pelo SM. As propriedades estatísticas mais comuns são as medidas de 

tendência e variância. A tendência refere-se a localização dos dados em relação ao valor de 

se refere a dispersão dos dados (AIAG, 2002). 

A Figura 2 ilustra os conceitos de tendência e variabilidade. O 

representa o valor verdadeiro fornecido por um padrão conhecido. Os círculos brancos

representam os valores medidos pelo SM. O círculo preto assinala uma medida de localização 

dos valores medidos em relação ao valor de referência. A tendência indica o nível do erro 

sistemático. A variabilidade indica o nível do erro aleatório. A qualidade dos dados é definida 

es medidos estiverem próximos do valor de referência.

Figura 2 Qualidade dos dados de um SM 
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é identificar quais fatores 
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Por fim, o especialista deve definir 

qual é o arranjo mais apropriado de ensaios para executar o projeto de experimentos. 

A MSA é uma ferramenta usada para avaliar a qualidade dos dados gerados por um 

A qualidade dos dados é definida pelas propriedades estatísticas 

dos valores medidos pelo SM. As propriedades estatísticas mais comuns são as medidas de 

se a localização dos dados em relação ao valor de 

O círculo cinza 

círculos brancos 

a medida de localização 

A tendência indica o nível do erro 

sistemático. A variabilidade indica o nível do erro aleatório. A qualidade dos dados é definida 

es medidos estiverem próximos do valor de referência. 
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A razão mais comum para a baixa qualidade dos dados é a excessiva variação de um 

SM devido ao meio ambiente. Se a interação produzir muita variação, a qualidade dos dados 

poderá  tornar as medições inúteis. A falta de qualidade dos dados pode levar a decisões 

erradas a respeito dos processos e produtos. 

  

1.2 TEMA E OBJETIVOS 

 

O estudo do comportamento e do desempenho de produtos e processos envolve a 

análise de diferentes tipos de variáveis de resposta. Os métodos de análise mais empregados 

são aplicados a situações em que a variável de resposta é definida por um único valor. Por 

exemplo, pode-se desejar aumentar a rigidez mecânica de uma liga metálica. Em alguns 

casos, esses estudos envolvem a combinação de mais de um tipo de variável de resposta. 

Quando além da rigidez mecânica, deseja-se manter a resistência à flexão dentro de um 

determinado intervalo, para a mesma liga. 

Existem situações em que a variável de resposta é dada por uma coleção de dados 

que formam um perfil ou uma curva. A variável de resposta é então dependente de outra 

variável. Neste caso, os dados de resposta são chamados de funcionais (RAMSAY e 

SILVERMAN, 2005). Um exemplo geral de um dado funcional é o comportamento da 

medida da altura de uma pessoa durante a fase de crescimento, em função da idade. A análise 

de dados funcionais está presente em diferentes áreas do conhecimento, tais como Biologia, 

Medicina, Química, Economia e Engenharia. 

A análise de dados funcionais também está presente nos processos industriais 

Existem diferentes tipos de produtos e processos em que a resposta é observada como uma 

curva. Características do tipo intensidade, concentração e velocidade podem aparecer como 

funções dependentes de variáveis como o tempo, freqüência, temperatura, ou comprimento. 

Fogliatto (2008) relata a necessidade de avaliar a solubilidade de um edulcorante dietético a 

uma dada temperatura através do seu perfil em relação ao tempo. O conteúdo informativo da 

curva é maior que o da média de solubilidade.  

O tema desta dissertação é a análise de dados funcionais aplicada a ferramentas de 

Engenharia da Qualidade. Duas ferramentas em particular são de interesse: estudos de 

repetitividade e reprodutibilidade (R&R) para análise de sistemas de medição onde a variável 

de interesse é funcional, e a otimização de experimentos multiresposta onde algumas variáveis 

de resposta são funcionais. O objetivo geral deste trabalho é desenvolver e adaptar estudos de 

R&R para o tratamento e análise de dados funcionais. No caso dos estudos de R&R, propõe-
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se alternativas para a sua análise em um contexto de dados funcionais. A investigação sobre 

otimização de experimentos com respostas funcionais é restrita a uma revisão bibliográfica 

sobre o tema.  

Essa dissertação deve atingir os seguintes objetivos específicos: 

(i) Investigar os métodos de análise da capacidade de sistemas de medição para 

variáveis funcionais; 

(ii) Adaptar a ANOVA (Analysis of variance) para a análise de dados funcionais e 

verificar a aplicabilidade das propostas analíticas em casos práticos; e 

(iii) Investigar o estado da arte dos métodos de modelagem e otimização em projetos 

de experimentos com múltiplas respostas e com respostas funcionais.  

 

1.3 JUSTIFICATIVA DO TRABALHO 

 

A análise de dados funcionais é um tema relativamente novo na literatura. O 

primeiro trabalho deve-se a Greenhouse e Geisser (1959), que apontaram a necessidade do 

desenvolvimento de métodos de análise específicos para dados descritos por perfis. Na década 

de 1990, o tema ganhou importância, com enfoque para a adaptação de métodos estatísticos 

multivariados à análise de dados funcionais. 

O aumento da oferta de informação dos processos industriais contribui para o 

surgimento de dados que se comportam como curvas. Ramsay e Silverman (2002) oferecem 

um grande número de aplicações para a ADF. Na mesma linha, Cuevas et al. (2004) afirmam 

que os desenvolvimentos teóricos atuais neste campo estão atrasados em relação ao potencial 

número de aplicações existentes. Produtos confiáveis requerem projetos robustos e processos 

estáveis e capazes. 

O atendimento dos objetivos deste trabalho deve contribuir para ampliar a 

disponibilidade de literatura científica sobre o assunto. Essa contribuição se torna relevante 

dado à baixa disponibilidade de literatura sobre técnicas de análise de dados funcionais 

voltadas a ferramentas da Engenharia da Qualidade. Resultados das adaptações de técnicas 

multivariadas para o contexto funcional, tais como Análise de Componentes Principais foram 

reportadas por Ramsay e Silverman (2005). O sucesso dessas adaptações demonstra o 

potencial para a adaptação de outras técnicas a esse contexto, principalmente aquelas 

relacionadas a estudos de sistemas de medição, como proposto neste trabalho. A ausência de 

técnicas adaptadas leva a utilização de métodos equivocados para a análise de sistemas de 

medição e otimização de produtos. O emprego de métodos para variáveis de respostas com 
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valor único pode deteriorar a confiabilidade de um produto que deve ser otimizado ou cuja 

produção deve ser monitorada através de variáveis de resposta funcionais. 

O desenvolvimento de novas técnicas de análise de dados funcionais deve contribuir 

para o avanço do estado-da-arte sobre a análise e otimização de produtos e processos 

industriais com respostas de dados funcionais. A pesquisa bibliográfica deste trabalho não 

encontrou uma abordagem funcional para a aplicação de estudos de R&R. A otimização de 

experimentos com respostas funcionais proposta por Fogliatto (2008) contempla um dos 

objetivos específicos desse trabalho, sendo apresentada no Capítulo 2. Assim, a metodologia 

desenvolvida nesta dissertação enfoca a adaptação de estudos de R&R para o caso de 

variáveis funcionais. 

Existem três métodos de análise para estudos de R&R. O método da ANOVA foi 

escolhido por ser o mais usado. A ANOVA permite decompor a variabilidade de um SM com 

estimativas mais precisas que os outros métodos. Também possibilita a interação entre as 

componentes da variabilidade (RIBEIRO e CATEN, 2000; AIAG, 2002).  

 

1.4 METODOLOGIA DE PESQUISA 

 

A caracterização da metodologia de pesquisa desta dissertação segue os conceitos de 

Silva e Menezes (2001). O método de pesquisa utilizado neste trabalho tem natureza de 

pesquisa aplicada, conforme os objetivos descritos. A abordagem será quantitativa, com 

ênfase no uso de métodos matemáticos e estatísticos. Será desenvolvida uma pesquisa 

exploratória do tema de forma a atingir os objetivos propostos. Os procedimentos envolverão, 

predominantemente, a pesquisa bibliográfica. O trabalho será dividido em três etapas, 

descritas a seguir. 

A primeira etapa se constitui na pesquisa bibliográfica sobre a análise de dados 

funcionais. A pesquisa deverá identificar os métodos atualmente empregados e a possibilidade 

de adaptação desses métodos a estudos de R&R e à análise e otimização de experimentos com 

dados funcionais. Serão interpretados e registrados os principais conceitos e métodos 

existentes.  

A segunda etapa envolve um estudo de caso. O estudo investigará as conseqüências 

da aplicação de ferramentas tradicionais para solucionar problemas com dados funcionais.  

A terceira etapa envolve o desenvolvimento e adaptação de métodos aplicados a 

dados funcionais. Serão propostas abordagens para adaptar a ANOVA na aplicação de estudos 
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de R&R para dados funcionais. Os modelos propostos serão aplicados ao estudo de caso 

abordado na segunda etapa. 

 

1.5 DELIMITAÇÃO DO TEMA 

 

O escopo da pesquisa bibliográfica deste trabalho não inclui a pesquisa básica da 

Matemática e da Física. Os métodos matemáticos, bem como os conceitos associados, serão 

abordados com enfoque específico para a aplicação no contexto da Engenharia da Qualidade. 

O estudo para otimização de experimentos deste trabalho envolve a análise de 

respostas funcionais. Esta pesquisa não enfoca a utilização de métodos multivariados. A 

metodologia proposta abordará a análise e otimização pelo desvio que a resposta tem em 

relação ao perfil alvo. A revisão bibliográfica não inclui o planejamento de projetos 

experimentais. 

A pesquisa sobre otimização de experimentos com respostas funcionais está restrita a 

uma investigação bibliográfica sobre o tema, com detalhamento da única proposta para tal 

encontrada na literatura, devida a Fogliatto (2008). 

A análise dos sistemas de medição será abordada através de estudos de R&R, método 

da ANOVA para efeitos fixos, com respostas funcionais. Este trabalho não enfoca o 

planejamento de ensaios para os diferentes tipos de estudos. A metodologia proposta abordará 

a análise pelo desvio que a resposta tem em relação ao perfil alvo. A pesquisa sobre análise de 

sistemas de medição não aborda o estudo de técnicas e instrumentos de medições.  

 

1.6 ESTRUTURA DO TRABALHO 

 

Este trabalho está estruturado em cinco capítulos. No primeiro capítulo é apresentada 

uma introdução ao tema. Os métodos matemáticos utilizados para análise de dados são 

contextualizados à Engenharia da Qualidade. O capítulo inclui a apresentação dos objetivos, 

as justificativas, a metodologia de pesquisa, as limitações do estudo e esta estrutura do 

trabalho. 

O segundo capítulo apresenta o referencial teórico. A revisão bibliográfica 

apresentada neste capítulo inclui: (i) estudos de R&R tradicionais; (ii) abordagens para 

otimização de experimentos com respostas multivariadas e funcionais; (iii) modelagem e 

representação de dados funcionais; (iv) análise de variância de dados funcionais; (vi) 

possibilidades apontadas na literatura sem abordagem efetiva. 
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No terceiro capítulo é apresentado um estudo de caso que envolve a avaliação de um 

estudo de R&R. No estudo, a variável de resposta funcional será analisada a partir de métodos 

tradicionais  da Engenharia da qualidade. 

O quarto capítulo apresenta métodos tradicionais da EQ adaptados ao tratamento de 

respostas funcionais. O primeiro método envolve a adaptação  de um teste de hipótese t. O 

segundo método envolve a adaptação da ANOVA one way. O terceiro método envolve a 

adaptação da ANOVA de dois fatores, para a avaliação de estudos de R&R.  

O quinto capítulo apresenta os resultados da aplicação dos métodos adaptados a um 

estudo de R&R simulado. O estudo simulado foi baseado nos dados do estudo de caso prático 

descrito no terceiro capítulo.  

O sexto capítulo inclui a conclusão do trabalho e desdobramentos futuros 

visualizados para a pesquisa. 



 
 

 
 

2. REFERE�CIAL TEÓRICO 

 

A análise de dados funcionais aparece como necessidade crescente para a Engenharia 

da Qualidade. O aumento da oferta de informação dos processos industriais contribui para o 

surgimento de dados que se comportam como curvas. O conteúdo informativo de uma curva é 

maior que o de um ponto individual. A ausência de técnicas adaptadas leva a utilização de 

métodos equivocados para otimização de produtos e processos envolvendo esse tipo de dados. 

O emprego de métodos para variáveis de respostas únicas pode deteriorar a confiabilidade de 

um produto que deve ser otimizado de forma multivariada (FOGLIATTO, 2008). 

As pesquisas atuais para a análise de dados funcionais oferecem um grande número 

de aplicações no campo da matemática e estatística. Os objetivos dessas pesquisas focalizam a 

representação dos dados, a determinação de comportamentos padronizados e as variações 

entre diferentes curvas (RAMSAY e SILVERMAN, 2005). Ferraty e Vieu (2003) empregam 

o estimador de Kernel para classificar curvas a categorias existentes. Ramsay e Silverman 

(2005) apresentam as adaptações de diferentes técnicas multivariadas para o contexto 

funcional, tais como Análise de Componentes Principais e modelos lineares de suavização por 

Splines. Abramovich e Angelini (2006) apresentam um modelo de Análise de Variância para 

dados funcionais – FANOVA. Mosesova et al. (2006) generalizam algumas técnicas 

tradicionais de monitoramento de processos para aplicação em dados que se comportam como 

curvas. Técnicas de monitoramento de processo multivariado foram aplicadas aos efeitos 

aleatórios esperados, para identificar se as curvas estão sob controle ou fora de controle. 

Entre as principais ferramentas de Engenharia da Qualidade usadas pela indústria 

estão a metodologia de Projeto de Experimentos e os Estudos de Repetitividade e 

Reprodutibilidade. Essas ferramentas podem ser empregadas em diferentes situações, de 

acordo com as características dos produtos, processos e sistemas de medições. A definição da 

forma de utilização dessas ferramentas em cada situação depende da quantidade e do tipo de 

informação disponível.  

As principais referências sobre análise de dados funcionais enfocam aplicações em 

diferentes áreas do conhecimento. Os trabalhos sobre análise de dados funcionais voltados à 

aplicação na indústria são raros. As avaliações e otimizações dos produtos e processos 

industriais usam abordagens tradicionais das ferramentas de Engenharia da Qualidade. Essa 

deficiência decorre da falta de conhecimento do comportamento de características da 

qualidade que se comportam como curvas e dos custos associados ao estudo dessas 

características. Este capítulo foi estruturado em três seções. As duas primeiras descrevem as 
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duas abordagens tradicionais de interesse: (i) estudos de R&R e (ii) otimização de Projetos de 

Experimentos. A terceira descreve as pesquisas atuais na área de análise de dados funcionais. 

 

2.1 ESTUDOS DE REPETITIVIDADE E REPRODUTIVIDADE 

 

Um sistema de medição é formado pelo conjunto de operações, procedimentos, 

instrumentos de medição e outros dispositivos, programas computacionais e pessoal usados 

para atribuir um valor a uma característica de qualidade. Um bom SM é essencial para 

assegurar a avaliação do desempenho de um produto ou processo. A capacidade do SM é 

requisito básico para a melhoria da qualidade. Programas de Controle Estatístico de Processo 

e de Projetos de Experimentos dependem da capacidade do SM. Sistemas de medição 

defeituosos ou não apropriados podem reduzir os benefícios dos programas de controle e 

melhoria da qualidade (MONTGOMERY e RUNGER, 2003; HAMADA e WEERAHANDI, 

2000; AIAG, 2002). 

A análise de um SM vai além da técnica de calibração. Um instrumento de medição 

perfeitamente calibrado pode ser totalmente incapaz para medir um produto ou controlar um 

processo. Determinar a capacidade do sistema de medição permite diferenciar a variabilidade 

da medida originada no objeto de medição daquela causada pelo SM. Um sistema de medição 

deve ser validado e monitorado para assegurar o correto funcionamento. A capacidade de um 

sistema de medição deve ser avaliada através de estudos chamados de curto prazo. Os tipos de 

estudos de curto prazo são: linearidade, uniformidade, repetitividade e reprodutibilidade. O 

desempenho de um sistema de medição está associado ao efeito das variações de longo prazo 

e deve ser avaliado através de estudos de estabilidade e capacidade de discriminação 

(BURDICK, BORROR e MONTGOMERY, 2003; AIAG, 2002). 

O estudo de Repetitividade e Reprodutibilidade (R&R) é um método de análise de 

sistemas de medição amplamente aplicado na indústria. Tanto a repetitividade quanto a 

reprodutibilidade são mensuradas em função da dispersão dos valores medidos por um SM. A 

combinação dos dois fatores permite calcular a variabilidade de um SM e dá origem ao estudo 

de R&R. O estudo de R&R é um método quantitativo, com abordagem estatística. A 

repetitividade caracteriza o erro aleatório, de causas comuns, dentro do SM. A 

reprodutibilidade se refere à variação da média, entre sistemas de medições. O objetivo do 

estudo de R&R é determinar se a variabilidade do SM é relativamente menor que a 

variabilidade do processo monitorado (BURDICK, BORROR e MONTGOMERY, 2003; 

AIAG, 2002). 
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Nos estudos de R&R, o instrumento de medição é usado para medir, repetidas vezes, 

as amostras de um produto. As medições podem ser feitas em diferentes períodos de tempo, 

por diferentes operadores e com diferentes ajustes de processo. A repetitividade se refere à 

variabilidade característica do instrumento de medição, e decorre da sua capacidade de 

fornecer leituras muito próximas, em repetidas vezes, sob as mesmas condições. Um SM 

possui repetitividade se nenhuma causa especial estiver presente no resultado das medições. 

Isto é, não existe diferença significativa entre as diferentes medidas apontadas pelo 

equipamento por um mesmo avaliador (VIM, 2008).  

A reprodutibilidade se refere à capacidade de diferentes avaliadores produzirem 

resultados consistentes, quando utilizam os mesmos equipamentos e procedimentos. A 

reprodutibilidade se refere à capacidade de um SM apresentar os mesmos resultados a partir 

de mudanças nas condições de medição. A reprodutibilidade reflete a variabilidade provocada 

pela mudança de avaliadores, período de tempo, ou ajustes dos processos. Um SM possui 

reprodutibilidade se não houver diferença significativa entre as medidas feitas por diferentes 

avaliadores (VIM, 2008; BURDICK, BORROR e MONTGOMERY, 2003; AIAG, 2002). 

Ribeiro e Caten (2000) e AIAG (2002) apresentam três métodos de análise para 

estudos de R&R. O primeiro é o Método da Amplitude, também denominado estudo de curto 

prazo. Nesse método não é possível decompor a variabilidade em repetitividade e 

reprodutibilidade, sendo um método usado para detectar problemas assinaláveis.  

O segundo é o Método da Média e da Amplitude, também denominado estudo 

formal. Nesse método é possível quantificar os componentes de repetitividade e 

reprodutibilidade das variabilidades. O estudo formal não avalia a interação entre os dois 

componentes; o método pode ser usado para detectar tanto problemas assinaláveis quanto de 

capacidade do sistema de medição. 

O terceiro método é o da Análise de Variância (ANOVA), sendo este o método mais 

usado para a análise de estudos de R&R. Usando a ANOVA, a variabilidade pode ser 

decomposta em repetitividade e reprodutibilidade, sendo possível também avaliar a interação 

entre os dois componentes. A ANOVA permite estimativas mais precisas da variabilidade do 

sistema através do cálculo do erro aleatório, obtido com as repetições. O erro de medição é 

composto pela dispersão do instrumento, pelo efeito do avaliador e pelo erro aleatório, devido 

às replicações (AIAG, 2002). 

Na ANOVA pressupõem-se observações normalmente e independentemente 

distribuídas, com idêntica variância para os diferentes níveis dos fatores. Esta afirmação pode 

ser verificada através da análise dos resíduos. O resíduo é determinado pela diferença entre 
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um valor observado da característica de qualidade e o valor estimado pelo modelo estatístico 

adotado. A normalidade pode ser verificada plotando resíduos em um papel de probabilidade 

normal. A identicidade entre as variâncias pode ser verificada através do gráfico de resíduos 

versus fatores. A independência pode ser verificada através do gráfico de resíduos versus 

tempo de coleta dos dados (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). Desvios moderados da 

normalidade não implicam em uma séria violação do pressuposto (MONTGOMERY, 2001). 

Um experimento clássico para o estudo de R&R usa a ANOVA de dois fatores. O 

primeiro fator é a Peça (P) e o outro o Avaliador (A). O modelo estatístico para a variável de 

resposta é dado pela Equação (2.1). O modelo clássico considera fatores com efeitos fixos. O 

efeito é considerado fixo quando os níveis incluem todas as possibilidades do fator; isto é, 

todos os avaliadores que operam o sistema são incluídos e cada avaliador avalia as mesmas 

peças padronizadas. Quando os avaliadores ou as peças são amostras escolhidas 

aleatoriamente de uma população maior, os efeitos são ditos aleatórios (MONTGOMERY e 

RUNGER, 2003).  

 

��	� = � + �� + �	 + (��)�	 + ��	�  � � = 1,2, … , �� = 1,2, … , �� = 1,2, … , �                                                            (2.1) 

 

Na eq. (2.1), µ é a grande média, τi é o efeito do i-ésimo avaliador, βj é o efeito da j-ésima 

peça, (τβ)ij é o efeito da interação entre o avaliador i e a peça j, e εijk é o erro aleatório 

normalmente distribuído e com média zero. A Tabela 1 apresenta um arranjo típico para os 

dados de um experimento envolvendo dois fatores (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). 

O resíduo, para um projeto de dois fatores, é dado pela eq. (2.2), onde �!�	. representa 

o valor esperado para a característica de qualidade. 

 

"�	� = ��	� − �!�	.                                                                                                     (2.2) 

 

O objetivo da ANOVA é testar a hipótese de igualdade das média ou os efeitos dos 

fatores e da interação iguais a zero; isto é: 

 

$%: �� = �� = ⋯ = �( = 0$�: �� ≠ 0                                                                                                  (2.3) 
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$%: �� = �� = ⋯ = �+ = 0$�: �� ≠ 0                                                                                         (2.4) 

 $%: (��)�� = (��)�� = ⋯ = (��)(+ = 0$�: (��)�	 ≠ 0                                                                      (2.5) 

 

Tabela 1 Arranjo Geral das variáveis de resposta para a A�OVA dois fatores 
Adaptado de Montgomery e Runger (2003) 

  Fator Peça 

Fa
to

r 
A

va
li

ad
or

 

 1 2 ... J 

1 x111, x112, ..., x11K x121, x122, ..., x12K  x1J1, x1J2, ..., x1JK 

2 x211, x212, ..., x21K x221, x222, ..., x22K  x2J1, x2J2, ..., x2JK 

...
     

I xI11, xI12, ..., xI1K xI21, xI22, ..., xI2K  xIJ1, xIJ2, ..., xIJK 

 

As variâncias devem ser calculadas a partir das somas quadradas dos resíduos. Deve-

se ter o cuidado de verificar o pressuposto de resíduos identicamente e normalmente 

distribuídos. 

A Soma Quadrática Total (SQT) é dada por: 

 

,-. = / / / 0��	� − �!…1�2�3�+	3�(�3�                                                                       (2.6) 

 

A Soma Quadrática dos Avaliadores (SQA) é dada por: 

 

,-4 = �� / (�!�.. − �!…)�(�3�                                                                                      (2.7) 

 

A Soma Quadrática das Peças (SQP) é dada por: 

 

,-5 = �� / 0�!.	. − �!…1�+	3�                                                                                     (2.8) 

 

A Soma Quadrática para a interação entre os Avaliadores e as Peças (SQAP) é dada 

por: 
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,-45 = � / / 0�!�	. − �!�.. − �!.	. + �!…1�+	3�(�3�                                                       (2.9) 

 

A Soma Quadrática dos Resíduos (SQR) é dada por: 

 

,-6 = / / / 0��	� − �!�	.1�2�3�+	3�(�3�                                                                    (2.10) 

 

A equação de identidade para as somas quadráticas dos resíduos é dada por: 

  

,-. = ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6                                                                    (2.11) 

 

O número de graus de liberdade (GDL) é dado por: 

 

(��� − 1) = (� − 1) + (� − 1) + (� − 1)(� − 1) + ��(� − 1)                           (2.12) 

 

onde o termo do lado esquerdo se refere ao GDL da SQT, e os termos do lado direito se 

referem ao GDL de SQA, SQP, SQAP e SQR, respectivamente. 

As médias quadráticas são dadas por: 

 

7-4 = +2 / (8!9..:8!…);<9=>((:�)                                                                                           (2.13) 

 

7-5 = (2 / 08!.?.:8!…1;@?=>(+:�)                                                                                          (2.14) 

 

7-45 = / / 08!9?.:8!9..:8!.?.A8!…1;@?=><9=> ((:�)(+:�)                                                                         (2.15) 

 

7-6 = / / / 089?B:8!9?.1;CB=>@?=><9=> (+(2:�)                                                                              (2.16) 

 

Se as hipóteses nulas, formuladas nas Equações (2.3) a (2.5), forem verdadeiras, 

então as médias quadradas expressas nas Equações (2.13) a (2.16) são estimadores não 

tendenciosos da variância do SM. A Tabela 2 mostra as estimativas dos componentes da 

variância de cada fonte de variação (MONTGOMERY e RUNGER, 2003 e AIAG, 2002). 
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Tabela 2 Componentes da variabilidade de um SM 

Fonte de Variação Estimativa de Variância 

Equipamento �� = 7-6 

Avaliador D� = 7-4 − 7-45��  

Interação P x A E� = 7-45 − 7-6�  

Peça F� = 7-5 − 7-45��  

 
 

Se o efeito de um fator for significativo, o valor esperado da média quadrática do 

fator deve ser diferente do valor esperado da média quadrática dos resíduos. A tabela 

ANOVA para o modelo da Equação (2.2) é apresentada na Tabela 3. O teste F determina se 

os efeitos do avaliador, da peça e da interação são significativos. Se o valor de FCAL for maior 

que o valor do F tabelado, deve-se rejeitar a hipótese nula, para cada fator analisado. O valor 

de F tabelado representa um percentual de uma distribuição F. Essa distribuição é 

simbolizada por GH,I>,I;, onde α é a área à esquerda da distribuição, ν1 é o GDL da variância 

associada à fonte de variação e ν2 é o GDL da variância associada a todas as fontes de 

variações.  (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). 

Dois tipos de erros podem ser cometidos em um teste de hipóteses. Se a hipótese 

nula é rejeitada quando ela é verdadeira, tem-se o erro tipo I. Se a hipótese nula não é 

rejeitada quando ela é falsa, tem-se o erro do tipo II. A probabilidade de ocorrência desses 

tipos de erros é dada pelos símbolos α e β, respectivamente. A probabilidade α também é 

denominada de risco do produtor e β é denominada risco do consumidor. Em alguns casos é 

mais conveniente trabalhar com o poder do teste. O poder de teste é dado pela probabilidade 

de rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa. O poder de teste é simbolizado por 1 – β. O 

procedimento usual é especificar o valor de α (também denominado nível de significância) tal 

que β seja o menor valor aceitável (MONTGOMERY e RUNGER, 2003).  
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A decomposição da variabilidade de um SM pode ser vista na Tabela 4. A 

repetitividade ou variação do equipamento é denominada VE. A reprodutibilidade ou variação 

dos avaliadores é denominada VA. A variação do SM é avaliada pelo cálculo do R&R. A 

variação total do estudo é denominada de VT. VP é a variação da peça ou processo. Após o 

cálculo da variabilidade de cada fator que compõe o estudo, pode-se comparar a variabilidade 

de cada fator com a variabilidade total do SM. A Tabela 4 apresenta o cálculo da percentagem 

que cada fator consome da variação total do sistema. As componentes da variação do SM são 

representadas pelo desvio padrão 5,15 sigma. O desvio padrão é usado porque é mais fácil 

interpretá-lo do que a variância. O fator 5,15 sigma corresponde ao  número de desvios padrão 

entre os limites de um intervalo de confiança de 99% de uma população normal.  O fator 6 

sigma pode ser usado para aumentar a cobertura da variação total para 99,73% (AIAG, 2002).  

Os valores dessas percentagens devem ser usados para determinar se o SM é 

aceitável ou não para os fins pretendidos. A soma das percentagens de cada componente da 

variação total não totaliza 100%. No caso de ocorrer um valor negativo sob a raiz quadrada, a 

variação do fator correspondente deve ser considerada nula. A Tabela 5 apresenta a 

contribuição de cada fonte de variação para a variância do SM (AIAG, 2002). 

 

Tabela 4 Componentes da variabilidade de um SM 

Fonte de Variação Desvio Padrão 5,15 sigma Percentual da Variação 
Total 

Repetitividade KL = 5,15 × O7-6 %KL = 100 × KLK. 

Reprodutibilidade K4 = 5,15 × Q7-4 − 7-45��  
%K4 = 100 × K4K. 

Interação P x A K45 = 5,15 × Q7-45 − 7-6�  
%K45 = 100 × K45K.  

Peça K5 = 5,15 × Q7-5 − 7-45��  
%K5 = 100 × K5K. 

R&R 6&6 = O(KL)� + (K4)� + (K45)� %6&6 = 100 × 6&6K.  

Total K. = O(6&6)� + (K5)�  

 

Em geral, a interação não deve ser significativa. Caso isso ocorra, deve-se verificar 

se houve falhas no planejamento e execução dos experimentos. No caso de interação não 
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significativa, é recomendável unificar as somas quadradas. A unificação consiste em somar a 

soma quadrada da interação ,-45 à soma quadrada dos resíduos ,-6. Da mesma forma, 

devem-se somar os graus de liberdade para a nova formulação. A adição das somas quadradas 

e o novo número de graus de liberdade geram novos valores para as médias quadráticas e aos 

correspondentes valores calculados de F (AIAG, 2002). 

 

Tabela 5 Percentagens de contribuição para a variância de um SM 

Fonte de Variação Variância Percentagem de 
Contribuição 

Repetitividade �� = 7-6 100 × ��
K.� 

Reprodutibilidade D� = 7-4 − 7-45��  100 × D�
K.� 

Interação P x A E� = 7-45 − 7-6�  100 × E�
K.� 

Peça F� = 7-5 − 7-45��  100 × F�
K.� 

R&R 6&6� = �� + D� + E� 100 × 6&6K.�  

Total K.� = 6&6� + F�  

 

Diferentes critérios podem ser usados para a avaliação da capacidade do SM. Os 

mais usados são: (i) Índice de Capacidade de Medição (ICM1) como um percentual da 

variabilidade do processo; (ii) Índice de Capacidade de Medição (ICM2) como um percentual 

da amplitude da especificação do processo; e (iii) Razão Sinal-Ruido (S6R) ou número de 

categorias distintas (ndc). O ICM1 indica a distorção da variação do processo devido ao SM. 

O ICM2 mostra a habilidade do instrumento de classificar os produtos frente às 

especificações. O ndc reflete a capacidade do SM de discriminar categorias dentro da variação 

do processo. A indústria automotiva recomenda o uso do ICM1 e o ndc nas avaliações dos 

sistemas de medições. Entretanto, cada índice responde a diferentes questões. A Tabela 6 

apresenta critérios de decisão recomendados para avaliação de um SM (BARRENTINE, 

2003; BURDICK, BORROR e MONTGOMERY, 2005; AIAG, 2002). 

Os indicadores de capacidade dos sistemas de medição são calculados da seguinte 

forma: 

�S71 = %6&6                                                                                                     (2.17) 
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�S72 = T&TUVW:U(W                                                                                                     (2.18) 

 

XYZ = [2 × \]T&T                                                                                                    (2.19) 

 

Na Equação (2.18), ^,L _ ^�L são os limites superior e inferior de especificação, 

respectivamente. 

 

Tabela 6 Critérios de aceitação para a capacidade de Sistemas de Medição 

Critérios Decisão Observação 

ICM1 ≤ 0,1 SM Aprovado  

0,1 < ICM1 ≤ 0,3 
SM pode ser 

Aprovado 

Depende da capacidade do processo e 

dos custos de seleção do produto 

ICM1 > 0,3 SM Reprovado  

ndc ≤ 2 SM Reprovado  

2 < ndc < 5 
SM pode ser 

Aprovado 

Depende da capacidade do processo e 

dos custos de seleção do produto 

ndc ≥ 5 SM Aprovado  

 

O gráfico R&R é útil na avaliação da capacidade de um SM, já que apresenta o 

intervalo de confiança para a combinação dos indicadores �S7� e XYZ. O gráfico, 

exemplificado na Figura 3, é dividido em quatro regiões, de acordo com os critérios de 

aprovação do SM. A região 1 caracteriza os sistemas de medições que atendem a ambos os 

critérios. Na região 2, o SM atende o critério para o XYZ, mas não para o  �S7�. Na região 3, 

nenhum critério é atendido. Na região 4, o SM atende o critério para o  �S7�, mas não para o 

XYZ (BARRENTINE, 2003; BURDICK, BORROR e MONTGOMERY, 2005; AIAG, 2002). 
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Figura 3 Gráfico R&R 

 

Os trabalhos que envolvem estudos de R&R não abordam a avaliação de 

características de qualidade que se comportam como curva. Para o propósito deste trabalho, 

foi necessária uma descrição formal do método tradicional de estudos de R&R. Estes 

conceitos serão usados na proposição de um método adaptado para o uso dessa ferramenta na 

análise de dados funcionais.  

 

2.2 PROJETOS DE EXPERIME�TOS 

 

A metodologia do Projeto de Experimentos, originalmente proposta por Ronald A. 

Fisher, teve sua primeira publicação acadêmica em 1935 (FISHER, 1966). Desde então os 

métodos estatísticos ganharam força na solução de problemas industriais e tecnológicos. A 

aplicação dessa ferramenta se estendeu as diferentes áreas do conhecimento, tais como 

Agricultura, Biologia, Química, Engenharia.  

Projetos de Experimentos são amplamente utilizados na otimização de produtos e 

processos. São eficientes para obter o máximo de informação de um processo com o mínimo 

aporte de recursos. O desempenho de um processo deve ser medido através das características 

de qualidade do produto resultante. Essas características são representadas por variáveis de 

resposta. Através do Projeto de Experimentos é possível encontrar as variáveis de entrada que 

afetam as variáveis de resposta de um processo. Mais especificamente, projetos de 

experimentos permitem determinar os níveis das variáveis de entrada que otimizam as 

variáveis de resposta (MONTGOMERY, 2001). 
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Wu e Hamada (2000) classificaram os projetos de experimentos em três categorias. 

A primeira categoria é formada pelos projetos tradicionais. Nesse grupo estão os projetos que 

visam entender como as variáveis de entrada afetam as variáveis de resposta. Os projetos 

tradicionais são aplicados nos estágios de caracterização e especificação dos produtos ou 

processos. A segunda categoria é formada pelos projetos de metodologia de superfície de 

resposta. Esses projetos buscam conhecer o comportamento do processo e determinar o seu 

ponto ótimo de desempenho. A terceira categoria é formada por projetos de parâmetros 

robustos, que visam ajustar os fatores controlados a fim de minimizar a variabilidade 

transmitida dos fatores de ruído. 

Ilzarbe et al. (2008) analisaram 77 publicações com aplicações de projetos de 

experimentos em Engenharia, no período de 2001 a 2005. Cerca de 60% dos trabalhos 

apresentaram uma abordagem tradicional. A abordagem Metodologia de Superfície de 

Resposta (MSR) foi adotada em 33% dos trabalhos e o Projeto de Parâmetros Robustos (RPD 

Robust Parameter Design), em 9% das aplicações. O uso restrito de RPD surpreendeu os 

pesquisadores, visto que a maioria das empresas citam o RPD como um importante método 

para minimizar a variabilidade dos processos. Outro resultado destacado foi a forte tendência 

de crescimento das publicações com aplicações práticas no período analisado. 

A estratégia de experimentação se baseia em três princípios: replicação, aleatorização 

e blocagem dos experimentos. A replicação de um ensaio contribui para a detecção do efeito 

significativo de um fator, a partir de uma melhor observação do erro experimental. A 

replicação consiste na execução dos experimentos repetidas vezes. Quanto maior o número de 

repetições, melhor a estimativa do erro experimental. O erro experimental é determinado pela 

diferença entre os valores medidos para as repetidas rodadas. A aleatorização assegura a 

independência na distribuição das observações. Por aleatorização entende-se que tanto a 

alocação de materiais quanto a ordem dos experimentos são determinados aleatoriamente. A 

blocagem é uma técnica usada para evitar que fatores não controlados no experimento 

influenciem as variáveis de resposta (MONTGOMERY, 2001). 

Projetos fatoriais são os mais eficientes para experimentos com dois ou mais fatores 

controlados. Um projeto fatorial contempla todas as combinações possíveis para os níveis dos 

fatores envolvidos. Por exemplo, se existirem a níveis do fator A e b níveis do fator B, cada 

rodada de experimentação conterá todas as ab combinações de tratamentos. O efeito de um 

fator é definido como a mudança na resposta provocada pela mudança de nível daquele fator. 

A modelagem e análise estatística é uma generalização do modelo da ANOVA, descrito no 

item 2.1 desse capítulo (MONTGOMERY, 2001). 
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O avanço da tecnologia aumentou a oferta de informação sobre os processos. A 

maior quantidade de informação revelou detalhes dos processos até então despercebidos. O 

conhecimento detalhado dos processos contribuiu para a necessidade de incluir mais de uma 

variável de resposta nos métodos de análise e otimização. Adicionalmente, diversos pacotes 

de programas estatísticos computacionais passaram a incluir a análise de experimentos 

multirespostas (PETERSON, 2004).   

Em muitos casos, a análise e otimização de processos e produtos requerem o estudo 

de mais de uma característica de qualidade. Um problema comum em projetos de produtos ou 

processos é a seleção dos níveis de parâmetros que otimizam múltiplas respostas 

simultaneamente. Esses casos são conhecidos como otimização multivariada. Experimentos 

que envolvem a otimização de mais de uma variável de resposta simultaneamente são 

chamados de Experimentos Multi-Resposta (EMR) (RIBEIRO et al., 2000 e KO et al., 2005; 

FOGLIATTO, 2008). 

Raramente um conjunto de condições operacionais otimiza todas as variáveis de 

resposta simultaneamente (MYERS et al., 2004). Negligenciar a existência de uma 

característica de qualidade importante pode levar a utilização de métodos equivocados para 

otimização de produtos. Otimizar produtos ou processos com relação a apenas uma de suas 

características de qualidade poderá provocar uma perda de qualidade das características não 

avaliadas (HAIR JR. et al., 1995; WURL e ALBIN, 1999).   

Diferentes abordagens foram desenvolvidas para avaliar EMRs. A otimização de um 

experimento com múltiplas respostas, em geral, combina funções de perda ou utilidade 

obtidas para as variáveis individuais em uma função multiresposta. Uma abordagem popular 

para EMRs é a redução dimensional. Essa estratégia converte um problema de múltiplas 

respostas em um agregado univariado de medidas. A esse agregado dá-se o nome de função 

objetivo, a qual pode tomar o formato de uma função preferência ou função perda, por 

exemplo. A independência e a não-correlação entre as respostas individuais são pressupostos 

comuns a todas essas abordagens. Esses pressupostos asseguram que a variância das respostas 

individuais não são as mesmas. Desconsiderar a correlação ou dependência entre as diferentes 

variáveis de resposta, caso estas existam, pode levar erros na aplicação dessas abordagens na 

otimização de EMRs (MYERS et al, 2004; MURPHY et al, 2005; KO et al. 2004). 

Fogliatto (2008) apresenta cinco grupos de abordagens para otimização de 

experimentos multi-respostas: (i) baseadas na metodologia de superfície de resposta; (ii) 

baseadas em uma função de utilidade conhecida como função de preferência; (iii) baseadas na 

teoria do projeto robusto de Taguchi; (iv) relacionadas a redes neurais e lógica difusa; e (v) 
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relacionadas aos índices de capacidade. As principais referências em cada abordagem são 

apresentadas na Figura 4. A metodologia de superfície de resposta e as funções de utilidade 

são as mais adotadas na otimização de EMRs. As três principais abordagens listadas por 

Fogliatto (2008) são apresentadas na seqüência. 

 

2.2.1 METODOLOGIA DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA 

 

A Metodologia de Superfície de Resposta (MSR) tem destaque dentro do contexto de 

projeto de experimentos, por ter se tornado o centro da experimentação industrial nos EUA e 

na Europa, na década de 1990. A MSR foi introduzida por Box e Wilson na década de 1950. 

O objetivo para utilização da MSR permanece o mesmo: construir um projeto de 

experimentos adequado para determinar as condições das variáveis do projeto que 

proporcionam a otimização de um produto ou processo (MYERS et al, 2004). 

A modelagem das respostas é apresentada como superfícies em um espaço n-

dimensional. A estratégia de análise na MSR considera que a variável de resposta pode ser 

expressa como uma função polinomial dos fatores controláveis. Uma variável de resposta 1Y , 

por exemplo, poderia ser expressa como uma função polinomial f dos fatores controláveis 

),...,,( 21 kXXX da seguinte forma: ),...,,( 2111 kXXXfY = . O formato da função f pode ser 

linear ou não-linear. A Equação (2.20) mostra um exemplo de modelo de regressão linear para 

um experimento de dois fatores (MONTGOMERY, 2001). 

 

` = �% + ��a� + ��a� + ���a�a� + "                                                               (2.20) 

 

Na Equação (2.20), ` representa a resposta, ��	 são coeficientes a serem determinados, a� é a 

variável que representa o i-ésimo fator e " representa o erro aleatório. 

A estimativa dos coeficientes na Eq. (2.20) pode ser facilitada pela escolha adequada 

da matriz experimental (RIBEIRO e CATEN, 2003). A otimização é alcançada através de 

uma análise gráfica da variável de resposta. O nível dos fatores controlados é indicado para o 

ponto que maximiza ou minimiza essa variável (MONTGOMERY, 2001). A otimização de 

EMRs envolve a determinação do ponto na superfície de resposta onde as respostas 

apresentam o melhor desempenho em relação aos critérios de aceitação (FOGLIATTO, 2008).
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  Entretanto, o avanço tecnológico tornou os projetos experimentais mais complexos 

e difíceis de resolver. Surgiram cenários inadequados aos modelos polinomiais, tanto pelo 

grande número de variáveis, quanto pelas características das distribuições de dados. A 

estratégia foi adaptar a aplicação da MSR aos diferentes tipos de projetos experimentais. 

(MYERS et al, 2004).  

A abordagem mais comum para a MSR é modelar cada resposta individualmente e 

depois sobrepô-las num único gráfico de contorno. A modelagem de cada resposta pode usar 

regressão linear simples ou múltipla. O conjunto de condições operacionais a ser ajustado 

deve ser aquele que melhor satisfaz todas as respostas envolvidas no MSR. A otimização é 

alcançada através de uma análise gráfica de uma função vinculada à variável de resposta. O 

nível dos fatores controlados é indicado para o ponto que maximiza ou minimiza essa função, 

conforme sua natureza. Essa abordagem gráfica fica limitada a duas ou três dimensões, 

limitando as aplicações prática da metodologia (MYERS et al., 2004; MONTGOMERY, 

2001).  

Uma alternativa seria formular um problema de otimização restrita. O problema deve 

ser formulado da seguinte forma: (i) seleciona-se uma das variáveis de resposta, a qual se 

considera a resposta principal; (ii) estabelece-se essa variável como função objetivo; (iii) 

define-se uma região de contorno para a função objetivo, através de limites de contorno; e (iv) 

define-se as demais variáveis de respostas como um conjunto de restrições para a função 

objetivo. O problema é resolvido a partir da maximização ou minimização da função objetivo 

(MYERS et al., 2004).  

 Existem casos especiais em que as condições de convexidade da função objetivo não 

são satisfeitas. Em alguns casos os modelos podem ser ligeiramente alterados para 

assegurarem a convexidade, sem prejuízo para as condições ótimas de operação, mas em 

outros casos isso pode não ser possível. Nesses casos, outros dois métodos devem ser 

aplicados: (i) método de busca direta e (ii) algoritmo de otimização matemática. Esses 

métodos já encontram-se disponíveis em pacotes computacionais de análise estatística 

(MYERS et al., 2004). 

Um exemplo prático de uso da MSR é reportado por CAMINO et al. (2001) na 

indústria química. A extração de metais como o Cd(II), Cu(II), Co(II), Cr(VI), Ni(II), Pb(II) e 

Zn(II) de um solvente ácido é feita simultaneamente. O processo simultâneo exige o controle 

de fatores, tais como concentração e pH dos reagentes. As respostas são dadas pelas 

concentrações individuais dos diferentes metais. As condições experimentais para as 

diferentes respostas individuais não podem ser aplicadas para obter condições experimentais 
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comuns à extração simultânea. Uma solução seria analisar a superfície de resposta para uma 

resposta dada pela soma das respostas individuais. Outra solução seria aplicar a MSR em 

conjunto com uma função de preferência obtida a partir da combinação das respostas 

individuais. As funções de preferência será apresentada na próxima seção (CAMINO et al., 

2001).  

 

2.2.2 FU�ÇÃO DE PREFERÊ�CIA  

 

A função de preferência foi inicialmente proposta por Harrington Jr. (1965). A 

abordagem mais popular de função de preferência, usada em programas computacionais, 

deve-se a Derringer e Suich (1980). Nela, cada resposta individual iŷ  é convertida em uma 

função de preferência individual denominada )ˆ( ii yhd = . Se o valor da variável de resposta 

individual estiver fora dos limites de aceitação, então 0=id . Se a variável de resposta 

encontra-se no valor alvo, então 1=id .  A função de preferência assume valores no intervalo 

10 << id  para os demais casos. A forma da função deve ser controlada de forma que reflita a 

importância da resposta individual em atingir um valor alvo pré-definido. A solução é dada 

pelo ajuste dos fatores de controle que maximiza a média geométrica das respostas individuais 

de preferência, conforme apresentado na Eq. (2.21). 

 

bc = 0d Yec]e3� 1� ef , g = 1, … , .                                                                          (2.21) 

 

A expressão na Eq. (2.21) pressupõe variáveis de resposta individuais com a mesma 

importância (MYERS et al., 2004). Del Castillo et al. (1996) apresentam um adaptação da 

função preferência que oferece maior flexibilidade em sua composição, permitindo definir 

diferentes importâncias para as respostas individuais. Entretanto, essa abordagem não 

considera a estrutura de variância-covariância das respostas individuais. Para Ko et al. (2005), 

esta desconsideração pode levar a soluções irreais caso as respostas individuais possuam 

diferença significativa em suas variâncias ou sejam altamente correlacionadas. 

No exemplo devido a Camino et al. (2001) descrito na seção 2.2.1, a aplicação da 

função de preferência apresentou resultados consistentes com a análise por MSR 

considerando a soma das respostas individuais, levando a condições experimentais otimizadas 
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em ambos os casos. As mesmas condições não se verificam ao otimizar diferentes respostas 

individualmente (CAMINO et al., 2001). 

Fogliatto (2008) combina o uso da função de preferência com variáveis de resposta 

funcionais. A função de preferência é usada para transformar diferentes respostas individuais 

de um experimento multivariado em medidas de desempenho. O desempenho deve ser 

baseado em critérios pré-estabelecidos como, por exemplo, distância-ao-alvo. As respostas 

funcionais podem ser representadas pelas distâncias entre as curvas observadas e as curvas-

alvos. Uma medida de distância entre duas curvas pode ser obtida com base no cálculo da 

Distância de Hausdorf (DH). A DH permite converter respostas funcionais em respostas 

simples. Com isso, as respostas funcionais podem ser usadas em uma função de preferência, 

da mesma forma que as demais respostas. Essa combinação permite otimizar experimentos 

multivariados que misturam diferentes respostas individuais univariadas com respostas 

funcionais. 

O método proposto por Fogliatto (2008) foi aplicado em um estudo de caso reportado 

em Fogliatto & Albin (2003). O estudo aborda um EMR utilizado na otimização da 

formulação de biscoitos para cães. Nele, uma das respostas quantitativas originalmente 

analisadas foi substituída por uma resposta funcional, obtida através de simulação dos 

possíveis resultados observados em testes de compressão nos biscoitos. O resultado obtido 

demonstrou que o método permite incorporar de maneira eficiente respostas funcionais e não-

funcionais na otimização de EMRs. 

 

2.2.3 FU�ÇÃO PERDA DE TAGUCHI 

 

A função perda de Taguchi foi desenvolvida para estimar o custo monetário 

decorrente da má qualidade de um produto. A má qualidade está associada a falhas, mas 

também à variabilidade das características de funcionamento de um produto. O custo pela má 

qualidade ocorre não somente quando o produto está fora das especificações, mas para todo o 

desvio em relação a um valor nominal especificado. A função perda originalmente proposta 

por Taguchi segue um modelo quadrático simples, conforme apresentado na Eq. (2.21). O 

formato da função perda depende do tipo de alvo especificado para o produto. A função é 

definida para três situações: (i) alvo do tipo nominal é melhor; (ii) alvo do tipo maior é 

melhor; e (iii) alvo do tipo menor é melhor (BYRNE e TAGUCHI, 1987). 

 

h = �i` − .j�                                                                                                      (2.22) 
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Na Eq. (2.22), Z representa a perda associada ao desvio do alvo, Y é o valor medido da 

característica de qualidade, T é o valor alvo da característica de qualidade e K é o coeficiente 

de perda que converte o desvio do alvo em custo monetário. 

Os desvios em relação aos alvos especificados decorrem de fatores de ruído atuantes 

durante o processo de fabricação. Os fatores de ruído são fontes de variações que não podem 

ser controladas ou cujo controle é muito oneroso. A proposta de um projeto robusto é 

determinar os níveis dos fatores controláveis que tornam o produto robusto frente aos fatores 

de ruído. O RPD foi desenvolvido para isentar um produto ou processo dos efeitos das 

variabilidades nos parâmetros não-controláveis e fatores de ruído.  Um RPD, assim, dispensa 

a necessidade de encontrar e eliminar as fontes de variações. O uso de RPD sugere a 

utilização da função perda como medida de desempenho para otimização de um produto. O 

desempenho da variável de resposta é analisado como uma combinação simultânea de 

modelos para a média e variância das respostas (BYRNE e TAGUCHI, 1987; MYERS et al., 

2005). 

Pignatiello (1993) propõe um modelo para otimização de EMRs através de uma 

função correspondente ao valor esperado da função de perda de Taguchi. A estratégia de 

experimentação consiste em determinar os níveis dos fatores controláveis que minimizem a 

função de perda em três abordagens: (i) abordagem direta, baseada nos valores observados 

das respostas individuais em cada tratamento; (ii) abordagem de otimização restrita, que 

envolve a escolha de uma resposta individual principal (definida como função objetivo) 

sujeita às restrições definidas pelas demais variáveis de respostas; e (iii) abordagem gráfica, 

baseada na análise de MSR. 

O uso de RPD levou a diversas adaptações no formato da função de perda. Por 

exemplo, Elsayed e Chen (1993) propõem uma transformação na variável de resposta que 

permita controlar a sua variância. A mudança é feita de forma a tornar o desvio-padrão e a 

média independentes, obtendo-se assim uma medida de desempenho independente da média 

da variável de resposta. Essa medida foi denominada “Performance Measure Independent of 

Adjustment” (PerMIA). As condições experimentais otimizadas são obtidas a partir da 

minimização da medida PerMIA. 

A otimização de EMRs através da abordagem PerMIA torna-se complexa a medida 

que aumentam o número de fatores controláveis e a dependência das respostas individuais a 

mais de um fator simultaneamente. Em muitos projetos multivariados, as diferentes respostas 

individuais são influenciadas por diferentes fatores controláveis. Isto é, o ajuste de um fator 

que afeta uma determinada característica de qualidade não afeta as demais características do 
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produto. Os projetos robustos multivariados mais simples envolvem a análise de um único 

fator controlável por resposta individual, embora possa haver diferentes fatores para as 

diferentes respostas. Então, é possível planejar convenientemente os arranjos experimentais 

de forma a eliminar o efeito multivariado entre os fatores. Os projetos mais complexos 

envolvem a análise de respostas individuais influenciadas por vários fatores controláveis, que 

também influenciam outras variáveis de resposta. A distinção dessas duas situações permite 

propor dois modelos diferentes para a abordagem da PerMIA em EMRs (ELSAYED e 

CHEN, 1993).  

Ribeiro & Elsayed (1995) propõem uma modificação da função perda de Taguchi 

para criar um modelo geral de otimização de EMRs. O modelo incorpora três objetivos 

comuns em EMRs: (i) minimização dos desvios em relação ao alvo; (ii) maximização da 

robustez em relação aos fatores de ruído; e (iii) minimização das oscilações dos fatores 

controláveis. Esses objetivos buscam a fabricação de produtos centrados nos valores nominais 

especificados e robustos à influência de fatores não controláveis, no processo de fabricação e 

no uso.  

Ko et al. (2005) propõem uma nova função de perda para otimização de EMRs. O 

método se baseia nas propostas de Pignatiello (1993) e Vining (1998), combinando os 

critérios de robustez, qualidade e desvio do alvo em uma única função utilidade. Para prever 

de forma eficiente as respostas, o analista deve encontrar um ajuste ótimo tal que o desvio do 

alvo seja pequeno, e a robustez e a qualidade sejam altas. É desejado que o valor esperado da 

resposta seja próximo do seu alvo e a variância das respostas, reais e esperadas, sejam 

pequenas para o ajuste ótimo. O método apresenta melhores resultados que os métodos 

anteriores quando tanto a qualidade quanto a robustez são critérios importantes na otimização. 

A principal vantagem dessa abordagem é a capacidade de incorporar a estrutura de variância-

covariância das respostas tão bem quanto para o processo econômico. 

A aplicação de métodos de análise multivariados na indústria é dificultada pela 

complexidade e volume de informações e pela falta de atendimento a pressupostos 

matemáticos das distribuições de dados. A abordagem proposta por Fogliatto (2008) facilita o 

uso de métodos multivariados na otimização de experimentos com respostas funcionais.  Essa 

abordagem pode ser aplicada tanto em combinação com a análise de mais de uma resposta 

individual, quanto para análise apenas de uma resposta funcional. 
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2.3 A�ÁLISE DE DADOS FU�CIO�AIS  

 

A análise de dados funcionais (ADF) é operacionalizada através de um conjunto de 

técnicas para analisar dados que se comportam como perfis ou curvas. A ADF é um campo de 

pesquisa recente, que combina duas áreas tradicionais da Estatística: a análise multivariada 

(AM) e métodos de suavização. A ADF se assemelha a uma AM em que as “variáveis de 

respostas” são ordenadas por uma variável indexadora. É devido a essa característica que 

surge a necessidade da suavização. A suavização permite encontrar valores esperados da 

curva para os pontos da vizinhança que não foram medidos pelas variáveis de respostas 

(RAMSAY e SILVERMAN, 2005). As pesquisas atuais sobre ADF apresentam um grande 

número de aplicações no campo da Matemática e Estatística.  

Os objetivos da ADF incluem: (i) representar os dados de forma a facilitar futuras 

análises; (ii) exibir os dados de forma a destacar suas principais características; (iii) estudar as 

principais fontes de variações e determinar comportamentos padronizados entre diferentes 

curvas; (iv) explicar a variação existente na variável de resposta através da informação sobre 

as diversas variáveis independentes; e (v) comparar dois ou mais conjuntos de dados em 

relação a determinados tipos de variações (RAMSAY e SILVERMAN, 2005). 

Segundo Cuevas et al (2004), o desenvolvimento teórico atual sobre ADF está 

defasado em relação ao potencial número de aplicações de interesse. Pesquisas abordando 

ADF em um contexto de Engenharia da Qualidade são limitadas. Trabalhos recentes sobre o 

tema podem ser classificados em dois grupos. O primeiro se refere ao controle estatístico de 

qualidade de produtos e processos. O segundo se refere a adaptações de ferramentas de 

análise de dados experimentais, tais como a ANOVA e a modelagem por técnicas 

de regressão linear (FOGLIATTO, 2008). 

As aplicações de ADF na Engenharia da Qualidade se concentram na área de 

monitoramento de processo. O uso de cartas de controle para monitorar características de 

qualidade do processo que se comportam como curvas é denominado monitoramento de 

perfis. O monitoramento de perfis é usado para avaliar a estabilidade das curvas ao longo do 

tempo. O monitoramento envolve a modelagem dos dados. Na maioria dos trabalhos 

pesquisados, o perfil foi modelado por uma regressão linear simples. Em muitas aplicações, 

modelos mais complexos são necessários, tais como modelo de regressão múltipla e não-

linear (WOODALL, 2007). Mosesova et al. (2006) aplicam técnicas de monitoramento de 

processo multivariado a perfis ajustados por modelos de regressão linear e não-linear, para 

identificar curvas análogas e sob-controle. 
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As subseções seguintes apresentam duas áreas de pesquisas que envolvem a ADF: (i) 

modelagem e representação de dados; e (ii) análise de variância de dados funcionais.  

 

2.3.1 MODELAGEM E REPRESE�TAÇÃO DE DADOS 

 

A ADF considera o conjunto de pontos que forma a curva como um dado; isto é, o 

dado individual corresponde a toda a curva. A curva é uma função contínua no espaço, 

mesmo que o conjunto de pontos observados seja discreto. Em geral, curvas são formadas por 

conjuntos densos de pontos; entretanto, elas podem ser obtidas a partir de um conjunto 

pequeno de pontos. Um exemplo de um dado que se comporta como curva seria o perfil de 

temperatura de uma determinada região ao longo do ano, com medidas tomadas mensalmente. 

O estudo de caso sobre crescimento humano desenvolvido em Berkeley 

(TUDDENHAM E SNYDER, 1954) apresenta um exemplo clássico de dados que se 

comportam como curva. O estudo mostra a altura de dez meninas medidas em 31 idades 

diferentes entre um e dezoito anos. Os dados podem ser vistos na Figura 5. Os círculos 

representam os dados discretos observados e as linhas o ajuste suave através do método de 

penalização de não suavidade. A obtenção de uma função que representa o conjunto de 

valores discretos de crescimento permite encontrar curvas de velocidade e aceleração do 

crescimento. As curvas de velocidade e aceleração, mostradas nas Figuras 6 e 7 não poderiam 

ser analisadas mediante tratamento discreto dos resultados (RAMSAY e SILVERMAN, 

2005). 

Seja ix  a observação do valor de um dado funcional i, formada por n pares de 

valores ),( nn tx . Supondo que um conjunto de valores discretos se comporta como uma curva, 

a primeira tarefa é converter esses valores em uma função )(txi .  A função permite calcular o 

valor de ix  para qualquer valor da variável independente t . A conversão de valores discretos 

para valores contínuos descritos por uma função pode ser realizada de duas formas: (i) por 

interpolação – quando os valores discretos não apresentam erro; e (ii) suavização – quando os 

valores discretos apresentam algum erro experimental. A suavidade é uma propriedade 

importante de uma curva. Curvas suavizadas apresentam menor efeito do erro aleatório. 

Entretanto, a ADF não exige que os dados sejam suavizados (RAMSAY e SILVERMAN, 

2005). 

A presença do erro aleatório na maioria das situações que envolvem dados funcionais 

exige que o processo de suavização seja usado para conversão dos pontos em funções. 
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Existem diferentes métodos para converter valores discretos em funções suavizadas. A 

combinação linear de funções de base é um dos métodos mais usados. Esse método possui 

flexibilidade adequada a cálculos computacionais de centenas ou milhares de pontos de dados. 

O uso do método não tem encontrado limitações nas pesquisas aplicadas (RAMSAY e 

SILVERMAN, 2005). 

Um sistema de funções de base é um conjunto de funções conhecidas, que são 

matematicamente independentes entre si. Esse conjunto de funções tem a propriedade de 

aproximar qualquer outra função através de uma soma ponderada ou de uma combinação 

linear de um número suficientemente grande de funções de base. Diferentes métodos de 

suavização utilizam diferentes sistemas de funções de base, tais como o método dos mínimos 

quadrados, séries de Fourier, bases polinomiais, funções splines e bases wavelets. O sistema 

de funções de base de Fourier é o mais conhecido para dados periódicos. Para o caso de dados 

funcionais não periódicos, a escolha mais comum é o sistema de bases do tipo spline 

(RAMSAY e SILVERMAN, 2005). 

Um método de suavização de dados funcionais mais poderoso que os baseados em 

funções de base é o método de penalização por não-suavidade. Esse método mantém a 

flexibilidade e a capacidade de aproximação dos sistemas de funções de base e se adapta a 

uma variedade maior de problemas de ADF. Além do objetivo de ajustar dados funcionais a 

uma curva, o método de penalização por não-suavidade avalia a velocidade de oscilação da 

função, de tal forma que o ajuste final não oscile tão rapidamente. Nos casos de funções não-

periódicas, o método é denominado de suavização spline (RAMSAY e SILVERMAN, 2005). 

O método de penalização por não-suavidade foi aplicado ao estudo de Berkeley para 

encontrar as curvas de velocidade e aceleração do crescimento das dez primeiras meninas. A 

Figura 6 mostra o ajuste suave das curvas de velocidade para as alturas das 10 primeiras 

meninas do estudo de crescimento de Berkeley. As maiores velocidades ocorrem até os dois 

anos de idade, onde alcançam impressionantes 25 centímetros por ano. A partir dessa idade, a 

velocidade oscila entre cinco e dez centímetros por ano, até os 10 anos de idade. Embora a 

análise das curvas de acelerações seja prematura, podem-se observar padrões consistentes nas 

curvas a partir dos seis anos de idade. A Figura 7 mostra o ajuste suave das curvas de 

aceleração para as alturas das 10 primeiras meninas do Estudo de Crescimento de Berkeley. O 

crescimento é visível como um pico seguido de um vale em todas as curvas (RAMSAY e 

SILVERMAN, 2005). 

 



 

Figura 5 Alturas das 10 primeiras meninas do 

Adaptado de Ramsay e Silverman (2005)

 

Figura 6 Curvas de velocidade para alturas do 

Adaptado de Ramsay e Silverman (2005)

Figura 7 Curvas de aceleração para as alturas do 

Adaptado de Ramsay e Silverman (2005)

 
Alturas das 10 primeiras meninas do estudo de Berkeley

Adaptado de Ramsay e Silverman (2005) 

 

urvas de velocidade para alturas do estudo de Berkeley
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A estatística descritiva clássica para dados univariados se aplica igualmente aos 

dados funcionais. A curva média �!(g) de uma amostra que contem i curvas �!�(g), onde 

� = 1, … , �, é dada pela média dessas curvas. A Eq. (2.23) apresenta a expressão da curva 

média. 

 

�!(g) = �:� / �!�(g)(�3�                                                                                             (2.23) 

 

Da mesma forma, a curva de variância klm �(g) apresenta valores definidos pela Eq. 

(2.24). A curva de desvio padrão é a raiz quadrada da curva de variância (RAMSAY e 

SILVERMAN, 2005). 

 

klm �(g) = (� − 1):� / i��(g) − �!(g)j�(�3�                                                           (2.24) 

 

2.3.2 A�ÁLISE DE VARIÂ�CIA DE DADOS FU�CIO�AIS (FA�OVA) 

 
A Análise de Variância para dados funcionais (FANOVA) é uma metodologia que 

utiliza as mesmas ferramentas estatísticas da análise de variância para dados univariados. A 

FANOVA é operacionalizada através da aplicação de uma ANOVA para cada valor 

individual da variável funcional. Com isso, pode-se determinar, por exemplo, funções ou 

curvas dos contrastes dos efeitos dos fatores. Podem-se determinar também funções das 

somas das médias quadráticas dos efeitos dos fatores (RAMSAY e SILVERMAN, 2005). 

Ramsay e Silverman (2005) apresentam um modelo estatístico para uma variável de 

resposta funcional no contexto de um estudo de caso em estações climatológicas do Canadá. 

Temperaturas médias mensais de trinta e cinco estações foram registradas durante um ano. As 

temperaturas se comportam como dados funcionais em relação ao tempo t (meses do ano). As 

estações foram distribuídas em quatro grupos, de acordo com a região geográfica. O modelo 

para a m-ésima função da temperatura dentro do g-ésimo grupo é descrito pela Equação 

(2.25).  

n = �(g) + op(g) + "qp(g) rs = 1, 2, … , 35u = 1, 2, 3, 4                                       (2.25) 

 

onde �(g) representa a função da grande média sobre todas as estações analisadas, op(g) 

representa a função dos efeitos específicos sob a temperatura devido a região do grupo g, tal 

que, 
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/ op(g)wp3� = 0, para todo t.                                                                                 (2.26) 

 

A função residual "qp(g) indica a variação desconhecida devido a m-ésima estação 

climatológica, dentro do grupo g. 

O modelo proposto se baseia no modelo linear geral e no princípio dos mínimos 

quadrados. A soma quadrática dos erros foi reescrita em uma notação matricial apropriada 

para representar uma função. A avaliação visa verificar se o efeito específico de cada grupo g 

é diferente de zero e, principalmente, se é significativo para qualquer valor de t observado. 

Análogo à ANOVA tradicional de um fator, o modelo proposto permite avaliar se esses 

efeitos são significativos em termo da função da soma quadrática dos erros. A FANOVA 

mostrou que, ao nível de significância de 5%, existe diferença significativa entre regiões 

climáticas. Essa diferença se torna substancialmente maior na primavera e no outono. 

Assumindo um conjunto de dados funcionais como uma amostra aleatória, pode-se 

usar um teste de hipóteses para comparar diferentes grupos de curvas. Fan e Lin (1998) 

desenvolveram um teste de hipóteses baseado na decomposição da variável funcional em 

séries de Fourier e wavelets. O teste é aplicado na comparação de conjuntos de dados 

funcionais de alta dimensão, apresentando um grande número de curvas em cada grupo de 

comparação. O método foi aplicado com sucesso na avaliação de diferentes filmes 

publicitários. 

A abordagem da FANOVA que usa uma série de ANOVAs tradicionais para cada 

momento específico da variável funcional causa um grave problema de multiplicidade. O 

problema ocorre devido ao grande número de testes simultâneos. Ignorar a multiplicidade 

provoca um descontrole geral do erro Tipo I. Outra abordagem problemática para FANOVA 

trata os dados funcionais como vetores multivariados e aplica técnicas tradicionais de 

ANOVA multivariada. Essa abordagem exige muitas vezes o emprego de técnicas para 

redução de dimensionalidade. Neste caso, o problema ocorre porque uma grande variedade de 

diferentes funções não podem ser representadas por funções de base bem conhecidas, tais 

como Fourier e wavelet. Sem essa representação não é possível alcançar uma redução 

dimensional significativa (ABRAMOVICH e ANGELINI, 2006).  

Existem situações em que a ANOVA possui efeitos mistos. Efeitos são denominados 

mistos quando existirem efeitos fixos e aleatórios atuando em conjunto. O efeito é 

considerado fixo quando os níveis incluem todas as possibilidades do fator. Exemplificando 

através da análise de um sistema de medição, um efeito ‘avaliador’ do tipo fixo incluiria todos 
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os avaliadores que operam o sistema na análise. Quando os avaliadores ou as peças são 

amostras escolhidas, aleatoriamente, de uma população maior, os efeitos são ditos aleatórios 

(MONTGOMERY e RUNGER, 2003). Abramovich e Angelini (2006) apresentam um 

modelo de FANOVA para um problema de efeitos mistos. O modelo estabelece um 

procedimento de teste de significância para a tendência global funcional e efeitos fixos 

funcionais. O teste se baseia em coeficientes de wavelet empíricos. A decomposição de 

wavelet permite caracterizar diferentes tipos de respostas funcionais suavizadas que não são 

cobertas pelas alternativas não-paramétricas. A distribuição dos efeitos aleatórios funcionais 

foi definida no domínio da função wavelet, o que aumentou a capacidade de representação de 

uma ampla variedade de funções. 

Outra adaptação para a análise de variância de dados funcionais foi proposta por 

Cuevas et al. (2004). Trata-se de uma abordagem funcional pura, não havendo necessidade de 

discretizar os pontos das curvas para a análise dos dados. A proposta está baseada no 

comportamento assintótico do Teste F clássico da ANOVA. A expressão para o cálculo de F 

apresenta no numerador a variabilidade das curvas entre os grupos e no denominador a 

variabilidade das curvas dentro dos grupos. O método usa um teste baseado no numerador do 

teste F.  

O método em Cuevas et al. (2004) foi aplicado em um estudo cardiológico. Durante 

uma isquemia do miocárdio, alterações no metabolismo de energia causam distúrbio da 

homeostase iônica, levando à morte da célula afetada. Tais alterações estão vinculadas à 

preservação de H+ na membrana mitocondrial. Os dados foram medidos em células cardíacas 

de dois grupos de ratos. Um grupo foi tratado com um bloqueador de Na+ / H+. O segundo 

grupo foi usado como controle, não tendo recebido o tratamento. Medições foram feitas em 

intervalos de dez segundos, durante uma hora. O método determinou a existência de diferença 

significativa entre as curvas de concentração de cálcio nos grupos estudados. Concluiu-se que 

o bloqueador usado no tratamento favorece a preservação de H+ na membrana mitocondrial.  

Souza (2008) apresenta um método para teste de hipóteses baseado no cálculo de 

distâncias entre duas curvas distintas. O objetivo do teste é determinar se as curvas médias de 

dois grupos distintos de curvas são iguais. O método também permite testar se a curva média 

de um grupo de curvas é igual a uma curva previamente conhecida. O método avalia a 

distribuição de estatísticas de testes baseadas na distância entre as curvas. As estatísticas dos 

testes foram baseadas nas distâncias de Hellinger, de Kullback-Leibler, na distância L1 e na 

diferença quadrática integrada.  
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O método proposto por Souza (2008) foi aplicado a estudos simulados para avaliar a 

distribuição de cada estatística do teste. Os estudos simulados foram construídos a partir de 

funções conhecidas, acrescidas de erros aleatórios normalmente distribuídos. Foram 

calculadas as distâncias das curvas médias suavizadas para certa curva f. Diversos cenários 

foram avaliados, considerando diferentes funções (dados funcionais), diferentes distribuições 

de erros aleatórios e diferentes tamanhos de amostras de curvas. O estudo mostrou que cada 

estatística de teste pode ser aproximada pela distribuição gama. 

A revisão da literatura envolvendo análise de dados funcionais mostra que as 

pesquisas atuais aplicadas à Engenharia da Qualidade estão restritas ao monitoramento de 

perfis. O monitoramento de perfis ocorre na fase de controle da qualidade dos processos. A 

modelagem e representação de dados funcionais estão distantes da realidade do 

desenvolvimento de produtos e processos de fabricação na indústria. As adaptações propostas 

para a ANOVA enfocam o estudo de propriedades matemáticas sem compromisso com a 

aplicação em ferramentas da Engenharia da Qualidade. 

 

2.4 CO�CLUSÃO 

 

Os temas propostos neste capítulo abordaram as pesquisas recentes de métodos de 

estudos de R&R e otimização de experimentos multirespostas, na área da EQ. Também foram 

pesquisados os trabalhos recentes na área da análise de dados funcionais. Diferentes trabalhos 

apontaram a necessidade crescente deste tipo de associação, devido ao aumento da 

informação dos produtos e processos industriais. Entretanto, a pesquisa bibliográfica desta 

dissertação não encontrou uma linha de pesquisa focada em buscar uma associação entre a 

aplicação dessas ferramentas da EQ e a análise de dados funcionais. Por isso, a revisão 

bibliográfica deste trabalho foi concentrada na fundamentação matemática de diferentes 

abordagens para as referidas ferramentas da EQ. Esse enfoque forneceu um embasamento 

apropriado para a construção das proposições do capítulo 4. 

  

 



 
 

 
 

3. ESTUDO DE CASO 

 

O método proposto neste trabalho será apresentado a partir da análise de um estudo 

de caso. O estudo de caso apresenta a aplicação tradicional de um estudo de R&R, isto é, a 

usa a técnica para respostas de valor único para a análise de um produto cuja característica de 

qualidade é um dado funcional. Essa prática observada na indústria decorre da falta de 

métodos adaptados aos novos tipos de dados gerados nos sistemas de medições modernos. 

Este capítulo descreve duas abordagens para a análise de desempenho de um sistema 

de medição. A primeira apresenta uma análise tradicional, que é feita a partir da ANOVA de 

um único ponto da curva. A escolha do ponto pode obedecer a diferentes critérios, tais como 

importância, singularidade e inflexão. Esse tipo de análise desconsidera o resultado para os 

demais pontos da curva. A segunda abordagem apresenta uma ANOVA ponto a ponto. Nessa 

abordagem, cada ponto da curva é analisado através da ANOVA, de forma independente. A 

decisão deve ser escolhida para cada ponto.   

 

3.1 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

 

Um fabricante de pneus avalia a qualidade dos produtos através da viscosidade da 

borracha a uma determinada temperatura. O fabricante controla a viscosidade da borracha a 

uma freqüência pré-definida. A medição é feita em um reômetro de laboratório.  O reômetro é 

um instrumento de medida das propriedades visco-elásticas da borracha. O instrumento 

fornece a curva reométrica de vulcanização da borracha. A partir da curva reométrica são 

obtidos os valores usuais para caracterização da borracha. A viscosidade é avaliada através de 

características viscosas da mistura. Uma característica viscosa é dada pelo torque suportado 

por uma amostra de borracha em função do tempo. As medidas de torque são tomadas em 

diferentes instantes do tempo de vulcanização. Apesar da disponibilidade de vários registros 

de tração, a decisão sobre a qualidade dos equipamentos leva em conta apenas um dos valores 

de torque medidos. 

O sistema de medição da viscosidade é monitorado através da aplicação de estudos 

de R&R. Em uma avaliação do SM foram usadas amostras de duas máquinas de fabricação 

diferentes. As amostras coletadas da máquina 1 correspondem às observações da peça 1. As 

amostras coletadas da máquina 2 correspondem às observações da peça 2. As amostras foram 

coletadas de forma a fixar os efeitos dos fatores controláveis e minimizar os fatores de ruído 

que atuavam no processo. A amostra de borracha de cada máquina foi dividida em dez corpos 
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de prova. As provas foram medidas no equipamento de laboratório por dois avaliadores 

diferentes. Cada avaliador mediu cinco provas de cada máquina. A curva de vulcanização em 

função do tempo foi medida para cada corpo de prova. Os pontos medidos de cada curva estão 

na Tabela 7. 

Os registros do torque são tomados a intervalos de tempos característicos da 

borracha. O tempo t10 corresponde ao tempo em que o torque aumentou 10% da diferença 

entre os valores máximo e mínimo de torque. Os tempos t20, t50 e t90 correspondem um 

aumento de 20, 50 e 90%, respectivamente, daquela diferença. O tempo ts1 corresponde ao 

tempo de pré-cura. É o tempo transcorrido para o torque atingir 1 dN.m. O tempo ts2 

corresponde ao tempo de segurança, para o torque chegar a 2 dN.m. O dado funcional 

corresponde relação da medida do torque versus o tempo para a vulcanização ocorrer.   

 

Tabela 7 Medidas de torque em função do tempo – valores originais 

  Prova 1 Prova 2 Prova 3 Prova 4 Prova 5 

  t(min) dN.m t(min) dN.m t(min) dN.m t(min) dN.m t(min) dN.m 

A
va

li
ad

or
 1

 

P
eç

a 
1 

t10 0,65 0,71 0,65 0,71 0,65 0,71 0,65 0,70 0,65 0,70 

ts1 0,73 1,00 0,73 1,00 0,72 1,00 0,73 1,00 0,73 1,00 

ts2 0,91 2,00 0,92 2,00 0,91 2,00 0,91 2,00 0,91 2,00 

t50 1,12 3,53 1,12 3,53 1,12 3,54 1,12 3,51 1,12 3,51 

t90 1,65 6,35 1,65 6,35 1,65 6,36 1,65 6,32 1,65 6,31 

P
eç

a 
2 

t10 0,60 0,72 0,58 0,72 0,58 0,73 0,60 0,72 0,60 0,73 

ts1 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 

ts2 0,90 2,00 0,88 2,00 0,88 2,00 0,90 2,00 0,88 2,00 

t50 1,12 3,59 1,12 3,60 1,12 3,63 1,12 3,60 1,12 3,63 

t90 1,67 6,45 1,67 6,48 1,68 6,53 1,68 6,47 1,68 6,53 

A
va

li
ad

or
 2

 

P
eç

a 
1 

t10 0,64 0,72 0,67 0,77 0,65 0,71 0,65 0,70 0,66 0,72 

ts1 0,72 1,00 0,73 1,00 0,72 1,00 0,73 1,00 0,73 1,00 

ts2 0,90 2,00 0,92 2,00 0,91 2,00 0,91 2,00 0,91 2,00 

t50 1,11 3,60 1,17 3,84 1,12 3,54 1,12 3,52 1,14 3,62 

t90 1,65 6,48 1,88 6,90 1,66 6,37 1,66 6,34 1,72 6,51 

P
eç

a 
2 

t10 0,60 0,72 0,60 0,73 0,60 0,72 0,60 0,73 0,60 0,72 

ts1 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 0,68 1,00 

ts2 0,88 2,00 0,88 2,00 0,90 2,00 0,88 2,00 0,88 2,00 

t50 1,12 3,59 1,12 3,64 1,12 3,60 1,12 3,64 1,13 3,59 

t90 1,67 6,45 1,67 6,54 1,67 6,48 1,67 6,55 1,67 6,45 
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O reômetro usado para medir a curva de vulcanização gera curvas de dados com um 

número de pontos muito superior aos registrados na Tabela 7. Entretanto, não foi possível 

obter os registros de um número maior de pontos do que os registrados nessa tabela, já que a 

empresa não os armazena. Os dados não armazenados poderiam ser usados para aumentar a 

confiança do processo decisório. Outra característica do SM é que as medidas de torque não 

são tomadas a intervalos constantes de tempo. Isto significa, por exemplo, que o valor do 

tempo t10 não é o mesmo nas diferentes amostras avaliadas pelos diferentes avaliadores. 

O pequeno número de medidas do torque e a falta de uniformidade nos intervalos de 

tempo dificultam a aplicação de métodos efetivos na análise do problema. Como não foi 

possível aumentar o número de pontos registrados nem fixar os intervalos de tempo, foi 

necessário efetuar um tratamento preliminar dos dados do problema. As curvas de viscosidade 

em função do tempo de cada amostra foram modeladas. Os dados modelados foram usados na 

análise do problema descrita nesse capítulo. Essa medida também se justifica para atingir os 

objetivos desse trabalho, pois o método proposto no capítulo 4 exige que os intervalos de 

tempo sejam fixos. 

Os dados foram ajustados através de modelos de regressão não-linear. A curva de 

cada amostra foi ajustada individualmente, com base em um modelo característico da 

viscosidade da borracha. O modelo de curva foi selecionado considerando todos os pontos de 

todas as curvas observadas. O critério de ajuste usado foi o coeficiente de determinação (R2), 

com alvo unitário. A eq. (3.1) apresenta o modelo matemático para a viscosidade da borracha 

como função do tempo. A função da eq. (3.1) é segue o modelo da distribuição de Weibull. 

 

a = �% − ��_:x;cyz                                                                                                (3.1) 

 

Na eq. (3.1), a representa o torque, �%, ��, �� e �{ são os coeficientes experimentais 

do modelo e t o tempo em minutos. A partir desse modelo, é possível determinar o valor do 

torque em qualquer tempo no intervalo modelado, o que permite que a curva de vulcanização 

seja comparável em intervalos fixos de tempo. A Tabela 8 apresenta os valores de torque 

obtidos a partir das curvas ajustadas de cada amostra. São apresentados quinze pontos para 

cada curva ajustada. Os pontos foram tomados a intervalos de tempo fixos. a�	� são as 

observações para os avaliadores � = 1,2, para as peças � = 1,2 e para as repetições � =
1, … ,5. Os parâmetros de ajuste usados em cada curva foram incluídos na Tabela 70, do 

Anexo 1. 
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A Figura 8 mostra as curvas ajustadas para amostras da peça 1 medidas pelo 

avaliador 1. As Figuras 9, 10 e 11 mostram as curvas para as demais combinações entre peças 

e avaliadores. As curvas de cada amostra foram diferenciadas pelos parâmetros do modelo, 

que variaram entre as diferentes amostras.  

 

 

Figura 8 Curva de vulcanização ajustada do avaliador 1 e peça 1 

 

 

Figura 9 Curva de vulcanização ajustada do avaliador 1 e peça 2 
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Figura 10 Curva de vulcanização ajustada do avaliador 2 e peça 1 

 

 

Figura 11 Curva de vulcanização ajustada do avaliador 2 e peça 2 
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Tabela 8 Medidas do torque em função do tempo – valores ajustados 

 
Torque (dN.m) 

tempo 
(min) a��� a��� a��{ a��w a��| a��� a��� a��{ a��w a��| 

0,6 0,55 0,58 0,57 0,54 0,54 0,74 0,75 0,77 0,74 0,73 

0,7 0,88 0,88 0,90 0,88 0,88 1,03 1,08 1,09 1,03 1,07 

0,8 1,35 1,30 1,36 1,35 1,35 1,45 1,53 1,53 1,45 1,53 

0,9 1,93 1,87 1,94 1,93 1,93 2,01 2,09 2,10 2,01 2,10 

1 2,62 2,57 2,63 2,62 2,61 2,69 2,75 2,76 2,69 2,78 

1,1 3,37 3,36 3,38 3,36 3,36 3,45 3,48 3,50 3,46 3,51 

1,2 4,13 4,17 4,14 4,11 4,10 4,23 4,22 4,25 4,24 4,24 

1,3 4,84 4,91 4,85 4,81 4,80 4,96 4,91 4,95 4,98 4,94 

1,4 5,44 5,52 5,45 5,41 5,40 5,57 5,51 5,55 5,59 5,53 

1,5 5,91 5,97 5,92 5,87 5,86 6,03 5,98 6,02 6,04 6,01 

1,6 6,23 6,26 6,25 6,20 6,19 6,33 6,32 6,35 6,33 6,35 

1,7 6,43 6,41 6,45 6,41 6,40 6,50 6,54 6,55 6,50 6,57 

1,8 6,54 6,48 6,57 6,53 6,52 6,58 6,67 6,66 6,57 6,70 

1,9 6,60 6,50 6,62 6,58 6,58 6,62 6,73 6,72 6,61 6,77 

2 6,62 6,51 6,64 6,61 6,60 6,63 6,76 6,74 6,62 6,80 

tempo 
(min) a��� a��� a��{ a��w a��| a��� a��� a��{ a��w a��| 

0,6 0,60 0,56 0,57 0,54 0,52 0,72 0,726 0,74 0,73 0,71 

0,7 0,93 0,88 0,90 0,88 0,88 1,07 1,066 1,03 1,07 1,08 

0,8 1,39 1,31 1,36 1,35 1,35 1,53 1,526 1,45 1,53 1,54 

0,9 2,00 1,88 1,94 1,93 1,93 2,10 2,103 2,01 2,10 2,09 

1 2,72 2,55 2,63 2,62 2,60 2,76 2,777 2,70 2,78 2,71 

1,1 3,52 3,29 3,38 3,37 3,32 3,47 3,510 3,46 3,52 3,36 

1,2 4,32 4,07 4,15 4,12 4,05 4,18 4,254 4,25 4,26 4,03 

1,3 5,06 4,81 4,85 4,83 4,74 4,85 4,951 4,99 4,96 4,68 

1,4 5,66 5,47 5,45 5,42 5,34 5,44 5,555 5,60 5,57 5,27 

1,5 6,11 6,01 5,92 5,88 5,84 5,92 6,034 6,06 6,05 5,79 

1,6 6,39 6,41 6,24 6,20 6,21 6,28 6,380 6,35 6,39 6,22 

1,7 6,55 6,67 6,44 6,40 6,47 6,52 6,606 6,52 6,61 6,56 

1,8 6,62 6,83 6,55 6,51 6,63 6,68 6,739 6,60 6,75 6,80 

1,9 6,65 6,92 6,60 6,56 6,73 6,76 6,808 6,63 6,81 6,98 

2 6,66 6,95 6,62 6,59 6,77 6,81 6,839 6,64 6,84 7,09 
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3.2 A�OVA DE UM PO�TO 

 

O fabricante de pneus avalia o desempenho do SM através de um estudo de R&R, 

utilizando o método da ANOVA. Apesar de um conjunto maior de dados estar disponível, 

apenas um ponto da curva é usado para a análise e tomada de decisão. Neste caso, a 

característica de qualidade é representada pelo valor de torque correspondente ao instante t50. 

O instante t50 não apresenta o mesmo valor para todas as medições efetuadas. Esse fato 

decorre de características específicas do material. As medidas de torque foram tomadas para 

t50 independentemente da diferença de tempo observada entre os diferentes corpos de prova. 

Com esses dados foi possível construir uma tabela ANOVA de dois fatores e elaborar o 

estudo de R&R. Os fatores usados na ANOVA são a peça (P) e o avaliador (A). Os efeitos 

dos fatores são considerados fixos. A Tabela 9 apresenta os dados usados nesta abordagem. 

 

Tabela 9 Arranjo das variáveis de resposta para o torque no tempo t50 

  Fator Peça (Máquina)  

Fa
to

r 
A

va
li

ad
or

  1 2 

1 
3,53 

3,53 

3,51 

3,51 

3,54 3,59 

3,60 

3,60 

3,63 

3,63 

2 
3,60 

3,84 

3,52 

3,62 

3,54 3,59 

3,64 

3,64 

3,59 

3,60 

 

Aplicando o método descrito na seção 2.1 (Tabela 2) se obtém o resultado 

apresentado na Tabela 10. A ANOVA mostra que o efeito das peças e dos avaliadores não é 

significativo. O efeito da interação também não foi significativo para o tempo t50.  

 

Tabela 10 A�OVA dois fatores para o torque no tempo t50 

Fonte de 

Variação 

Soma dos 

Quadrados 
GDL 

Média 

Quadrática 
FCAL FTAB 

Avaliadores 0,0130  1 0,0130 2,976 4,494 

Peças 0,0068 1 0,0068 1,566 4,494 

Interação AP 0,0120 1 0,0120 2,747 4,494 

Resíduos 0,0699 16 0,0044   

Total 0,1018 19    
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Como a interação não é significativa é possível unificar as somas quadradas, 

conforme descrito no Capítulo 2, resultando nos valores apresentados na Tabela 11. As 

contribuições para a variação total do sistema são apresentadas na Tabela 12. A percentagem 

de variação do R&R totalizou 98,3% do total. O limite de aceitação para a variação do SM é 

de 30%, conforme a Tabela 6. A principal fonte de variação apontada é a do equipamento de 

medição. 

 

Tabela 11 A�OVA sem interação – t50 

Fonte de 

Variação 

Soma dos 

Quadrados 
GDL 

Média 

Quadrática 
FCAL FTAB 

Avaliadores 0,0130  1 0,0130 2,699 4,451 

Peças 0,0068 1 0,0068 1,420 4,451 

Resíduos 0,0819 17 0,0048   

Total 0,1018 19    

 

Tabela 12 Percentagem da variação total – t50 

Fonte de Variação Desvio Padrão 5,15 sigmas Percentual da Variação 
Total (%) 

VE 0,0694 90,8 

VA 0,0286 37,4 

VP 0,0142 18,6 

R&R 0,0751 98,3 

Total 0,0764  

 

A mesma análise pode ser feita com base nos valores calculados pelo modelo da eq. 

(3.1). Neste caso, o valor da viscosidade poderia ser tomado no mesmo valor de tempo em 

todas as amostras. A Tabela 13 utilizando o valor estimado de tempo equivalente a t50 

(aproximadamente t = 1,1 min). A ANOVA passa a mostrar o efeito das peças como 

significativo. As contribuições para a variação total do sistema são apresentadas na Tabela 14. 

A percentagem de variação do R&R totalizou 61,7% do total, bem acima do limite de 
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aceitação de 30%, conforme o Tabela 6. Nesta abordagem, a VE contribuiu com toda a 

variação para o R&R. 

  

Tabela 13 A�OVA sem interação – valor ajustado para t=1,1min 

Fonte de 

Variação 

Soma dos 

Quadrados 
GDL 

Média 

Quadrática 
FCAL FTAB 

Avaliadores 0,00002 1 0,00002 0,0071 4,451 

Peças 0,0500 1 0,0456 17,29 4,451 

Resíduos 0,0492 17 0,0029   

Total 0,09307 19    

 

Tabela 14 Percentagem da variação total – valor ajustado para t=1,1min 

Fonte de Variação Desvio Padrão 5,15 sigmas Percentual da Variação 
Total (%) 

VE 0,0527 61,7 

VA 0,0000 0,0 

VP 0,0654 78,7 

R&R 0,0527 61, 7 

Total 0,0840   

 

A utilização de valores previstos de t50 na análise, reportado acima, é um passo na 

direção de uma abordagem funcional para o problema. Utilizando valores previstos de t50, 

obtém-se um resultado diferente daquele obtido através do método usado pelo fabricante de 

pneus. A aplicação da ANOVA que desconsidera a característica de qualidade (CQ) como 

uma variável funcional não detecta o efeito significativo das peças, assinalado pelo método 

das curvas modeladas. A VP calculada para o ponto t50 previsto é quatro vezes maior do que 

a VP calculada para o ponto t50 observado diretamente.  
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3.3 A�OVA PO�TO A PO�TO 

 

O fabricante de pneus poderia optar por analisar o desempenho do SM usando cada 

valor disponível de viscosidade. Neste caso, a CQ seria analisada separadamente em cada 

valor de tempo e a análise consistiria de uma ANOVA de dois fatores aplicada às medidas de 

tração em cada tempo (t10, ts1, ts2, t50 e t90). A Tabela 15 apresenta a tabela ANOVA para 

esse cenário de aplicação. A tabela demonstra a importância dos efeitos dos fatores em cada 

tempo t, excluída a interação que não foi significativa. A Tabela 16 mostra a percentagem da 

VT do sistema. Tabela 17 apresenta a contribuição de cada fator para a variação do SM. Cabe 

ao analista do SM definir qual informação deve ser usada para a tomada de decisão sobre a 

capacidade do SM. 

 

Tabela 15 Tabela dos valores de F calculados 

 
Teste F Sem Interação (FTAB = 4,45) 

Fonte de 
Variação 

t10 ts1 ts2 t50 t90 

Avaliador 2,85 * * 2,70 2,85 

Peça 1,44 * * 1,42 1,44 

* Devido às características do SM, as medidas de tração nos pontos ts1 e ts2 
são 1 e 2dN.m, respectivamente, e nenhum teste F é possível para a CQ. 

 

Tabela 16 Percentagem da Variação Total 

Percentual da Variação Total (%) 

Fonte de 
Variação 

t10 t50 t90 

%VE 90,2 90,8 90,2 

%VA 38,8 37,4 38,83 

%VP 19,0 18,6 19,0 

%R&R 98,2 98,3 98,2 
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Tabela 17 Contribuição para a Variação Total 

Percentagem de contribuição para a Variação Total 
(%) 

Fonte de 
Variação 

t10 t50 t90 

VE 81,31 82,51 81,31 

VA 15,07 14,02 15,08 

VP 3,62 3,47 3,62 

R&R 96,38 96,53 96,38 

 

A ANOVA ponto a ponto foi aplicada a cinco valores ajustados escolhidos da Tabela 

8. Os valores de t foram escolhidos para manter a maior proximidade possível com os valores 

típicos registrados na Tabela 7. O resultado da ANOVA usando esses valores pode ser visto 

na Tabela 18. Observa-se que o efeito das peças é significativo em todos os valores de t. As 

Tabelas 19 e 20 mostram, respectivamente, a percentagem em relação à variação total e a 

percentagem de contribuição para a variância de cada fonte de variação. A percentagem de 

R&R para a variação total (Tabela 19) apresenta um conflito para a tomada de decisão. 

Enquanto o resultado para os tempos de 0,7 min e 0,8 min recomendariam a aprovação do 

SM, os resultados para os demais tempos reprovam o SM. 

 

Tabela 18 Tabela dos valores de F calculados 

 
Teste F Sem Interação (FTAB = 4,45) 

Fonte de 
Variação 

t = 0,7 
min 

t = 0,8 
min 

t = 0,9 
min 

t = 1,1 
min 

t = 1,7 
min 

Avaliador 0,39 1,08 0,90 0,01 4,58 

Peça 379,29 128,76 69,08 17,29 9,61 
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Tabela 19 Percentagem da Variação Total 

Percentagem da Variação Total (%) 

Fonte de 
Variação 

t = 0,7 
min 

t = 0,8 
min 

t = 0,9 
min 

t = 1,1 min 
t = 1,7 

min 

%VE 16,0 26,9 35,8 61,7 73,3 

%VA* 0,0 2,4 0,0 0,0 0,0 

%VP 98,7 96,3 93,4 78,7 68,0 

%R&R 16,0 27,0 35,8 61,7 73,3 

* A VA que apresentou valor negativo foi zerada nesta tabela. 

 

 

Tabela 20 Contribuição para a Variação Total 

Percentagem de contribuição para a Variação Total (%) 

Fonte de 
Variação 

t = 0,7 
min 

t = 0,8 
min 

t = 0,9 
min 

t = 1,1 
min 

t = 1,7 
min 

VE 2,4 7,3 12,7 35,6 45,1 

VA 0 0 0 0 16,2 

VP 97,6 92,7 87,3 64,4 38,8 

R&R 2,4 7,3 12,7 35,6 61,2 

 

 

 



 
 

 
 

4. MÉTODO A�OVA DAS DISTÂ�CIAS PARA VARIÁVEIS FU�CIO�AIS 

 

As abordagens tradicionais apresentadas no estudo de caso do Capítulo 3 levam a 

resultados que exigem informações adicionais que não fazem parte do estudo de R&R; por 

exemplo, a determinação do valor de tempo que melhor representa a avaliação do SM. Uma 

abordagem apropriada para essa definição deve considerar no resultado final a influência de 

todos os pontos medidos. Isto é, a metodologia deve usar toda a informação da curva no 

processo de avaliação. 

O problema consiste em avaliar o desempenho de um SM cuja característica de 

qualidade é uma variável funcional. Neste capítulo serão apresentadas adaptações da ANOVA 

usada em estudos de R&R para a avaliação do desempenho de um SM funcional. O processo 

de construção do método de análise se dividiu em três abordagens: (i) aplicação de testes de 

significância para comparação de médias; (ii) ANOVA de um fator e (iii) ANOVA de dois 

fatores. As duas primeiras etapas abordam o estudo da reprodutibilidade. A avaliação do SM é 

feita a partir da influência de diferentes avaliadores. Nessa abordagem, a repetitividade, que 

caracteriza a variabilidade do instrumento de medição, será desprezada. A terceira etapa 

enfoca um estudo clássico de SM, em que o desempenho do SM é avaliado a partir da 

repetitividade e reprodutividade. Nessa etapa serão apresentados três procedimentos de 

cálculos. 

 

4.1 TESTE DE HIPÓTESE 

 

Os testes de hipóteses estatísticos são usados para comparar a média de uma 

população a um valor específico (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). Os testes de hipótese 

podem determinar se existe diferença significativa entre os valores médios de duas 

populações, por exemplo. A abordagem comum de um teste de hipóteses é testar uma 

característica da população de cada vez. Entretanto, aqui deseja-se testar a diferença entre dois 

grupos distintos de curvas.  

O método para determinar a diferença entre curvas se baseia na distância das curvas 

dos diferentes grupos com relação a uma curva média geral. A estatística de teste para a 

hipótese de igualdade será baseada na Distância de Hausdorff. A DH fornece uma medida da 

distância entre duas curvas ou conjuntos de pontos diferentes. Quanto menor a distância, 

maior a semelhança entre os dois conjuntos (FOGLIATTO, 2008). Fogliatto (2008) usou a 

DH para converter respostas funcionais em respostas simples em um contexto de otimização 
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de experimentos com múltiplas respostas. Sejam dois grupos de curvas, independentes, 

obtidos a partir da medição de uma CQ de produtos escolhidos de dois lotes diferentes. Cada 

grupo contém k curvas. As curvas são repetições da medição feita sobre a amostra de 

interesse. Cada curva é composta por n pontos. As observações da k-ésima repetição obtidas 

do i-ésimo lote de produtos estão organizadas no vetor }�� , no espaço ℝ�:  

 

}�� = i(����, g�), … , (���� , g�)j                                                                              (4.1) 

 

onde i = 1,..., 2, k = 1,..., K e n = 1,..., 6 são inteiros e positivos, e t é um número real não 

negativo. Deseja-se determinar se há diferença significativa entre os dois grupos. As curvas 

são formadas por pares de dados contendo a medição da variável de interesse e a observação 

da variável indexadora, que pode ser o tempo, por exemplo. 

Seja }� .. o vetor de grande média, a partir de todas as observações, dado por: 

 

}�.. = ��/ / 89B>CB=><9=> (2 , g�� , … , �/ / 89B�CB=><9=> (2 , g���                                                    (4.2) 

 

A DH entre os vetores }��  e }�.., denotada por Y}9B(}�..), corresponde à mediana do 

conjunto das distâncias entre cada ponto do vetor }� .. e os pontos do vetor }��, isto é: 

 

Y}9B(}� ..) = mediana8..�∈}�.. Y(�..�, }��)                                                                    (4.3) 

 

A distância Y(�..�, }��) é definida como a menor das distâncias entre um ponto do vetor }� .. e 

cada ponto do vetor }��, isto é: 

 

Y(�..�, }��) = min89B∈}9B Y(�..�, ���)                                                                       (4.4) 

 

onde Y(�..�, ���) corresponde à distância Euclidiana entre um ponto do vetor }� .. e um ponto do 

vetor }��; considerando-se os pontos �!..� e ���, essa distância seria dada por: 

 

Y(�..�, ���) = �(�..� − ���)� + 0g8..> , g8>>1�
                                                           (4.5) 
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A Equação (4.5) mostra que a DH é uma distância euclidiana. Essa operação perde a 

informação da posição da curva observada em relação à média. Isto é, duas curvas diferentes 

podem ter a mesma DH, porém estarem em posições simétricas em relação à curva média. A 

alternativa para não perder essa informação no teste estatístico é atribuir um sinal a cada DH 

calculada. O sinal será positivo se o valor da resposta do ponto que coincide com a DH for 

maior que valor da grande média, no mesmo instante t, e negativo se menor que o valor da 

grande média. 

A Figura 12 apresenta um desenho esquemático das distâncias definidas pelas 

Equações (4.2) e (4.3). As retas tracejadas em azul representam as distâncias de um ponto da 

curva da grande média para cada ponto de uma curva individual. A menor distância foi 

representada pela linha sólida. Um valor mínimo de distância foi associado a cada ponto da 

curva da grande média. Esses dados formam o conjunto de 6 distâncias usadas no cálculo da 

mediana. 

 

 

Figura 12 Definição da DH 

 

Cada curva gera um valor de DH, definido pela eq. (4.3), acrescido do sinal de 

posição. Cada grupo i de curvas gera uma distribuição de valores de DH. As distribuições de 

0,0

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

6,0

7,0

8,0

9,0

10,0

0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9

T
or

qu
e 

 (
d�

.m
)

t (min)

Interpretação da DH

Observação Individual Grande Média



69 
 

 
 

dados dos diferentes grupos devem ser comparados entre si para testar a diferença. A 

comparação pode ser feita através do teste t de hipóteses; para tanto, é preciso que os dados 

sejam normalmente distribuídos. Entretanto, pequenos desvios dessa exigência não afetam a 

validade dos resultados (MONTGOMERY; RUNGER, 2003). A definição do teste está 

apresentada na Tabela 21. O procedimento de teste considera que as amostras apresentam 

variâncias iguais e desconhecidas.  

 

Tabela 21 Procedimento para o teste t duas amostras 

Definição do Teste 

Hipótese Nula  $%: �� = �� 

Hipótese Alternativa $�: �� ≠ �� 

Estatística de teste 
g% = a�� − a��

,e� 1�� + 1��
 

Desvio padrão agrupado ,e = (�� − 1),�� + (�� − 1),��(�� + �� − 2)  

Critério de Rejeição 
g% > gH �f ,(2>A2;:�) 
g% < −gH �f ,(2>A2;:�) 

 

Na Tabela 21,  gH �f ,(2>A2;:�) é a probabilidade obtida da distribuição t de Student a um nível 

de significância o, ,�� e ,�� são as variâncias das amostras dos grupos 1 e 2 e �� e �� o 

número de repetições dos grupos 1 e 2, respectivamente. 

 

4.2 A�OVA DE UM FATOR 

 
Seja um instrumento de medição que fornece respostas funcionais para uma 

determinada CQ. O instrumento é usado por diferentes avaliadores para medir repetidas vezes 

uma determinada amostra padrão. Cada avaliador gera um grupo de curvas. Deve-se 
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determinar se existe diferença significativa entre os diferentes grupos de curvas, obtidos a 

partir da leitura dos diferentes avaliadores.  

O método para determinar a existência de diferença entre grupos de curvas se baseia 

no cálculo de três medidas. A primeira medida é a distância entre cada curva observada em 

um determinado grupo e a curva média geral (grande média) dos i grupos. A segunda medida 

é a distância entre a curva média do grupo i e a curva da grande média dos i grupos. A terceira 

medida é a distância entre uma curva observada no grupo i e a curva média do respectivo 

grupo. O teste estatístico para determinar se há diferença significativa entre os diferentes 

grupos é o teste F clássico da ANOVA de um fator.  

Sejam i grupos de curvas obtidos de i avaliadores diferentes. Cada grupo contém k 

curvas, que são repetições da medição feita sobre a variável funcional de interesse. Cada 

curva é composta por n pontos. As observações da k-ésima repetição obtidas do i-ésimo 

avaliador estão organizadas no vetor }�� da eq. (4.1). O objetivo do método é determinar se há 

diferença significativa entre dois grupos.  

Seja }�.. o vetor de grande média, correspondente a todas as observações, dado pela 

Equação (4.2). Seja }��. o vetor de média do i-ésimo grupo, dado por: 

 

}��. = ��/ 89B>CB=>2 , g�� , … , �/ 89B�CB=>2 , g���                                                                (4.6) 

 

A DH entre cada curva observada }��  em um determinado grupo e a curva da grande 

média }� .. é dada pela Equação (4.3). A DH entre os vetores }��. e }� .., denotada por Y}�9.(}� ..), 

corresponde à mediana do conjunto das distâncias entre cada ponto do vetor }�..  e os pontos do 

vetor }��., isto é: 

 

Y}�9.(}� ..) = mediana8..�∈}� .. Y(�..�, }��.)                                                                   (4.7) 
 
 

A distância Y(�..�, }��.) é definida como a menor das distâncias entre um ponto do vetor }� .. e 

cada ponto do vetor }��., isto é: 

 

Y(�..�, }��.) = min8!9.∈}�9. Y(�..�, �!�.)                                                                          (4.8) 
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A DH entre os vetores }��  e }��., denotada por Y}9B(}��.), corresponde a mediana do 

conjunto das distâncias entre cada ponto do vetor }��. e os pontos do vetor }��, isto é: 

 

Y}9B(}��.) = mediana89.�∈}�9. Y(��.�, }��)                                                                (4.9) 
 
 

A distância Y(��.�, }��) é definida como a menor das distâncias entre um ponto do vetor }��. e 

cada ponto do vetor }��, isto é: 

 

Y(��.�, }��) = min8!9B∈}9B Y(��.�, �!��)                                                                    (4.10) 

 

A distância das curvas observadas à curva média do grupo está associada à 

variabilidade característica do instrumento de medição (erro aleatório). A distância das curvas 

médias dos grupos à curva da grande média está associada à variabilidade entre avaliadores. 

Um procedimento apropriado para comparar as respostas funcionais de dois 

avaliadores é a ANOVA de um fator.  

O níveis do fator avaliador correspondem aos diferentes avaliadores. O modelo 

estatístico para a ANOVA, neste caso, será: 

 

��	 = � + �� + "�� � � = 1,2, … , �� = 1,2, … , �                                                                          (4.11) 

 

onde µ é a grande média e τi é o efeito do i-ésimo avaliador. A soma �� = � + ��  representa a 

média da variável de resposta no i-ésimo nível do fator avaliador. 

O objetivo é testar a hipótese de igualdade dos efeitos dos diferentes níveis; isto é: 

 

r$%: �� = �� = ⋯ = �( = 0$�: �� ≠ 0                                                                                    (4.12) 

                                                   

O cálculo das variâncias parte das somas quadradas dos resíduos. Os resíduos devem 

ser determinados a partir: (i) das distâncias calculadas entre as curvas observadas e a curva da 

grande média; (ii) das distâncias calculadas entre as curvas médias de cada nível e a curva da 

grande média; e (iii) das distâncias calculadas entre as curvas observadas e a curva média de 

cada nível. As distâncias entre as curvas são representações matemáticas válidas para as 

diferenças entre curvas. O uso dessas distâncias permite aplicar a ANOVA tradicional ao caso 
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funcional. Tal adaptação elimina a necessidade de aplicar métodos multivariados e de redução 

dimensional no conjunto de dados funcionais. Da mesma forma que a ANOVA tradicional, 

pressupõe-se que as observações são normalmente e independentemente distribuídas e com 

idêntica variância para os diferentes fatores e níveis. Os pressupostos de independência, 

normalidade e identidade devem ser verificados através da análise dos resíduos. As 

distribuições dos resíduos também devem ser idêntica e normalmente distribuídas. 

A Soma Quadrática Total (SQT) corresponde à soma quadrática das distâncias 

calculadas pela Equação (4.3), sendo dada por: 

 

,-. = / / (��� − �!..)� =2�3�(�3� / / �Y}��(}�..)��2�3�(�3�                                         (4.13) 

 

A Soma Quadrática dos Grupos (SQG) corresponde à soma das distâncias calculadas 

pela Equação (4.7), sendo dada por: 

 

,-� = � / (�!�. − �!..)�(�3� = � / �Y}��.(}�..)��(�3�                                                     (4.14) 

 

A Soma Quadrática dos Resíduos (SQR) corresponde à soma das distâncias 

calculadas pela Equação (4.9), sendo dada por: 

 

,-6 = / / (��� − �!�.)� =2�3�(�3� / / �Y}��(}��.)��2�3�(�3�                                        (4.15) 

 

O ponto que coincide com a DH de uma observação individual à curva da grande 

média não coincide necessariamente com o da DH de outra observação individual.  Isto é, os 

valores das medianas podem se referir a valores diferentes de t. O valor esperado da CQ no 

para g = g�, por exemplo, é diferente do valor esperado para a CQ em g = g�. Os resíduos são 

calculados a partir de diferentes valores esperados para a CQ, o que implica na possibilidade 

da distribuição dos resíduos não ter média exatamente igual a zero. Essa alteração interfere no 

resultado da equação de identidade para as somas quadráticas dos resíduos, dada na eq. (4.16) 

 

,-. = / / �Y}��(}�..)��2�3�(�3� = � / �Y}��.(}�..)��(�3� + / / �Y}��(}��.)��2�3�(�3�           (4.16) 

 

A Equação (4.16) equivale a: 
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,-. = ,-� + ,-6                                                                                              (4.17) 

 

Existem duas alternativas para o cálculo de SQR: (i) cálculo direto a partir da 

Equação (4.15), e (ii) cálculo indireto a partir da Equação (4.17). A alternativa (i) é a 

recomendada para a utilização da DH. Entretanto, o procedimento de cálculo da SQR deve 

considerar os efeitos nas probabilidades dos erros tipo I e II. Os graus de liberdade associados 

aos termos da Equação (4.17) são: 

 

(�� − 1) = (� − 1) + �(� − 1)                                                                           (4.18) 

 

As somas quadráticas médias são dadas por: 

 

7-� = 2 / �Y}��.(}�..)�;<9=>((:�)                                                                                             (4.19) 

 

7-6 = / / �Y}��(}��.)�;CB=><9=> ((2:�)                                                                                       (4.20) 

          

Se não há diferença significativa entre os grupos, os valores esperados para MQG e 

MQR devem ser iguais, isto é: 

 

L(7-�) = L(7-6)                                                                                            (4.21) 

       

O formulário da ANOVA para o modelo da Equação (4.11) é apresentado na Tabela 

22. Assim como na ANOVA clássica, o teste F determina se a hipótese nula deve ser 

rejeitada. Se o valor calculado da estatística F (FCAL) for maior que o valor tabelado de F, 

deve-se rejeitar a hipótese nula; isto é, existe diferença significativa entre os grupos 

analisados. O valor de F tabelado é obtido a partir da distribuição F (MONTGOMERY, 

2003). 
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Tabela 22 Tabela A�OVA um fator para a DH 

Fonte de 

Variação 

Soma dos 

Quadrados 
GDL Média Quadrática FCAL FTAB 

Entre 

Grupos 
� J�Y}�9.(}� ..)��(

�3�
 (� − 1) 

� / �Y}�9.(}� ..)��(�3�(� − 1)  
7-�7-6 GH,((:�),((2:�)

Dentro 

do Grupo 
J J�Y}9B(}��.)��2

�3�
(

�3�
 �(� − 1) 

/ / �Y}9B(}��.)��2�3�(�3� �(� − 1)    

Total J J�Y}9B(}� ..)��2
�3�

(
�3�

 (�� − 1)    

 

Um procedimento alternativo pode ser usado para a adaptação da ANOVA de um 

fator. O procedimento envolve a substituição das somas quadradas das medianas definidas 

pelas Equações (4.3), (4.7) e (4.9). Essas equações usam a mediana da distribuição das 

menores distâncias entre cada ponto da grande média e cada curva observada. Na proposta 

alternativa, ao invés de usar a soma quadrada das medianas usa-se a soma quadrada de todas 

as distâncias que contribuíram no cálculo das medianas. Isto é, utiliza-se no somatório as 

menores distâncias de cada ponto de uma das curvas e todos os pontos da outra curva. 

Esse procedimento é possível porque a variância das distâncias é considerada um bom 

estimador da variância das distâncias entre as curvas médias e observadas. Pode-se considerar 

essa amostragem como não-tendenciosa, pois o conjunto de dados incluirá sempre uma 

distância para cada instante t da variável dependente. Neste caso, não ocorrem as alterações 

nas probabilidades dos erros tipo I e II descritas no procedimento de cálculo da SQR. 

Entretanto, essa escolha eleva significativamente o número de graus de liberdade do estudo, o 

que aumenta a sensibilidade do teste F e também provoca aumento do erro tipo I. A seguir é 

apresentado o formulário de cálculo do método alternativo. 

 

,-. = / / / iY(�..�, }��)j���3�2�3�(�3�                                                                   (4.22) 

 

,-� = � / / iY(�..X, }��.)j���3�(�3�                                                                           (4.23) 

 

,-6 = / / / iY(��.X, }��)j���3�2�3�(�3�                                                                     (4.24) 
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Os graus de liberdade associados aos termos da Equação (4.17) para o procedimento 

alternativo são: 

 

(��� − 1) = (�� − 1) + ��(� − 1)                                                                   (4.25) 

 

A tabela ANOVA para o procedimento alternativo é apresentada na Tabela 23. Os 

critérios para rejeição da hipótese nula são como expostos anteriormente. Os critérios de 

rejeição para o procedimento alternativo permanecem iguais aos do procedimento original.  

 

Tabela 23 Tabela A�OVA um fator para os mínimos da DH 

Fonte de 

Variação 
Soma dos Quadrados GDL Média Quadrática FCAL FTAB 

Entre 

Grupos 
� J JiY(�..�, }��.)j��

�3�
(

�3�
 (�� − 1) 

� / / iY(�..�, }��.)j���3�(�3� (�� − 1)  
7-�7-6 GH,((:�),((2:�) 

Dentro 

do 

Grupo 

J J JiY(��.�, }��)j��
�3�

2
�3�

(
�3�

 ��(� − 1) 
/ / / iY(��.�, }��)j���3�2�3�(�3� ��(� − 1)    

Total J J JiY(�..�, }��)j��
�3�

2
�3�

(
�3�

 (��� − 1)    

 

4.3 A�OVA DE DOIS FATORES 

 

Novamente, o problema consiste em avaliar o desempenho de um sistema de 

medição para variáveis funcionais. A avaliação deve verificar se os efeitos dos fatores que 

compõem o sistema de medição são significativos. A avaliação inclui o cálculo da 

Variabilidade Total do Sistema de Medição (VT). A VT é dada pela soma da variabilidade do 

equipamento de medição (VE), da peça (VP) e do avaliador (VA).  

O método para determinar os efeitos e a variabilidade do sistema de medição (SM) 

para variáveis funcionais se baseia no cálculo das distâncias entre as curvas. A partir das 

curvas observadas devem ser calculadas as curvas médias para os diferentes arranjos dos 

fatores que influenciam o SM. O método matemático para determinar os efeitos e a 

variabilidade do SM será a ANOVA de dois fatores. Um dos fatores corresponde aos 

avaliadores (A) e o outro corresponde às peças (P). 
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4.3.1 A�OVA DAS MEDIA�AS 

 

Sejam i avaliadores e j peças diferentes. Cada avaliador efetua k repetições da 

medição de uma CQ cuja variável de resposta é funcional. A variável de resposta é formada 

por curvas compostas por n pontos. As observações da k-ésima repetição do i-ésimo avaliador 

sobre a j-ésima peça estão organizadas no vetor }�	�, no espaço ℝ�.  

 

}�	� = �0��	��, g�1, … , 0��	��, g�1�                                                                      (4.26) 

       

onde i = 1,..., I, j = 1,..., J, k = 1,..., K e n = 1,..., 6 são inteiros e positivos, e t é um número 

real não negativo. As curvas são formadas por pares de dados contendo a medição da variável 

de interesse e a observação da variável indexadora (por exemplo, o momento no tempo no 

qual a medição foi efetuada). 

. 

Sejam }��.. os vetores das médias dos i avaliadores dados por: 

 

}�.. = ��/ / 89?B>CB=>@?=> +2 , g�� , … , �/ / 89?B�CB=>@?=> +2 , g���                                            (4.27) 

 

Sejam }�.	. os vetores das médias das j peças dados por: 

 

}�.	. = ��/ / 89?B>CB=><9=> (2 , g�� , … , �/ / 89?B�CB=><9=> (2 , g���                                             (4.28) 

 

Sejam }��	. os vetores das médias dos i avaliadores e das j peças, dados por: 

 

}��	. = ��/ 89?B>CB=>2 , g�� , … , �/ 89?B�CB=>2 , g���                                                          (4.29) 

 

Seja }� ... o vetor da grande média, correspondente a todas as observações, dado por: 

 

}... = ��/ / / 89?B>CB=>@?=><9=> (+2 , g�� , … , �/ / / 89?B�CB=>@?=><9=> (+2 , g���                               (4.30) 
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As distâncias entre as curvas observadas, calculadas pela Equação (4.26), e as curvas 

médias das Equações (4.27) a (4.30) estão associadas às variabilidades características do SM.  

O modelo estatístico para uma ANOVA de dois fatores é o mesmo dado pela 

Equação (2.1). O objetivo é testar a hipótese de igualdade dos efeitos para diferentes níveis e 

fatores, conforme definido nas Equações (2.3) a (2.5). Deve-se verificar o pressuposto de 

normalidade dos resíduos. O cálculo das variâncias usa um procedimento similar ao usado na 

seção anterior, para a ANOVA de um fator. Os resíduos devem ser determinados a partir do 

cálculo da DH entre as curvas médias dadas pela eq. (4.29) e as curvas observadas dadas pela 

eq. (4.26).  

 O método proposto se baseia na determinação de cinco distâncias, descritas a seguir. 

A primeira é a distância entre cada curva observada }�	�  em um determinado grupo e a curva 

da grande média }�…, dada por: 

 

Y�9?B(}�…) = mediana8…�∈}�… Y0�…�, }�	�1                                                            (4.31) 

 

onde, 

 

Y0�…�, }�	�1 = min89?B∈}9?B Y0�…�, ��	�1                                                            (4.32) 

 

sendo a distância Y0�…�, ��	�1 definida pela Equação (4.5). 

A segunda é a distância entre a curva média }��.. de cada avaliador e a curva da grande 

média }�…, dada por: 

 

Y��9..(}�…) = mediana8…�∈}�… Y(�…�, }��..)                                                                (4.33) 

 

onde, 

 

Y(�…�, }��..) = min89..∈}�9.. Y(�…�, ��..)                                                                    (4.34) 

 

sendo a distância Y(�…�, ��..) definida pela Equação (4.5). 

A terceira é a distância entre a curva média }� .	. de cada peça e a curva da grande 

média }�…, dada por: 
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Y��.?.(}�…) = mediana8…�∈}�… Y0�…�, }� .	.1                                                               (4.35) 

onde, 

 

Y0�…�, }�.	.1 = min8.?.∈}�.?. Y0�…�, �.	.1                                                                   (4.36) 

 

sendo a distância Y0�…�, �.	.1 definida pela Equação (4.5). 

A quarta é a distância entre a curva média }��	. das k repetições e a curva média do 

respectivo avaliador i }��.., dada por: 

 

Y}�9?.(}�9..) = mediana89..�∈}�9.. Y0��..�, }��	.1                                                              (4.37) 

 

onde, 

 

Y0��..�, }��	.1 = min89?.∈}�9?. Y0��..�, ��	.1                                                                (4.38) 

 

sendo a distância Y0��..�, ��	.1 definida pela Equação (4.5). 

A quinta e última é a distância entre cada curva observada }�	� e a curva média do 

respectivo avaliador i e peça j }��	. , dada por: 

 

Y�9?B0}�9?.1 = mediana89?.�∈}�9?. Y0��	.�, }�	�1                                                        (4.39) 

 

onde, 

 

Y0��	.�, }�	�1 = min89?B∈}9?B Y0��	.�, ��	�1                                                           (4.40) 

 

sendo a distância Y0��	.�, ��	�1 definida pela Equação (4.5). 

A partir da Equação (2.6) se obtém a Soma Quadrática Total (SQT) dada por: 

 

,-. = / / / �Y}���(}�…)��2�3�+	3�(�3�                                                                           (4.41) 
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A Soma Quadrática dos Avaliadores (SQA) é obtida a partir da Equação (2.7), sendo 

dada por: 

 

,-4 = �� / �Y}��..(}�…)��(�3�                                                                                       (4.42) 

 

Da Equação (2.8) se obtém a Soma Quadrática das Peças (SQP) dada por: 

 

,-5 = �� / �Y}� .�.(}�…)��+	3�                                                                                       (4.43) 

 

A Soma Quadrática para a interação entre os avaliadores e as peças (SQAP) 

corresponde à diferença das distâncias dadas pelas Equações (4.35) e (4.37), sendo dada por: 

 

,-45 = � / / 0�!�	. − �!�.. − �!.	. + �!…1� =+	3�(�3�   

 

= � / / �0�!�	. − �!�..1 − 0�!.	. − �!…1�� =+	3�(�3�   

 

,-45 = � / / �Y}�9?.(}�9..) − Y}�.?.(}�…)��+	3�(�3�                                                        (4.44) 

 

Por fim, a Soma Quadrática dos Resíduos (SQR) é obtida a partir da Equação (2.10), 

sendo dada por: 

 

,-6 = / / / �Y}���0}���.1��2�3�+	3�(�3�                                                                          (4.45) 

 

Existem duas alternativas para o cálculo de SQR. A primeira alternativa é usar 

diretamente a Equação (4.45). A segunda é usar a identidade da Equação (2.11) e as Equações 

(4.41) a (4.44). As duas alternativas podem levar a resultados diferentes. A diferença ocorre 

porque o valor esperado usado na Equação (4.45) pode variar de curva para curva. Por 

exemplo, se a DH da observação }��� estiver associada ao tempo g = g� (X = 1) da curva 

média }���. e a DH da observação }��� estiver associada ao tempo g = g� (X = 2) da curva 

média }���. os valores esperados de ���.� usados no cálculo da Equação (4.40) serão 

diferentes; isto é, ���.� ≠ ���.�. Essa diferença depende da variação ao longo de t. 
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A escolha da primeira alternativa pode levar a pequenos desvios na identidade da eq. 

(2.11). A escolha da segunda alternativa pode levar a uma distorção no valor de ,-6. A 

escolha da fórmula de cálculo do método deve levar em conta o impacto nos erros tipo I e II. 

Os cálculos para os graus de liberdade (GDL) e para as Médias Quadráticas seguem as eq. 

(2.12) a (2.16). As médias quadráticas são dadas por: 

 

7-4 = +2 / �Y}��..(}�…)�;<9=>((:�)                                                                                            (4.46) 

 

7-5 = (2 / �Y}� .�.(}�…)�;@?=>(+:�)                                                                                            (4.47) 

 

7-45 = 2 / / ��}�9?.0}�9..1:�}�.?.(}�…)�;@?=><9=>
((:�)(+:�)                                                                   (4.48) 

 

7-6 = / / / �Y}����}���.��;CB=>@?=><9=>
(+(2:�)                                                                                 (4.49) 

   

Se o efeito de um fator for significativo, o valor esperado da média quadrática do 

fator deve ser diferente do valor esperado da média quadrática dos resíduos. Caso o efeito da 

interação não seja significativo, recomenda-se unificar as somas quadradas, conforme descrito 

na seção 2.1. A tabela ANOVA para o modelo estatístico da Equação (2.1) é apresentada na 

Tabela 24. O teste F determina se os efeitos do avaliador, da peça e da interação são 

significativos. No caso de a interação não ser significativa, a tabela da ANOVA deve ser 

reformulada para unificar a variância devida a interação à variância dos resíduos. Os critérios 

para rejeição da hipótese nula dos efeitos dos diferentes níveis e fatores são como expostos na 

abordagem da ANOVA de um fator. 

Os resultados da Tabela 24 fornecem informações suficientes para avaliar o 

desempenho de um SM, conforme proposto na seção 2.1. A avaliação é baseada no cálculo 

das percentagens que cada componente contribui para a variação total do SM. Tais 

percentagens são calculadas conforme apresentado na Tabela 4. Recomenda-se o uso dos 

indicadores de capacidade do SM descritos nas Equações (2.17) e (2.19). Os critérios de 

aprovação devem ser os mesmos apresentados na Tabela 6. 
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4.3.2 A�OVA DOS MÍ�IMOS 

 

Um procedimento alternativo também pode ser usado para adaptar a ANOVA de 

dois fatores, seguindo o mesmo procedimento usado para a ANOVA de um fator. Neste caso, 

a alternativa é substituir as somas quadradas das medianas, definidas pelas Equações (4.31), 

(4.33), (4.35), (4.37) e (4.39) e usadas nos cálculos das somas quadradas das Equações (4.41) 

a (4.45), pela soma quadrada das distâncias definidas pelas Equações (4.32), (4.34), (4.36), 

(4.38) e (4.40). 

As expressões para as somas quadráticas do procedimento alternativo são dadas por: 

 

,-. = / / / / �Y0�…X, }���1����3�2�3�+	3�(�3�                                                             (4.50) 

 

,-4 = �� / / iY(�…X, }��..)j���3�(�3�                                                                          (4.51) 

 

,-5 = �� / / �Y0�…X, }�.�.1����3�(�3�                                                                          (4.52) 

 

,-45 = � / / / �Y0��..�, }��	.1 − Y0�…�, }� .	.1����3�+	3�(�3�                                    (4.53) 

 

,-6 = / / / / �Y0��	.�, }�	�1����3�2�3�+	3�(�3�                                                       (4.54) 

 

Os graus de liberdade associados aos termos da Equação (2.12) para o procedimento 

alternativo são dados por: 

 

(����� − 1) = (�� − 1) + (�� − 1) + (�� − 1)(�� − 1) + ����(� − 1)     (4.55) 

 

A construção da tabela da ANOVA segue o mesmo procedimento das medianas. Na 

Tabela 25, tem-se a tabela ANOVA para o procedimento de cálculo com as distâncias 

mínimas. Os critérios de rejeição para as hipóteses formuladas são os mesmos definidos para 

o caso da mediana. A partir dos dados da Tabela 25 é possível avaliar o desempenho de um 

SM, como apresentado na seção 2.1. Recomenda-se o uso dos indicadores de capacidade do 

SM descritos nas Equações (2.17) e (2.19). Os critérios de aprovação devem ser os mesmos 

apresentados na Tabela 6. 
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O objetivo da proposta de substituir as medianas pelos mínimos nos cálculos das 

somas quadradas é reduzir os desvios da identidade dada na Equação (2.11). A substituição 

provoca um aumento no número de graus de liberdade da análise. A elevação dos graus de 

liberdade do problema aumenta a sensibilidade do teste F, alterando as probabilidades de erro 

tipo I e II. 

 

4.3.3  A�OVA DA DIAGO�AL 

 

A terceira alternativa para o procedimento de cálculo da ANOVA é usar as distâncias 

entre as curvas observadas e as curvas médias, obtidas em um mesmo instante t. A 

denominação diagonal vem da construção de uma matriz formada pelos resíduos entre todos 

os pontos de duas curvas representadas por vetores. Os elementos da diagonal principal são os 

resíduos entre os pontos de cada curva correspondentes ao mesmo valor de t. 

A distância  Y0�…�, ��	��1 é definida como a distância entre o ponto correspondente  

a g = g� do vetor }�… e ponto correspondente  a g = g� do vetor }�	�; o cálculo dessa distância 

é dado pela Equação (4.5). A Tabela 26 mostra a definição das distâncias envolvidas no 

procedimento de cálculo da ANOVA diagonal.  

 

Tabela 26 Distâncias usadas na A�OVA diagonal 

Distância Vetor referência 
Vetor de 

comparação 

Y0�…�, ��	��1 }�… }�	�  

Y(�…�, ��..�) }�… }��.. 
Y0�…�, �.	.�1 }�… }�.	. 
Y0��..�, ��	.�1 }��.. }��	. 

Y0��	.�, ��	��1 }��	. }�	�  

 

As distâncias da Tabela 26 são usadas para construir a tabela da ANOVA, que segue 

o mesmo procedimento apresentado no caso de utilização das medianas. Os critérios de 

rejeição para as hipóteses formuladas são os mesmos definidos anteriormente. Os 

procedimentos de avaliação, os indicadores de desempenho e os critérios de aprovação 

seguem as mesmas recomendações descritas na seção 4.3.1. 



 
 

 
 

5. APLICAÇÃO DO MÉTODO A�OVA DAS DISTÂ�CIAS A UM ESTUDO DE 

R&R DE UM SM COM RESPOSTA FU�CIO�AL 

 

Este capítulo apresenta o resultado da aplicação dos métodos propostos no Capítulo 4 

a um estudo de R&R simulado. O uso dos dados originais apresentou restrições para a 

avaliação do método adaptado. A primeira restrição foi devida à distribuição dos resíduos: o 

teste de normalidade apresentou evidências para rejeitar a hipótese de normalidade dos dados. 

A segunda restrição se refere ao cenário único de avaliação do SM. Isto é, se os dados 

originais resultassem na aprovação do SM, faltariam dados para verificar a aplicabilidade do 

método a cenários de reprovação de um SM. A última restrição se refere ao fato de que os 

dados registrados são insuficientes para uma estimativa adequada da variação do processo: o 

estudo original foi executado com apenas duas peças de referência, enquanto recomenda-se o 

uso de cinco a dez peças para uma boa estimativa da variância. 

O estudo simulado foi baseado no estudo de caso apresentado no Capítulo 3. A 

violação da suposição de normalidade foi corrigida através de uma distorção temporal das 

curvas originais. O efeito na forma da curva simulada é o de um alongamento no eixo do 

tempo. As demais restrições foram corrigidas com a inclusão de três peças no estudo e a 

geração de curvas para diferentes cenários, utilizando os modelos ajustados aos dados reais 

apresentados no Capítulo 3. 

Este capítulo foi dividido em seis seções. A primeira seção apresenta o procedimento 

para obtenção dos dados simulados. A segunda seção apresenta os resultados da aplicação dos 

métodos para o teste de hipótese e para a ANOVA de um fator. A terceira seção apresenta os 

resultados da aplicação das diferentes abordagens da ANOVA, descritas nas seções 4.3.1, 

4.3.2 e 4.3.3, ao cenário em que o SM foi aprovado. A quarta seção apresenta os resultados da 

aplicação da ANOVA ao cenário em que o SM foi reprovado devido a VA. A quinta seção 

apresenta os resultados para a aplicação da ANOVA ao cenário em que o SM foi  reprovado 

devido a VE. A última seção apresenta uma análise dos resultados da aplicação dos métodos 

propostos. 

 

5.1 DADOS SIMULADOS 

 

O objetivo da simulação foi gerar as curvas correspondentes às k medições dos i 

avaliadores efetuadas sobre as j peças de referência. Foram geradas curvas para a obtenção de 

três cenários no contexto da avaliação de um SM. No primeiro cenário foram geradas as 
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curvas de forma que o estudo de R&R resultasse na aprovação do SM. No segundo cenário 

foram simuladas curvas que resultaram na reprovação do SM. Neste caso, o SM foi reprovado 

devido ao efeito do avaliador. No terceiro cenário foram geradas curvas que resultaram na 

reprovação do SM devido ao efeito do equipamento de medição. As curvas foram geradas em 

planilha Excel. 

O estudo simulado de R&R envolve a avaliação de um SM com a participação de 2 

avaliadores e 5 peças diferentes. No estudo, cada avaliador efetua 5 repetições da medida, 

cuja variável de resposta é funcional. A variável de resposta é formada por curvas compostas 

de 11 pontos. A primeira fase do processo de simulação foi a obtenção de cinco curvas de 

referência correspondentes as cinco peças de referência (padrões). As curvas de referência 

foram obtidas a partir do modelo da eq. (3.1). A Tabela 27 apresenta os parâmetros de ajuste 

�%, ��, �� e �{ de cada curva de referência. A Figura 13 mostra a forma das curvas de 

referência. As curvas não representam, necessariamente, a variação do processo. 

A segunda fase do processo de simulação foi a geração das curvas observadas para 

cada cenário. Para cada cenário, foram geradas 50 curvas referentes a 5 medições de cada uma 

das 5 peças, realizadas por dois avaliadores. Para simular os valores medidos, foram 

adicionados dois termos de erro aleatório a eq. (3.1). Foram usados erros aleatórios com 

distribuição �(�, F�). O primeiro termo de erro corresponde a influência do avaliador sobre o 

SM. O segundo termo de erro corresponde ao erro característico do equipamento de medição. 

O erro do equipamento de medição foi dividido em dois fatores devido a diferença de escala 

da variável de resposta. A Tabela 28 mostra as distribuições dos termos de erro usados em 

cada cenário de simulação. O erro SM1 corresponde ao erro do SM para os instantes de tempo 

menores que dois minutos. O erro SM2 corresponde ao erro do SM para os demais instantes 

de tempo. 

 

Tabela 27 Parâmetros de ajuste das curvas de referência 

Parâmetro Peça 1 Peça 2 Peça 3 Peça 4 Peça 5 

�% 6,672 6,722 6,772 6,822 6,872 

�� 6,263 6,263 6,263 6,263 6,263 

�� 0,159 0,159 0,159 0,159 0,159 

�{ 2,936 2,936 2,936 2,936 2,936 
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Figura 13 Curvas de referência das peças 1 a 5 

 

Tabela 28 Parâmetros de distribuição dos erros aleatórios 

 SM Aprovado 
SM 

Reprovado VA 

SM 

Reprovado VE 

Erro 

Avaliador 1 

� = 0 0,03 0 

F = 0,005 0,05 0,0001 

Erro 

Avaliador 2 

� = 0 0 0 

F = 0,005 0,01 0,0001 

Erro SM 1 
� = 0 0 0 

F = 0,005 0,0005 0,05 

Erro SM 2 
� = 0 0 0,05 

F = 0,01 0,0005 0,01 

 

As curvas geradas para cada cenário foram incluídas nas Tabela 71, 72 e 73 do 

Anexo 2. Com base nessas curvas foram calculadas as curvas médias. Uma curva média é 

determinada pela média das observações em cada instante t da curva. Em seguida, foram 

calculadas as DH envolvidas no método.  
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5.2 A�OVA DE UM FATOR E TESTE DE HIPÓTESE 

 

ANOVA DE UM FATOR 

 

A aplicação da abordagem do método para ANOVA de um fator foi realizada com 

base nos dados da Tabela 71. Foram usadas as curvas observadas referentes ao avaliador 1 e 

peças 1 e 2. Essas curvas definem dois grupos de medidas }	� onde � = 1,2 e � = 1, … ,5. A 

Figura 14 apresenta as curvas observadas das peças 1 e 2, usadas na ANOVA adaptada de um 

fator. A Tabela 29 mostra o conjunto de pontos das curvas médias dos dois grupos }��. e }��. e 

da curva da grande média }� ... As curvas médias foram obtidas a partir das eq. (4.2) e (4.6).  

 

 

Figura 14 Curvas observadas das peças 1 e 2 

 

As Tabelas 30 e 31 apresentam os valores das menores distâncias Y0�..�, }�	1 entre 

cada ponto da curva da grande média }� .. e cada curva observada }�	. As distâncias foram 

calculadas a partir da Equação (4.4). A última linha de cada tabela traz o valor da mediana de 

cada coluna. Essa informação corresponde ao cálculo da DH dado pela Equação (4.3). 
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Tabela 29 Conjunto de pontos das curvas médias 

 Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) }��. }��. }� .. 
0,8 0,91 0,95 0,93 

1,0 1,32 1,38 1,35 

1,2 1,89 1,95 1,92 

1,4 2,58 2,64 2,61 

1,6 3,34 3,39 3,36 

1,8 4,10 4,16 4,13 

2,0 4,81 4,86 4,84 

2,2 5,41 5,47 5,44 

2,4 5,90 5,94 5,92 

2,6 6,22 6,27 6,24 

2,8 6,44 6,48 6,46 

 

Tabela 30 Distâncias entre os pontos da grande média }�.. e as observações }�� 

 
Torque (dN.m) 

tempo (min) Y(�..�, }��) Y(�..�, }��) Y(�..�, }�{) Y(�..�, }�w) Y(�..�, }�|) 

0,8 0,038 0,018 0,017 0,024 0,018 

1,0 0,027 0,035 0,020 0,020 0,030 

1,2 0,020 0,037 0,030 0,026 0,037 

1,4 0,027 0,025 0,029 0,024 0,025 

1,6 0,004 0,030 0,034 0,016 0,036 

1,8 0,019 0,031 0,029 0,038 0,034 

2,0 0,021 0,034 0,025 0,016 0,025 

2,2 0,027 0,026 0,019 0,035 0,044 

2,4 0,029 0,022 0,021 0,020 0,015 

2,6 0,027 0,023 0,015 0,021 0,044 

2,8 0,021 0,034 0,008 0,032 0,012 

Mediana 0,027 0,030 0,021 0,024 0,030 
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Tabela 31 Distâncias entre os pontos da grande média }�.. e as observações }�� 

 
Torque (dN.m) 

tempo (min) Y(�..�, }��) Y(�..�, }��) Y(�..�, }�{) Y(�..�, }�w) Y(�..�, }�|) 

0,8 0,021 0,017 0,017 0,022 0,037 

1,0 0,039 0,025 0,026 0,014 0,028 

1,2 0,032 0,026 0,043 0,031 0,018 

1,4 0,020 0,024 0,033 0,028 0,026 

1,6 0,020 0,014 0,038 0,031 0,018 

1,8 0,028 0,031 0,040 0,022 0,028 

2,0 0,031 0,030 0,014 0,023 0,024 

2,2 0,042 0,037 0,027 0,030 0,015 

2,4 0,013 0,031 0,015 0,011 0,037 

2,6 0,024 0,022 0,044 0,023 0,017 

2,8 0,014 0,035 0,023 0,013 0,022 

Mediana 0,024 0,026 0,027 0,023 0,024 

 

A Tabela 32 apresenta os valores das menores distâncias entre cada ponto da curva 

da grande média }� .. e as curvas médias de cada grupo }��.. As distâncias Y(�..�, }��.) foram 

calculadas a partir da Equação (4.8). A última linha da tabela mostra o valor da mediana de 

cada coluna, dado pela Equação (4.7). 

As Tabelas 33 e 34 apresentam os valores das menores distâncias entre cada ponto da 

curva média }��. e cada curva observada }�	. As distâncias Y0��.�, }�	1 foram calculadas a 

partir da Equação (4.10). A última linha de cada tabela mostra o valor da mediana de cada 

coluna, que corresponde ao cálculo da DH dado pela Equação (4.9). 
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Tabela 32 Distâncias entre os pontos da grande média }�.. e as curvas médias }��.  
 Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) Y(�..�, }��.) Y(�..�, }��.) 

0,8 0,0230 0,0230 

1,0 0,0263 0,0263 

1,2 0,0299 0,0299 

1,4 0,0260 0,0260 

1,6 0,0241 0,0241 

1,8 0,0301 0,0301 

2,0 0,0243 0,0243 

2,2 0,0303 0,0303 

2,4 0,0213 0,0213 

2,6 0,0258 0,0258 

2,8 0,0215 0,0215 

 

Tabela 33 Distâncias entre os pontos da grande média }��. e as observações }�� 

 
Torque (dN.m) 

tempo (min) Y(�..�, }��) Y(�..�, }��) Y(�..�, }�{) Y(�..�, }�w) Y(�..�, }�|) 

0,8 0,0145 0,0049 0,0056 0,0015 0,0054 

1,0 0,0004 0,0088 0,0059 0,0068 0,0035 

1,2 0,0098 0,0067 0,0004 0,0044 0,0071 

1,4 0,0012 0,0011 0,0033 0,0022 0,0012 

1,6 0,0198 0,0062 0,0097 0,0077 0,0116 

1,8 0,0112 0,0011 0,0015 0,0079 0,0037 

2,0 0,0034 0,0095 0,0010 0,0080 0,0008 

2,2 0,0031 0,0042 0,0111 0,0048 0,0135 

2,4 0,0077 0,0002 0,0008 0,0011 0,0059 

2,6 0,0008 0,0031 0,0112 0,0049 0,0183 

2,8 0,0002 0,0126 0,0139 0,0108 0,0093 

Mediana 0,0034 0,0049 0,0056 0,0049 0,0059 
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Tabela 34 Distâncias entre os pontos da grande média }��. e as observações }�� 

 
Torque (dN.m) 

tempo (min) Y(�..�, }��) Y(�..�, }��) Y(�..�, }�{) Y(�..�, }�w) Y(�..�, }�|) 

0,8 0,0017 0,0057 0,0059 0,0005 0,0138 

1,0 0,0124 0,0009 0,0002 0,0128 0,0015 

1,2 0,0019 0,0042 0,0129 0,0013 0,0118 

1,4 0,0063 0,0023 0,0072 0,0016 0,0001 

1,6 0,0040 0,0102 0,0140 0,0067 0,0066 

1,8 0,0017 0,0013 0,0102 0,0078 0,0020 

2,0 0,0070 0,0054 0,0103 0,0017 0,0005 

2,2 0,0121 0,0066 0,0032 0,0003 0,0153 

2,4 0,0082 0,0096 0,0065 0,0102 0,0153 

2,6 0,0022 0,0037 0,0180 0,0029 0,0091 

2,8 0,0079 0,0140 0,0020 0,0085 0,0004 

Mediana 0,0063 0,0054 0,0072 0,0029 0,0066 

 

O teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov mostrou que não há evidências 

estatísticas para que a hipótese de normalidade seja rejeitada. Foi obtido um valor p igual a  

0,347 para um nível de confiança o = 0,05.  

A Tabela 35 mostra o resultado da ANOVA das medianas. As médias quadráticas 

foram calculadas considerando � = 2, � = 5. O teste F mostra que há efeito significativo 

entre os dois grupos de peças. Assim, se as leituras das peças 1 e 2 fossem amostras de duas 

populações de peças, essas populações poderiam ser consideradas estatisticamente diferentes.  

 

Tabela 35 Tabela A�OVA um fator das medianas 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Entre grupos 0,0067 1 0,0067 178,1 5,318 

Dentro dos 
grupos 

0,0003 8 0,00004 
  

Total 0,0065 9 
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TESTE DE HIPÓTESE 

 

A aplicação do teste de hipótese foi realizada a partir dos dados usados na ANOVA 

de um fator. A Tabela 36 mostra o resultado do teste t para as duas amostras. A estatística de 

teste g% confirma que as duas amostras são de populações diferentes, isto é,  
g% < −gH �f ,(2>A2;:�). 

 

Tabela 36 Teste t (2 Amostras) Variâncias iguais 

 
Amostra 1 Amostra 2 

Média -0,0262 0,0246 

Variância 0,0000169 0,0000034 

Observações 5 5 

Variância Agrupada 0,000010 

GDL 8 

g% -25,2 

gH �f ,(2>A2;:�) 2,31 

 

5.3 SM APROVADO 

 

Esta seção descreve os resultados da aplicação das abordagens da ANOVA de dois 

fatores a um cenário em que o SM foi aprovado. A ANOVA das medianas foi a primeira 

abordagem verificada. Na seqüência, foi rodada a ANOVA dos mínimos, que usou as mesmas 

tabelas construídas para as medianas. Por fim, foi aplicada a abordagem da ANOVA das 

diagonais. As tabelas com as distâncias calculadas para a ANOVA das diagonais foram 

suprimidas dessa seção para evitar excesso de informação e repetições. Os dados dessas 

tabelas podem ser obtidos via apêndice eletrônico depositado no PPGEP/UFRGS.  

Os dados das curvas usadas neste cenário foram incluídos na Tabela 71, do Anexo 2. 

A Figura 15 mostra as curvas observadas da peça 1 pelo avaliador 1 e as curvas médias }���. e 

}�…. As demais curvas observadas e curvas médias apresentam pequenas diferenças devido à 

variações dos erros aleatórios adicionados a cada instante t.  
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Figura 15 Curvas observadas da peça 1 pelo avaliador 1 obtidas por simulação 

 

A Tabela 37 mostra os conjuntos de dados referentes às curvas médias dos fatores 

envolvidos. As expressões matemáticas usadas para o cálculo dessas curvas foram dadas pelas 

Equações (4.26) a (4.30). A coluna }��	. contém os valores da curva média das observações 

dadas pelo avaliador i e peça j. A coluna }��.. contém os valores da curva média das 

observações dadas pelo avaliador i e peças 1 e 2. A coluna }� ... contém os valores da curva da 

grande média, obtida a partir de todas as observações. 

A Tabela 38 apresenta os valores das menores distâncias entre cada ponto da curva 

da grande média }�… e cada curva observada }�	�. As distâncias Y0�…�, }�	�1 foram calculadas 

a partir da eq. (4.32). A última linha de cada coluna mostra o valor da mediana, obtida através 

da eq. (4.31). 
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Tabela 37 Conjunto de pontos das curvas médias – A�OVA dois fatores 

 Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) }���. }���. }��{. }��w. }��|. }���. }���. }��{. }��w. 
0,8 0,908 0,954 1,010 1,058 1,110 0,902 0,951 0,999 1,058 

1,0 1,324 1,376 1,431 1,481 1,527 1,328 1,376 1,427 1,475 

1,2 1,892 1,952 1,995 2,053 2,095 1,896 1,949 1,998 2,048 

1,4 2,585 2,637 2,682 2,733 2,783 2,587 2,636 2,682 2,731 

1,6 3,339 3,387 3,454 3,488 3,545 3,335 3,392 3,438 3,489 

1,8 4,098 4,158 4,202 4,261 4,316 4,096 4,163 4,201 4,249 

2,0 4,814 4,863 4,912 4,973 5,018 4,809 4,867 4,915 4,963 

2,2 5,412 5,473 5,519 5,570 5,614 5,412 5,467 5,528 5,563 

2,4 5,896 5,938 5,991 6,040 6,086 5,889 5,940 5,986 6,034 

2,6 6,217 6,268 6,320 6,375 6,418 6,210 6,268 6,318 6,366 

2,8 6,439 6,481 6,533 6,579 6,625 6,438 6,481 6,530 6,582 

Tempo 
(min) }��|. }��.. }��.. }� .�. }� .�. }� .{. }� .w. }� .|. }� ... 
0,8 1,104 1,008 1,003 0,905 0,953 1,004 1,058 1,107 1,006 

1,0 1,522 1,428 1,426 1,326 1,376 1,429 1,478 1,524 1,427 

1,2 2,103 1,997 1,999 1,894 1,951 1,996 2,051 2,099 1,998 

1,4 2,788 2,684 2,685 2,586 2,637 2,682 2,732 2,785 2,684 

1,6 3,535 3,443 3,438 3,337 3,389 3,446 3,489 3,540 3,440 

1,8 4,311 4,207 4,204 4,097 4,161 4,201 4,255 4,313 4,206 

2,0 5,011 4,916 4,913 4,812 4,865 4,914 4,968 5,014 4,914 

2,2 5,619 5,518 5,518 5,412 5,470 5,524 5,567 5,617 5,518 

2,4 6,078 5,990 5,985 5,892 5,939 5,989 6,037 6,082 5,988 

2,6 6,425 6,320 6,317 6,213 6,268 6,319 6,371 6,421 6,318 

2,8 6,631 6,531 6,533 6,438 6,481 6,532 6,581 6,628 6,532 
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A Tabela 39 apresenta os valores das menores distâncias entre cada ponto da curva 

da grande média e a curva média das observações medidas por cada avaliador i. Os valores de 

distância Y(�…�, }��..) foram calculados a partir da eq. (4.34). Na mesma tabela foram 

incluídos os valores das menores distâncias entre cada ponto da curva da grande média e a 

curva média das observações feitas para cada peça j. Os valores de distância Y0�…�, }� .	.1 

foram calculados a partir da eq. (4.36). A última linha da tabela mostra os valores da mediana 

de cada coluna definidos pelas eq. (4.33) e (4.35). 

A Tabela 40 apresenta os valores da subtração de duas distâncias. A distância entre a 

curva média }��	. das k repetições e a curva média do respectivo avaliador i (}��..), e a distância 

entre a curva média }�.	. de cada peça e a curva da grande média }�…. Os valores da distância 

Y0��..�, }��	.1 foram calculados a partir da eq. (4.38) e os valores da distância Y0�...�, }� .	.1 

foram calculados a partir da eq. (4.36). A última linha da tabela mostra os valores obtidos da 

subtração das medianas dadas pelas Equações (4.35) e (4.37). 

A Tabela 41 apresenta os valores das menores distâncias entre cada ponto da curva 

média }��	. e cada curva observada }�	�. Os valores de distância Y0��	.�, }�	�1 foram 

calculados a partir da eq. (4.40). A última linha de cada tabela mostra o valor da mediana dos 

dados de cada coluna, obtido pela eq. (4.39). 

 

Tabela 39 Distâncias entre os pontos da grande média }�… e as curvas médias }��.. e }� .	.  
 

Torque (dN.m) 

t (min) Y(�…�, }��..) Y(�…�, }��..) Y(�…� , }� .�.) Y(�…�, }� .�.) Y(�…�, }� .{.) Y(�…�, }� .w.) Y(�…� , }� .|.) 

0,8 0,0026 0,0026 0,1006 0,0528 0,0010 0,0527 0,1017 

1,0 0,0010 0,0010 0,1008 0,0505 0,0025 0,0512 0,0977 

1,2 0,0006 0,0006 0,1038 0,0474 0,0020 0,0524 0,1008 

1,4 0,0004 0,0004 0,0982 0,0478 0,0026 0,0478 0,1008 

1,6 0,0023 0,0023 0,1030 0,0508 0,0057 0,0483 0,0999 

1,8 0,0014 0,0014 0,1084 0,0448 0,0041 0,0495 0,1079 

2,0 0,0015 0,0015 0,1027 0,0498 0,0009 0,0536 0,0999 

2,2 0,0001 0,0001 0,1055 0,0479 0,0058 0,0489 0,0988 

2,4 0,0025 0,0025 0,0954 0,0485 0,0007 0,0489 0,0943 

2,6 0,0011 0,0011 0,1051 0,0503 0,0004 0,0521 0,1029 

2,8 0,0006 0,0006 0,0938 0,0507 0,0003 0,0486 0,0963 

Mediana 0,0011 0,0011 0,1027 0,0498 0,0020 0,0495 0,0999 
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Tabela 40 Diferença das distâncias  0¡¢..£, }�¢¤.1 e  0¡...£, }� .¤.1 

 
Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) 

Y(��..�, }���.)− Y(�...�, }� .�.) 

Y(��..�, }���.)− Y(�...�, }� .�.) 

Y(��..�, }��{.)− Y(�...�, }� .{.) 

Y(��..�, }��w.)− Y(�...�, }� .w.) 
Y(��..�, }��|.)− Y(�...�, }� .|.) 

0,8 -0,0005 0,0012 0,0004 -0,0023 0,0005 

1,0 0,0031 0,0007 0,0006 0,0019 0,0014 

1,2 0,0013 -0,0021 0,0009 0,0031 -0,0030 

1,4 0,0008 -0,0009 -0,0004 0,0016 -0,0020 

1,6 0,0004 0,0044 0,0057 -0,0033 0,0024 

1,8 0,0007 0,0040 0,0007 0,0046 0,0008 

2,0 -0,0009 0,0034 0,0032 0,0037 0,0020 

2,2 -0,0001 -0,0031 -0,0043 0,0033 -0,0022 

2,4 -0,0008 0,0033 0,0002 0,0004 0,0019 

2,6 -0,0023 0,0009 0,0002 0,0034 -0,0050 

2,8 -0,0009 -0,0008 0,0013 -0,0013 -0,0023 

Mediana 0,0001 0,0014 0,0002 0,0027 -0,0012 

Tempo 
(min) 

Y(��..�, }���.)− Y(�...�, }� .�.) 
Y(��..�, }���.)− Y(�...�, }� .�.) 

Y(��..�, }��{.)− Y(�...�, }� .{.) 
Y(��..�, }��w.)− Y(�...�, }� .w.) 

Y(��..�, }��|.)− Y(�...�, }� .|.) 

0,8 0,0005 -0,0012 0,0025 0,0023 -0,0005 

1,0 -0,0031 -0,0007 -0,0006 -0,0019 -0,0014 

1,2 -0,0013 0,0021 -0,0009 -0,0031 0,0030 

1,4 -0,0008 0,0009 0,0004 -0,0016 0,0020 

1,6 -0,0004 -0,0044 -0,0056 0,0033 -0,0024 

1,8 -0,0007 -0,0040 -0,0007 -0,0046 -0,0008 

2,0 0,0009 -0,0034 0,0014 -0,0037 -0,0020 

2,2 0,0001 0,0031 0,0043 -0,0033 0,0022 

2,4 0,0008 -0,0033 -0,0002 -0,0004 -0,0019 

2,6 0,0023 -0,0009 -0,0002 -0,0034 0,0050 

2,8 0,0009 0,0008 0,0019 0,0013 0,0023 

Mediana -0,0002 -0,0005 0,0002 -0,0002 0,0011 
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ANOVA DAS MEDIANAS 

 

As medianas nas Tabelas 38 a 41 são as distâncias usadas nos cálculos das somas 

quadradas de cada efeito na ANOVA. O teste K-S de normalidade mostra que não há 

evidência significativa para que a hipótese de normalidade dos dados seja rejeitada. Foi obtido 

um valor p de 0,104, a um nível de confiança de o = 0,05. 

A Tabela 42 apresenta o resultado da ANOVA. As somas quadradas foram 

calculadas com as DH determinadas anteriormente. As médias quadráticas foram calculadas 

considerando � = 2, � = 5 e � = 5. O teste F mostra que há efeito significativo para a 

variação das peças. Os demais efeitos, incluindo a interação entre as peças e avaliadores, não 

apresentaram-se significativos. A Tabela 43 mostra o resultado da ANOVA sem o termo de 

interação.  

 

Tabela 42 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0001 1 0,0001 1,5 4,08 

Peça 0,2547 4 0,0637 1486,6 2,61 

Interação 0,0001 4 0,0000 0,4 2,61 

Resíduos 0,0017 40 0,0000 
  

Total 0,2565 49 
   

 

Tabela 43 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0001 1 0,0001 1,5953 4,062 

Peça 0,2547 4 0,0637 1578,2 2,584 

Resíduos 0,0018 44 0,0000 
  

Total 0,2565 49 
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O resultado das somas quadradas mostra um desvio na identidade da eq. (2.11):  

,-. = 0,2565 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 0,2566 dN.m. Há uma diferença de 

0,0001 dN.m para o valor esperado, que deveria ser zero. 

A partir dos resultados da Tabela 43, foram montadas as tabelas que completam os 

dados necessários para avaliar o desempenho do SM. A Tabela 44 apresenta a participação 

percentual de cada fator na composição da variação total do sistema. A Tabela 45 apresenta a 

contribuição de cada fonte de variação para a variância do SM. A VP contribui com 99,36% 

da variabilidade do SM. A percentagem da VT do R&R, que corresponde ao indicador de 

capacidade do SM, totalizou 8,0%. A variação do equipamento consome a maior parte da 

variação do R&R. O índice ndc foi igual a 17. 

Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM foi aprovado. 

 

Tabela 44 Percentagem da VT do SM para a A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

(%) 

VE 0,0327 7,9 

VA 0,0080 1,9 

VP 0,4108 99,7 

R&R 0,0337 8,0 

Total 0,4122 
 

 

Tabela 45 Contribuição para a variância do SM - A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual de 

Contribuição para a 
VT (%) 

VE 0,0000 0,63 

VA 0,0000 0,02 

VP 0,0064 99,36 

R&R 0,0000 0,64 

Total 0,0064 100,0 
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ANOVA DOS MÍNIMOS 

 

Os dados usados para os cálculos da ANOVA dos mínimos foram obtidos das 

colunas das Tabelas 38 a 41. Nesse cálculo, as medianas são substituídas pelo conjunto de 

todas as distâncias mínimas que as definiram. O teste K-S indica que não há evidência 

significativa para que a hipótese de normalidade dos dados seja rejeitada. Foi obtido um valor 

p igual a 0,218, a um nível de confiança o = 0,05.  

A Tabela 46 traz o resultado da ANOVA com interação, enquanto a Tabela 47 

apresenta o resultado sem o termo de interação. As médias quadráticas foram calculadas 

considerando � = 2, � = 5, � = 5 e � = 11. O teste F mostra que há efeito significativo para 

a variação dos avaliadores e das peças. O efeito da interação entre as peças e avaliadores não 

foi significativo.  O resultado das somas quadradas mostra um desvio na identidade definida 

na Equação (2.11):  ,-. = 2,8328 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 2,8327 dN.m. Há 

uma diferença de 0,0001 dN.m para o valor esperado, que deveria ser zero. 

  

Tabela 46 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0013 21 0,0001 7,2975 1,5579 

Peça 2,7874 54 0,0516 6119,9 1,3389 

Interação 0,0032 1134 0,0000 0,3311 1,0787 

Resíduos 0,0408 4840 0,0000 
  

Total 2,8328 6049 
   

 

Tabela 47 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0013 21 0,0001 8,3589 1,5575 

Peça 2,7874 54 0,0516 7010,0 1,3384 

Resíduos 0,0440 5974 0,0000 
  

Total 2,83278 6049 
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As Tabelas 48 e 49 mostram, respectivamente, a percentagem que cada fator 

consome da variação total e a contribuição de cada fonte de variação para a variância do SM. 

A VP contribui com 99,8% da variabilidade do SM. A percentagem da VT do R&R, que 

corresponde ao indicador de capacidade do SM, totalizou 4,3%. O índice ndc foi igual a 32. 

Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM foi aprovado. 

 

Tabela 48 Percentagem da VT do SM - A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

VE 0,0472 3,8 

VA 0,0000 2,0 

VP 1,3594 99,9 

R&R 0,0472 4,3 

Total 1,3602 
 

 

Tabela 49 Contribuição para a variância do SM - A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual da 

Variação Total 

VE 0,0000 0,1 

VA 0,0000 0,0 

VP 0,0052 99,8 

R&R 0,0000 0,2 

Total 0,0052 100,0 
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ANOVA DAS DIAGONAIS 

 

A aplicação da abordagem da ANOVA das diagonais obteve resultados similares aos 

observados na ANOVA dos mínimos. Para manter a brevidade da apresentação, as tabelas 

contendo os valores das curvas médias e distâncias foram suprimidas desta seção. O 

procedimento de cálculo é o mesmo apresentado nas duas abordagens anteriores. As 

distâncias foram calculadas a partir dos dados da Tabela 71, do Anexo 2. Foram calculados os 

valores das distâncias definidas na Tabela 26. O cálculo dessas distâncias seguiu o 

procedimento definido na seção 4.3.3.  

O teste K-S mostra que não há evidência significativa para rejeitar a hipótese de 

normalidade dos dados. Foi obtido um valor p igual a 0,218, a um nível de confiança o =
0,05. O resultado da ANOVA das diagonais foi idêntico ao dos mínimos apresentados nas 

Tabelas 45 a 48. A percentagem da VT do R&R foi igual a 4,3%; o índice ndc foi igual a 32. 

Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM foi aprovado.  

 
5.4 SM REPROVADO DEVIDO A VA 

 

As abordagens da ANOVA de dois fatores foram aplicadas a um cenário em que o 

SM foi reprovado devido a variação dos avaliadores. A estrutura de análise foi a mesma usada 

na seção 5.3. Por brevidade, as tabelas com as distâncias calculadas para as três abordagens 

propostas da ANOVA foram suprimidas dessa seção. Os dados dessas tabelas podem ser 

obtidos no Apêndice Eletrônico.  

As curvas observadas usadas neste cenário foram apresentadas na Tabela 72, do 

Anexo 2.  A Tabela 50 traz os conjuntos de dados referentes às curvas médias dos fatores 

envolvidos. As curvas médias foram calculadas a partir das eq. (4.26) a (4.30). As DH foram 

calculadas de acordo com os procedimentos descritos no Capitulo 4. Foram calculados os 

valores das menores distâncias entre cada ponto da curva da grande média }�… e cada curva 

observada }�	�, e a distância mediana desses valores, definidas pelas eq. (4.32) e (4.31). A 

Figura 16 apresenta as curvas observadas pelos avaliadores 1 e 2 da peça 1 e a curva da 

grande média. 
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Tabela 50 Conjunto de pontos das curvas médias – A�OVA dois fatores 

 Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) }���. }���. }��{. }��w. }��|. }���. }���. }��{. }��w. 
0,8 0,959 1,020 1,043 1,088 1,154 0,946 0,950 1,001 1,050 

1,0 1,383 1,423 1,487 1,529 1,567 1,352 1,371 1,423 1,473 

1,2 1,956 2,006 2,033 2,086 2,120 1,939 1,952 2,002 2,047 

1,4 2,622 2,705 2,744 2,768 2,827 2,630 2,630 2,687 2,731 

1,6 3,380 3,438 3,498 3,543 3,606 3,392 3,397 3,431 3,493 

1,8 4,179 4,203 4,245 4,305 4,328 4,183 4,156 4,207 4,246 

2,0 4,880 4,925 4,960 5,003 5,059 4,848 4,871 4,918 4,963 

2,2 5,467 5,506 5,535 5,628 5,670 5,446 5,471 5,523 5,562 

2,4 5,951 5,972 6,054 6,108 6,126 5,951 5,939 5,985 6,043 

2,6 6,275 6,320 6,355 6,434 6,461 6,282 6,271 6,320 6,373 

2,8 6,472 6,543 6,573 6,639 6,693 6,447 6,489 6,528 6,586 

Tempo 
(min) }��|. }��.. }��.. }�.�. }� .�. }� .{. }�.w. }� .|. }� ... 
0,8 1,101 1,053 1,010 0,952 0,985 1,022 1,069 1,127 1,031 

1,0 1,529 1,478 1,429 1,368 1,397 1,455 1,501 1,548 1,454 

1,2 2,100 2,040 2,008 1,947 1,979 2,018 2,067 2,110 2,024 

1,4 2,782 2,733 2,692 2,626 2,667 2,715 2,750 2,804 2,713 

1,6 3,546 3,493 3,452 3,386 3,417 3,464 3,518 3,576 3,472 

1,8 4,305 4,252 4,219 4,181 4,180 4,226 4,276 4,317 4,236 

2,0 5,012 4,965 4,922 4,864 4,898 4,939 4,983 5,036 4,944 

2,2 5,624 5,561 5,525 5,456 5,489 5,529 5,595 5,647 5,543 

2,4 6,086 6,042 6,001 5,951 5,956 6,019 6,076 6,106 6,021 

2,6 6,417 6,369 6,333 6,279 6,296 6,338 6,403 6,439 6,351 

2,8 6,629 6,584 6,536 6,460 6,516 6,551 6,612 6,661 6,560 
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Figura 16 Curvas observadas da peça 1 pelos avaliadores 1 e 2 obtidas por simulação 

 

ANOVA DAS MEDIANAS 

 

O teste K-S de normalidade foi aplicado aos resíduos calculados pelas medianas das 

distâncias entre cada ponto da curva média }��	. e cada curva observada }�	�, dado pela eq. 

(4.39). O valor p igual a 0,622 mostra que não há evidência significativa para que a hipótese 

de normalidade dos dados seja rejeitada a um nível de confiança o = 0,05. 

A Tabela 51 apresenta o resultado da ANOVA. As somas quadradas foram 

calculadas com as DH determinadas anteriormente. As médias quadráticas foram calculadas 

considerando � = 2, � = 5 e � = 5. O teste F mostra que há efeito significativo para a 

variação dos avaliadores e das peças. O efeito da interação entre as peças e avaliadores, não 

foi significativo.  

O resultado das somas quadradas mostra um desvio na identidade da eq. (2.11):  

,-. = 0,2315 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 0,2365 dN.m. Há uma diferença de 

0,005 dN.m para o valor esperado, que deveria ser zero. A Tabela 52 apresenta o resultado da 

ANOVA sem a interação.  
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Tabela 51 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0212 1 0,0212 67,2 4,085 

Peça 0,1998 4 0,0500 158,1 2,606 

Interação 0,0029 4 0,0007 2,3 2,606 

Resíduos 0,0126 40 0,0003 
  

Total 0,2315 49 
   

 

Tabela 52 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0212 1 0,0212 60,2 4,0617 

Peça 0,1998 4 0,0500 141,7 2,5837 

Resíduos 0,0155 44 0,0004 
  

Total 0,23150 49 
   

 

As Tabelas 53 e 54 apresentam as componentes da variação do SM. A análise de 

desempenho do SM mostra que a VP contribui com 80,7% da variabilidade do SM. A 

percentagem da VT do R&R, que corresponde ao indicador de capacidade do SM, foi igual a 

44,0%. A VA consome 13,6% da variação, enquanto VE 5,7% . O índice ndc foi igual a 2. 

Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM foi reprovado. 

 

Tabela 53 Percentagem da VT do SM - A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

(%) 

VE 0,0967 24,0 

VA 0,1488 36,9 

VP 0,3627 89,8 

R&R 0,1775 44,0 

Total 0,4038 
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Tabela 54 Contribuição para a variância do SM - A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual de 

Contribuição para a 
VT (%) 

VE 0,0004 5,7 

VA 0,0008 13,6 

VP 0,0050 80,7 

R&R 0,0012 19,3 

Total 0,0061 100,0 

 

ANOVA DOS MÍNIMOS 

 

O teste K-S de normalidade foi aplicado aos resíduos dados pelas menores distâncias 

entre cada ponto da curva média }��	. e cada curva observada }�	�. Os valores de distância 

Y0��	.�, }�	�1 foram calculados a partir da eq. (4.40). A estatística de teste, valor p igual a 

0,073, mostra que não há evidência significativa para que a hipótese de normalidade dos 

dados seja rejeitada, a um nível de confiança o = 0,05,  

A Tabela 55 apresenta o resultado da ANOVA com o termo de interação e a Tabela 

56 traz o resultado na ausência do termo. As médias quadráticas foram calculadas 

considerando � = 2, � = 5, � = 5 e � = 11. O teste F mostra que há efeito significativo para 

a variação dos avaliadores e das peças. O efeito da interação entre as peças e avaliadores não 

foi significativo.  

 

Tabela 55 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,2280 21 0,0109 225,1051 1,5579 

Peça 2,2103 54 0,0409 848,5 1,3389 

Interação 0,0538 1134 0,0000 0,9828 1,0787 

Resíduos 0,2335 4840 0,0000 
  

Total 2,7273 6049 
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Tabela 56 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,2280 21 0,0109 225,8 1,5575 

Peça 2,2103 54 0,0409 851,3 1,3384 

Resíduos 0,2872 5974 0,0000 
  

Total 2,72730 6049 
   

 

O resultado das somas quadradas mostra um desvio na identicidade definida pela 

Equação (2.11):  ,-. = 2,7273 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 2,7255 dN.m. Há 

uma diferença de 0,0017 dN.m para o valor esperado, que deveria ser zero. As Tabelas 57 e 

58 apresentam, respectivamente, a percentagem que cada fator consome da variação total e a 

contribuição de cada fonte de variação para a variância do sistema. A VP contribui com 

89,5% da variabilidade do SM. A percentagem da VT do R&R, foi de 32,4%. O índice ndc foi 

igual a 4. Considerando os critérios da Tabela 6, o SM deve ser reprovado. 

A diferença observada entre as percentagens da VT nas abordagens da mediana e 

mínimos ocorre devido ao aumento do número de graus de liberdade. Esse aumento reduz a 

estimativa da 7-4. Assim, o valor da K4, que depende diretamente do valor de 7-4, 

também é reduzido. A diminuição da K4, reduz a contribuição da percentagem do R&R do 

SM, comparada com a contribuição observada na aplicação da ANOVA das medianas. 

 

Tabela 57 Percentagem da VT do SM – A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

VE 0,0357 10,3 

VA 0,1071 30,8 

VP 0,3293 94,6 

R&R 0,1129 32,4 

Total 0,3481 
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Tabela 58 Contribuição para a variância do SM – A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual da 

Variação Total 

VE 0,0000 1,1 

VA 0,0004 9,5 

VP 0,0041 89,5 

R&R 0,0005 10,5 

Total 0,0046 100,0 

 

ANOVA DAS DIAGONAIS 

 

O resultado da ANOVA das diagonais foi idêntico ao dos mínimos, cujos resultados 

encontram-se apresentados nas Tabelas 57 e 58. O %R&R foi igual a 32,4% e o índice ndc foi 

igual a 4. Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM deve ser reprovado.   

 

5.5 SM REPROVADO DEVIDO A VE 

 

As abordagens da ANOVA de dois fatores foram aplicadas a um cenário onde 

simulou-se a reprovação do SM devido a variação do equipamento de medição. As curvas 

observadas usadas neste cenário foram apresentadas na Tabela 73, do Anexo 2.  A Tabela 59 

apresenta os conjuntos de dados referentes às curvas médias dos avaliadores e peças. A Figura 

17 apresenta as curvas observadas das peças 1 e 2 pelo avaliador 1, e a curva da grande 

média. As DH foram calculadas de acordo com os procedimentos descritos no Capitulo 4.  
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Tabela 59 Conjunto de pontos das curvas médias – A�OVA dois fatores 

 Torque (dN.m) 

Tempo 
(min) }���. }���. }��{. }��w. }��|. }���. }���. }��{. }��w. 
0,8 0,879 0,929 1,011 1,079 1,120 0,877 0,945 0,988 1,049 

1,0 1,352 1,409 1,416 1,471 1,514 1,346 1,382 1,475 1,499 

1,2 1,886 1,924 1,982 2,016 2,069 1,916 1,913 2,014 2,076 

1,4 2,556 2,626 2,659 2,675 2,782 2,589 2,623 2,671 2,746 

1,6 3,348 3,382 3,433 3,482 3,493 3,374 3,389 3,464 3,473 

1,8 4,084 4,171 4,206 4,288 4,309 4,094 4,172 4,208 4,230 

2,0 4,867 4,909 4,914 4,949 5,048 4,830 4,878 4,945 4,971 

2,2 5,423 5,503 5,518 5,649 5,610 5,417 5,486 5,516 5,594 

2,4 5,913 5,904 6,073 6,064 6,100 5,874 5,980 6,009 6,063 

2,6 6,206 6,256 6,327 6,404 6,392 6,234 6,307 6,320 6,359 

2,8 6,444 6,502 6,552 6,579 6,602 6,426 6,466 6,564 6,601 

Tempo 
(min) }��|. }��.. }��.. }�.�. }� .�. }� .{. }�.w. }� .|. }� ... 
0,8 1,109 1,004 0,994 0,878 0,937 1,000 1,064 1,114 0,999 

1,0 1,542 1,432 1,449 1,349 1,396 1,445 1,485 1,528 1,440 

1,2 2,081 1,975 2,000 1,901 1,918 1,998 2,046 2,075 1,988 

1,4 2,781 2,660 2,682 2,573 2,624 2,665 2,710 2,781 2,671 

1,6 3,535 3,428 3,447 3,361 3,386 3,449 3,477 3,514 3,437 

1,8 4,317 4,211 4,204 4,089 4,171 4,207 4,259 4,313 4,208 

2,0 5,044 4,937 4,934 4,849 4,894 4,930 4,960 5,046 4,935 

2,2 5,635 5,541 5,530 5,420 5,494 5,517 5,621 5,623 5,535 

2,4 6,114 6,011 6,008 5,894 5,942 6,041 6,064 6,107 6,009 

2,6 6,427 6,317 6,330 6,220 6,281 6,324 6,382 6,410 6,323 

2,8 6,659 6,536 6,543 6,435 6,484 6,558 6,590 6,630 6,540 
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Figura 17 Curvas observadas das peças 1 e 2, pelo avaliador 1, obtidas por simulação 

 

ANOVA DAS MEDIANAS 

 

O teste K-S de normalidade mostra que não há evidência significativa para que a 

hipótese de normalidade dos dados seja rejeitada. Foi obtido um valor p igual a 0,092, a um 

nível de confiança o = 0,05. A Tabela 60 traz o resultado da ANOVA. As somas quadradas 

foram calculadas com as DH determinadas anteriormente. As médias quadráticas foram 

calculadas considerando � = 2, � = 5 e � = 5. O teste F mostra que há efeito significativo 

para a variação das peças; o efeito dos demais fatores não foi significativo.  

 

Tabela 60 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0015 1 0,0015 0,9 4,085 

Peça 0,2370 4 0,0592 36,7 2,606 

Interação 0,0022 4 0,0005 0,3 2,606 

Resíduos 0,0646 40 0,0016 
  

Total 0,2859 49 
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O resultado das somas quadradas mostra um desvio na identidade da eq. (2.11):  

,-. = 0,2859 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 0,3052 dN.m. A Tabela 61 traz o 

resultado da ANOVA sem o termo de interação.  

 

Tabela 61 Tabela A�OVA dois fatores das medianas – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0015 1 0,0015 1,0006 4,0617 

Peça 0,2370 4 0,0592 39,1 2,5837 

Resíduos 0,0667 44 0,0015 
  

Total 0,28586 49 
   

 

As Tabelas 62 e 63 apresentam as componentes da variação do SM. A análise de 

desempenho do sistema mostra que a VP contribui com 79,2% da variabilidade do total. A 

percentagem da VT do R&R, que corresponde ao indicador de capacidade do sistema, foi 

igual a 45,6%. A VE foi responsável por toda a variação do R&R. O índice ndc foi igual a 2. 

Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM foi reprovado. 

 

Tabela 62 Percentagem da VT do SM – A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

(%) 

VE 0,2006 45,6 

VA 0,0009 0,2 

VP 0,3913 89,0 

R&R 0,2006 45,6 

Total 0,4397 
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Tabela 63 Contribuição para a variância do SM – A�OVA dois fatores das medianas 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual de 

Contribuição para a 
VT (%) 

VE 0,0015 20,8 

VA 0,0000 0,0 

VP 0,0058 79,2 

R&R 0,0015 20,8 

Total 0,0073 100,0 

 

ANOVA DOS MÍNIMOS 

 

O teste K-S de normalidade mostra que não há evidência significativa para que a 

hipótese de normalidade dos dados seja rejeitada. Foi obtido um valor p igual a 0,970, a um 

nível de confiança o = 0,05. 

A Tabela 64 traz o resultado da ANOVA com o termo de interação e a Tabela 65 

apresenta o resultado sem o termo de interação. O teste F mostra que há efeito significativo 

para a variação dos avaliadores e das peças. O efeito da interação não foi significativo. O 

resultado das somas quadradas mostra um desvio na identidade definida pela Equação (2.11):  

,-. = 4,1713 dN.m e ,-4 + ,-5 + ,-45 + ,-6 = 4,1681 dN.m. Há uma diferença de 

0,0031 dN.m para o valor esperado, que deveria ser zero. 

 

Tabela 64 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – com interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0282 21 0,0013 0,4925 1,580 

Peça 2,8249 54 0,7062 258,8 2,392 

Interação 0,1140 1134 0,0014 0,4973 1,301 

Resíduos 1,2009 4840 0,0027 
  

Total 4,1713 6049 
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Tabela 65 Tabela A�OVA dois fatores dos mínimos – sem interação 

Fonte de 
Variação 

SQ GDL MQ FCAL FTAB 

Avaliador 0,0282 21 0,0013 6,1074 1,5575 

Peça 2,8249 54 0,0523 237,7 1,3384 

Resíduos 1,3149 5974 0,0002 
  

Total 4,1713 6049 
   

 

As Tabelas 66 e 67 mostram, respectivamente, o quanto cada fator contribui para a 

variação total, e a contribuição de cada fonte de variação para a variância do SM. A VP 

contribui com 95,2% da variabilidade do sistema. O %R&R foi de 22,0%. O índice ndc foi 

igual a 6. Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM pode ser aprovado. 

Nesse cenário, o resultado da aplicação da ANOVA dos mínimos difere do 

apresentado para a ANOVA das medianas. Como explicado anteriormente, a diferença ocorre 

devido ao aumento do número de graus de liberdade.  

 

Tabela 66 Percentagem da VT do SM - A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Desvio 
Padrão 5,15 

sigma 

Percentagem da 
Variação Total 

VE 0,0764 20,1 

VA 0,0345 9,1 

VP 0,3717 97,5 

R&R 0,0838 22,0 

Total 0,3810 
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Tabela 67 Contribuição para a variância do SM - A�OVA dois fatores dos mínimos 

Fonte de 
Variação 

Variância 
Percentual da 

Variação Total 

VE 0,0002 4,0 

VA 0,0000 0,8 

VP 0,0052 95,2 

R&R 0,0003 4,8 

Total 0,0055 100,0 

 

ANOVA DAS DIAGONAIS 

 

O resultado da ANOVA das diagonais foi idêntico ao resultado dos mínimos, 

apresentados nas Tabelas 66 a 67. A percentagem da VT do R&R foi igual a 22,0% e o índice 

ndc foi igual a 6. Considerando os critérios de aprovação da Tabela 6, o SM pode ser 

aprovado.  

 

5.6 CO�CLUSÃO 

 

Os resultados apresentados neste capítulo demonstraram que o método da ANOVA 

das Distâncias atende o objetivo geral dessa dissertação. O método apresenta apenas um 

resultado para análise e tomada de decisão, no qual estão considerados todos os pontos da 

curva. O estudo de caso do Capítulo 3 mostrou que a análise separada de diferentes pontos da 

curva pode levar a resultados conflitantes. 

A adaptação da ANOVA de um fator e do teste de hipótese são ferramentas simples e 

práticas. Simples porque não envolvem conceitos diferentes dos usados, tradicionalmente, 

nessas ferramentas. Práticos porque todo o procedimento de cálculo pode ser feito em uma 

planilha eletrônica comum, como o Excel, por exemplo. 

A adaptação da ANOVA de dois fatores exigiu um procedimento de cálculo mais 

elaborado. Foram criados três cenários para avaliar a aplicação dos métodos propostos. Os 

métodos propostos no Capítulo 4 foram usados no estudo simulado. O processo de análise 
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envolveu a verificação dos pressupostos de normalidade, os cálculos de curvas médias e das 

DH, a construção das tabelas da ANOVA e os cálculos das componentes de variação do SM. 

A variação introduzida pelos erros aleatórios em cada cenário foi observada nos 

cálculos dos efeitos dos fatores e nos componentes de variação do SM. A Tabela 68 apresenta 

uma comparação entre as percentagens da VT observadas nos diferentes cenários e nos 

diferentes métodos. No cenário em que o SM foi aprovado não é possível identificar qual 

abordagem discriminou melhor as componentes de variação do SM. No cenário em que o SM 

foi rejeitado devido à VA, observou-se uma diferença entre as percentagens da VT de cada 

componente do SM. Entretanto, essa diferença não mudou o resultado de reprovação do SM. 

No cenário em que o SM foi rejeitado devido à VE, as três abordagens assinalaram a VE 

como principal fonte de variação do R&R. Nesse caso, a ANOVA das medianas assinalou 

com maior percentual. A ANOVA das medianas apresentou maior consistência dos resultados 

com os três cenários estudados. 

 

Tabela 68 Comparação das percentagens de variação do SM por cenário simulado 

Método 
Fonte de 

Variação 

SM 

APROVADO 

SM 

REJEITADO - 

VA 

SM 

REJEITADO - 

VE 

MEDIANAS 

VE 7,9 24,0 45,6 

VA 1,2 36,9 0,2 

VP 99,7 89,8 89,0 

R&R 8,0 44,0 45,6 

MÍNIMOS 

VE 3,8 10,3 20,1 

VA 2,0 30,8 9,1 

VP 99,9 94,6 97,5 

R&R 4,3 32,4 22,0 

DIAGONAL 

VE 3,8 10,3 20,1 

VA 2,0 30,8 9,1 

VP 99,9 94,6 97,5 

R&R 4,3 32,4 22,0 
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A Tabela 69 apresenta uma comparação entre os desvios na identidade da eq. (2.11) 

observados em cada caso. O desvio mais próximo de zero ocorreu no cenário em que o SM 

foi aprovado. O cenário SM aprovado foi gerado com os menores valores de erro aleatório, 

conforme a Tabela 28. Os maiores desvios ocorreram para o cenário do SM reprovado devido 

à VE. Esse cenário foi gerado com a maior variação do erro aleatório. Esse resultado pode ser 

explicado porque o aumento da variação do SM aumenta a probabilidade de diferentes valores 

esperados serem usados no cálculo da ,-6, definida pela eq. (4.45). 

 

Tabela 69 Comparação dos desvios da identidade da eq. (2.11) por cenário simulado 

Método 
SM 

APROVADO 

SM REJEITADO 

- VA 

SM REJEITADO 

- VE 

MEDIANAS -0,000099 -0,0050 -0,0194 

MÍNIMO 0,000085 0,0018 0,0032 

DIAGONAL 0,000085 0,0018 0,0032 

 

Os resultados da aplicação da ANOVA das Distâncias, em três cenários para um 

estudo de R&R demonstraram efetividade do método proposto. O método das medianas 

apresentou melhor consistência na comparação entre as percentagens da VT observadas. A 

ANOVA das medianas, também, apresentou maior aderência à identidade das somas 

quadráticas, comparada às demais abordagens. Assim, o estudo simulado sugere  que o 

método recomendado para a ANOVA de dados funcionais é o das medianas. A partir desse 

resultado, o método proposto passa a ser denominado ANOVA das Distâncias.  

 

 



 
 

 
 

6. CO�SIDERAÇÕES FI�AIS 

 

A avaliação do desempenho de produtos e processos industriais que envolvem a 

análise de dados funcionais aparece como necessidade crescente na EQ. Dado funcional é a 

variável de resposta formada por coleção de dados que formam um perfil ou uma curva. 

Produto e processos, cuja CQ é medida por uma variável funcional devem ser analisados por 

métodos apropriados às variáveis funcionais. Uma análise apropriada deve considerar todos 

os pontos observados da curva.  

Este trabalho apresentou uma pesquisa das principais referências em métodos de 

análise de sistemas de medição e otimização de produtos e processos industriais. O objetivo 

da pesquisa foi identificar a aplicação desses métodos em situações onde as variáveis de 

respostas são representadas por curvas. Os trabalhos que envolvem estudos de R&R não 

abordam a avaliação de características de qualidade que se comportam funcionalmente. A 

abordagem proposta por Fogliatto (2008) apresentou um método de otimização de 

experimentos com respostas funcionais.  O método pode ser aplicado tanto em combinação 

com a análise de mais de uma resposta individual, quanto para análise apenas de uma resposta 

funcional. A revisão da literatura envolvendo análise de dados funcionais demonstrou que as 

pesquisas atuais estão focadas na modelagem e representação de dados funcionais e na 

adaptações da ANOVA. Essas pesquisas enfocam o estudo de propriedades matemáticas, sem 

maior compromisso com a aplicação em ferramentas da Engenharia da Qualidade. 

Os métodos propostos nessa dissertação foram construídos a partir de um caso 

prático originado na fabricação de pneus. Um estudo de R&R tradicional foi usado para 

analisar um SM em que a variável de resposta era funcional. A aplicação do método 

tradicional levou a um resultado insuficiente para a tomada de decisão. A construção iniciou 

com a adaptação de testes de hipóteses. Para tornar o método mais efetivo e abrangente, a 

adaptação foi estendida à ANOVA de um fator. Por fim, para envolver os estudos clássicos de 

R&R foi proposta a adaptação da ANOVA de dois fatores. 

A aplicação dos métodos propostos a um estudo simulado mostrou consistência nos 

resultados. O teste de hipótese e a ANOVA de um fator mostraram simplicidade e vantagem 

prática. O método apresenta apenas um indicador como resultado, no qual todos os pontos da 

curva foram considerados. O procedimento de análise da ANOVA de dois fatores envolveu a 

verificação dos pressupostos de normalidade e todos os cálculos de curvas, distâncias, somas 

e médias quadráticas, descritos no Capítulo 4. As três abordagens propostas para a ANOVA 

foram aplicadas e a abordagem das medianas apresentou maior consistência dos resultados. 
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O objetivo geral dessa dissertação foi a adaptação de estudos de R&R para o 

tratamento e análise de dados funcionais. O cumprimento desse objetivo foi descrito no 

Capítulo 4. O principal elemento da proposta de adaptação foi a utilização das DH entre as 

curvas. A DH é uma medida de proximidade entre curvas. Em uma análise de variância, a 

medida de proximidade das curvas está para o nível de variação do SM, como a medida de 

dispersão de uma variável simples. Um procedimento detalhado por equações e tabelas foi 

desenvolvido para um estudo de R&R clássico. Foram determinadas todas as equações 

necessárias para avaliar os componentes da variação de um SM em que os dados são curvas. 

Entre os objetivos específicos, a investigação dos métodos de análise da capacidade 

de sistemas de medição para variáveis funcionais foi descrita nas seções 2.1 e 2.3. Não foram 

encontrados trabalhos nesta linha de pesquisa. A investigação dos métodos de modelagem e 

otimização de experimentos foi descrita na seção 2.2. Foram apresentados diversos autores e 

pesquisas desenvolvidas na otimização de experimentos com múltiplas respostas. Entretanto, 

apenas o trabalho de Fogliatto (2008) apresentou uma abordagem para otimização de 

experimentos com resposta funcional. 

O objetivo específico de adaptação da ANOVA foi alcançado com os métodos 

descritos no Capítulo 4. O método proposto foi denominado de ANOVA das Distâncias. A 

ANOVA das Distâncias foi apresentada para os casos de um e dois fatores. A aplicabilidade 

das propostas foi verificada através de um estudo simulado, baseado em um caso prático. Os 

dados originais do caso prático não foram usados devido a restrições dadas pela insuficiência 

de informações e pelo não atendimento a pressupostos matemáticos das séries de dados. 

A ANOVA das Distâncias soluciona os problemas causados pelo uso equivocado de 

métodos para variáveis simples em estudos de R&R onde, a variável de resposta é funcional. 

O método proposto é uma alternativa para a análise na otimização de experimentos de 

respostas funcionais, tratados por métodos multivariados. A ANOVA das Distâncias pode ser 

usada com facilidade em planilhas eletrônicas comuns, sem a necessidade de programas 

computacionais complexos.  

Dadas as limitações desse trabalho e questões relevantes que surgiram no decorrer 

dessa pesquisa, alguns temas podem ser apontados como sugestões para pesquisas futuras. 

A primeira sugestão envolve a investigação dos desvios da identidade da eq. (2.11). 

Esse desvio se pronunciou com mais intensidade nos cenários de reprovação do SM. Os 

resultados mostraram uma relação do desvio com o cálculo da ,-6, que não foi incluído 

nesse trabalho. Outro aspecto associado a esta questão é o número de pontos 6 usados na 
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análise das curvas. Não foi objeto desta pesquisa a influência deste número no cálculo das 

somas quadráticas da ANOVA. 

A segunda sugestão para trabalhos futuros está relacionada a aplicabilidade do 

método. Entre outras restrições, os dados originais do fabricante de pneus não foram usados 

porque violaram a suposição de normalidade. Essa violação foi corrigida com uma leve 

deformação da curva. Esse fato indica que pode haver uma relação entre a normalidade dos 

dados e a forma da variável funcional. Sugere-se, então, uma pesquisa para identificar os 

requisitos para a formas e características das variáveis funcionais.  

Por fim, algumas sugestões relacionadas ao desdobramento dos métodos 

apresentados nesse trabalho: (i) a generalização da ANOVA das Distâncias para projetos de 

experimentos de variáveis funcionais com mais de dois fatores; (ii) adaptação do método para 

uso em ensaios destrutivos; (iii) o desenvolvimento de métodos para avaliar estudos de R&R 

ou otimização de experimentos que apresentam distribuições não normal da variável 

funcional; e (iv) investigação para o uso da média, no cálcuo da DH, nas abordagens dos 

mínimos e diagonal. 
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ANEXO 1 

 

A Tabela 70 apresenta os parâmetros de modelagem das curvas de viscosidade da 

borracha para o estudo de R&R descrito no Capítulo 3. Os coeficientes ... se referem a 

distribuição de Weibull descrita pela Equação (3.1) para determinar o valor da viscosidade em 

função do tempo. A última linha apresenta o valor do coeficiente de correlação 6� 

determinado para o modelo proposto de cada curva. 

 

Tabela 70 Parâmetros de ajuste das curvas observadas 

Parâmetro a��� a��� a��{ a��w a��| 

�% 6,6280 6,5134 6,6554 6,6210 6,6190 

�� 6,5481 6,2868 6,5547 6,5628 6,5682 

�� 0,4909 0,4677 0,4875 0,4937 0,4946 

�{ 3,7063 4,0868 3,7008 3,6525 3,6345 

6� 0,999997 0,999995 0,999989 0,999997 0,999997 

Parâmetro a��� a��� a��{ a��w a��| 

�% 6,6328 6,7794 6,7513 6,6184 6,8154 

�� 6,2644 6,4914 6,4218 6,2400 6,5829 

�� 0,4632 0,4780 0,4768 0,4639 0,4882 

�{ 3,9879 3,6445 3,7407 4,0269 3,5953 

6� 0,999972 0,9999876 0,999993 0,9999723 1 

Parâmetro a��� a��� a��{ a��w a��| 

�% 6,6617 6,9782 6,6288 6,5966 6,8120 

�� 6,4795 6,8533 6,5187 6,5218 6,8557 

�� 0,4973 0,4358 0,4891 0,4944 0,4877 

�{ 3,9383 3,7031 3,7278 3,6968 3,4177 

6� 0,9999975 0,9999994 0,9999884 0,999997 0,999998 

Parâmetro a��� a��� a��{ a��w a��| 

�% 6,8394 6,8394 6,6414 6,8607 7,2451 

�� 6,6613 6,6613 6,2595 6,6196 7,1954 

�� 0,4898 0,4898 0,4615 0,4835 0,4609 

�{ 3,4457 3,4457 4,0376 3,6157 3,0656 

6� 1 1 0,999973 1 0,999995 
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