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RESUMO

Nesta dissertacdo, apresentamos um lema do tipo Littman que nos
fornece estimativas L — L para a transformada de Fourier inversa do pro-
duto de uma fungdo exponencial complexa por uma fungdo teste. Um dos
principais ingredientes da demonstracdo é um resultado sobre o comporta-
mento assintético de uma classe especial de integrais oscilatérias, conhecido
como método da fase estaciondria.

Como aplicagdo, obtemos estimativas de Strichartz do tipo LP — L9 na
linha conjugada para o problema de Cauchy para a equagdo da onda livre.
O lema é uma ferramenta essencial para conseguir estimativas L' — L%,
enquanto que estimativas [? — 2 seguem de resultados cldssicos. Assim,
estimativas [P — L9 sdo consequéncias de teoremas de interpolagéo.

Palavras-chave: Lema de Littman, estimativas, equagdo da onda.
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ABSTRACT

In this thesis, we present a Littman type lemma that provides L* —
L* estimates for the inverse Fourier transform of the product between
a complex exponential function and a test function. One of the main
ingredients of the proof is a result concerning the asymptotic behavior of a
special class of oscillatory integrals, known as the stationary-phase method.

As an application, we establish Strichartz estimates of the type LP — L9
on the conjugate line to the Cauchy problem for the free wave equation. The
lemma is an essential tool to obtain L' — L estimates, while [? — [2 estima-
tes follows from classic results. LP — L9 estimates are thus consequences of
interpolation theorems.

Keywords: Littman Lemma, estimates, wave equation.
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INTRODUCAO

A &rea de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s) ocupa uma grande
parte de estudos tanto na matematica aplicada quanto na pura. Na pri-
meira, o foco geralmente é voltado ao desenvolvimento de métodos de
aproximacdo numérica para solu¢des de uma dada equacédo, enquanto, na
outra, normalmente busca-se estabelecer existéncia e caracteristicas das
solugdes.

Existem vérios tipos de EDP’s e, diferentemente das equagdes algébricas,
ndo existe uma teoria unificada que envolva todas elas. Por isso, o estudo
de cada uma requer o desenvolvimento de técnicas e métodos distintos.

Um primeiro questionamento natural esté ligado a existéncia e regulari-
dade de solugdes de um dado problema. Nesse sentido, pergunta-se se um
problema é bem posto, isto é, se dadas as condig¢des iniciais, existe uma tnica
solucdo e se esta depende continuamente dos dados. A condicdo de de-
pendéncia continua tem bastante relevancia nos problemas com aplicacdes
fisicas pois garante que pequenas variagdes nas condi¢des iniciais ndo cau-
sam grandes altera¢des no perfil da solugéo.

Desde o final do século passado, vérios autores tém estudado o compor-
tamento das solugdes para problemas de Cauchy da forma

Wt — (A)u+ bug + m2u = f(t,x), t>0, x € RY,
u(0,x) = d(x), x € R™, (1.0.1)
ut(ol X) = ll)(X), X € IRTL/

onde 0 > 0, b > 0 e m > 0 sdo constantes ndo negativas. No livro [8],
por exemplo, Ebert e Reissig abordam algumas técnicas para determinar
o comportamento de solu¢des do problema acima dependendo da escolha
das constantes.



Um caso especial desse modelo (escolhendo 0 =1, b=m=0ef=0)é
dado pela equagdo da onda livre

utt—Au = 0,

e, nesta dissertagdo, vamos estudar um método para obter estimativas de
Strichartz para esse problema. Mais especificamente, vamos estabelecer
o decaimento no tempo das solu¢des em termos de estimativas do tipo
[P — L9 na linha conjugada’.

Chamamos de multiplicador de Fourier o operador linear

uo— I (eHat, )T (w)(E)),

onde f = f(t, &) é chamada de funcdo de fase e a = a(t, §) é chamada de
funcdo amplitude. Via transformada de Fourier, é possivel representar a
solucdo do problema de Cauchy para a equagdo da onda

Uy — Au =0, t>0, x e RY,
u(0,x) =d(x), xe€R", (1.0.2)
ut(ol X) = w(x)/ X € IRn/

para ¢ e\ suficientemente regulares, em termos dos multiplicadores de
Fourier, conforme (5.0.5). Tendo essa representagdo, o problema de conse-
guir estimativas para a solu¢do do problema (1.0.2) se torna o de conseguir
estimativas para os multiplicadores de Fourier em (5.0.5).

Um resultado essencial para obter estimativas L' — L é conhecido como
Lema de Littman. Em [16], Littman estudou o operador linear

T:C(R™) — C(R™)
fr— J fly —xJu(x)doy,
M

onde M ¢ R™! ¢ uma variedade de dimensdo n e p é uma distribuicio de
massa em M que se anula perto do bordo. Ele investigou quais hipé6teses
sdo necessdrias sobre f, u e M para garantir que

1BETFlls < Callfllr

para toda f € C(R™'). A conclusio obtida diz respeito ao comportamento
no infinito da transformada de Fourier de p.

' Dizemos que p, q € N estdo na linha conjugada quando % + % =1



Teorema 1.0.1. Seja M uma variedade compacta suficientemente suave de di-
mensdo n em R possivelmente com bordo OM, e w uma distribuicdo de massa
suficientemente suave em M que se anula perto de OM. Suponha que, em cada
ponto de M, k das n principais curvaturas sdo diferentes de zero. Entdo, quando
y — 0o,

J eV u(x)do, = O(lyl2).
M

A demonstragdo do teorema é bastante trabalhosa e foge do escopo
do texto. Nesta dissertacdo, seguindo o artigo [18], exibimos um lema do
tipo Littman que esté relacionado ao nosso modelo de multiplicadores de
Fourier e apresentamos uma prova para esse caso especifico.

Teorema 1.0.2 (Um lema do tipo Littman). Dado Ty um niimero positivo grande,
consideremos, para t > T, a integral oscilante

T (e m)),

n—x

comv € C¥(R™) e supp(v) C {n € R": | € [},2]}. Entdo, vale a seguinte

estimativa L*° — L*®

_ i _n-1
1T (e[| o < CO+1)7Z > IDEVM) |l oo

o <s

onde s > “TH

Duas ferramentas importantes para a demonstracdo do Teorema 1.0.2
sdo o método da fase estaciondria e o Lema de Morse. A primeira fornece
estimativas para integrais oscilatérias da forma

J ey (x)dx, (1.0.3)

ondeu € CP(R") e f € C*(IR™). Em linhas gerais, é possivel verificar que, a
medida que o gradiente da fungdo de fase f ndo se anula, a integral decresce
rapidamente em A. Assim, o comportamento assint6tico da integral, quando
A — 00, é determinado pelos pontos criticos de f. J4 o Lema de Morse é uma
consequéncia do teorema da funcdo implicita. Dado um aberto U C R",
uma fungdo f: U — R de classe C* e um ponto critico ndo-degenerado
xo de f, o lema nos permite obter um sistema de coordenadas local que
simplifica bastante a expressdo de f numa vizinhanga do ponto x.



Utilizando esse caso especial do Lema de Littman e seguindo o artigo [3],
chegamos em dois resultados que fornecem estimativas de Strichartz para
as solugdes do problema de Cauchy para a equacdo da onda livre (1.0.2).

Teorema 1.0.3. Sejam ¢ e P no espago de Schwartz S(R™). A solugdo u para o
problema de Cauchy (1.0.2) satisfaz a estimativa do tipo LP — L9

1

e, Mo < €040 67 (ol gy + 10001 )

1 1 1 1 1 1
LI > < Ly L > - — = ).
0nden<p q>/1,1<p\2,p+q_1eMp€IRcomMp/n(p q>
Note que a estimativa do Teorema 1.0.3 envolve as normas H . H]_q e

[ [l,;mp. Contudo, pela Defini¢ao 3.2.1, temos que a segunda norma, de
P

fato, envolve a norma || - ||».

O segundo resultado apresenta estimativas parecidas com as do Teorema

1.0.3 com a vantagem de ndo precisar da condi¢do n <% — %) > 1. No

entanto, a estimativa no termo 1 ndo é tdo boa quanto a anterior.

Teorema 1.0.4. Sejam ¢, P € §(R™). A solugdo w para o problema de Cau-
chy (1.0.2) satisfaz a sequinte estimativa do tipo LP — L4

hu(t, Jlee < 14072 ) (||¢||H34p +t||w||Hyp) ,

ondel <p<2 -+ :1eMp€1Rc0mMp>n(l—l>.

1.1
P oq P oq

Um método bastante semelhante foi aplicado em [17] para obter estima-

tivas para o problema

u+ (—A+Nu+f(lu+u=0, t>0,xeR"
u(0,x) = ¢(x), x € R",
ut(ol X) = w(x), X € IRn/
para n < 7 sob as condigdes de f € C*1(R), ¢ € HY(R"™), Py € HT(RM)
S
parak > 5 +2,f(0) =0e Jo f(x)dx > 0 para todo s € R.



Estimativas do tipo LP — L9 na linha conjugada para o problema de
Cauchy para a equagdo de Schrodinger

Diu—Au=0, t>0,x¢cR"Y
u(0,x) = d(x), xeR",

podem ser feitas seguindo um método andlogo com pequenas modificagdes.
Esse caso ndo sera abordado neste texto mas pode ser encontrado em [8,
Capitulo 16].

Agora, vamos descrever brevemente o contetido de cada capitulo deste
texto. No Capitulo 2, tratamos de alguns pré-requisito fundamentais para o
decorrer da dissertacdo. Iniciamos com alguns t6picos de teoria da medida,
como os espagos LP. Além disso, introduzimos os espagos de distribuigdo
mais comuns e as sequéncias de fung¢des conhecidas por aproximagdes da
identidade.

Comecamos o Capitulo 3 apresentando a transformada de Fourier pra
fungdes em L' e estendemos para o espago das distribuigoes. Na segunda
parte desse capitulo, definimos alguns espagos de distribuigdes importan-
tes via transformada de Fourier como os espagos de Sobolev de ordem
fraciondria e os espagos de Besov.

O Capitulo 4 trata da versdo que vamos utilizar do Lema de Littman.
Comecamos apresentando o método da fase estaciondria, onde analisamos
o comportamento da integral (1.0.3) para o caso em que ¢(x) = %(x, Qx),
onde Q é uma matriz real n x n, simétrica e invertivel. A Segado 4.2 é toda
voltada a demonstracdo do Teorema 1.0.2.

No Capitulo 5, encontramos uma representacdo para as solugdes do
problema de Cauchy para a equagdo da onda livre em termos de multipli-
cadores de Fourier e utilizamos essa expressdo em combinacdo com o Lema
de Littman para obter estimativas do tipo L? — L9 na linha conjugada.

O Apéndice possui alguns resultados pontuais bastante conhecidos que
sdo utilizados nesta dissertacdo. Em especial, o Apéndice C apresenta o
Lema de Morse, que é uma ferramenta bastante importante na demonstragao
do Lema de Littman.






PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas notagdes, terminologias e resulta-
dos que serdo usados no restante do texto. Mais precisamente, introduzimos
alguns espagos de fungdes e de distribuicdes e os principais resultados rela-
cionados a eles.

2.1 TEORIA DA MEDIDA

Esta se¢do contém definic¢Ges e resultados de teoria da medida e integracéo.
Maiores detalhes e demonstra¢des podem ser encontrados em [1] e [9].

Aqui, vamos trabalhar em um espago de medida fixado (X, M, p).

Comecaremos introduzindo os espagos LP, que sdo espagos de Banach
cujas normas sdo definidas em termos de integrais.

Defini¢ao 2.1.1. Se f é uma fun¢do mensurdavelem X e 1 < p < oo, definimos

P
IfllLe x v = U Iflpdu}
X

e denotamos
LP(X, M, 1) ={f : X = C : f é mensuravel e |[f|lipx ) < 0o}
Para p = oo, definimos
Iflloo (x, v,y = infla 2 0= u{{x : [f(x)| > a}) = 0}
e denotamos

L(X, M, n) ={f: X = C: f é mensurével e |[f||{co(xnu) < 00}



Também usaremos as notagoes || - [[ip(x,u), Il - [lp(x) ou simplesmente
Il - llLp quando ndo houver ambivaléncia.

A fim de verificar que || - [[i» é, de fato, uma norma, é preciso garantir
que ela satisfaz a desigualdade triangular. Nesse contexto, esse resultado é
conhecido como Desigualdade de Minkowski.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p < ooe f, g € LP(X),
entdof+g e LP(X)e
If 4 gllte < [[flle +llgllie.

Outra ferramenta bastante tatil em espacos LP é conhecida como Desi-
gualdade de Hélder.

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Holder). Supde que 1 <p < ooe
Se f e g sdo fungdes mensurdveis em X, entdo

1
)

Ifgllr < lIfllrllgllia. (2.1.1)

Em particular, se f € LP(X) e g € L9(X), entdo fg € L'(X) e, nesse caso, a
igualdade vale em (2.1.1) se, e somente se, x|f|P = (3|g|9 em quase todo ponto para
&, B constantes nio nulas.

Corolario 2.1.4. Se f € LP(X)NLY(X) com 1 < p < q < oo, entdo f € L(X)
para todo p < v < q. Mais precisamente, escrevendo

=—+— «€l01],

temos que
1—
Il < g Nl ™

Proposicio 2.1.5. Uma funcio mensurdvel f pertence a L'(X) se, e somente se,
If| € L'(X). Nesse caso,

deu’ < Jlfldu.

Nem sempre é possivel trocar a ordem das operagdes de limite e
integracdo de uma sequéncia de fungdes.
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Exemplo 2.1.6. Para cada j € IN, consideremos

wép,muww
0, x¢U[,j+1l.

Temos que fj(x) — 0 para todox € R e
j+1
J fj(x)dx :J ldx =1 -» 0.
R j
Além da convergéncia pontual e da convergéncia uniforme, existem
outras nogdes de convergéncia importantes quando lidamos com fungdes
mensuraveis. Algumas delas estdo definidas a seguir.

Definicao 2.1.7. Uma sequéncia (f,) converge em quase todo ponto para
uma fungdo f se existe um conjunto M em X com p(M) =0 e tal que, para
todo e > 0 e x € X\ M, existe N(¢,x) € IN de forma que, se n > N(e,x),
entdo | (x) — f(x)] < e.

Definicdo 2.1.8. Uma sequéncia (f,) C LP converge em LP para uma funcéo
f € LP se, para todo € > 0, existe N(e) € N tal que, se n > N(e), entdo

1

P
|mew=(“ﬁ—mm0 ‘e

Defini¢ao 2.1.9. Uma sequéncia (f,) converge em medida para uma fungdo
f se

p({xeX:lfn(x)—f(x)] > a}) =0
para todo « > 0.

O préximo teorema fornece condigdes suficientes sob as quais con-
vergéncia quase todo ponto de uma sequéncia de fun¢des implica na con-
vergéncia em L.

Teorema 2.1.10 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f;) uma sequéncia
de funcdes em L'(X) que converge em quase todo ponto para uma fungio f men-
surdvel. Se existir uma fungdo g € L'(X) tal que |fj| < g para todo j € N, entio
fel'X)e

deu = lim ijdu.
J—00

11



Um coroldrio importante do Teorema da Convergéncia Dominada nos da
um critério para a validade da permutagdo entre as operacdes de derivacdo
e integragdao.

Corolario 2.1.11. Sejam —oo < a < b < oo e f: X x [a,b] — C tais que
f(t,) : X — C ¢ integrdvel para cada t € [a,bl. Suponha que existam & e
g € L'(X) tais que

of
ot
para todo (x,t) € X x [a, b]. Defina

(X,t)‘ < g(x)

F(t) = J f(x,t)du(x).

Entdo, F é diferencidvel e

M= | 5 (v thdulx).

dF J‘ of
ot

Nosso objetivo, agora, é verificar que, trocando a convergéncia em quase
todo ponto por convergéncia em medida, o Teorema da Convergéncia
Dominada continua vélido. Para isso, precisaremos do préximo resultado.

Proposicdo 2.1.12. Seja (f;) uma sequéncia de fungdes mensurdveis que converge
em medida para uma funcio f mensurdvel. Entdo, existe uma subsequéncia (fj, )
que converge para f em quase todo ponto.

Assim, como queriamos, segue o proximo teorema.

Teorema 2.1.13. O Teorema da Convergéncia Dominada vale se a convergéncia em
quase todo ponto é substituida por convergéncia em medida.

Demonstragio. Supde que o Teorema da Convergéncia Dominada nédo vale
quando (fj) converge para f em medida. Entdo, existe € > 0 e uma sub-
sequéncia (fj, ) tal que

’ijkdu—deu‘ > € (2.1.2)

para todo k € IN. Agora, fj, — f em medida e, entdo, pela Proposicao
2.1.12, existe uma subsequeéncia (fj, ) que converge para f em quase todo

12



ponto. Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada para essa
subsequéncia, temos

dep. = Trllgréojfjkm du, (2.1.3)
o que contradiz (2.1.2). O

Com o intuito de relacionar integragdo com respeito a uma medida
produto e integracdo iterada, precisamos definir o que é uma secao.

Definicao 2.1.14. Se E é um subconjunto de X x Y e x € X, entdo a x-se¢do
de E é o conjunto
Ex={yeY:(xy) ek}

De forma similar, se y € Y, entdo a y-se¢do de E é o conjunto
EY ={x € X:(x,y) € EL

Se f é uma funcdo definida em X x Y, entdo a x-secdo de f é a fungéo fy
definida em Y por

fx(y) =flx,y), yey.

Ainda, se y € Y, entdo a y-sec¢do de f é a fungdo fY definida em X por
Y(x) =f(x,y), xeX (2.1.4)

De posse dessa defini¢do, podemos enunciar o Teorema de Fubini que
nos fornece condi¢des sob as quais é possivel trocar a ordem de integragéo.

Teorema 2.1.15 (Teorema de Fubini). Supde que (X, M, u) e (Y, N, v) sdo espagos
de medida o-finita. Se f € L' (X x Y), entdo f, € L'(Y) para quase todo x € X,
Y ¢ LY(X) para quase todo y € Y, as funcdes definidas em quase todo ponto

g(x) = J frdveh(y) = J fYdu estdo em L1(X) e L(Y) respectivamente, e vale
X Y

[ oty = | U f(x,y)dv(y)} du(x)
XxY Y

X
= [, 1], o want| aviw),
v Lx
A seguir, apresentamos um teorema sobre o sistema de coordenadas ndo

lineares em R™ mais importante.

13



Teorema 2.1.16 (Coordenadas Polares em R™). Se f é uma funcio mensurdvel
em IR™, ndo negativa ou integrdvel, entdo

J flx)dx = J:O L?] f(x)do (%‘) dr,

onde ST C R™ é a esfera centrada em 0O de raio v e do é a medida de superficie.

Corolario 2.1.17. Se f é uma fungido mensurdvel em R™, ndo negativa ou in-
tegrdvel, tal que f(x) = g(|x|) para alguma fungdo g em (0, 0o0), entdo

(0.¢]

J f(x)dx=G(S“_1)J rn_1g(r)dr,
n 0

onde o(S™1) é a drea da esfera unitdria sl c R™

Agora, vamos apresentar dois teoremas de interpolacdo fundamentais; o
Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin e o de Marcinkiewicz.

Teorema 2.1.18 (Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin). Sejam (X, M, u)
e (Y,N,v) sdo espacos de medida e 1 < po, p1, qo, q1 < 00. Se qp = q1 = 00,
supoe também que v é semifinita. Para 0 < t < 1, define py e qy por

T 1—-t t T 11—t t

p. P P @ g qi
Se T é um mapa linear de LPo(u) + LP1(u) em L9o(v) + L9 (v) que satisfaz
ITfllLao < Mollfllro para £ € LPo(u) e [ TfllLar < MollfllLer para £ € LP1(p),

entdo |[Tf||Lac < Mé_tM%”fHLpt para f € [Pt(un), 0 <t < 1.

O Teorema de Interpolagdo de Marcinkiewicz é bastante similar mas se
aplica também para uma classe de mapas néo-lineares.

Defini¢ao 2.1.19. Dada uma fungédo f mensuravel, definimos a fungao de
distribuigdo de f, A¢ : (0, 00) — [0, o0, por

Ar(t) = pulfx € R™: [f(x)] > t}).

Definic¢do 2.1.20. Dado 1 < p < oo, denotaremos por LP* o espaco LP fraco
das fungdes mensurdveis f tais que

Cp
<

At < o (2.1.5)

para todo t > 0. Ainda, a menor constante C que satisfaz (2.1.5) é chamada
de norma LP fraca e sera denotada por ||f]|Lp.u.

14



Teorema 2.1.21 (Teorema de Interpolacdo de Marcinkiewicz). Supde que
(X, M, u) e (Y, N, V) sdo espagos de medida e 1 < po, 1, qo, q1 < 00 sido tais que
Po < qo, P1 < q1€eqo # q1. Para 0 < t <1, define pt e q¢ por

T 1—-t t T 1—-t t

P_t B Po ]3_1' gt qo q1

Se T é um mapa sublinear de LPo (1) + LP1 () no espaco das fungoes v-mensurdveis
em Y que satisfaz |[Tf|| ain < Cillfllpp;s para f € LPi(pu), C; > 0ei=0,1, entdo
existe uma constante C > 0 tal que |[Tf|lLae < C|[fl|ipe paraf € LPt(p), 0 <t < 1.

2.2 TEORIA DAS DISTRIBUI(;@ES

Nesta segdo, apresentamos propriedades dos espacos de distribuigdes
mais comuns e estendemos operagdes cldssicas, como a convolugéo, a esses
espacos. Maiores detalhes podem ser encontrados em [6] e [12].

2.2.1  Multi-indice

Inicialmente, apresentamos algumas notacdes que serdo utilizadas ao
longo desta dissertagdo e sdo muito comuns e tteis no estudos de EDP’s.
Aqui, Z, denota o conjunto dos inteiros ndo negativos.

Um vetor da forma o = (a1, -+, &n), onde cada componente ; € Z, é
chamado um multi-indice de ordem

lotf = o + -+ ot

e definimos

ol =0l ol

Dado outro multi-indice {3, dizemos que 3 < x se 3; < ®; parai=1,---,n.
Se 3 < «, usaremos
(oc) B !
B B! ax—p)!

Ainda, se x = (x1, - ,xn) € R™, definimos

x

X
x® =% X

n
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Denotaremos o operador D; = %aix]-/ onde i = v/—1, e, para cada multi-
indice «, definimos
D% =D ... D%,
De posse dessas defini¢des, temos o seguinte resultado. A demonstragdo
segue usando inducado sobre a ordem de derivacao.

Teorema 2.2.1 (Regra de Leibniz). Se « é um multi-indice, O C IR™ é um aberto
ef, ge Cl*(Q), temos

2%(fg) = Y (g) PPy, (2.2.1)

<

2.2.2  Funcgoes teste

Nesta parte, introduzimos as fung¢des teste que sdo importantes para o
entendimento de distribui¢des. Para simplificar o texto, () sempre repre-
senta um aberto de R™.

Comecemos por relembrar que o suporte de uma funcdo f definida em
Q é dado por

supp(f) ={x € Q: f(x) # 0}. (2.2.2)
Definigao 2.2.2. O espaco das fungdes teste em Q) é dado por
C(Q)={f:Q—C:feC?Q) e tem suporte compacto em Q}.
Um exemplo classico de fungdo teste é dado por
¢:R" — R

1
N el 2T x| <1, (2.2.3)
0, Ix[=1.

E interessante observar que multiplicando ¢ por uma constante adequada
obtemos uma nova func¢do ¢ € CP(IR") tal que

J d(x)dx=1,d >0, supp(d) C{x e R": x| > 1}. (2.2.4)

Proposicao 2.2.3. Seja K um subconjunto compacto de Q). Entdo, existe uma
fungido P, € CX(Q) tal que 0 < ¢e < 1 e Ve = 1 numa vizinhanga de K.

16



A seguir, apresentamos a NoO¢ao de convergéncia no espago das funcgoes
testes.

Definicao 2.2.4. Uma sequéncia (¢;) C C°(Q) converge a zero em C°(Q)
se

(a) Existe um compacto K C Q tal que supp(¢;) C K, para todo j € IN;
(b) Para todo inteiro ndo-negativo m, as derivadas de ordem m das

fungdes ¢; convergem uniformemente a zero quando j — oo.

2.2.3 Distribuigoes
Falamos, agora, sobre funcionais lineares definidos no espaco das

funcoes teste.

Defini¢ao 2.2.5. Um funcional linear e continuo u : C°(QQ) — C é dito
uma distribui¢do em Q. O espago das distribui¢des em () é denotado por
D'(Q).

Por vezes, dadas u € D'(Q) e ¢ € CX(Q), escrevemos (u, ) para
representar a aplicagdo de u em ¢.
Abaixo, seguem alguns exemplos importantes de distribuicdes.

Exemplo 2.2.6. Considere QO = R™ e defina

(6, ¢) = (0), ¢ € CT(R").

E facil ver que 6 é uma distribuigdo. Chamamos tal distribui¢do de Delta de
Dirac.

Para os proximos resultados, precisamos da defini¢do de fungdo local-
mente integravel.

Definic¢ao 2.2.7. Se f é uma fun¢do mensurével definida em Q, dizemos que
f é localmente integravel em Q) se, para todo compacto K C Q,

J f(x)dx < oo.
K

1

Denotamos por L.

(Q) o espago das fungdes localmente integrdveis em Q.
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O seguinte exemplo mostra de que forma podemos ver uma fungdo
localmente integravel como uma distribuigdo.

Exemplo 2.2.8. Sejam O C R™ aberto e f € L! (Q). Defina

loc
(Tt, ) = JQ f(x)p(x)dx, ¢ € CT(Q).

Segue do fato de que f é localmente integravel que T; define uma
distribuigdo. Ainda, se g é outra fungdo em L] .(Q) tal que (T, d) = (Ty, )
para toda ¢ € C°(Q), entdo f = g quase todo ponto em Q.

Para simplificar, vamos identificar f com T; e escrevemos

(f, ) =J f(x)P(x)dx.

Q

Isso equivale a identificar qualquer funcdo localmente integravel com o
funcional linear definido no Exemplo 2.2.8. Da mesma forma, também
podemos considerar muitos outros espagos, como por exemplo LP(Q),
IT<p<oxe C*(Q), 1 < k < oo, que por sinal também fazem parte do
conjunto das fung¢do localmente integraveis, como subespagos de D’(Q).
As operagdes de soma e multiplicacdo por escalar em D’(Q) sdo defini-
das da maneira usual, ou seja, dadas u;, u; € D'(Q), A€ Ce ¢ € CX(Q),

(W +uz, §) = (W, ¢) + (uz, §),
<}\U,], Cl)> - }\<LL], Cb>
Além dessas, podemos definir outras operagdes com distribui¢des. Para
isso, seja L : C°(QQ) — C°(Q) um operador linear continuo e suponha

que L possua um transposto L!, ou seja, um operador linear continuo
L': C(Q) — CX(Q) tal que

Jﬁ(m)mw(x)dx: J PR (X)dx, &, b eCE(Q).  (225)

Q

Note que ¢, Lo, P, L'p € CX(Q) e, entdo, (2.2.5) pode ser escrita na forma
(Lo, ) = (d, L").

Nesse caso, podemos estender L a um operador L : D'(Q) — D'(Q) da
forma
([u,p) = (u, L"), uweD'(Q), e CrQ). (2.2.6)
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Frequentemente, usa-se a mesma notacéo L para L e L.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos importantes de operagdes
com distribuigdes cujos resultados provém do que foi desenvolvido acima.

Exemplo 2.2.9 (Multiplicacdo por uma fungdo C™). Seja f € C®(Q) e
definimos

L:CZ(Q) — CX(Q)
b (x) — f(x)d(x).

Temos que L' = L e a operagéo fica definida, para qualquer u € D'(Q),
como

(fu, ¢) = (w, 1), € CX(Q). (22.7)

Exemplo 2.2.10 (Mudanca de varidveis). Seja 1 : QO — Q um difeomor-
fismo. Definimos

L:C®(Q) — CX(O)
G (x) — b oP(x).

Depois de aplicar o teorema de mudanca de varidveis chegamos que
(L) (x) = b o' (x)|JY'|(x), onde [JY~'| denota o valor abosluto do
determinante da matriz Jacobiana de {~'. Assim, a operacdo fica definida,
para qualquer u € D'(Q), como

(wo,d) = (w,dpop ), ¢ e CX(Q). (2.2.8)
Usando (2.2.8), seguem os dois préximos exemplos:
Exemplo 2.2.11 (Translagdo). Sejam a € R" e

f:R" — R"
X — X — a.

Ainda, definimos a translagdo de 1 € C(IR™) como a funcédo

Ya(x) =(x—a) =P of(x).

Assim, a operagdo fica definida, para qualquer u € D'(Q), como

(Ug, ) = (u, d_q), ¢ € CP(RM). (2.2.9)
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Exemplo 2.2.12 (Reflexdo). Seja O C R™ um aberto simétrico em relacdo a
origem e consideremos

f:0—Q
X — —X.

Ainda, definimos a reflexdo de P € C°(Q) como a fungao
b(x) =(—x) = of(x).
Assim, a operagéo fica definida, para qualquer u € D'(Q), como
W) = (wé), ¢eC2Q). (2.2.10)

Exemplo 2.2.13 (Derivagdo). Sejam (x1,- - - ,xn) coordenadas cartesianas em
Q e definimos

L:CX(Q) — C(Q)

0
B0 > 22 (x),
%
Integrando por partes, vemos que L' = —L e assim, a operagao fica definida,
para qualquer u € D'(Q), como
0
<a—u,d>> :—<u,—d)>, ¢ € C°(Q). (2.2.11)
an aX)'

Se f € C'(R), usando (2.2.11) e a férmula de integracdo por partes,
temos

para toda ¢ € C°(IR). Ou seja, a derivada de f no sentido das distribui¢oes
coincide com a distribui¢do definida pela fun¢do continua %. Assim, para
fung¢des suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e das

distribui¢des coincidem.

Defini¢do 2.2.14. Uma sequéncia (uj) C D'(Q) converge a u € D'(Q) se
(uj, &) converge a (u, ) para toda ¢ € C°(Q). Escrevemos u; — u em
D'(Q).
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O préoximo exemplo indica que a derivada no sentido das distribui¢oes
é o limite, nos sentido das distribui¢des, dos quocientes de Newton.

Exemplo 2.2.15. Sejam u € D'(R), r € R e a translagdo u_, de u dada por
<LL_1~, (b) - <ul (I)T>/ d) € Cgo(Q)/

onde ¢.(x) = ¢(x —r). Consideremos o quociente de Newton

ufr —u

Vr:
T

Vamos verificar que v, converge para u’ em D’(R). Para isso, dada
¢ € CP(R), temos que

(v, ) = <“f“,¢> = <u, ¢*;¢>,

e, considerando uma sequéncia (r;) C R tal que r; — 0 quando j — oo,

. s br;— .
precisamos verificar que _U; converge a —¢’ em CP(R) quando j — oo.
Comecemos notando que, como ¢ tem suporte compacto, conseguimos K
compacto tal que

supp <¢T]T—¢ - d)’) C K
j

para todo j € IN.

Ainda, fixe € > 0. Temos que ¢’ é uma fun¢do uniformemente continua,
j& que é continua em um conjunto compacto, e podemos encontrar 5 > 0 tal
que |x —y| < & implica em |$p'(x) — ¢'(y)| < € para x, y € K. Agora, sejam
jo€ N ex e Ktaisque 0 < [rj| < ex—r; € Kparaj > jo. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe x — <as<x tal que

blx—1) —dx)

T

~¢'(a) =

Note que |[x — a| < |[x — (x —1j)| = [/ < & e, entéo,

$¢(x—15) —d(x)

- +¢'(x)| =1—¢'(a) +d'(x) < €, (2.2.12)
j
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ou seja, m — —¢' uniformemente em R quando r; — 0. Assim, chega-
)
mos que @ — —¢’ em C°(R) quandor — O e

¢r—¢

T

lim (v, ¢) = lim <u,

r—0 r—0

para toda ¢ € C(IR).

> — ') = (0, ) (2.213)

Os seguintes exemplos tratam da continuidade da derivagdo em D’(Q).
Vemos que, diferentemente do que acontece com sequéncia de funcgdes e
com a derivagdo usual, sempre é possivel trocar a ordem das operagdes de
derivacdo e limite de uma sequéncia de distribuicdes.

Exemplo 2.2.16. Seja u; — u em D'(Q), Q C R™ aberto. Entdo, dada
¢ € C(Q),

o\ /3 9\ _ /ou
<a_xi,d)>__<uya_xi>—>_<ulaxi>_<axi,(b>.

ou  du
Ou seja, lim < — 2%
e M
Exemplo 2.2.17. Para cada j € N, seja fj(x) = senj(jx), x € R. Temos que f;
converge uniformemente a 0 e, dada ¢ € C°(IR),

(6,6) = | fiemax— | 0 prax=0,0)

Ou seja, f; — 0 em D'(RR).
Agora, a sequéncia fg (x) = cos(jx) ndo é convergente para quase todo x.
Entretanto, f]f — 0 em D'(R) pois

df;(x) d
l(x) = S
f; (x) dx dx

Exemplo 2.2.18. Se ¢ € CX(R"), ¢ > 0 e [d(x)dx = 1, entdo, quando
e—0,

be(x) = e]—ncp (E) 5 em D'(RM).

De fato, se P € C°(IR"), segue da continuidade uniforme de { que

Uw(exmmdx—w(m‘ < sup hb(ex) — (0] — 0.
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Assim,

1 X

(e b) = —J«b (¥) wioax = Jd>(><)1l)(e><)dx S P(0) = (5,1).

en €

Logo, ¢ — &6 em D'(R™).

2.2.4 Convolugio

Sejam f e g fungdes mensurédveis em R™. A convolucdo de fe g é a
fungdo f * g definida por

fxg(x) zjf(x—y)g(y)dy zjf(y)g(x—y)dy (2.2.14)

para todo x € R™ tal que a integral existe. Varias condicdes a respeito de f
e g podem ser impostas para garantir que f x g esteja definida pelo menos
em quase todo ponto. Por exemplo, se f e g sdo fungdes continuas e f tem
suporte compacto ou, de forma mais geral, se f tem suporte compacto e g é
localmente integravel, temos que f * g estd bem definida.

Um resultado bastante conhecido sobre convolugado de fun¢des em LP é
a Desigualdade de Young.

Teorema 2.2.19 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p, q, v < oo tais que
%—k% = % +1.SefelP(R") ege LIYR"), entdo fxg € L"(R™) e

1T gllLr < [Ifllcellglica.

Para trabalharmos com convolugdo envolvendo distribui¢des, precisamos
introduzir a nogdo de distribui¢do com suporte compacto. Primeiramente,
dizemos que duas distribui¢des u;, u; € D'(Q) sdo iguais num aberto
U C Q se, e somente se,

<LL], d)> — <u2/ Cl)>
para toda ¢ € C°(U).
Definic¢do 2.2.20. Se u € D'(Q), o suporte de u é a intersecdo de todos

os conjuntos fechados fora dos quais u se anula. Denotamos por &’(Q) o
subespaco de D’'(Q) das distribui¢des com suporte compacto.
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Sendo assim, Q \ supp(u) é o maior aberto onde u se anula. Ainda, se u
é uma fungdo continua em Q, entdo (2.2.2) e a Defini¢do 2.2.20 coincidem.
Agora, vamos introduzir a convergéncia de fun¢des em C*(Q).

Definicdo 2.2.21. Uma sequéncia (¢;) de fungdes em C*(Q) converge a
zero em C*(Q) se, para todo compacto K e todo inteiro ndo negativo m, as
derivadas de ordem m das fungdes ¢; convergem uniformemente a zero
em K quando j — oo.

Note que a convergéncia em Cg°(€)) implica na convergéncia em C*(Q).
No entanto, vemos a seguir que a reciproca nem sempre é verdadeira.

Exemplo 2.2.22. Sejam OO = R e, para cada j € IN, seja

0i0x) = 500 (5,

onde supp(dg) C [—1,1], dp € C®(Q) e by = 1se [x] < % Temos que, dado
um inteiro positivo k,

b x)] = \zij%é” (’]—‘)‘ <C2i* o0

uniformemente em R quando j — oco. Logo, (¢;) converge a zero em
C>®(Q). _
Por outro lado, se |x| < %, entao ]’]—“ < %, donde segue ¢j(x) = 21—] %0

e [—%, %] C supp(¢;). Logo, os suportes de ¢; ndo estdo contidos em um

compacto fixo e a sequéncia ndo converge a zero em C(Q).

Agora, vejamos a defini¢do e alguns resultados sobre a convolugdo entre
uma distribuicdo e uma fungéo.

Defini¢do 2.2.23. Se u € D'(Q) (ou u € &'(Q)) e ¢ € CX(R") (ou ¢ €
C*°(IR™)), denotamos por u * ¢ a fungdo definida por

wxd(a) = (u, do), (2.2.15)
onde ¢q(x) = b(x —a) = dp(a—x).

O préximo exemplo mostra que a distribuigdo Delta de Dirac exerce o
papel de elemento neutro para a convolugdo com uma funcgao teste.
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Exemplo 2.2.24. Se ¢ € CL(R"),

(d*P)(a) = <5/ qv)a> = J)a(o) = ¢(a),

ouseja, d*x ¢ = .
Sep e R" e (5p, ¢) = d(p), entdo

(5p *¢)(a) = <6p/ J)a> = &)a(P) = d(a—7p).
Teorema 2.2.25. Sejam uw € D'(R™) e ¢ € CP(IR™). Entio,
(a) uxd € C®°(R™) e suas derivadas sio dadas por

D¥ux*x¢) = (D*u) *d =ux (D%); (2.2.16)

() supp(ux* ) C supp(u) + supp(d).

Demonstragdo. (a) Se a; — a, entdo cf)aj — $g em CX(R™) e

u * (I)((l)) - <u/dv)(1j> — <u/ éa) :u*(b(a)/

ou seja, u* ¢ é uma fungdo continua. Para provarmos a parte das derivadas,
consideremos o quociente de Newton na dire¢do do vetor e; = (1,0,---,0)
que é dado por

uxdlat+rer) —uxdla) _ <u/ (I)a+re1> - <u1 (I)a>
T T

. (W_re, &)a> —(u, (T)a>

T
U_re; —U
=(———ba)-

< T

Pelo Exemplo 2.2.15, temos que

u_re1 —u au
%
T aX1
em D'(R™). Assim,
0 ou
a_m(“* $)(a) = <71, ¢a> : (2.2.17)
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J& que o mesmo raciocicio vale para as outras coordenadas e o membro

direito de (2.2.17) é uma funcdo continua de a, segue que u* ¢ € C'(RM).

Agindo indutivamente, segue que ux ¢ € C*(R™) e D*(ux*x ) = (D*u) * .
Por outro lado,

e ala = (5 b )
Xi

o
_ /[, 3%
’ aXi

Assim, fica provada a segunda igualdade.

(b) Supde que a ¢ supp(u) +supp(¢). Entdo, supp(u) N supp(da) =0e
(u, do) = 0. Assim, ux d(a) = 0 e ux ¢ se anula fora de supp(u) + supp(P).
Portanto,

supp(u* ¢) C supp(u) + supp(¢).
O

Aqui, cabe observar que os resultados do Teorema 2.2.25 valem se
ue &' (R") ed e C°(RM).

Teorema 2.2.26. Se ¢, P € C°(R™) e u € D'(R™),
(uxd)*xp =ux*(dp=*V). (2.2.18)

Demonstragio. Sejam ¢, P € CP(R™). Como ¢ tem suporte compacto,
podemos escrever o dominio de integracdo de

&+ H(x) =J (x —y)b(y)dy

RTL

como a unido de uma quantidade finita de conjuntos disjuntos (F;)ic1 cujo
didmentro é no maximo €. Para cada i € [, tomamos y; € F; e definimos

sex) =) (L tb(y)dy) $(x—yi).

iel i
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Como s é uma soma finita de fungoes-testes entdo s, também é uma fungao
teste. Além disso, seja x € R™ tal que x ¢ supp(P) + supp(). Assim, para
todoi e [, yi € supp(h) e x—yi ¢ supp(P). Logo s¢(x) = 0, ou seja,
supp(se) C supp(P) + supp(p).

Também temos que s¢(x) converge pra ¢ *\ para todo x € R™ quando
e—0e

sel< Y (J Itb(y)ldy) b (x — )| < Pll=<lll
el “h

paratodo e >0ex € R™

Além disso, seguindo o mesmo raciocinio temos que as derivadas
D%s¢(x) também sdo uniformemente limitadas e convergem pontualmente
para D*¢ x1p. Dessa forma, o Corolédrio C.0.10 garante que s. converge
uniformemente para ¢ x 1 e portanto temos a convergéncia em C(IR™).
Finalmente, para todo x € R", segue que

(wx (b)) (x) = Lim (u* se ) (x)

€E—

i (J xp(y)dy) (s ) (x— )
e Vh

= ((ux ) =)(x).

Usando o Teorema 2.2.26, chegamos no préximo teorema.
Lema 2.2.27. Sejam u € D'(R™) e ¢, Y € C°(R™). Entdo
Demonstragdo. Para ¢, P € CP(R"), temos

(*P)(—x) = . b(—x—y)b(y)dy

= d(x+y)d(y)dy

= ¢(x —z)h(—z)dz

JR™
N
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Dessa forma, concluimos que

v

(ux P, ) = (wxd) *H(0) = wx (b *P)(0) = (w, P * ).

2.3 APROXIMA(;AO DA IDENTIDADE

Nesta secdo, vamos introduzir uma classe especial de sequéncias de
fungées suaves que sdo usadas para criar sequéncias de fungdes suaves que
aproximam fungdes generalizadas via convolugdo. Os resultados apresenta-
dos aqui seguem de [4].

Definicdo 2.3.1. Uma sequéncia de aproximacdes da identidade é uma
sequéncia de fungdes (¢p;) C R™ tal que, para todo j € IN,

(@) ¢; € C(R™);

(b) supp(¢y) < B (0,});

© | aboae=1;

(d) ¢; =0.
Exemplo 2.3.2. Considere

¢:R*" — R

1
Yy Jelt X <,
0, IxI=1.

Para cada j € N, tomando ¢; = Cj"d(jx) com C tomado de modo que
J ¢j(x)dx = 1, obtemos uma sequéncia chamada de aproximagdes da
Rn

identidade padrao.
Nosso objetivo, agora, é verificar que a convolugdo de uma sequéncia de
aproximacoes da identidade com uma funcdo f € LP(R"), com 1T < p < oo,

converge para f em medida. Para isso, precisamos dos préximos dois
resultados.
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Proposicdo 2.3.3. Sejam (¢;) C R™ uma sequéncia de aproximagdes da identidade
e f € C(R"™). Entdo, &;*f — f uniformemente em compactos de R™ quando
j — o0.

Demonstragio. Seja K C R™ compacto. Dado € > 0, existe > 0 tal que
Iflx—y)—f(x)[<e, VxeK,VyeB(0,05).

Assim, para x € R",
Bj # £(x) — f(x) = fu—ymmyMy—ﬂmj &;(y)dy
un]R“ R

— ]Rn(f(x—y) —f(x))dj(y)dy

= (fx —y) = f(x))d;(y) dy.

dB,(o,}T)

Paraj > % e x € K, temos

|@*ﬂm—+mngj

5(03)

ou seja, ¢; * f — f uniformemente em K quando j — oo. O

Teorema 2.3.4. Sejam (§;) C R™ uma sequéncia de aproximagdes da identidade e
f € LP(R™) com 1 < p < oo. Entdo, ¢+ f — f em LP(R™) quando n — oo.

Demonstragido. Como C.(IR") é denso em LP para 1 < p < oo, dado € > 0,
existe f1 € C.(R™) tal que

If —f1llr < e.

Pela Proposigdo 2.3.3, temos que ¢; * f; — f; uniformemente em todo
compacto de R™ quando j — co. Mas, note que

1
supp(p; xf1) C B (0, ;) + supp(fy) C B(0, 1) + supp(f1)
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que é um compacto. Assim, temos que
llps; * 1 —f1llte — O

quando j — oo.
Finalmente, escrevendo

Gy f—F =y * (f—1F1) + ([ 1) — 1) + (f1 — ),
temos

llpj + £ —fllLe < [y * (f —f)llLe + [ldy * f1 —f1llLe + If1 — fllLe
< sl [ = fillee + 1y * 1 —flle + [[f1 — fllee
= 2||f —f1lle + [ldj * f1 —f1llLe.

Ou seja, existe jo € IN tal que Vj > jo
s * f—Afllp < 2e+ € =3e.

Assim, ||¢; * f — fllp — 0 quando j — oo. O

Dessa forma, como a convergéncia em LP implica na convergéncia em
medida, temos o préximo corolério.

Coroldrio 2.3.5. Sejam (¢;) C R™ uma sequéncia de aproximacoes da identidade
ef e LP(R") com 1< p < oo. Entdo, ¢j x f — f em medida quando j — oo.
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A TRANSFORMADA DE FOURIER E OUTROS ESPACOS
DE DISTRIBUICOES

Neste capitulo, apresentamos defini¢des e alguns resultados sobre a
transformada de Fourier que sdo importantes quando trabalhamos com a
equacdo da onda. Na secdo 3.1, seguindo [12, Capitulo 5], vamos definir a
transformada de Fourier de fung¢des integraveis e, posteriormente, vamos
estender essa nogdo para distribui¢des. Tendo isso, na se¢do 3.2, vamos
definir outros espagos de distribui¢des via transformada de Fourier.

3.1 TRANSFORMADA DE FOURIER
Se f € L'(RM), definimos a transformada de Fourier de f por
Ff(E) =f(&) = J'ei"'af(x)dx, £ e R, (3.1.1)

ondei=+v—lex-&=x1&1 4+ +xnén.
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que f é continua. Além
disso, temos que

sup [f(£)| = sup IJe_i"“if(X)dXI < Jlf(X)!dX = |Ifll1. (3.1.2)
EcR™ EecR™

Ainda, se f € L'(R"), definimos a transformada inversa de Fourier de f
por

1 .
—1 - i€-x n
F ' f(x) = (Zn)“Je f(&)dé, x e RY, (3.1.3)
e temos a estimativa
sup [F ()| < [Ifllp1. (3-.1.4)
xeR™
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Introduzimos, agora, um subespago de C*(IR™) que é invariante pela
transformada de Fourier.

Defini¢ao 3.1.1. Denotamos por §(IR™) o espago de Schwartz definido como
o subespago de C*(IR™) das fungdes ¢ tais que

sup [x*DPd(x)| < 00, Va, P € z". (3.1.5)
X

A préxima definigdo introduz a nogdo de convergéncia em 8.

Definicdo 3.1.2. Dizemos que a sequéncia (¢;) C §(R™) converge a zero
em 8(R™) se, para todo «, B € Z%, X“Dﬁd)j (x) = 0 uniformemente quando
j — oo.

O seguinte lema explica porque o espago de Schwartz é conhecido como
o espaco das fun¢des que decrescem rapidamente no infinito.

Lema 3.1.3. Seja ¢ € C*°(IR"™). Entdo, sio equivalentes:
(a) ¢ € S(R™);

() lim [x*DPo(x)| = 0 para quaisquer «, p € Z™.

[x| =00

Demonstragio. (a) = (b) Denotemos por

IxIm = max [xi]
<in

para x = (x1,--- ,xn) € R™ e observemos que [x| < n|x|u.
Agora, se ¢ € 8(R") e o, B € ZT}, existe M(«, 3) > 0 constante tal que

x“DPd(x)| < M(e, B), Vx €R™
Se [x|m = Ixi| para algum i € {1,--- ,n}, tomando o’ = x + e;, temos

XD )] < bl “DPO(x)| = ke DPp(x)] < M, B).
Assim,
nM(o, B)

x*DPd(x)| <
x|

, Vx € R\ {0},

e segue que lim Ix*DP ¢ (x)] = 0.
[x|—00
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(b) = (a) Seja ¢ € C®(R") tal que hm x*DP(x)] = 0 para cada

X*}OO

o, B € Z. Entdo, dados «, B € ZT, existe N > 0 tal que x*DP(x)] < 1
para todo [x| > N.

Agora, como a fungdo x — x*DPd(x) é continua, existe M (o, B) tal que
X*DPF(x)| < My (e, B) se [x| <N

Tomando M(«, B) = max{M;(«, B), 1}, segue que

sup [x*DP d(x)| < M(et, B) < oo.

Logo, ¢ € §(IR™). O

Note que CP(R™) C §(IR™) e, se (¢pr) C CF(R™) é uma sequéncia tal
que ¢, = 0 em C°(R™) quando n — oo, entdo ¢, — 0 em S(R™).
O préximo exemplo mostra que a inclusdo contraria ndo é satisfeita.

Exemplo 3.1.4. Seja f(x) = e M, x € R™. Temos que f ndo tem suporte
compacto e, entdo, f ¢ C°(R™). Mas, DPBf(x) = pp(x)f(x), onde pg(x) é um
polinémio, e a equagdo (3.1.5) € satisfeita, ou seja, f € S(R™).

Proposicao 3.1.5. S(IR™) é invariante por derivacio e multiplicagdo por polindmios.
Demonstragio. Se ¢ € §(R™), ¥y € ZT temos que

sup x*DP(DYf)(x)| = sup X*DPTYf(x)| < 00, Vo, € Z".
xeR™ xeR™

Logo, DYf € §(R™). Ainda, se py(x) é um polindmio em R™ de ordem |y|,
segue que
x*DP (py (x)f(x)) = Z <§) D%l (x)DFYf(x), Va,B e ZY,
<P

onde p’,(x) = x*py(x) e temos que

sup [x*DP (py x))| < Z ( ) sup [D®p!, (x)DPVf(x)| < co.
x€R™ 5<B xeR™
Entao, py(x)f(x) € S(R™). O

A préxima proposicdo mostra que as fungdes do espago de Schwartz
sdo integraveis.
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Proposi¢do 3.1.6. S(R™) C L'(R™) e a convergéncia em 8 implica na convergéncia
em L.

Demonstragio. Seja ¢ € S(IR™). Assim,

[HoGaiax = [l + 275" (104 ) ax
Segue do Lema A.o.2 que existe A, 11 > 0 tal que

n+1
T+ <Anpr > Y

lo|<n+1
Dessa forma, usando o Lema A.o.1, temos que

[p00lax < [100010 #0215 Ay 7 ixlan

lo]<n+1

< AJU )T < oo,

onde A = A, sup Z x*¢(x)|. Logo, ¢ € L'(R™).
xeR™ la<nt1
Por fim, se (¢;) C §(IR™) é tal que ¢p; — 0 em 8 entdo, seguindo 0 mesmo
que foi feito acima, temos

<Y sup heitull ] (D)

o <np1 XER™

J}Rn ¢j(x)dx

Como ¢; — 0 em §, segue que para todo o € ZT, [x*¢;(x)| — 0 uniforme-
—_n—1
mente. Ainda, usando novamente o Lema A.0.1, segue que | (1+[x|*) 2

IRTI

é finita. Assim, J ¢j(x)dx — 0, ou seja, ¢p; — 0 em L' ]
RT‘L

De maneira andloga, também vemos que §(R™) C LP(IR") para todo
1<p<oo.

Agora, vejamos que o espago de Schwartz é, de fato, invariante pela
transformada de Fourier.

Teorema 3.1.7. A transformada de Fourier é um operador continuo de S(R™) em
S(IR™) e valem as férmulas
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(a) DYP(E) = £5H(E);
(b) F(x*b(x))(&) = (—=1)¥D*H(&);
para toda ¢ € S(IR™).

Demonstragio. Seja ¢ € S(R™). Comecamos provando as férmulas (a) e (b).
Para isso, fixe £ € R™. Como as fung¢des em §(R™) sdo integraveis em R™,
segue do Corolario 2.1.11 que podemos derivar sob o sinal da integracdo.
Assim,

e (b) fica provado.
Ainda, como D% € $(R™) ¢ L'(R"), integrando por partes |x| vezes e
aplicando o Teorema de Fubini, temos que

—

DE(E) = | e EDLp(x)ex

(—1)“'JD3(e—i*'5)¢(x)dx

Isso prova (a).
Agora, como a transformada de Fourier de uma fungdo integravel é
continua, segue do item (b) que ¢ € C*(R™). Ainda, temos que

EDPH(E) = EX(—1)PF(xPd(x))(&) = (—PFIF(DL(xP b (x))) (&)
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Logo,

sup [E*DPG(E)] = sup [F(D(xPd(x))) (&) < IIDX(xPd(x))ll1 < 00
EcR™ EcR™

e d € S(RM).

Finalmente, basta provarmos a continuidade de J. Para isso, seja (¢;) C
8(R™) tal que ¢; — 0 em 8(IR™), ou seja, x"‘Dﬁd)]- (x) — 0 uniformemente
para quaisquer «, 3 € Z". Entdo,

1£4DPd(£)] < 1D (xP s ()
:JrD%(x%j(x))rdx

1+ n+1 «
- [ [ prpsat
n 04 1
< sup [(1-+ )™ "Dy ) | -

Logo, segue que &“DBdA)j(E) — 0 uniformemente. Portanto, cfjj — 0 em
S(R™). -

No préximo exemplo, usamos um método indireto para calcular a
transformada de Fourier de uma funcéo.

7X2

Exemplo 3.1.8. Seja $(x) = e 7, x € R. Temos que ¢ satisfaz a equagdo
diferencial

{d)’(X) +xd(x) =0 (316)

$(0) =1.

Comecemos notando que, se v € §(R™) satisfaz v/(x) + xv(x) = 0, entdo

d

— 0
dx

7~ N
=
Ra¥
o

N
N———
Il
<\
®
o

N7
N‘ =
Il

7 +v(x)xe

*2

x2
Assim, v(x)eZ é constante e segue que v(x) =v(0)e” 7.
Por outro lado, como ¢ € §(IR), aplicando a transformada de Fourier na
primeira equacdo de (3.1.6) e usando o Teorema 3.1.7, temos

0= T(&'0x) + x0(x))() = (&) — 1 G (6) = (%(a) +a&>(a)) .
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Logo, ¢ satisfaz a mesma equacio que ¢. Assim, segue que

~

¢(a)=&>(0)¢(a)=J¢( Jdx (&) = VIre .

Para calcular a transformada de Fourier de ¢(x) = 6_#, x € R,
escrevemos a integral (3.1.1) como produto de integrais unidimencionais e
obtemos

&]2

b(e) = (2mTe 7. (3-17)
Teorema 3.1.9. A transformada de Fourier é continuamente inversivel de S(IR™)
em S(IR™) e
1
—1 ix-& n
T006) = e | € EO(ENE, ¢ € S(RY, (3.18)

Demonstragio. Consideremos, para 0 < € < 1,

de(x) = dr(ex),

onde
[x|2

br1(x) =e 7.

Usando a equacdo (3.1.7), temos que $1(8) = (21)Z &1 (&) e entdo

&)e(a) = Jeix.ad)e(x)dx
= Je_ix'adn (ex)dx
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Assim, dada ¥ € $(R™), segue pelo Teorema de Fubini que

| oeerenbieae = [oclere™e | e vepyayae
= Je“"—y)%e(a)w(y)dady
= | de(x—y)b(y)dy

(3.1.9)
= tb +2)de(z)dz

J (x+2z)p z)dz

TZIJIIJ x+ ey)di(y)dy

N\;f

Observe que

[pe(E)e™ HD(E)l < [p(E)] € L' (R™)

W (x + ey)di(y)l < sup W(x)lIb1(y)l € L'(R™).

x€R™
Além disso, quando € — 0, temos que ¢c(&) — 1 e P(x+ey) = d(x).
Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada no lado esquerdo
da equagdo (3.1.9), temos que

lim J de(E)e™Ep(E)dE = J e™ 5 (E)dE. (3.1.10)

Ainda, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada no lado direto da
equagdo (3.1.9), segue que

(2% tim [ ix-+ ey )y = (20 30(x) | 1)y = 2710,
(3.1.11)
Comparando as equagdo (3.1.10) e (3.1.11), segue que

- Je“‘%(a)da

A prova de que a transformada de Fourier é continuamente inversivel
de $(R™) em §(IR™) é andloga a demonstracdo do Teorema 3.1.7 e serd
omitida. O

b(x) =
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O préximo teorema nos fornece algumas relagdes importantes.

Teorema 3.1.10. Se ¢, € S(IR™), valem

@) j&(x)xp(x)dx _ J S)H(x)dx

® [oipixiay = oo [debixiax

(©) &b = di;

(d) o = (z;)ncf) +;

Demonstragio. (a) Usando o Teorema de Fubini, segue que

~

J Seowx)dx = | [ e o) dydx

= | | e ¥y (x)dxdy

= | | eV b(x)d(y)dydx

N

= | b(x)d(x)dx.

(b) Aplicando o item anterior com 1\ =f e $ = g, temos

jf(x)a(x)dx - J&J(X)tb(X)dx - JdJ(X)tT)(Xde - Jﬂ»@fﬁ (9)(x)dx.

Mas, da equagdo (3.1.8), segue que

F(G) ) = J PTG (E)dE, = je—mg(a)da LT

(2m)™

Assim,
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(c) Utilizando a Teorema de Fubini, temos que

S(E) = eixfjdnx—y)w(y)dydx
= Je e (x —y)dxdy

= Mjcp y)dydx

= e U E g (x)dxdy
= PE)P(&).

(d) Usando novamente o Teorema de Fubini e a férmula (3.1.8), segue
que

]

De maneira andloga, conseguimos rela¢des similares para a transformada
inversa de Fourier. Em especial, para ¢, € §(IR"), citamos

J¢(X) ® =J"f—‘¢(x)ff—1¢(x)dx (3.1.12)

o) =F (D) x T (W). (3.1.13)

O préximo coroldrio nos d4 uma estimativa para a norma L' da transfor-
mada de Fourier.
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Coroldrio 3.1.11. Se u € CX(IR™), entdo vale a sequinte estimativa
rateae < c Y ol
lod<s
paras > %

Demonstragio. Usando a desigualdade de Hélder segue que

Jra(a)rda - Jm(a)m LA™ 4 [ER) e,
< ()T + [EPY™ 2111+ ER) ™2

Do Lema A.o.2, segue que existe A > 0 tal que

(T+[EH™ <A Z £, (3.1.14)

lof<m
Logo, usando (3.1.14) e o Teorema 3.1.7, segue que
RET+ED™ <A Y ez =A Y (D%l
lo[<2m lof<2m

Usando o Teorema 3.1.10 e o fato de que u tem suporte compacto, temos
que

A ) Dl =AQ2m" Y ID*ull2 <B ) D%,

lo]<2m lo]<2m o] <2m

onde a constante B depende de supp(u). Ainda, segue que do Lema A.o.1
que

Jm +1EP) M dE < oo

para 2m > “TH > 7. Assim, existe C constante tal que
rateae < c ¥ 1ol (3.1.15)
lo<s
para s > 5. O
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Com o objetivo de definir a transformada de Fourier para distribuicdes,
vamos introduzir o espago das distribui¢des temperadas.

Defini¢do 3.1.12. Um funcional linear e continuo u : §(Q) — C é uma
distribuigdo temperada em (). Denotamos o espaco das distribui¢des tem-
peradas em Q por 8'(Q).

Proposicao 3.1.13. C°(R™) é denso em S(IR™).

Demonstragio. Seja ¢ € S(R™) e toma P € CP(R") tal que P(x) =1 se
x| <1e0<YP < 1. Paracadan € N, seja

Fixados «, 3 € IN™ e tomando

C(W, B) = max sup [DY(x)],

YSP xeRn
temos que, paray < 3,

1 X
Y — " (Y i
O n(x) = — (") ()
e entao :
sup [DYn(x)| < =C(, B).
xeR™ n
Aplicando a regra de Leibniz, obtemos

D (i~ ) (1) < lhal) = 1DP000) + 1., 8) 3 (508 V).

Y<p
Agora, note que para [x| <1, Yn(x)—1 =1V (}L) —1=0e, para x| >n,

Wn () — D)) < (1 + sup [p(x)) -

DF ¢ (x)|
xeR™ 1 +n

< Z(1 1 XNIDP ()L
n

Assim,

sup x*DP (ppn — P (x))| <

x€R™

< 2R+ WD+ 1. 8) Y (B Db il o
n m v<p Y

Logo, dpn — ¢ em S(R™) . O
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Note que, se u € 8'(R™) e ¢ € CX(R"), entdo (u, ) estd bem definido
ja que C(R™) C §(R™). Além disso, é facil ver que, tomando

v:CP(R") — C

de modo que (v, d) = (u, ) se ¢ € CX(R"), segue que v € D'(R™). Assim,
todo elemento de 8'(R™) pode ser visto como um elemento de D’(R™).

A convergéncia em 8’ se define de maneira natural; (u;) C 8'(R")
converge para u € 8'(R") se

(W, ¢) = (u, d) (3.1.16)

para toda ¢ € $§(R") quando j — oo. Em particular, a convergéncia ocorre
para toda ¢ € C¥(R™). Logo, u; — u em D'(R™), isto é, a convergéncia em
8'(R™) implica na convergéncia em D’'(R™).

Além disso, usando também a densidade de C(R"™) em S(R™), temos
que 8'(IR™) pode ser identificado como um subespago de D’(R™).

A continuidade de um funcional linear em §(IR™) também pode ser
caracterizada pelo préximo teorema.

Teorema 3.1.14. Seja w um funcional linear em S(R™). Se u é continuo entdo
existem inteiros M, m tais que

[, ) <M D sup [(1+ X)) ™D%P(x)].

\oclém x€eR™

Demonstragio. Supde que a desigualdade é falsa para qualquer escolha de
M e m. Assim, para cada j € IN, existe ¢; € §(IR™) tal que

[, &)l >3 D sup [(T+ xI*)D;(x)|.

|(X‘<] x€R™

Seja ; = wa Dados « e (3 multi-indices, seja j > max{|«/, |B]}. Assim,

sup [x*DPp;(x)| < ) sup [(T+ [x*) DY1p;(x)|

xeR™ I<j xeR™

1 .
T bl 1+ [xPVDY o
o 2 o 0+ I

1
<T/
)
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ou seja, x*D ﬁtl)]- (x) — 0 uniformemente. Logo {; — 0 em §(IR™).
Entretanto, [(u, ;)| = 1 e entdo (u, ;) ndo converge para 0. Logo, u nao
seria continuo.
]

Exemplo 3.1.15. Se f € L] (R™) ¢é tal que

loc

If(x)| < AT+ [x))B quando |x| > C,

para certas constantes A, B, C > 0, entdo f € 8'(R™).
Com efeito, seja ¢ € S(IR™). Entdo

J nf(x)d)(x)dx

<J |f(x)¢(x)|dx+j )b (x)ldx
[x|>C |

x|<C

<AJ (1+!XI)B|¢(X)!dX+SuPICD(X)IJ ()l dx
Ix|>C [x|<C

xeR™
< Q.

Assim,
T : §(R™) — C
b — J f(x)dp(x)dx

n

estd bem definida. Ainda, seja (¢;) C 8§(R") tal que ¢; — 0 em S(R™).
Temos que
I(Tr, &)1 <
SA| 0PI sup 01|l
[x[>C xI<C

xeR™

< A sup <(1 + IXI)B“‘“I(I)]'(X)IJ

xeR™ Ix|>C

(T4 x)) ™™ Tdx + s (x)] Jl — If(X)IdX> ,

e, portanto, (Tf, ¢;) — 0. A linearidade de T; é imediata e segue que
Tr € §'(RM).
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Exemplo 3.1.16. Se f € LP(R") e ¢ € §(R"), usando a desigualdade de
Holder com % + % =1, temos

(T, ) = ‘ J F(x)(x)dx

< J )b )l dx

< ( | |f(x)|de>p (J|¢(x)|qu)q

= [IfllrIdpllLa < oo,

pois ¢ € LY(R™).
Ainda, se ¢; — 0 em §(R"), entdo ¢; — 0 uniformemente e segue que
(T, ¢;5) — 0. A linearidade é imediata e segue que LP(R™) C 8/(RM).

A convolugdo entre uma distribui¢do temperada e uma fun¢do em §(IR™)
é definida seguindo a mesma ideia da convolugdo entre uma distribuigdo e
uma funcio teste.

Defini¢do 3.1.17. Sejam u € §8'(R") e ¢ € S(R™). Entdo, definimos a
convolucdo de u e ¢ por

(wxd)(a) = (u, ba),
onde Pq(x) = b(x —a) = b(a—x).

De forma andloga ao que feito no Teorema 2.2.25 para a convolugdo entre
uma distribui¢do e uma funcdo teste, é possivel mostrar u* ¢ € C*°(R"™).

Teorema 3.1.18. Se u € 8'(R™) e ¢ € S(R™), entdo (wx* d)(x) satisfaz uma
desigualdade da forma

(s d) (@) < A(T+]al)®.

Demonstragio. Sejam u € 8'(R™) e ¢ € S(R™). Entdo, pelo Teorema 3.1.14,
existem inteiros C, m tais que

l(wsd)(a)l = l(u, do)l

<C Y sup [(1+xP)™DPa(x)
|Bl<m *<R™ (3.1.17)

<C ) sup |(1+x+a*)"DP(x).

|Bl<m XER™
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Agora, note que 1+ [x + al? < (1+x[%)(1+|al*) e entdo, segue de (3.1.17),
que

(W d)(a)l < C(T+1aP)™ Y sup [(1+xI*)™DP(x)|

|Bl<m XER™
< CT+]a)™ > sup [(1+x*)™DP(x).
|Bl<m *R™
O resultado segue tomando A = C Z sup [(T+ Ix|2)™DP b (x)!. O
|Bl<m XER™

1

loc(R™) e usando o Exem-

Dessa forma, como ux ¢ € C®(R"™) C L
plo 3.1.15, chegamos que ux ¢ € §'(R™).

Teorema 3.1.19. Sejam u € 8'(R™). Se (¢;) C S é tal que d; — 0 em 8 entdo
ux* ¢j(a) — 0 para todo a € R™

Demonstragido. Consideremos uma sequéncia (¢;) C $(R") tal que ¢; — 0
em §(R™). Entdo, para cada a € R", ¢j(a—-) — 0 em §(IR"™) e segue da
continuidade de u que

wx j(a) = (u, pjla—-)) — (u,0) =0.
]

Teorema 3.1.20. Sejam u € 8'(R™). Se (¢;) C S é tal que d; — 0 em 8§ entdo
wx d; — 0em 8'(R™).

Demonstragio. Seja \ € 8(IR™). Entdo, como wx* ¢p; € C*(R"), temos

(s i) = | (s (xblx)

Pelo Teorema 3.1.19, temos que (u * ¢;)(x)P(x) — 0. Além disso, pelo
Teorema 3.1.14, existem inteiros C, m tais que

(1 5) ()W )] = [, §5(- = x)) b (%)
<C Y sup [(1+yH)™DP;(y —x) b (%)

Bl<m YER™

=C Y sup |(1+yP)™DPd; ()1 + k) ™p(x)].

pl<m YER™
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Agora, note que, paracada 1 <k <m, (1+ Iylz)kDﬁd)j (y) é uniformemente
limitada, j& que é uma sequéncia uniformemente convergente de fung¢des
limitadas. Ainda, como 1\ € §(IR™) temos que |(1+ x|?)*(x)| € L'(R™). Por-
tanto, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada e concluimos
que

lim (u* ¢j, ) = limJ Tl(u>x< ¢;) (x)b(x)dx = 0.

j—00 j—o00
Teorema 3.1.21. Sejam u € 8'(R™) e ¢ € S(R™). Entio
(ux ) = P
Demonstragido. Comecemos considerando ¢ € CP(R™). Usando os Teo-

remas 2.2.26 e 3.1.10 e a identidade ¢ = (2m)"P, para P € §(R™) com
P e C°(R™) temos

= <u,cT) x ) (3.1.18)

Como C(R™) é denso em S(IR™) e a transformada de Fourier é um mapa
continuo, entdo { € $(R™) : P € CP(R™)} é denso em §(IR™). Logo, (3.1.18)
vale também para 1 € §(IR"). Ainda da densidade de C°(IR"™) em §(IR™)
e da continuidade da transformada de Fourier e do mapa ¢ — u=x* ¢,
concluimos que F(ux* ¢) = 0 também para ¢ € §(R™). H

Agora, vamos definir a transformada de Fourier de distribui¢des tempe-
radas.

Defini¢do 3.1.22. Se u € 8'(R™), a transformada de Fourier 1t de u se define
por
(0, ¢) = (u,b), ¢ eSRM.
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Pelo Teorema 3.1.7, i estd bem definida. Ainda, se ¢; — 0 em §(IR™),
entdo ¢; — 0 em S(IR™) e segue que

(W, ¢5) = (u, d;) — (u,0) =0.

A linearidade é imediata e, entdo, t é uma distribui¢cdo temperada.
Agora, se (u;) C 8'(R™) é tal que u; — u em 8'(R™), temos que

(5, ¢) = (wj, d) — (u, d) = (0, ¢).

Logo, ¥ : 8'(R™) — 8'(R™) é continua.
Ainda, para u € §'(R"), temos pelo Teorema 3.1.9 que

Fu:$(R") — C
(F ', ¢) =, F ')
estd bem definida e
(F ', 0) = (1T o) = (u,FF 'd) = (u, )

para toda ¢ € S(R™). Logo, F : 8'(R") — §'(R™) é continuamente in-
versivel.

No proximo exemplo, vamos calcular a transformada de Fourier da
Delta de Dirac como distribui¢do temperada.

Exemplo 3.1.23. Dada ¢ € §(R"), temos que

@Aﬁ=®@%=&m=J¢wmw=%¢%

Ou seja, & = 1.

Teorema 3.1.24. Valem as seguintes propriedades para a transformada de Fourier
em 8'(R™):

(a) Sefc L'(R"), a transformada f de f como distribuicio temperada coincide
com a transformada de f dada por (3.1.1);

(b) Se f € L2(R"), entdo f € L2(R™), F~'f € L2(R") e
112, = m)™Ifll, = 1F 72

2=
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(c) Seu € 8'(IRM), entio

—

Doxu = £%1y,
xtu = (—1)¥D*q,
4 = (2m)™u.

Demonstragido. (a) Se P € §(IR™), segue do Teorema 3.1.10 que

(Wb, &) = (b, §) = Jw(x)&a(x)dx - ij(xw(x)dx

para toda ¢ € §(IR"), ou seja, as transformadas de Fourier como fungéo e

como distribuic¢do coincidem.

Quando f € L'(R"), da densidade de CX(R™) em L'(RM), segue que
existe (;) C 8(R™) tal que P; — f em L'(R™). Assim, da continuidade de

F em §8'(R™), segue que

(b) Seja (\;) C 8(R™) tal que P; — f em [?(R™). Do Teorema 3.1.10

segue que

Jm)j (x) — D) Rdx = J(mbj (x) — D1c0)) (3 00) — D)

(2m)" J(xpj (%) — i) (3 00) — D0 dx
(zmnjm)j (%) — i (x)Pdx,

ou seja, [y — PillE, = (270)™ [y — Wil[2,.

49



Como (1) é uma sequéncia convergente, entdo é de Cauchy. Logo,
(1T)j) C I*(R™) também é um sequéncia de Cauchy. Como L2(R™) é um
espaco de Banach, segue que 1; converge para alguma funcéo g € L*(R").

Agora, pela desigualdade de Hélder, temos que

(W5 = )bl < s — fll2llpli2 — 0

(D5 — g) bl < by — gllp2lldll2 — .

Ou seja, Y; — fd e Bjp — gd em L' (R™) para qualquer ¢ € S(R™). Com
isso,

<1/:\/ d)) = <f/ d\)>

Logo, f = g € L*(R™). Por fim,
a2 112 - 2 2
1712 = im [0y = (2m)" Jim Il = (271172
(c) Segue do Teorema 3.1.7 que, para todo x € Z" e ¢ € §(R"™),
(D, ) = (D*u, ) = (—1)%(u, D*¢) = (u, E%) = (8, £%¢) = (£*0,9),

. = A
ou seja, D*u = %1
Ainda,

(b)) = (x*u, ) = (u,x*b) = (u, DeP) = (—1)*(D*u, d).

Logo, Xy = (—T )“ﬁ.
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Por fim, temos que

—1X _ 1 ix-& X, _ —ix-& _ n
FI900) = o e blee = o e e = i)
Entdo, (&) = (271)71(?)(5,). Assim,
(@, ¢) = (w d) = (w, 2m)"$) = (2r)" 1, ),
ou seja, 1t = (27)™L. O

Usando as estimativas (3.1.4) e (3.1.2), o Teorema 3.1.24 e o Teorema de
Interpolagdo de Riesz-Thorin, segue o préximo resultado.

Coroldrio 3.1.25. Sejam 1 < p <2 < q < oo com %—l—% = 1. Entdo,

e < ffullee

157 ullra < i

para qualquer u € LP(IR™).
Lema 3.1.26. Seja g € L'(R™). Entdo, as sequintes afirmagdes sdo verdadeiras:
(a) Se||T1(g)llteo < Coev e L (RM), entio

1F 1 (gF(v))llre < ColWllyr-

(b) Sellgllie < Cyev e L*(R"Y), entdo

17 (gF(W))llr2 < CilVllp2.

(c) SellF(g)lle < Co, llgllie < Cyev € L(R™) NL2(R™), entdo

157 (gF(v))llLa < C3°C 2 vlie,

No|—

ondep € [1,2],

1 _ .
+a—1€6.—

<=

1
)
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Demonstragdo. (a) Como v € L'(R™), segue de (3.1.2) que F(v) € L®(R™).
Dessa forma, como g € L'(R"), segue que gF(v) € L' (R™). Agora, usando
a relagdo (3.1.13) e a Desigualdade de Young, segue que

157 (gF (W)l = 11F1(g) * VilLee

< 1F 7 (g)lIeol Vo
< Colvllpr.

(b) Como v € L*(R"), segue do Teorema 3.1.24 que J(v) € L2(R™).
Assim, como g € L*(IR"), segue que gJF(v) € LZ(R™). Dessa forma, usando
novamente o Teorema 3.1.24, concluimos que

1F 7 (gF W)z = lgF W)l 2
< gl lF W)l 2
< Gl 2.

Finalmente, o item (c) segue dos itens (a) e (b) e do Teorema de interpolagdo
de Riesz-Thorin. O

Nosso objetivo, agora, é definir a transformada parcial de Fourier para
fungdes localmente integraveis e, posteriormente, para distribuicdes.

Para o caso das fun¢des, consideremos um aberto QO C R™ e uma funcdo
f(t,x) € L} (Q x R™). Se, para todo compacto K C Q,

loc

JJ If(t,x)|dxdt < oo,
K m

entdo, cobrindo () com uma quantidade enumeravel de compactos e apli-
cando o Teorema de Fubini em cada compacto, temos que f(t, x) é integravel
em x para quase todo t € Q). Desta forma, podemos definir a transformada
de Fourier de f(t,x) na variavel x como

Froe (F(,%)) (1, &) =f(t, &) = J e ™Ef(t, x)dx. (3.1.19)

m

Além disso, para cada compacto K x L € O x R™,

Je =)

< qu J I£(t, x)|dxdt < oo,
KJR™

J e ™Ef(t, x)dx| dtdE
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ou seja, f(t,x) € L] .(Q x R™) C D'(Q x R™).
De maneira andloga, se f(t,x) € L{O (Q x R™), podemos definir a trans-

formada parcial inversa de Fourier na varidvel & por

3171

E—x

1 .
— 23
(f(t, &) (t,x) = G J e of(t, &) dx.

Para definir a transformada parcial de Fourier de uma distribui¢do nao
podemos agir da mesma maneira ja que, em geral, fixar uma varidvel carece
de sentido para uma distribuigdo. Para isso, denotemos a projecao (t,x) — t
por : QO x R™ — Q.

Defini¢ao 3.1.27. Sejam m,n > 1 e O C R™. Denotamos por C(Q,§(R™))
o subespaco de §(IR", R™) das fungdes ¢ tais que 7t(supp(¢p)) é um com-
pacto de Q.

Dizemos que uma sequéncia (¢;) C CZ°(Q, §(IR™)) converge para zero
em C°(Q,8(IR™)), e escrevemos ¢; — 0 em C°(Q, $(IR™)), se existe um
compacto K C Q tal que supp(¢;) C K x R™ para todoj € N e ¢; — 0 em
S(R™ x R™).

Teorema 3.1.28. A transformada parcial de Fourier, definida por (3.1.19), é um
operador continuamente inversivel em C°(€), §(IR™)), com inversa dada por

Fo o (4, 8) (%) = ﬁ J e Hf(t, £)dx.

Ainda, valem as férmulas
(a) DIt &) = £%(t, &);
(b) (x%)(t, &) = (—1)*D¢h(t, &);

(© DPo(t, &) = DPo(t, &);

(d) ”Qmm o (t, E)Pp(t,x)dxdt = ”QXW ¢ (t, x)P(t, &)dxdt.

Demonstragio. A primeira parte do teorema é andloga ao que foi feito no
Teorema 3.1.9.

A demonstracdo dos itens (a) e (b) segue do Teorema 3.1.7 aplicado na
varidvel x. O item (c) é consequéncia de derivac¢do sob o sinal de integracdo
e o item (c) segue usando o item (a) do Teorema 3.1.10. O

53



Definicao 3.1.29. Um funcional linear e continuo em C2°(Q, §(R™)) é dito
uma distribuicdo temperada em x € R™. O espago das distribui¢des tempe-
radas em x é denotado por D'(Q, 8'(R™)).

Exemplo 3.1.30. Se u € 8'(Q x R™), a restri¢gdo de wa CX(Q, $(R™)) é uma
distribuigdo temperada em x. Em particular,

&'(Q xR™) c D'(Q,8'(R™)).
Agora, vejamos a definicdo de transformada parcial de Fourier para
distribui¢es temperadas em x.

Defini¢do 3.1.31. Se u € D'(Q, 8'(R™)), a transformada parcial de Fourier
1l se define por

<ﬂ, d)> = <LL, CT)>/ (ONS CSO(QIS(]Rm))

Da mesma forma como acontece com a transformada de Fourier quando
estendida a D’'(Q), a transformada parcial de Fourier também mantém as
suas propriedades quando estendida a D’(Q, 8'(R™)).

A seguir, vamos calcular a transformada de Fourier da Delta de Dirac
em IR?2.

Exemplo 3.1.32. Consideremos & = 5(t,x) em IR?. Entéo,

(5, 0) = (5,6) = H(0,0) zj $(0,x)dx.

R
Denotamos essa distribui¢do por §(t) indicando que atua como a distribuicao
Delta de Dirac somente na variavel t, enquanto na segunda variavel, atua
como a fungdo 1.

3.2 OUTROS ESPACOS DE DISTRIBUI(;@ES

Nesta se¢do, vamos apresentar alguns espacos de distribui¢des que sdo
definidos através da transformada de Fourier. Comecamos pelos mais
conhecidos deles que sdo os espagos de Sobolev de ordem fraciondria.

Defini¢do 3.2.1. Sejam 1 < p < oo e s € R. Os espagos de Sobolev de ordem
fracionéria sdo definidos como

HS (R™) = {f € 8'(IR™) : [Iflls == 1T ((£)°F(F))llp < o0},

onde (&) denota os colchetes japoneses dados por (£)? := 1+ |J2.
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Quando p = 2 também usamos a notagdo H*(IR").

Definicdo 3.2.2. Sejam 1 < p < oo e s € R. Os espagos de Sobolev ho-
mogeéneos de ordem fraciondria sdo definidos como

HL (R™) = {f € 8'(R™) : [Ifllyys := 15 (EFF(F)llr < oo}
De [2, Teoremas 6.2.3 e 6.3.2] segue o proximo resultado de incorporacdo
entre espacos de Sobolev homogéneos e ndo homogéneos.
Teorema 3.2.3. Sejam s1, s; € R tais que s < s,. Entdo, temos
H;z C H1331 C H;n
com || - HH;] <l HH]SJ <l HH;Z para todo 1 < p < oco.

Agora, vamos apresentar uma classe especial de distribui¢des tempe-
radas conhecidas por multiplicadores do tipo (p, q). Para isso, seguimos

[11].
Defini¢do 3.2.4. Dados 1 < p, q < oo, denotamos por L} = L3 (R™) o espago
das distribui¢oes temperadas T que satisfazem a estimativa

IT*ulla < Cliuller

para toda u € 8(IR"), onde a constante C ndo depende de u.

Defini¢ao 3.2.5. O conjunto das transformadas de Fourier T das distribuicoes
T € L}, para 1 < p, q < 00, é denotado por My = Mj(R™). Os elementos
de My sdo chamados de multiplicadores do tipo (p, q).

Lema 3.2.6. Sejam 1 < p, p’, q, q' < oo tais que %+ 1% =1le
Entio, L] = LE,.

Demonstragiio. Vamos verificar que Ly C Lz:. Para isso, seja T € L. Entdo,

temos que
IM+ulee < Cliullee,  uwes.

Usando a desigualdade de Holder, segue que

ITxuxv(0)] = UT *u(x)v(—x)dx

ST+ ullcalivil o
< Cliullce vl q--
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Tomando u € 8 tal que, em quase todo ponto, T * v(x)u(—x) tem sinal
constante, |T x V[P’ é multiplo de [ulP e u # 0, do Teorema 2.1.3 segue que

[T vHLp/HuHLp = “T *v(x)u(—x)dx

=T *xv*xu(0)]
= [T xux*v(0)]
< Clhuleelvll g7

/
Assim, [T % ||, < Clvl| 4 e segue que T € I_E,.

A outra inclusdo é analoga. O

Do Lema 3.2.6 segue que, se 1 < p, r’, 9, 9’ < oo sdo tais que :—) + # =1
141 50 MY = MP’
ey + L 1, entdo M, Mq,.

Teorema 3.2.7. Seja & > 0 mensurdvel tal que
¢
g

m({& € R™: p(&) > s}) < (3.2.1)

A

Entdo, com uma constante Cy, dependendo de p e C temos, quando 1 < p < 2,
{

(113

Note que o integrando pode ser escrito como [|$?~P e, entdo, é natural
definimos este para ser 0 quando ¢ = 0.

P )
¢2da) < Colullis, uweLr,

Demonstragio. Quando p = 2, temos que

( | 2 ¢2da); - (J |a|2da)}

= [[]2
Ou seja, o resultado vale para p =2 com C; = (2m) z.
Agora, escrevendo du(§) = ($(&))2dE e Tu= %, seja

¢
¢

= (27) 2 |[ull 2.

m(s) =m{& e R": ¢(&) > s}).
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Dessa forma, como sm(s) < C, temos que

n{& € R™: ¢(&) < 0}) = | Xz (2)<oydr(E)

r

= | Xiep(6)<o) (P(E))?dE,

A
= | X(z:s<oys?dd ' (s)
J

= | s*d(-m(s))
JO
o
= ZJ sm(s)ds — o?m(o) + lim s’m(s)
0 s—0
< 2Co.

Assim, como

_ || _ Il
(Ttel= ‘w)' S o)

temos que

(B R [(Tw)(E) > 5} € {& e R™: () < ML)

S

e, entdo,
uife € R (M) > ) < u ({ee R ol < M)
< 2c“u”U,
S
ue LY(RM).

Ainda, usando a validade do Teorema para p = 2, segue que

n{& € R™ : [(Tw)(&)] = s}) = | Xreerm:|(Tw)(&)>s}AH(E)

= | Xtgermimu @)z (G (8))2dE

[ T
< X{éean-l(Tu)(é)\ s}|( us)(a)’(dﬂé))zd&

J

ﬁ()

o ($(£))%d

(HuHLz>
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parau € LZ(RM).
Logo, T é um operador linear limitado de L' em L'* e de L? em L
e, pelo Teorema de Interpolagdo de Marcinkiewincz, segue que T é um
operador linear limitado de LP em LP para qualquer 1 < p < 2, ou seja,
P 5 P
ole2ae) = (|
$(&)

N
(] a)
< Cplluflre

para u € LP(IR™). ]

(&)

$(&)

a(é)

Coroldrio 3.2.8. Se ¢ > O satisfaz (3.2.1)e 1 <p < v < p’ < oo com

C

para toda u € LP(IR™).

+

<=
'd\l_..

ol )
apt aa) < Corliulln,

Demonstragdo. Escrevendo du = ¢(&)dé e usando o Corolério 2.1.4, temos
PNl R
(] at) " = ([ " yoa)
1 1
~ ([ 1ar ¥ ra)

a1
=lad »[ltr

api—)

~ —i/ o4 ~ —L/ 1—«x (3.2'2)
< I 1%, 80P IR
[od T—«x

()" (o)

1—x

— il ( | IﬁIdDZPdE,) "

onde o € [0, 1] é tal que % = 1% + ]%"‘. Finalmente, usando o Corolério 3.1.25
e o Teorema 3.2.7, concluimos que

(J ‘aq)(l‘p]f)

para u € LP(IR™). O

1
T T
dE,) < C'p,r||u| |U’

58



Finalmente, o préximo teorema nos fornece uma condicdo sob a qual
uma fungdo pertence & My.

Teorema 3.2.9. Seja f uma fungio mensurdvel tal que, para algum 1 <b < ocoe
alguma constante C positiva, vale que

m{E € R™: [f(E) =1} < CL°

o=

para todo 1 positivo. Entio, f € Mg sel<p<2<qg<ooe

o=

el
P
Demonstragio. Sejam 1 < p’, q’ < oo tais que :—)—i- 1% =Tle %—i— = 1. Como
My = ME;, podemos assumir que p < q’. Tomando ¢ = [f|’ e T = q’, temos
m{E € R™: $(&) > s} =m{g € R™: [f(£)° > s}
=m{g € R": [f(&)] > V/s)
C
< —.
S
Assim, usando o Corolério 3.2.8, como
1T 1 1 T 1 1 1
Q' p q P P g9 b
chegamos que
10l g < Cp grllullee (3-2:3)

para toda u € LP(R™). Agora, seja T € 8'(R") tal que T = f. Quando
u € §(R™), como q’ < 2, usando o Corolario 3.1.25, o Teorema 3.1.21 € a
desigualdade (3.2.3), concluimos que

T+ wllpa = 1T F(Txwlla < [Ifll 4 < Cpqrllullie.
Logo, T € L} e, entdo, f € M. O

A fim de definir os espagos de Besov e de Triebel-Lizorkin em termos
da transformada de Fourier, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.10. Existe p € C°(R™) com supp(p) C {x € R": % < |x| < 2} e tal
que
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Demonstragdo. Sejap > 0 uma funcdo em C°(IR™) tal que P (&) > 0 quando
% <& < V2 e supp(p) C{x € R*: % < |x| < 2}. Assim, para & # 0, temos
que

D b@Te)#o0

j=—o0

e, entdo, basta definir

o b(E)
Y o W(27E)

$(&)

Agora, dada a fungdo do Lema 3.2.10, seja

oy JP@7Y), j>1,
Pi(y) {1_2& oyl =0, (3-2.4)

Defini¢do 3.2.11. Sejam s € Re 1 < p, q < co. Definimos o espaco de Besov
Bglq(]R“) por

al=

B q(R™) i= {f € S'(R™) : 1l , := ( 3 2990F (0,3 (1) )
j=0

<o),

Defini¢do 3.2.12. Sejam s € Re 1 < p, q < oo. Definimos o espago de
Triebel-Lizorkin F . (R™) por
00 1
Foq(R™) i= {f € S'(R™) : Il , o= || ( X 29957 (0,3(1)19) || | < oo}.
j=0
Lema 3.2.13. Sejas € Re 1 <p, q < oo. Entido, valem as sequintes inclusoes:

(a) Bf,’q(]R“) - nglq(lR“) sel<qg<p<oo

(b) F$ 4(R™) C B ((RM)se1<p<q< oo
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Demonstragio. Fazemos a demonstracdo do item (a) e o item (b) é anélogo.
Para isso, se f € By (R™) com 1 < ¢ < p < oo, entdo

Il , = H(izsiqb—"—](pj?(fmq);

Lr
j=0
00 1
— $id|F=T( . ql|d
= || X 29U (o1 |
=0
o0 . 1
< (X295 (0T (M)l )
=0
= [Ifllgg, -
Logo, f € Fy, q(lR“) e a inclusdo é continua. O

Quando s = 0 e g = 2 temos que Fg,z(]R“) =[P(R") paral < p < o0
(veja [20, Subsecdo 2.5.6]). Dessa forma, usando o Lema 3.2.13, chegamos
no préximo resultado.

Teorema 3.2.14. Consideremos 1 < p < 2 com ]lj +% = 1. Entdo,
(a) LP(R™) C B ,(IR™);
(b) BY,(R™) 2 L°(R™)

. 11 _
Teorema 3.2.15. Sejam g € L°(R™") e 1 <p < 2 < s < oo com st = 1.
Ainda, supde que

177 (gosF(W))llts < CIMIe,  §=0,1,2,--, (3-2.5)

onde C é independente de j e v. Entdo, para alguma constante A que ndo depende
de g,
15" (5 (v)llgg, < ACIMIgg . (3.26)

para todo q > 1.

Demonstragdo. Comece notando que se [j —k| > 1, entdo pjpx = 0. Dessa
forma, considerando p_; = 0, temos que

p;F(v) = pj Z PxT (V) = pj(pj—1 + pj + pj+1)T (V).
k=0
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Assim, substituindo v em (3.2.5) por v; onde JF(vj) = (pj—1 + pj + pj+1)T(v),
segue que

17 (905 FW)lIes = 1F " (gpsF(vi))liLs < Clivliee, (3-27)
paraj =0, 1,---. Elevando a desigualdade (3.2.7) na poténcia q, somando
sobre todos os valores de j e tomando a raiz q-ésima, temos que

1

(315 (ap L) < (3 (15 Moy -+ by -+ Tl ) )

j=0 j=0
(3.2.8)
Finalmente, usando a desigualdade de Minkowski, concluimos que

1

(i (Il’f‘ [(pj—1 +pj + pj)?(v)]||Lp>q> 1<

j=0

(Z(n&f (51Tl + 15 (5 WDl + 15 (51T W)l ) )
j=
)

al=

< (f(r|sf—1(pj+k3‘(vn|rw)q)

k=1 j=0
00 - q 1
<3(X (1 e T I ) ) ™.
j=0
(3-2.9)
Substituindo (3.2.9) em (3.2.8), concluimos que
1
15" (gF (v, = (ZIIS" (905 W)
0 N
<3¢( Y (I (e Flr ) )
j=0
= 3Clvilgg .
paraj=0,1,---. O

Observacgao 3.2.16. Escolhendo q = 2 no Teorema 3.2.15 e usando o Teo-
rema 3.2.14, concluimos que

1F 1 (gF(W))lILs < ACIV]I». (3.2.10)
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UM LEMA DO TIPO LITTMAN

Este capitulo é voltado ao estudo de um lema do tipo Littman que é
uma ferramenta chave para obter estimativas LP — L9 na linha conjugada
para solugdes do problema de Cauchy para a equagdo da onda.

Teorema 4.0.1 (Lema do tipo do Littman). Dado Ty um niimero positivo grande,
consideremos, para T > T, a integral oscilante

oL (e lv(m),

comv € CP(R™) e supp(v) C {n € R": | € [},2]}. Entdo, vale a seguinte

estimativa L>° — L

. n—1
15 €M) < CO+1)7T Y IDEVM)]wos

|| <s
n+3
onde s > 52

Vamos separar nossa discussdo em duas se¢des. Por primeiro, vamos
desenvolver o método da fase estaciondria e na segunda secdo, fazendo o
uso desse método, demonstramos o Teorema 4.0.1.

4.1 METODO DA FASE ESTACIONARIA

Nesta secdo, seguindo [19, Capitulo 8] e [10, Capitulo 2], estudamos o
comportamento de uma classe especial de integrais da forma

J ey (x)dx, (4.1.1)
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onde u € CX(R"™) é chamada de fungdo amplitude e ¢ € C>*(IR™) é cha-
mada de funcdo de fase, ambas com valores reais. Vamos ver que um
principio bésico sobre a andlise de integrais oscilatérias da forma (4.1.1)
é de que, a medida que o gradiente da fun¢do de fase ndo se anula, a
integral decresce rapidamente em A e, portanto, a maior contribuigdo vem
dos pontos onde o gradiente de ¢ se anula.

A fim de simplificar o texto, vamos identificar por M(m x n) o conjunto
das matrizes reais m xn e, se Q € M(n x n) é uma matriz simétrica
e invertivel com r autovalores positivos e n —r negativos, denotamos
sgnQ =1 — (n—r). Ainda, se detQ # 0, dizemos que Q é uma matriz ndo
degenerada.

Proposicao 4.1.1. Supde que [V$(x)| > ¢ > 0 para todo x € supp(u). Entio,
para todo N > 0,

< CN}\iN/

J ey (x)dx
]RT'L

quando A > 0.

Demonstragio. Consideremos o operador

V(x)

onde a(x) = SR Temos que
. 1 & deirM(x)
L(el}‘d’( )) - ar (x) ¢

iA Oxy
k=1

1 — db(x )aei?\d>(><)

_}\; |2 axk an
iAd(x)
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Dessa forma, usando integragdo por partes e o fato de que u tem suporte
compacto,

= J}Rn & g ax ae;}:;b() (x)dx
= J_AkZ; o ax(x) ae;ltmu(x)dx
- kZZ J et a(a‘zf) (x)dx
_ Jm PO ( &g a(gfs) (x)> dx

onde

Da mesma forma, para cada N > 0, temos

n

J ev“b(x)u(x)dx:J eI (LH Ny (x)dx (4.1.2)

O resultado segue tomando o valor absoluto em ambos os lados de (4.1.2).
O

Agora, um questionamento natural é sobre o que acontece com (4.1.1)
quando esta possui um ponto critico ndo degenerado, ou seja, quando
¢'(x0) =0e ¢”(x) # 0 para algum x9. Uma bom indicativo do comporta-
mento da integral, e que também é o caso que utilizamos nesta dissertacao,
vem de quando ¢(x) é uma fun¢do quadrética, em que a origem é um ponto
critico ndo degenerado. Em especifico, vamos analisar a integral com

B0x) = 5%, Q.
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sendo Q uma matriz real n x n, simétrica e com determinante ndo nulo.

Interessados em desenvolver o Método da Fase Estacionaria, precisamos
dos seguintes resultados que dizem respeito a transformada de Fourier de
fun¢des Gaussianas imagindrias.

. . .- (Ax,x)
Lema 4.1.2. Sejam A uma matriz n x n Hermitiana e f(x) = e~ 2, Valem

(a) Se (ReAx,x) > 0, entdo f € L'(R™);
(b) Se (ReAx,x) =0, entdo f € 8'(R™) e f ¢ L'(R™).

Demonstragdo. (a) Caso (ReAx,x) > 0, temos que

_ (Ax,x) _ (ReAx,x) _(ImAXx,x)
e 2 X = e 2 ‘e Y2 dx
n R™
_ (ReAx,x)
= e 2 dx < oo.
R™

Logo, f € L'(R™M).
(b) Caso (ReAx,x) = 0, comecaremos verificando que f ¢ L'(R™). Para

iSso,
| x|

:J 1dx = 0.

(Ax,x)

(ReAx,x)
e 2 2

- (ImAx,x)
—i A

e

dx

e

Logo, f ¢ L'(R™). Finalmente, para verificar que f € 8'(R"), note que a
linearidade é imediata e, entdo, resta provarmos a continuidade. Para isso,
seja (¢;) C S(R™) tal que ¢p; — 0 em §(R™). Assim, segue da Proposicao

3.1.6 que
< J e

Sendo assim, f € §'(R™). O

(Ax,x)

2

_ (AXX)
J e 2 ¢dj(x)dx

b (x)]dx = J}Rn |bj(x)|dx — 0.

Lema 4.1.3. Se A é uma matriz n x n Hermitiana tal que (ReAx,x) > 0, entdo

X, X X, X -1 ’
?(e_<Az >> (&) = <J e_(A2 >dx) e_(A Zaa>.
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Demonstracio. Definimos
_ {(AxX)
u(x) =e 2

Observe que (ReAx,x) > 0 e, do Lema 4.1.2, segue que u € L' (R"). Agora,
para todo j € IN, temos que

(Dju)(x) = H{Ax)u(x). (4.1.3)

Por outro lado, se v é uma distribui¢do satisfazendo (4.1.3), entdo, para todo
j €N,

(Ax,x) (Ax,x) . (Ax,x)
D, (v(x)e > ):(Djv)(x)e ™ _y(x)i(Ax)e 2
(Ax,x) (Ax,x)
=1i(Ax)jv(x)e” 2 —i(Ax)jv(x)e 2
=0.
(Ax,x)

Assim, v(x)e 2 é constante e segue que v(x) =v(0)e 2
Aplicando a transformada de Fourier em (4.1.3) e usando o Teorema
3.1.24, segue que, para todo j € IN,

£0 = —i(AD);0.

Assim,
Djt = i(AT &)t

e, portanto, aplicando o mesmo que foi feito no caso da equacédo diferencial
ordindria em (4.1.3), temos

_AaTTee)
2

1(0)e

( _(Axx) ) _aleg) (4.1.4)
J e 2 dx]|e pa

RT’L

]

(&)

De posse desses resultados, vamos calcular a transformada de Fourier

de (Qx,x)
- (Qx,x
u(x)=e"2",

onde Q € M(n x n) é uma matriz simétrica real ndo degenerada. Nesse
caso, como Q é uma matriz real, (Re(—iQ)x,x) = 0 e, entdo, segue do Lema
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4.1.2, que u € 8'(R™) e u ¢ L'(R™). Sendo assim, precisamos calcular a
sua transformada de Fourier como distribuigdo temperada e, para isso,
utilizamos a continuidade do operador F no espaco 8'(IR™), aproximando u
por fungdes que satisfazem as hipéteses do Lema 4.1.3.

Lema 4.1.4. Se Q € M(n x n) é uma matriz simétrica nio degenerada, entio

- (Qxx - e
F (elQT>> (£) = (2m) T e F59QdetQ| 2o 21UQ 68,

Demonstragio. Sejam € > 0 e Q¢ := Q + €il, onde I é a matriz identidade

. e : (Qex,x) ; (Qx,x)
de ordem n. Vamos comegar verificando que e' 7 et 2 em §'(RY)

quando € — 07. Para isso, dada ¢ € §(R™), temos que

- (Qex,x) S (Qxx)  _(xx) . 5
T p(x) =e T e b(x) m e 2 d(x)

para todo x € R™ quando € — 0. Ainda,

i (Q €2er)

e 2 d(x)

e

l(Q;ﬁQ _ <X/X> ‘

d)(X)‘ = ‘e

e |¢| € L'(R™) uma vez que $(R™) C L'(R™). Portanto, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, segue que

S (Qexx - (Qx,x)
J e1< p >d>(x)dx—>J]R e1< 2 ¢p(x)dx

quando € — 0.

z . 1 M
Agora, para o célculo da transformada de Fourier de e* 7 , tomando
A = —iQ¢, temos que

(ReAx,x) = (Re(—1Q + el)x,x) = e(x,x) >0

para todo x € R™\ {0}. Assim, usando o Lema 4.1.3, segue que

. ex,x : €exX,X - ¢ g] /E)
?(elmz >> (&) = <J el<Q2 >dx> e ' Qe (4.1.5)
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Agora, como Q € M(n x n) é uma matriz simétrica, existe P € M(n x n)
ortogonal tal que PTQP = D, onde D é uma matriz diagonal cujos elementos
sdo os autovalores de Q. Assim,

- {(Qex,x) [ S (Qx,x)  e{x,x)
J e 2 dx = el 2 2 dx
n JIR“
[ i(DPTX,PTX>7€<PTX,PTX>
= e 2 2 dx
JR™

1{Pyy)  e{yy)
e e 2 2
JR™

r

dy (4.1.6)

622:1 %(U‘k_e)yidy

JIRM
n
Hz

_ J°° e3Py’ gy
k=1

0

Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ay >Oparal <k <re
A <Oparar+1<k<n

Se 1 <k <, entdo Ay > 0 e consideremos z, = (€ — i?\k)%y. Sejam ¢y

e Py os argumentos de zy e zﬁ, respectivamente. Escrevendo zi na forma

polar, temos
zi = |zi|er = |z [Petr. (4-1.7)

Por outro lado, usando a forma polar de zi, também temos que

zi = |23 [*e!2Px. (4.1.8)
Assim, combinando as equagdes (4.1.7) e (4.1.8), temos que Py = 2¢y. Como
€, A > 0, temos que Py € (— Uy O). Tomando o ramo da raiz quadrada de

forma que Im(e —i?\k)% < 0, temos que sen(dy) < 0 e, entdo, Py € (— iy 0).
Dessa forma,

—_

o P 1 1.2
J e 2 (Ak—e)y dy = —J e 2% dz, (4.1.9)
0 (e —iA)Z Iy

onde I} é o contorno apresentado na figura 4.1.
Agora, vamos verificar que
(.¢]

_1,2 1.2
J eZZdz:J e 2% dx.
T 0
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Imz

N ,
N ,
N ’

N ,
A o
\e\ ,

SO s

\\ N // LQ
N \/}b Z ‘T\\L
N , (\L’
N ,
N ,
N ,
N ’
NP
7
PN n Rez
4, N )
L, AN &y
’ N
//// \\
Q:V/’ N
Q'/ AN
. AN
, N
.7 AN
’ N

Figura 4.1: Contorno relacionado a mudanga de varidveis do Lema 4.1.4.

Para isso, dado R > 0, consideremos o contorno definido em trés pedagos
dados por

Ly:)zl:R—=0, =0,
Ly:|z] =R, 0:0,—0, (4.1.10)
L3:’Z’IO—>R, ezek,

que também estdo apresentados na figura 4.2, onde as setas indicam a
direcdo da integracdo de contorno.

Imz

Figura 4.2: Contorno definido na equagédo (4.1.10).
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Comecemos por notar que

R—o0

1,2 ) 1.2
J e 27 dz = 11mJ e 2% dz.
N L3

Ainda, temos que e 27" é uma funcdo analitica sem singularidades. Por-
tanto, pelo Teorema de Residuos (D.o.5), segue que

J e 27 dz 4 J e 27 dz +J e 277 dz = 0. (4.1.11)
Ly ) L3

Analisando as duas primeiras parcelas da soma (4.1.11), temos que

0 R
1.2 1.2 1.2
J e 2% dZ:J e 2% dx:—J e 2% dx
Ly

R 0
e
1.2 1 27mR 7R
J e 27 dz| < — < —7 0
L ezR 8 bqe T

quando R — oco. Assim, tomando o limite quando R — oo em (4.1.11), segue

que
o0 /
J e 1 dz = J e 2 dx = vin
M 0 2
e, substituindo em (4.1.9), concluimos que
1
o0 iy
J e (Pe—ely? gy (275')2 -
0 2(e —iAy)2

Sendo assim,

—_

’ *® 14 2 i 1
[I2] ety = et ] ——
k=1 0 k= (€ =12
e, tomando o limite quando € — 0T, temos

_ 1 1 eld
hm+ FN N IV H A A
=07 (e —iA)Z  (—1)Z[AZ A2
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. |
Casor+1 < k < n, temos que Ay < 0 e consideremos z = (e —iAg)2y
. 1 .
tomando o ramo da raiz quadrada tal que Im(e —iA)2 > 0. Seguindo
raciocinio andlogo ao do caso anterior, segue que

n
—r 1
||2J e}’ gy = 27" [ ————
K—r+1 kerp1 (€ —1A¢)2

Novamente, tomando o limite quando € — 0", temos

. 1 1 et
lim = — - =
=07 (e —iN)Z  AZINZ (A

-
N=| RR

Dessa forma, temos que

§<61M> (£) = lim ff(

e—0t

r e_i% Q188
= (2n)2 e 2
k= r+1 |7‘k|2
et (r

B e*l 1& (;ﬁ) —(n—r))
- .1
|7\1 }\n| 2

= (2m) el T59"Q| et Q[ 2o 2UQ 88,

N\:

O

De posse desse resultado, podemos enunciar o Método da Fase Esta-
ciondria.

Teorema 4.1.5 (Método da Fase Estaciondria). Seja Q € M(n x n) uma matriz

simétrica e ndo degenerada. Entdo, para uw € CP(R™) e N > 1, temos que

N-1 (zﬂ)%ei%sgnQ

1 K
2 aHaerq s Y P DO+ Sn AL

3 <QX/X>
J e 27 u(x)dx =
n

onde

SnuA) < QA 3N Y Q"D DMy

2NN! Lo (RM)
loe<s

n
paras > 5

72



Demonstragdo. Usando o item (b) do Teorema 3.1.10 e 0 Lema 4.1.4, temos

) ox 1TsgnQ (0 g,
J e”‘<Q2 >u(x)dx = s 4n = J eﬂ(Q w g>ﬁ(£)d£. (4.1.12)
n (2)2AZ|detQ[2 Jrn
Ainda, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange (C.0.4), temos que
N-T .
it (0| 3
e —Z o < §r para t € R e, entdo,
k=0
N-1 K
Qe T/1
e_1 A - _| (K<Q 15” £>) +RN(EV)\)1
— k! i
onde N
2A)~
Ra(e ) < Qs BN

Agora, note que, se g € C°(R™), entédo

J N §(&)dE = J N g(&)e0dE = (2m)"g(0).

Assim, usando o item (a) do Teorema 3.1.7, segue que

|, 1@ ekaieae = @r(Q Dy DY)

Dessa forma, definindo

Rn(u,A) = LRn Rn(E M) 0(E)dE, (4.1.13)
temos que
-1 N—1 K
J L = LG . (%M@“&, a)) A(£)dE + Ry (1, A)
k=0
N—1 1
= —1 , ka(8)d R A
kZ_O (2A1)kK! J}Rn<Q &, &) 0(&E)dE + Rn(u,A)
N—1 (2m)"
T (A ((Q "Dy, Dx)*u)(0) + R (w,A).
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Portanto, aplicando (4.1.13) e (4.1.14) na equacgdo (4.1.12) e usando o Co-
roldrio 3.1.11, segue que

N—-1

o {Qxx) (271) 2 e€59nQ
J eh 2 u(x)dx:Z

1 K
2 et s (Y P DO+ Snlu AL

onde
ei%sgnQ _
ISn(w,A)| = — RN (u,A)
(2m)2AZ|detQ|2
ei%sgnQ
o J Rn(£, A)0(£)dE
(2m)2AZ|detQ|z JR™
C _n._n_ _ .
<ono @ INCEN Qe eMale)|
CNQ ~1_N -1 N
SN > HDO%Q D, D) uHLOO’
lx|<s
sendos>%. 0

4.2 DEMONSTRACAO DO TEOREMA 4.0.1

Nesta se¢do, vamos demonstrar o Teorema 4.0.1. Fazemos a prova da
estimativa para ?{LX(e’m“‘v(n)) e o outro caso é andlogo.

Comecemos por denotar V = {n € R": | € [},2]}.

Como v € CX(R") temos e Ty e LT(RM) e, entdo, escrevendo y=1,
segue que

Tylale T Mv(n)) =

(2m)n
_ ] J ey (1) dn
(2™ )y
Assim, precisamos estimar
sup J e”(”'ym)v(n)dn‘. (4.2.1)
yeR™ JV
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Agora, vamos descrever informalmente e de maneira sucinta quais serdo
os proximos passos. Comecamos definindo um operador linear L tal que
e!*MY=M seja um ponto fixo. Para § > 0, vamos analisar o que acontece
com (4.2.1) quando |y| ¢ [1 —5,1+ 8] e quando [y| € [1—5,1+3].

No caso em que [y| ¢ [1— 5,1+ 0], usamos que elTny—ml) ¢ ponto fixo de
L para escrever a integral em (4.2.1) como uma nova integral que envolve N
aplica¢des do operador transposto de L, L', em v. Vamos verificar que, nesta
regido, cada aplicacdo de [tem v gera um decaimento na ordem de e,
entdo, chegamos na estimativa desejada. Este caso é tratado na subsecdo
4.2.1.

O caso em que jy| € [1 -5, 1+ 8] é tratado na subsecado 4.2.2. Comegamos
garantindo que basta estimar (4.2.1) paray = (s,0,--- ,0) com s € [1—5,1+
b]. Depois, consideramos uma vizinhanga K; de y de modo que, quando
n ¢ Ks, o resultado segue aproximando v por uma sequéncia de fungdes
de modo que podemos usar o mesmo argumento usado no caso em que
lyl ¢ [1—295,1+23].

A maior dificuldade da demonstragdo estd no caso em que 1 € K, ja
que aqui ndo conseguimos garantir que L' tem decaimento da ordem de
7!, Nesta parte, usamos o Lema de Morse para escrever a funcio de fase
de forma mais simplificada e o método da fase estaciondria ird garantir o
decaimento desejado.

Agora, vamos tornar a discussdo acima mais precisa. Comegamos
introduzindo a func¢ado vetorial

b =dlrym) =1 (y = ,2—|)

e definimos o operador L por

1

n
1
L= Ty, Ta i 7

iyt 2 O

onde ¢; representa a j-ésima componente de ¢.

75



Com isso, note que

. 1 .
my—mh _ E . - Mm-y—ml)
Lewny ml) — (b)(,c’y,n)ianjenﬂy Ul

ou seja, MY~ ¢ ponto fixo de L, por isso a importancia da introducao

deste operador.

Agora, vamos dividir a demonstragdo no partes: por primeiro, quando

lyl ¢ [1—25,1+ 3] e depois quando [y| € [T —5, 1+ 8], com & > 0.

4.2.1 Casolyl ¢ [1—05,1+ 9]

Neste caso, temos |[y| — 1| > 6 e, entdo,

mn mn
_Ds r—‘—H:u —1> 6
‘” In!‘ “" i =M

para todo n € R™\ {0}. Assim, vale que

para todon € R™\ {0}.
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Usando que e¢'"MY~M) ¢ ponto fixo de L, temos que

J ey () dn = J Let™ ™y Mly(n)dn
v \Y%

1 L 1
:Jvmzq)(’fyn) a e T(n-y—nl) v(n)dn

1
_ZJV |¢Ty 5 |2d>)(Tyn) M e it(ny—ml) v(n)dn.

Agora, para cada j € IN, vamos analisar a integral

1 1.,
Jv W—de(r,y,n){anj e T Y=y () dn. (4.2.

Ty

Primeiramente, por (4.2.2), temos que

I

1
im

Cl)j('t,y T])
(T, y, P

ewm-y—m)vm)‘ an

|
\%

1 .
0y, e ) ‘ an

(7, y,n)l
< HV(T;;HLOO ; |anjeiﬂr(n.y—\n|)|dn
_ ||V(2)5||L°° ;v <y] ;]|> il ynl))‘dn
Ml ;v -

")

ou seja, para cada j € IN, temos que

: j 1 it(ny—ml)
|¢(T,y,n)|2¢J(T’y/n)ianje V(T])

3)
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é integrdvel com relacdo a varidvel . Assim, pelo Teorema de Fubini,
podemos mudar a ordem de integracdo em (4.2.3) e, usando integracdo por
partes, temos

J d 'ei’t(n-y—hﬂ) (I)](T/y T]) l ( )
v 121

[d(t,y,m)
_ it(ny—m) d)j(TrU n) 1 )
= e, (r¢(w,n)| {vin) ) n.

Com isso, temos que o operador transposto de L, denotado por L', é da

forma N
=2 o (i) 42

Sendo assim, aplicando N 1ntegragoes por partes, segue que

J eiw(n-ylnl)v(n)dn‘ —
\Y%

J eiTm'ym”(Lt)Nv(n)dn'.
\%

Afirmacao 4.2.1. Dado « um multi-indice com |x| = M € IN, considere Jyp =
{4,..., 2(M +1)}. Entdo, para cada j € ], existe n; € IN de modo que

a(x kk
(I(b(TanZ) Z |q>wn|JZ” wym,

onde c}< é constante e f}< é produto de j — 2 fungoes coordenadas de ¢ e/ou derivadas
parciais de ordem no mdximo M de fungdes coordenadas de &.

Demonstragio. Fazemos por inducdo em M e, a fim de simplificar a escrita,
as variaveis de ¢ = ¢d(t,y,1n) sdo omitidas. Para M = 1, consideremos, sem
perda de generalidade, x = e; = (1,0, ...,0). Neste caso,

1 1
X — )| = — —2¢y 0 .
“<|¢|2) o7 2~ 2

Logo, o resultado vale para M = 1.

Supondo verdadeiro para algum M € IN, queremos garantir a validade
do resultado para M + 1. Novamente, sem perda de generalidade, fazemos
para um multi-indice « com || = M +1e &« = 3+ e; com |3| = M. Pela
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hipétese de indugéo, ja sabemos que, para cada j € Jp, existe n; € IN tal
que

(|¢|2) Z |q>|1 Zcﬁk’

onde ch é constante e f}< é produto de j — 2 func¢oes coordenadas de ¢ e/ou
derivadas parciais de fun¢ées coordenadas de ¢. Assim,

@)
0 <|¢|2 %' | g

s 1 Z - (4.2.5)
= Oy, ¢; f;
j
o |d>|
Agora, para cada j € i e 1 <k < ny, temos
1
kek k
i) =¢ —=0n,
(Id)ll g )) [ (Id)l’) !d>!1 m ]}
(4.2.6)

[wm > et + g ]

Substituindo (4.2.6) em (4.2.5), chegamos em

1
% (@) Z (M)WZZ REA r¢|lzcka”‘f}<>

k=1 1=1
(4.2.7)

Como f}‘ é um produto de j — 2 fatores sendo eles fun¢des coordenadas
de ¢ e/ou derivadas parciais de fun¢des coordenadas de ¢, segue que
$10y, d)lf}‘ é um produto de j fungdes coordenadas de ¢ e/ou derivadas
parciais de fung¢des coordenadas de ¢. Por outro lado, pela regra da
derivada do produto de varias fun¢des, também temos que 0y, f}‘ é uma
soma de j — 2 produtos de j — 2 fun¢des coordenadas e derivadas parciais
de fungdes coordenadas de ¢. Com isso, reorganizando os termos, note
que é possivel reescrever (4.2.7) de forma que, para cada j € Jym41, existe

m; € N tal que
1
% (o) -
b2/ 2

J€IM+1

1 Kk
WZngJ
k=1
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onde d}‘ é constante e g}< é produto de j — 2 fungdes coordenadas de ¢ e/ou
derivadas parciais de fun¢des coordenadas de ¢. O

Afirmacdo 4.2.2. Seja L' o operador dado em (4.2.4). Entdo, para todo N € N,
existe A > 0 constante tal que

(LYNv(n)ldn < AT ID&v(n)|dn.
Jy SaPN}

Demonstragido. Fazemos a demonstracdo por induc¢do e, novamente, as
variaveis das fun¢des ¢ = ¢(1,y,1n) e v = v(n) sdo omitidas. Para N =1,
temos

j=1
0 b, (b (4.2.8)
=i) (0ygv+—50 )
;( Mgl g om”
e as derivadas parciais de primeira ordem de — | d>\2 sdo dadas por
b;  Ondsldl* — by DI
O = — . 2.
TGP o7 (429)
Calculando as derivadas parciais que aparecem na expressao (4.2.9), temos
1.1
On;hj =7 ( | | + |ﬂ)|3> (4.2.10)

n
Oy |01 =2 bidn; ds
i=1

[‘b’ (‘l _33> Zcbl (%)] (421

Dessa forma, como 1 € V, usando as equagdes (4.2.10) e (4.2.11) e a estima-
tiva (4.2.2), temos as estimativas

T

—m + s

< < — 2.
o ST oz Sk (4-2.12)
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2
Tlm)

+Z|¢1

oy 011 _
oF < o7 (""J' )
1#)

(4.2.13)
S ToR ( Z |n!>

< w,

821
Utilizando a representacdo (4.2.8) e as estimativas (4.2.12) e (4.2.13), chega-
mos que existe A > 0 constante tal que

i ||3

¢ - b; |31
Lol < D ( [nyipp| VI+ o ral0nv
~ | |
n
8+4
( ity r+—|amvr)
):1
<AT! Y DV
lx|<1

para todon € V e, portanto,
|, Lvtien < Avt 3 | Dgvinian
\%
lo<1

Supondo a afirmacdo verdadeira para algum N € IN, ou seja, supondo que
existe A > 0 constante tal que

J I smin < aet Y| Dgviian, (42.14)

<N

vamos verificar o que acontece para N 4 1. Para isso, usando a hipétese de
inducdo dada em (4.2.14), temos que existe A > 0 constante tal que

JV (LN y(m)ldn = Jv (LYN(Liv(n))ldn
<At Y J DX (Ltv(n))|dn. (4219

| <N
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Agora, para cada multi-indice o com |x| < N, usando o Teorema de Leibniz
2.2.1 temos que

N o b b5
ztan (anj |¢_|]2V+ M)—|Jzanjv)

- x T x T
=iy (%(B)Dﬁa’]%_!w” BV+B§“(B>DEM>_IJZD“ ﬁan].v).
(4.2.16)

Finalmente, a fim de estimar ID%(Ltv(n))l em termos de derivadas par-
ciais de v, segue da representacdo obtida em (4.2.16) que basta encontrar
estimativas para as derivadas parciais de ordem até N + 1 de ‘;% para cada
j € N. Para isso, seja  um multi-indice com || < N + 1. Se [B]| = 0, note

que
bj 1 T
— < — < =T 2.1
OF ST91 S5 (4-217)
uma vez que |¢| > dtparay & [1—95,1+29].
Caso [B] # 0, usando novamente o Teorema de Leibniz, temos que

b; B) By |
aﬁ—’=§ ALY L — 2.18
T2 o (v ni% |pl2 (4-2.18)

Para todo i € IN, as derivadas parciais de primeira ordem de ¢; sdo dadas
por

_l+ﬁ 1 — 1
3 i — T\ "mTR ) 1=,
ni+) T(ﬂ) I%J

ml3

e, entdo, 0y, ¢; € uma funcado de classe C*° em V. Dessa forma, para todo
multi-indice y com |y| > 1, existe A, constante tal que

[0y sl < Ay (4.2.19)
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para todon € V. Além disso, como |¢| > dT paray ¢ [1 — 95,1+ 0], usando
a estimativa (4.2.19), temos que

ondil _ A
F(MJ g%. (4.2.20)

Por outro lado, a Afirmagdo 4.2.1 nos diz que se |[y| = M € IN e se
definirmos Jym = {4,..., 2(M + 1)} entdo, para cada j € ]y, existe n; € N
de modo que

a 1
(0 (@> = Z w;c}‘f}‘, (4.2.21)

JEIm

onde ck é constante e f}‘ é produto de j — 2 fungdes coordenadas de ¢

e/ou derivadas parciais de fun¢des coordenadas de ¢. Assim, usando a
estimativa (4.2.20) e o fato de que ‘%” < 1, segue que, paracadaj € Jpm e

cada 1 < k < nj, existe B]f tal que

[olTole

(4.2.22)

Portanto, utilizando a estimativa (4.2.22) na representagdo (4.2.21), temos
que existe B, constante tal que

o
1 1 ! Kok
NioE| > @Z'CJ‘W
SV k=1
o
1 : kipk 2.2
< Z WZM B (4.2.23)
i€lm k=1
1
< Brige:
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Usando a representacdo (4.2.18) e as estimativas (4.2.19) e (4.2.23), chegamos
que existe Cg constante tal que

b 1
XD (gt oL gL
bom| <190 oA g £ 2y )RR g+ ke W
[yI#£0
Y#B
|q>, ( ) 1 1
+ A,TB,, _ +ApT—
BlgP? Z VIRV RIpR TP g
WI#O (4.2.24)
Y#B
B — 1 A Bv yPy—p Ag
M#O
Y#£B
éCBTil

Dessa forma, segue da férmula (4.2.16) e das estimativas (4.2.17) e (4.2.24)
que conseguimos C constante tal que

DELvm)<Cr! > DEvn) (4.2.25)
BI<N+T

para todo 1 € V. Finalmente, substituindo (4.2.25) em (4.2.15), concluimos
que existe A constante tal que

J, L Mvimlan < AN 5 | pavimlan

| KN+1
0
Usando a Afirmacao 4.2.2, concluimos que
J eiT(”'y*‘””v(n)dn gJ ei’c(nyflﬂl](]_t)Nv(n)‘dn
\% \%
< | mian
.2.26
<cr N ZJ D&v(n)ldn (4-2.26)
[ <N
o] <N
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onde C depende somente de §, que depois sera fixado. Note que aqui
precisamos N > “7_1 para ter o decaimento desejado no Teorema 4.0.1.

4.2.2 Casolyl € [1—5,1+79]

A préxima afirmacdo nos garante que, nesse caso, s6 precisamos estimar
(4.2.1) para os valores de y cuja tinica coordenada possivelmente ndo nula é
a primeira.

Afirmacao 4.2.3. No caso em que |[y| € [1 —9,1+ 0], basta estimar (4.2.1) para
y=(s,0,..,0) coms e [1—5,1+3].

Demonstragdo. Dado z € {y € R" : [y| € [1 — 5,1+ 8]}, consideremos uma
transformacao ortogonal u, tal que

u,(z) = (|z,0, ...,0),

cuja existéncia é dada pelo Teorema B.o.2. Como u, é uma transformagéo
ortogonal, temos que u =u; ' e, como 1~ também é uma transformacéao
ortogonal, temos que |det] 1| =1, onde J 1 representa a matriz Jacobiana
associada a transformacao u;'. Assim, fazendo uma mudanca de varidveis
com « = u,(n), temos que

J ez () dn = [ et 12000y (1) dn
\% Jv
[ etttz 02000y () dn
Jv
_ o (210-001ad) (3 6 1y () do.
Jv
Como v € C(R™) com supp( ) € Ve LLZ_1 € C*®(IR"), segue que
vo uz_1 € CP(R™) com supp(vou, 1) C V. Portanto, caimos no caso em
que estimamos a integral para z = (s,0,. O) com s € [1—35,1+8]. Dessa
forma, conseguimos estimativas para a mtegral para todo y. [

Sendo assim, paray = (s,0,...,0) com s € [1 —§,1+ 0], vamos calcular a
integral

J Y, (1) dn — J etvom=lly () dn.
v v
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Definicao 4.2.4. Uma vizinhanga conica de um ponto x € R™\ {0} é um
conjunto K C R™ tal que K contém a bola B(x,e) ={y € R" : [y — x| < €}
para algum e > 0etz € Kparatodot>0ez¢c K.

A fim de simplificar o entendimento da Defini¢do 4.2.4, a Figura 4.3
ilustra uma vizinhanca c6nica em RR?.

Figura 4.3: Exemplo de vizinhanca conica em RR?.

Seja K; uma vizinhanga conica de y dada pela Defini¢do 4.2.4. Vamos
separar em dois casos: quando 1 ¢ Ks e quando n € K.

Cason € Kg:

Como Ks uma vizinhanga conica de y, temos que existe € > 0 tal

que B(y,e) C K e, entdo, como n ¢ K, Q—| ¢ Ks e ‘y—%‘ > €. Assim,

ld(t, Yyl = et
Seja, agora, N5 := V' \ K5 e, para cada m € IN, seja

1
Nit = {x € Ng : dist(x,0Ng) > —} .
m
Ainda, denote por XN a funcdo caracteristica de N§*, ou seja,

() = 1,  meNg,
M0, neNy,

e considere
fms = VXN

Defina
fgl = fm,é * G,
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onde (¢m) é uma sequéncia de aproximacdes da identidade padréo (veja a
Definicdo 2.3.1). Assim, do Teorema 2.2.25, temos que f* € C°(R™) com

0
m m J—
supp(f3) C N7 +B<O,m> C Ns

e ainda, segue do Teorema 2.3.4 que fI* — vxn, em L!(IR™) e, consequente-
mente, em medida quando m — oco. Assim, seguindo 0 mesmo argumento
da equagdo (4.2.26) e usando a desigualdade de Young, resulta que

J e”(s“‘”)vm)xNé(n)dn’:
Ns

JN eltsmi—=mD 1im f’én(r])d’r]‘
5

m—o0

= lim
m—o0

J eiT(smlnl]fgi(n)dn‘
Ns

< lim Ct™ ) DR e

m—oo

lod|<N
< lim CT™ ) IDF(fms * dm)l
lo|<N

< Jim CtN 3 [|(Dafs) % bl

|| <N
< lim CT™ B |DF sl ol bmlL
|| <N
—N
< Ct Z HDT('T\)HLOO
o] <N
(4.2.27)

e aqui, novamente precisamos N > “7*1 para ter o decaimento desejado.
Cason € Kg:
Vamos estudar a integral

J et s =l (1) dn. (4.2.28)
VNKsg

Usando o Teorema 2.1.16, obtemos

2
J e”(m‘*'m)v(n)dn — J
VNKsg

J M=)y (1 (1)) doy dr,
M; (1)

1
2
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onde Ms(r) = {n € R": n| = r}NK; e do, é a medida de superficie de
M;(r). Agora, para T € [},2] fixado, consideremos a integral

| e i) dor (4:2:29)
Ms(r)

Note que, como 11 € K;, temos que 17 > 0 e assim, escrevendo 1 = (n;,1'),
segue que

Ms(r) = {n e RYim = /2 —m3 — - —nd,In'| < ,(5) }.

Dessa forma, como 0Mj(r) é uma subvariedade de M;s(r) de codimenséo 1,
segue dos Teoremas C.0.1 e C.0.2 que a integral em (4.2.29) é da forma

| e o, - | &My (1)) dor
Ms(r) M (r)\oMs (1)
Y e VI 1) Jr (') dn
Jm'l<er
=)o TV (1)) () dn,
Jn'I<er
onde J;(n’) é dada por
ulls r
M) =4/1+ = :
Jr(n 2 — ;2 \/m

E importante observar que J+(n’) e suas derivadas de ordem no maximo
“T’] sdo uniformemente limitadas com relagdo a r € [%,2] em’l < e ().
Agora, temos que a fungdo F.(n’) := s1/12 — [ —r é de classe C® em

M €eR": | < er(d)}e parai,jei{2,...,n},

%( /)__ SNy

On; n= /12 —n/'12

1 n? C
—S + - 1=
aZFT (T]/) o (\/rz_lnlz V T2—|1”|I23) J
an anj ninj e
—S | ——= 1
SRR b,
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Assim, segue que VF(0) = 0 e a matriz Hessiana de F no ponto 0 é dada por

0 .. 0
0 -2 0 .. 0

S

Logo, det(Hess[F(0)]) = (—;)n_] # 0 e, portanto, 0 é ponto critico ndo
degenerado de F. Dessa forma, pelo Lema de Morse (veja C.0.8), existem
W, = € R": |n/| < e} (se necessario podemos tomar um €, menor),
U, vizinhanca compacta da origem em R™' e um difeomorfismo C*

E,T‘:UT‘HWT‘

tal que &:.(0) =0e

1
sy/r2 =M —r=FM') =F(&(z)) =st—71— z(z%+ 22 ). (4.2.30)

Assim, chegamos na integral
o) | A (), )] ' (2) e, (2

onde J;, (z) é a matriz Jacobiana associada a mudanga de coordenadas &;.
Escrevendo

ET(Z) = (a'l (Z)/ cey Ev?_1 (Z))/
como &, é um difeomorfismo, existe C, > 0 constante tal que
0z
paratodoze U, ei,je{l,..., n—1}

(Z)’ <G

Afirmacao 4.2.5. As derivadas parciais das fungoes coordenadas de &, sdo unifor-
memente limitadas parar € [},2], z€ Uy ei,j€{1,--- ,n—1}L

Demonstracio. Dado ' € [%,2}, temos que

Frun') =sy/12 —m'}> —r".
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Consideremos f(x)

xeg(x)= \/rl_,x. Ainda, denotemos W, = f~1(W;)

e U =g '(U,). Com isso, vamos definir &, : U, — W,,, dada por

Agora, note que

Fr’ o fﬁ] (X) = FT/ (

Assim, temos que

F;

En=(g " 0& o) =f ok og.

T./Z
x) = s\/1"2 — —|x[2 =7
T

/(&(2))

T/

T

(Frof )(&og

! [T
:?Fr (Em( TTZ
T/ T

- (sr—r—?(
1
o /_ /__
=sr'—T 2(

—

ST

ou seja, &, satisfaz (4.2.30).

Agora, dados 1,

Assim, temos que

para todo z € U,..

je{l,---,n—1}, temos

Gl
aZj

—1 i
(z)= Ao trog)
ZpJ
ED.
- T aZj

\/E o8}
T 0z;

(z)

T

T./

]

Observacao 4.2.6. Seguindo o mesmo racicinio, chegamos que o resultado
da Afirmagdo 4.2.2 também é verdadeiro para as derivadas parciais de

ordem no méximo

90
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Consideremos
u(r,z) =v(nn'(z),7))]:(n'(z))|det]¢, (2)!.

Para cada m € IN, sejam U"* := {x e U : dist(x,oU;) > nll}, Xum a
fungao caracteristica de Ui e gm = wxum. Defina

gm = bm * gm,

onde (¢m) é uma sequéncia de aproximagdes da identidade padrdo. Assim,
pelo Teorema 2.2.25, temos que g™ € C°(R™') com

N 1 —
supp(g™) Cc Um+ B(O, a) C U,

e ainda, segue do Teorema 2.3.4 que g™ — uxy, em medida. Portanto,
pelo teorema da convergéncia dominada, temos que

. —lz)? . —lz|?
J e'T 2 u(r,z)dz:J e 2 u(r, z)xudz
n—1
' K (4.2.31)

) . —lzl?
:nll_rgoj 16” z-g™(r,z)dz.
Rn—

Agora, aplicando o Método da Fase Estaciondria (Teorema 4.1.5), temos
que

iTLZ‘Z m n-1 _ymmn-1) _n-1 ol Tk i . m
]e 2 g™(r,z)dz=(2n) 7 e T2 o _EAZ gmn(r,0)
R =0 =
+Sn(w,y, 1, 7),

onde

ne 1T \N
Snlwx,m, 1)l < CND 2 N Y |IDe (—EAZ) g™(r,2) ,

o< Lo(RE)
onde s > “T’] Escolhendo N = 1, chegamos em
=iz no1l _ynn=1) a1
e 2 gM(r,z)dz=(2n) 2 e 4 v 2 g™(r,0)+S1(wy,1,7T),
Rn—1
(4.2.32)
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onde

Silwx 1l < Cr T e Y IDEG™ (1, 2) s e,
lo<s
a1 oo (4-2.33)
< Ct 2 Z ||ng (r/Z)’|]_ooUR;1—1)
lod<s

onde s > " 42 =
Assim, usando (4 2. 32) e (4.2.33) e seguindo o mesmo que foi feito
em (4.2.27), segue que

_n-1
<Ct 7 ) IDEG™(r 2l o)

lod<s

n—1
<Ct 7 ) DU, 2, )-

o <s

. —lz1?
J ez g"(r,z)dz
Rn—1

(4.2.34)

Portanto, usando (4.2.31) e (4.2.34), temos que

_n_1
<Ct T Y Dl 2l qu,),

lodl<s

J e“%(_mz)u(r, z)dz

onde s > “+3

Agora, como v(n(n’(z),r)) é uma fungdo C* na variavel r, ela e suas
derivadas sdo limitadas para r € [%, 2}. Ainda, como &, é um difeomorfismo
C®, temos que o determinante de J;_  é ndo nulo e, portanto, pelo teorema
do valor intermedidrio, det]; ndo muda de sinal. Logo, para encontrar as
derivadas de |det], |, é suficiente encontrar as derivadas de det]; . Além
disso, as derivadas parciais de |, e das fungdes coordenadas de &, de ordem

no maximo 21 sdo uniformemente limitadas e, portanto,

2
J eyr(sn]h’”)v(n)dn‘ < CTTIZ]J Z HDgu(T/Z)HLOO(U )dT
VNKsg :

2 \0<|<s

<cr T Z IDSv(n(m'(2), 1)l (u, dr

: lo <

T3 DIV sy,

lod<s
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onde s > “T“

. < —n-l n1 _n1
Finalmente, note que 1+ 1 < 27 e, entdo, 7 L 2T (14T
Assim, chegamos na estimativa

» _n-1
ng‘;lm(e wln'v(n))HLm(lRQ) < C(1 +T) 2 Z HDT‘T\)(T]))HLOO(]RR)’

o <s

onde s > “TH
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ESTIMATIVAS DE STRICHARTZ PARA A EQUACAO DA
ONDA

Neste capitulo, apresentamos, como uma aplicagdo do Teorema 4.0.1,
estimativas do tipo LP — L9 na linha conjugada para o problema de Cauchy
para a equagdo da onda livre que é dado por

ut —Au =0, t>0,xeR",
uw(0,x) =d(x), xR, (5.0.1)
ut(ol X) = 1I)(X)/ X € R™.
Comecaremos deduzindo uma representagdo para a solugdo do problema
(5.0.1). Para isso, aplicando a transformada parcial de Fourier, chegamos na

equagdo diferencial ordindria auxiliar dependendo do parametro & € R"
dada por

Vtt+|(z_,|2\):0, t 2 OI EGIRTL/
v(0,&) =F(P)(E), Ee€RM, (5.0.2)
vt(ol E») = ?(11))(5)/ E € Rn/

onde v(t, &) := Ty (u(t,x)). Para & # 0, a solugdo geral para o problema
(5.0.2) é da forma

v(t, &) = cr(&)e Vot 4 cp(&) e, (5.0.3)

Aplicando as condi¢gdes de Cauchy para encontrar c1(§) e c2(&) chegamos
em
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Assim, substituindo c¢1(&) e c3(&) em (5.0.3), segue que

YEt | o—ilEft et _ o—ileft
v(t, &) = (%) F(§)(E) + (%) FW)(E).  (504)

Finalmente, supondo que a férmula de inversdo de J_,; vale para u, segue

que
et 4 o—ilEft
ult,x) =5, (%) Sf(cm(a)]
. . (5.0.5)
et _ o—ifEft
+ T (%) 3"(1I))(E,)] -

Essa representagdo consiste nos chamados multiplicadores de Fourier

T (e Halt, )T () (),
onde ¢ = ¢(t, &) é chamada de fungio de fase e a = a(t, &) é chamada de
funcao amplitude.

A fim de obter estimativas LP — L9 para u dada em (5.0.5), vamos nos
voltar primeiramente para o multiplicador de Fourier da forma

T (T () (5.06)

e entender quais os passos utilizados para conseguir tais estimativas. Tendo
feito isso, seguimos 0 mesmo caminho para conseguir estimativas para os
outros multiplicadores de Fourier.

A seguir, apresentamos as etapas seguidas.

1. Adicionamos uma fung¢do amplitude ao nosso modelo de forma que
tenhamos

File (e”“ém)(a)) , (5.0.7)

onde 2r > 0 serd determinado depois.

2. Decompomos o espaco (0, 00) x R em duas zonas. Definimos a zona
pseudo-diferencial como

Zpa = 1{(t,E) € (0,00) x R : H}&] < 1)
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e a zona hiperbdlica como
Zhyp ={(t, &) € (0,00) x Rg (el > 1

Ainda, introduzimos uma funcdo x € COO(IR}}) satisfazendo

que serd uma espécie de funcdo de corte entre as zonas pseudo-
diferencial e hiperbdlica.

3. Vamos conseguir estimativas para

vee 1 —x(t
gl (e X soe) ).
Aqui, usamos que
1—x(E) _
€

para (t,&) € Znyp.

4. Vamos conseguir estimativas para

AN )]

Vale observar que

X (tIE])
&2

para t|&| < %, ou seja, nesse caso, a funcdo amplitude se anula em
grande parte da zona pseudo-diferencial.

=0

5.1 ESTIMATIVAS NA ZONA PSEUDO-DIFERENCIAL

Nesta secao, vamos estimar

S (aﬂilt%‘#mm) .
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Teorema 5.1.1. Consideremos, para ¢ € S(IR™), o multiplicador de Fourier

grw( l'a'tﬁtm?(d))(&))-

Assumimos que 1 < p <2< q<ooel < 2r< n(%—%). Entdo, temos a

sequinte estimativa LP — L9

_ _ X (t& 2
Hff"‘iﬂ( v [ZXCHED ”s"(cb)(z,)) < @G0 il
La
para todo p e q admissiveis. A constante C depende de p e q.
Demonstracdo. Comecemos introduzindo a notagdo
1 (e ] = X(HED d
Ip rfgﬁx T (b)(&) L .
Fazendo as mudancas de coordenadas n = t& e tz = x e usando a
relagdo (3.1.13), temos que
1 B X(tE]) !
In = lXE, 1|£‘t Ev dx
°7 Jrn |27 Jgn € |E,|2r b))
[ T i T = Xx(Inl) n
= Ne 22T F () () —-d "4
Jeo | S & 0 (3) ] @
[ 1 [ 17.& —1|n| |T]’ 2r n n
= — 5t F(P) () d t d 1.
Jren (27[)““]1{71 TP <t> m vaz )
_ i =X (D) n
2 + in| 2 AVHD

— t21"q—nq—|—n

?“_%<_W |n12f|n|> e (? (>>

Para a integral

_ e dul)
T — 3:71—>Z < lln‘ |T]’2T 7
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dado 1 real positivo, temos

: > 1, (5.1.2)

>

segue do Teorema 3.2.9 que F,_(T) € g e, entdo, T € Lg. Assim, usando
a Defini¢do 3.2.4, segue que
n n

T3t (500 (1)) |, < ¢f[52 (501 (3))

Agora, fazendo a mudanga de varidveis y = 7, temos que

-

7,0 (5001 (7)) = (zjmj () (1) an

1

—¢n y-tz
o | ey

=t"Pp(tz).

Assim, temos que

[Tl (50 ()], < o2l

Além disso, fazendo a mudanga de varidveis x = tz, concluimos que

I (t2)llir = (J ) |¢(tz)|vdz)"

. (J ) rq>(x)|de)p

=t ?lldllr.
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Dessa forma, segue que

HT* n-z <9(¢) (%))H]_q < Ct" P bl (5.1.3)

Finalmente, substituindo (5.1.3) em (5.1.1), mostramos que

_ _n
Iy < CtZTq ng+n+nqg qud)HEp

= ey,
e, tomando a raiz q-ésima, segue que
H%x ( “‘*'twﬁf(m(a) < G s
|EJ°T La
paratodo 1 <p<2<q< oosatisfazendoO<2T<n<%—%>. O

5.2 ESTIMATIVAS NA ZONA HIPERBOLICA

Nesta secao, vamos estimar

g (e T 0).

Aqui, o importante é que a funcdo de fase se anula para t|&| < % e uma das
ferramentas principais para obter estimativas L' —L® é o Lema de Littman
apresentado no Capitulo 4.

Teorema 5.2.1. Consideremos, para ¢ € $(R™), o multiplicador de Fourier

S—"g%( —I'E't%mm).

1

Assumimos que ““ ( — %) < 2r. Entdo, temos a seguinte estimativa LP — L9

P
t r—n
H&;X ( —15""(—';%(@(&)) <6 pl
€] La
paratodo 1 <p < 2 satzsfazendo % =1
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Demonstragido. Dada uma fungdo p € C(R"™) que satisfaz o Lema 3.2.10,
consideremos a sequéncia (p;) dada por

) P@7Y), j>1
Pty {1—Z?i1pk(y), j=0 21

Primeiramente, utilizando o Lema 3.1.26, vamos conseguir estimativas
LP — L9 na linha conjugada para

g1

E—x

( _1\g|tX(t|E|)pj(E,)

e 3"(d>)(£)> (5.2.2)

para todo j > 0. Para isso, para cada j > 0, definimos

Vamos comegar verificando que g; € L' (R") para j > 0. No caso em que
j = 0, fazendo as mudangas de varidveis y = t& e, para cada k < 0, x = 27y,
temos que

_ [ x[tEDIpo(tEN]
| ioolea = X e

:tZr—nJ X(Iyl)lpzo(lyl)!d
R™ !y\ T

<22Tt2T“J Z p(27y))ldy

|y|>2 k=—o0
0
N ([
k=—o00 72
— CtZr—n
< 00.
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Por outro lado, para cada j > 1, temos que

. [ x(EDIps (EIEDN]
|, ioitenae = | XEEEE

—2rn | 2y

lyl>5

_ 22r+jt2r—nj lp(Ix])ldx

T<xl<2

< Q.

Logo, gj € L'(R™) para cada j > 0. De maneira analoga, segue que, para

0<j <jo
(eighx(ﬂanpj(ﬂan) g
]2 [ '
onde C é independente de j e p. Aqui jo pode ser escolhido arbitrariamente
grande. Ainda, como ¢ € §(R"™), temos que ¢ € L'(R™). Assim, usando o
Teorema 3.1.26, segue que, para 0 <j < jo,

(e_iatx(tlél)pj(tlél)

?71

E—x

< Ct™|opllp 1. (5.2.4)
Loo

E—x

%

Por outro lado, para j > jo, fazendo a mudanca de coordenadas t& = 2/n
e usando que x(2m) =1 para n| > %, temos

H&H ”f(cb)(&))

. t St
sup |71 (e—latX( IEIM;]( |EI)>' _
xeR™ !E! T
1 J e —iee X (HEN s (LIE]) '
= su S S At A EN ]
erRIZL (27-[)11 n ’5|2T
= Q2 g T [ 30 e_izim\X(zjh]Upj(Zjhﬂ) an
xern | (270" JRrn aley
e e | o—in2x —i2n X(ZMDe(n) dn‘
xeRrn | (270 Jrn 2"
= Q=g g 1 o x| p(nl) d ’
xeRn | (270 Jrn |2
j(n—21) 2r—n || —i2im (M)
< Pn-men g1 <e D) |
(5.2.5)
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Agora, como £ € C°(R™) com suporte no conjunto {n € R™: [n| € [1,2]},

usando o Lema de Littman na forma 4.0.1 com T = 2 temos que

— —i2| |p(|ﬂ|)
‘?n%x< o |n|2r

Substituindo (5.2.6) em (5.2.5), segue que
( _15|tX(t|5|)pj(t|5|))

<C(1+2) " < col="7), (5.2.6)

LOO

< C2(="7)gi(n=2m)2r-n

Loo
n+1

_ Cz] ( n— —ZT) t2r—n

E—x

Hff ‘ £

e, usando o Teorema 3.1.10 e a Desigualdade de Young, conseguimos que

H?g—”‘ ( —1a|tX(ﬂE|!;|gjr(t!E!)3,((1))(&))
H £—>x< —1|E,tX(t|£|)pz]r(t|£|)) *(b(((—v)
|Ev| Lo
H o < —L|EtX(t|£|)g)r(t|£l)) Hd)HU
€] Loo

n+1

< U 2 g.

Dessa forma, conseguimos estimativas L' — L™ para (5.2.2) para todo j > 0.
Precisamos ainda derivar estimativas [Z — [?. Para esta parte, vamos
verificar que
gjllie < C272747,

Para j =0, temos

X(HE) o
sup [go(&)] = su Pk (tIE])
£etn ol gern | &P :Z_oo ‘
1 0
< sup — Z p(27¢lE))
< ZZTtZT sup (Ip(t|£|)|+|p(2t|ril)l)
tE)>1
< Ct7,
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e paraj > 1,

t (t
sup |g;(&)| = w'
EeR™ feRM |(t—,|
< p; (tIE]) ‘
1<2itEl<2 %

< Cz—jZTtZT.

Ainda, como ¢ € $(R"), entdo ¢ € [2(R™). Assim, usando o Lema 3.1.26,
segue que, para todo j > 0,

1 (e xHED s (HIE])
Hg“ﬁ*( “ |a|g)r

< C272¢2| b 2.
L

Sf(«m(a))

De posse das estimativas L' — L® e 2 — 2 e usando novamente o Lema
3.1.26, concluimos que, para 0 <j < jo,

H? 3 ( ﬂlat% <2 3) @ Ga) g

E—x

ff(cb)(z,))

La
2r— n(

< Ct i,

uma vez que 1 < p < 2e —2r (2—%) < 0. E, paraj > jo, tomando

“T“ <l — l) < 2r, segue que

P q
H?@*( —1|E,|tX(ﬂﬁlg|gjr(t!5U?( (W)) <
< 2 (B (G=3)-20) 2 G=3) 1
< (0 o

Finalmente, usando o Teorema 3.2.15 e a Observacdo 3.2.16, concluimos

que
- \£|tX(t|E|) 2r-m
H aﬁx( I Te®) )| <o Gl
para todo 1 < p < 2 satisfazendo 1 + =1 O
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5.3 ESTIMATIVAS PARA A EQUACAO DA ONDA

Vamos comegar encontrando as estimativas para o multiplicador de
Fourier

T (1T () (5.3.1)

para diferentes valores de t > 0.

e Casote (0,1]

. . 27y
Adicionamos o termo &

e na fun¢do amplitude, onde 11 > 0, e

estudaremos

21‘1
Tl (eHF@)E) =T, (e”a't:?:—zﬁwxa))

5l (e (T (enstee) ).

Escolhendo 2r; = n (;l) — %) nos Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 e usando o

Teorema 3.2.3, segue que

|7 (e Fe@)]| |, <cllr (e Fwre)]
= Cllgll

< Cllll er,
P

Lp

paratodo T <p<2el+ % — 1, onde H3"' e H3"" sd0 os espagos de
Sobolev definidos na Secédo 3.2. Mas, como t € (0, 1], temos que

n_i1(1_1
= ()T el g
T+t

e, portanto,

1

I (o), < cao T G Vo,

paratodo 1 <p<2e—-+- =1

1
q

<=

105



e Casot e [1,00)

Adicionamos o termo E:i:i na fun¢do amplitude, onde r, > 0, e
estudaremos

B . 3 . 1 B
Tl (@) = 7 (e e G (|a|2rsz(¢)(a)))) .
Escolhendo 2r; = “T“ <:—) — %) nos Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 e usando

novamente o Teorema 3.2.3, segue que

Jozt (= si0n0) |,

Lp

paratodo 1 <p<2e

Tomando M, > n (% — %), segue do Teorema 3.2.3 que, para todo t > 0,

7t (e @), < co 7 G Digl

paratodo 1 <p <2e:—)+%:1.
Para o multiplicador de Fourier

T (e T@)E),

os Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 seguem de maneira andloga e conseguimos as
mesmas estimativas. Dessa forma, chegamos no préximo teorema.

Teorema 5.3.1. Seja ¢ € S(IR™). Entdo, o multiplicador de Fourier

g (T (@) ()

satisfaz a sequinte estimativa do tipo LP — L9
. _n-1(1_1
7t (2 50)®)) |, < 0+ Gl

ondeMpelR,Mp>n(%—%),1<p<26
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Agora, vejamos o que acontece com o multiplicador de Fourier

5 (e ( —1|at3r(1|))(£)) .

€]

Na zona pseudo-diferencial, seguindo o mesmo que foi feito no Teorema
5.1.1, chegamos na estimativa

(e — X(HED F)(E ))
Hf’"“ﬂ( R

paratodol <p <2< gq<oocom2r+1<n G) — %) e note que precisamos
1

. 1 .
supor, ainda, que n (5 — a) > 1 para garantir que 2r > 0.

Na zona hiperbélica, seguindo o mesmo que foi feito no Teorema 5.2.1,

21— n(

<ct Dol (532)

La

tomando 2r+1 > “T“ (;—) — %) chegamos na estimativa
_ _ tIE) F(W) (& 2r41
H?H ( e X(HE) T )) <Gy (5.33)
& & La
paratodo 1 <p < Ze :1.

Novamente, prec1samos analisar o que acontece para diferentes valores
de t, mas o caminho é andlogo ao que foi feito para o multiplicador de
Fourier em (5.3.1).

e Casote (0,1]

£

Adicionamos o termo FLE)

na fun¢do amplitude, onde r1 > 0, e

escolhendo 2r; =n (l

P %) — 1 nas estimativas (5.3.2) e (5.3.3), segue
que

Hfjr? (e—uatﬁ"(ll))(i))

paratodo 1 <p <2,

e Casot e [1,00)
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.. 2r)
Adicionamos o termo &

na fun¢do amplitude, onde 1, > 0, e

42
escolhendo 2r; = “TH <% — %) — 1 nas estimativas (5.3.2) e (5.3.3),
segue que
o T _no1(11
HFJ?LX <e—1IEtM> <C(1+1t) Z (p q)||1|)||H2T2
&) Ld P

Ty 1 1_1
paratod01<p<2,5+a—1en(p q> > 1.

De maneira andloga conseguimos as mesmas estimativas para o multi-

plicador de Fourier
(euat?(ll))(ri))

g1
€]

E—x
e chegamos no seguinte teorema.

Teorema 5.3.2. Seja ¢ € S(R™). Entdo, o multiplicador de Fourier

(eiuat ?(‘4)_)(‘3))

g1
€]

E—x

satisfaz a sequinte estimativa do tipo LP — L9

1 ﬁatw)
Hg (e &

E—x

,L<1,1)
<CO+1) 2 W ]|y,
P

La

1 1 1 1
onden<5—a) >1, M, €R, Mp>n<5—a

)—L1<p<2e

Assim, somando as estimativas dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2, segue o
proximo teorema.

Teorema 5.3.3. Sejam ¢, € S§(IR™). Entdo, a solugido w para o problema de
Cauchy para a equagdo da onda livre satisfaz a sequinte estimativa do tipo LP — L9

e, Mo < €040 67 (ol + 10l )

1_1 1.1 1_1
onden(p q> >1,1 <p<2,p+q =1leMp € Rcom M, >n(p q>.
O préximo teorema apresenta uma estratégia diferente de demonstracdo

que permite remover a condi¢do n (% — %) > 1 no Teorema 5.3.3.
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Teorema 5.3.4. Sejap € S(R™). Entdo, temos a sequinte estimativa LP — L9

gt —i[Et
—1 € —e€
?E,—m <W?(¢)(E)>

ondeMpEIR,Mp>n(%—%),1<p<26

Demonstragio. Seguimos os mesmos passos feitos para o multiplicador de
Fourier dado em (5.0.6). Para isso, adicionamos uma func¢do amplitude ao
nosso modelo de forma que tenhamos

et _ o—ilEft
1 e e 1

onde 2r > 0 serd determinado depois.

Comegamos encontrando estimativas na zona pseudo-diferencial. Para
isso, seguimos a ideia do Teorema 5.1.1 e por isso vdarios passos sdo omitidos.
Introduzindo a notacdo

q
35—1

E—x

Io =

4

La

2ij¢] &I

(eiat il 1 —x(lnl)fﬂlp)(g,)>

fazendo as mudancgas de coordenadasn = t& e tz = x e usando a relagéo (3.1.13),
chegamos que

q
IO _ t(2r+1 )g—mg+n

B il — =t 1 — () -
1 (e —e x(n 1 n
?’HZ( 2 e ) T (501 (3)) g

(5.3:5)

Para a integral

el — e~ 1 —x(In))
T:=91
e ( 2in| i)’

note que existe A > 0 tal que

einl — =il
<A

sen(lnl)‘
m

2in|
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para todo n| < 1. Assim, dado 1 real positivo, temos

et — =il 1 —x (M)
2in| Mm%

m{n e R": [F,(T)| > 1} = m{n e R"™:

1}

l 2in|

1
=m{n€1R“:|n|2T<

A
m{n eR™: " < }

}

l

0
(_.
N‘:

]

Assim,como 1 <p <2< q<oo

1
> 1,

L =
3 T1
P 9

segue do Teorema 3.2.9 que ¥, (T) € M} e, entdo, T € Lj}. Assim, usando
a Defini¢do 3.2.4, segue que

e (o) (1)]], < et ol (5.3.6)

Finalmente, substituindo (5.3.6) em (5.3.5), mostramos que

(2r+1)g— n(

[ <Ct >||¢||Lp

e, tomando a raiz q-ésima, concluimos que

et — e~ it 1 — () 2r1-n(1-1)
T F < Ct P
. ( 2 e T . Rl
(5.3.7)
para todo 1 < p < 2 < q < oo satisfazendo 2r < n (% — %)
Por outro lado, na zona hiperbélica, seguindo o mesmo que foi feito no
Teorema 5.2.1 e tomando 2r+1 > “TH <% — %), segue que
et _ o—ilEft
1 [e e " x(nl) 2r 1
T ( e )| <ct B v 639
La

para todo 1 < p <2 com 1 + =1.
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Finalmente, precisamos estudar o que acontece para diferentes valo-
res de t > 0. Novamente, o caminho é o mesmo feito para os outros
multiplicadores de Fourier e, por isso, ndo apresentamos alguns passos
intermedidrios.

e Casot e (0,1]
2r
Adicionamos o termo L

zm ha funcdo amplitude, onde 11 > 0, e basta

tomar 2r; =n (;—)

%) nas estimativas dadas em (5.3.7) e (5.3.8) para
concluir que

[ et ot
Eox (T?Nﬂ(&)

1,1 _
paratodo 1 <p <2com+ 5 =1

_71(1_1,)
<SCt1+1) Z || 2ry
P

Lda

e Casote [1,00)

2r
Adicionamos o termo :i:Trj na funcdo amplitude, onde 1, > 0, e basta
tomar 2r; = “TH (% — %) nas estimativas dadas em (5.3.7) e (5.3.8)

para concluir que

et _ —ilEft
—1 e e
£ x (W?ﬁb)(&))

1,1 _
paratod01<p<2comp+q—1.

1(1_1
<Ct(1+t) 2 (P‘q>||x|)||Hzr2
P

Lda

Sendo assim, tomando M, > n (% — l), segue que

q
et _ o—ilEft
—1 € e
T (W?ﬁb)(é)>

ondeMpelR,Mp>n(%—%),1<p<2e

— 1
<ct(+07 T Gl
Ld ’

Dessa forma, somando as estimativas dadas pelos Teoremas 5.3.1 e 5.3.4,
chegamos no préximo teorema.
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Teorema 5.3.5. Sejam ¢, € 8(IR™). Entdo, a solugido w para o problema de
Cauchy para a equagdo da onda livre satisfaz a sequinte estimativa do tipo LP — L9

e, Mo < €11+ 78 (el ey + ol )

1.1
0nde1<p<2,p+q

:1eMpE]RcomMp>n(%—%>.

5.4 ESTIMATIVAS PARA AS DERIVADAS PARCIAIS

Nesta se¢do, vamos obter estimativas para a derivada parcial de u na
variavel t e também para Vu. Para isso, note que a derivada parcial de u
na varidvel t é dada por

deu(t,x) =T [— G %mm]

(5.4.1)

+970, {(eii't ~ e*“‘i't) %?(11))(&)} ,

e, para cada 1 < k < n, a derivada parcial de u em relagdo a xy é dada por
g1 | (el | gt 1ok
onult ) = | (e e 1) ety o)
1| ((Gllele _ g-tigt) Sk
+37, l(e e )m?(w)(a].

Para obter estimativas para Vu, vamos trabalhar com o multiplicador
de Fourier

(5-4.2)

7 (e ET (1)

Adicionamos uma func¢do amplitude de forma que estudamos o multi-
plicador de Fourier

Tl (e““%&"w)(a)) ,

onde 2r > 1. Para obter estimativas na zona pseudo-diferencial, seguindo o
mesmo que foi feito no Teorema 5.1.1 e definindo

_ i n
T=9,", (e 1““%1 —xunn) ,
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il
neR™: ,;‘,‘;n —x(mhl =1

ne R™: |n|2r < “ —XUTIUHWJ}

{

{ :
<m{n eR™: " < M}

{

I
3

l

—_—

<mineR™: ! <T}

Tomando 0 < 2r—1<n <:—) — %), chegamos que

2r—1-n(1_1
< G gl
Lda

Hs"ggx (e—i'“la%n —x(uamﬂwa)

paratodo 1 <p <2e%+%:1.
Na zona hiperbélica, usando o fato de que |&| < [&], basta seguir o

mesmo que foi feito no Teorema 5.2.1 e tomando 2r—1 > ”T“ (% — %),
segue que

2r—1—n<f—

1_1
< o)

H%Lx (e”i't%x(uanmxa))

paratodo 1 <p gZe%—l—%:].

Apbs separar nos casos t € (0,1] e t € [1,00), conforme feito para o mul-
1_1
P q

e 2r = "~ (% — %) + 1 na zona hiperbdlica e somando as estimativas,

chegamos que

La

tiplicador (5.0.6), tomando 2r =n ( > + 1 na zona pseudo-diferencial

H"J’ELX (e_“aték?(dﬂ(&))HLq < C(1 +t)112<r]>3|>|y¢y|H2Ap,

)
Para o multiplicador de Fourier

ondeMpelR,Mp>n(l—%)+1,1<p<2e

Tl (e‘““%%)(@) ,
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f—‘T < 1, basta seguir o mesmo raciocinio e concluimos que

usando que

n—1(1 1
<c+0 T Gl
o)

g
Hs—g% ( | a&w)(a))

Lda

ondeMpelR,Mp>n(%—%>,1<p<2e

Dessa forma, temos que

IVu(t, )llLa = (Z J]R [0y, u(t, x !qu)

k=1

n
<Z(J [0y, w(t, x)[9dx

k=1

n
= 3 fowult, e

<c+97 768 ol vt 0l 501,

onde M,;, € R, M,, >n(%——>+1 1<p< 2e—+——1
Para obter estimativas para (5.4.1) basta seguir o mesmo caminho e

chegamos em

huett, Ml < O +0 7 68 g O )

onde M, > n <; >—|—11<p 2e— %:1.

Assim, demonstramos 0 segumte teorema.

Teorema 5.4.1. Sejam &, \p € $(R™). Entdo, as derivadas particias 0qu e Vu da
solugdo w para o problema de Cauchy para a equagio da onda livre satisfazem as
seguintes estimativas do tipo LP — L9

orutt, e < O +0 7 ) <||q>|| o+ 10l )

IVut, e < C(1+ 07 574) <||q>|| . )

11 1
ondeMpechomMp>n<5—a>+1,1<p<2€5—|—
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FERRAMENTAS I

Esta parte contém dois lemas que foram utilizados na Se¢do 3.1 em que
tratamos sobre transformada de Fourier.

Lema A.o.1. A integral

1
J o dx
R (14 [x]2) 72
é finita.

—1,x € R", e definimos g(r) = ——,

1
(1+Ix12)" 2 (14r2) 2
T € (0,00). Assim, f é uma fun¢do ndo negativa e f(x) = g(|x|). Logo,

aplicando o Teorema 2.1.17, segue que

Demonstragdo. Seja f(x) =

J f(x)dx:G(S“_1)J r“_1;n+1dr.
n 0 (1+12) 7

Agora, para T > 1, temos

J T ————dr < J T gdr = J T dr < oo,
1 W 1 L 1
+rs) 2

enquanto, para 0 < v < 1, temos que a aplicagdo 1 r“_]ﬁ é
(14r2)" 2

continua e, portanto, integrdvel nesse intervalo. O

Lema A.o.2. Para cada k € IN, existem constantes A, B > 0 tais que

(+IED <A Y E*F < B+ g% VEeR™

o <k
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Demonstragdo. Seja & € R™. Para |x| < k,
<1, se [E]<T e [E9 <8 <E, se &>
Assim,

D 1M < ) max{1, 1€} = Cemax(T, [EFF* < Cie(1+[E)¥,

o <k o<k

onde C, = Z 1>0.
lod<k
Por outro lado, a funcgéo & +— Z]Tl:1 |<E}<|2 é continua, definida positiva e
possui um minimo Dy > 0 em S'. Assim, para & # 0,

n

D]\Z

£k
_J_
£k

n
= [P <Dy ) IET,

onde D; =
Temos ainda que

Sl =) g G Y (g
j=1 j=1

o <k

1
Dy

e assim,

2% max{1, |£]*}
201 + 1812

(1+]EP)* <
<

n
<2 14Dy ) [EfF
j=1

<2'D3 ) 1€,

o <k

onde D3 > 1+ D;. Portanto, tomando B = 2¥D3, segue que

(1+lEM*<B ) &%

lol <k

para todo & € R™ ]
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FERRAMENTAS II

Nesta se¢do, vamos apresentar um resultado sobre transformacgdes orto-
gonais especiais. Maiores detalhes podem ser encontrados em [15].

Defini¢ao B.o.1. Uma transformagéo linear T : E — F, onde E e F sédo
espacos vetorias de dimensdo finita munidos de produto interno, chama-se
ortogonal quando preserva produto interno, isto é, se (Tu, Tv) = (u,v) para
quaisquer u, v € E.

Em particular, um operador T : E — E é ortogonal quando A*A = Ig
ou AA* = I[g, onde A* é o operador adjunto de A e I¢ é a identidade em E.

Teorema B.o.2. Sejam x, y € R™ tais que |x| = [y|. Existe uma transformagio
ortogonal T : R™ — R™ tal que Tx = y.

Demonstragio. Supde que x, y € R™ sdo tais que [x| = [y| = 1 e estendemos x
e y para duas bases ortonormais de R", {x,x1,--- ,xn_1} € {y, Y1, -, Yn—_1},
respectivamente.

Seja T : R* — IR™ o0 mapa linear tal que Tx = y e Txy = y; para
i=1,---,n—1. Vamos verificar que T é uma transformacdo ortogonal.
Para isso, basta garantir que T preserva produto interno. Assim, sejam
z, w € R". Escrevendo

Z=0X+oX]+ -+ 1 Xn—1
W= PBx+B1x1+ -+ Prn1Xn_1,

onde «;, B; € Rparatodoi=1,--- ,n—1, temos que

Tz=olx+ o1 Tx)+ -+ tn_1Xn_1
=ay+xyy+- -+ Xn_1Yn—1
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Tw=pRTx+P1Tx14+ -+ Pn_1Txn_1
=PBy+pB1yr+---+ Pn-1Yn-1.

Dessa forma, temos que

(Tz, Tw) = (oy + x1y1 + -+ + Xn—1Yn—1, By + P1y1 + -+ + Pn-1Yn—1)
= afB(y,y) + By, yn) + -+ Xn1Bn1(Yn—1,Yn-1)
= af(x,x) + o Br{x1,%1) + -+ otn1Bn1{(Xn—1,Xn_1)
= (ox 4+ 0qxq + -+ + An1Xn-1, Bx + B1xy + -+ Pno1Xn-1)
= (z,w),
ou seja, T preserva produto interno. Logo,T é uma transformagdo ortogonal
tal que T(x) =y.
Agora, se x, y € R™ com |x| = [y| # 0, aplicando o mesmo raciocinio
para g e ITLJLI’ conseguimos uma transformagdo ortogonal T tal que

Tx _ . (1) _y
x| x| lyl

e, entdo, Tx =y. O]
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FERRAMENTAS III

Nesta parte apresentamos algumas ferramentas pontuais de analise,
dentre eles o Lema de Morse, que sdo utilizados na demonstracdo do Lema
de Littman. Por fim, também citamos alguns resultados sobre sequéncias
de fungdes sdo necessarios quando tratamos da convolugdo envolvendo
distribuic¢des e fungdes teste. Comegamos com uma consequéncia do Teo-

rema de Sard sobre variedades C*.

Teorema C.o.1. Supoe que M e N sio variedades C* tais que dimM < dimN e
seja F: M — N um mapa C*. Entdo, F(M) tem medida zero em N.

Demonstragdo. Veja [13, Corolario 6.11]. H

O préximo resultado é sobre mudanca de coordenadas em integrais de
superficies parametrizadas por mapas C*.

Teorema C.0.2. Sejam V C R™ aberto e g : V — R um mapa C*. Ainda, seja
M ={(y,9g(y)) : y € V}. Entdo, do na parametrizagido £ : V — M definida por
2(y) = (y,9(y)) é dada por

do =+/1+|Vg(y)lfdy.

Demonstragio. Veja [7, Exemplo 22.6]. O

Agora, vamos apresentar alguns resultados sobre aplicag¢des diferencidveis.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [14, Capitulo 5].
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Teorema C.o0.3 (Teorema de Schwarz). Se a aplicagio f : U — R™ definida
no aberto U C R™ é duas vezes diferencidvel no ponto a € U, entdo a derivada
sequnda f"(a) : R™ x R™ — R™ é uma aplicagdo bilinear simétrica.

Teorema C.0.4 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f: U — R™
uma aplicagio definida no aberto w C R™ com [a, a+Vv] C U . Se f é de classe
CP e ép + 1 vezes diferencidvel em cada ponto do segmento aberto (a, a +v), com
[fPHD (x) - wPH| < MIwP! para todo x € (a, a+V) e todo w € R™, entdo a
formula de Taylor de f com resto de Lagrange se escreve como

fla+v) =f(a)+(a)-v+ %f”(a) AVt %f(p)(a) VP 41, (v),
onde M
+1
< oy

Teorema C.o.5 (Férmula de Taylor com resto integral). Seja f: U — R™ uma
aplicacio definida no aberto w C R™ com [a, a+v] C U . Se f é de classe CP*T,
entdo a formula de Taylor de f com resto integral se escreve como

fla+v)=fla)+f'(a) v+ %f”(a) Vet %f(p)(a) VP 1 (v),

onde

1
Tp(v) = 1% Lm —t)PFP (a4 tv) WP dt.

Teorema C.0.6 (Teorema da Funcdo Inversa). Seja f : U — R™ de classe
C* definida no aberto U C R™. Se a € U é tal que f'(a) : R™ — R™ ¢
invertivel, entdo existe uma bola aberta B = B(a, §) C U tal que a restricdo flg é
um difeomorfismo sobre um aberto V que contém f(a).

Exemplo C.0.7. Dado n € NN, seja

f:RY — R™
X — X"
Temos que a aplicagdo f é de classe C* e a sua derivada, em cada ponto X,

é a transformacdo linear f/(X) : R™ — R™ dada por

n
f(X) - v=> XT.v.xrt

i=1
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No ponto X = [, temos f'(I) -V = nV e, entdo, f'(I) : RY — R™ 6
invertivel. Logo, pelo Teorema da Funcado Inversa, existem uma bola aberta
B = B(I,8) e V que contém I = f(I) tais que f : B — V é um difeomorfismo
C®. Isto é, toda matriz Y € V possui uma raiz n-ésima X (X" =Y), a qual é
Unica se impusermos que X € B.

Lema C.0.8 (Lema de Morse). Seja a um ponto critico ndo-degenerado de uma
fungido f : U — R de classe Ck k > 3, num aberto U C R™. Entdo, existe um
sistema de coordenadas & : V —s W, de classe C¥2, comaeW cCc U, 0 Ve
£(0) = a tal que

n
fE(y) —fla) = ) ayjyiy;
i,j=1
para todoy = (y1,...,Yn) € V, onde
ap = 1O
v 2 aXian

aj.

Demonstragdo. Para simplificar a notagdo, vamos supor que a =0 e f(a) = 0.
Seja W uma bola aberta centrada em 0 e contida em U. Pela férmula de
Taylor com resto integral, temos que se x € W, entdo

f(x) = Z aij (x)xix;

i,j=1

com

1 0%t
aij(x) = Jo (1—1) 3%:0x; (tx)dt.
Cada aj; € uma funcdo de classe Ck—2 definida em W e, para x € W, segue
do Teorema de Schwarz que a matriz A(x) = (ajj(x)) é simétrica. Ainda,
temos que
1 2
o-f
as©) = | (1-1)

0 aXian
aZf 1
= 1—1t)dt
e, O J,1—0a
1o
N 2 aXian

(0)dt

(0).
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Assim, seja

2
AozA(O)zl( Sl (O)).

aXian
Como 0 é ponto critico ndo-degenerado de f temos que Ay é invertivel e,
entdo, existe uma matriz By tal que

[ =ApBy =BpoAo.

Logo, para cada x € W, podemos escrever A(x) = ApB(x) com B(x) =
BoA(x) e note que B(0) = I. Pelo exemplo C.0.7, como B(x) é uma matriz
que depende de x em classe C¥2, podemos tomar o raio da bola W tao

pequeno tal que B(x) = C(x)%, onde C : W — R™ ¢ de classe Ck2.
Portanto, se x € W, A(x) = AoC(x)2.
Como, para todo x € W, A(x) é simétrica, temos que
(x, Ax) = (Ax,x) = (AgC(x)*x,x) = (x, C*(x)?Aox).
Assim, A(x) = C*(x)?A, e, entdo,
C(x)? = Ay A(x) = Ay, C*(x)*Ag = (Ay' C*(x)Ag)%.

Novamente pelo exemplo C.0.7, se o raio de W for suficientemente pequeno,
x € W implicard que C(x) e Aal C*(x)A estdo tdo proximos da identidade
que, por terem quadrados iguais, temos que C(x) = Ag] C*(x)Ap e, entdo,
ApC(x) = C*(x)Ap. Assim,

A(x) = AgC(x)? = C*(x)AoC(x).
Dessa forma, se x € W, temos que
f(x) = (A(x)x,x) = (C*(x) Ao C(x)x, x) = {AoC(x)x, C(x)x).
Mostramos agora que, se o raio da bola W for tomado suficientemente
pequeno, a aplicacdo
¢:W—R"
x — C(x)x

é um difeomorfismo de classe C*~2 sobre a sua imagem. Com efeito, para
todo x € W e todo v € R"™, temos
0 oC

(x) = —(x)x + C(x)v.

P'x) v = ov ov
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Para x = 0, temos ¢'(0)v = C(0)v = v. Logo, ¢'(0) : R™ — R" é a
transformacdo linear identidade. Assim, segue do Teorema da Fungédo
Inversa que, se o raio de W for tomado suficientemente pequeno, temos
que ¢ é um difeomorfismo de classe C¥? de W sobre um aberto V que
contém ¢(0) = 0 e, entdo,

f(x) = (Aod(x), d(x)).

para todo x € W. Entdo, & = (1)’1 :V — W é um sistema de coordenadas
de classe C*2 tal que, para todoy €V,

fE(y) = (Aoy,y) Z a4 YiY;-
i,j=1

O

Um resultado bastante conhecido sobre sequéncias de fung¢des é o Teo-
rema de Ascoli-Arzela.

Teorema C.0.9 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Seja ¥ uma famz’lia equicontinua
mﬁnzta de fungoes em uma espago métrico compacto K que é unzformemente
(x)| < M para todo x € K e toda f € #. Entdo . contém uma
sequéncia infinita que converge uniformemente em K.

Demonstragio. Veja [6, Capitulo 1]. ]

Se .# é uma familia infinita de fun¢des uniformemente limitadas com
derivadas uniformemente limitadas, segue da Desigualdade do Valor Médio
que o resultado do Teorema de Ascoli-Arzeld continua valido.

Corolario C.o.10. Seja .% uma familia infinita de fungées uniformemente limitadas
com derivadas uniformemente limitadas. Entdo .% contém uma sequéncia infinita
que converge uniformemente em K.
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FERRAMENTAS IV

Nesta parte vamos apresentar algumas defini¢des relacionadas a fungdes
de uma varidvel complexa e que sdo usadas para apresentar o Teorema de
Residuos. Maiores detalhes podem ser encontrados em [5].

Definicao D.o.1. Se vy é uma curva retificdvel fechada em C, entdo, para
agy,

1 1
n(y, a) = Z_TtiLz—adZ

é chamado o indice de y com respeito ao ponto a.

Defini¢ao D.o.2. Se G é um conjunto aberto dizemos que 'y é homologa a
zero, em simbolos v ~ 0, se n(y, w) =0 para todow € C\ G.

Defini¢ao D.o.3. Uma fungdo f tem uma singularidade isolada em z = a se
existe R > 0 tal que f estd definida e é analitica em B(a, R) \ {a} mas ndo em
B(a,R).

Defini¢ao D.o.4. Supde que f tenha uma singularidade isoladaem z=ae
seja

flz)= ) an(z—a)"

n=—oo

sua expansdo de Laurent em z = a. Entdo, o residuode femz =a é o
coeficiente a_; que é denotado por Res(f, a) = a_;.

O préximo teorema pode ser encontrado em [5, Teorema 2.2].
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Teorema D.o.5 (Teorema de Residuos). Seja f uma funcio analitica em uma
regido G exceto nas singularidades isoladas ay,---, am. Se y é uma curva reti-
ficdvel fechada em G que ndo passa pelos pontos ay, k =1,---, m,esey ~ 0em
G, entdo

.I m
5 L f= gn(% ai)Res(f, ay).
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